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Tanithaté-e a problémamegoldas?

Az iskoldban, az egyetemen, tandrtovdbbképzésen, bardti korben,
a csalddon beliil, szoval lépten-nyomon szembestiliink a kbvetkezo
kérdessekkel: Milyen a korszerii miiveltség? Mennyi a matematikai
ismeretek, a matematikai gondolkoddsmad részesedése a teljes
kultiirkincsben? Mit és hogyan haszndl a matematika
tanulmadnyaibol az, aki eskiiszik rd, hogy semmit? Hol hiizédnak
a szakmdm - matematika, fizika, dbrdzolo geometria szakos tandr
vagyok - hatdrai? Mi az, amit csak a matematika, mi az, amit
a matematika is (esetleg sajdtosan) tud kozvetiteni? Ismeretekel,
ismeretrendszereket, vagy az ismeretek elsajdtitdsdnak, rendezésének
Jogdsait kell-e tanitani? A szakma elkiiloniilé jellegzetességeinek
szakavatott kézuvetitésére, vagy inkdbb az egységes vildgkép
kialakitdsdra kell-e a hangstilyt helyezni? Mit és milyen szerkezetben
tartalmazzon a tananyag? Tanithaté-e a problémamegoldds? Mikor
tériil meg? Mikor van erre id6? Mi lesz a tantervvel? Mit hagyjak ki?

deink biztosan tudtak a titkot, hiszen szamos neves tudost bocsétottak utjara. A (sike-
res) magyar matematikatanitdsi hagyomanyok tartalmi és médszertani elemeit kutat-
va, az embernek az a benyomasa tdmad, hogy a fentihez hasonl6 kérdések szamukra nem
vélasztasi kényszerrel, hanem sulypontvélasztas, aranykijelslés formajaban meriiltek fel. A
mai tantervvitak kizar6 ,,vagy-vagy” kérdései helyett az ,,is” uralkodott, €s talan ettol valt
gazdagabb4, érdekesebbé és hatékonyabba a matematika tanitdsa és tanulasa. A régi Ko-
zépiskolai Matematikai Lapok versenyfeladatait olvasgatva lathatjuk, hogy a matematika-
tanitas a konkrét ismeretek és készségek elsajatitasa mellett a heurisztikus gondolkodasi,
problémamegoldasi stratégiak hasznalatat is megcélozta. A heurisztikus stratégiak kozott
kozponti szerepet jatszik a kiilonbozé tudésteriiletek kozotti transzfer, az analogiak felis-
merése, az anal6gias kovetkeztetés. Ezek a gondolatmenetek, gondolkodasi struktirak igen
gyakran (¢és nem mindig tudatosan) alkotték a problémaorientalt oktatas, a munkatankony-
vek, feladatgyiijtemények, feladatsorozatok, tanuléprogramok osszedllitdsanak bazisat.
De vajon mit is értsiink analogian? 1991-ben az elsé osztrak-magyar matematika-di-
daktikai talalkozon megalakult egy analogia munkacsoport. Osztrak, magyar és német ta-
narok, matematikusok, matematika-didaktikaval foglalkoz6 kutatok és pszicholéguSOK,
oktatasszervezésben tevékenykedd szakemberek kilenc fos csapata hatdrozta el, hogy
példakat gytijt a sikeresen és kevésbé sikeresen alkalmazhat6, anal6gian alapul6 kovet-
keztetésekre, s a szerzként kijelslt négyes ezzel parhuzamosan keresni kezdi az analé-
giaépités tanulaslélektanilag megalapozott magyarazatat.(/) Ebbol az ttkeresésbol sze-
retnénk néhany mozzanatot felvillantani.

Tanér, didk, sziil6, mindenki a ,,gazdasagos” tanulés fortélyait akarja megtalélni. E16-

Az analégia fogalmanak els6 megkozelitése Polya Gydrgy nyomén

Pélya Gyorgy két gondolkodasi rendszert emlit, amelyek a problémamegoldaési folya-
matban tudatosan alkalmazhatok a matematikai tartalom és matematikai gondolkodés
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kozvetitésének eszkozeként: az indukciot és az analégiat. (2) Ezek hatékonysaga a mate-
matikai modellalkotés és a matematika belsé fejlddésével alatamaszthatd. Polya Gyorgy
példai szépek, beleillenek a magyar matematikatanitas és tehetséggondozas hagyoma-
nyaiba. A konkrét példakat olvasva mindenki gy érzi, hogy érti, mit takar példaul az
»analégia”. A tanitési-tanulasi folyamat tudatos tervezésekor azonban ennél szabatosabb
fogalomalkotasra van sziikség, kiilonosen, ha a matematikan kiviili ismeretszerzésre, a
jelenségek matematikai modellezésére is ki akarjuk terjeszteni ezt a gondolkodasmédot.
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Az A és B példakban azt szeretnénk érzékeltetni, hogy két dolog ,,analégias” kapcso-
lata a szituaci6tol, a tudashéttértdl, az dsszevetés jellegétol és az 6sszehasonlitas szem-
pontjatol fiigg. Az A) részben az 6sszehasonlitas alaphalmaza az eukleidészi tér, a harom-
szbg analogonjai ugy keletkeznek, hogy hozzavesziink egy, a haromszog sikjan kiviili
pontot, illetve annak sikjaval nem parhuzamos iranyban eltoljuk. A két analogon a tetra-
éder és a hdromszog alapu hasab. Az analég tars ugyan nem egyértelmdi, de legalabb ,,vi-
l4gos”, hogy mi a kiilénbség az analogonkeresés, az altalanositds és a specializalas ko-
zott. A B) pontban az idealis elemekkel bévitett eukleidészi tér (a projektiv tér egy mo-
dellje) az alaphalmaz; a haromszdg ,,rokonait” gy kapjuk, hogy a haromszéglemez min-
den pontjat dsszekotjilk egy, a haromszoglemezen kiviili ponttal. Ezaltal az éltalanositas
beleolvad az analogonkeresésbe, a kétféle korabbi analogon kozotti kiilonbség projektiv
értelemben eltiinik.

Az analégiaépités tanulaslélektani megkozelitése

Az analdgia alapvetd szerepét senki nem vitatja az alkalmazkodasban, megismerés-
ben, de a részletes fogalmi tisztazas hianyzik. Ennek részben a tanulasi folyamatok 6sz-
szetettsége, részben a tulsagosan tag értelmezés az oka. Mi az analdgiat a problé-
mamegoldasi stratégiak, gondolkodasi strukturdk szempontjabol kezdtiik vizsgalni. Az
analégia fogalméanak pontos meghatérozasa nélkiil azonban azonnal nehézségekbe iitk6z-
tiink, amint konkrét példdk helyett a kiilonb6z6 tudasteriiletek, élményanyagok kozotti
keresztkapcsolatok elemzésére, tudatos serkentésére torekedtiink.

A tanér és a didk ismeretei, a didk ismereteinek részteriiletei stb. kozott sok-sok pozi-
tiv és negativ transzfert, analog kapcsolatot lehet felfedezni. Az ismeretszerzés egyes
szakaszaiban az egyezés mértéke més és mas lehet az egyes tanulok, illetve a tanuld és a
tanar szamara. Gyakran alkalmazunk anal6g meggondolédsokat olyankor is, amikor egy —
a tudomany, a tanar szempontjabol — deduktiv rendszer a tanul6k szamaéra analogiaként
érzékeltethetd. Beszéliink példaul a prototipus (pl.: mintapélda) és a tobbi elem (pl. gya-
korl6 feladatok) kozti analég kapcsolatrél. A prototipust kategorija jellegzetes képvise-
16jének tekintjiik és a vizsgalatba bevont kor objektumain szerkezeti vagy funkcionélis
(esetleg részleges) egybeesést keresiink.

A kutatés jelenlegi szakaszaban az analdgidk egy szitk korét, a rendszerek kozotti ana-
l6gidkat tudjuk leirni. Ezen a lesziikitett teriileten az analégiét ugy tekinthetjiik, mint €gy
ismert rendszernek egy részben ismeretlen rendszerre vald , atiiltetését”, leképezését (3)-
A ,felismert” kapcsolatokat kiterjesztjiik (az ismertrél az ismeretlenre vetitjiik), ezéltal
az ismeretlen rendszert ,helytallo” és ,,nem helytall6” kapcsolatokkal ruhazzuk fel. A
részben ellenérzott, részben ravetitett kapcsolatok az ismeretlen rendszert heurisztikusan
kezelhetdvé teszik szamunkra, hipotéziseket fogalmazhatunk meg, kidolgozhatjuk a cél-
zott keresés és ellendrzés stratégidjat. g

Az itt célbavett analogiak alapja az ,,4 viszonya B-hez olyan, mint C viszonya D-hez
séma (elsérendii anal6gia), jelolésére elterjedt az 4:B C:D és az A:B::C:D szimbolum.
Ezen a tetszetds egyszerii séman beliil azonban az egyes jelek a kiilonb6z0 konkret ese-
tekben sokféle tényleges tartalmat takarhatnak. 4 és B sokrétii kapcsolatban éllhat egy-
massal, ebb6l az dsszetartozasbol, dsszerendezésbél a helyzetnek és a szandéknak meg-
feleléen valami vagy valamik fontosabba vélnak. 4 és B ,,viszonya” egy halvany hason-
latossagérzettdl egészen az Gsszetartozas valamilyen elvont fogalmaig terjedhet.

Az intelligenciatesztek szamos olyan feladvanyt tartalmaznak, amelyeket analogiaépi-
tési és felismerési feladatnak tekinthetiink, (4) mint példaul a

NAP : NAPPAL = HOLD : ... (I) vagy NAPOS : NYAR = HAVAS: ... (I)
sémék kiegészitése. Vajon milyen gondolkodasi stratégidt, jarulékos ismereteket téte
fel egy ilyen feladat kitlizése? Valoban egyértelmii-e a megoldasuk?
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Ha az A:B = C:D kapcsolatot matematikai aranyossagként fogjuk fel — amint azt az
analdgia sz6 jelentése sugallja —, akkor a NAP : NAPPAL = HOLD : ... az aranypdr ét-
rendezésével nyert NAP : HOLD = NAPPAL : ... feladvanynak ugyanazt a megoldast
kell szolgéltatnia. Ez azonban a hagyomanyosan analdgianak tekintett kapcsolatnak csak
egy sziik korére teljesiil.

Az () és (II) rendszereket egymassal analognak tekinthetjiik, azaz az dsszevetés tagjai
maguk is lehetnek analég rendszerek. Az ilyeneket méasodrendii analégidnak nevezziik.

NYAR

5 |
e i

Ha feloldjuk az (I) és (II) analog rendszereket, formélisan Gjabb ,.els6rendii analégia-
kat” nyerhetiink azaltal, hogy a téglatest valamely ¢lét (vagy lapatléjat) az egyik rend-
szernek, egy vele parhuzamos élet (lapatlot) pedig a vele analég rendszernek tekintiink.
Azt persze nem tudhatjuk, hogy az igy el64allé analdgiak értelmesek-e.

A mi példankon elvégzett proba mutatja, hogy a kiindulédsi rendszereinken beliili kap-
csolatok nem egyenld erdsségiiek. A kombinatorikus lehetdségek kozott adédnak , értel-
mes analégidk” még olyan esetekben is, amikor a feltételezett kapcsolatok az eredeti
rendszerben nem is szerepeltek (lapatlokat vetiink dssze). Ugyanakkor talalunk olyan
eseteket is, amikor az eredeti élek semmilyen hasznalhaté kapcsolatot nem képviselnek.

NAP : HOLD = NAPPAL : EJIJEL NAP : NAPPAL = HOLD
NAP : HOLD = NYAR :TEL NAP : NYAR = HOLD
NAP : NAPPAL = NAPOS : ... NAP : NAPOS = NAPPAL : ...
NAP : HOLD = NAPOS : HAVAS?  NAP : NAPOS = HOLD
NAPPAL : EJJEL = NYAR : TEL NAPPAL : NYAR = EJJEL
NAPPAL : EJJEL = NAPOS : HAVAS? NAPPAL : NAPOS = EJJEL
NAPPAL : EJJEL = NAP : HOLD NAPPAL : NAP = EJJEL
NAPOS : HAVAS = NYAR : TEL NAPOS : NYAR = HAVAS

NAP : NAPOS = EJIEL  : TEL? NAP : EJJEL = NAPOS

Az anal6giaépités matematikai-didaktikai szempontbol

A kovetkezo diagram az dsszehasonlitds pontosabb leirasat segiti, az analog kovetkez-
tetés szerkezetét szemlélteti. A, B és a koztiik fenallo ¢ kapcsolatok(nak az dsszevetés-
nél szambavett része) alkotjdk az egyik rendszert; C, D és a részben ismeretlen @* kap-
csolatok a masik rendszert. A két rendszer alkotéelemei kozotti kapcsolatokat, vagy
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azoknak az sszehasonlitas szempontjabol lényeges részét , illetve y* jelzik. Az ana-
16g kovetkeztetés a o=@* egyenldség feltételezése.

A

Az 6sszevetés szempontjanak megfogalmazasa rendkiviil fontos. Ennek hidnyaban
igazabol lehetetlen eldonteni, hogy egy analég kovetkeztetés helyes vagy helytelen. Ve-
gyiik példaul a ,,3 viszonya 6-hoz ugyanolyan, mint 4 viszonya X-hez” egyszer(i felada-
tot. A 3:6=4.X irasmod azt sugallja, hogy matematikai értelemben vett ardanyparrél van
sz0, ahol @ = @*, y = y* és a leképezések aranyt, osztast jelentenek. Ekkor a megoldas
a ,,6 a 3 dupléja, 4 megduplazva 8” okoskodas alapjan X = 8.

A kérdés vonatkozhat az 4brén l4that6 3a, 65 befogdji derékszogii haromszog nagyi-
tott képére, vagy annak a hdromhatod értékii tortnek a nevezéjére, amelynek a szamléalo-
ja 4. A gondolatmenetet gyakran alkalmazzuk, de tobbnyire nem ilyen pontosan. A ,,3 vi-
szonya 6-hoz ugyanolyan, mint 4 viszonya X-hez” szébeli megjegyzés, vagy a 3:6::4:X
alak kevésbé koti meg a 3:6 kapcsolatot. Teljesen jogos példaul a kapcsolat ,,6 harommal
t5bb, mint 3” olvasata, amib3l megoldasként ,,4 megnovelve 3-mal az 77 adédik. A tani-
tasi gyakorlatban konnyii ilyen , félreértéseket” eldidézni, hiszen egy ilyen egyszert ko-
vetkeztetést ltaldban csak egy ujjmozdulattal jelziink az abran.

Az A ugyanolyan viszonyban van B-vel, mint C a D-vel” analog kovetkeztetés az egy~
értelminek tekintett ,NAP : NAPPAL mint HOLD : ...” tesztkérdésben sem nyilvanva-
16. Még azok a kisérleti személyek is eltéréen indokolnak, akik a feladat kitiizsjének
szandéka szerinti (EJJEL) valaszt adjék. Gyakori jelenség, hogy a parokat automatikusan
atrendezhetOnek tekintik és az indoklas az atrendezett alakra vonatkozik.

¢
NAP., . ==t NAPPAL
v T i
I ;
HOLD s 2 2 A RYIEL
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Néhany indoklast idéziink:

— NAP és HOLD égitestek (), NAPPAL és EJJEL napszakok (y*). A Nap csak nap-
pal lathat6 tapasztalat alapjan megelolegezziik azt a megallapitést, hogy a Hold csak éj-
jel lathatd. Egyidejiség (¢ = ¢*).

— NAP/HOLD és NAPPAL/EJJEL ellentétparok.

—NAP és HOLD fényforrasok NAPPAL, illetve EJJEL.

Az analog kovetkeztetés eredményének értékelése ugyancsak szitudciofliggd. (Vitatni
akarjuk-e, hogy a Hold csak éjjel lathato? Fényforrasnak akarjuk-e tekinteni a Holdat?)

Analégia a matematika tanitasaban (Kisérlet a Kontyfa utcai iskolaban)

1995-ben egy féléven at iskolai kisérletet végeztiink a Kontyfa utcai éltaldnos iskola
két 6todik osztalyaban. Abbol a meggondolasbdl indultunk ki, hogy ez az életkor kiilo-
nosen elésegiti az analogiaképzés folyamatét, a 10—11 évesek oromiiket lelik a probléma-
megoldasi stratégiak elsajatitasahoz sziikséges tapasztalatszerzésben. A kisérleti osztaly
tanulasi-tanitasi folyamatéban az analdgiara épiilé gondolatmenetek — részben a gyere-
kek szamadra is — tudatos mddszerként szerepeltek, a kontrollosztalyban a tankonyv sze-
rint haladtak. Az analég kapcsolatok egyrészt a tananyag aritmetikai és geometriai részé-
nek szerves kapcsolatat, masrészt a kiilonféle élethelyzetek azonos vagy hasonlé mate-
matikai modellezését céloztak. A természetes kiindulast a mérés, 6sszehasonlitds (manu-
alisan is) biztositotta. A kisérlet f6 célja az volt, hogy a deduktiv-szekvenciélis és az ana-
l6gidra épiil tananyagfeldolgozas motivéacios hatdsat és hatékonysagat 6sszehasonlitsuk.
Az ausztriai ellendrz6 kisérletet 1996-ra tervezzik. (5)

A kisérlet ,,atlagos” tanulok bevonasaval folyt, a modszertani feldolgozés kivételével min-
dent igyekeztiink egyforman szervezni a két osztalyban: a kisérletet megel6z0 évben a két
osztaly matematikatanara kozos volt, az osztalyok 1étszama egyenld, nemek szerinti €s szo-
cidlis dsszetétele hasonlé, a tananyag tartalmilag az érvényes tantervnek megfeleld, a tanuld-
kat a kisérlet soran ugyanaz a személy tanitotta, mindkét osztaly tanuléi feladatlapokon dol-
goztak. Dokumentacioként az irdsos feljegyzéseken kiviil videofelvételek is késziiltek. A fel-
adatlapok az egyéni foglalkoztatast, differencialast (6) szolgaltak. A gyerekek éltal kitoltott
feladatlapok azonban a dokumentécio lényeges részévé is valtak, a kisérlet lezarta utan is le-
het6vé teszik az 6rai torténések rekonstrudlasat. A videofelvételek a kisérlet kozben is fontos
ellendrzési lehetéséget nytjtottak a tanar didaktikai modszerének elemzésére, annak eldonté-
sére, hogy mennyiben tanitotta masként a kisérleti osztalyt, mint a kontrollosztalyt. Mindezek
hozzajarultak a teljesitmény, valamint motivécios és intelligenciatesztek mutatta kiilonbségek
magyarazatéhoz. Az eredmények azt jelzik, hogy a kisérleti osztaly tanul6i az analog kovet-
keztetések helyes kezelésének gyakorlaséra forditott id6 kiesése ellenére legaldbb olyan jo
eredményeket értek el a normal tananyag elsajatitdsaban, mint a kontrollosztaly tanuloi.

A kdvetkezokben bemutatunk egyet abbdl a nyolc feladatlapbdl, amelyekkel a kisérleti
osztalyban a tanul6k az analégia felismerését, magyarazatat és képzését gyakoroltak. A fel-
adatlapok a jobb olvashatésdag miatt — €s hogy elegendd hely legyen a gyerekek viszony-
lag nagybetiis valaszainak, szoveges vagy rajzos magyarazatainak — A/4 formatumuak vol-
tak. Megjegyzéseink a feladatlap (csak e dolgozat szaméra) szamozott soraira vonatkoz-
nak. A feladatlapok szerkezete, kiilsé megjelenése mindig egyforma volt, ezzel is segiteni
akartuk a kornyezet és a feliileti ismérvek stabilizaldsét. A 2 (a focim), 4 (pletyka), 8 (ka-
kukktojés-keresés), 15 (szabalykeresés), 22 (gondolkodtaté feladat) sorok valtozatlanul,
az 1 (konyvecske), 3 (a feladatlap témaja) sorok aktualis tartalommal, de Iényegében val-
tozatlanul jelentek meg. Egy-egy ilyen feladatlap kiosztasa, kitoltése, beszedése 15-20
percbe telt, a gyerekek hetente kaptak egy-egy ilyen jellegii feladatlapot. Tudtak, hogy nem
osztalyzattal, hanem csak pontszdmmal értékeljiik azokat. A javitaskor, megbeszéléskor
atanuléknak nemcsak a sajat, hanem tarsuk megoldasat is meg kellett ,védeniik”.
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OLVASTAD-E? TUDOD-E? TALALD KI!
PONTOZOTT HANGJEGY
PLETYKA:
Ha egy hangjegy tartamat a felével meg akarjuk ndvelni, akkor egy pontot tesziink
uténa. :
Mennyit ér egy pontozott nyolcad? .............occivcnncnnn \
Ez a hang —— felekben ......... , negyedekben ......... , nyolcadokban ......... X
tizenhatodokban ............... értékil.
KAKUKKTOJAS-KERESES:

0)

a) tapintas  b) izlelés c) hallds d) mosolygés e) latés

s kakukktiasEmiert Ll S Ag LR g it Jastbibipedigilalnidnlps e 4
@

a)6+3 b)d+d o412 9843 ¢)206+103
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KAPTAFA:
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A ——— gy viszonyul ———— -hez, mint A viszonyul ........... -hoz
NEGREr L R S s A s R RN R A K AR S
@

aZaZL dio.

Ha egy 12 szeletes tortabol 3 szeletet kapsz, akkor éppen annyit ehetsz, mintha egy
24 szeletes tortabdl ...... szeletet kapnal,

azaz a torta ...... részét.

TORD A FEJED!

Marika egy zacskd cukrot kapott ajandékba.

Egy szem cukrot megevett, és a maradék felét a testvérének adta.

Ismét megevett egy szem cukrot és a maradék felét a baratndjének ajandékozta.
fgy 5 szem cukorkaja maradt.

Hény szem cukor volt eredetileg a zacskéban?
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Vasarhelyi Eva — Hermann Astleitner — Hans-Jorg Herber — Karl Jose Parisot: Tanithato-¢ a problémamegoldés?

1 A konyvecske az irasos informacié szimbdlumakeént jelent meg, arra utalva, hogy a
matematikai tartalom mellett az olvasast, az irdsos informacié megértését és az uj isme-
ret alkalmazésat is tanulnunk kell. A gyerekek mindig 6rémmel fogadtak a feladatokat.
Az egyik lapon a feladatlap sorszdma szerepelt, a masik lapon a gyerek sorszdma. Egy
hét utan mindenki tudta az osztalytarsai sorszamat, és nagy lelkesedéssel segitettek a fel-
adatlapok kiosztaséban.

3 A nyolc feladatlapon kiilonféle élethelyzetek (sport, a matematika torténete) és mas
tantargyak (irodalom, nyelvtan, torténelem, zene) a matematika tananyag soron levd ré-
szével (szamok irasmddja, tortszamok, mérés, dsszehasonlitas, sorbarakas, rendezés) ot-
vozve jelentek meg. Egy lapra csak egy matematikan kiviili téma és egy nem tisztdn ma-
tematikai feladat keriilt. Az analdgia gyakorlasén kiviil az 6ra anyaganak (masfél, tortek
bdvitése a jelen feladatlapon) motivélasa, elokészitése is cél volt.

5 Az ,,informéci6” a zenét tanuldk szdmara nem 1j; most 6k az éra szakértoi.

6 Visszajelzés, hogy a tanulok megértették-e az informaciot.

7 A (frissen szerzett) zenei ismeretek alkalmazasa.

9, 11, 13 Ezeknél a jatékos feladatoknal matematikén kiviili és matematikai fogalmak-
ban k6zos, eltérd, azonosité és kizard tulajdonségokat kell keresni, valamint a sajat kije-
lentésiik igazsagtartalmat ellendrizni. 11-ben felet, illetve a felét adjuk az eldtte allo
szdmhoz.

10, 12, 14, 17, 28 Azt szolgélja, hogy a tanuldk ne csak taldlgassanak, hanem érvelni,
indokolni is probaljanak.

16, 18, 20 a tulajdonképpeni analogiaépitési feladatok. 18 az oszthatdsag ismétlését
célozza, 20 az Ora anyagéanak el6készit6 feladata, a tortek bovitése.

19, 21 A valaszt Ggy kell leirni, hogy beférjen az iires helyre.

22 A gondolkodtato feladat megolddsa nagyon egyszeri, ha az ember a szoveges in-
formaciot visszafelé olvassa. Az egyik gyerek az alabbi megoldast irta le:

el et VAR TS TR TG RE A 0 SR TR e T T

maradt baratné Marika testvér Marika Gsszesen
és kiegészitette egy kis statisztikaval: Marika: 7, testvér: 11, baratnd: 5. Mindebbdl jol
rekonstrudlhat6 a visszafelé kovetkeztetés ,,stratégiaja”.
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