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1ol is, melyek népszeniek és hasznosan toltik be helyiiket a hazai és a kiilfoldi szakem-
bereknek szdnt matematikai folydiratok kozott.

A Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai sorozat létjogosultsdgdt az eddig
megjelent tobb mint 40 kotet fényesen igazolta. A Matematika Tanitdsa cimii folydirat
sajnos mdr az idén anyagi okokbdl nem jelenhetett meg. Szeretnénk, ha a sziineteltetés
csak idoleges lenne.

A tdrsulat nemzetkozi kapcsolatai az utobbi években jelentdsen kiszélesedtek. Na-
gyon sok tagtdrsunk kap meghivdst, hogy tartson eloaddst a Nemzetkozi Matematikai
Unié vildgkongresszusain. Az Eurdpai Matematikai Tandcs munkdjdban a megalaku-
ldsa ota részt vesziink. A killonbdzd orszdgokkal él6 cserekapcsolatok szinte felsorol-
hatatlanok.

Egy visszaemlékezés sosem lehet teljes, sok mindenrdl csak vazlatosan szélhat az
ember, kiilondsen, amikor a boség zavardval kilzd és a terjedelem korldtozza, de egy
dolgot mindenképpen meg kell emliteni most, amikor felzdrkozdsrol hallhatunk nyilat-
kozatokat: az Eurdpai Koz0sség orszdgainak matematika tanterveit tartalmazo konyv-
ben (7) pozitiv példaként Japdn és Magyarorszag jelenleg érvényes tantervét is ismerteti.
Ebben nem kis szerepe van a 100 éves Matematika és Physikai - Bolyai Jénos Mate-
matikai Tdrsulat munkdjdnak.
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E6tvos Lordnd Mathematikai és Fizikai Térsu- magyar tud6sai. Akadémiai Kiad6, Budapest,
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VARGA ANTAL

Erdekes kombinatorikai problémak®*

Bevezeto feladat

1. FELADAT. Hdny pontot kell kijelélniink egy konvex n-szog belsejében ugy, hogy a
sokszog csucsai dltal alkotott hdromszogek mindegyikének belsejében legyen kijelolt
pont?

Néhdgy kezdeti megjegyzés:

A vdlasz olyan szdm lesz, amely a sokszogtdl fiige. Mint majd ldtjuk, ez a szdm csak
a sokszog oldalszamatol fiigg.

A vdlasz bizonyitdsa két feladatot rejt magdban. Tegyik fel, hogy az optimadlis szdm
p. Ekkor egyrészt be kell ldtnunk, hogy p ponttal megoldhaté a probléma. Ez azt mu-
tatja, hogy az optimdlis szdm legfeljebb p. Mdsrészt be kell ldtnunk, hogy p-1 ponttal
nem oldhaté meg a feladat.

* Az 1991. oktéberében Nagykanizsan tartott el6adds frott szovege.
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Elbszor kozoljik a vdlaszt: tetszdleges n-szog esetén n—2 ponttal megoldhato a hd-
romszogek lefogdsa, kevesebbel pedig nem.

A megolddst kezdjiik a mdsodik résszel, azaz annak igazoldsdval, hogy n-3 pont
nem elég. Ehhez csak megjegyezzilk, hogy ha a sokszdg csicsai a koriljdrds szerinti
sorrendben Py, P, ,..., P, akkor a P,P. P,P, ..., P{P, ~P, 1, PP, 1P, n=2 darab
olyan hcirom:%zdg,2 amel;nek belseje ldéﬁhfﬁdr ezelk l)cezgl)é%s'éhéz ';'sl lé‘galébb n=2
pont sziikséges.

A hidnyz6 részben be kell ldtnunk, hogy n—2 pont viszont meg is adhato. Ehhez ve-

ik a P{P,Ps, P{P,P,, ..., PyP,P_ 1, P,P>P, n-2 darab hdromszdget. Mindegyik belse-
]Sggen vegl)zdz;zl;?fel 1egyZI—J‘:;gy porlztoztp %zell azlp;: és P,-tdl killonbozo iarmadik %cshoz.
A kozelséget vigy értjiik, hogy minden Gtlo esetén a kijelolt pont az dtl6 ugyanazon olda-
ldra essen, mint a vizsgdlt hdromszog csicsa.

Annak ellendrzését, hogy ez a ponthalmaz megfeleld, az olvasora bizzuk.

A feladat kombinatorikai hattere

A fenti feladat - az n-sz0g, csiicsok, hdromszogek, belsé pontok sz6haszndlatot tekint-
ve — egy geometriai problémdnak néz ki. Ha azonban elkezdiink gondolkodni a felada-
ton, akkor felismerhetjiilk kombinatorikus jellegét. Pontokat keresiink, de a pontok
pontos helye nem szdmit. A sokszog Gtloi tartomdnyokra osztjdk a sikot. Egy tarto-
mdny két pontja bizonyos szempontbdl ugyanaz. Ez a két pont ugyanazokat a hdrom-
szdgeket "fogja le". Tehdt ha meg akarunk adni egy "lefogé ponthalmazt", akkor elég
tartomdnyokat felsorolni. Ha az optimdlis ponthalmazt keressiik, akkor egy tartomdny-
bl két pontot nem vdlasztunk ki, tehdt a megoldds azonosithaté a tartomdnyok egy
részhalmazdval.

Ezek utdn a feladatot a kévetkezoképpen fogalmazhatjuk dt: Adott egy konvex n-
s§20g. Az dtloi tartomdnyokra osztjdk a sokszdg belsejét. Vegyiik a tartomdnyok U hal-
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mazdt. Minden, a csicsok dltal meghatdrozott hdromszog felfoghat6 gy, mint tarto-
mdnyok egy halmaza (U egy részhalmaza). Tehdt kaptunk (3 ) U-beli részhalmazt.
Célunk az U egy olyan L részhalmazdnak kivélasztdsa, ahogy az adott (%) részhalmaz
mindegyikének legyen L-beli eleme és ezen feltételek mellett minimdlis elemszdmii le-

gyen.

Ezek utdn természetes a kovetkezd kombinatorikus fogalom:

Legyen H egy S halmaz feletti halmazrendszer. Egy AcS halmazt lefogé ponthal-
maznak neveziink, ha minden H-beli halmaznak van A-beli pontja is. Természetes
kérdés, hogy egy adottt halmazrendszer esetén mi a lefogé halmazok minimdlis elem-
szdma? Ezt a problémdt lefogdsi problémdnak nevezziik. Az optimdlis értéket r(H)-val
Jeloljilk.

Mint az el6zd feladat esetében mdr megtettiik, most is megjegyezziik, hogy az
r(H) =k egyenldség két dllitdst rejt magdban. Az egyik r(H) <k. (Ennek beldtdsdra a
legegyszeribb mddszer (ha nem is az egyetlen lehetdség) az, hogy megadunk k pontot,
amelyek lefogjdk halmazrendszerinket.) A mdsik dllitds, hogy r(H) =k. Erre a részre
mint alsé becslésre fogunk hivatkozni.

A feladat megolddsa egy alsé becslési technikdt is javasol: Keressink diszjunkt hal-
mazokat a halmazrendszerinkben és ha taldlunk | darabot, akkor tudjuk, hogy
r(H) 2l. A legjobb alsé becslést kapjuk, hogy ha megoldjuk a kiovetkezd optimalizdldsi
problémait:

Legyen H egy S halmaz feletti halmazrendszer. Halmazaink egy FeH részhalmazdt
fiiggetlen halmazoknak nevezziik, ha F halmazai diszjunktak. A természetes probléma:
Egy adott halmazrendszer esetén hatdrozzuk meg a maximdlis elemszdmii  fiiggetlen
rendszer elemszdmdt. Ezt az optimumot v(H)-val jeloljiik.

A fenti bizonyitds utdn nyilvdnvald, hogy

v(H)<r(H)

Egy tjabb feladat

2: FELADAT. Egy labirintus folyoséi egy n-oldali konvex sokszdg oldalai és atloi.
Legaldbb hdny faklydt kell elhelyezniink a labirintusban ahhoz, hogy minden jdratban
legyen fényforrds?

A fentiek utdn nyilvdnvald, hogy egy lefogdsi problémdval dllunk szemben. Az alap-
halmaz a labirintus csomdpontjai és minden folyosé definidl egy halmazt, a folyoson
lévé csomdpontok halmazdt. A feladat az erre a halmazrendszerre vonatkozo lefogdsi
kérdés. (Ehhez csak azt kell meggondolnunk, hogy az optimum keresésénél nem érde-
mes a csomdpontokon kiviilre faklydt helyezniink.)

Egy kevés faklydt haszndlo lefogds konnyen megadhatd. A sokszdg Osszes csicsdba,
egy kivételével, rakjunk egy faklydt. Igy n-1féklydval megoldhat6 a kérdés.

A megoldds hidnyzo része az also becslés. v(H) = [n/2) ahol H a feladat mogott hu-
26d6 halmazrendszer. (Miért?!) Tehdt az eldzd feladatbdl lesziirt modszer nem midko-
dik. (Mint majd ldtjuk a fenti lefogds optimdlis). Egy kis trilkkel a megoldds azonban
konnyen befejezheto.

Ha a sokszog Osszes csiicsban van faklya, akkor persze nem "verhetjiik meg" a fent
taldlt megolddst. Ha viszont egy csiicsban nincs fdklya, akkor a beldle kiindulé n-1 fo-
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lyosé6 kozos csics nélkiili része mdr diszjunkt lesz. Tehdt csak ezen rész megvildgitdsa
igényli az n-1 faklyat.

Dobozok és kartyak

3. FELADAT. Adott ezer kdrtya a 000, 001, ..., 999 szdmokkal és szdz doboz a 00,
0l..., 99 felirasokkal. Egy lapot olyan dobozba tehetiink, amelynek a széma a lap szd-
mdbdl megkaphato egy jegy kihuzdsdval.

a) Bizonyitsuk be, hogy az 1000 lap belerakhaté 50 dobozba.

b) Bizonyitsuk be, hogy az 1000 lap nem rakhato bele 50-nél kevesebb dobozba.

A feladat minden kdrtydra definidl egy doboz-halmazt: azon dobozok halmazdt,
amelyek szoba jonnek a megfeleld kdrtya elrakdsdndl. Megjegyezziitk, hogy egy iii szd-
mii kdrtya esetén ez a halmaz egy elemil lesz (azaz ez a kdrtya egyetlen egy dobozba
rakhaté be), mig az iij, illetve ijj (1=j) cimkéjul kdrtydk két dobozba rakhatok be. A fel-
adat erre a halmazrendszerre vonatkozo lefogdsi probléma. A feladat a) része egy 50
elemil lefogohalmaz létezésének bizonyltdsdt kéri. A b) rész egy also becslést kér. Az a)
és a b) rész azt mondja, hogy a lefogdsi kérdésre a vélasz 50.

Kezdjiik a felso becsléssel, azaz az a) résszel. Nevezziink egy szdmjegyet kicsinek, ha
az legfeljebb 4 és nagynak, ha az legaldbb 5. Minden kdrtydn hdrom szdmjegy van.
Ezek mindegyikérol eldonthetjiik, hogy kicsi vagy nagy. A skatulya-ely egyszeri alkal-
mazdsa azt mondja, hogy minden kdrtydn vagy legaldbb két kis szdmjegy, vagy legaldbb
két nagy szdmjegy van a rdirt szimjegy-sorozatban. Ez a nagyon egyszerii megjegyzés ad
egy lefogdst: Vegyiik azokat a dobozokat, amelyek cimkéjének mindkét szdmjegye kicsi
vagy pedig mindkét szdmjegye nagy. A skatulya-ely valoban azt adja, hogy minden kdr-
tya a fent kijelolt dobozok valamelyikébe berakhatd. Egyszerii meggondolni, hogy a ki-
Jelolt dobozrendszer 50 dobozt tartalmaz.

A b) részben lévé dllitds bizonyitdsdhoz ij otletre van sziikség. Ehhez a dobozainkat
rendezzilk egy 10x10-es alakzatba, ahol az i szdmii sorban és j szdmii oszlopban van
az ij cimkéjii ldda (a sorok és oszlopok szdmozdsa a 0, 1, ..., 9 szdmjegyekkel torténik).
A doboz-kivdlasztast gondoljuk el gy, hogy tdbldzatunk bizonyos elemeit megjeloljiik.
A tdbldzatbdl vdlasszuk ki azt a sort, amely a legkevesebb megjelolt elemet tartalmazza
(legyen n az itt taldlt megjelolt elemek széma). A tdbldzatunkat dtrendezhetjiik gy,
hogy a kivdlasztott sor a 0 szdmii sor legyen és az ebben megjelolt elemek a 0, 1, ..., n-1
szdmu oszlopbdl keriilnek ki. Azaz az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, hogy
a 0-val kezd6dé laddk kozil valasztottuk ki a legkevesebbet (Osszehasonlitva egy tet-
szoleges i esetén az i-vel kezdddd laddakbol kivalasztottak szdmdval) és innen a 00,
01,..., O(n-1) ldddk keriilnek kivalasztdsra. Ekkor viszont a 0ij kdrtydnak, i,j=n esetén
az ij szdmi dobozba kellett keriilnie. Ez bizonyitja, hogy a legaldbb n-nel kezd6dd ld-
dadk kozil legaldbb (10-n)? kivdlasztdsra kerilt. Azon ldddk kozil, amelyek széma 0,
1, ..., n-1 vagy n-nel kezdddik, legaldbb n?-et vdlasztottunk ki, hiszen minden kezdd-
désre legaldbb n ldda lett kivélasztva (ez volt az n szdm definicidja). Tehdt a kivdlasz-
tott ldddk szdma legaldbb (10-n)?+n2=50.

Algoritmikus megjegyzések

4. FELADAT. Egy 500 tagu vdllalat dolgozéi 2n nyelv koziil beszélnek néhdnyat, min-
den dolgozé legaldbb n nyelvet. Bizonyitsuk be, hogy ekkor kivdlaszthaté 14 nyelv ugy,
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hogy minden dolgozé a 14 nyelv kézil legaldbb egyet beszéljen.

A lefogdsi feladat nyilvdnvald: Az alaphalmaz a vdllalat dolgoz6i dltal beszélt nyel-
vek. Minden dolgoz6 definidl egy halmazt, az dltala beszélt nyelvek halmazdt. A feladat
egy legfeljebb 14 elemil lefogohalmaz létezésének igazoldsdt kéri. A feladatban szerepld
halmazrendszerrdl tudjuk azt, hogy minden benne szereplé halmaz elemszdma fele az
alaphalmaz elemszdmdnak. Ezen til azonban nem ismerink semmit. Ez eltérés az ed-
digiektol: az eldz6 feladatokban mindig felvehettiink egy konkrét (vagy majdnem konk-
rét) halmazrendszert, amirdl a feladat sz6lt. Akkor a r(H)-ra vonatkozo felsé becslést
egy konkrét lefogo halmaz megaddsdval oldottuk meg. Itt az el6z6 tipusu vélasz nem
vdrhato.

Most egy algoritmust definidlunk, amely egy lefogdhalmazt taldl meg: Vilasszuk ki
azt a nyelvet, amelyet a legtobb dolgozd beszél. Ez legyen a kijelolendd halmaz elsé ele-
me. Ezzel a dolgozok egy részének ez a halmaz mdr megfelel6 lesz. A tovdbbiakban
mdr csak azokkal a dolgozdkkal foglalkozunk, akik az aktudlis halmaz nyelvei koziil
egyiket sem ismerik. Ezekkel megismételjiik az el6zo lépést, azaz kivdlaszthatjuk a koz-
tilk legnépszeriibb nyelvet és ezt hozzdadjuk a halmazunkhoz. Az eljdrdst addig folytat-
Juk, amig az osszes dolgozd szdmdra nem lesz nyelviink.

A megoldds befejezéséhez be kell ldtnunk, hogy a "kiszdmitott" halmaz elemszdma
legfeljebb 14. (Mint majd ldtni fogjuk, a kapott halmaz elemszdma legfeljebb 9 lesz.)
Tehat a kérdés: Hény nyelvet vdlasztottunk ki, azaz hdny fdzisbol dll ez az eljdrds?

Ha egy fdzis elején k dolgozdval kellett foglalkozni, akkor 6k az dltaluk ismert nyel-
vek felirdsdval egy kn hosszi listdt készitettek. Mivel ezen a listdn 2n nyelv szerepelhet,
ezért a legnépszenibb nyelv legaldbb kn/2n=k/2-szer fog szerepelni. Tehdt legaldbb fe-
lére csokken a tovdbbi fazisokra maradé dolgozok szama. Az 500 tag esetét kidolgozva
kapjuk, hogy legfeljebb 9 nyelv kijelolése utdn algoritmusunk ledll. Azaz 9 nyelv kijelo-
lése is elégséges.

A fenti megoldds gondolata tetszéleges halmazrendszerre alkalmazhaté. Az eljdrds
minden esetben a lehetséges pontok koziil azt vélasztja, ami abban a helyzetben a lehe-
10 legnagyobb nyereséggel kecsegtet. Az algoritmust, "filozdfidja" miatt, "mohd algorit-
musnak" nevezziik.

Konnyen kigondolhat6 olyan H halmazrendszer, amelyre a mohd algoritmus r(H)~
ndl joval tébb pontot vdlaszt ki. Ilyen példdk kidolgozdsdt az olvasdra bizzuk.

Konklizié

A fentiekben egy nagyon dltaldnos kombinatorikus kérdést vizsgdltunk. A fent vizsgalt
megolddsok otletet adnak ahhoz, hogy hogyan "tdmadhatok meg" az ezekkel kapcsola-
tos feladatok:

Azt akarjuk megmutatni, hogy egy halmazrendszer lefogdsdhoz sok pont sziikséges?
Keresstink minél tobb pdronként diszjunkt halmazt rendszerinkbdl és ezek bizonyitjdk,
hogy a lefogdshoz sok pont sziikséges.

Azt akarjuk megmutatni, hogy egy halmazrendszer kevés ponttal lefoghato? Vegyiik
azt a pontot amelyik legtobb halmazban szerepel, majd az ez dltal lefogott halmazok
elhagydsadval folytassuk eljdrdsunkat, amig egy lefogé halmazt kapunk.

A fenti feladatok megolddsdbol az is kiderilt, hogy ezek a modszerek nem "teljesek".
Azaz az dltaluk adott alsé becslés, illetve lefogohalmaz egydltaldban nem biztos, hogy
az optimdlis megolddst adja.
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Bebizonyithatd, hogy a lefogdsi probléma NP-teljes. Ennek a fogalomnak ismerte-
tése meghaladja ezen cikk keretét, csak azért emlitjik meg, mert a matematikusok szd-
mdra az NP-teljesség azt jelenti, hogy a probléma igen nehéz Példdul nem vdrjuk,
hogy olyan megtanulhaté mddszer legyen megolddsukra, mint a mdsodfokii egyenlet
vagy linedris egyenletrendszerek megolddsdra.

A feladatok eredetér6l. Az 1. a Kvant cimud folydiratban jelent meg. A 2. feladat és 4.
feladat a KOMAL-bd! ered (1987/2, 79. old. F.2623., illetve 1978/1, 30. old., P.295.).
A 3. feladat a Szovjet kozépiskolai matematikai olimpidn volt kitdzve 1977-ben a 10.
osztdlyosoknak.

HAINAL PETER

#¥

Kombinatorikai feladatok kozépiskolasoknak

Az elmiilt évek sordn tobbszor volt alkalmam arra, hogy kiprobdljam, hogyan lehet
15-16 éves érdeklddd, de nem kiugré képességil tanuldk szémdra a kombinatorikus
gondolkoddsmdd elemeit bemutatni. Tapasztalataim szerint a legalkalmasabb erre egy,
a kovetkezdkben leirthoz hasonld feladatsor. Ezt a feladatsort természetesen mindig az
adott tanuldcsoporthoz, az adott foglalkozds "légkoréhez”, a gyerekek otleteihez, foga-
dokészségéhez kell igazitani. Ime a feladatsor:

1. Vizsgdld meg a kovetkezd "szdmhdromszoget”!

3 5
7 9 11
13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39 41

a./ Hany szdém dll a 10., 20., 100., n. sorban?
b./ Melyik szdm dll a 10., 20., 100., n. sor végén?
c./ Mennyi a 10., 20., 100, n. sorban 4ll6 szdmok dsszege?



