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SuMMARY

El uso de puntos de control y la generacion de las mallas geo-
désicas permiten la elaboracion de mapas y modelos carto-
grdficos digitales de terreno. La eleccion de estos puntos se
debe realizar en torno a un criterio de interpolacion que per-
mita minimizar la generacion de erores en la elaboracion de
un modelo digital. Por tal razon, en el presente articulo se
muestra que existe un Gnico polinomio que interpola un con-
junto finito de puntos del plano con abscisas distintas y se pre-
sentan algunas formas de obtener este polinomio; entre ellas,
el polinomio de interpolacion de Newton (1687), el polino-
mio de Lagrange (1775), el método matricial y el método de
diferencias divididas.

PaLaBrAs crLAvEs: modelo digital, interpolacion,
elevacion.

The use of checkpoints and the generation of the geodesic
meshes allow the elaboration of maps and digital cartogra-
phic models of land. The election of these points should be ca-
rried out around an interpolation approach that allows to mi-
nimize the generation of errors in the elaboration of a digital
model. For such a reason, presently | articulate it is shown that
an only polynomial that interpolates a finite group of points of
the plane with different abscissas exists and some forms are
presented of obtaining this polynomial, the polynomial of in-
terpolation of Newton are among them (1687), the polyno-
mial of Lagrange (1775), the matrix method and the method
of divided differences.

KEey worbps: digital model, interpolation, increase.
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1. RESENA HISTORICA

La historia de la interpolacién comienza con
los matematicos babildnicos y sus trabajos
en las tablas exponenciales que, aunque pre-
sentan grandes huecos, no dudaban en inter-
polar linealmente o proporcionalmente para
conseguir una aproximacion a sus valores
intermedios.

El desarrollo de la interpolacién se entre-
lazé con los primeros desarrollos de las dife-
rencias finitas, empezando por la cuadratu-
ra del circulo de Wallis en 1655, con la que
propuso el principio de “intercélculo” o inter-
polacion. Esto fue aceptado por Newton en
1676, lo cual le permitié la derivacién de las
series bindmicas, es decir, a partir de un pro-
blema de cuadraturas, Newton pudo obte-
ner el teorema binomial. Luego se continua
con la construccion de formulas practicas de
interpolacion.

Aunque “la historia de las formulas de
interpolacién es complicada y muy discuti-
da” (Bell, 1995, p. 421), se le puede considerar
como un potente estimulo en los siglos XVII
y XVIIl para la evolucion independiente de las
operaciones fundamentales de la teorfa clasi-
ca de las diferencias finitas, las cuales se desa-
rrollaron principalmente para facilitar célcu-
los numéricos en astronomia, la creacion de
tablas y la cuadratura mecanica.

2. INTERPOLACION
POLINOMINAL

La interpolacion polindmica es un método
usado para conocer, de un modo aproxima-
do, los valores que toma cierta funcion de la
cual sélo se conoce su imagen en un nume-
ro finito de abscisas. A menudo, ni siquiera se
conoceré la expresion de la funcion y sélo se
dispondra de los valores que toma para di-
chas abscisas.

El objetivo serd hallar un polinomio que
cumpla lo antes mencionado y que permita
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hallar aproximaciones de otros valores des-
conocidos para la funcion con una precision
deseable fijada. Por ello, para cada polinomio
interpolador se dispondrd de una férmula
de error que permita ajustar la precisiéon del
mismo.

Se dispone de cinco métodos generales
de interpolacion polindmica que permiten
aproximar una funcién por un polinomio de
grado n. Los métodos de interpolacién son el
de Newton, el de Lagrange, usando matrices,
el de diferencias divididas y el de diferencias
divididas de orden superior.

3. INTERPOLACION MEDIANTE
FUNCIONES DE UNA VARIABLE

Definicion: sean{(X;, ¥; )}, un conjunto de
n puntos en R*tal que x, <x;parai<j.Una fun-
cion de interpolacion correspondiente a es-
tos datos es una funcién continua ftal que f
x)=y,0<i<n.

Teorema: sean {(X;, ¥;)}., un conjun-
to den+ 1 puntos. Six; <X para i <j enton-
ces existe un unico polinomio p de grado a lo
maésntalquep(x)=y, para0<i<n.

Demostracion:

1) Probemos primero la unicidad:

Supongamos que existieran p y g polino-
mios distintos de grado menor o igual que n,
conp(x)=y=q(x)para0<i<n,luegop-qten-
dria n + T raices y por el teorema fundamental
del dlgebra se tiene p—g =0luego p=q.

2) Probemos ahora por induccidon la
existencia:

El paso n =0 se cumple, pues existe el
polinomio constante p(x) =y, que satisface la
condicion p(x,) =y,

Supongamos ahora que se ha obtenido
un polinomio p, , de grado menor o igual a k,
conp,, (x)=y para0<i<k-1.

El polinomio p, (x) = p, ,(x) + c(x = x )(x -
x,)... (x-x,_)es un polinomio de grado me-
noroigual a k que interpola los mismos datos
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AZIMUT 2.indb 20

Algunos métodos de interpolacion para generar un modelo digital de elevacion

que p, ,(x) y también debe interpolar el dato
(X, y,), asi:

PX) =P, ) + X=X )X =x)... (X=X ) =Y,

despejando ¢, _obtenemos:

=Y, — b, x)+cl—x)x—x).. (x-
x, ), el denominador de esta fraccion no es
nulo, pues X,# X para 0<ij<k

Asi, el polinomio anterior p, (x) satisface
p,(x)=y. 0<i<k

Note que los polinomios p, p,..., p, ge-
nerados en la demostracion anterior tienen
la propiedad de que cada p, se obtiene de
p,, agregandole un sumando, con ello al fi-
nal del proceso p estarad formado por una
suma de términos y cada p, serd visible en la
expresion de p . El k-ésimo polinomio se pue-
de expresar:

p, (X)=C,+ ¢, (x = x)+C, (x = x) (x = x,)...+C,
X=x)(x=x)... (x=x_)

En forma compacta:
n i-1
p (x)= ZCiH(X_Xj )
i=0  j=0
donde adoptamos la convencién

ﬁ(x—xj)zl, sim<O0.

i=0

4. POLINOMIO DE
INTERPOLACION DE NEWTON

Los polinomios p, (x) obtenidos antes
p,(x)=c¢,

p, (X)=C,+ ¢, (x-x)

p,(X)=C,+C, (x=x)+C, (x=x) (x=x)

p, (X)=Cyt C, (X=X )+C, (x=x) (x=x,)...+C,
x=x,)(x=x)...x=x,)
reciben el nombre de polinomios de interpo-
lacion de Newton.

20

Los coeficientes ¢, se obtienen iterando
sucesivamente al sustituir los valores de x, en
el polinomio p, (x) y despejando:

Yo — pl(xz)
(Xz - Xo)(xz - X1)
c = Y — pk—l(xk)

‘ (Xk - XO)(Xk - Xi)"'(xk - Xk—l)

_ Yi— Y

' (X1_Xo)

, =

Ejemplo: calcular el polinomio de inter-
polacién para los siguientes datos:

Yo | Vi | V2 | s

Solucién:

,=2,p,)=2c,=(5-2/((1+1))=(3/2) p,
X) =2+ (3/2)(x+1),

p, (3)=8 p, ®) =p, )

_ ¥i—yo _ y2—p1(z2)
Cl = o —=o Ccz2 = (wa —mx0 ) (2 —x1)
or — Ye—Pr—1(%)

k (wr—zo) (Te—x1 ) (Tl —Tk—_1)
19
cp = 0, p2(4) = 5,
1212

_ 2 1

3 = 5%3=1 ~ 6

El polinomio de interpolacion

ps(z) =2+ 3(x+1) + Ha+ 1)(z —1)(z—3)

15/12/2008 03:23:20 p.m.
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5. FORMA DE LAGRANGE
DEL POLINOMJO DE
INTERPOLACION

El polinomio de interpolacion en la for-
ma de Lagrange es:

pr(x) = yolo(x) + y1l1(z) + - - -
+ Ynln(z) = >3- yrle(x)
k=0
Donde las funciones {lp(2)}%_, son
polinomios que dependen de las abscisas

{er}k—0, como cada polinomio p, interpola
los puntos se tiene:

Pn(T;) = 2 yrle(x;) = yolo(z;) +
k=0
ylll(:r:j] +---+ yjzj(xj) +---

1, si k=3

luego Ix(x;) = dx; = .
90 (@) = Oks 0, si k+j

Asi que deben hallarse n+1 polinomios
con esta propiedad, estos se pueden cons-
truir asf:

le(z) = (]Cl_[_?ék(x — ;)
le(zk) = gl‘l ‘k(iﬁk —x;) =1
=0, i
c=———1
I (ee—=)
i=0, itk
le(zr) = gl‘l ‘k(iﬁk —x;) =1
=0, i

Estas funciones son conocidas como
funciones cardinales.

Ejemplo: encuentre el polinomio que in-
terpola los datos

21

X Xlx x

x |-1|10 |1 |2

y |41 |0 |-5

}/0 )/1 .72 }/3

usando la férmula de Lagrange

a(x—1)(z—2
lo(x) = (_1)5_1_)1()(_1)_2) =

—%;L(T —1)(x—2)

4+l ax—1){x—2
Li(z) = —((oL%Eo_l))Eo_z)) =

g(x+1)(xz —1)(z —2)

Io(x) — EXDx(@=2) 1. 1y (p _ 9)
LA T aania—2) P AT =2

Io(x) — EHDz(=1)

I (2+1)2(2—1)

asi

p3(z) = —dlo(x) + l1(x) + 0l2(x) — 5la(x)

=3z(z—1)(r —2) + 3(z + (= — 1)
(z—2)—E(z+1)(x— 1)z

=3z(z—-1)(z—2)+3(z+1)(z—1)

(z—2)—2(z+1)(z— 1=

10
‘7
/ N
}—'—¢—'—¢—f;L¢—'—¢—'*
5 4 73/' 201

/

i

6. POLINOMIO DE
INTERPOLACION USANDO
MATRICES

La forma usual de un polinomio es:

p(z) = ap+ a1z + azx? 4+ - - - 4+ apz™
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f:ag.ri, si el polinomio interpola los puntos
se_?iene:

plxg) = ao + a1y, + azxi + -+ anxl =
fja«;:c}; =yr 0<k<n estoesunsistemade

=0
n+ I ecuaciones lineales con n + 1 incognitas

que en forma matricial se representa:
1 xp ;Ig .- xg ag 1o
1 x; 22 .- ap aq "
1 x9 :,L% --- TH asz — Y2

1 =z, =

e
=2

7
Loy oy YUn

que tiene solucion Unica, puesto que el de-
terminante de la matriz (determinante de
Vandermonde) es diferente de O si los x, son
todos distintos.

—1

R R I

al 1 oz =¥ - P vi

a9 = 1 a9 :r% Ty Yo
P 2 "

n 1 =z, xp, x5 Un

Ejemplo: hallar el polinomio que inter-
pola los siguientes puntos:

Yo |02 Y

ao 1 —2 4 -8 7' 4 5
{ ay } { 1 1 1 1 } ( 0 w ( —ir

az | (1 0 0 0 5 1 | -1
L an J { 1 3 9 27 J L —5 J L 5

El polinomio es:

p(x)=5—%x—{—ga;2+

22

[&*] o
7
/
/
w
o
_//
-
o L

7. INTERPOLACION
POLINOMINAL POR EL
METODO DE DIFERENCIAS
DIVIDIDAS

Retomamos el problema de interpolar un
conjunto de puntos {(zi: f (#:))}o tal
que si i #j, entonces x # X; Por la teoria ante-
rior sabemos que existe un Unico polinomio
p de alo més grado n que interpola a fen es-
tos puntos, es decir p(x)=1f(x), 0 <i<n.

El polinomio p se puede escribir como
una combinacion lineal de los polinomios
basicos

qo(x) =1, q1(z) = = — zg, q2(x) = (z — zq)

Esto nos conduce al polinomio de inter-
polacion de Newton:

p(x) = coqo(x) + c1q1(x) +
c2q2(x) + - - - + cpgn(x)

Las condiciones de interpolaciéon dan lu-
gar a un sistema de n + 7 ecuaciones lineales:

p(x;) = cogo(x;) + c1q1(x;) + e2g2(x;)
c2q2(x) + - - - + cpgn(x),0<i<n.

En este sistema la matriz A de coeficien-
tes de tamafo (n+1)Xx(n+1) tiene por elemen-
tos. a,=q, (x) 0<i,j<n,estamatrizes triangu-
lar |maer|or, pues:

gj(z) =(x—x0) (z —21)---(x —zj—1) vy

qj(wi) = (i —@o) (xs —x1) -~ - (@5 — xj—1)
sii<)
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Ejemplo: supongamos que se tienen
tres puntos:
(z0, f (x0)) , (z1, [ (x1)) , (w2, f (22)). pl) =
co +ec1(x — x0) + ca(x — xo)(x — 1), el
sistema de ecuaciones es:

p(x0) = co = f(zo)
p(x1) = co + c1(x1 — o) = f(x)
p(x2) = co + c1(w2 — zo) +

ca(we — xo)(x2 — x1) = f(x2)

equivalente a:

1 0 0
1 (xzq — xo) 0

1 (x2 —x0) (z2— z0)(x2 — 1)

[ co S (o)
(=] = f(z)
| c2 J (z2)

Para resolver este sistema vamos de arri-
ba hacia abajo sustituyendo.

En este proceso vemos que: ¢, = f(xo), C,
solo depende de f(xo) y f(x ),..., ¢ depende de
f(xa), fx ),...[(x ).

La notacion ¢ =flxox,,..,xn] eslamas ade-
cuada y la notacion usual para los coeficien-
tes en el polinomio de interpolacién.

Estos coeficientes asi notados se deno-
minan diferencias divididas y su nombre es
natural debido a que si tenemos solo dos
nodos, el polinomio de interpolacion para es-
tos es la recta que pasa por ellos:

p(z) = f(wo) + HELELE (2 — o)
asique flxJ=fx)y flxo,x1] =
fle1)—f(zo)

€T —Ip

Si usamos la notaciéon de diferencias di-
vididas, el polinomio de interpolacion de
Newton se escribe

23

flxo, x1,s ..., 4]

8. p(@) — S c0,(2) — 311

=0 =0
T (= — )
k=0

J
gi(x) = > flro. z1, ... z;
j—=0

9. FORMULA DE RECURRENCIA
PARA LAS DIFERENCIAS
DIVIDIDAS

Las diferencias divididas satisfacen

Demostracion:

Sean p (x) el polinomio que interpo-
la los puntos {(zk. f (zk)) Yoo Pr—1(x)
el polinomio que interpola los puntos
{(@, f (x1))}2Zg v a(=) Y 0¥ el polinomio
que interpola los puntos {(zx, f (%)) }r_,
Estos polinomios satisfacen la relacion:
pn(z) = q(x) + 222 (9(2) — pr1(2))

Esta igualdad se satisface debido a que
p, 0y a(x) + £=2 (9(x) — pn_i())|
tienen ambos grado menor o igual a n'y son
iguales en los puntos {(zk) }r_o, en efecto:

pn(w0) = f (%0). q(wo) + Z2=2= (g(w0) —
Prn—1(0)) = Pn—1(z0) = f (x0)
s1 1<<k<mn

L —Tn

p'n(-rk) =1T1 ('lﬁc) d ‘?(ﬁfk) -+ Pp— (q(lk) —

Pn—1(zx)) = a(xr) = [ (zk) -
Q(Tn) + F=n ((f('l'n) -

Xy —XT0

Pr—1(%n)) = q(zn) = f (zn) .

pn(xn) - f (xn) ’

Ahora el coeficiente de p (x) es
flxox,...x ], el coeficiente de g(x) + ==
a(z) + ;== es el coeficiente de
(z—zn)g(@)—(@—zn)Pn_1(), f[xoX,.X] €S €l
coeﬁcientg7b?iﬁ%ipal de g(x), que es el mismo
coeficiente principal de (x-x )g(x), flxo.x,,..x ]
es el coeficiente principal de p_ (x), que es el
mismo coeficiente principal de(x-x )p_. (x), en
conclusion:
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T 1 Y el polinomio de interpolacion es:
flxo.x1, .oy ] =

flzr,@e, xn]—flzo.z1,  @n_1].
Ty —TQ

p(r)="—+(z-D+(@-1)(z—-2)—
%(3:—1)(1‘-—2)(:::—3) —
Este resultado nos permite hallar los co- Liz—1)(z—2)(z—3)(x —4)

eficientes del polinomio de interpolacién de
forma recurrente como lo indica la siguiente

tabla: Yoy /_\ |
3 4

0 t t {
2 T - \\ X

o I [zo] I [wo,z1] I [xo,x1,22] 4t \
x| flz] flerza] | fl21,22,28] Pt
-
To I [z2] I [x2 23] I [r2 23 4] 8 !
T3 f [za] S [z, z4]
Lp—1 f[g:'nfl] f[fr'nfl,xn] 4
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Ejemplo: utilizando la formula de recu-
rrencia obtenida en el teorema anterior en-
cuentre las diferencias divididas para el poli-
nomio que interpola los puntos:

G L A L e UAB, 2002
F@) | =3 —2 12| =7 P £0E
1 -3 1 1 -2 -}

2 —2| 3 -1 -4
3 1 1 —5

4 2 -9

5 -7
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