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Resumen

En este articulo, se hace una descripcion breve del problema SAT signado (SAT
Signed). Las férmulas signadas son un lenguaje para la repre-
sentacion del conocimiento [1], que se encuentra ubicado en la
interseccién de propagacion de restricciones (CP), Légica mul-
tivaluada (MVL) y programacion légica annotated (ALP).

Una férmula normal conjuntiva con signo (FNC Signada) esta
compuesta por; la conjuncion de cldusulas disyuntivas con sig-
no. Cada cldusula contiene literales con signo. Una literal, es
llamada un dtomo signado, el cual es una expresién de la forma
S:p, donde p es un atomo clésico y S es su signo, el cual se com-
pone de un subconjunto de dominio N.

Las aplicaciones para deducir en légica con signo se derivan
de la programacion légica anotada (eje, bases de datos deducti-
vas), satisfaccion de restricciones (eje, problema de scheduling)
y légica multivaluada (eje, procesamiento del lenguaje natu-
ral). El papel fundamental de esta l6gica justifica el estudio de
algoritmos y problemas SAT asociados.
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Abstract

A short description about the signed SAT is made in this article.
The signed formulas are a language for knowledge representation.
[1], that is found on the intersection of the restrictions of propa-
gation. (CP-), multi-valuable logic, -(MVL-), and annotated logic
programming.

A normal connective formula signed (FNC singed), is made from
the conjunction of disjunctives clauses with a sign. Each clause
has literals with sign. A literal is called an antonym signed. An
antonym signed; which is an expression of the formula S:p, whe-
re p is a classic antonym and S is its sign, which is composed of a
subgroup of N domain.

Applications to deduct a sign in logic are derived from annotated
programming logic (e.g. deductive databases), satisfaction of res-
trictions (e.g. scheduling problem) and milti-valuable logic (e.g.
processing of the natural language).

The main purpose of this logic is to give an explanation of the stu-
dy of algorithms and problems related with the SAT.

Key words: multi-valuable logic, SAT, Davis and Putnam, multi-
valuable formulas, regular formula.

1. Introduccién aplicaciones practicas en el campo de la inte-
ligencia artificial, tales como los sistemas ex-
pertos, el razonamiento basado en casos, sis-

temas multiagentes, etc.

La I6gica, como disciplina matematica, ha
sido desde el principio uno de los fundamen-
tos de la informatica. Por otro lado, la infor-

matica ha dado un nuevo impulso a las in-  En 1917, el matematico polaco Jan Auka-

vestigaciones en légica, y actualmente una
parte importante de stas estain motivadas
por problemas informaticos. En este aspecto
ha intervenido no sélo la l6gica clasica (biva-
lente), sino también las multivaluadas, tem-
porales y modales. Desde el punto de vista
de la computacién, el estudio de los frag-
mentos proposicionales, han desempenian-
do un papel decisivo. En particular, la 16gi-
ca proposicional multivaluada tiene muchas

siewicz publicé los primeros trabajos sobre
la 16gica ternaria. La base de esta légica es
que tenemos tres estados de verdad: verda-
dero, falso y desconocido. Estos valores se
pueden representar de muchas maneras; por
ejemplo, 0 para falso, 1 para desconocido, y
2 para verdadero. Se pueden definir muchos
operadores 16gicos, pero los mas comunes
son los que se muestran en la tabla 1.

NELsON BECERRA CORREA - EDGAR ALTAMIRANO CARMONA



nEIN\/ESTIGAC\ON v D E S A R

Tabla 1. Tabla de verdad

X NOT x
0 2
1 1
2 0

Como se puede ver, en las tablas 2 y 3 (MIN
y MAX), estas son generalizaciones de la
AND y OR de la l6gica binaria. Igualmente,
cumplen las leyes de De Morgan; de hecho,
se pueden extender a cualquier ntimero de
valores de verdad y las seguirdn cumplien-
do. Esta l6gica permite el desarrollo de las
Férmulas con signo [1], las cuales -como ya se
mencioné anteriormente- son un lenguaje
para la representacién del conocimiento, que
estd en la interseccién de satisfaccion de res-
tricciones, ldgica multi-valuada, programacion
légica anotada.

Tabla 2. Min
generalizaciéon de AND

N R O O

2
0
1
1

S O O -

Tabla 3. Max
generalizaciéon de OR

0112
0011
1 1 1 |2v
21212

El articulo en su primera seccién, describe los
conceptos sintacticos. En la segunda parte se
analiza la seméntica, y se describe el procedi-
miento Davis, Putnam, Loveland, Logemann
signado; en adelante nos referimos a él como
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DPLL. A través de un ejemplo se detalla su
funcionamiento. En la seccién final se analiza la
transicién de fase del problema SAT-signado.

2. Preliminares

2.1 Sintaxis

Férmulas multivaluadas (MV-formulas) MV-
férmulas son unas férmulas que generalizan
las formas normales conjuntivas (FNC) de la
légica cldsica proposicional. Se diferencian
en que consideran un conjunto de valores de
verdad que puede contener mas de dos valo-
res y en que se puede usar literales multiva-
luados que se satisfacen por mas de una in-
terpretacion diferente para su variable.

Ademas, asumen la existencia de un orden
total entre los elementos del conjunto de va-
lores de verdad. Este orden ayuda a expresar
de manera mas compacta algunos literales
multivaluados. Nosotros asumimos que nos
es dada una férmula con signo (Signed FNC),
compuesta por un grupo de valores de ver-
dad. En consecuencia, se definen los siguien-
tes conceptos.

Definicion 1: un grupo de valores de verdad
N es un grupo finito {il, i2,...,i 3}, donde la
cardinalidad de N es denotada por |N|. Un
orden parcial < es asociado con N, el cual
puede ser vaci6 {1}

Definicion 2: un signo [2] es un subconjunto
SeN de valores de verdad. Una literal signa-
da es de la forma S: p, donde S es un signo y
p es una variable proposicional. El comple-
mento de una literal signada S: p, denotado
por S: p, es (NeS): p.

Una clausula signada es un conjunto finito de
literales signadas. Una cldusula signada conte-
niendo tnicamente una literal signada, se de-
nomina cldusula signada unitaria (signedunit



clause). Una clausula conteniendo exactamente
dos literales es llamada una cldusula binaria
signada (signed binay clause). La cldusula sig-
nada vacia se denota por [.

Una férmula signada CNF es un conjunto de
clausulas signadas. La férmula signada, cuya
clausula es binaria es llamada una férmula
2-CNF signada. Las clausulas, en una férmula
signada, estdn conectadas, en forma conjunti-
va y las literales en una clausula signada estan
conectadas en forma disyuntiva. En este docu-
mento se usa S1: p1V... V Sk para representar
una cldusula signada S1: p1, ..., Sk : pk

Definicion 3: la longitud de una clausula sig-
nada denotada por |C|, es su cardinalidad
(el numero de literales de la cldusula). La
longitud de una férmula T, denotada | T|, es
la suma de las longitudes de sus clausulas

Definicion 4: para todo ieN, i denota el signo
je|N| j2iy | idenota el signojeN | j<i
donde < es un orden parcial asociado con N.

Un signo S es regular, si este es idénticoa 1 i
o | i para algin ieN. Un literal signado S: p
si regular si (a) el signo S es regular. O (b) el
signo S =5’ es el complemento de un signo
regular ~S'. Una clausula signada (una for-
mula signada) es una clausula regular (una
férmula CNF regular) si todas las literales
son regulares.

Ejemplo 1. Sea el grupo N =1, 2, 3, 4 Con un
orden como se muestra en la figura 1. Noso-
tros utilizamos el orden de los niimeros, na-
turales, Excepto que 1y 2 son incompatibles.
Entonces el signo 11=1,34y | 1 =1son re-
gulares;y 11=2y | =3=1,2son comple-
mentos del signo regular. El signo 3 y 1,4 son

1  Tomado Harde The SAT Problem of Signed CNF For-
mulas, Bernhard Beckert, Reiner H Aahnle University
of Karlsruhe, Felipe Manya Universitat de Lleida.
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entre otros regulares o complemento de sig-
nos regulares.

El complemento 13 de el signo regular 1 3
no es regular. Porque no se puede represen-
tar como 7Tio0 | i, para cualquier ieN. Asi un
literal regular puede tener un signo que no es
regular (pero es el complemento de un signo
regular solamente).

Definicion 5. Un signo regular S, tiene pola-
ridad positiva (resp negativa) si ésta es de la
forma 11 (resp | i).

Una clausula regula es una clausula regular de
Horn, si ésta contiene al menos una literal con
polaridad positiva y el signo de las otras lite-
rales, son complemento de signos con polari-
dad positiva. Una férmula regular CNF es una
férmula de Horn regular si todas sus clausulas
son clausulas regulares de Horn.

Ejemplo 2. Usando el grupo de valores de ver-
dad del ejemplo 1, y su orden. La clausula (1)
11p, (2 12:pV13:qy4:qson clausulas
de Horn. La clausula regular 1 1: pV | 2: q no
son cldusulas de Horn, ya que dichas clausulas
contienen mas de una literal con polaridad po-
sitiva. | 1="12,pero T4noesiguala 7i.Para
todo ieN, la clausula | 1: p es una clausula de
Horn; sin embargo | 4: p no es una cldusula de
Horn (ambas cldusulas son regulares).

Definicion 6. Una literal S: p es monosignada
si su signo S = i, contiene un elemento. Una
clausula signada (a férmula signada CNF),
es monosignada si todas sus literales son
monosignadas.

2.2 Semantica
Una interpretacién es una instancia que asig-
na a cada variable proposicional un elemen-

to del grupo de valores de verdad. Esta in-
terpretacion (I) satisface a una literal signada

NELsON BECERRA CORREA - EDGAR ALTAMIRANO CARMONA
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S:p sii la I(p) €S. ésta satisface a una clausula
si ésta satisface, al menos, a una literal signa-
da en C; y ésta satisface a una férmula sig-
nada T, si ésta satisface a todas las clausu-
las de T.

Una férmula CNF signada (una clausula sig-
nada) es satisfactible si es satisfecha por, al
menos, una interpretacién; en otro caso es
insatisfactible.

Ejemplo 3. Para expresar que (2:p1 — (3:p2,
6:p3)), empleamos esta MV-cldusula: (1:p1,
3:pl, 3:p2, 6:p3).

Dos férmulas signadas (clausula signadas)
son equivalentes, si son satisfechas por la
misma interpretacién. Son equivalentemen-
te satisfactibles si son entre otros ambas sa-
tisfactibles 0 ambas insatisfactibles.

Por definicién la clausula vacia es insatisfac-
tible y la féormula CNF vacia es satisfactible.

2.3Transformacion
a forma clausular

Toda férmula y un subconjunto de valores
finito pueden ser transformados en tiempo
polinomial, en una férmula equivalente sig-
nada CNF (en la transformacién su estructu-
ra es preservada [9]); asi el problema SAT de
la l6gica finita-valuada es polinomialmente
reducible a el problema signado SAT.

En conclusién, cada férmula CNF signada
puede ser trasladada en tiempo polinomial a
una férmula regular CNF, equivalente con un
orden arbitrario, utilizando el siguiente tru-
co: una clausula signada conteniendo litera-
les de la forma S:p se transforma primero en
una cldusula monosignada remplazando S: p
por VieS i :p (usando la proposicién 10). En-
tonces, todas las literales monosignadas son
eliminadas remplazando una clausula c=i: p
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VD, con tres clausulasC1=1i:p VS:q, C2 =
li:pVS:qyC3=DV=5:q,donde q es una
nueva variable proposicional que no ocurre
en T y S es un signo regular arbitrario.

Una transformacién directa en forma polino-
mial en una férmula equivalente regular fue
dada por Sofronie-Stokkermans[14].

3. Procedimiento davis putnam
loveland logemann (DPLL)

En 16gica clasica muchos de los mas eficien-
tes revolvedores para SAT son una varian-
te del procedimiento DPLL [5]. En esta sec-
cion se describen las extensiones, que son
propuestas por [2], al esquema DPLL, de tal
manera que pueda tratar formulas CNF sig-
nadas y regulares. Este es un procedimiento
completo, para la prueba de satisfactibilidad
de esta clase de férmulas, y ver si son bue-
nos candidatos para implementarsen por re-
solvedores SAT signados.

Procedimiento DPLL signado: el procedi-
miento DPLL signado (Signed-DPLL) esta ba-
sado sobre las siguientes reglas:

1 Regla del literal puro signado (Signed
one-literal rule): dada una férmula T, que
contiene una cldusula unitaria signada
(unit clause S: p),

(a) Remueva todas las clausulas que
contengan un literal S”: p tales que S
cS;

(b Borre todas las ocurrencias del la li-
teral S”: p talesque SN S = ;

(c) Reemplace todas las ocurrencias del
literal S”": p con (S N S):p.

2. Reglas de particion signada (Signed bran-
ching rule): esta regla reduce el problema
de determinar entre otros si una férmula
CNF signada T (que contiene la variable



proposicional p), es satisfactoria al pro-
blema de determinar si existe uni € N,
tal que T U i: p es satisfactible.

Definicion 7: dada una férmula signada CNF
T, que contiene una clausula unitaria S:p,
simplificamos (T, S : p), denotamos el resul-
tado de aplicar la regla del literal tnico a T,
usando la clausula unitaria S : p.

El procedimiento Signed-DPLL se muestra
en el algoritmo: 3. El procedimiento anterior,
primero, aplica repetida mente la regla de
propagacion unitaria, hasta que no se pueda
simplificar mas. En ese punto aplica la regla
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de particién y recursivamente prueba solu-
cionar cada subproblema |N| veces.

Como estos subproblemas por construccion
contienen una cldusula unitaria, entonces la
regla del literal tiinico signado puede ser apli-
cada ahora. El procedimiento termina cuando
entre otros un subproblema es satisfactorio o
todos los subproblemas son insatisfactorios.

Intuitivamente, Signed-DPLL construye un
arbol de buasqueda usando una estrategia de
primero en profundidad, el nodo raiz del ar-
bol es etiquetado con la férmula de entrada.
Los otros nodos son etiquetados luego de la

mann, Loveland DPLL

Algorithm 1 Procedimiento Signed Davis, Putnam, Log

N=i1,..,in

14:  simplify (T, 5 : p)
15: end while

17: if T = then
15: returnitrue)
19: end if

20: if O T then
21:  returnifalse)

[

cfor J=1TOn do

=

end if
: end for

B BY BRI B BD BD
-1 o o Lo

(=]

{end}

I: Input: a signed CNF formula T' and a truth value s

2: Output: "satisfiable” or "unsatistiable”
3. begin
{/* signed one-literal rule */}
4: while I' contains a unit clause {S:p} do
S simplifyiT, S @ p)
f: end while
T if I = then
8 return Satisfactible fi;
9@ end if
10: if O =T then
11 return Insatisfactible fi;
12: end if

1 signed branching rule */}
13: while I' Contains a unit clause {S:p} do

16: T' = simplify (T, 8 : p):

22: end if{/* Signed braching rule */} {Let p be a progp
sitional variable occurring in T'}

if Signed —DPLL(T Ui, © p) = "satis factible” the
return “satisfactible” i

: return “insatisfactible”

NELsON BECERRA CORREA - EDGAR ALTAMIRANO CARMONA
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aplicacion de la regla del literal puro o de la
regla de particion al nodo padre.

Si todas las clausulas contienen la clausula
vacia, entonces la formula de entrada es in-
satisfactible. En otro caso, si almenos una de
las hojas, es etiquetada con la férmula CNF
vacia, la f6rmula essatisfactible.

Ejemplo 4. Sea el grupo de valores de ver-
dad N={1,2,3}, con un orden arbitrario; y sea
la férmula T, con las siguientes clausulas ver
tabla 4.

La figura 1 muestra el arbol de prueba crea-
do por Signed-DPLL, para una férmula T, los
nodos corresponden a la aplicacién de la re-
gla del literal puro y las etiquetas con las lite-
rales que son usadas para la simplificacion.

bDE S ARROTLLO

Tabla 4. Formula I’

{ i} TP ‘Ill 2} Lo

T3 p v {1}"? P2 V1231 P
T3 7 VT T
T 7 S
EETERET

)

=

{ 'I'J’} Dpo V{2, d} I Pa

Oy

Figura 1. Arbol generado por
el procedimiento Signed-DPLL

10

Tuf{1} e} Tu{{2}: pq} Cui{st: e}
{1} : ¢y 12} :pq {3}: 11
{112} pa. 11,2} : pa, al .
RS PO . {i1.2} : 2,
{1} s pg v {2,3} : pa, {3} : pg. e
Lo i L= . {3} i pg v {1} ¢ pa,
{3} :pg v {1}: pg. {3} :pg v {1}: pa, iy ,
(8F 22 v (2.3} < 29} (8F w2 v (2.3} 2] (8} ey ¥ (2.3} w3}
1.2} : p2 {1.2} :po 1.2} pa
{41} : pg v {2,3} : p3, .
{1}: pa
{1} : p3. o, .
[2,3} : p3} {2.3} i pa}
{1} : pg {1}: pg
fo...} {o....}
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4. Complejidad del problema
SAT-Signado

4.1 Antecedentes

Es bien conocido que el problema SAT cla-
sico es un problema NP-Completo [13]. Sin
embargo, éste es polinomial para ciertas
subclases de SAT. Por ejemplo, existen algo-
ritmos lineales, para problemas en los cua-
les haya como maximo una literal positiva
por clausula (Horn SAT) [6] y clausulas, las
cuales tienen como maximo dos literales (2-
SAT) [12]. Similar al problema SAT clésico
el problema signed SAT es un problema NP-
Completo, pero algunas de subclases se so-
lucionan en tiempo polinomial. Por otra par-
te, ya se han establecido la complejidad para
Horn-Sat signado y 2-Sat signado.

Este problema tiene un grupo de valores de
verdad N (res(N, 2)), como un segundo paréa-
metro de entrada.

La tabla 5 muestra una relacién del problema
Signed SAT y su respectiva complejidad.

Signed SAT es el problema de decidir para
una formula arbitraria T, sobre un arbitrario
grupo de valores de verdad. Si una interpre-
tacion sobre N satisface a T.

Tabla 5. Complejidad SAT Signed
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Este problema se considera un problema de
decision donde N no es un parametro de en-
trada, el cual denotamos por un grupo de va-
lores fijo. Estableciendo N valores de verdad
como un indice del problema de decisiéon. Por
ejemplo, dado un grupo de valores de verdad
fijo N, signed $SATN es el problema de decidir
para una férmula arbitraria T sobre N si existe
una interpretacién sobre N que satisfaga a T.

4.2 Problema 2-SAT signado

El problema 2-SATN para |N| = 3. Con res-
pecto al problema 2-SAT se probo que es NP-
Completo por Manya [10] -es de recordar
que el problema 2-SAT clasico es soluciona-
do en tiempo lineal-; como una prueba alter-
nativa de que era un problema NP-hardness
de 2-SAT signed fue después dada por Bec-
kert en [4]. Manya reduce el problema 3 - co-
lourability grafos a el problema 2-SATN para
mostrar que es NP-Hard, mientras tanto Bec-
kert [4] reduce el problema 2-SAT signed en
clasico SAT.

4.3 Problema Horn-SAT regular

Un fragmento Horn esta definido naturalmen-
te (sii), el grupo de valores de verdad N esta
totalmente ordenado o al menos un reticulo
finito.

Problema SAT 2-5AT Horn-SAT
classical Np-completo | lineal [12 lineal [6]
mono-signed NP-completo | lineal [11 -

classical Np-completo | lineal [10] lineal [8]
regular, N totally ord Np-completo | polinomial [4] |T|iag|T| [14]
regular, N a distr lattice,signs of form |4 and T4 | Np-completo | NP-completo [4] [T|VE| (3]

and T
and | 1

regular, N a latticesigns of form | ¢
regular, N a lattice.signs of form 7 ¢
regular{arbitray)
signed(arbitray)

Np-completo
Np-completo
Np-completo
Np-completo

NP-completa [10] | pelinomial [4]
polinemial [4] -
NP-completo
NP-completo [10]

NELsON BECERRA CORREA - EDGAR ALTAMIRANO CARMONA
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Si N esta totalmente ordenado, el problema de
decidir entre otros si una férmula T Horn re-
gular es satisfactoria, puede ser solucionada en
tiempo lineal en n= |T|, en el caso que |N|
sea fijo y en tiempo lineal en n log n, en otro
caso [8]. Otros algoritmos con la misma com-
plejidad estdn descritos en [10]. Un algoritmo
para una subclase particular de férmulas Horn
regular fue mencionado antes en [7].

SiN es un finito lattice, regular Horn SAT es so-
lucionado en tiempo lineal en la longitud de la
férmula y en la cardinalidad polinomial de N
via reduccién al problema Horn SAT clésico.
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