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Чтобы изучить зависимость урожайности сельхозкультур от качества внесения удобрений, авторы теоретиче-
ски исследовали функции отзывчивости растений на возрастающие дозы удобрений и закон распределения дозы 
удобрений по полю. Получили математическую модель зависимости урожайности от дозы и качества внесения 
удобрений. Выявили, что на урожайность сельхозкультур, а соответственно и эффективность удобрений влияют 
как средняя доза, так и неравномерность распределения удобрений, характеризуемая коэффициентом вариации. 
Установили, что по мере увеличения неравномерности происходит трансформация функции отзывчивости: мак-
симально возможная урожайность значительно падает, максимумы графиков смещаются в сторону меньших доз. 
Снижение урожайности также существенно зависит от характера функций отзывчивости. Определили, что наи-
большее падение этого показателя следует ожидать при его параболическом изменении в зависимости от возрас-
тающих доз внесенных удобрений. Доказано, что при внесении 40 кг действующего вещества (д.в.) на 1 га и увели-
чении коэффициента вариации дозы от 0 до 60 процентов снижение урожайности не превышает 1 процента, при 
более высоких дозах (120 кг д.в. на 1 га) оно достигает 7 процентов. Установлено, что урожайность зависит от сте-
пени неравномерности распределении удобрений, дозы удобрений и вида кривых урожайности.
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To study the dependence of crop yields on the quality of fertilizer application, the authors theoretically investigated the 
responsiveness of plants to increasing fertilizer doses and the distribution of the fertilizer dose over the field. We obtained 
a mathematical model of the dependence of yields on the dose and the quality of fertilizer application. It was revealed that 
the average dose and the unevenness of their distribution, which is characterized by the coefficient of variation, affect the 
yield of agricultural crops, and consequently the effectiveness of fertilizers. As unevenness increases, the responsiveness 
function transforms: the maximum possible yield decreases significantly, the maximums of the graphs shift towards smaller 
doses. The decrease in yield also depends significantly on the nature of the responsiveness functions. The greatest fall of 
this indicator should be expected with its parabolic change depending on the increasing doses of fertilizers applied. It has 
been proved that when applying 40 kg of active ingredient (ai) per 1 hectare and increasing the coefficient of dose variation 
from 0 to 60 percent, the yield reduction does not exceed 1 percent, at higher doses (120 kg ai per ha) it reaches 7 percent. 
It is established that the yield depends on the degree of uneven distribution of fertilizers, the fertilizer dose and the type of 
yield curves.
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Система дифференцированного применения 
удобрений предусматривает доведение па-
раметров плодородия обрабатываемого по-

ля до уровня, обеспечивающего получение запро-
граммированной урожайности возделываемых 
культур и снижение отрицательного воздействия 
удобрений на окружающую среду. Разрабатывае-
мые технологические и технические решения для 
внесения удобрений должны характеризоваться 
максимальной адаптивностью и обеспечивать не-
обходимое качество распределения элементов пи-
тания в пахотном слое с учетом их внутрипольной 
вариабельности в почве [1-8].

Многочисленными исследованиями ученых, за-
нимающихся разработкой технологий и техниче-
ских средств применения удобрений, установлена 
прямая зависимость урожайности сельскохозяй-
ственных культур от качества выполнения техноло-
гического процесса. Так, показателями качества слу-
жат разница между необходимой дозой внесения 
удобрений для получения планируемой урожайно-
сти Dз и фактической дозой Dф внесения, а также не-
равномерность распределения их по полю, характе-
ризуемая коэффициентом вариации VD. На качество 
внесения удобрений влияют технология, совершен-
ство технических средств, точность позициониро-
вания и уровень дифференциации доз [9-11].

Снижение урожайности от некачественного рас-
пределения удобрений в почве при малом содержа-
нии питательных элементов незначительно. По ме-
ре ухудшения качества и роста доз потери урожай-
ности могут достигать 10-30% и выше. Исследова-
ниями ВНИИ агрохимии установлено, что внесе-
ние высокоэффективных азотных и сложных удоб-
рений с неравномерностью 50-70% может привести 
к недобору 14-15% (0,6-0,7 т/га) урожая зерна и 10-
11% (2,0-2,5 т/га) урожая картофеля [12-15]. До по-
следнего времени при оценке достоинств или недо-
статков машин и технологий внесения удобрений 
издержки, обусловленные неравномерным внесе-
нием, отождествлялись главным образом со сни-
жением биологического урожая. Между тем нека-
чественное распределение удобрений ухудшает тех-
нологические и биологические свойства урожая, 
что снижает их окупаемость. Например, неодно-
родность развития колосовых зерновых культур 
приводит к полеганию и, как следствие, к повышен-
ным потерям при механизированной уборке и ухуд-
шению кондиционных свойств урожая (рис. 1) [8].

Многие решения, принимаемые во время выра-
щивания растений, основаны на учете урожайно-

сти. Данные об урожайности той или иной культу-
ры на конкретном поле позволяют товаропроизво-
дителю принимать более правильные и обоснован-
ные решения о дозах внесения удобрений, делать 
выводы о том, насколько эффективно производ-
ство на данном поле. 

Поскольку урожайность сельхозкультур суще-
ственно зависит от качества внесения удобрений, 
актуально описать эту зависимость с помощью ма-
тематической модели.

ЦЕЛЬ ИССЛЕДОВАНИЯ – разработка математической 
модели оценки влияния качества внесения удобре-
ний на урожайность сельскохозяйственных культур.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ. Оценить влияние качества 
внесения удобрений на урожайность можно, если 
известна функция отзывчивости y = y(D) урожая 
на дозы D вносимых удобрений и закон распреде-
ления φ = φ(D) удобрений по полю. Рассматривая 
среднюю урожайность Yср как функцию случайно-
го аргумента, независимо от закона распределения 
удобрений по полю, ее можно найти по формуле:
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Рис.1. Иерархическая структура издержек, обусловленных 
некачественным внесением удобрений
Fig. 1. Hierarchical structure of the expenses caused by low-
quality fertilizers application
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 ,  (1)

где М – математическое ожидание;
φ(D) – плотность распределения дозы.
Использовать формулу (1) для подсчета средней 

урожайности в зависимости от варьирования до-
зы внесения удобрений можно в том случае, когда 
известны функция отзывчивости данной сельхоз-
культуры на удобрения и плотность их распреде-
ления по полю.

В случае квадратичной зависимости функции 
отзывчивости выражение (1) можно записать сле-
дующим образом:

 (2)

где a0, a1, a2 – эмпирические коэффициенты.
Из (2) следует, что для вычисления Yср необхо-

димо найти математическое ожидание трех слага-
емых a0, a1D, и a2D

2. Здесь a0, a1 и a2 –постоянные 
величины. Определим средние значения членов a1D 
и a2D

2, то есть найдем средние значения D и D2.
Рассмотрим случай, когда закон распределения 

удобрений по полю φ = φ(D) подчиняется нормаль-
ному закону, то есть:

  (3)

где σD – среднеквадратическое отклонение случай-
ной величины D;

Dср – математическое ожидание случайной ве-
личины D.

В соответствии с формулой (1) выражение для 
определения математического ожидания M[D] име-
ет следующий вид:

.  (4)

Применяя замену переменной:

 
, (5)

имеем:

  (6)

Нетрудно убедиться, что первый из двух интегра-
лов в формуле (6) равен нулю; второй представляет 
собой известный интеграл Эйлера–Пуассона [8]:

 
.  (7)

Следовательно, M[D] = Dср, то есть параметр 
Dср представляет собой математическое ожидание 
величины D.

Теперь найдем математическое значение D2. Вос-
пользовавшись заменой переменной (5), получим:

.  (8)

Проинтегрировав (8) по частям, получим:

 . (9)
РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ. Если функция отзы-

вчивости имеет квадратичный вид, то вместо инте-
грирования для нахождения математического ожи-
дания можно воспользоваться соотношением (9). 
Тогда среднюю урожайность можно представить в 
следующем виде:

Yср = М[y(D)] = a0+a1Dср+a2(σD
2+Dср

2).  (10)

Принимая во внимание, что качество внесения 
удобрений обычно характеризуется коэффициен-
том вариации, уравнение (10) можно представить 
следующим образом:

Yср = М[y(D)] = 
a0+a1Dср+a2Dср

2 [(σD
2/Dср

2)+1],  (11)

где σD
2/Dср

2 – квадрат коэффициента вариации до-
зы внесения удобрений VD.

Чтобы проиллюстрировать использование фор-
мулы (11) для оценки влияния качества внесения 
удобрений на урожайность, рассмотрим, как зави-
сит урожайность от качества внесения удобрений 
для конкретной функции отзывчивости. В расче-
тах мы использовали функцию отзывчивости ози-
мой пшеницы на азот [13]:

y=2+0,12(D/15) – 0,0078(D/15)2(VD
2+1).  (12)

График зависимости урожайности озимой пше-
ницы при различных коэффициентах вариации VD 
представлен на рисунке 2.

Как видим, урожайность озимой пшеницы, а со-
ответственно и эффективность удобрений, зависят 
как от средней дозы D, так и от неравномерности 
распределения удобрений, характеризуемой коэф-
фициентом вариации VD. По мере увеличения не-
равномерности происходит трансформация функ-
ции отзывчивости: значительно падает максималь-
но возможная урожайность, и максимумы графи-
ков смещаются в сторону меньших доз.

Наличие функций отзывчивости сельскохозяй-
ственных культур на изменение того или иного по-
казателя плодородия почвы или их совокупного 
влияния позволяет более объективно программи-
ровать урожайность, формулировать требования 
к машинным технологиям и техническим сред-
ствам [9]. Так, из графиков на рисунке 2 следует, что 
с ростом неравномерности распределения удобре-
ний по полю значительно ухудшается отзывчивость 
растений на удобрения. Поэтому на практике при 
определении оптимальных доз внесения удобре-
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ний необходимо принимать во внимание и показа-
тель неравномерности распределения их по полю. 
Уменьшая его вследствие более качественного вне-
сения удобрений, можно существенно повысить их 
окупаемость [16-18].

Снижение продуктивности сельскохозяйствен-
ных культур также существенно зависит от харак-
тера кривых урожайности (функций отзывчиво-

сти). Наибольшее снижение урожайности следует 
ожидать при ее параболическом изменении по ме-
ре возрастания доз внесенных удобрений. В этом 
случае при внесении 40 кг действующего вещества 
(д.в.) на 1 га и увеличении коэффициента вариации 
дозы VD от 0 до 60% снижение урожайности не пре-
вышает 1%, и лишь при более высоких дозах (120 кг 
д.в. на 1 га) оно достигает 7%. Таким образом, при 
неравномерном распределении удобрений урожай-
ность зависит от степени неравномерности распре-
деления, дозы удобрений и характера кривых уро-
жайности.

ВЫВОДЫ

Наличие функций отзывчивости и законов рас-
пределения доз удобрений позволяет существенно 
расширить применение аналитических методов ис-
следования технологического процесса внесения 
удобрений и других средств химизации. Получен-
ная математическая модель (11) может быть исполь-
зована для оценки влияния качества внесения удо-
брений при различных функциях отзывчивости 
сельскохозяйственных культур на удобрения и точ-
ности распределения доз по полю. Установлено, что 
при внесении 40 кг действующего вещества (д.в.) на 
1 га и увеличении коэффициента вариации дозы VD 
от 0 до 60% снижение урожайности не превышает 
1%, и лишь при более высоких дозах (120 кг д.в. на 
1 га) оно достигает 7%. Зависимость (11) может быть 
также использована при разработке экономико-ма-
тематических моделей оценки эффективности диф-
ференцированного применения удобрений. 
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