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RESUMEN

Este articulo presenta resultados de investigacion sobre las relaciones entre los
componentes curriculares, cognitivos, comunicativos y matematicos, que se requieren
para los diserios didacticos que buscan ia formulacion de relaciones geométricas como
la pitagdrica.

El disefio investigativo general se estructurd desde la ingenieria didactica. Se presentan
aquf los andlisis a priori y a posteriori de uno de los talieres del disefo didactico
estructurado?. Los dos niveles de andlisis comprometen en la dimensién pedagogica,
el desarrolio didactico; y-en la dimensién matematica, el desarrollo semidtico-
argumentativo. De manera que los resultados proporcionan un marco interpretativo

de la interaccién entre procesos didacticos y desarrollo de conocimiento matematico’

en un contexto escolar.
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miembro del Grupo de Investigacién interdisciplinaria en Pedagogia del lenguaje y las matematicas
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2 Ff disefio completo con su respectivo analisis se encuentra en el documento Tesis Doctoral: «Experiencia
figural y procesos semdanticos para la argumentacion en geometria» de la autora
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1 ABSTRACT

This article presents results of research on the relations among the mathematical,
communicative, cognitive, and curriculum components, required for the didactic
designs looking forward the formulation of geometnc relations such as the
Pythagoream relation.

The general investigative design was structured since the didactic engineering. The
analysis are presented here & priorfand a posteriori of one of the workshops of
the structured didactic design®. The two levels of analysis engage the didactic
development in the pedagogical dimension, and the semiotic-argumentative
development in the mathematical dimension. Thus the results provide an
interpretive framework of the interaction between didactic processes and
development of mathematical knowledge in 2 school context.

Keywords-
Math teaching, tasks analysis, didactic designs, Pythagoream relatlon semigsis,.and,

argumentative competence in geometry.

1. INTRODUCCION

Dos factores estan asociados a este estudio: uno, €l reconocimiento de un problema
de aprendizaje y de ensefianza situado en un ambito de desarrollo comunicativo y
matematico, vinculado a la construccion significativa de los conocimientos escolares,
através de la argumentacién; y dos, la necesidad de desarrollar un saber de tipo didactico
que permita comprender, planear, ejecutar, monitorear y valorar el desarrollo de procesos
de aprendizaje escolar relacionados con el aprendizaje de relaciones geomeétricas.

La investigacion pretendio identificar relaciones entre los componentes curriculares,
cognitivos, comunicativos y matematicos, que se requieren para los disefios didacticos
que buscan la formulacién de relaciones geométricas como la pitagorica.

El disefio investigativo general se estructurd desde la ingenieria didactica, de manera
que en la fase preliminar se determinaron concepciones que circulan en ambientes
universitarios sobre la argumentacion y la validacién que permitieron identificar relaciones
entre las dimensiones comunicativa y argumentativa. Estos estudios ya cuentan con
resultados publicados en dos libros®. El desarrollo de la fase de concepcion determind
como resultado la caracterizacion del ambiente curricular en cuanto a la ensefianza de
la geometria y el marco de relaciones tedricas entre representacion, argumentacion y
ensenanza-aprendizaje de la geometria. Estos resultados se presentan como funda-

3 The author is a Doctor in Education with emphasis on Language of the Valle University, member

of the Research Interdisciplinary Team in Language and Math Teaching, and, full time Professor at

the Distrital University Francisco José de Caldas, Bogota.

Full design and analysis in the document Doctoral Thesis «Figural Experience and Semantic processes

for the Argument in Geometry», by the author.

$ Llas publicaciones corresponden a: «Requerimientos didacticos y competenc:as argumentativas en
matematicas» (2000} y «Argumentar y validar en matematicas {una relacién necesaria?» (2003).
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mento tedrico, tanto del diseno didactico, como de las categorias de andlisis de las tareas
en sus niveles macroestructural y microestructural.

En este articulo se presentan los andlisis a priori y a posteriori de uno de los talleres del
disefio didactico global. Los dos niveles de andlisis comprometen en la dimension
pedagdgica, el desarrollo didéctico; y en la dimension matematica; el desarrollo
semiético-argumenfativo. De manera que los resultados proporcionan un marco
interpretativo de la interaccién entre procesos didacticos y desarrollo de conocimiento
matematico en un contexto escolar. '

2. ASPECTOS TEORICOS DE LA PROPUESTA DIDACTICA

Los antecedentes curriculares en cuanto a reformas y textos de apoyo, evidencian la
importancia del tema teorema de Pitdgoras, durante un siglo {1903-2003) de reformas
curriculares y de adecuacion de textos a las mismas. Este tema aparece en diversos
campos curriculares de la matematica (geometria, aritmética, trigonometriaj y como
apoyo para el desarrollo de diversos temas (propiedades de las figuras planas, calculos
de longitudes y areas, relaciones aritméticas entre nimeros, relaciones trigonometricas).
Se podria decir que el 7eorema de Pitdgoras se constituye en un componente fundamental
que articula diversos campos en el tejido estructural tematico curricular que soporta
la formacién matematica basica de los ninos colombianos. '

2.1 La relacién pitagérica

La comprensién de lo que es una relacion requiere considerar diferentes aspectos que
se involucran en el tipo de principio que ella representa:

La relacién es un principio activo, en el sentido de que, al aplicarlo a dos
0 mas elementos, produce algo nuevo: una proposicion acerca de ellos.
Pero si se contrasta con una operacion, una relacién parece un principio
pasivo, contemplativo, en cuanto que no transforma los elementos (que
podriamos llamar «relacionandos») en un nuevo elemento, mientras que
la operacion si transforma los elementos (llamados «operandos») en un
nuevo elemento (el resultado o producto de la operacion).(Vasco, 2005)

En un sentido global de relacion, la proposicion «La suma de las areas de los cuadrados
sobre los catetos de un tridngulo rectangulo es igual al drea del cuadrado sobre la
hipotenusa [del mismao]» enuncia una relaciéon geométrica entre areas de figuras, que
llamamos «la relacion pitagéricar. Formulada asi: «La suma de los cuadrados sobre los
catetos de un tridngulo rectangulo es igual ai cuadrado sobre ia hipotenusa [del mismo]»
parece enunciar una relacién geométrica entre figuras. Reformulada asi: «La suma de
los cuadrados de los dos primeros nimeros naturales de una terna o tripla de nimeros
es igual al cuadrado-del tercero,» enunciaria una relacion aritmética entre niumeros
naturales. Esta relacién aritmética no se cumple para todas las temas o triplas. En algunas
se cumple, como en la terna (3, 4, 5), pero en otras no, como en la terna (4, 5, 6). Si
llamamos «ternas pitagdricas» o «ternas rectangulas» a aquéllas en las que sf se cumple,
tendriamos otra relacion pitagdrica, ya no de la geometria, sino de la aritmética, que
llamaremos «la relacién aritmética pitagdrica»: «La suma de los cuadrados de los dos
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primeros numeros naturales de una terna o tripla rectangular de numeros es lgual al
cuadrado del tercero.»

Si la reformulamos como una relacién entre las longitudes de los lados de los triangulos
rectangulos, medidas con cualquier unidad, dirflamos asi: «La suma de las longitudes
elevadas al cuadrado de dos de los lados de un triangulo recténgulo es igual a a longitud
del tercer lado elevada al cuadrado.» Esta serfa una relacion aritmética pitagorica, ya no
entre ternas de numeros de la aritmética natural, sino de la aritmética de los nimeros
reales positivos (o en la de los nimeros algebraicos reales y positivos).El hecho de que
esa terna siempre defina las longitudes de los tres lados de un triangulo rectangulo es
lo que liga la relacion aritmética pitagorica con la relacion geométrica pitagorica particular;
por ello, amerita la demostracion de un teorema especifico-al respecto. La relacion
pitagdrica es una relacion ternaria fundamentaimente aditiva, bien entre nimeros: para
una terna de ndmeros enteros (a, b, ¢} a2 +b? =c¢?; bien entre areas de cuadrados; bien
entre cuadrados, o bien entre longitudes de segmentos entre otras.

2.2 La argumentacion en el contexto escolar -

%

Las siguientes caracteristicas del proceso argumentativo se articulan a los procesos
educativos estableciendo una relacion inmediata con el ambiente escolar.

* £ncuanto a su intencionalidad: «La argumentacion es una actividad que siempre
trata de modificar un estado de cosas preexistentes» (Perelman & Olbrechts 1989:
105). se presenta agui un aspecto comdn entre el discurso epidictico propio de la
argumentacion y el discurso educativo por cuanto ambos buscan crear una
disposicién a la acciéon con la finalidad de modificar un contexto.

* Encuanto a su objeto. Dos aspectos emergen como objetos fundamentales de la
teoria de la argumentacion en tanto que cohesionan los demas elementos que la
constituyen. En primer lugar est4 el efecto de la adhesion determinado por el persuadir
y convencer.. El sequndo lo constituye la interaccion y fuerza de los argumentos,
dos nociones vinculadas en la produccion de un discurso, la primera determina la
amplitud y-el orden de la argumentacion y la segunda la intensidad de Ia adhesién
y los enlaces utilizados.

*  [Fncuanto a jos roles de os participantes. Orador y auditorio son los roles asignados
en una argumentacion. El auditorio se define como el conjunto de aquellos en quienes
el orador quiere influir con su argumentacién. El desarrolio de la argumentacion
construye una relacion entre orador y auditorio que Perelman & Olbrechts denominan
«el contacto intelectual».. Orador y educador pretenden que la intensidad de la
adhesion no se limite a la producciéon de resultados puramente intencionales, sino
a desencadenar una accion. En la educacién el rol de maestro que tiene el educador,
presupone una actitud de confianza en el auditorio, razén por la cual el discurso del
educador no precisa partir de tesis que admite el auditorio, para crear una disposicion
en los oyentes. El segundo, tiene que ver con los roles originados por [0S procesos
de solucién de problemas, el prestigio que proviene de obtener una solucién que
permanece inmodificable a objeciones, consolida otro tipo de educador determinado
por el objeto de la argumentacion, y que desplaza al maestro en su rol de educador
para que eventualmente sea asumido por uno de sus estudiantes. Este sequndo
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aspecto consolida un juego de roles propiciado por el contexto de la argumentacion
en la solucidén de problemas en la clase de matematicas.

s £ cuanto a sus métodos. «El uso de la argumentacion implica que se ha renunciado
a recurrir Unicamente a la fuerza, que se atribuye un valor a la adhesién del
interlocutor, conseguida con la ayuda de una persuasion razonadan (Perelman &
Olbrechts, 1989: 106). Es decir, que €l uso de la violencia es contrario a todo proceso
argumentativo, como lo es a todo proceso de educacidn, por cuanto la educacion
se constituye en la forma como las sociedades forman a sus individuos para la
comprensién de los fendmenos que los afectan como pueblos, siendo uno de ellos
la autodestruccion de la misma cultura por factores de violencia entre sus integrantes.

Los siguientes factores de desplazamiento, demarcan un tipo de desplazamiento
requerido para el desarrollo de la argumentaciéon en matematicas:

* £/ auditorio. De una argumentacién dirigida a un auditorio heterogéneo a una
argumentacion dirigida a un auditorio universal que puede ser considerado o bien
como un auditorio élite en tanto modelo o un auditorio cientifico en tanto asimilacién
voluntaria. «Un auditorio elite sélo encarna al auditorio universal para aquellos que
le reconocen este papel de vanguardia y de modelo...Ciertos auditorios especializados
se asimilan voluntariamente al auditorio universal como el auditorio cientffico (Perelman
& Olbrechts, 1989: 76).

s £l contenido ae la argumentacion: De una situacion argumentativa referida a campos
sociales 0 a polos externos a los mismos campos, a una situacion argumentativa
referida a campos cientfficos determinados por procesos de solucion de problemas.
«Se arriesga menos simplificando y deformando la situacién en la cual se efectta
el proceso argumentativo al considerar que es un caso particular aunque muy
importante aquel al que la prueba de la verdad o de la probabilidad de una tesis puede
administrarse en el interior de un campo formal, cientifico o técnicamente circunscrito
de comuUn acuerdo con todos Ios interlocutores» (Perelman & Olbrechts 1989: 93).

£l orador: De un orador que procura crear una comunioén en torno a ciertos valores
a un orador que no teme a la contradiccion, que erige como valor universal o verdad
eterna lo que ha adquirido consistencia por la unanimidad social. «en ia demostracion,
el orador se hace educadon (Pereiman & Olbrechts, 1989: 100)

s [as técnicas. De una técnica de enlace cuasildgica como la de la lncompatlbmdad
a una técnica Iégica como la contradiccion o la inconsistencia.

* Ftjpo de argumerito. De argumentos basados en la estructura de lo real a argumentos
basados en las estructuras de las teorias, como el argumento demostrativo.

* £l tjpo de lenguaje: Del uso privilegiado de un lenguaje natural al uso de un lenguaje
formal. Este es uno de los aspectos del desplazamiento que sitda la demostracion
en limite de la argumentacion, por cuanto en el razonamiento no formal que privilegia
la lengua natural el encadenamiento no es restrictivo y deja lugares para el desacuerdo.
Mientras que en el razonamiento formal que privilegia €l uso de los lenguajes formales
el encadenamiento es restrictivo segun condiciones del sistema, se trata de eliminar
la posibilidad de proposiciones contradictorias.
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* Fltipo de dialogo. De un didlogo eristico que tiene por objeto dominar al adversario,
a un didlogo habitual cuyo fin es persuadir para determinar una accion inmediata
o futura. Y de estos dos tipos de didlogo a un didlogo heuristico en el que el
interlocutor es una encarnacion del auditorio universal. '

Por lo anterior la argumentacion se convierte-en una forma de organizacién de los
procesos cognitivos de los estudiantes, los factores de desplazamiento de una
argumentacién no matematica @ una matematica, exigen el desarrollo de procesos de
razonamiento. «

La caracterizacion del razonamiento, esta dada por procesos que realiza el sujeto en
los que, a partir de informaciones previas se intenta pasar a nuevas formas de
informacién. Esta caracterizacion le confiere dos dimensiones al razonamiento: en primer
lugar, el hecho de ser una forma de pensamiento determinada por un tipo de operacion
cognitiva especial: la inferencia. Y en segundo lugar, el estar ligado al uso de un lenguaje
que lo caracteriza, como un tipo de organizacién discursiva. La forma como se produce
una inferencia constituye lo que denominaremos un Paso de razonamiento y es un
aspecto local en la produccion discursiva. Estos pasos de razonamiento estan
determinados por un genero discursivo que les confiere una forma de producciény
organizacién textual, como el genero pedagdgico (Martinez, 2004).

2.3 El registro figural y la emergencia de los razonamientos

La utilizacién de la figura, bien sea para representar una situacion geométrica, o para
hacer aparecer en cada objeto posibles relaciones con otros objetos, o para explorar
0 anticipar resultados, genera rapidez y economia de aprehension de una situacion Duval
(1999) y justifica ademds la importancia que las matematicas asignan al rol de las figuras.
Se han identificado dos requerimientos especificos que debe llenar la figura para que
represente un objeto matematico. El primero, que sea una configuracion; es decir, ser
una unién o una fusion de diferentes géstales que se relacionan y que a su vez caracterizan
la configuracion (condicion visual). El segundo, es el de anclar (fijar - asegurar) en un
enunciado algunas propiedades representadas por la gestal esta ancla discursiva lleva
ala entrada matemadtica en la configuracion. _
. {

Las dos condiciones anteriores llevan a considerar la necesidad de, por lo menos, dos
tipos de registros: el de la figura y el de la lengua natural. Duval {1999) sefiala como
un problema para el aprendizaje de la geometria, 1a falsa proximidad entre los
tratamientos matematicos pertinentes y los que espontaneamente se practican en uno
de los dos registros, asi como la necesidad de coordinacién entre los tratamientos que
provienen de registros figurales y tos que provienen de registros discursivos. De alli la
necesidad de establecer criterios de distincion entre los tratamientos espontaneos y los
matematicos pertinentes y, en consecuencia, de precisar los diferentes tratamientos
matematicos pertinentes en el registro de las figuras geométricas. Todo lo anterior lleva
a establecer las unidades constitutivas del registro figural, los tipos de articulacion de
las mismas en una figura y posibilidades de modificaciéon de figuras.

Duval (1999) sefala como unidades elementales del registro de las figuras Geometricas,
las que se obtienen por el cruce de las variables visuales cualitativas (de forma, tamano,
orientacién, granulacion, color) y la variable de dimension: Para esta caracterizacion se
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usa la variable visual forma por considerarse que las otras variables, aungue son pertinentes
en un grafico, no los son en una figura geomeétrica. En estos términos, la figura representa
una situacion geomeétrica «si la significacion de ciertas unidades figurales y de algunas
de sus relaciones estan explicitamente fijadas de entrada» (Duval, 1999:159).

3. EL ANALISIS A PRIOR! Y EL DISENO DIDACTICO

La construccién de la propuesta didactica esta determinada por un analisis de género
discursivo en el que se inscriben 1as tareas, y sus variables macroestructuraies como el
contexto, el modo de organizacion de la interaccidon y la intencionalidad para la situacién
de comunicacion. La consolidacion del disefio queda determinada por el analisis de las
variables microestructurales vinculadas a los componentes matematico semidtico y
argumentativo.

La nocion de tarea que se construye desde el modelo de investigacidn de la ingenieria
didactica investigacion, se constituye como un sistema propuesto para el desarrollo de
los aprendizajes de los estudiantes, que se articula en los niveles macro (curricular y
didactico) y micro (de la interaccién con el conocimiento y con los interlocutores del
aula), niveles que se han de tener en cuenta en los respectivos analisis.

3.1 El género pedagdgico y sus variables macroestructurales

Contexto escolar

La tarea se sitUa, desde el nivel macro, en el género discursivo pedagdégico y, mas
especificamente en la relacién ensefanza-aprendizaje. Esto se refleja en el diserio diddctico
elaborado para toda 1a secuencia de talleres. El diseno se realizd bajo una estructuracion
didéctica paulatina que se informd con los resultados del momento de investigacion
accion. Se consideran entonces los focos identificados tedricamente en las fases del
analisis preliminar. Ademas, se orientd a /a construccion de una Situacion argumentativa
en matematicas que propendiera por 1a realizacion efectiva de las relaciones iniciales
determinadas en los requernimientos didacticos. Como efecto de todo el proceso anterior,
se consolidé un disefo delimitado por los siguientes tipos de identificacion:

* [dentificacion del espacio escolar: La actividad se dirige a estudiantes de décimo grado
de educacién media, de un colegio de! Distrito Capital. La propuesta se constituye
en-una experiencia fuera del curriculo regular, pero que soporta la formacién
correspondiente al grado décimo. ‘

» dentificacion del objeto curricular: La relacion pitagorica en su sentido geométrico.
De los tres sentidos identificados tedricamente para esta relacion, se privilegia el
geométrico, con el propdsito de consolidar un campo tedrico para la construccion
de dicha relacion y para la institucionalizacion de saberes en los estudiantes. Para este
efecto, se identifica la opcidn de proponer la entrada a la relacion pitagorica, mediante
el registro figural, en tanto que se considera el figural como un registro mas comun
a los estudiantes y menos complejo en su accesibilidad, frente a otros como el
algebraico.
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* dentificacion de propdsitos de aprendizae para los talleres: Constituyen el horizonte
del desarrollo del aprendizaje previsto en el disefo didactico, articulan y secuencian
tanto los momentos del aprendizaje como la evolucion del producto aprendido y
establecen el tipo de instrumentos y de relaciones entre ellos y las actividades de
aprendizaje. Los propésitos de: i) elaborar sentido para la relacién pitagorica desde
el contexto euclidiano, ii) elaborar tramas argumentativas para la relacion pitagorica
en el contexto euclidiano, iii) desarrollar procesos inferenciales en el campo geométrico,
complejizan la tarea, en términos de su orientacion hacia la elaboracion y justificacion
de relaciones matematicas.

* /dentificacion de los requerimientos en el diserio diddcticor Los requerimientos
didacticos considerados para el disefio establecen: La relacién epistemoldgica-
cognitiva que determina la jerarquia de los contenidos y La relacion epistemolégica-
comunicativa que determina la jerarquia de las acciones y reglas de accién que orientan
las tareas.

El taller como modo de organizacién de la interaccion discursiva

Esta estrategia se constituye en una propuesta de accién organizada e intencionada,
considerada como una técnica de trabajo grupal (Calderén y Molina, 1999), que tiene
asidero en la teorfa de las dindmicas de grupo (Beal, 1970). Desde el punto de vista de
su descripcion, consiste en una actividad (realizada individual o-grupaimente) disenada
para la discusion de un tema o de una situacion o para el descubrimiento de relaciones,
aplicaciones o factores asociados a un tema o cuestion. Desde el punto de vista
comunicativo, exige centrar la interaccion entre /os talleristas y las actividades presentadas
en el taller, con el fin de alcanzar los objetivos propuestos en el tiempo estipulado. Desde
el punto de vista cognitivo, exige situar la relacion de /os sujetos participantes con e/
conocimiento en discusion. Desde los tres puntos de vista, opera bajo los criterios de
aplicacion del conocimiento previo y de verificacion de los resultados obtenidos en
la aplicacién. Por esta razén, no constituye un espacio para la construccién inicial de
conocimiento; es decir, se propone un taller, cuando se tiene un conocimiento previo
sobre el que se quieren desarrollar aplicaciones, relaciones, proyecciones, entre otras.
Ademas, como estrategia de trabajo, pone en juego la capacidad, de quien realiza el
taller, de analisis, de sintesis y de sistematizacién de resultados. A la vez, al profesor le
exige la capacidad de disenar talleres: construir una estructura consistente y realizable
que articule actividades con desarrolio de conocimiento; por ejemplo, establecer objetivos
de aprendizaje alcanzables; proponer una metodologia y unas actividades concordantes
para el avance del conocimiento-y el cumplimiento de tales objetivos, en un tiempo y
en unas condiciones determinadas; explicitar criterios de evaluacion para el desarrolio
del taller, de tal manera que los talleristas tengan opcion de regular sus propias actividades.

Desde el punto de vista del analisis discursivo, el disefio de la situacion de enunciacion
en el aula, mediante la estrategia del taller, implica que la puesta en juego de los criterios
y de las reglas que definen un taller, da como resuitado la organizacién de la interaccion
(entre los interlocutores y entre ellos y el conocimiento). Aspecto éste que se refleja tanto
en su propuesta textual: superestructura del taller {partes como indicaciones de tiempo,
tema, objetivos, actividades, etc.) que instaura la situacién de comunicacion y proyecta
las acciones que emprenderan los talleristas y las reglas y normas que regulan tales
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acciones; como en'su propuesta disCursiva: macro estructura y, microestructura que
organiza la propuesta enunciativa (la solicitud general del profesor o del orientador del
taller y que guia las respuestas del tallerista) y los enunciados que van orientando todo
el proceso que ha de realizar el (los) tallerista (s) para responder a la solicitud general.

La intencionalidad. de formular una relacion matematica

La opcioén por la formulacion de una relacién matematica, exige la seleccion de un tipo
de relacion que convoqgue diferentes campos de la matématica escolary precise €/
desarrollo de habilidades como la estimacion geométrica y numeérica, los procesos de
medicién a-numérico y numéricos, la visualizacion, la argumentacién matematica y 1a
demostracion: Esas dos exigencias llevaron a considerar la relacion pitagorica como objeto
de construccién para el taller, pues se identifican por lo menos tres sentidos posibles
asociados a la relacion pitagérica. La opcidn de hacer la insercién en un curso avanzado
(el Gltimo de la formacnon basica) se asocié con la exigencia de contar con una poblacion
que presentara una experiencia previa de aplicacién de la relacion pitagdrica. Se opta
por un disefio que fortalece la experlenaa de recuperacion teonca de la reiacaén

f
Finalmente, como Ultimo aspecto del disefio metodologlco del andlisis a pnon ensu nfvel
macroestructural, se estructurd la secuencia de actividades definitiva, de-acuerdo con
los propdsitos investigativos y didacticos y con los aspectos metodoldgicos planteados
anteriormente. En la siguiente tabla, se presenta una sintesis de esta secuencia.

L on e - :

Tabla 1. Estructura general de la secuencia de los talléres

T?ABAJOM

a usted concluir esa |

relacion.

quele hacenala,
pareja condluir que

_esaes larelacion

mostrada.

3} Preparar una -
600

convencer a las

demas parejas de que

| 1a relacion. elaborada

por la pareja es la
mas adecuada y de
que las razones que
las soportan son las
mas acertadas.

OBJETIVO DE TRABAJO PLENARIA FIGURAS
APRENDIZAJE INDMIDUAL ~ DE PAREJA PROPUESTAS
Formufaruna | 1) Estudie ef gréfico - | 1) Elaborarunasola | A partir de la
relacion presentado con este | relacién matematica a presentacion de
matemdtica | tallery formulela | partir de fas unadelas
a partir del relacién matematica | relaciones formuladas | parejas, elaborar
analisis de que se muestra con | porlos dos . la relacién
figuras. el grafico.2) Eormule | integrantes. matematica mas
por lo menos tres 2) Proporcionar por lo | adecuada para la
razones que le hacen | menos tresrazones | gréfica

|| proporcionada.
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3.2 El desarrollo geométrico y sus variables microestructurales

Este segundo nivel corresponde a los aspectos relacionados con 1o propuesto por la
tarea y lo exigido por ella, a través de los enunciados que configuran cada uno de 103
talleres. En este caso, el andlisis identifica los elementos heuristicamente pertinentes
para la formulacion de la relacion pitagérica, se realiza a partir de la propuesta textual
manifiesta en los talleres disefiados y en los instructivos entregados a los estudiantes.

El componente matematico: La trama de relaciones 2

Interesa aqui el analisis al enunciado. «£studie €/ grafico presentado con este taller y
formuile 1a relacion matemdtica que se muestra con el graficos, que expresa la necesidad
de buscar una relacion matematica a partir de lo que las figuras muestran. El enunciado
anterior, ademas de suponer una experiencia previa en cuanto al conocimiento de la
relacion pitagoérica, exige que ella se realice a partir del estudio de una secuencia de
gréficas. El andlisis de la trama de relaciones asociadas a la formulacion de la relacion
pitagdrica en el contexto de la situacion didactica planteada considera las relaciones que
cumplen una funcidn heuristica para la tarea.

* Relaciones de orden: Los elementos que se relacionan son de dos tipos: las figuras
y las cantidades de area. Considerar uno u otro conjunto de elementos determina
la manifestacion de las siguientes relaciones: :

Ser mds grande que, aplicada a los tamanos de unidades figurales que
conforman los grupos de gréficas. Esta relacion es necesaria para obtener
como parejas de a relacion las siguientes:

Grifica 1

Tener mds que. Los relacionandos son-cantidades de magnitud; en este
caso se consideran las unidades figuraiés en tanto ellas aluden a cantidad
de area. Este tipo de relacién, ademds de identificar la magnitud geomé-
trica evocada en la unidad figural, retoma la figura geométrica a la manera
de Eudlides: Una figura es lo contenido por uno o varios limites’. Aunque
el criterio de comparacion es el mismo anterior, ahora interesa la cantidad
de magnitud presente, de ahi, el tipo de conclusién dada: hay mds
cantidad en. Esta relacion es necesaria para la elaboraciéon de la magnitud
area. En el caso de la formulacidn de la relacién pitagdrica, ésta es la relacion
que consolida un sentido geométrico para ella.

¢ Vale la pena sefalar que en el articulo de la profesora Dora Inés Calderdn en esta misma publicacion

se presenta el andlisis desde la perspectiva discursiva. Los dos analisis constltuyen la totalidad del
analisis a priori de 1as tareas. .

7 Definicién 14 libro primero de los Elementos
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* Relaciones de equivalencia: En este caso, aunque la relacién se enuncie con
Ser igual a, se manifiestan varias relaciones, por cuanto el criterio que determin:
Juicio no es’el mismo, como no lo'son los relacionandos considerados. Se identific
como necesarias para la formulacion las siguientes relaciones de equivalencia ¢
en la tradicion euclidiana se han referido a la igualdad.

. L . s
Ser igual .en forma. Esta es una relacion asociada a la relacion de
semejanza, se aplica cuando distingue en dos grupos diferentes cuadrados
y trigangulos.

Ser igual en magnitud y forma. Esta relacion corresponde a la relacion
de congruenicia, se aplica a figuras geométricas. En este caso se requiere
que las unidades figurales evoquen tanto las formas geométricas como
la cantidad de area, la cantidad de longitud, o la cantidad de amplitud.
Esta relacion es la necesaria para establecer como premisa la igualdad entre
los cuadrados externos del primer grupo de graficos.

&

Griéfica 2. -

O como tercer enunciado en uno de los pasos de razonamiento, tanto
del primer grupo de graficas como del tercero:

e wed

Grafica 3.

Este tipo de igualdad requiere del criterio establecido en la nocién comun
7: Ylas cosas que colndiden entre sison iguales entre i, este criterio supone
la accién previa de superposiciong. - :

Ser igual en magnitud. Técnicamente es una relacion de equiarealidad,
o equilongitud, o equiamplitud, segun la magnitud

considerada sea area, longitud o amplitud. Los relacionandos son
cantidades de magnitud. En el caso de la relacion pitagorica, esta relacion

8

En el capitulo 3 de la tesis doctoral de la autora, se establece que la acciéon de superposicidon esta
determinada bien por una experiencia mental, o blen por las herramientas de una teoria, entre las
que se cuentan los sistemas de axiomas.
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se obtiene como concdlusién de un:paso de razonamiento cuando se razona.
con las unidades figurales de los dos primeros grupos de gréficas, en ambos =«
casos las figuras comparadas no son homogeneas en cuanto a su- ..
conexidad: . -

Gréfica 4

Relaciones de equ1complementarledad como Ia que se establece
entre conjuntos de figuras de manera.que dos fi fguras como las siguientes:

Gréfica 5
estan en relacion de equicomplementariedad si existen dos conjuntos finitos

de figuras congruentes dos a dos tal que al unirlas con las anteriores forman
dos figuras congruentes

Griéfica 6

%

Relaciones de equidescomponibilidad, como las que se establecen
entre las dos figuras siguientes:

Pl3 P’4
Pps| /1

F, . F2
Gréfica 7
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. Dos figuras estan‘en relacién de equidescomponibilidad si ellas son la.union
de figuras congruentes dos a dos. F, esta en relacion de equidescom-
ponibilidad con Fzsi Py es congruente conPiconI<i< 5 Esta relacion
es la que garantiza la conservacion del area.” .

. Relacnones adltivas Relaciones temanas de adnc:on entre areas de cuadrados.

Esta relacion surge de la operacion adicion aplicada a los cuadrados ya
las magnitudes, en el primer caso se considera una operacion que al
aplicarla a dos cuadrados produce un-tercer cuadrado, se observa que
en este caso el tridngulo rectangulo se convierte en un operador para 12
suma de cuadrados, de manera‘que se obtienen triplas de cuadrados
como: foad ;

Grafica 8
De manera que el tercer cuadrado es la suma de los dos primeros. En el
segundo-caso se obtienen.triplas de cantidades de area como:

t e

oll u.l

. ] Gréfica 9

L : - b

Para estas triplas, la‘tercera figura expresa la suma de las areas expresadas

en las otras daos figuras.
La peticién de formular una relacién matematica es de por si compleja, por la diversidad
de relaciones que tienen que articularse para formular 1a relacién pitagorica. Se han
mencionado las que son pertinentes para la‘relacidn pretendida, sin considerar otras
que puedan emerger por el tipo de aprehension que se haga del sistema de unidades
figurales. Hay una exigencia adicional para la formulacion de la relacién y es la de realizar
una conversion del registro figural al registro de la lengua natural.

i

El componente semidtico: La aprehensiones.»

.

4
¢

El andlisis del registro figural pretende identificar dos aspectos: Las. aprehensiones del
registro figural y los tratamientos heuristicamente pertinentes para la formulacion de
la relacion pitagdrica.

? El teorema 51 de la Geometria de Hilbert establece: Dos poligonos equicomplementables tienen ia
misma drea y dos poligonos con la misma drea son equicomplementaples.
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* Las aprehensiones perceptual y discursiva: Estas dos aprehensiones cumplen
funciones muy importantes en los procesos de exploracién heuristica y formulacion
de la relacion, desarrollados a partir del estudio de unidades figurales propuestas en
la situacion didactica. El andlisis siguiente expresa los elementos pertinentes para que
de una parte la aprehensién perceptual determine una instanciacion geometrica, y
de otra parte la aprehensién discursiva, mediante las funciones de referencialidad
y apofantica, constituya unidades apofanticas para los procesos de razonamiento.
El analisis corresponde al grupo conformado por la siguiente pareja de figuras:

Gréfica 1 o

]

La siguiente tabla presenta las unidades que debe discriminar tanto la aprehension

perceptual como la aprehenSIon discursiva.
. 1

Tabla 2. Elementos heuristicamente pertinentes en las aprehenSIones perceptual
y discursiva de la grafica 10

i

Figuras que discrimina la Operacion en la aprehension

aprehension perceptual discursiva
Designaciéon r Predicacion 3
Se’nominan:. X . 1. Los dos cuadrados exter-
- Los dos cuadrados nos son iguales.
externos 2. Los lados de los cuadra-
- Los lados de los dos externos se conforman

cuadrados externos- con lados de los tridangulos

Los angulos rectos.

rectangulos.

Se nominan:

- Los cuadrados internos
de los dos cuadrados
externos.- Los lados de
los-cuadrados internos-
Los angulos rectos.

1. Gl.es.menor que G2
2. Los lados de los cua-
drados internos se corres-
ponden con lados de los
tridngulos.

.

~ Se, nominan:
- Los tnangulos Los lados -

de los triangulos
- El angulo recto.

1. los tridngulos son rec-

tangulos.

2. Llos triangulos son

iguales ’
3. El'lado mayor del trian-

.gulo subtiende. al angulo '
- recto.

N

~ -
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 La aprehensién operatoria: Este tipo de aprehensién modifica la figura de

diferentes maneras y ademds, cumple una funcién heurfstica en los procesos de
visualizacién de relaciones matemaéticas. En el grupo de graficos analizado, la aprension
operatoria requiere que se considere una de ellas como ﬂgura de partida y la otra
como figura de Hegada

FEEERNEN]

Grafica 11.

La aprehensién operatoria se convierte en un requisito implicito para garantizar la
igualdad de area de los dos cuadrados internos de las figuras 1y V.

El componente argumentativo: Las relaciones semanticas

Enlatabla3se presentan los enuncnados consu correspondlente consolidado del analisis,
gue identifica la forma de expansion requerida para enunciados dado y el tipo de similitud
entre unidades apofanticas. En todos los casos se requiere dos tipos de estructura
proposicional para la expansion: :

Acumulativa: Desarrollo proposicional marcado por extensiones semanticas cuantitativas
de tipo descriptivo, enumerativo, reiterativo. Privilegia formas de expansmn lexicat y
natural. '

Sustitucion. Desarrollo proposicional por inferencias deductivas, y abductivas. Privilegia
formas de expansién cognitiva y formal
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El componente argumentativo: Los razonamientos

Razonarmientos deductivos que requieren como premisas 1a igualdad en
forma y magriitud de 1as figuras y como tercer enunciado Ia nocién comun:
37 a iguales se quita iguales, 1os restos son jguales o la relacién de
-equicomplementariedad entre las figuras. Este tipo de razonamiento es
el que se requiere para el primer grupo de gréficas:
i

Grafica 12. Razonamiento deductivo heuristicamente pertinente 1

Premisas

= 7Y
. - g—ercer enuhciado l/ -. |
N LN j

Conclusién

Razonamiento abductivos.a partir de los datos completan la hipdtesis
explicativa: Para cuadrados construidos sobre lados de tridngulos
rectdangulos, /3 suma de /as dreas de los cuadrados construidos sobre
los catetos de los tridngulos es igual al drea del cuadrado construido sobre
/a hijporenusa. Se trata de establecer la relacién haciendo éxplicito el
triangulo rectangulo como factor que vincula los relacionandos:

Gra’lfica 13.

on

/?azonam/enz‘os inductivos Sobre las conclusiones de los tres talleres y que
formulen como una conjetura racnonal Para cualquier triangulo rectanguilo,
la suma de los cuadrados construidos sobre los catetos es igual al cuadrado
construido sobre la hipotenusa.
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4. RESULTADOS DEL ANALISIS A POSTERIORI -
A partir de los resultados presentados en la tabla 5 se destacan los siguientes aspectos:

* Lacolumnal, que'presenta el resultado del componente matemético esperado,
evidencia que_ ninglin estudiante formula como relacion matematica ia
relacion pltagorlca y que hay estudlantes que no formulan ninguna relaciéon
matematlca

¢ Las columnas Il ala Vb, que registran tanto la identificacién de las unidades figurales
bidimensionales pertinentes como la predicacién .necesaria para cada unidad figural
pertinente, evidencian que sélo dos estudiantes (I,LL) realizan los comportamlentos
esperados para cada una de estas columnas.

4 ‘%
¢ Las columnas Vay Vb, que registran los aspectos de tratamiento operatorio con las
unidades figurales bidimensionales y de predicacion con respecto a las unidades
figurales unidimensionales, evidencian que ningun estudiante manifesté los comporta-
mientos esperados en las dos columnas. : '

Como se puede observar, a partir de la-columna-ll-se disminuye la presencia de
comportamientos a los que se les asigna una funcion heuristica para la formulacion de
la relacion pitagodrica, de manera que ocho de los 12 estudiantes que manifiestan un
comportamiento exitoso en la columna lla atienden a las columnas lIb y llla; de éstos,
cinco atienden al requisito de la columna llib; de los cuales tres.cumplen con la de IVa
y IVb; y ninguno de los tres cumple con la columnas Va y Vb. Es decir, ningun
estudiante manifiesta todos los comportamientos requeridos para la
formulacién de la relacién pitagdrica.:

Al observar que los aspectos gue registran las columnas llIb, Va y Vb refieren a
operaciones cognitivas diferentes a la percepcion de unidades figurales, es posible concluir
aqui la manifestacién de un privilegio por la aprehension perceptual de las figuras y, en
consecuencia, la evidencia de un bloqueo a nivel general en lo que concierne
a la formulacion de Ia relacién pitagoérica, a partir de lo que las figuras muestran.
El anterior estado final del trabajo individual (designado como el momento de interaccion
YO - YO se convierte.en el estado inicial para el trabajo de parejas (designado como
el momento YO - TU)

En los resultados de los momentos YO — TU y NOSOTROS ELLOS, aunque se avanza
en las columnas Il y IVa, en doride se reporta un logro total y se avanza en la formulacién
de relaciones matematicas, se mantienen las columnas V como las de menor nivel de
logro. De los 13 estudiantes, nueve cumplen con Il y IV; de éstos, ninguno cumple
con las columnas Vay Vb, de manera que no es inmediata la formulacién de la relacion
pitagorica a partir del estudio de las graficas presentadas. !
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5. CONCLUSIONES .

En lo que, conaeme a/ componem‘e sem/ot/co la aprehension perceptual determmo
la emergenc:a y desarrollo de unidades apofanticas que por la funcion de referencia
de la expansion discursiva se instanciaron en contextos geométricos. Se confirman los
resultados de investigaciones anteriores (Duval, 1999) en cuanto al predomlnlo de
aprehensiones de formas bidimensionales sobre las unidimensionales, pero emerge un
resultado complementario a estas investigaciones y es la escasa aprehension de las
unidades figurales bidimensionales abiertas (cémo los angulos). Entre las figuras
bidimensionales los tridngulos y los cuadrados externos se toman como las figuras
importantes.

La correspondencia entre los resultados que manifiestan poco uso de las aprehensiones
operatorias de las figuras con la ausencia de los procesos de visualizacidn necesarios
para la formulacion de la relaciéon pitagérica, ademas de exphcar la no formulacién de
la relacién, destaca la importancia de este tipo de operacién semidtica en el desarrollo
matematico, dada su incidencia directa en la manifestacidon de unidades apofanticas
gue no se enuncian desde la-aprehension perceptual. La no congruencia entre las
unidades figurales del regfstro y las unidades de la lengua natural que enuncian la relacién
pltagonca se evndenaa como un obstaculo parala formulacnon de la relacion.

En lo que concierne al componente afgumentaz‘/l/o, las operaciones semanticas de
comparacion y razonamiento se desarrollan a partir de las unidades apofanticas
enunciadas en los procesos de aprehension figural. La escasa presencia de pasos de
razonamiento deductivo y la ausencia de los razonamientos heuristicamente pertinentes,
no permiten la formulacién de las unidades apofanticas necesarias para-formuiar la
relacion pitagorica.

El predominio de la funcién de explicacion sobre la de justificacion, se asocia con la
necesidad de entender la formulacién de multiples relaciones manifiestas en unidades
apofanticas, que conforman diferentes contextos asociados al macro contexto escolar.
La necesidad de convencer permanece primordialmente como un requerimiento
instruccional.

La relacion pitagdrica es usada por los estudiantes como relacién-formula- -garante en
el contexto aritmo-geométrico y no como relacion-conclusion, en un contexto
geomeétrico. 2 N 4

En lo que concierne al componente matemadtico. No se enundia la relacion pitagorica,
pero las caracteristicas evidenciadas en los procesos semidticos y argumentativos

permiten la emergencia de relaciones de orden y de equivalencia de tipo congruencia,.

y semejanza, no emergen las de tipo equiarealidad equilongitud y equiamplitud, necesarias
para la relacién pitagérica. Como tampoco emergen las relaciones ternarias entre areas
de cuadrados.

£l diserio didctico fue pertinente para la investigacion, por cuanto tanto su estructura
de enunciados como su estructura de graficas permitieron develar los factores que
intervienen para que la formulacion de una relacion matemdtica se consolide como un
paso en el desarrolio argumentativo de los estudiantes en matemnaticas. Como propuesta
didéctica, 1a secuencia de talleres propuesta no fue la adecuada para la poblacion. Se
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pretendia la formulacion de la relacion pitagérica para su estructuracion tedrica, pero
las condiciones de la poblacién requerian mas de-.un momento de elaboracién que de
consolidacién; por lo tanto, hubiera sido mas adecuado considerar la secuencia
empezando por el grupo de graficas mas congruente con el enunciado de 1a relacion
pitagdrica en lenguaje natural.
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