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Resumen

En este articulo se presenta una metodologia para realizar modelos
matematicos de filtros pasa baja de primero y segundo orden en tiempo discreto
partiendo de la funcion transferencia de un circuito simple RC. Entre las ventajas
de utilizar técnicas de procesamiento digital de sefiales resaltan la inmunidad a
factores intrinsecos tales como temperatura ambiente, ruido electromagnético y
acoplamiento entre componentes. De esta forma los sistemas de procesamiento
de sefales involucrados en lazos de instrumentacién incrementan la estabilidad y
robustez. En concreto este trabajo se centra en el disefio de filtros digitales pasa
bajas que emulen el comportamiento de un circuito RC, asi también se presenta la
forma de implementar el C++ dicho filtro, estableciendo como parametros
principales la frecuencia de corte y el periodo de muestreo para su posterior
aplicacion en lazos de instrumentacion.
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1. Introduccién

Un filtro por definicion es un procedimiento utilizado para seleccionar cierta
informacion y descartar otra, en procesamiento de sefales se utilizan
normalmente para, dependiendo de sus parametros, llevar a cabo un proceso de
discriminacion en la sefial de entrada, obteniendo una sefial de salida con la
informacion que ha dejado pasar [1], usados normalmente para eliminar ruido
eléctrico, oscilaciones en la sefial, o bien niveles de DC que no se requieren.
Los filtros digitales han ganado popularidad debido al amplio uso que se le ha
dado a los microcontroladores, ya que el procesamiento digital de sefiales es una
parte importante de todo sistema embebido. Existen dos grandes divisiones en
cuanto a filtros digitales se refiere, los filtros de respuesta infinita al impulso (lIR
por sus siglas en inglés) y los filtros de respuesta finita al impulso (FIR por sus
siglas en inglés). Los filtros IR en general son, mas rapidos que los FIR y con
menos elementos pero, ya que presentan retroalimentaciones, pueden llegar a ser
inestables por lo que deben ser sometidos a andlisis de estabilidad, los FIR por el
contrario no presentan retroalimentacion y por lo tanto son estables por definicion
[2], por el contrario presentan mayor complejidad computacionalmente hablando
de los IIR por lo que existen una gran cantidad de métodos propuestos para
reducir su complejidad [3].
Diferentes métodos son utilizados para obtener los modelos discretizados de
funciones conocidas en tiempo continuo, como en [4], que plantea una
metodologia basada en utilizar la transformada Z bilineal para determinar ciertos
coeficientes, y determinar la matriz de pascal de acuerdo al orden del filtro, este
método es facilmente programable, pero ya que implica utilizaciéon de operaciones
matriciales resulta de dificil implementacion en microcontroladores, ya que se
deberian desarrollar todas las funciones para resolver operaciones matriciales o
importar librerias que lo hagan; asi mismo el procedimiento resulta bastante
extenso para ser resuelto a mano.
La transformada Z es una herramienta (til en el procesamiento de sefales
digitales, ya que es posible realizar modelos matematicos que representen el

comportamiento de una sefial que se encuentra en tiempo continuo, pero
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discretizada, asi mismo es posible realizar, mediante el analisis correcto,
modelados de funciones transferencia que pueden ser implementadas mediante
un microcontrolador, teniendo asi un resultado muy similar al que se tendria con el

mismo sistema hecho con dispositivos analdgicos.

2. Desarrollo

Filtro de Primer Orden

Dependiendo el tipo de sefal que se tenga y lo que se desee tener, es como se
elige el tipo de filtro a utilizar, ya sea un filtro pasa bajas, pasa altas, pasa banda,
entre otros. En el caso de sefiales en las cuales existen componentes harmoénicas
de determinada frecuencia que se desean eliminar para tener solo la componente
de DC (tratandose de una sefial en voltaje), lo ideal es hacerla pasar por un filtro
pasa bajas.
Dentro de la gran variedad de configuraciones existentes para crear un filtro pasa
bajas con dispositivos analdgicos para una sefial en voltaje, el mas elemental es el
circuito RC que se muestra (figura 1), se puede obtener un modelo matematico de
este circuito bajo el concepto de impedancias complejas, obteniendo una funcion
transferencia que da informacion acerca de la respuesta en frecuencia de dicho
circuito, esto en el dominio de Laplace; sin embargo cuando se trata de una sefal

digital la estrategia a utilizar es diferente.

i.‘fl !E .ll'-r.ﬁ.'l'
S—AA—

Figura 1 Filtro pasa bajas de primer orden analégico.

Existe una gran variedad de técnicas utilizadas para procesar sefales digitales
gue no se estabilizan en ningin momento del tiempo, es decir que se encuentran

oscilando constantemente, inclusive a muy baja frecuencia, en ese caso un simple

Pistas Educativas Afio XXXVIIl - ISSN 1405-1249
Certificado de Licitud de Titulo 6216; Certificado de Licitud de Contenido 4777; Expediente de Reserva 6 98 92

~1113~



Pistas Educativas, No. 120, noviembre 2016. México, Tecnol6gico Nacional de México/Instituto Tecnoldgico de Celaya.

promediado de las muestras en dicha sefial no es suficiente, a menos que se
tomen suficientes muestras como para abarcar mas de un ciclo de la seal, lo cual
haria que el programa que se esta ejecutando se vuelva muy lento, todo esto
cambia si se utiliza un filtro de tiempo discreto por transformada Z.

Se puede realizar un modelado en el dominio Z partiendo de la funcion
transferencia en Laplace de cualquier circuito analégico, como ya se dijo
anteriormente, la transformada Z representa sefales discretas, por lo que para
poder aplicar la transformacion primero se debe obtener una sefial relacionada
con dicho sistema, en este caso su respuesta a una entrada conocida, como
puede ser una entrada de tipo escalén. Una vez aplicando la transformada Z a la
seflal de respuesta se puede obtener un cociente % es decir una funcion

it
transferencia, que en este caso, al estar en el plano Z, se denomina funcion
transferencia pulso.

La funcion transferencia en el dominio de Laplace de un circuito pasa bajas de

primer orden se muestra en la ecuacion 1.

1

wZ_ 1 R _ @

Vi(Z) RCs+1 1 s+t 1)
RC

Ahora para partir del modelo en Laplace al modelo en Z se debe, primeramente,
obtener una ecuacion de respuesta del sistema a una entrada conocida, como
puede ser una entrada de tipo escaldn unitario, por lo que la funcién de respuesta

en Laplace queda ecuacion 2.

w001 >

s+ w/ \s 5 s4w

La ecuacion 2 es una funcidén que presenta la respuesta del filtro de primer orden
analdgico, a una entrada de tipo escalon, sobre la cual se puede aplicar el proceso
de transformada Z mediante la propiedad de linealidad. La transformada Z de

dicha funcién queda expresada como ecuacion 3.

VQ(EJ:ZE}_Z{S:W}:zil_z—i'mr

3)
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. V.l . -,
Para obtener el cociente ﬁ se factoriza de la ecuacion 3, la transformada Z del
it

escalon unitario usado como entrada, por lo tanto el cociente queda expresado
como ecuacion 4.

V.(Z) _1- el
Vi(2) z—e™” (4)

La ecuacion 4 es la funcion transferencia pulso, correspondiente al filtro pasa
bajas de primer orden, pero en este caso es de tipo digital. Por comodidad para el
proceso siguiente, se expresara en forma de filtro digital, es decir, con exponentes
negativos en la variable , ecuacion 5..

V,(2) (1—e )z

V.(Z) T —gwr -t (5)

Es bien sabido que en la notacién de transformada Z, Z™" indica retrasos en el
tiempo equivalentes a Tn en donde T es el periodo de muestreo, por esta razén se
expresa la ecuacion 5, ya que de esta manera es mas facil observar su

comportamiento en el tiempo, figura 2.

Figura 2 Grafico de flujo de sefial para el filtro pasa bajas de primer orden modelado.

Teniendo la funcién transferencia pulso del filtro se procede a aplicar un proceso
de transformada Z inversa. Existen muchos métodos que se utilizan dependiendo
la aplicacion. El método utiliza la ecuacién de Mason, que normalmente sirve para
calcular la funcién transferencia de diagramas a bloques, representandolo como
diagrama de flujo de sefial, pero en este caso se realizara un proceso inverso ya
gue se parte de la funcién transferencia para llegar al diagrama de flujo de sefial.

Ya que la funcion transferencia se encuentra en funcién de la variable Z y que,

como se menciond anteriormente, el exponente de esta indica retrasos en el
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tiempo iguales a n periodos de muestreo, el diagrama de flujo de sefal
representard esos retrasos en el tiempo, asi también con base en la ecuacion de
Mason[5] se puede determinar que existe una trayectoria directa entre la entrada y

la salida: (1—e"“T)z™1 asi como también un lazo cerrado: e~“Tz"1. Con estos

datos se puede proceder a crear un diagrama de flujo de sefial que represente el
comportamiento en el tiempo del sistema disefiado.
En el diagrama de flujo de sefal correspondiente al filtro disefiado (figura 2), cada
lazo tiene una ganancia definida por la funcion transferencia pulso, ademas se
indican un conjunto de nodos que serviran para determinar ecuaciones necesarias
en la implementacién del sistema.
Se deben determinar ecuaciones para los nodos de entrada y salida, tomandolos
como puntos de suma, y solamente los lazos que llegan a estos y el nodo del que
parten dichos lazos.
El nodo de entrada queda expresado por ecuaciéon 6.

In =V,(2) +e”*TU, (6)
Mientras que el nodo de salida se expresa como ecuacion 7.

Out = (1 —e YU, (7)
Para la implementacion de las ecuaciones 6 y 7 se debe tomar en cuenta que

cada trazo marcado con una z~? indica un retraso en el tiempo de un periodo de

muestreo, por lo cual la sefal se ira desplazando entre los nodos unidos por un

z71 en otras palabras, en cada iteracion se calcula un nuevo valor para el nodo de
entrada con la sefial muestreada (V;(Z)), se calcula el valor para la salida, se

realiza el corrimiento de valores entre los nodos y se vuelve a iniciar el proceso en

el siguiente muestreo.

Filtro de Segundo Orden

Para el disefio de un filtro de segundo orden hay varias alternativas en cuanto a
la metodologia a seguir, las cuales pueden ser:

¢ Realizar todo el proceso descrito para el filtro de primer orden, sobre la

funcién transferencia de un filtro de segundo orden.
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e Tomar la funcion transferencia de un filtro de primer orden y colocar dos
iguales en cascada, obtener la funcion transferencia resultante y realizar el
proceso ya descrito.

e Tomar la funcion transferencia pulso del filtro de primer orden, colocar dos
en cascada y realizar el proceso de transformada Z inversa sobre la funcion
transferencia pulso resultante, con el diagrama de flujo de seial.

¢ Repetir las ecuaciones de entrada/salida y hacer que la salida del primer
par sea la entrada del segundo.

Como es bien sabido, tanto en el dominio de Laplace como en el dominio Z, se
puede poner sistemas en cascada, lo cual matematicamente resulta en la
multiplicacion de sus funciones transferencia, todo esto es valido si ambos
sistemas se encuentran modelados en el mismo dominio, es decir se pueden
poner varias funciones transferencia en cascada, asi como también varias
funciones transferencia pulso en cascada, siempre y cuando se respete el dominio
en el que se encuentran. Con base en lo anterior y sabiendo que ya se model6
anteriormente la funcién transferencia pulso de un filtro de primer orden, se opta
por tomar dicha funcién, colocar dos en cascada y proseguir con la metodologia
descrita a partir de ahi.

Partiendo de la ecuacion 5, se procede a colocar dos iguales en cascada, es decir,

multiplicando entre si, o bien, elevando al cuadrado dicha ecuacion.
v,(zZ) ((1- e Tz f(1—e@T)z?
v(Z) \1-—e Tzl 1—e«Tz71 (8)

De esta manera se vuelve mas sencillo llegar a la funcién transferencia pulso del

filtro de segundo orden, resolviendo la ecuacion 8m quedando como se muestra
en la ecuacion 9.

V.(Z2) (1—2e79T 4 ¢720T)z 72

V.(Z) 1—2e Tz 14 e 27772 (9)

Como resultado de este proceso se tiene la funcion transferencia pulso para un
filtro de segundo orden, y se procede a dibujar su diagrama de flujo de sefal
(figura 3).
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Figura 3 Diagrama de flujo de sefial para el filtro pasa bajas de segundo orden.

Teniendo el diagrama de flujo de sefal se pueden obtener las respectivas
ecuaciones en entrada/salida para este nuevo sistema.
La entrada queda expresada por ecuacion 10.
In=2e"Ty, —e 27y, (10)

Para la salida se tiene ecuacion 11.

Out = (1—2e7%T + 72Ty, (11)
La implementacién es la misma que la descrita en el caso anterior, en cada
iteracion se deberan hacer corrimientos consecutivos de los valores del nodo In, el
nodo Ul y el nodo U2 de modo que se comporte de la misma manera que como
se describe en el diagrama de flujo de sefial, existiendo un periodo de muestreo
en atraso entre cada uno de dichos nodos.

3. Resultados
Simulacién

Una forma de comprobar que el filtro funcionara correctamente puede ser
observando su respuesta en frecuencia, a través de un diagrama de bode, y
comparar el diagrama correspondiente a la funcién transferencia, con el
correspondiente a la funcién transferencia pulso, para esto primeramente habria
gue proponer valores de frecuencia de corte, y en el caso del filtro de tiempo
discreto también habria que incluir un valor para el periodo de muestreo (T),

primeramente proponiendo valores paraw y T.

Definiendo f=1hz y T=0.001s, se puede calcular el valor correspondiente de

w = 6.2832 los cuales pueden ser sustituidos en la funcion transferencia y funcion

transferencia pulso quedando ambas mediante ecuaciones 12 y 13.
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6.283
61(s) = ———— (12)
1 6.283
0.006263z71 13
61(2) = il (13)
1— 0.9937z"1

Todo filtro pasa-bajas de primer orden en la frecuencia de corte presenta una
magnitud de -3dB (figura 4a) y una fase de -45° (figura 4b); ademés una pendiente
de atenuacion de -20dB/Dec debida al polo simple existente en la funcion
transferencia como se aprecia en la ecuaciéon 12, de la misma manera para la
funcion transferencia pulso equivalente mostrada en la ecuacién 13, en la
frecuencia de corte se presenta la magnitud antes mencionada (figura 5a) con la
fase antes mencionada (figura 5b), que en el mismo sistema pero en tiempo

continuo.

Lo L RN iz i Bos Dugram
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Frequency (Hz) 1
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(a) Magnitud del filtro.
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(b) Fase del filtro.

Figura 4 Bode del filtro de primer orden en tiempo continuo con frecuencia de corte f=1hz.
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Figura 5 Bode del filtro de primer orden en tiempo discreto con frecuencia de corte f=1hz.
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La misma prueba se puede realizar para el filtro de segundo orden, sabiendo que
se tienen dos frecuencias naturales en el sistema, si se ajustan ambas al mismo
valor, con la misma frecuencia de corte f=1Hz y periodo de muestreo T=0.001s, la
funcién transferencia queda como se muestra en la ecuaciéon 14 y funcion
transferencia pulso queda expresada en la ecuacién 15.

1 (14)

G2(s) = -
(s) 0.02533s-+ 031035+ 1

3.945x 1077z 72 (15)
1—1.999z71 4+ 0.9987z2

G2(z) =

En la frecuencia de corte ahora se tendran -6dB (figura 6a), y una fase de -90° (ver
figura 6b), y ya que ambas frecuencias naturales, y por consiguiente ambos polos
del sistema, cuentan con el mismo valor, se presenta una pendiente de atenuacion
de -40dB/dec. Asi también en el modelo de tiempo discreto se presenta la
magnitud mostrada en el modelo de tiempo continuo (figura 7a), la misma fase

(figura 7b) y la misma pendiente de atenuacion.
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a) Magnitud del filtro en tiempo continuo.  b) Fase) del filtro en tiempo continuo
Figura 6 Bode del filtro de segundo orden en tiempo continuo.
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Figura 7 Bode del filtro de segundo orden en tiempo discreto funcion transferencia pulso.
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Implementacion

La implementacion se realizar4 mediante un microcontrolador en c++, en este
caso se trata de un Arduino Due (pudiendo ser cualquier otro) y una interfaz
grafica desarrollada en LabView para crear gréaficas de los datos provenientes de
la tarjeta Arduino, con la finalidad de mostrar que el filtro disefiado es igual 0 mas
efectivo que algunas técnicas utilizadas para filtrar sefiales, como puede ser un
promedio o un valor medio de datos, la Unica “desventaja” podria ser la carga
matematica que conlleva por parte del disefiador, en especial si se quiere disefar
desde cero algun filtrado de este tipo, pero con distintas caracteristicas. La sefial
gue se procesara proviene de un cooler adaptado para funcionar de manera
opuesta, es decir, genera un voltaje a partir del movimiento de sus aspas a
manera de un sensor de flujo. Se realiza un acoplamiento entre el sensor descrito
anteriormente y un cooler sin alterar, de esta manera se asegura que el mismo
flujo circule a través de ambos.
El movimiento generado por las aspas del sensor produce una diferencia de
potencial en las terminales que normalmente se utilizarian para alimentar el cooler,
esta sefal puede ser primeramente filtrada analégicamente para reducir el nivel de
ruido que pudiera tener, pero en este caso se conectara directamente al
convertidor analégico-digital con el que cuenta la tarjeta Arduino, con lo que se
observa una sefial que se encuentra oscilando constantemente y sin periodicidad;
tiene una gran amplitud (tomando en cuenta los niveles minimos y maximos de la
sefial comparando con los méaximos y minimos del convertidor) oscila a una

frecuencia muy baja, del orden de unos cuantos Hertz (figura 8).

Amplitud

I I
00:14 00:15
Tiempa

Figura 8 Sefial sin filtrar.
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Posteriormente la sefial es procesada con el filtrado de primer orden, en esta
ocasion se ajustd a una frecuencia de corte de 0.1Hz para poder reducir la mayor
cantidad de componentes en frecuencia existentes en la sefial. Dentro del
programa de Arduino se cred una funcidon que como parametro recibe el valor de
la sefial y devuelve el valor de la salida del filtro, en este caso el valor calculado
para el nodo de salida con los valores existentes en las variables, y siguiendo el
algoritmo mencionado anteriormente, realizando los debidos corrimientos entre el
nodo In y el nodo U1.

Con esto se consigue una sefial mas estable pero en la cual aun sigue existiendo
una oscilacion (figura 9), a partir de este punto es posible utilizar un promediado, o
cualquier otra técnica, pero para este caso se implementaron las ecuaciones del
filtro de segundo orden en vez de las de primer orden, aunque también se puede
ingresar la salida obtenida en el proceso anterior a otro filtro de primer orden.

Amplitud

1 i
00:14 00:14
Tiempao

Figura 9 Sefial procesada con filtro de primer orden y una frecuencia de corte f=0.1hz.

Para utilizar el filtro de segundo orden la estrategia es la misma, con la Unica
diferencia de que se realizan los corrimientos al final de los célculos, es decir, el
valor de In pasa a ul mientras que el valor de U1l pasa a U2.

Con este segundo sistema se consigue una sefial mucho mas estable ya que el
nivel de oscilacion es minimo comparado con el filtrado de primer orden (figura
10), mucho mas si se compara con la sefial original, a pesar de que la frecuencia

de corte utilizada es la misma que en el caso anterior, la diferencia radica en el
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orden del filtrado, ya que un filtro de segundo orden presenta una pendiente de
atenuacion de -40dB/dec, mientras que uno de primer orden presenta una
pendiente de -20dB/dec, es decir la pendiente del filtro de segundo orden es mas
pronunciada que la de primer orden (figura 11), esto hace que las frecuencias

superiores a la frecuencia de corte se vean mas atenuadas.
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Figura 10 Sefial procesada con filtro de segundo orden y una frecuencia de corte f=0.1hz.
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Figura 11 Pendientes de atenuacion del filtro de primer orden y el filtro de segundo orden.

4. Discusioén

Los dos filtros diseflados son de bastante utilidad pero presentan un
inconveniente, en cuanto a codigo se refiere, ya que habria que declarar una
funcion por cada sefial a filtrar, o hacer un arreglo matricial e ir indexando los
filtros. Con la finalidad de resolver dicha problematica se planteé programar la
clase LPFilter, la cual contiene los métodos correspondientes a los filtros de
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primero y segundo orden, de esta manera se puede utilizar un mismo codigo para
filtrar n sefales, simplemente declarando cada filtro con su respectiva frecuencia
de corte y periodo de muestreo, posteriormente utilizando el método deseado
(primer o segundo orden).

5. Conclusiones

Primeramente cabe sefalarse que el procedimiento descrito en este articulo
permite quitar carga matematica a la computadora ya que es el disefiador quien
lleva a cabo el célculo de las ecuaciones que son utilizadas, de manera que el
programa solo tiene dos ecuaciones para resolver. Las dos ecuaciones
proporcionadas al sistema estan en funcion de la frecuencia de corte y el periodo
de muestreo, por lo que es de facil reconfiguracion para ajustar una amplia gama
de valores para las frecuencias de corte y el periodo de muestreo sin necesidad de
gue la computadora tenga que volver a determinar ecuaciones, sino coeficientes
de las ecuaciones que a su vez solo se determinan con una funcion de
exponenciacion. Esto se vuelve de utilidad para procesar sefiales con oscilaciones
gue no son periddicas, ya que seria complicado determinar su frecuencia base y
se tendrian que probar distintas frecuencias de corte.
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