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自由単位半群の biunitary submonoid の syntactic monoid について II 

On syntactic monoids of biunitary submonoids of free monoids II 

田中 源次郎＊ 

Genjiro TANAKA* 

Abstract: This paper is a continuation of the study of Tanaka[10]. We deal with the maximal biprefix code 
construction which is a natural generalization of group code construction. 

記号と諸定義 

本論文は文献［1切の続編である．従って本節を除き，各節の番

号は文献［10］からの続き番号を与える．文献［10] では群コー 

ドの構成に関する拡張を行い，自由単位半群 A＊から完全単純

半群Mの 1-添加Ml上へのmorphism があるとき，Ml の適

当な部分集合 S については P→（s）が A＊の free submonoid 
をなし, その基底は極大な biprefix code をなすことを示した， 

それらの code は完全単純半群の表現に付随するものであるか

ら，completely simple semigroup code と呼ぶことが出来る

性質のものである．本論文では, 文献［10］での方法で得ること

が出来る code の syntactic monoid を取扱う，使用する用語

と記号については，重複を避け論文［10］を参照することとし， 

必要最小限の説明に留める．以下に述べる記号 A,GJl, につ

いては本論文全体を通して記号の意味を固定して使用する． 

A はアルファベット，A＋は A 上の自由半群，A＊は A 上

の自由単位半群とする．G は群，Ilは G の部分群とする．以

上の記号と意味については論文全体を通して固定して用いる． 

もし亀yEG かつ xy一1 E 万ならば,x三 ymodH．と書く． 

K をKC丑CG なる G の部分群とする．G における丑の

左剰余類の集合上の右正則表現の核 fl9EcglHg と Iぐとの共

通部分をK（丑）で表す，つまり K（丑) = (flgEGg1lHg)flK 
G 上の構造行列 Eを持つ I×J Rees matrix semigroupを 

M(G; I, J遥）であらわす‘もしm=Card(I）と n=Card(の
がともに有限の場合は M(G;LJ声）を M(G;n,m; ）と明

示する． 

p: A* * M(G,Lよx)1 を準同形写像とする．G の空で

ない部分集合 S に対し 

SJr{(h; i,川h e S}, 	g= UslJ 
1El,JEJ 

そして 

L(S)=・一 '(S) U{1} 
と定義する， 

A＋から G への写像 J:A＋ー→ G を， 

o(w)=(g; i, j）のとき，J(lIり=g, 

と定義する．このとき，(n)=(x; i,j）かつ o(v)=(y; k, 1）なら

ば,6(uv)=xaky=j(u)akJ(v）となる． 
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4. L,(H) の syntactic monoid 

P:A申→ M(G;LJ瑠）1 を上への morphism とする．文

献［10］により, E は万上の行列ならば L, (H）は A＊の 

submonoid である．本節では, 男はg上の行列の場合，subー 

monoid L,, (H）は A＊の syntactic monoid が完全単純半群と

なることを示すことが主目的である， 

L を A＊の部分集合とする．各 wEA申に対し A中 ×A中の

部分集合を次のように定義する I 

COntL(w)={(U,v) Ist,v E A*,uwv EL｝一 

L の syntactic congruence 三L とは次で定義される合同関係

である I 

a, 三L WIぐ＝か ContL(w)=COntL(w'). 

商半群 Aソ三L は L の syntactic monoid と呼ばれる‘ 

,: A* → M(G;LJ声）1 を上への morphism とする．以

下L = L,(H）の場合について議論する．wEA＊の三Lー類

は [w］で表す． 

群 G 上の行列 E の 3 行とI列をそれぞれ兄， と >2g で
表す．K を G の部分群とする．もしすべての iElに対し, 

oJ 妬1 EK ならば, 兄『三 xr mod K と書くもしすべ

てのJEJに対し，03 ぶ EK ならば,兄与E7 modK 
と書く． 

群 G 上の行列 x のすべての成分で生成される G の部分群

を G呂で表す，つまり 

GE=<7j リE 』iEl>. 

群 G 上の JxI行列 x=（のD 
化されていると呼ばれる】 

(1)x は H上の行列である， 

(2）各（i, k) E I x I に対し，a 

すある tEJ が存在する． 

(3）各（j,りEJXJに対し，03 s 三 0js mod GE(丑）を満た

すある SElが存在する， 

「Hー正規化された行列」なる概念は著者がはじめて定義導

入（[7]）したものであり一般に馴染みの無いものであるから例

を示す， 

例 4.1. G1=<T,引が＝プ=(xy)2=1>(3 次対称群）, 
乙＝＜引戸=1>（位数 4 の巡回群）, 

G= G1x乙（群としての直積）, 

H=<y>xZ1 (Gの位数 8 の部分群） 

は以下を満たすとき丑ー正規 

tl 三 atk mod G乞 (H）を満た 
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とする．次の 3 つの JxI行列はすべて互上の行列であり， 

GE, =< y, z2 >=< y> x <z2 >, かつ 

GE(H) = {1}x <z2>i= 1,2,3 ，である． 

(1)x= /1(1)Ei= ( 1

\ 1 

1、 

y J, (2).  2= 	1

z2  ) 

2 	y 
y yz2 

yz2 y ), 

 

(l 
、 1 

y 
22 

yz2 

W
 
W
 
y
 

(3) E3= 

 

(1) o.,l 三 aqlmodGEj(H), p,qE {1,2,3}．かつa11 三 

a12 mod GE, (H)，従って男1 はH-正規化された行列である． 

(1）のような第 1行と第1列がすべて単位元1であるような

行列は一般に「正規化されている」と呼ばれる，正規化され

た行列E は，GE を含む任意の部分群HについてH-正規化

された行列である． 

(2) 0-u 三 0-12,0-31 三 0-33,0-32 三 a33modGE2(H), 
かつ 01 3 三 033,0-22 三 0-32 mod GE2（丑）．従って x2 はIlー正

規化された行列である． 

(3） 任意の 3 に対し,0j1 ajil'GE3(H)，従って x3 は 

Eー正規化された行列ではない． 

命題 4.1. 兄を万ー正規化された JxI 行列とする, P 
A* → M(G;LJ遥）1 を上への morphism, w, w' E A＋を 

P(uり=(う(w); i,j）そしてP(lIJつ=(5(wつ;k,l）であるような語

とする・切三L,(H）て I1)' であるための必要十分条件は次の 3 条

件がなりたつことである】 

(1)j (oり三 j（てむり mod H(H), 

(2) 兄g 三図7 mod GE(H), 

(3) 兄f 三 xfmodGr(H) 

証明． （→）‘ 又は H-正規化されているから，atja云1 E 
GE (H）および OJs妬1 E GE(H）となるようなある tEJ と 

sElが存在する． 

(1)g を G 中の任意の元とする．，は全射であるから，ある 

u, v E A＋とある t' E I, s'EJ が存在し，(u)=(ga'; t', t）お

よびP（り）=（与16(w)一 'g1l; 5,5') となる このとき 

'(uwv)=(1; t'/)e 方であるから umり E L5,(E). よって 

uw'v E L15(H)．従ってある T1,T2 E GE(H）に対し 

j(mIん）=gaプ0-tkF5(WI)01s啄16(w)1g' 
=ga反lr1atkJ(uノ) 0lso云lT 卿む） lglE丑． 

Ti, T2 は Gの正規部分群11(11）の元だからg6(lIノ）J(uり-lglE 
II．よって J(wりj(uり lEg'H9.9EGは任意の元であっ

たから J（て IJI)j（てβ）lEH(B). 
(2) q を J中の任意の元とし，P(2)=(lIqI,q),z E A＋とす

る・ zw 三L,(H) ZW' であることと（1）により J(zw)6(zw')' E 
H(B）・よって 0-qi6 (w) t (w') -1 お E H(R). a(w)b(w'yl E 
H(B）であり H(I-I）が G の正規部分群であることより， 

11(1加qk=H(B)a戸（uJ)j(lIJり 1=H(B)aqi, 

つまり 0-q10-お E H(B）従ってOqi 0-F E H(B)flGE=GE(H) 
がすべての qEJについて成り立つ．つまり， 

Eg 三 E7 modGE(E）を得る 

(3)pをI中の任意の元，そして cp(z)=(1;pブ), z E A＋と

する・ wz 三L,(H) WZ であることと（1）により 

如刀z）陣”I2）一lEl翠みつまりJ(w)ajperら16(1むノ） lEH（功  

である・ J（てむ）J（て刀ノ） lEH(lI）より，OJPOらlEH(lI）を得る 

B=)．逆に（1), (2), (3）が成立すると仮定する． 

P(x)=(J(x);p,q),f (y)=(5(y);r, s),z,yEA＋とする．定義

により GE(H)gH(H)gG であり H(B）が G の正規部分

群であることに注意すると次の導出が成り立つ l 
xwyEL, (H)→5(x)aqjJ(w)o-j,J(y)EH 
→ J(X)aqkT1h5(w')0-lrr2J(y)EH, ョ Ti,T2 E GE(H),hEH(B) 
→ J(z)09k亜めaj,.J (y) EH → J(m句)EH→ xw'yEL1, (H). 
逆の導出も同様に示すことが出来る・従って m 三L,（万）てむ I 
証明終， 

monoid M上の3つの同値関係R,L, 7- (Green's relations) 
を以下のように定義する l 

m'Rm' if mM=m'M, mLm' if Mm=Mm', 
孔＝RnL. 

系 4.2．命題4.1で用いた記号と仮定のもとで次が成立する． 

(1) [w]1[w'] 	兄什E7 modGE (H), 

(2) [w]r{w'] 4=:f三ErmodG呂(H), 
(3)「回孔「u川く＝→ yC三 y9 modGs(H）かつ 

x『三兄r mod GE(H) 

証明．(1) (=-)，もし［w]R[uノ］ならば，ある uEA＊に対

し［mり＝［てII]u］である・つまり，切I三L,(H)uJu となっている． 

,(w)=(5(w); i,j）かつ r(w')=(5(w'); k,りより，ある sEJ 
について p(wu)=(5(wu)落 S）となる．従って，命題 4.1 の 

(2）により，男9 三 Eg mod GE(H）が成立する, 
（く=).x9 三球mod GE(H）と仮定する．P が全射であ

ることから，P(u)=（叫lJ(1刀）一lJ（切I),t,l）であるような

ある uEA＋が存在する，,(wu)=(6(w'); i, I）であるから

酢Iu)=j（記）‘従っててVU と切ノは命題 4.1の条件（1）ー（3）を

満たす・よって mu 三L,(H)lIJI を得る・同様に， 

P(v) = (妬1(wつ一lJ(lr)It,J）であるようなあるりE A5 に

対し，切三L,(H) tlんであることが示せる，よって［uJ]R[uノ］. 
(2), (3）の証明は（1）の右ー左双対なので省略する， 証明終． 

命題 4.3. E を群 G の部分群丑上の行列とする‘ F: 
A* - M(G;LJ遥）1 が上への morphism ならば，L,(H) 
の syntactic monoid の自明でない Iiーclass は剰余群 Gノ万（功

と同形である‘ 

証明．[10］の命題 3.6 により，x はH-正規化されていると

仮定してよい．Ur={gAIA E A｝を G における Hの右剰余類

の代表系とする．各 g; EU に対し, o(wA)=(gA; 1,1）であ

るような lVA e A＊が存在する．G,, ={ [w副入 EA｝とおく

すると，系 4.2 により，集合 Gn はある孔ーclass H,1に含ま

れる， 

G11 = 五iiであることを示す‘ [w]E 孔11 かつ o(w)=(g; iの
とすると，[lI司五［u司．従って，系 4.2 により， 

兄与E7 mod GE (H）かっ兄f三兄● mod GE (H) 
よって・ g E H()g,,であるような・ある WI-F に対し,11) 三L,(H) 
WI-F．よって［w]=[wP] E G1,，よって I,i c G,,．従って

孔11 =G11 をうる． 

対応 9:Gn → G/H(B）を次で定義する． 

8( [w] ) =0-11 
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もし lD E [w司ならば，6(uりH(I1)=5(w., )H(I1)，よって 

0ii卿v)H(B)=au6(w入 )H(11)．従って e の定義は確定してい

る（well-definedである）．命題 4.1により,0は全単射である． 

U E [wx], v E [u司，cp(u)=(J(u); i,j), o(v)=(J(吐k,1）とす

る．命題 4.1のより，ある X,y e Gx(E）に対し，のk=zの1, 
a3 1=yall である．zy が正規部分群 H(I-1）の元であることに

注意すれば， 

aii6(uv)H(H)=a11g\alkg,H(H) 
=aiigxyajigpH(I)=oiig入aiigpH(R). 

よって 9([w入］[w,D=8([uJX加([wy]）となり,G11 は Gノ丑（功

に同形である． 証明終． 

命題 4.4.Hを群 G の部分群，E をI玉正規化された行列

とする．f:A* → M(G; I, J遥）1 を上への morphism とす

ると，次の 3 条件は同値である， 

(1) LQ(H）の基底は group code である． 

(2) 1 E A＊の三L一(Hrclass 111 は一元集合ではない． 

(3）すべての i.kElに対し，ワC 三 y9 modGE(H）が成り立

つ そして，すべての j,1EJ に対し，E什E'modGs(H) 
が成り立つ‘ 

証明．(1) = (2). L,(H）の syntactic monoid は群である． 

w e A+,P (w)=(啄り1,3）とする P(1子）=f(m）であるか

ら, 命題 4.1により巨り=[w]．群は唯一つの巾等元を持つか

ら，{1]=[w]. 
(2) → (3). w e [1],, (uり=(J(tりIi,J）とする．任意の（g;k,l) 
に対し， o(u)=(g; k,りであるような，あるuEA＊が存在す

る‘ [uu月= [wIt] = [u］かつ 

P(uuり=(gauJ(m)ik, j),P (wu)=(t5(w)ajkg; i,り, 

であるから，命題 4.1により， 

Eg三又7 mod GE(H),E『三Ef mod GE(H) 
を得る， 

(3) → (1)． 系 4.2 により，任意の w,w' E A＋ について 

［回孔［m]，よって，すべての［w],w EA十, は同じ 91-class 
に属している．Gll を命題 4.3 の証明中の G11 と同じ集合

とする．l E A＊について，[1] e Cil であることを示す． 

マむ EA＊を (peaり=(a五liLl）であるような元とする‘ (u,v) E 
ContL,(H)(1）とすると，次の場合が考えられる・ 

(i)u=v=1, (ii)u=1, vEA+, (iii)uEA十,v=1, (iv)u,vEAt 

(i）の場合,wEL5,(丑）だから， 

(1, 1)E(ContL,(H)(1) n ContL,(rj)(w)) 
となる． 

(ii）の場合,L,(H）は biunitary submonoid である（[10] 
命題 3.3）から， 

1・1・rEL,（万）く→ 1・w・り EL,(E), 
(iv）の場合.(p(u)=(J(u); i, j), (p(v)=(5(吐k,1）とする．条 

件（3）より，ある x, y, ZEGE(H）について 

a11=xajl, au=yalk,' Tjk=ZtY1i. 
x,y and z が正規部分群 H(H）の元であることに注意すれば， 

(u, v)EContL,(H)(1) 
ぐう c5(u)a iJ(v) E万く→ j(u)zaii5(v)EH 
.→ 6 (u)yn6(v)EH ◇ 6(u)aua1与1 i5(v)EH 
く中 j(u)xajiaj'yo1k5(v)EH く→ 5 (u)ojiaごcrlk6(v)EH 
く中 5(nwv)EHく中 ('u,v)EContL(,(H)(回 

従って，ContL,(H)(1)=ContL,(H)（てじ），よって国EG11・つ  

まり L5,(H）の syntactic monoid は G11 である，上へのmorー 

phism 8:A* → G/H(H）を 0(uり=H(H,aiij (w）で定義する

と，L5,(H)=011(I刃H(I)）となり，(1）が成り立つ， 証明終 

系 4.5. 丑を群 G の部分群,Eを万上の JxI 行列, そ

して 

(p:A* → M(G; I, J; E)1 

を上へのmorphism とする，もし Card(I)= 1または Card(J)=1 
ならば，L, (H）の基底は group code である． 

証明,Card(I)=1と仮定する，命題3.6 により,E=(ci1),j E 
スはH-正規化されていると仮定してよい，すべての j,l E Jに

ついて a3 1妬1 e GE(H）であるから，命題 4.4 により L,(E) 
の基底は group code である，証明終． 

命題4.6.Eを群 G の部分群，x を lfー正規化された行列， 

P:A* * M(G;L み x)1 を上への morphism とする，もし 

GE または E が G の正規部分群ならば，L, (H）の基底は 

group code である． 

証明，もし GE が G の正規部分群ならば，任意の 9EG 
に対し，GE = g一 'GEggg' Hg が成り立つので，任意の 

gEG に対し GEg g1l Hg，よって GEgH(H)，よって 

GE(H) = H(H) fl GE = GE. 
もし H が G の正規部分群ならば，H(H) = H．従って， 

GE（万）=H(丑）fl GE=GE=H fl GE=GE，いずれに

しても，GE (H)=GE‘従って，任意ののi,alk E GE につい

て，o.ji呪1 E GE(H)．よって命題 4.4 の条件（3）が成り立つ， 

従ってL,(E）の基底は group code である‘ 	証明終 

命題 4.7. 呂を丑上の JxI行列とし， 

(p 】 A* → M(G;I,Jか）1 
を上への morphism とする，もし G/H(H）が可換群ならば， 

ら（H）の基底は group code である‘ 

証明．[10, 命題 3.6］により，兄はH-正規化された行列と仮

定してよい．もし G/H( I）が可換ならば，I刃H(B）は G/H(功
の正規部分郡である‘よってIlは G の正規部分群である．命

題 4.6 により，L,（月）は group code である, 証明終 

系 4.8. 呂をE上の JxI行列，(p:A＊→ M(G;LJ謬）1 
を上へのmorphism とする．もし G が可換群ならば,L,(H) 
の基底は group code である， 

証明，略． 

ここで，group code についての注意を述べておくー Gを群， 

1c E G をその単位元とする． 

(p:A* * G, (p(1) = lC 

を上への準同型写像とする（morphism). G の部分群 lIに対

しLH =f1(H）と置く．LH は A＊の free submonoid を

なす，その基底（極小生成系） 

C=(LH 一｛1}）ー（LH 一｛1})2 
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は A 上の code をなす，このような群と上への morphism を

用いて得ることが出来る code を group code と呼んだ．G の 

1添加Gl を考える．Gl はもはや群ではない，単なる monoid 
である．P(1) = 1, 1)巨＝例A で定義する． 

L(H)＝が 1(H) u {1} 

と置くと，Aノ三LH 望 Aノ三Lり(H）・群として同型・となる

ら（lI）ー｛1} = LH - {1｝であるから，Lり（H）と L1l の基底

は―致する‘従って,group code は群を用いなくとも得るこ

とが出来る． 

さらに, 次の例は A申から，群の 1添加ではない完全単純半

群の 1添加の上への morphism によって group code が出現

する例である， 

例 4.2. A = {a, b}, G= <x, y I x3=y2=(xy)2=1 > , 3 
次対称群とする．H=<y>,位数 2 の部分群, とする， 

P：オ→M(G; 2,2; E)' を次で定義する． 

P(a)=(z 】 1,1),,(b)=(z 2p(a)=(x:1,1),p(b)=(x :2,2) 

すると,r (a2")=(y: 1,1), inと1,P (a2n+1)=(x : 1,1), n>O, 
そして, 

,(b2”つ = (y : 2,2),m> 1,P (b2'+') = (x2:2,2),mと 0, 
である。 

,(ab) = (x2y: 1,2), (o(a2b) = (x2: 1,2), 
P(aba) = (lo : 1,1),P (a2ba) = (x2y: 1,1), 
,((a2ba)2) = (xy: 1,1), o(a2ba・ aba) = (x2 : 1,1), 
従って，f（α）と cp(b）で生成される部分半群＜ ,o(a),P (b) ＞は

集合（GIl,1）を含む．従って，(G;l,1×魂 2,2)=(Gy必L2) 
=(Gは,2）を含む．同様にして，< p(a), p(b) ＞は（GP,1), 
(Gフ,2）を含み，，は上への写像である．GE(H) = {1G｝で

ある．命題 4.4 の（3）により，L9,E）の基底は group code で

ある．このことを具体的に見てみる． 

o(ab2'+la)=(y: 1, 1),P (ab2'a)=(1a : 1, 1), n>O 
,(ba2n+'b)=(1G : 2,2), cp(ba2'b)=(y; 2,2), n>O 
従って,L9, (H）の基底は C = ab*a + ba*b である． 

次の表で与えられる遷移関数を持つオートマトン 

A = ({1, 2, 3}, {a, b}, , 1, {1}) 

を考える．（表は J(1,a) = 2, のように読む） 

このオートマトンは LP(H) = C＊を受理する．その synー 

tactic monoid は明らかに 3 次対称群である． 

半群 S (ISI > 1とする）が S 以外にイデアルをもたない

とき,Sは単純であるという．S が単純であって極小右イデ

アル，極小左イデアルをもつとき，S を完全単純半群という． 

Rees matrix semigroup は完全単純半群であり，逆に完全単  

純半群は Rees matrix semigroup で表現されることはよく知

られた事実である． 

集合I上の同値関係胃c を ちkEl に対し 

．一C ．一C 
1 nic / .rrrL‘三Lkmod &E(ll) 

で定義する，I,をI上の同値関係の胃c の代表系とする．[i]C 
で i E I' の卿cー類を表す．同様に，J 上の同値関係魁c を 

j, 1 E J に対し 

J 局R 1ぐ→区ン区『 mod GE(H) 

で定義する‘アを J上の同値関係二ごR の代表系とする．bk 
で jE アの得Rー類を表す， 

もし 回,［司 EAソ三L,(H), u,vEA+，でかつ 

o(u)=(x; i, j),P (n)=(y; k, 1) 
ならば，命題 4.1により， 

回＝回 4 ＝シ xylE H(I1), i 創 c k,j :R 1. 

次の命題は Aソ三L,(H）は,group code でなければ，完

全単純半群の1添加になっていることを示す，G が有限群無

限群であることを問わず, また添え字集合Iや J が有限無

限を問わず命題は成立することに注意すべきである．なぜな

らば，G.Lallement and C. Reis[7］により，G,LJ の全てが

有限の場合の全ての’'elementary codes'’の構成法が与えられ

ている. しかし, 例えば C が無限群の場合はいかようにし

て’'elementary codes'’を構成するかはこれまでほとんど知ら

れていなかった．僅かに中畑同の構成例があるくらいであ

る．本研究により code C が欄密でなければ,Cはすべて上

への morphism P:A＊→ M(G;LJ謬）1 
命題 4.9.x はEー正規化された行列で， 

P :A* *M(G;I,J声)' 
は上への morphism とする・このとき Aソ三L9, (H）は群であ

るか，または完全単純半群に1添加したものである， 

証明・ 5' = Aソ三L, (万）とおく・ S’が群でないとする・す

ると，[1] E S',l E A＊は一元集合である‘したがって，任

意の m1,W2 E A＋について，[w1][w2] Es’ー｛[1]}．従って 

S = 5' ー｛[1]｝は 5, の部分半群をなす．S が完全単純半群で

あることを示す, 
MgS を S の任意のイデアルとする‘はじめに M= 

s を示す．[w] EM,P(w)=(x;i,j), を任意の元とする． 

回 E 5, p(u)=(y;p, s), も任意の元とする．f は全射だ

から，cp(vj) =（叫りp,q),P(v2)= (a昇lTly,7', S）となる 

Vi, V2 EA＋が存在する． 

p(v1 WV2)=（叫りp, q)(x; i,j)(a昇lTlyr, 
= (y;p,$) =P(u）・よって［V1]{w][v2] Eト日M巨2]gM 

よって SCM，つまり，M=S．よって S は単純である， 

つぎに， 

M=｛回Esゆ(w)=(5(w); k, 1), p RC i} 

とおく．Ml が S の極小右イデアルが存在することを示す． 

[Ui], [U2] E 1l4,,('ul) = (*(ui);k,l),p(u2) = (5(U2);p,q) 
ならば，k 胃C i, p RcJ i である． ,(U1U2) = (5(u1U2);k,q), 
k ニとc i より，[nl][u2] E Mi．つまり M は部分半群をなす． 

任意の［u]E M,, (u)=(J(u)ik,りと任意の［司 E S, 

:2,2),mと 0, 
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,（り）=j（切 s, t）に対し,f(uv) = (j(uiv)沸,り‘ k 葛c i, よ

り［uりにM，つまり Ml回 gM,,，したがって,Mlは右イデ

アルである. つぎにMi が極小右イデアルであることを示す． 

MgSをMgMiなる S の右イデアルとする．任意の［v] E 
M,り (v) = (6(吟 8,りに対し，p(w) = (aら15（の）116(u)mり

なるuEA＋が存在する, よって，P(mIJ)= (j(u);s,l).［り］ E 
MgA1i より,S 卿Ci 卿ck, よって［mr] ＝回．よって， 

[u] E M[w}g M．従って，Ml,gM，つまり M=Ml・よっ

て M は極小右イデアルである．同様にして，N = {[w] E 

S巨(uり= (J(uり画l),l 二ごc 刀は S の極小左イデアルであ

ることが示せる． 証明終 

ゴ＝(H(k1)c1）を G/H(R）上の J' x I' 行列とする．もし 

Aソ三L, (H）が群でなければ, 上への morphism 
仇 Aソ三L,(H)4 M(G/H(1み lI,乃ゴ）1 

を次で定義する．e（国)=1, w EA＋に対しては,o(w)=(x; i,j), 
iE 凶c,j EbI]R のとき刈回）=（丑(fl)xブ,j,). 

もし v E [w], cp(u)=(y;k,l）ならば，xy'EH(H),k e 
{i]C = [i'}c,l E 国K =br] R である．このとき，0（回）= 
(H(H)y; i',jり＝ (H(H)x;乙力 = 9([w]）となり，e の定義は

確定している・［uノ]EAソ三L,(H),り（uノ）=(2mq）につい

て O({w']) =e(［回）とすると，xz' EH(H),p E【門C = 
同c, q Eレ！JR=bJR である．従って,Iu円＝ {wJ であるから 9 
は単射である．任意の（lI(H)zI乙3つ E M(G/H(H);乙J';ゴ） 

に対し，,(w)=(x; i'ゴ）となるmEA＋を考えれば，0(［回）= 
(H(B)x;i'ゴ）であるから，e は全射である．P(ul)= (zi;p,q), 
p E [pJR, q E [q'}c,r (U2) = (z2; r, s), r E [r']R, s E [s']C 
とする．8([ui])9([u2]) = (H(H)zi;p',q')(H(H)z2;r',s') = 
(H（丑)gブ'Sり，ここで 9 = z1a''z2．一方，Q(U1fl2) = 
(zlaqrz2;p, S）・ γ 卿c r' より・ aq 叫lE GE(E) qIFとR q 
より,aqIraプ E GE(H）・従って・（5q' 'OJl) (a9Iァaプ) = 
0q,ァIaプ EGx（丑）．よって,aq与I=haqr,hEIl(lI）・

従って，E（万)g = 丑（万) z1aq,.z2．従って，9([ul])8([u2J) = 
8([uh][u2]）となり，9 は半群としての同形写像である．以上

により，次の命題が証明された．. 

命題 4.10.x はI玉正規化された行列で， 

P:A* → M(G;I,み x)1 
は上への morphism とする・もし Aソ三L, (H）が群でないな 

らば，Aソ三L,(H）は M(G/H(fI)ゾフ加 )1 に同形である 

M(G/H(H);乙乙EつはM(G;L み呂）とIlで決定される， 

つまり，M(G/H(fl）ゾ，アiゴ）1の構成は，によらない，従っ

て，命題 4.10 により，もし，とゃが A＊からM(G;I,J遥）1 
の上へのmorphism ならば，Aソ三L,(H）と Aソ三Lゃ (H）は

同形である‘ 

以下に述べる命題 4.11 の証明には次の結果（[1,p.264D が

必要である；もし x が thin maxim証 biprefix code であり 

A=(Q,A戸ら1,{1}）が x＊を認識する可移オートマトンなら

ば 

(1）すべての WEA＊に対し，1 E ir(Q,w), 
(2）すべての wEA＊に対し, 誘導式巨(s, iり= ir(1,w) == 
S = 1} が成り立つ． 

命題4.11 X を thin maximal biprefix code,A をx* を

認識する可移オートマトンとする．もし transition semigroup 
T(A+）が完全単純半群ならば，X*=L,(H）を満たすような,  

ある完全単純半群M(C;LJ声）, と群 C のある部分群丑と

ある上への morphism f:A＊ー→ M(G;I,み晃）1 が存在す

る． 

証明．A=(Q,A, ir, 1, {1}）を x＊を認識する可移オートマ

トンとする．{Rュ巨 El｝と｛L3リE 乃をそれぞれT(Aj 
のR一類と Lー類の集合とする．さらに，r1を Ri fl L1, i E I 
のべき等元，qj をR1 fl L3, j E J のべき等元とする， ここで 

qi=ri =eER1flLl とする，JxI行列 x を x= (qjrj）と定

義する‘ x は群G=Li nRl 上の行列である．丑をGにおける 

1の固定部分群とする．つまり丑={h E Gl (1)h=1｝とする

任意のべき等元qET(A+)，について，(1りq = 1, 1にQ, と
すると，(1)q = (1')q2 =(1つq= 1 であるから,qj r1は1を

固定する，つまり qir3 E H．従って，x は E上の行列であ

る．対応 9 】 M(G;LJ遥）→ T(A+）を 8(g;i,j)=rigqj で
定義する，e はM(G;LJ;x）から T(A+）の上への同形写像

である（文献［2,p.92]). 
対応P：オ - M(G;LJ遥）1を，もしaEAかつ lrA(a) E 

RknLl ならば， 

,(a) = (elrA(a)e; k, 1) 
で定義する．任意のu E A+,xA(u) ERlfl L3 に対し，(u) = 
(elrA('u)e; k, 1）であることを，u の長さについての帰納法で

示す．7rA(W) E Ri n L3 に対し , (w)= (elrA ('uりe;i,j）が成

り立つと仮定する．もし aE A, lrA(a)ERk fl L1 ならば 

o(wa)=(exA(w)eqrkeirA(a)e;i,1). eq3=q3 and rke = rk 
であるから， 

elrA (w)eqjrkeirA (a)e=elrA(w)qjrklrA(a)e. 
1A（てIりERi fl L3 と ITA(a)ERk fl L1 より，lrA(W)q3 =lrA(W) 
かつ rklr.4(a)=lrA(a)．よって, 
co(wa)=(elrA(wa)e; i,りかつ irA(W)lrA(a) E (RiflL3)(Rkfl 
ム）=RlflLi. よって，もしてに A+, lrA(u) E RlflL3 なら

ば o(u)=(e7rA(x)e; i,j）であることが示された． 

つぎに P が上への写像であることを示す.Sを仰(a)la E 
A｝で生成される M(G;LJ遥）の部分半群とする．もし e = 
lrA(u) E R1 fl L1, u = b1b2 一ー bm,bt E A,lStSm な

らば，あるア E J and k' El に対し， lrA(bl) ER1 fl L3 
lrA(bm) ERk' fl Ll であり， 

P(n) = (clrA('u)e; 1, 1)=(e; 1,1) E S. 

各 lrA(W) ET(A+）について，,(uwu) =(elrA(uりeil,1) ES 
がなりたつから，(C : 1,1) = (eT(Aje; 1.1) C S. 7TA 
A＊→ T(A）が上への写像であるから，各 iElと各 JEJ 
に対し x,y E A ?TA(X) ERl, 7rA(Y) E L3 であるような

円yEA が存在する．このとき，ある tEJとある SElにつ

いて，f(x) = (elrA(x)e;i,t)P (y) = (exA(y)e;s,j)．このこ

とと eT(A+)eが群であるという事実より,elrA(x)e・eT(A+)e. 
elrA(y)e = eT(A+)e つまり，(x)(G; 1, l)o(y) = (C; i,j) C 
S，をうる．これは，が上への写像であることを意味する． 

w EX＋とすると（1 )lrA（回=1. 1 E(Q)e であり e は 

(Q)e 上では単位置換であるから，(1)elrA (nりe= 1．よって 

P(w) E H，つまり li) E L,(H). 
逆に,w E LP(H）とすると，ある i E I,j E J につい

て，(p@iり= (elrA(W)e;i,j) E 万. よって，(1)elrA(w)e=1よ

り，((1)ITA(eり)e = 1, かつ（1)e = 1.．従って命題 4.11に先

立つ注意により，(1)lrA(W)=1．よって，mEx*．以上より 

X*=L,(H)． 	証明終， 

上記の証明は比較的に複雑である．半群論のよく知られた定 
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理は断ることなく使用している．やや難解と思われるので、具 本論文では，完全単純半群のr添加をそのsyntactic monoid 

体例をあげて詳細する． 

例 4.3. A={a,b｝の部分集合 

X ={ a3 ,a2 ba,a b ,ab,ba2,baba,bab2,b3}X {3 2 	22 

は有限極大bifix code である．は次の遷移関数を持つものオー 

トマトン 

A = ({1, 2,3,4, 5}, {a, b}, 6,1, {1}) 

は x* を受理する可移オートマトンである‘ 

5 1 2 3 4 5 

a
 
b
 

 

2 3 1 3 1 

4 1 5 5 1 

A＋の transition semigroup T は恒等置換と二つの変換 

(1 2 3 4 5" α ＝ I 	 I  
、4 1 5 5 1ノ 

で生成される完全単純半群である．Tは位数 24 の半群で 4 つ

の孔ー類を持つ．五ー類のーつは 6 元からなる 

G={z, x2, e＝が,y=xax, xy, x2y} 

である．この孔ー類が 3 次対称群と同型であることは容易に確

かめるが出来る，e が G における単位元である，T 中のべき

等元は e, (がαゲ,（α％3)2,α 3 の 4つである． 

e = ri = ql = （に
33ll) 

とおく．2 次の行列を x=（町rふ lSj, iS2で定義する I 

x=(l 易） 
E は G 上の行列となる（一般論として成り立つ事実である， 

たとえば文献［2］を参照されたし）．各べき等元は 1を固定す

る，したがって呂は G 中の 1の固定部分群H= {e,xy｝上

の行列になっている, 

(i 
eTe= r' ese

＝ 、2 

2 

1 

3 

3 

4 

1 

5'\ 

3 )=  11 

Rees matrix semigroup をM(GPユx）で定義する．そして 

P:A＊→ M(G;L舌 x)1を，P(1)=1, かつ 

,(a)= (x; 1,1),P (b) = (y; 2,2) 

で定義する．すると，は上へのmorphism である．このとき 

X*=L,(H）となるというのが、命題の主張である‘ 

として持つ free submonoid の構成について述べた．その基底

が有限な場合は G.Lallement and C. Reis[7］の研究がある． 

しかし，無限 code を扱うときはこの大きな研究成果をそのま

ま利用することは出来ない．証明には有限性が使われている

部分があるからである．従って，本論文では上記［7］の手段に

よらない方法で対象を無限の場合に拡げた，morphism P に

よる code の構成は時として膨大な計算が要求される．そこ

で，適当なオートマトンの構成が望まれるーこれに対する解

答を筆者は見出しているが紙面の都合でここで述べる余裕は

なく次の機会に解説する, 
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