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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es el de caracterizar los conjuntos compactos de los
Espacios de Banach. Para ello, se parte de definiciones y propiedades de dichos
conjuntos en los espacios métricos y los espacios topológicos. Entre ellas: la definición
por cubrimiento, la propiedad de intersección finita, equivalencia entre compacidad y las
propiedades de acotamiento total y clausura. Dentro del análisis en los Espacios de
Banach se trata por separado los casos de dimensión finita y de dimensión infinita. En
los primeros la condición de compacidad es la de ser cerrados y acotados. La propiedad,
más general asociada a la compacidad en espacios de Banach es la que se deduce del
Lema de Mazur: K es compacto si y solo si la cápsula convexa de K es relativamente
compacta. En los espacios de Banach de dimensión infinita se presentan tres casos
especiales:1-El teorema de Ascoli-Arzelá, 2-El teorema de Riesz Kolmogorov y 3-Los
que tienen base de Schauder. Para éstos sólo se requieren dos condiciones: ser acotados

y que Supe±^eh — x I <e para ser compacto, como ejemplo se presentan la base de
K h-1

Schauder clásica de C[0,1J y la base de Haar de LP [O,I}. Los resultados de Enflo limitan
este camino; pues él demostró que no todo espacio de Banach Separable posee base de
Schauder.

SUMARY

The objetive of the present work is to characterize the compact sets of Banach Spaces.
We start with the definitions and properties of these sets in metric and topologic spaces.
Among them: definition by open coverings, the property of finite intersection,
equivalence between compactness and the properties of totally boundedness and clousure.
Within the analysis in the Banach Spaces the cases about finite and infinite dimensions
are separately considered, the first case, condition of compactness is to be closed and
bounded. The most associated property to the compactness in Banach Spaces is the one
is deduced of the Mazur Lemma: K is compact if and only if the convex hull of K is
relatively compact. In the Banach Spaces of infinite dimensions there appear three
special cases: 1-The theorem of Ascoli-Arzelá, 2-The theorem of Riesz Kolmogorov
and 3-The ones that have base of Schauder. For these ones are only two conditions

n

required: be bouded and Sup che,, — x <e to be compacta as example there is
xeK 

presented the classic base of Schauder of C[O, 1] and the base of Haar of L' O, 1]. The

results of Enflo limit this way since he demonstrated that not al! Separable Banach does
have a base of Schauder.
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INTRODUCCIÓN

La propiedad más utilizada para caracterizar los conjuntos compactos es la definición

por cubrimientos abiertos, en algunos casos resulta trabajoso utilizar este camino; por eso

es importante estudiar otras alternativas para caracterizar la compacidad.

Este estudio consiste en caracterizar los conjuntos compactos en espacios de Banach,

ya sean de dimensión finita o infinita. Para ello se hace un estudio preliminar de estos

conjuntos, los compactos, en espacios métricos y topológicos, lo cual nos permite

conocer ciertas propiedades importantes que son aplicables a los espacios de Banach; ya

que éstos son espacios métricos completos.

El primer capítulo es dedicado al estudio en los espacios métricos y topológicos, esto

nos permite establecer un marco teórico en el cual fundamentar nuestro trabajo. Dentro

de los conceptos tratados en esta sección tenemos: la definición de compacidad por

cubrimiento, la propiedad de intersección finita, compacidad relativa, compacidad

secuencial, algunas equivalencias entre compacidad y las propiedades de acotamiento

total y clausura.

En el capítulo dos se circunscribe a los espacios de Banach, iniciando nuestro estudio

con algo de operaciones entre conjuntos compactos. La condición más general asociada a

la compacidad en espacios de Banach es la que se deduce del Lema de Mazur: K
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es compacto si y sólo si la cápsula convexa de K es relativamente compacta. Se

analiza por separado los casos de dimensión finita de los de dimensión infinita.

En los primeros la condición de compacidad es la de ser cerrados y acotados. En

tanto que en los últimos se estudian tres casos especiales:

1. El teorema de Ascoli-Arzelá:

Nos permite demostrar compacidad relativa cuando se tienen las condiciones de

equicontinuidad y equi-acotamiento.

2. El teorema de Riesz Kolmogorov.

Este camino nos permite probar la compacidad relativa en L"(IV) a través de tres

condiciones. -Y° es relativamente compacto si y sólo si:

a) SupII f II , < +w

b) h m (f(x+ y) - f(x)(n dx = 0 uniformemente respecto a f E.
y-o

c) lim I f (x)I n cdx = 0 uniformemente respecto a f E
M -r+m x >M

3. Los Espacios de Banach que tienen base de Schauder.

Durante un largo tiempo se creyó que todos los espacios de Banach Separables poseían

base de Schauder, de hecho fue uno de los problemas planteados por Steinhaus en el

Libro Escocés, en el año 1941 y no fue hasta el año de 1973 cuando Per Enflo construyó
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un contraejemplo que hecho por tierra esta conjetura. Para los espacios de Banach con

base de Schauder sólo se requieren dos condiciones para la compacidad: la de ser

n
acotados y que Sup e, — x < e ; pero los resultados de Enflo limitan este camino.

xEK h=^

Nuestro estudio finaliza con ejemplos de espacios de Banach que poseen base de

Schauder.
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COMPACIDAD EN ESPACIOS MÉTRICOS



CAPÍTULO 1

COMPACIDAD EN ESPACIOS MÉTRICOS

En este capítulo se introducen los conceptos generales sobre compacidad para

espacios topológicos y espacios métricos, que serán útiles para el logro del objetivo

de este trabajo. Dentro de éstos se tiene la propiedad de intersección finita, la

compacidad secuencial, el acotamiento total, entre otras. Además, se establece

ciertas equivalencias entre compacidad, compacidad secuencial, acotamiento total, la

propiedad de Weierstrass y otras.

1.1. Conjuntos Compactos en Espacios Topológicos.

Iniciaremos esta sección con la definición de cubrimiento abierto que nos permite

introducir la definición de compacidad por cubrimientos, la cual es una herramienta

utilizada con frecuencia para establecer la compacidad de un conjunto.

1.1.1. Definición.

Sea X un espacio topológico. Llamaremos recubrimiento abierto de un conjunto

Kde X a la colección {G ; } de subconjuntos abiertos de X tales que K c
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1.1.2. Definición.

Un espacio topológico X es compacto si para cada cubrimiento {G1 } de X por

conjuntos abiertos G; , existe una subfamilia finita {G,,...,GJ que cubre X; es decir tal

n
queX =UG,.

1.1.3. Definición.

Se dice que un subconjunto K de un espacio topológico es compacto si provisto

de la topología inducida es un espacio compacto.

1.1.4. Definición. (P. 1. F.)

Una familia de subconjuntos de X tiene la propiedad de intersección finita si la

intersección de cualquier subcolección finita de í; es no vacía.

1.1.5. Proposición.

(X,r) es compacto si y sólo si cada familia 1 = {E1 } , 1 de subconjuntos cerrados

de X con la propiedad de intersección finita tiene intersección no vacía.

Demostración:

Sea X un espacio topológico. Si {E; } !E1 es una familia de conjuntos cerrados

en X que tiene intersección vacía entonces { X —E / i E 1 } es un cubrimiento
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abierto de X, pues U(X —E; ) = X — fl E ; = X. Por la compacidad existe un
I cf ¡E 1

subcubrimiento finito { X —E ,...,X —E,.} y entonces n,., E. = ^ . Así {E,}..

no tiene la propiedad de intersección finita.

En el otro sentido, si X no es compacto existe {E,,¡E I) cubrimiento abierto

que no se puede reducir a uno finito. Sea X —G; , i e I. Claramente

I} tiene la propiedad de intersección finita pero ng = 0, lo cual

contradice nuestra propiedad inicial. n

1.1.6. Proposición.

Sea (X, r) un espacio topológico compacto, K c X. Entonces:

1) Si K es cerrado entonces K es compacto.

2) Si X es de Hausdorff y K es compacto entonces K es cerrado.

Demostración:

1) Sea (X, r) un espacio topológico compacto y {G 1 } un cubrimiento abierto de

K. Como K es cerrado entonces X — K es abierto. Llamaremos G = X — K, a la

familia formada por G y los conjuntos {G; j es un cubrimiento abierto de X. Así,

Soti equivalentes las afirmaciones: (e 1 ) tiene la p.i.f. ne; ^ o y ns, _ e,...., E„ ta l que

k =0
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existe un número finito de G ; tales que X c G U uG, pues X es compacto, pero

además K c U G; ya que K c G U u G; y K n G= 0. Luego K es compacto.

2) Sea X un Hausdorff, K c X compacto. Si K = X entonces es cerrado.

Sea K X y x E X— K. Para cada a E K existe un abierto Vu y otro Va tales

que a E V, , x E (Ja y U a n V = ^ . { V } QEK es un cubrimiento abierto de K , por

n n

esto existen a,,..., an E K tales que K c UVa =V. Si U — f Uu ; x E U donde

U es abierto y U n K =q$. Entonces U c X— K y así X— K es abierto por lo que

K es cerrado. n

Esta propiedad es válida en los espacios métricos ya que todo espacio métrico es

un espacio de Hausdorff.

1.2. Espacios Métricos Compactos.

En esta sección iniciamos con la de finición de compacidad relativa y se establecen

ciertas equivalencias útiles para el desarrollo del presente trabajo.

1.2.1. Definición.
Sea (X, d) un espacio métrico K c X no vacío, K es relativamente compacto si su

clausura es compacta.



1.2.2. Definición.

Sea (X,d) un espacio métrico o topológico. Se dice que K c X tiene la

propiedad W, o propiedad de Weierstrass, si todo subconjunto infinito de K tiene un

punto de acumulación que pertenece a K.

1.2.3. Definición.

Sea (X,d) un espacio métrico, X es secuencialmente compacto si toda sucesión de

puntos de X admite una subsucesión convergente.

1.2.4. Proposición.

Sea (X,d) un espacio métrico. Las siguientes propiedades son equivalentes:

1) (X, d) tiene la propiedad de Weierstrass.

2) (X,d) es secuencialmente compacto.

Demostración.

(1 = 2) Sea (X, d) con la propiedad de Weierstrass, o sea que todo subconjunto

infinito de X tiene un punto límite. Sea { xn } una sucesión arbitraria en X. Si { x„ }

tiene un punto que es infinitamente repetido entonces tiene una subsucesión constante

que es claramente convergente. Si { x, } no tiene puntos repetidos infinitamente,

entonces el conjunto K de puntos de esta sucesión es infinito. Pero por hipótesis



asumimos que el conjunto K tiene un punto límite x y así es fácil extraer de { x, } una

subsucesión que converja a x. Luego X es secuencialmente compacto.

(2 = 1) Sea X un espacio métrico que es secuencialmente compacto.

Demostraremos que un subconjunto infinito K de X tienen un punto límite.

Como K es infinito, una subsucesión { x, } de puntos distintos puede ser extraída

de K. Pero por hipótesis X es secuencial mente compacto, así esta sucesión tiene

una subsucesión que converge a un punto x. Además, x es un punto límite del

conjunto de puntos de la sucesión, por lo tanto este conjunto es un subconjunto de K.

Luego x también es punto límite de K. a

1.2.5. Definición.

K c X es totalmente acotado si para cada c > 0 existe F c K finito tal que

K c UB(x,£) .
XEF

1.2.6. Proposición.

Sea (X,d) un espacio métrico, K c X se tiene que:

1) Si K es totalmente acotado entonces K es totalmente acotado.

2) Si K es totalmente acotado y B c K entonces B es totalmente acotado.



12

Demostración:

1) Sea K totalmente acotado y E> 0. Existe F c K finito tal que K c 
u

B(x, 2) .

Luego K c U B (x, e) . Por otra parte B (x, -) c B(x, 2 por lo tanto K c U B(x, e)
TeF 2 2 xEh'

y así K es totalmente acotado.

2) Sea K totalmente acotado y B c K. Dado c > 0, existe un conjunto finito

e K tales que K c U B(zk , f) de donde B c U B(zk , £) para un
k=l 2 k=1 2

n < p, luego de haber desechado las esferas que no contienen puntos de B y haber

reordenado las zk si es preciso. Por cada k = 1, 2,..., n tomemos un punto

xk EBnB(zk,£)2 y consideremos la esfera abierta B(x á ,c). Luego si

Vy E B(z k , 2) ; d(y,xk ) <_ d(y,z k )+d(xk ,zk ) <e , es decir y E B(xk ,E) o sea

s
B(zk , E) c B(xk , c) para cada k =1,2,..., n .

n

De allí que B c U B(xk  s) para cada x l , xz , ..., x„ . Por lo tanto B es totalmente

' yeB(x,2)^3xn eB(x,2):xn ^ydn:d(x,xn)<Z

e
ii md(x,xn )=d(x,y) <—^ ye B(x,e)

2
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acotado. n

1.2.7. Proposición.

Sea (X,d) un espacio métrico, K c X compacto entonces K es totalmente

acotado.

Demostración.

Sea K compacto y supongamos que no es totalmente acotado. Existe entonces

> 0 tal que K no puede ser cubierto por un número finito de bolas centradas en

puntos de K y de radio g.

Por esto si a, E K , K B (a,) . Si az E K \ B (a,) , K¢BE (a,) U BE (az)...

n

Supóngase que se ha escogido an E K, entonces KzU B (ak ) . Sea entonces
Tk=t

an+ , E K —u BE (ak ) . De esta manera se define una sucesión 
{n} 

en K. Así la
k=¡

sucesión {an } en K no posee ninguna subsucesión convergente lo cual contradice

nuestra hipótesis, respecto ala compacidad. Por tanto K es totalmente acotado. a

Aclaramos el hecho que {an } no posee subsucesión convergente en K , en efecto si

para alguna subsucesión de {a}, que por simplicidad supondremos ser ella misma,

an —* a entonces dado S, (a) existe no : n >_ no con an E BE (a) y si n, m > n,,
z 2



1 4

a1, , a,,, a B£ (a)de allí que d(a,,,am ) _<d(a,,,a)+d(a, am) <s por lo tanto a,,, a B.(an)
z

y a,,, a BE (a,) lo cual contradice el hecho que o bien a,,, 0 B,(an ) ó a,, o BE (am ) .

1.2.8. Proposición.

Sea (X, d) un espacio métrico, K c X secuencialmente compacto. Entonces K

es totalmente acotado.

Demostración:

Sea K c X secuencialmente compacto y sea c> 0. Escogemos un punto a, a K y

considero la esfera abierta S £ (a,) . Si esta esfera abierta contiene todos los puntos de

K entonces asignando F = {a1 } en la definición 1.2.5 K resulta ser totalmente

acotado por la arbitrariedad de E. Si hay puntos fuera de SE (a 1 ), sea a, uno de estos

puntos. Considere ahora el conjunto S(a 1 ) US,(a 2 ) , si esta unión contiene todos los

puntos de K y si F, ={a 1 ,a,} entonces K es totalmente acotado por la arbitrariedad

de E. Continuando en esta dirección, donde alguna unión de la forma

SE (a i ) U S (a.) U ... USF (a„) contiene todos los puntos de K y tomando

F, _ {a^,a,,...,an} resultará como antes que K es totalmente acotado. De esta forma,

al continuar con este proceso indefinidamente tenemos que la sucesión

es una sucesión que no posee subsucesión convergente; lo cual

contradice nuestra hipótesis. Así K es totalmente acotado. a
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1.2.9. Definición.

Sea (X,d) un espacio métrico, un número real a >0 es llamado un número de

Lebesgue de un cubrimiento abierto {G,}, si cada subconjunto de X cuyo diámetro es

menor que "a" esta contenido en algún G.

1.2.10. Lema de Lebesgue.

En un espacio métrico secuencialmente compacto, todo cubrimiento abierto tiene un

número de Lebesgue a.

Demostración:

Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {G} un cubrimiento

abierto. Diremos que un subconjunto de X es grande si no esta contenido en ningún

Si no hay conjuntos no grandes, entonces cualquier número real positivo sirve

como un número de Lebesgue. Asumamos que existe un conjunto grande y definamos

a' como el extremo inferior de los diámetros de los conjuntos grandes.

Claramente 0 _< a' _< +oo . Es suficiente mostrar que a' >0 porque si a' = +oo

entonces cualquier número a >0 puede tomarse como "a" en la definición.

Supongamos que a' = 0 y deduciremos una contradicción de este supuesto.
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Todo conjunto grande tiene al menos dos puntos. De a' = 0 deducimos que para

cada entero positivo n, existe un conjunto grande B,, tal que 0 < d(B,) <--. Ahora,
n

tomamos un punto xn en cada B. Como X es secuencialmente compacto, la

sucesión {x„} tiene una subsucesión {x„} que converge a algún punto x en X. El

punto x estará en algún G10 en nuestro cubrimiento abierto y como G, 0 es abierto; x

es el centro de alguna bola abierta Sr (x) contenida en G,.

Sea S r (x) una bola abierta con radio r . Como x„ - x, entonces x„ E Sr (
X )
 a

z 2 z

partir de un índice. Sea no uno de estos enteros tal que < r Entonces
no 	2

d(B,) < 1 < r y B k, c S,(x) c G . Lo cual contradice el hecho de ser un conjunto
no 2

grande B,; n

1.2.11. Proposición.

Sea (X, d) un espacio métrico, K c X. Las siguientes propiedades son

equivalentes:

I) K es compacto.

2) K tiene la propiedad Weierstrass.

3) K es secuencialmente compacto.
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Demostración:

(1 2) Sea X un espacio métrico, K c X compacto. Supongamos que K es

infinito y que no tiene puntos de acumulación que pertenezcan a K. Así, cada punto

de K es el centro de una bola abierta que no contiene puntos de K diferentes a este

centro.

La clase de todas estas esferas abiertas es un cubrimiento abierto, como K es

compacto entonces existe un subcubrimiento finito. Por esto K esta contenido en el

conjunto de todos los centros de las esferas en este subcubrimiento. Por lo tanto K es

finito, lo cual es una contradicción. Luego K tiene la propiedad de Weierstrass.

(2 3) Sea K c X con la propiedad de Weierstrass. Sea {x, } una sucesión

arbitraria en K. Si I x„} tiene un punto infinitamente repetido entonces {x} tiene

una subsucesión constante, la cual es convergente.

Si {x,} no tiene puntos infinitamente repetidos entonces {xx } que está incluido en

K es infinito. Así, por la hipótesis {x„} tiene un punto límite, por lo cual es fácil

extraer una subsucesión convergente.

(3 1) Sea K c X secuencialmente compacto y sea {G; , i E I} un cubrimiento

abierto de K. Por el Lema de Lebesgue, este cubrimiento abierto tiene un número de

Lebesgue a.

Ilemnctraciñn-
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Tomemos e = 3 y usando 1.2.9 encontramos A = {a.,a2,...,an} tal que para cada

k =1, 2, ..., n se tiene d (Se(ak )) < 2e = 23 < a .

Por la definición de número de Lebesgue, para cada K podemos encontrar un {G,' }

tal que SC (a,4 ) c G,, . Por lo tanto, todo punto de K será uno de los puntos de SE (a r ) .

La clase {G; , G ,...,G1 } es un subcubrimiento finito de {G}. Así, K es compacto. a

1.2.12. Definición.

Se dice que un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy en él es

convergente.

1.2.13. Proposición.

Sea (X,d) un espacio métrico completo, K c X entonces las siguientes

propiedades son equivalentes:

1) K es compacto.

2) K es cerrado y totalmente acotado.

Demostración

(1 =2) Sea (X, d) un espacio métrico completo, K c X compacto por 1.2.7 se tiene

que K es totalmente acotado. Además, como todo espacio métrico es de Hausdorff

por 1.1.6 entonces K es cerrado



a

(2 1) Sea (X,d) un espacio métrico completo, K c X cerrado y totalmente

acotado.

Sea {xn } una sucesión en K. Si un elemento de ella se repite un número infinito

de veces, ella contiene una subsucesión convergente ya que contiene a una subsucesión

constante y no habría nada que probar.

Supongamos que K es totalmente acotado, existe F, c K finito tal que

K c U B, (x) . En una de las bolas B, (x), x E F, hay infinitos términos de la

sucesión {x„} y sea K, = Kn B,(x') donde K, es infinito.

Como K, c K es totalmente acotado, por lo tanto existe F finito con FZ c K1 tal

que K, c U B,(x).
xE! ', z

Como K, es infinito, en una de las bolas, sea B, (x) , hay infinitos términos de la
z

sucesión; ahora escojamos K2 = K, n B, (x') . Procediendo de esta manera se
i

construye una sucesión de conjuntos { K, J tales que para toda n, K. contiene

infinitos términos de la sucesión original y K„ + , c K„ c K para todo n.
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Como todo conjunto Kn contiene infinitos términos de la sucesión, es posible

seleccionar para cada n, xk, tal que xk E K, k,

{x. } es una subsucesión de la original; y además es de Cauchy; en efecto si n >_ m,

E Km y d (x,,, xm ) 5 diamKm < diamB , (x') para un x' E K o sea
z^°

(d x
^ x) 5_-L.

y 
como 21_] --*0. Esto asegura que la sucesión es de Cauchy.

n m m_] 

Como el espacio es completo xk, -* x E X y como K es cerrado x E K. Por lo

tanto K es secuencialmente compacto y por ende compacto. a

1.2.14. Proposición.

Sea (X, d) un espacio métrico completo. K c X es relativamente compacto si y

sólo si es totalmente acotado.

Demostración:

( =') Sea K c X un conjunto relativamente compacto y X un espacio métrico

completo.

La clausura K es totalmente acotada por ser K compacto, por 1.2.13; pero

K c Kentonces por 1.2.6 K es totalmente acotado.
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( =) Sea K c X un conjunto totalmente acotado y X un espacio métrico completo.

Por 1.2.6 K es totalmente acotado, como K es cerrado entonces por 1.2.I3 K es

compacto. Así K es relativamente compacto. a

1.2.15. Definición.

Sea (X,d) un espacio métrico, un subconjunto K de X es denso en X si K = X.

Un espacio métrico es separable si posee un subconjunto denso numerable.

1.2.16. Proposición.

Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostración:

Sea (X,d) un espacio métrico compacto, entonces para cada n E Z existe un

subconjunto finito F c X tal que X = U B, (x) pues por la 1.2.14 X es totalmente
x€ 

acotado. Sea F = UF„ , F es numerable por ser unión numerable de conjuntos finitos.
n

F es denso en X, en efecto si y E X y £>O, existe n: 1 <E tal que
no

X= U B - (x) . Por esto, para un x E F, y E B 1 (x) se tiene que
SEF^ n

o no

d (y, x) <
1

 — < c, por lo tanta F es denso en X.
no
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1.2.17. Proposición.

Sea f una función continua tal que f : X —> Y donde X, Y son espacios métricos.

Si K c X es un conjunto compacto entonces f(K) es un conjunto compacto en Y.

Demostración:

Consideremos un cubrimiento abierto arbitrario de f(K) y mostraremos que se

puede extraer un subcubrimiento finito.

Sea {Ga } una colección de conjuntos abiertos en Y tales que j(K) c UGa
1

entonces: K c f- '(f(K)) c f- '(UGa ) = U f-'(Ga).

a a

Como f es continua, cada f - '(G,,)es un conjunto abierto deX. Así, la familia

{f-
'(Ga )}constituye un cubrimiento abierto de K. Por hipótesis K es compacto,

n

existen entonces G„G2,....G, tales que K c Uf- ' (G; ) lo cual implica

n n
f(K) c Uf(f-'(G, )) c UG, .

Ahora, tenemos un subconjunto finito para el cubrimiento original de f(K) y de

esta forma f(K) es compacto. a



CAPÍTULO II

SUBCONJUNTOS COMPACTOS DE ESPACIOS DE BANACH
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CAPÍTULO I1

SUBCONJUNTOS COMPACTOS DE ESPACIOS DE BANACH

En el primer capítulo se consideraron los conjuntos compactos de espacios

topológicos y de espacios métricos. Ahora, se estudiarán los conjuntos en espacios

de Banach; pero como todo espacio de Banach es un espacio métrico completo, el

resultado obtenido en la proposición 1.2.13 respecto a la equivalencia que existe entre

la compacidad y el ser cerrado y totalmente acotado es válida para esta sección.

En lo sucesivo X denotará un espacio de Banach.

2.1. Operaciones con Compactos en Espacios de Banach.

En esta sección se demuestra que las operaciones entre conjuntos compactos

producen conjuntos compactos y entre conjuntos totalmente acotados también

resultan conjuntos totalmente acotados. Además se demuestra el Lema de Mazur,

que es la propiedad más general asociada a la compacidad.

2.1.1. Teorema.

Si A, B son conjuntos compactos de un espacio de Banach X entonces A + B es

compacto.
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Demostración:

Sea A,B compactos en X y sea {z, j una sucesión en A + B entonces

z,, = x„ +V11 con x, E A, yn E B donde {xn } es una sucesión en A y {yn } es una

sucesión en B.

Como A y B son compactos existen {x en A y { y,, , } en B tal que xn., a y

y, , —+ b donde a E A y b e B, pues A y B son cerrados.

Consideremos la subsucesión {z nk ) de {zn } entonces z x? + y, y
k k k

z„k —* a + b E A + B , por esto A+13 es secuencialmente compacto y por 1.2.12 es

compacto. n

2.1.2. Teorema.

Si A es un conjunto compacto de un espacio de Banach X y A un escalar

entonces AA es compacto.

Demostración:

Sea A c X compacto, A un escalar y f^ : X —X definida por f, (x) = Rx . f2

es continua y fÁ (A) = 2A. Así por la proposición 1.2.17 AA es compacto.
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2.1.3. Teorema.

Sea A, B c X totalmente acotados entonces A + B es totalmente acotado.

Demostración:

Sea A, B totalmente acotados. Dado > 0 existen F c A, F, c B finitos tales

que A c U B£ (x), B c U BE(y)•
x5173 2 YE/, 2

Ahora, sea F = { x +y Ix E F, , y E FZ }. F es finito, subconjunto de A + B y

A + B c U B£ (z) . Así A + B es totalmente acotado.
ZEF

2.1.4. Teorema.

Sea A c X totalmente acotado entonces .ZA es totalmente acotado, donde A es un

escalar.

Demostración:

Sea A:0 A c X totalmente acotado entonces existen al a2 ,...,a, E A tales

n n

que A cUB(ak ,e) . Luego 2a 1 ,2a2 ,....Áan E.ZA y además AA cUB(2a,,I2I E).

k=i 1-1

Ya que el radio es positivo. a

Otra herramienta para trabajar con los conjuntos totalmente acotados es la

siguiente:
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A es totalmente acotada si y solo si para cada a > 0, existe F c A finito tal que

K c F+B(O,E) = U B(x,£).
xEr

2.1.5. Lema de Mazur.

Si H es la cápsula convexa 3 de K c X y K es compacto entonces H es

compacta.

Demostración:

Sea H la cápsula convexa de K c X y K compacto. Basta con probar que H

es totalmente acotada.

Dada una vecindad V del origen existen:

(a) Una vecindad convexa W del origen tal que W + W c V.

(b) Un subconjunto finito F de K tal que K c F+W .

La cápsula convexa de F es compacta, en efecto co(F) = f (K„) donde

K^ _ E 1R ' / £ >_ 0, 1 _< i < n, t = l} es un conjunto compacto de
r-]

W; porque obviamente es cerrado y acotado y F = {x, , x2 , ..., x„j , f : Il -4 X esta

definida por f(x)= f(E,,sZ,...,e)= £x,, f(K„) es compacto. Por ello si
k=3

La cápsula convexa de un subconjunto A de un espacio vectorial es el menor convexo que contiene a A y
se denotará co(A)
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co(F) es la cápsula convexa de F entonces K c co(F) +W , pero co(F) + W es

convexo y contiene a K, por lo tanto contiene a H.

Así H c co(F) + W, como co(F) es compacta existe F c co(F) c H finita tal

que co(F) c F, +W .

Luego H c (F + W) + W c F, +V , de allí H es totalmente acotada. a

El resultado del Lema de Mazur es válido para los Espacios Vectoriales

Topológicos, en el sentido que H es totalmente acotado. Particularmente para los

conjuntos locamente convexos, pues en un Espacio Vectorial Topológico las bolas

B(0, s) se sustituyen por vecindades convexas de 0.

2.1.6. Corolario.

Sea K c X compacto entonces co(K) es totalmente acotada.

Demostración:

Por el Lema de Mazur co(K) es compacto. Como co(K) c co(K) y co(K) es

totalmente acotado entonces co(F) es totalmente acotada. a

2.1.7. Lema.

Sea K un subconjunto de un espacio de Banach X. K es relativamente com-



pacto si y sólo si co(K) es compacto.

Demostración:

(=) Sea K relativamente compacto por lo tanto K es compacto y co(K) es

compacto. Por otra parte K c K, de allí que co(K) c co(K) c co(K) y co(K) es

compacto.

(G) Sea co(K) compacto, como K c co(K) entonces resulta que K c co(K) y

por lo tanto K es compacto, pues un subconjunto cerrado de un compacto es

compacto por proposición 1.1.2. (1). Luego K es relativamente compacto. a

2.2. Espacios de Dimensión Finita.

Sólo nos referimos en esta sección a la equivalencia entre la propiedad de un conjunto

de ser compacto y las propiedades de ser acotado y cerrado; para ello nos apoyamos en el

Lema de Riesz.

2.2.1. Proposición.

En un espacio de Banach son equivalentes las siguientes proposiciones:

1) K c X acotado y cerrado entonces K es compacto.

2) X tiene dimensión finita.
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Demostración:

(1) 2) Supóngase que todo subconjunto K de X cerrado y acotado es compacto y

que dimX = co. Sea x, de norma 1, este x, genera un subespacio cerrado propio X, de

dimensión 1 de X. Por el Lema de Riesz4 existe un xz X de norma 1 tal que

x2 — x,11 >_ 0 = 2 para toda x E X, yen part icular ijx Z _ x ? --

Los elementos x,, x, generan un subespacio cerrado propio X 2 de X de dimensión

2. Por el Lema de Riesz existe un x 3 de norma 1 tal que para toda x E X Z se tiene que

Il x3 —x II^ 2'

En particular x 3 — x, > 2 y 
Ix3 -- xz —> 2

Procediendo por inducción, obtenemos una sucesión {xn } de elementos de X tal que

^xm — x4 > 2 . Es obvio que {x 7 } no tiene subsucesiones convergentes.

El conjunto K = {x,n e N} es acotado y cerrado s . Esto contradice la compacidad de

K. Por lo tanto la dimensión de X es finita.

4 Kreyszig, Edwin. Funcional Análisis with aplications. Pag. 78.
5 Como K no tiene puntos de acumulación es un conjunto cerrado.
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(2) (I) Sea dim X = n, K c X cerrado y acotado. Además, {e1,e,,...,e11 } una base

de X y {x} cualquier sucesión en K. Cada x,,, tiene una representación

x (m1e, +...+ 
(
m

)
e•

Como K es acotado, {xm } también lo es entonces jkx,, 15 k para k>0 y para todo

Fil E N

n

Por otra parte existe c>0 tal que para todo x E X, >_ cl j f I ; para más detalles

ver Lema 2.4.1 del Kreyszigó.

n n
Así 

k>_
I
xm

lí
= ^^;m)eJ 

>C^I^cm1

J
=

^ J=1

Por lo tanto la sucesión de números { lm) } donde j es fija, es acotada y por teorema de

Bolzano-Weierstrass tiene un punto de acumulación con 1 <j <n. O sea {4 } tiene

un punto de acumulación E,, 2} tiene un punto de acumulación 1 y así

sucesivamente'. Luego }x,,,} tiene una subsucesión {z,,,} a la cual converge a

a

z = 1 e1 y como K es cerrado, z E K. Esto muestra que la sucesión arbitraria }x,,, }
¡=I

de K tiene una subsucesión convergente en {x}. De allí es compacto. a

6 Kreyszig, Edwin. Funcional Análisis with Applications. Pag. 72_
7 Esto produce un proceso en el cual se puede extraer una subsucesión convergente de {1i

(m) } para los j=m.
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2.3. Caracterización de Subconjuntos Compactos en Espacios de Banach de

Dimensión Infinita.

En esta sección centraremos nuestra atención respecto a los espacios de dimensión

infinita; utilizando tres herramientas básicas:

1. El teorema de Arzelá-Ascoli para C[a,b] .

2. El teorema de Riesz Kolmogorov para L''(JR) .

3. Las bases de Schauder.

2.3.1. Definición.

Una familia de funciones .P° = { f : A —* Y, donde A c X; X e Y son espacios

normados} es equicontinua si para cada c >0, 38 > 0 tal que f (x) — f (y) < E si

x, y E A y ik — yt < ó para toda f E .r

2.3.2. Teorema (Arzelá-Ascoli)

Un conjunto U c C[a,b] es relativamente compacto si y solo si es equi-acotado y

equicontinuo, esto es, si existe una constante M tal que JI<pIh = Supl q <— M para toda
la,h]

¡p e U y para todo c > 0 existe 8> 0 tal que si x, x' e la, bj y — x' <8 entonces

1 (O(x) - 9(
x') J <e.
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Demostración:

(=) Sea U relativamente compacto, entonces U es totalmente acotado. Luego

n
existen rp 1 , rp2 , ..., q E U tal que U c U B(rp '1). Si (p E U entonces 3i 1 q e B(rp, ,1)

-1

así II rp — rp, 1m <1. Por lo tanto

(PIL ^1(0^L +l

(p . <maxl cp,I . +1 =M donde M =max l1rp;jI +1.

Así U es equi-acotado.

Ahora probaremos que es equicontinuo. Dado 6>0, existe (p,,<pz,...,rp,, tal que

UGUB(p:, ).

Si rp e U entonces existe i tal que rp E B(gp,,E) de allí

1 4P(x) — rP(y) ^ — rPr (x) + rP, (x) — rP; (Y) + rP(y) — rPi (y)I

<2c+ rP,(x) —oo (Y) .

Como cada (p; es uniformemente continua, para cada i existe un b tal que I x — y1 < S; ;

implica que jq>; (x) — q, (y)I < s . Si 8 = min (BS,..., 8) y Ix — yI <8 entonces para

todo i , ,p, (x) — rp, (y)I <e; por lo tanto I rp(x) — (p(y)j <e. Así U es equicontinuo.

( =) En el otro sentido, se U equi-acotado y equicontinuo. Demostraremos que U es

relativamente compacto. Sea G = [a, b] , como G es un subconjunto compacto de un

espacio normado X; existe una sucesión {x, } ;EN de puntos de G, densos en G.
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Sea {rpn}nEN una sucesión en U. La sucesión de puntos de IR o C, {rpn (x,)} fl N

es acotada ya que Jrpn (x, )I S ljwn +j S M y por teorema de Bolzano-Weirstrass se puede

extraer una subsucesión convergente, denótese como 
{V],, (x, )} fl N o sea

91,1
(x1 ), 1,2(xl) , 13(xl)'...,9I,n(xl),...; donde lim9l,n(xl) = 9(x1)

La sucesión 
191,,(X2)!,,,=11 

es acotada ya que 1 (x2 )I < ^p I  S M y por el

teorema de Bolzano-Weirstrass se puede extraer un subsucesión convergente, denótese

como {92,,(x2)}f€ N o sea 92,1(x2),q22(x2), 92,3(x2),..., q2,n(x2),...; con

lim92n(x2 )= (x2 ) y así procedemos sucesivamente. Pero {92i(x,)} „EN también
nr ao

converge y su límite es q(x 1 ) ya que {92n (x 1 )}, N es una subsucesión de {rp,n(x,)}n,r,;

pues si una subsucesión converge su subsucesión también converge y al mismo límite.

De esta forma se ha creado un proceso de diagonalización en la que puedo extraer un

subsucesión de { rp
n(x, )),,nEN . Hacia allá encaminamos nuestro esfuerzo.

991,1( x1) ,q 1,2(x1) , ,3(x1),---,9l,n(x[),... con lim0 l,n (x , ) = q'(x,)
nao

92,1(x2), 92,2(x2), 92,3(x2),...1 2,,(x2),... con lim92,n(x2) = q'(x2)

'P3,i(x3)193,2(x3),^3,3(x3),...,93,n(x3),... con llm93,n (x3 ) =9(x3)
nym

Qn,l(xn)1Y'rr,2lxn)'92n,3(xn)7••,^n,n(xn)> Con iim9n,n(xn)=Y'(xn)
FI -3
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Consideremos la subsucesión {rp
}nEN.

Para cada i, rp(x)—* rp(x).

Demostraremos que {rpn n } EN es una sucesión de Cauchy en C[ab] = C(G) .

Dado e > 0, existe 8 > 0 tal que para todo r> e U si I x — yj < 8 entonces

qp(x) — (p(y) <1 pues U es equicontinuo Como {xj } es denso en G y G es

compacto, existe io tal que G c Ú B(x,, 8) .
f-^

Sea x E G entonces para cada i, t —< i 5 io

I'
p

n,n (
X) «'mm (X)j ^ jq7n,n (x) — q'

 (x,
 (X, )4 + q — Vm,m (x i )j + I 

q
m,m (X!) — (PlX)I

< ? +^^nn (x )—^O^nm (x )^ para cada i, N,: n,m>N,. Entonces
3

s
^cp,,,(x^)—^mm(x,)^c tomemos N=max{N,,N2,...,LV,. }si n,m—>N.

Así q' — p,  (x)1 <e por lo tanto I (p ,n (x) — «' (x) (x)^l , —+ O. Como el espacio

es completo la sucesión {o} converge, con lo cual U es relativamente compacto. a

UNIVERSIDAD DE PANAMp,

I3IBLIOTEOA



w0

2.3.3. Observación.

Sea C(R) el espacio vectorial de las funciones de dominio IR con valores en IR (o

en O) continuas, convergentes a cero al infinito 8 y con la norma Ii f II = maxJ f (x)f .
YE K

C(IR) es un espacio de Banach. (Si {j } nEN es una sucesión de Cauchy en C(1R) que

converge a una función f, la cual es continua de

V. (x) ^ ^ f. (x) — .f. (x) + f„ (x)1

IJm — Jn1 +V,(x)1

J fm (x)i < s + l f„ (x)J para m, n> n(s)

pasando a limite para m —* E se tiene que I f (x)i <e + l fn (x)I Vn > n(c) y Vx E IR.

Fijamos n> n(s) entonces f„(x)I < s para lxi > 8(s) y luego ! f(x)J <2s para

Cx i > S(e)) ; Por esto 
l imf(x) 

O.

23 .4. Proposición.

Un subconjunto . de C(IR) es relativamente compacto si y solo si es un conjunto de

funciones equi-acotado, equicontinuo y convergentes uniformemente a cero al infinito.

Demostración:

En efecto, dado que C(IR) es completo, =mes relativamente compacto si y solo si es

totalmente acotado entonces es acotado y por lo tanto existe M E IR+ tal que II f 1 < M,

e O sea Iim f (x) 0
x-> w
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Vf E. `; además, ` E E II existe un subconjunto finito de .Y..

Sea { f , ..., fn } E-denso en - entonces existe f^ E { f, ,..., f„ } tal que fr —J] ] <e.

Sea I f! (x)I <e para I xI > M. (e); puesto que M(8) = max { M, (e),..., M„ (e)} se tiene

que f (x)f S (f — ff ^l + I f
1 
(x)J < 2s para Jxl > M(e) , por lo tanto .Y-es un conjunto de

funciones uniformemente convergentes a cero aI infinito.

Finalmente f(x)—f(x")I<f(x')_f!(x')+f1(x')_f1(x„)+f1(x")_f(x„)I

if (x') - 
{-(x1')I < 2 If - J. + ^.f1 (x') - f1 (x")I

en - M(s),M(s)] la función f1 es uniformemente continua. Así, existe J1 (e) tal que

f (x') — f (x")I <e para x', x"E [ M(c), M(e)] con I x'—x,"I < ó^ (e).

Sea 5(e) = mi n 18, (s), ..., 82 (s)} . Ahora, si x', x" E [— M(s), M(s)] y x'—x" <8(e)

resulta que Jf(x')— f(x")1 <3e.

Si por ejemplo x'< —M(e) y x"E [— M(e),M(--)], !x'—x"I <S(e); ahora

f (x') - f
1 
(f )I <— f

1 
(x') — f

1 
(—M( )I + # 

f1 
(—M(e)) — f

1 
(x" ) <3e y por lo tanto

tenemos que Jf(x') — f(x")J <5s.
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Para terminar si x',x" < —M(s) entonces I fj (x') — f1 (x")I <_ I f^ (x')I + f (x")J y por lo

tanto f (x , ) — f (x")+ < 4e de donde f (x') — f (x„ )I <5 Vx', x"e R, con

¡x'—xi <8(e). Luego hemos probado que . es un conjunto de funciones equicon-

tinuas. n

2.3.5. Teorema (Riesz-Kolmogorov).

Sea 3 <p<+oo . Un subconjunto .W`"de L(R) es relativamente compacto si y sólo si:

i. SupIfl^ 

2. h m j I f (x --y) — f (x)I ndx = 0 uniformemente respecto a f E °y-+o

3. hm 
f-!>M

íf (x) pdx = 0 uniformemente respecto a f e .r
M- ±.o 

Demostración:

L"(IR) es completo para 1 <p <+c, .Y- es relativamente compacto si y solo si es

totalmente acotado. Luego para todo e E IR + existe un subconjunto finito

n

F={f„fz,...,fn} de :metal que YtUB(f,,^). Por esto si f c= , II ! I1  <—lJf^In+^

par un i, por lo tanto FJ f I H <_ M si M = max JJ f I1n +e, con lo cual se prueba (1).
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Fijemos R +, sea f,,..., f } c E-denso en ., MJ E R tal que

( f^(x)# p dx) P <e, j=1,2,...,n.
Ix>M¡

Supongamos que M = max{M,,...M„} - Sea f E.Y luego existe f
1 

E {f ,.._, f,} tal

que r -f, II <e; ahora por la desigualdad de Minkowski se tiene:P

flf (x) d ^ ^f (x) - f j (x)I ^d + fi (x)I
I xE>M ixl>M xÍ>M

1 1

Jlf(x) I < Ilf i1f, cfr P < 2e.
x >M I xI>M

De allí es válido (3).

Además, por la continuidad en media en L"(I1g) existe 8(e) tal que si Jy)>SJ(s)

entonces
[ f(x+ Y)_f1 (x

)r ) < e con = l 2 ..., n y luego si

s(s) = mm {S, (e),..., ón (e)} se tiene para > 8(E)

1 , í

f(
x

+
y
)-f(x) I

p
 -< ^f(x+y)-.f^(x+y)pd ` + ^fi (x+y)- f.(x)! n+
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^ j(x)-f(x) I Pdx 
R

`-2f—f1

< 3E. Esto prueba el punto (2).

Inversamente, supongamos que es válido (1), (2) y (3). Sea a E R y pongamos

que 7(f)( x ) 2a f f(x+y)dy, xER.

Sea -!_+ 1  =1 entonces por la desigualdad de Holder y considerando el teorema de
p p

Tonelli y Fubini se tiene que

IIMa(f)-f11p - 2a £a {f(x+y)-f(x))dyp JP
{ 1

MQ(f)-f1IP -_
P p

Í^ ` f2a  
	.f(x+y)-f(x)ídy)(2a)" fr

p

IM.(f)-.f = ^.f(x+y)-f(x)IPd y
P 2Q a

MU(f) — .Í P <
Su

P $If(x + y) —
.Í(x)I pdx p
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Por lo tanto, en virtud de (2) resulta que IMQ (f) — fil —> 0 uniformemente respecto a

f c ,:7. Fijamos ahora a E Ife y pongamos . _ { (f ), f e ._Y }. Resulta entonces

que: ¡ (f)(x)Í 
^2arlf(x+y) 

y

n

(f)(x)
2a f if (

x + y)i
}

dy 
j
n 

(2a)

( f)(x) 1 = 1 f II P Luego . es un conjunto de funciones equi-

(2a) n

acotadas.

Resulta que: 1 7X(f)(x')—?(.f)( x " )1 5 21a 
L

f(x"+y)frly

1

n
1 

TJI
a( f)(

x
') — W4(f)(x,) j< 2a f^ f (

x '+y) - 
f (

x„+
Y)
 

dyJ 
P 

(2a) P'

P
J 7X(f)( x ' ) — (f)( x,^)1 <

2a-f f(x„—x'+t)—f(t) di)
r

Por 3o tanto .Y es un conjunto de funciones equicontinuas.

Ahora, fijamos un número arbitrario 5>0; por el teorema de Arzelá-Ascoli el conjunto

de las funciones 214(f) I [—d, s] es relativamente compacto en C[-8,8]; luego fijamos

e E R + arbitrario, entonces existe un subconjunto finito { f,, f2 ,..., f } de . tal que para
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toda f E . ` existe ff E { f„ fZ ,..., f„} tal que Sup J %n (f)(x) - i1. (f, )(x) 1 < e.

k¡ss

Ahora

^I ( f)- (fl )fjP< 
8

1 ( f)(x) (r,)(x)V +

¡J (f)(x)- ( f,)(x)V V dx
Ixl>ó

(Í) — (f) p 
<23—cl + j W.(f)(x)'X.(J,)(x) pdx

>5

LaLa última integral del último miembro se acota con

[	[

( ^^ (f) - f 11n + ( f(x) — f1 (x)J pdx) I +( (x)— (.f,)( x )l p dx)n)P
xl >á xl>ó

Así existe aE E W tal que IJ W8 (f) - f II p <c para 0 < a <— aE .

i I [

P P P

f (x) - f
1 
(x)rdx < f (x) n dx +Í  ff (x)i rdx <e si S > S(c) por (3).

^xl>p
  

Ahora, fijamos a 5 a, y resulta que:

1 1 1

( ' (x) -7 (f1 )(
x )J P dx) P _< ( f1 

(x) pdx) P 
+ ( $[ ( f;)( x )J dx) p <2e para

j xJ>s I x¡>8 JxI>8

8>8'(e).
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Esto prueba que el conjunto {7 ( f1 ); j =1,2.... . n } es £-denso en . de cualquier

modo si se fija a R + suficientemente peque ío.

Por otra parte 1 79 (f) -f I1 — 0 uniformemente respecto a f e . Esto
a-*a+

asegura que .-res relativamente compacto. n

Observemos que el teorema ahora demostrado es válido aunque L"(R) sea sustituido

por JI (A) para cualquier subconjunto A L -medible de R".

2.4. Compacidad en Espacios de Banach que tienen una Base de Schauder.

En un espacio de Banach dotado de una base de Schauder se dan condiciones

necesarias y suficientes de compacidad relativa. En general una condición suficiente es

que el conjunto sea totalmente acotado, así las condiciones que aseguran el acotamiento

total son condiciones suficientes de compacidad relativa.

Es necesario señalar que en la definición de conjunto totalmente acotado se puede

sustituir las vecindades de los puntos del conjunto por vecindades de puntos que no

pertenecen al conjunto, lo importante es que el recubrimiento se pueda hacer con

conjuntos de diámetro arbitrariamente pequeño
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2.4.1. Definición: (Base de Schauder).

Si un espacio normado X contiene una sucesión de puntos {e„} con la propiedad que

para todo x E X hay una única sucesión de escalares {an } tal que

^x — (ae, + ae2 + ... + ae„) l —+ 0 (con n oo) entonces {en } es una base de Schauder de

w

X. La serie Ya k ek que tiene suma x se Ilama la expansión de x respecto a {e} y
k-1

se escribe x = akek
k=1

2.4.2. Proposición.

Sea X un espacio de Banach dotado de una base Schauder {e j fEN K c Xes

relativamente compacto si y sólo si:

1- K es acotado.

2- Ve > 0; 3n(E) E N tal que si n > n(e) entonces Sup 4k ek <e donde
XEK k=n

es la representación de x en la base de Schauder.

Demostración:

(=) Sea K c X relativamente compacto, donde X tiene una base de Schauder. Por

proposición 1.2.14. K es totalmente acotado.
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Dado c = 1 existen x,,x2,...,xn E K tales que K c UN(xk ,1) . Sea h el máximo de
k=l

ki — x. Il para i 1,..., n; j =1, ..., n. Ahora, escojo x, y E A cualquiera, por lo tanto

x€N(xl ,I), yEN(xf ,l); para ciertos i,j.

Luego IIx—y1Slfx—x; 1I+IIy—x,I1<—Ifx—x,JJ+lly—x 11+Jlx, —x11 <2+h. 	Así K es

acotado.

n
Dado s > 0 existen xl ,..., xp E K tales que K c UB(x h ,E) . Sea x E K, entonces

X E B(xh ,, e) donde h' E {l, 2,..., p} es decir que ix — xh . I < c .

n-I

Por otra parte, existe no (E) tal que si n >_ n(e) Z ^k ek — xh < c para h = 1, 2,..., p.
k-1

^ n-]

Entonces si n >— n(E) l tkek =X-1 ^kek

k=n k=l

n-1 n-I n-3

Z^k
e
k = l ^k 

e
k — ^kek + Xh. — E k ek + x — xh . por lo tanto

k=n k=1 k=1 k=t

4ek S If P _, (xh ) — P  (x)I J + e + e <— (M + 2)e para una oportuna constante
k=n

positivaM 9 ; esto asegura que se cumpla la segunda condición.

9 M > 0 tal que para todo n I1P (x)lI 5 M I k1I , véase la proposición 4. ! .14 de Megginson
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Note que para obtener c en la desigualdad, se parte de -o = £ > O.
M+2

(z) Primero observe que el vector que aparece en la norma en (2) es precisamente

„-1

x - ^k ek . Por esto si L > 0 es una cota de jlxlf en K, además si tomo E > 0 y n
k=1

como un número natural oportuno tal que n = max €n(c), n(1)} entonces resulta que para

todo x E K, l^k e k <- L+l.

k-3

Si b es el cuerpo de los escalares, se considera la base usual de V' y la norma

n
II( , ,..., n I kek . La bola cerrada de centro el origen y radio L +1 en q n es

k=l

compacta (por ser de dimensión finita el espacio). La aplicación de c0" en X definida

n n

por ( ...  ) -+ ^ ^k e k es continua; por lo tanto su imagen K, = { x K / x = ^k ek }
k-1 k-1

también es compacta.

m

Dado E > 0, sean x` ,..., xm E Kn tales que K,, c U B(x ` , c) . Entonces si x e K,

r=l

n n

como ^k ek <_ L + 1 también k E Kn y por lo tanto para un índice 1 < 1 <m,
k=I k=3

n J n n
Z k̂ e k E B(x` , e). Pues bien Ilx — x ¡ I < x- 1 e, + x '-1 ^le, < 2c.
k-1

4itt

!-1 1=1
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m

Esto asegura que K c JB(x ` ,2e) y por la arbitrariedad de E se concluye que K es
r31

relativamente compacto. a

2.4.3. Ejemplos de Espacios de Banach con Base de Schauder.

Durante mucho tiempo se pensó que todo espacio de Banach separable X poseía una

base de Schauder hasta que Per Enflo demostró lo contrario.  Lo cierto es que todo

espacio de Banach con base de Schauder es Separable.

A continuación presentamos algunos ejemplos de espacios de Banach que poseen base

de Schauder.

1. Espacios de Hilbert Separables.

Un espacio de Hilbert es llamado separable si contiene una sucesión completa

ortonormal. Es decir, todo elemento de x en el espacio de Hilbert puede ser

representado por x = (x, xn )X„ con {x} ortonormal completo.

Como ejemplos de espacios de Hilbert Separables podemos mencionar el espacio

L2 Q—.,,rD y el espacio L2.
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2. Base de Schauder de C[a,b].

En C[0,1] se define {s n }n a de la siguiente manera:

So(t) = 1 s,(t)=t Si n >_ 2 y para me Z tal que 2 m- ' <n<_2m

2m t_^
2n-2 41
2m

sn — 2m t_( 2
2m 

1 
_lj

si 
2n-2 

—1 <t < 
2n—1 

—1
2 m 2"

si 2n 2m 2m —1

0 para cualquier otro valor

Fig. i. Términos de la clásica base de Schauder.

La siguiente gráfica ilustra el comportamiento de ;, o sea los primeros términos de la

clásica base de Schauder para C[0,1]

sp(t)
si (t)

i
sa(t} 83{i}

s5
(^) 86(f) 57(f)

I

1 1

t

9s(^)

1
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Sea f e C[O,I]. Definimos {p„} ' en C{0,1j así:

Po = .f (0)So

PA = Po + (.Í( 1 ) —p0(1))s,

Pz = P, + (f(2) — P, (2))s'z

P3 =Pz+(.f(!)—P,(4))s'3

P4 ^P3 + (f (4) p3 (4))s,

Ps =P4+(.f(g)—p4($))S5

P . =p
5
 +(J(3)—p5(—))s6

5 5
P, = P& + (f(g) —p,($))s7

p8 = p, +(f(g)— p7 (
7

—))s5 ; así sucesivamente.

Entonces po es la función constante que coincide con f en 0, mientras que p,

coincide con f en 0 y 1 e interpola linealmente entre ellos, pz coincide con f en 0, 1 y

e interpola linealmente entre ellos y así sucesivamente; es decir que las pn son

poligonales sobre los puntos de abcisa de la forma n , i _< m 5 2", apoyados en la

gráfica de la función f.

Para cada entero no negativo no negativo n, sea a,, el coeficiente de sn en la fórmula

p11 . Entonces pm =
as para cada m .

n=o
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Por la continuidad uniforme de f se tiene que lim en ¡¡pm — f If . = 0 y por lo tanto

J = ansn
n=0

w

Ahora sea { 16, ñ 0 una sucesión cualquiera de escalares tales que f = z /3s.
n—o

Entonces (a —/3)s 0 de allí a t =0,1,—,—,—,---,—,
1 ] 3 1 3

ntonces ( „—/^) 	{ n—/)sn(t)=0 donde  
„_o „-0 24488

g, &,.... Así an =¡.3 para cada n. Por lo tanto existe una única sucesión ^y^ de

escalares tales que f = I y„sn y así la sucesión js„}ñ o es una base para C[0,l] .
n=o

2.4.3.1. Teorema.

Sea una sucesión {x„} en un espacio de Banach X tal que:

(1) xn ^ 0 para toda n e N.

m m1

(2) Existe M tal que a„xn <_ M ^a^x„ con m m2 e N; m, <_ m2 y
n=i n=l

al ,..., aM2 E F .

(3) [{x:nEN}]=X.

Entonces {x„ es una base de Schauder de X.
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Demostración:

Sea {x, } una secesión que satisface (1), (2) y (3). {,3n } y { yn } sucesiones de

escalares tales que 1 /3nx, y ynxn convergen al mismo límite, por lo que pasando al
n n

límite resulta por (2) 1 Q — y
i 

IIIx, 11 5 M
/„

xn — ynxn y ,^3, =y. . De esto se sigue por
n n

inducción que ,U,, = y, para cada entero positivo n. Así, para x E X existe a lo sumo

una sucesión {a n } de escalares tales que x = j anxn.
n

Para cada entero positivo m y cada sucesión finita no nula de escalares, sea

m

pm (ran x) = an xn ; de (2) se sigue que cada pm es un operador lineal acotado para
n n-1

({xn : n c N}) sobre ({x,,..., x } ^ teniendo una norma no mayor que M. pn tiene una

extensión lineal acotada P de X sobre {{xx : n e N` » con norma no mayor que M 10.

Para cada xcX, yE({xn :nEN}) y mE N ,

II
P

m
x
-

x
Jl < IP x-P y l +RI P 

y - y
Jl +ll

y
 - XII

IIP1
x -x II < (M + 1

)Ilx - yII ^IIP -yII

Escogiendo m finito o infinito se demuestra que lim Supm JI 1x — xI J S (M + 1) IIx — y1I

para cualquier x E X, y E ({x„ : n e N}) . Como y es un elemento arbitrario de un

1
°
 
Para más detalles ver Teorema 1.1 .4 de An Introduction to Banach Space Theory. Robert E. Meggison.
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subconjunto denso de X, entonces lim Sup,n I
V

m x — xl i = 0 cualquiera que sea x E X,

esto es, lim,,, P x = x para cada x en X.

Fíjese xen X y sea a, tal que Px = a,x, . Ahora PPPy = Py para cualquier y en el

subconjunto denso ({ xx : n E ÍY}^ de X. Así PP, = P1 . Por Io tanto, existe un a2 tal

que Pz x = aj, . Precediendo por inducción se obtiene la sucesión de escalares

{a„} tal que Px=^ n 1 a,x„ para cada m, así x=limr Px=^ n an x .

3. Base de Haar para L^ [0,1 J .

Sea 1 <p < c. Se de fine la sucesión {h. 1 en L, [0,1] como sigue:

h1 =1 en [oj)

h, =Oen1

1 si 2n-2
I—1—<t< 2n—

—i
2m 2m

hn (t) = -1 sl 2
2m 

I 1 <t < 1
2m

0 en cualquier otro lado; para n ? 2, m E Z y 2'n- ' <a s 2'
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Fig. 2: Términos de la base de Haar.

La siguiente gráfica ilustra el comportamiento de h; es decir, los primeros términos

de la base de Haar para L [0,¡].

h(t)
S

1 L

hs(L)

I , x

4 I

h2 (L)
1

L

s I x

h0 (i)

1 1

3 1 t

a I 1

I I

h3 (t)

— x

h,{tl

I f 1

I I

h4 (t)

I I l

1 I

11-

L I

I

1 lx

Observe que hn es un múltiplo positivo de la derivada del correspondiente S n en

la base de Schauder de [o.!].

Sea {an } una sucesión de escalares, no y mo enteros positivos tales que n o >_ 2 y

2m -` < no <_ 2'. Además, 1 1 y I. son los respectivos intervalos

2n —2 2n —1 [2no—I_,,^no_,J.
-1, ^^-1)y mo n Sea a el valor constante de
 L

^: ah en 1^ v Iz . Por medio de cálculos elementales se muestra que

sP+tP-2
(IS+11i

 P > 0, donde s, t > 0 por lo cual se tiene que:
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P I P P

0l]
a

n hn
 — 

^ 
t a

n hn
 = í la+a p + la—a I , — la l^ ¡ rt^ ¡2

n1 n=1

` no I 'a +a ` +a—a Ip-2aI"
Va h 1 ^

a
 h =

na ^o

Q ^^
n n n n 2`

n=l re=l

Por lo tanto I ^ n - ] an hre <_ 1I1 n ^ an h I f n y así 111 m , an h, <_ 1I^ re ?, a Rhre JI p para
u'

cualesquiera m, , m2 E N y m, < m2.

n E N}) contiene la función indicador de todo intervalo diádico

n-1 n
— , 2„r ; 15 n <_ 2; o esa, que las funciones características de los conjuntos

n-1 n "
,cos 21 < n < 2m pertenecen al espacio generado por las funcionesdiádicos 2 m ;

de Haar ({hn : n e N». Lo cual se prueba por inducción. Observe que - Eo ]1 = h^ ;

también pertenecen a ({hn : n e N}) las características de los conjuntos diádicos

[oI) y ,1 pues x — 2 y x = 2 (1) (lo que
[o,2 ) 1z

constituye el paso crucial en la demostración).

Supóngase, en efecto, que todos los conjuntos diádicos hasta el orden m

pertenecen a (}hn : n C- N}) . Los conjuntos diádicos de orden m+ 1 se obtienen
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rn-1 n ) •dividiendo por el punto medio los anteriores, así a partir de
2m , 2 m J donde,

1 S n _5 2m es posible determinar k E N : 2m <k 5 2` tal que:

n1 n h n-1 n _hL') 
k X[2_] ^2m Zm ^ k (2)

[Zmi ' zm F] Z zm+i'2nr

donde k = n+2'' . Tomando todos los posibles valores de n se obtienen Ios 2m

conjuntos diádicos de la forma 1 2m_1 , 2m ] ;1 < n < 2m+,

Esto muestra que Ln [0,1 ] = [{hn : n NI ^, pues el espacio generado por las

características de los conjuntos diádicos es denso en L. Como cada hn :0 por el

teorema anterior {h„ } es base para L F, 0,11 .
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CONCLUSIONES

n Los Espacios de Banach son espacios vectoriales topológicos, por esto es de

esperarse que algunos resultados sean extensibles a éstos. Sin embargo hay que

tener en cuenta que además son localmente convexos.

n En los espacios topológicos localmente convexos el Lema de Mazur es válido,

pero sólo para caracterizar Ios conjuntos totalmente acotados.

• Los Teoremas de Ascoli-Arzelá y de Riesz-Kolmogorov sugieren que cuando los

puntos del espacio tienen propiedades especiales, los compactos serán conjuntos

cuyos elementos tienen estas propiedades de manera uniforme; pero nuestra

investigación progresó en este sentido sólo en el caso de los espacios dotados de

una Base de Schauder.
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