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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es el de caracterizar los conjuntos compactos de los
Espacios de Banach. Para ello, se parte de definiciones y propiedades de dichos
conjuntos en los espacios métricos y los espacios topologicos. Entre ¢llas: la definicién
por cubrimiento, la propiedad de interseccion finita, equivalencia entre compacidad y las
propiedades de acotamiento total y clausura. Dentro del analisis en los Espacios de
Banach se trata por separado los casos de dimension finita y de dimension infinita. En
los primeros la condicion de compacidad es la de ser cerrados y acotados. La propiedad
mas general asociada a la compacidad en espacios de Banach es la que se deduce del
Lema de Mazur: K es compacto si y solo si la cdpsula convexa de K es relativamente
compacta. En los espacios de Banach de dimensién infinita se presentan tres casos
especiales:1-El teorema de Ascoli-Arzela, 2-El teorema de Riesz Kolmogorov y 3-Los
que tienen base de Schauder. Para éstos sélo se requieren dos condiciones: ser acotados

Zé:heh X
A=l
Schauder clasica de C[O,l] y la base de Haar de L”[0,1]. Los resultados de Enflo limitan

este camino; pues él demostré que no todo espacio de Banach Separable posee base de
Schauder.

y que Sup

xek

< g para ser compacto, como ejemplo se presentan la base de

SUMARY

The objetive of the present work is to characterize the compact sets of Banach Spaces.
We start with the definitions and properties of these sets in metric and topologic spaces.
Among them: definition by open coverings, the property of finite intersection,
equivalence between compactness and the properties of totally boundedness and clousure.
Within the analysis in the Banach Spaces the cases about finite and infinite dimensions
are separately considered, the first case, condition of compactness is to be closed and
bounded. The most associated property to the compactness in Banach Spaces is the one
is deduced of the Mazur Lemma: K is compact if and only if the convex hull of K is
relatively compact. In the Banach Spaces of infinite dimensions there appear three
special cases: 1-The theorem of Ascoli-Arzeld, 2-The theorem of Riesz Kolmogorov
and 3-The ones that have base of Schauder. For these ones are only two conditions

Iz}

$hey — A
P

presented the classic base of Schauder of C[0,1] and the base of Haar of 1°[0,1]. The

results of Enflo limit this way since he demonstrated that not all Separable Banach does
have a base of Schauder.

required: be bouded and Sup

xek

<& to be compact; as example there is




INTRODUCCION

La propiedad m4s utilizada para caracterizar los conjuntos compactos es la definicion
por cubrimientos abiertos, en algunos casos resulta trabajoso utilizar este camino; por eso

es importante estudiar otras alternativas para caracterizar la compacidad.

Este estudio consiste en caracterizar los conjuntos compactos en espacios de Banach,
ya sean de dimension finita o infinita. Para ello se hace un estudio preliminar de estos
conjuntos, los compactos, en espacios métricos y topologicos, lo cual nos permite
conocer ciertas propiedades importantes que son aplicables a los espacios de Banach; ya

que éstos son espacios métricos completos.

El primer capitulo es dedicado al estudio en los espacios métricos y topoldgicos, esto
nos permite establecer un marco tedrico en el cual fundamentar nuestro trabajo. Dentro
de los conceptos tratados en esta seccion tenemos: la definicion de compacidad por
cubrimiento, la propiedad de interseccion finita, compacidad relativa, compacidad
secuencial, algunas equivalencias entre compacidad y las propiedades de acotamiento

total y clausura,

En el capitulo dos se circunscribe a los espacios de Banach, iniciando nuestro estudio
con algo de operaciones entre conjuntos compactos. La condicién mas general asociada a

la compacidad en espacios de Banach es la que se deduce del Lema de Mazur: X



es compacto si y solo si la capsula convexa de KX es relativamente compacta. Se

analiza por separado los casos de dimension finita de los de dimension infinita.

En los primeros la condiciéon de compacidad es la de ser cerrados y acotados. En

tanto que en los altimos se estudian tres casos especiales:

1. Elteorema de Ascoli-Arzela:
Nos permite demostrar compacidad relativa cuando se tienen las condiciones de

equicontinuidad y equi-acotamiento.

2. Elteorema de Riesz Kolmogorov.
Este camino nos permite probar la compacidad relativa en [7(R) a través de tres

condiciones. .97 es relativamente compacto si y sélo si:

a) Sup”f”p < 40
feF

b) lil‘[{} I [f(x+y’)—f(x)|pdx =0 uniformemente respecto a f € 7
¥ X

¢) Jim L‘)M | (x)lpdx =( uniformemente respecto a f e.%=

3. Los Espacios de Banach que tienen base de Schauder.
Durante un largo tiempo se creyo que todos los espacios de Banach Separables poseian
base de Schauder, de hecho fue uno de los problemas planteados por Steinhaus en el

Libro Escocés, en el afio 1941 y no fue hasta el afio de 1973 cuando Per Enflo construyé



un contragjemplo que hecho por tierra esta conjetura. Para los espacios de Banach con

base de Schauder s6lo se requieren dos condiciones para la compacidad: la de ser

1

She, — X
P

acotados y que Sup < g; pero los resultados de Enflo limitan este camino.

rek

Nuestro estudio finaliza con ejemplos de espacios de Banach que poseen base de

Schauder.
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CAPITULO1

COMPACIDAD EN ESPACIOS METRICOS

En este capitulo se introducen los conceptos generales sobre compacidad para
espacios topolégicos y espacios métricos, que seran Gtiles para el logro del objetivo
de este trabajo. Dentro de éstos se tiene la propiedad de interseccion finita, la
compacidad secuencial, el acotamiento total, entre otras. Ademas, se establece
ciertas equivalencias entre compacidad, compacidad secuencial, acotamiento total, la

propiedad de Weierstrass y otras.

1.1.  Conjuntos Compactos en Espacios Topologicos.

Iniciaremos esta seccion con la definicion de cubrimiento abierto que nos permite
introducir l1a definicién de compacidad por cubrimientos, la cual es una herramienta

utilizada con frecuencia para establecer la compacidad de un conjunto.

1.1.1.  Definicion.
Sea X un espacio topoldgico. Llamaremos recubrimiento abierto de un conjunto

Kde X alacoleccidn {G, } de subconjuntos abiertos de X tales que K < U, G, .



1.1.2. Definicion.

Un espacio topologico X es compacto si para cada cubrimiento {G } de X por

conjuntos abiertos G,, existe una subfamilia finita {G],...,G"} que cubre X ; es decir tal

que X =LHJG‘ .
i=1

1.1.3. Definicion,
Se dice que un subconjunto K de un espacio topolégico es compacto si provisto

de la topologia inducida es un espacio compacto.

1.1.4. Definicién. (P.LF.)
Una familia & de subconjuntos de X tiene la propiedad de interseccion finita si la

interseccion de cualquier subcoleccion finita de £ es no vacia.

1.1.5. Proposicion.
(X,7) es compacto si y sélo si cada familia & = {E.}_, de subconjuntos cerrados

de X con la propiedad de interseccion finita tiene interseccién no vacia.

Demostracion:

!

Sea X un espacio topologico. Si {£]  es una familia de conjuntos cerrados

en X que tiene interseccion vacia entonces { X —E /iel} es un cubrimiento



abierto de X, pues U(X—Ef)=X—(nE,] =X . Por la compacidad existe un

ief iel

subcubrimiento finito {X—E,I,...,X—E,n} y entonces (Y, E, = ¢. Asi {E}

i

. . . ., o1
no tiene la propiedad de interseccion finita .

En el otro sentido, si X no es compacto existe {£,,ie I} cubrimiento abierto
que no se puede reducir a uno finito. Sea & = X-G,, ie/. Claramente
£ = {é,ie]} tiene [a propiedad de interseccion finita pero [1& = ¢, lo cual

contradice nuestra propiedad inicial. )

1.1.6. Proposicion.
Sea (X , 7:) un espacio topologico compacto, X < X . Entonces:

1) Si K es cerrado entonces K es compacto.

2) Si X esde Hausdorffy K es compacto entonces X es cerrado.

Demostracion:
) Sea {X,7) un espacio topologico compacto y {G,} un cubrimiento abierto de
K. Como KX escerrado entonces X — K es abierto. Llamaremos G=X-K,ala

familia formada por G y los conjuntos {G } es un cubrimiento abierto de X . Asi,

! Son equivalentes las afirmaciones: (£,) tiene lap.if. = g, # ¢ y né‘,. =¢ = 3g,....,&,tal que

ﬁgr=¢



existe un nimero finito de G, talesque X < G {J UG, pues X es compacto, pero

ademas K cUG, yaque KcGUUG, y KnG=¢. Luego K es compacto.

2) Sea X un Hausdorff, K c X compacto. Si K =X entonces es cerrado.

Sea K#X y xe X—K. Paracada g K existe un abierto ¥, y otro U, tales

que aeV,, xeU,y U.NV,=¢. {V,}..r esuncubrimiento abierto de K, por

esto existen a,,...,a, € K tales que K CUVG,. =V. 81 U= nUm ; xelU donde
i=1

i=1
U esabiertoy U K =¢. EntoncesUc X —K yasi X —K es abierto por lo que

K es cerrado. L

Esta propiedad es vélida en los espacios métricos ya que todo espacio métrico es

un espacio de Hausdorff.
1.2, Espacios Métricos Compactos.

En esta seccion iniciamos con la definicion de compacidad relativa y se establecen

ciertas equivalencias utiles para el desarrollo del presente trabajo.

1.2.1. Definicion.
Sea (X , d) un espacio métrico K < X no vacio, K es relativamente compacto si su

clausura es compacta.
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1.2.2. Definicién.
Sea (X.d) un espacio métrico o topologico. Se dice que K c X tiene la

propiedad W, o propiedad de Weierstrass, si todo subconjunto infinito de K tiene un

punto de acumulacién que pertenece a K.

1.2.3. Definicion.
Sea (X ,d) un espacio métrico, X es secuencialmente compacto si toda sucesion de

puntos de X admite una subsucesion convergente.

1.2.4. Proposicion.

Sea (.X,d) un espacio métrico. Las siguientes propiedades son equivalentes:
) (X,d) tiene la propiedad de Weierstrass.

2) (X.d) es secuencialmente compacto.

Demostracion.
(1=>2) Sea (X,d) con la propiedad de Weierstrass, o sea que todo subconjunto
infinito de X tiene un punto limite. Sea {x,} una sucesion arbitrariaen X . Si {x, }

ttene un punto que es infinitamente repetido entonces tiene una subsucesion constante

que es claramente convergente. Si {x,} no tienc puntos repetidos infinitamente,

entonces el conjunto K de puntos de esta sucesion es infinito. Pero por hipétesis
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asumimos que el conjunto K tiene un punto limite x v asi es facil extraer de { x, } una

subsucesion que converjaa x. Luego X es secuencialmente compacto.

2=1) Sea X un espacio métrico que es secuencialmente compacto.

Demostraremos que un subconjunto infinito K de X tienen un punto limite.

Como K es infinito, una subsucesion { x, } de puntos distintos puede ser extraida

de K. Pero por hipdtesis X es secuencial mente compacto, asi esta sucesion tiene
una subsucesion que converge a un punto x. Ademas, x es un punto limite del
conjunto de puntos de la sucesion, por lo tanto este conjunto es un subconjunto de X .

Luego x también es punto limite de X. -

1.2.5. Definicion.

K« X es totalmente acotado si para cada ¢ > 0 existe F < K finito tal que

Kc UB(x,s).

xeF

1.2.6. Proposicion.

Sea {.X,d) un espacio métrico, K c X se tiene que:

1) Si K es totalmente acotado entonces X es totalmente acotado.

2) Si K estotalmente acotado y B K entonces B es totalmente acotado.
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Demostracion:

1} Sea K totalmente acotadoy €> 0. Existe F c K finito tal que K UB(x,g).

xel”

Luego K c UE (x,g) . Por otra parteE (x,g) C B(x,s)2 por lo tanto Kc UB(x,e)

xel xel

y asi K es totalmente acotado.

2) Sea K totalmente acotado y Bc K. Dado ¢ > 0, existe un conjunto finito
. £ " £
Z:Zys.n2, € K tales que KCUB(ZHE) de donde BCUB(Z*’E) para un
k=1 k=1

n< p, luego de haber desechado las esferas que no contienen puntos de B y haber

reordenado las z, si es preciso. Por cada £=1,2,..,n tomemos un punto

£
Y eBﬂB(z&,—z—) y consideremos la esfera abierta B(x,,¢). Luego si

VyeB(zk,g); d(y,x,)<d(y,z;)+d(x,,z,) <& , es decir yeB(x,,£) 0 sea

B(zk,g) c B(x,,g) paracada £k =1,2,...,n.

Deallique Bc UB(xk’,g) paracada x,x,,....x,. Porlotanto B es totalmente
k=]

- & £ £
P ye B(x,—)=dx, eB(x,E):xn >y Vn:d(x,xn)<5
2

£
= limd(x,x,}=d(x,y) < 5 = y € B(x,¢)
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acotado.

1.2.7. Proposicion.

Sea (X ,d) un espacio métrico, K < X compacto entonces K es totalmente

acotado.

Demostracion.
Sea K compacto y supongamos que ho e¢s totalmente acotado. Existe entonces

£>0 tal que K no puede ser cubierto por un numero finito de bolas centradas en

puntos de K y deradio .

Por esto si a €K, K&B(a). Si a,eK\B.(a), KB (a)UB.(a,)..

H
Supdngase que se ha escogido a,€ K, entonces KgUBE(ak). Sea entonces
k=t

n
a, €K —UBg(a,(). De esta manera se define una sucesion {an}en K. Asila
k=l

sucesion {an} en K no posee ninguna subsucesion convergente lo cual contradice

nuestra hipétesis, respecto a la compacidad. Por tanto X es totalmente acotado. n

Aclaramos el hecho que {an} no posee subsucesion convergente en X , en efecto si
para alguna subsucesion de {a,}, que por simplicidad supondremos ser ella misma,

a, > a entonces dado S, (@) existe n,: n2n, con a,€B,(a) ysi nm2n, ;
2 2



a,.a, € B (a)de alli que d{a,.a,)<d(a,,a)+d(a,a,)<e porlotanto a, < B,(a,)
2

y a, € B.(a,) lo cual contradice el hecho que o bien a_ ¢ B.(a,) 6 a,¢B(a,).

1.2.8. Proposicion.
Sea (X ,d) un espacio métrico, K < X secuencialmente compacto. Entonces K

es totalmente acotado.

Demostracion:

Sea K c X secuencialmente compacto y sea € > 0. Escogemos unpunto a, €K y
considero la esfera abierta S (a,). Si esta esfera abierta contiene todos los puntos de
K entonces asignando F={a} en la definicion 1.2.5 K resulta ser totalmente
acotado por la arbitrariedad de €.  Si hay puntos fuera de §,(g,), sea a, uno de estos
puntos. Considere ahora el conjunto S, (a,)US, (a,), si esta union contiene todos los
puntos de K ysi F = {a,,az} entonces K es totalmente acotado por la arbitrariedad
de e Continuando en esta direccién, donde alguna uni6én de la forma
S (a)US (a)U... US.(a,) contiene todos los puntos de K y tomando
F ={a,,a,,...,a,} resultara como antes que K es totalmente acotado. De esta forma,
al continuar con este proceso indefinidamente tenemos que la sucesion
{a,a,,..,a,,.} es una sucesion que no posee subsucesién convergente; lo cual

coniradice nuestra hipotesis. Asi K es totalmente acotado. n
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1.2.9. Definicion.

Sea (X,d) un espacio métrico, un namero real a>0 es llamado un nimero de
Lebesgue de un cubrimiento abierto {G,}, si cada subconjunto de X cuyo didmetro es

menor que “a” esta contenido en algin G, .

1.2.10. Lema de Lebesgue.
En un espacio métrico secuencialmente compacto, todo cubrimiento abierto tiene un

nimero de Lebesgue a.

Demostracion:

Sea X un espacio métrico secuencialmente compacto y sea {G;} un cubrimiento
abierto. Diremos que un subconjunto de X es grande si no esta contenido en ningin
Gi.  Si no hay conjuntos no grandes, entonces cualquier nimero real positivo sirve
como un nimero de Lebesgue. Asumamos que existe un conjunto grande y definamos

a’ como el extremo inferior de los diametros de los conjuntos grandes.

Claramente 0<4' < +w. Es suficiente mostrar que a' > 0 porque si @' =+
enfonces cualquier nimero >0 puede tomarse como “@” en la definicién.

Supongamos que &' =0 y deduciremos una contradiccién de este supuesto.



Todo conjunto grande tiene al menos dos puntos. De a'= 0 deducimos que para
- . . 1

cada entero positivo #», existe un conjunto grande B, tal que 0 <d(B,)<—. Ahora,
n

tomamos un punto x, en cada B,. Como X es secuencialmente compacto, la
sucesion {x”} tiene una subsucesion {x;}que converge a algun punto x en X . El

punto x estara en algin G, en nuestro cubrimiento abierto y como G, es abierto; x

es el centro de alguna bola abierta S, (x) contenidaen G, .

. . F . :
Sea §,(x) una bola abierta con radio 3 Como x, —» x, entonces x, €S, (x) a
2 2

. g 1
partir de un indice. Sea n, uno de estos enteros tal que —< Entonces

-
n, 2

d(B, )< L< g y B, <35,(x)<G, . Lo cual contradice el hecho de ser un conjunto

¢}

grande B, . n

1.2.11. Proposicion.
Sea (X.,d) un espacio métrico, Kc X. Las siguientes propiedades son
equivalentes:
[) K escompacto.
2) K tiene la propiedad Weierstrass.

3) K essecuencialmente compacto.
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Demostracion:

(1= 2) Sea X un espacio métrico, K ¢ X compacto. Supongamos que K es
infinito y que no tiene puntos de acumulacién que pertenezcan a K. Asi, cada punto
de K es el centro de una bola abierta que no contiene puntos de K diferentes a este

centro.

La clase de todas estas esferas abiertas es un cubrimiento abierto, como K es
compacto entonces existe un subcubrimiento finito. Por esto K esta contenido en el
conjunto de todos los centros de las esferas en este subcubrimiento. Por lo tanto X es

finito, lo cual es una contradiccion. Luego K tiene la propiedad de Weierstrass.

(2=3) Sea K < Xcon la propiedad de Weierstrass. Sea {x,} una sucesi6n

arbitraria en K. Si {x,} tiene un punto infinitamente repetido entonces {x,} tiene

una subsucesién constante, la cual es convergente.

Si {x,} no tiene puntos infinitamente repetidos entonces {x,} que esta incluido en

K es infinito. Asi, por la hipétesis {x,} tiene un punto limite, por lo cual es ficil

extraer una subsucesion convergente.

(3=1) Sea K c X secuencialmente compacto y sea {G,.,ie]} un cubrimiento

abierto de X. Por el Lema de Lebesgue, este cubrimiento abierto tiene un niimero de

Lebesgue 4.
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o
Tomemos ¢ = 3— y usando 1.2.9 encontramos 4= {a,,az,...,an} tal que para cada

k=12,..,n setiene d(Se(a,)) <2¢ =%€<a.

Por la definicién de nimero de Lebesgue, para cada K podemos encontrar un {G, }
tal que S.(a4,) < G,, . Por lo tanto, todo punto de X serd uno de los puntos de S,(a,).

La clase {G,,] ,G,2 ,...,Gj" 1 es un subcubrimiento finito de {G,} . Asi, K es compacto. u

1.2.12. Definicion.
Se dice que un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy en €l es

convergente.

1.2.13. Proposicion.

Sea (X.d) un espacio métrico completo, K < X entonces las siguientes
propiedades son equivalentes:
1) K es compacto.

2) K escerrado y totalmente acotado.

Demostracion:
(1=2) Sea (X,d) un espacio métrico completo, K ¢ X compacto por 1.2.7 se tiene

que K es totalmente acotado. Ademas, como todo espacio métrico es de Hausdorff

por 1.1.6 entonces X es cerrado
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(2=>1) Sea (X.d) un espacio métrico completo, X c X cerrado y totalmente

acotado.

Sea {x,} una sucesion en K. Siun elemento de ella se repite un niimero infinito

de veces, ella contiene una subsucesion convergente ya que contiene a una subsucesion

constante y no habrifa nada que probar.

Supongamos que K es totalmente acotado, existe £ < K finito tal que

K c UB,(x). En una de las bolas B/(x), xe / hay infinitos términos de la

xel

sucesion {x,} ysea K, =K B(x') donde K, es infinito.

Como K, < K es totalmente acotado, por lo tanto existe F, finito con F, c X, tal

que X, c U B (x).

xefy 3

Como K, es infinito, en una de las bolas, sea B,(x}, hay infinitos términos de la
2

sucesion; ahora escojamos K, = K,nB,(x).  Procediendo de esta manera se
2

construye una sucesion de conjuntos {K } tales que para toda »n, K, contiene

n

infinitos términos de la sucesion original y X,,, < K, ¢ K para todo #.
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Como todo conjunto K, contiene infinitos términos de la sucesion, es posible

seleccionar paracadan, x, talque x, € X,, % <k,,,.

{x, }es una subsucesion de la original; y ademas es de Cauchy; en efecto si n2>m,

x,x €Ky dx,x,)<diamK, sdiamBL(x’) para un x' ek o sea
2’"

d(x ,x )S-—l_-— y como __i__, —(. Esto asegura que la sucesion es de Cauchy.
n m 2m 1 2m 1 g q

Como el espacio es completox, - x€ X y como K es cerradoxe K. Por lo

tanto X es secuencialmente compacto y por ende compacto. =

1.2.14. Proposicion.
Sea (X,d) un espacio métrico completo. K — X es relativamente compacto si y

sOlo si es totalmente acotado.

Demostracion:

(=) Sea K c X un conjunto relativamente compacto y X un espacio métrico

completo.

La clausura K es totalmente acotada por ser K compacto, por 1.2.13; pero

K < K entonces por 1.2.6 K es totalmente acotado.
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(<) Sea K < X un conjunto totalmente acotado y X un espacio métrico completo.

Por 1.2.6 K es totalmente acotado, como K es cerrado entonces por 1.2.13 K es

compacto. Asi K es relativamente compacto. .

1.2.15. Definicion.

Sea (X,d) un espacio métrico, un subconjunto K de X esdensoenX si K=X.

Un espacio métrico es separable si posee un subconjunto denso numerable.

1.2.16. Proposicion.

Todo espacio métrico compacto es separable.

Demostracion:

Sea (X,d) un espacio métrico compacto, entonces para cada neZ” existe un

subconjunto finito F, < X tal que X = U B, (x) pues por la 1.2.14 X es totalmente

xel, g

acotado. Sea F = U F,, F es numerable por ser unién numerable de conjuntos finitos.

n

. . 1
F es denso en X, en efecto si yeX y &0, existe n,: —<g tal que

n,
]
X = U B-—{(x). Por esto, para un xe€f, ,ye B—I—(x) se tiene que
xEan n() nO
I |
d(y,x)<—<g,porlotanto F esdensoen X .

H,
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1.2.17. Propeosicion.

Sea f una funcion continua tal que f: X — Y donde X,Y son espacios métricos.

St K < X es un conjunto compacto entonces f(K) es un conjunto compacto en Y.

Demostracion:
Consideremos un cubrimiento abierto arbitrario de f(K) y mostraremos que se

puede extraer un subcubrimiento finito.

Sea {Ga} una coleccion de conjuntos abiertos en ¥ tales que f(X) cUGa

i

entonces: K < ' (F(K) < ' JG,) =l G-

Como f es continua, cada f~'((G,)es un conjunto abierto de X' .  Asi, la familia

{f"(Ga)} constituye un cubrimiento abierto de K. Por hipdtesis K es compacto,

existen entonces G,,G,,...,G, tales que Kch"(G,) lo cual implica

i=l

1 s Gy eJe.

Ahora, tenemos un subconjunto finito para el cubrimiento original de #(K) y de

esta forma f(K) es compacto. .



CAPIiTULO I

SUBCONJUNTOS COMPACTOS DE ESPACIOS DE BANACH
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CAPITULO IT

SUBCONJUNTOS COMPACTOS DE ESPACIOS DE BANACH

En el primer capitulo se consideraron los conjuntos compactos de espacios
topoldgicos y de espacios métricos. Ahora, se estudiaran los conjuntos en espacios
de Banach; pero como todo espacio de Banach es un espacio métrico completo, el
resultado obtenido en la proposicion 1.2.13 respecto a la equivalencia que existe entre

la compacidad y el ser cerrado y totalmente acotado es vaiida para esta seccion.

En lo sucesivo X denotara un espacio de Banach.

2.1. Operaciones con Compactos en Espacios de Banach.

En esta seccion se demuestra que las operaciones entre conjuntos compactos
producen conjuntos compactos y entre conjuntos totalmente acotados también
resultan conjuntos totalmente acotados. Ademds se demuestra el Lema de Mazur,

que es la propiedad mas general asociada a la compacidad.

2.1.1. Teorema.
Si 4, B son conjuntos compactos de un espacio de Banach X entonces A+ B es

compacto.
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Demostracion:
Sea A,B compactos en X y sea {z"} una sucesién en A+ B entonces
z,=x,+y, con x,€4, y,€B donde {x,} es una sucesionen 4 y {y,} es una

sucesion en B.

Como A y B son compactos existen {x, ten 4 y {y, jen B talque x, - a y

¥, —>bdonde ae 4 y be B,pues 4 y Bson cerrados.

Consideremos la subsucesion {z,} de {z,} entonces z, =x, +y, vy

z, > a+be A+ B, poresto A+ B es secuencialmente compacto y por 1.2.12 es

compacto. =

2.1.2. Teorema.
Si A4 es un conjunto compacto de un espacio de Banach X y Aun escalar

entonces A4 es compacto.

Demostracion:

Sea A c X compacto, 4 un escalary f,: X — X definida por f,(x)=Ax. f,

escontinuay f,(A4)=AA. Asiporla proposicion 1.2.17 14 es compacto. -
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2.13. Teorema.

Sea A4, B — X totalmente acotados entonces 4+ 8 es totalmente acotado.

Demostracion:

Sea A, B totalmente acotados. Dado £ > 0 existen F, c 4, F, < B finitos tales

que A < UBE(x), Bc U B.(y).

el 7 yely 7

Ahora, sea F={x+y/xek, yeF,}. Fes finito, subconjunto de 4A+8 vy

A+Bc UBE (z). Asi A+ B es totalmente acotado. =

zeF

2.14. Teorema.
Sca 4 < X totalmente acotado entonces A4 es totalmente acotado, donde Aes un

escalar.

Demostracion:

Sea A#0A4c X totalmente acotado entonces existen q,,a,,...a,€ 4 tales

que AcUB(a,(,g). Luego Aa,Aa,,..,Aa,€A4 y ademas AA cUB(ia,,‘Afs).
=

k=1

Ya que el radio es positivo. -

Otra herramienta para trabajar con los conjuntos totalmente acotados es la

siguiente:
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A es totalmente acotada si y solo si para cada € > 0, existe F < 4 finito tal que

K < F+B(0,6)=| | B(x,?).

xef

21.5. Lema de Mazur.

Si H es la capsula convexa’ de Kc X y K es compacto entonces H es

compacta.

Demostracion:

Sea H lacapsulaconvexade K c X y K compacto. Basta con probar que H

¢s totalmente acotada.

Dada una vecindad ¥ del origen existen:
(a) Una vecindad convexa W del origen tal que W+W V.

(b) Un subconjunto finito ¥ de X talque K Cc F+W .

La capsula convexa de F es compacta, en efecto co(F)= f(K,) donde

K, ={(£,6,,...6,)eR" /20, 1<i<n, Za;. =1} es un conjunto compacto de
i=]

R”; porque obviamente es cerrado y acotado y # = {xl,xz,...,xn} , fiR" > X esta

definida por  f(x) = f(5,.6,,....€,) =Z£ixi, f(K,)) es compacto. Por ello si
k=1

1 . . . . )
“ La capsula convexa de un subconjunto A de un espacio vectorial es el menor convexo que contiene a A y
se denotard co(A)
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co(F) es la capsula convexa de F entonces K cco(F)+W, pero co(F)+W es

convexo y contiene a X, por lo tanto contienc a H .

Asi H Cco(F)+W, como co(F) es compacta existe F, < co(F') < H finita tal

que co(F)c F, +W .

Luego H c (F+W)+W < F,+V ,dealli H es totalmente acotada. -

El resultado del Lema de Mazur es valido para los Espacios Vectoriales

Topologicos, en el sentido que H es totalmente acotado. Particularmente para los
conjuntos locamente convexos, pues en un Espacio Vectorial Topoldgico las bolas

B(0,&) se sustituyen por vecindades convexas de 0.

2.1.6. Corolario.

Sea K < X compacto entonces co(K) es totalmente acotada.

Demostracion:

Por el Lema de Mazur co(K) es compacto. Como co(K) cco(K) ¥ co(K) es

totalmente acotado entonces co(F) es totalmente acotada. =

2.1.7. Lema.

Sea K un subconjunto de un espacio de Banach X . K es relativamente com-
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pacto si y s6lo si co{K) es compacto.

Demostracion:

(=) Sea K relativamente compacto por lo tanto K es compacto y co(z) s

compacto. Por otra parte X K, de alli que co(K) co(}f) cco(K) y co(K) es

coimpacto.

(<) Sea co(K) compacto, como K < co(K) entonces resulta que Kc co(K) y

por lo tanto K es compacto, pues un subconjunto cerrado de un compacto es

compacto por proposicion 1.1.2. (1). Luego X es relativamente compacto. -

2.2. Espacios de Dimension Finita.

Solo nos referimos en esta seccion a la equivalencia entre la propiedad de un conjunto
de ser compacto y las propiedades de ser acotado y cerrado; para ello nos apoyamos en el

Lema de Riesz.

2.2.1. Proposicion.
En un espacio de Banach son equivalentes las siguientes proposiciones:
1} K <X acotado y cerrado entonces K es compacto.

2) X tiene dimension finita.
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Demostracion:
(1)=2) Supdngase que todo subconjunto Kde X cerrado y acotado es compacto y

quedim X =c. Sea x, de norma I, este x; genera un subespacio cerrado propio X, de

dimension 1 de X. Por el Lema de Riesz' existe un x, € X de norma 1 tal que

x, —xfz0= 1 paratoda x € X y en particular |ix, — x,|| = l
2 2

Los elementos x,,x, generan un subespacio cerrado propio X, de X de dimensién

2. Por el Lema de Riesz existe un x, de norma 1 tal que paratoda x € .X, se tiene que

En particular Hx.j *xl” 2% y ”x3 - X, || > i

Procediendo por induccion, obtenemos una sucesion {x,} de elementos de X tal que

>

Ix, —x Es obvio que {x,} no tiene subsucesiones convergentes.

"

b | =

El conjunto X ={x_,ne N}es acotado y cerrado’. Esto contradice la compacidad de
n p

K. Porlotanto ladimensionde X es finita.

* Kreyszig, Edwin. Funcional Analisis with aplications. Pag. 78.
*Como K no tiene puntos de acumulacion es un conjunto cerrado.
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(2)=(1) Sea dimX =n, Kc X cerrado y acotado. Ademds, {ee,,....e,} una base
de X y {x,} cualquier sucesién en K. Cada x tienc una representacion

x, =E™e +.+E e

Como K es acotado, {x,} también lo es entonces |x,| <% para k>0 y para todo

meN

Por otra parte existe ¢>0 tal que para todo x€ X, || czn: |§ jl; para mas detalles
J=1

ver Lema 2.4.1 del Kreyszig®.
Asi k2], [ =[S Ee |2 3 le].
=1 J=l1

Por lo tanto la sucesién de niimeros {§j”’)}dondej es fija, es acotada y por teorema de
Bolzano-Weierstrass tiene un punto de acumulacion & con 1< j<n. Osea {£"} tiene
un punto de acumulacion &, {&'”’} tiene un punto de acumulacién & y asi

. 7 . e
sucesivamente’.  Luego {x,} tiene una subsucesion {z,} a la cual converge a

4
z= Z;’ s, ycomoKX es cerrado, ze K. Esto muestra que Ia sucesidn arbitraria {xm}
J=

de K tiene una subsucesion convergente en {x }. De alli es compacto. -

® Kreyszig, Edwin. Funcional Anlisis with Applications. Pag. 72.
7 Esto produce un proceso en el cual se puede extraer una subsucesion convergente de {?;J-("’)} para los j=m.
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2.3. Caracterizacion de Subconjuntos Compactos en Espacios de Banach de

Dimension Infinita,

En esta seccion centraremos nuestra atencién respecto a los espacios de dimensién
infinita; utitizando tres herramientas basicas:

I. Elteorema de Arzela-Ascoli para Ca,b].

2. El teorema de Riesz Kolmogorov para I7(R).

3. Las bases de Schauder.

2.3.1. Definicion.

Una familia de funciones #= { f:4—Y,donde Ac X; X e ¥ son espacios
normados} es equicontinua si para cada € >0, 35>0 tal que |f(x)-f(¥)<e si

x,yedy|x-y|< paratoda fe 7

2.3.2, Teorema (Arzela-Ascoli)

Un conjunto U ¢ C[a,b] es relativamente compacto si y solo si es equi-acotado y

equicontinuo, esto es, si existe una constante M tal que [lg], = $yp|p| < M para toda
[a.5]

pelU y para todo £>0 existe 6>0 tal que si x,x'€[a,b] y x—x|<dJentonces

lp(x)— (x| <&
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Demostracion:

(=) Sea U relativamente compacto, entonces U/ es totalmente acotado. Luego

existen @,9,,...0, €U tal que U c UB(gp, J). Si pelU entonces i/ g€ B(p,.1)

i=1

asi lp—@,|_ <1. Por lo tanto

"‘p“m S “gp{ “U‘ + ]
lp|, <max|p,|_ +1=A donde M =max|p] +1.

Asi U es equi-acotado.

Ahora probaremos que es equicontinuo. Dado >0, existe ¢,,¢,,...,¢

"

tal que

UcJB@.e) .

i=1

Si  @el entonces existe i tal que @€ B(p,,¢) de alli
lo(x) — ()] < jp(x) — 0,2+, (x) — 2, ()] +[e (1) — 2, ()
<2+ lp,(x) -9, ().
Como cada ¢, es uniformemente continua, para cada 7existe un &, tal que |x - y| <d,;
implica que |p,(x)—@,(»)|<&. Si §=min(8,,8,,..6,) y {x—y/ <5 entonces para

fodo 7,

p,(x)—@,(»)| < &; por lo tanto |p(x)—p(y)| <£. Asi U es equicontinuo.

(<) En el otro sentido, se U equi-acotado y equicontinuo. Demostraremos que U es

relativamente compacto. Sea G =[a,b], como (G es un subconjunto compacto de un

espacio normado X ; existe una sucesion {x,},_, depuntosde G, densosen .
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Sea {@,},.n unasucesidnen U. Lasucesiéndepuntosde R o C, {g (x)}

nely

es acotada ya que ]qo,, (x, )I <l@s(l,, <M y por teorema de Bolzano-Weirstrass se puede

P
extraer una subsucesion convergente, denotese como {@,,(x,)},.x 0 sea
¢1,l(x1)s¢1,2(x|)a¢91,3(x1)a---=¢|,n(x1)s---; donde |ine, ,(x)=p(x))

n—m

P

La sucesiéon {@ ,(x,)}, .y es acotada ya que (gp,,"(xz)‘s L SM yporel

teorema de Bolzano-Weirstrass se puede extraer un subsucesidn convergente, dendtese
como  {@,, (x;)},n 0 sea  9)(x,),0,,(%),0,:(%),...0,,(x,),...; con

limP2.(%)=9(x,) y asi procedemos sucesivamente. Pero {g, (x)},, también

n—ow

converge y su limite es p(x,) ya que {p,,(x )}, s una subsucesion de {p,,(x)}, .\’

pues si una subsucesion converge su subsucesion también converge y al mismo limite.

De esta forma se ha creado un proceso de diagonalizacion en la que puedo extraer un

subsucesion de {@, (x,)} Hacia alla encaminamos nuestro esfuerzo.

ineN "

Q)],l(‘xl)’g’l‘Z(xl)’gol,}(xl)’""qpl,n('xf)’"‘ con 1im(0.‘,,(xl)=¢(xl)

o0

Q’z,l(xz)agoz,z (x2)9¢2!3(x2)""9 g’z,n(xz):--- con lim?z,n(xz) = '{0(—’52)

n—»0

@5.4(%2) 03,(X3), 05 3(5), 0, 03, (X3),... CoON lim®..(%:) = @(x;)

H=—»c0

¢n,1 (xn)! qpn,Z (xn)’ qonj (xn)’“" ¢n,n(xn)"" con ﬁmq)n,n(xn) = q)(xn)

n—»w
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Consideremos la subsucesién  {p, .}, .. Para cada i, ¢, (x)—>0(x).

Demostraremos que {@, ,},.x s una sucesion de Cauchy en C[a,b] = C(G).

Dado £>0, existe §>0 tal que para todo pel/ si ]x—y[<5 entonces

|¢(x)—¢(y)|<§ pues U es equicontinuo. Como {x,.} es denso en G y G es

compacto, existe i, tal que G < UB(x,.,5).

i=l

Sea x e G entonces paracada i, 1</ <,

P (X) = Py ()] € |0, () =, , GO+ 10, (%) = @ (5| + |0 (3,) — ()]

S%€+
3

®,,(x)-o,,(x )l para cada i, N,: n,mzN,. Entonces

qon‘"(x,)—gom’m(x,)( < %, tomemos N = max{Nl,Nz,...,N }si nmzN.

]

Asi

(X} =0, (x)| <¢ por lo tanto |, (x)-9, (x)”m — 0. Como el espacio

es completo la sucesion {(;pn n} converge, con lo cual U es relativamente compacto. ™
> N

ne

UNIVERSIDAD DE PANAMA
BIBLIOTEQA
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2.3.3. Observacion.

Sea C(R) el espacio vectorial de las funciones de dominio R con valores en R (o

enC) continuas, convergentes a cero al infinito® y con la norma " f||=maﬁx| I (x)[.
R{=3.4

C(R) es un espacio de Banach. (Si {/, },., es una sucesion de Cauchy en C(R) que

converge a una funcion £, la cual es continua de
[/ G 1 () =, () + £,(x)|

VAC VAL

/()
£, (x)| <& +|/,(x)| para m,n>n(s)

pasando a limite para m —€ se tiene que | f (x)f <g+

fn(x){ Vn>n(e) y VxekR.

Fijamos #n>n(g) entonces

f(x)|<e para  [x|>8(g) y luego lf(x)<2¢ para
x| > 8(£)) ; por esto [, /(%) =0.

XD

2.3.4. Proposicion.

Un subconjunto .# de C(R) es relativamente compacto si y solo si es un conjunto de

funciones equi-acotado, equicontinuo y convergentes uniformemente a cero al infinito.

Demostracion:

En efecto, dado que C(R) es completo, .# es relativamente compacto si y solo si es

totalmente acotado entonces es acotado y por lo tanto existe M € R™ tal que ” f “ <M,

O sea lim f(x)=0
X—po0
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Vf €.7; ademas, VeeR” existe un subconjunto finito de %

Sea {f,,..../,} e-denso en . entonces existe S elfisn £, } tal que “f—f}.” <E.
Sea (f, (x)l<.9 para lx]>Mj(£); puesto que M (g)=max {M,(e),...,Mn(a)} se tiene
que jf(x)[é“f—fj“ﬂfj (x)'<2£ para [xl > M(g), por lo tanto .F es un conjunto de

funciones uniformemente convergentes a cero al infinito.

Finalmente |f(x')- f(x")|< ( f&x)~/f, (x')M £(x)~ fj(x"){+] f(x") = f(x")[

FG = Fen) < 2Alf = £+ 56D - £,6)|

en [— M(g), M (g)] la funcién £, es uniformemente continua.  Asi, existe J,(¢) tal que

Ifj (x')—fj.(x“)‘ <g para x',x"e[-M(s),M(¢)] con r—x< 8 (e).

Sea 6(¢)= min{c?l(g),...,é;_,(g)}. Ahora, si x',x"e [- M(g),M(g)] y |x'—x"| < (&)

resulta que |f(x")}~ f(x") <3¢ .

Si por ejemplo x'<-M(s) y x"e [— M) M (g)], fx’—x"l < &(g); ahora
L, = £, <, = £ (=M@ +f,(-M(e)) - £,(x")| <32y por lo tanto

tenemos que |/ (x") — f(x") < 5&.



38

Para terminar si x',x"< -M(g) entonces |fj (x")- £, (x")\ < |fJ. (x')|+ |fj (x")‘ y por lo
tanto | /(x")— f(x") <4 de donde lfx')- (x| <5¢ ¥x'x"eR, con

fx'=x"| < 5(g).  Luego hemos probado que ¥ es un conjunto de funciones equicon-

tinuas. .

2.3.5. Teorema (Riesz-Kolmogorov).

Sea I1<p<+w. Unsubconjunto .#de L°(IR) es relativamente compacto si y sélo si:

1. Sup”f”p <+
fel
2. lim _L[ fx+y)-f (x)'pdx =0 uniformemente respecto a f € 7>
0 R

3. Mlim L M[f(x)lpdx =0 uniformemente respecto a f € ¥

Demostracion:
L7(R) es completo para 1< p<+oo, F es relativamente compacto si y solo si es

totalmente acotado. Luego para todoseR ' existe un subconjunto finito

F:{f,,fz,...,fn} de .F tal que J'“CLHJB(f,,g). Por esto si fe 7, ”f"ﬂs”j:"p+£

i=]

par un i, por lo tanto || f|l< M si M = max“ﬁ”p +¢&, con lo cual se prueba (1).
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Fijemos £eR’, sea {f....f,} € # edenso en .7 M, eR"  al que

¢ 7, a0 <&, j=12un.

[¥[>44,

Supongamos que M =max{M,,.M,} . Sea f e.F; luegoexiste f, €{f,...[,} tal

que “f ~f ”,, < & ; ahora por la desigualdad de Minkowski se tiene:
[ Ilf(x)l”dx]p s[ fre —f,(x)ﬂpdxy +{ {7, (x)‘pde,,
|x>ps Lx|=Af [xf>0e

1 1

( ﬂf(x)l"dx]p <jr-7), +( 7, (x)lpdv}p <2e.
fx|=Af [x]=A1

De alli es valido (3).

Ademas, por la continuidad en media en Z°(R) existe &,(¢) tal que si |} >35,(¢)

r
entonces (ﬂfj.(x+y)——fj(x)rde <g  con Jj=12...,n 'y luego si

8(e) = min {8,(¢),...,6,(€)} setiene para |y]> (¢)

- [
7

[_ﬂf(x+y)—f(x)|pdx]ﬂ s(ﬂf(x+y)—.ﬂ(x+y)rdxj +[_ﬂfj(x+y)~fj(x)lp]p +
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( I (x)—f(x)l”dx]p

Sz“f_f.f“p te

<3e. Esto prueba el punto (2).

Inversamente, supongamos que es vélido (1), (2) y (3). Sea aeR" y pongamos

que 7, (f)(x)= ifaf(x+y)afy, xeR.

Sea l+ L =1 entonces por la desigualdad de Holder y considerando el teorema de
L pr

Tonelli y Fubini se tiene que

Y
ﬂJ
1

M)~ 1], < 2‘—( J[ [ ff(x+y)—f(x)|”dy]<2a)7dx]p
a 3

Ma(f)—f”p =( j-‘?l; fa(f(x+y)—f(x))dy

|

[M,(H -1, = [5% [’a[ﬂfm » —f(x)lpdx]dy] ’

1

Im,0H)- 1], < ﬁfép(_ﬂf(x +3) —f(x)F’de
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Por lo tanto, en virtud de (2) resulta que "M AN -f ”,, —)OO uniformemente respecto a

f €% Fijamos ahora ae R" y pongamos %, = {#,( /), f €7 }. Resulta entonces

aue: | (0] <5 G oy

| 7.0£)(x)] szia( [’aff(xw)fpay)”(za)”‘

| 7. (f)(x)| = : 1 ”f”p Luego %, es un conjunto de funciones equi-

(2a)”

acotadas.

Resulta que: |7( £ Xx") - (£ )(x") ] < 2]7 [ lFem - sy

|70 £)(x") - F )" < i( [ lfn- f(x"+y)|pdy)p (2a)”

|7 £)Cx) =70 £ x| szl—a[ [ G =) - f(t)!pdt)P

Por lo tanto .7, es un conjunto de funciones equicontinuas.

Ahora, fijamos un nimero arbitrario 5>0; por el teorema de Arzeld-Ascoli el conjunto

de las funciones %, ( /') / [~ 6,8] es relativamente compacto en C[-&,6]; luego fijamos

£eR" arbitrario, entonces existe un subconjunto finito {f, £;,.... f,}de %" tal que para
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toda feF existe f,e{f], ot} tal que Sup |7, (F)Ux) - % (f Nx)|< &

|x =3

Ahora
| 70~ (|2 = [ | 0D -7 S Y07 e+

[ 20 £¥0) -2 (£, 00| e

<[>
| 7)) -2 F)|5 <28-+ || 2 (£ XN x) -7 (f,)(x) |"dx

|x]>&

La dltima integral del altimo miembro se acota con

(| 7mify - 7|, € reo-£6) a!x)"+( flf,0- wza(f)(x)l”dx) SLE

EE Ix|>8

Asi existe a, e R" tal que | ?/ta(f)-f“p':a para 0<a<a, .

w>p [x|>d e

[ -1 ) [ﬂf(x)l”dx] [ﬂf @ J <& si8 >3(e) por (3).

Abhora, fijamos a < g, y resulta que:

(1,0 =7 )0 doy” < f, ol dr)? +( | 2 £, )(0)|" ) <26 para

|xj>8 |«]>o e

5>38'e).
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Esto prueba que el conjunto {#. ( f;); j=12,..,n} es e-denso en F; de cualquier

modo si se fija ae R" suficientemente pequefio.

Por otra parte “ W, (f)-f H , —>00 uniformemente respecto a f e # . Esto
a—0+

asegura que .# es relativamente compacto. o

Observemos que el teorema ahora demostrado es valido aunque L7(R) sea sustituido

por I7(A) para cualquier subconjunto 4 L-medible de R".

2.4. Compacidad en Espacios de Banach que tienen una Base de Schauder.

En un espacio de Banach dotado de una base de Schauder se dan condiciones
necesarias y suficientes de compacidad relativa. En general una condicion suficiente es
que el conjunto sea totalmente acotado, asi las condiciones que aseguran el acotamiento

total son condiciones suficientes de compacidad relativa.

Es necesario sefialar que en la definicion de conjunto totalmente acotado se puede
sustituir las vecindades de los puntos del conjunto por vecindades de puntos que no
pertenecen al conjunto, lo importante es que el recubrimiento se pueda hacer con

conjuntos de diametro arbitrariamente pequefio
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2.4.1. Definicion: (Base de Schauder).

Si un espacio normado X contiene una sucesion de puntos {e”} con la propiedad que
para todo xeX hay una Unica sucesion de escalares {a,} tal que

lIx — (e, +ae, +...+ ae,)

— 0 (con n—»c0)entonces {e,} es una base de Schauder de

o0
X . La serie Z:c:tke,r que tiene suma x sc Ilama la expansion de x respecto a {e,} y
k=1

o
se escribe x = Z a.e,
k=1

2.4.2. Proposicion.

Sea X un espacio de Banach dotado de una base Schauder {e,},_, , K< Xes
relativamente compacto si y s6lo si:
1- K esacotado.
2- Ve>0; 3dn(s)eN tal que si n=n(e) entonces Sup Zé’kek <& donde
xeK lg=p

Zfﬂen es la representacion de x en la base de Schauder.
n

Demostracién:
(=) Sea K c X relativamente compacto, donde X tiene una base de Schauder. Por

proposicion 1.2.14. K es totalmente acotado.
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Dado e = | existen x,x,,....x, € K tales que K < UN(x,(,l). Sea 4 el maximo de
k=1

Hx,. —xj“ para i=1,..,n; j=L..n. Ahora, escojo x,ye A cualquiera, por lo tanto

xeN(x,l), yeN(x,l); para ciertos i, ;.

Luego ”x—y”s”x—x,]|+“y—x,”2”x—x,.”+“y—xj"+“x,. —xj”<2+h. Asi K es

acotado.

i
Dado ¢ > 0 existen X5 X, € K tales que K c UB(xh,s). Sea xe K, entonces
=1

x € B(x,.,¢) donde A'e{l1,2,..., p} esdecirque [x-x,|<¢.

n=1 \
Z'fk € — X,

k=l

Por otra parte, existe n,(¢} tal que st n2n(g) <g para h=12,...p.

n=1

- .
Entonces si n>n(s) Y £ie, =x—-) Ee,
k=n k=]
o0 n-1 ) n-| n-1 )
D& =080 -y L +x, - & e, +x—x, por lo tanto
k=n k=l k=1 k=1

<[P (x)-P_ (x)|[+e+e<(M+2)s para una oportuna  constante

o0
Z &
k=n

positiva M °; esto asegura que se cumpla la segunda condicion.

® M >0 tal que para todo n "Pn (x)" <M "x” . véase la proposicion 4.1.14 de Megginson
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Note que para obtener & en la desigualdad, se parte de ¢, =

(«<=) Primero observe que el vector que aparece en la norma en (2) es precisamente

n-t
x—Y Fe,. Porestosi L>0 esunacotade x| en K, ademds sitomoe>0 y n

como un nimero natural oportuno tal que n= max{ n(e),n(l)} entonces resulta que para

todo xe K, el<L+1.

Si @ es el cuerpo de los escalares, se considera la base usual de ®" y la norma

kaek

La bola cerrada de centro el origen y radio L+1 en ®" es

|35

compacta (por ser de dimension finita el espacio}. La aplicacion de ®" en X definida

por (&,.....E, )—)Z@ek es continua; por lo tanto su imagen X, = {xe K/x= Zf,(ek

k=1

también es compacta.

Dado € > 0, sean x',...x" € K, tales que X, c UB(x’,e). Entonces si xe X,
i=l

como < L+1 también kae €K, y porlo tanto para un indice 1<1<m,

k=i

Z;&ek

k=1

e <2¢c.

Zn:é'}e i€ B(x',£). Puesbien “x —x’ﬂ £
k=1

"
x——Zf,e, +|x
=1
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Esto asegura que K < UB(x’ ,2€) y por la arbitrariedad de £ se concluye que K es
1=l

relativamente compacto. -
2.4.3. Ejemplos de Espacios de Banach con Base de Schauder.

Durante mucho tiempo se penso que todo espacio de Banach separable X poseia una
base de Schauder hasta que Per Enflo demostré lo contrario. Lo cierto es que todo

espacio de Banach con base de Schauder es Separable.

A continuacion presentamos algunos ejemplos de espacios de Banach que poseen base

de Schauder.
1. Espacios de Hilbert Separables.

Un espacio de Hilbert es llamado separable si contiene una sucesién completa

ortonormal.  Es decir, todo elemento de x en el espacio de Hilbert puede ser

representado por x = Z(x, x, )X, con {xn} ortonormal completo.

n=]

Como ejemplos de espacios de Hilbert Separables podemos mencionar el espacio

I}(-#.x]) yel espacio .



2. Base de Schauder de C[a,5].

En C[0,1] se define {5, }ee de la siguiente manera:

sy(0) =1 s,(t) =t Sin22 yparameZ* talque 2" <pn<2”

5, (1) = J 1-27 t—(zn_l-—iJ si 2n—2_l<t<2_n__]
2 2"

para cualquier otro valor

Fig. 1. Términos de la clasica base de Schauder.

La siguiente gréfica ilustra el comportamiento de $,, 0 sea los primeros términos de la

clasica base de Schauder para C[0,1]

[ 50(:) 5y (E)
1 lt :
t r i

1

L
az(t) 83(5) 34(t}
1 1 1
1

1

ss(8) sa(t) s7(t) 9a(t)
1 1 1 1
1 : 1

1

L)



49

Sea f e C[0,l]. Definimos {p,}>, en C[0,1] asi:
py =1 (0)s,

=0 +(f(l)_Po(l))Sl
= p (D= p s
p2 _p] 2 p] 2 2

p=p+(FH-p, (%))sj

4
p= (I~ PCs,
p= PSP
P= AU - B,
Py =P S = P,

=P, +(f (—;-)— 2 (%))s8 ; asi sucesivamente.

Entonces p, es la funcion constante que coincide con f en 0, mientras que p,
coincide con fen 0y I e interpola linealmente entre ellos, p, coincide con f en0, 1y

%2 e interpola linealmente entre cllos y asi sucesivamente; es decir que las p  son

poligonales sobre los puntos de abcisa de la forma ; 1<m<2", apoyados en la

grafica de la funcion £ .

Para cada entero no negativo no negativo n, sea ¢, el coeficiente de s, en la formula

i)
p,. Entonces p,_ =Zans" para cada m .
n=0
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Por la continuidad uniforme de f se tiene que lim, ” p.—f IL0 =0 y por lo tanto

Ahora sea {8,}"

o0
o una sucesion cualquiera de escalares tales que f =Zﬂnsn.

n=0

Entonces Z(aﬁ-—ﬁ”)sﬂ =0 de alli Z(an—ﬁ")sn(t)=0 donde t=0,1,l,l,§,—]-,§,
o par 24 488

57 . . . ., ®

PO Asi @, =3, paracada n. Por lo tanto existe una (nica sucesién {yﬂ}Fo de

escalares tales que f = ZO ¥,8, y asi la sucesion {s,}”  es una base para C[0,1].

2.4.3.1. Teorema.

Sea una sucesion {x,} en un espacio de Banach X tal que:

(1) x,#0 paratoda neN.

(2) Existe M tal que <M con m,meN; m<m, y

k)
D %,
=l

i)
D %%,
n=]

Ay, €F.

.. y

() [{x.:neN}]=x.

Entonces {x,} es una base de Schauder de X.
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Demostracion:

Sea {x,}una secesion que satisface (1), )y (3). {8} y {y,}sucesiones de

escalares tales que Z Bx, y Z ¥,%, convergen al mismo limite, por lo que pasando al

limite resulta por (2) |3 - y,||x || < M y B =y,. Deesto se sigue por

lz Bx,— D 7.,

induccioén que B, =y, , para cada entero positivo n. Asi, para x e X existe a lo sumo

una sucesion {e,} de escalares tales que x=Y a,x,.

"

Para cada entero positivo m y cada sucesion finita no nula de escalares, sea

D, (Z a,x) =Za,,x" ; de (2) se sigue que cada p, es un operador lineal acotado para
n n=i

({x,:neN}) sobre ({x,,....x,}) teniendo una norma no mayor que M. p, tiene una
extension lineal acotada P, de X sobre ({x, :neN}) con norma no mayor que M ™.
Para cada xeX, ye({x,:neN}) y meN,
12x = x| <|Bx = B+ |2,y = ¥+ ]y -2

| =2 < M+ D x =y +] £ 5]

Escogiendo m finito o infinito se demuestra que lim Sup, | P, x — x||<(M +1)[x - y

para cualquier xe X, ye({x" :neN}). Como y es un elemento arbitrario de un

'9 Para mas detalles ver Teorema 1.1.9 de An Introduction to Banach Space Theory. Robert E. Meggison.
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subconjunto denso de X, entonces limSup, ||P,x—x|=0 cualquiera que sea xe X,

esto es, lim,, P x = x paracada xen X.

Fijese xen Xy sea o, tal que Ax=ax,. Ahora PPy= Py para cualquier y en el

subconjunto denso ({xﬂ :neN}> de X. Asi FP,=F. Porlotanto, existe un «, tal

2 - . . . .y
que Px= E ,@,%, . Precediendo por induccion se obtiene la sucesion de escalares
n=

m

{@,} talque Px=)" ax paracada m,asi x=lim, Px=Y ax .

n={ 7

3. Base de Haar para L E [O,l] .

Sea 1< p<co. Se define la sucesion {A,} en LP[O,]] como sigue:

A =1 en [0,1)
h=0en I
(16 2222 <2
2-’" m
=11 s 2L <, 2
2" 2"
0 en cualquier otro lado; para n22, meZ 'y 2" <p<2”
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Fig. 2: Términos de la base de Haar.
La siguiente grafica ilustra el comportamiento de /4 ; es decir, los primeros términos

de la base de Haar para L p[O,l].

h1(f) 4; h’-z(t)
11———-“~—~—- P ]
| |
1 t | t L
—t— Tttt
1 ' 11
1 1
-1 -1 [ E———
4 hsit) a Relt)
1.L. 1+ 1 — 1 —
' b [ v
i i iy t (] 1 11 t
b — b - A
i1 1 it 1 1y 1 il
Vi 11 [ 1
1 b s 1{_ [ 1 — -1 —

Observe que A, es un maltiplo positivo de la derivada del correspondiente S, en

la base de Schauder de [0,1].

Sea {a,} una sucesion de escalares, n, y m, enteros positivos tales que n,>2 y

2m < <2™. Ademds, [, y I, son los respectivos intervalos

2”‘3'2—1,2”"4—1} y 2M"_l—l,—z--y—ii— } Sea a el valor constante de
2 2" e g

Z:‘:anhn en /,wl,. Por medio de calculos elementales se muestra que

P
+1 .
i o A Z(EE_)] >0, donde s,¢ >0 por lo cual se tiene que:
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¥
r

7y
>k,

n=|

—_Ha'+a !p+‘Ha—a |p—f o
), K I e bt

—1
San
n=l

,
- Icu]

-
Por lo tanto «Z :":] ah,

>,

cualesquiera m,myeNy m <m,.

< y asi “Z :’; ah,
n P

» < “Z :il anh"

para
”

({hn:neN}) contiene la funcién indicador de todo intervalo diddico

n-1 n . .. .
l: P ,5-;); 1<n<27; o esa, que las funciones caracteristicas de los conjuntos

e n-1 n . ) )
diadicos l:?,—]; 1<n<2" pertenecen al espacio generado por las funciones

m

de Haar ({hn ‘ne N}) Lo cual se prueba por inducciéon. Observe que Koy =M

tambien pertenecen a ({4 :nelN!) las caracteristicas de los conjuntos diadicos
p n H

—I- _!. _ Apaysn _ Appa)-n,
{0, 2) Y liz ,I) pues X[O,%} = 2 b Z[%IJ = —“_—“2 (]) (Eo que

constituye el paso crucial en la demostracion).

Supéngase, en efecto, que todos los conjuntos diadicos hasta el orden m

pertenecen a ({h,, ‘ne N}) Los conjuntos diadicos de orden m+1 se obtienen
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1

- . . ] . n-—
dividiendo por el punto medio los anteriores, asi a partir de [—im—,zimj, donde

1<n<2" es posible determinar ke N:2" <k <2™" tal que:

Zm" il e rom
donde £=n+2". Tomando todos los posibles valores de » se obtienen los 2"

. - n-1 n
conjuntos diadicos de la forma { —

zm‘l ’ 2m+]

];15:152”‘”.

Esto muestra que L,[0,1]=[{#,:neN}], pues el espacio generado por las

caracteristicas de los conjuntos diadicos es denso en 7. Como cada #, # 0 por el

i 1
teorema anterior {/,} es base para L [0,1].
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CONCLUSIONES

B [os Espacios de Banach son espacios vectoriales topoldgicos, por esto es de
esperarse que algunos resultados sean extensibles a éstos. Sin embargo hay que

tener en cuenta que ademas son localmente convexos.

® En los espacios topoldgicos localmente convexos el Lema de Mazur es valido,

pero solo para caracterizar los conjuntos totalmente acotados.

B Los Teoremas de Ascoli-Arzela y de Riesz-Kolmogorov sugieren que cuando los
puntos del espacio tienen propiedades especiales, los compactos seran conjuntos
cuyos elementos tienen estas propiedades de manera uniforme; pero nuestra
investigacion progresd en este sentido sdlo en el caso de los espacios dotados de

una Base de Schauder.
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