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Resumen

Muchos de los problemas encontrados en Jas actividades practicas pueden ser
modelados con la ayuda del concepto de grafo Estos problemas presentan importancia
extraordinana para muchos de los sectores econommcos ya que el proceso de
respuesta a diferentes problematicas se puede presentar a traves de sucesiones de fase
Cada sucesion de fase elegida presupone un cierto esfuerzo que tiene una sigmficado
en funcion del problema concreto de tiempo dinero energla, distancia, etc El
objetivo perseguido en este tipo de problema es de elegir del conjunto de sucesiones
posibles aquel para el cual el esfuerzo de gasto por recorrerlo sea el mimmo Los
problemas de la categoma antes mencionados se encuentran frecuentemente en
diferentes aspectos de las actividades de produccion como son la organizacion de la
conduccion de algunos proyectos de actividades racionalizacion de transporte
reparticion de flyjo etc La ventaja de estos problemas es que ellos pueden ser
modelados con la ayuda de grafo donde los vértices del grafo representan fases del

proceso de produccion y los arcos la interaccidn entre estas fases

Summary

Many of the problems encountered 1n practical activities can be modeled with the help
of the concept of a graph These problems have extraordinary importance for many
economic sectors since the process of responding to different problems can occur
through phase sequences Each stage chosen succession presupposes a certain effort
that has a meaning depending on the specific problem of time money energy
distance etc The objective 1n this type of problem 1s to choose the set of possible
sequences that for which the effort to go spending 1s mumimized The problems of the
above category are often in different aspects of production activities such as
orgamzing the conduct of some project activities rationahization of transport
distnbution of flow etc The advantage of these problems is that they can be modeled
with the help of a graph where the vertices of the graph represent stages of production

and bows nteraction between these phases



INTRODUCCION



En muchos procesos de produccién se desea conocer un recorrido entre las fases de

manera que la ejecucion sea lo mas eficiente posible en lo que respecta a los gastos al

tiempo y otros detalles

Estos procesos son de vital importancia para muchos de los sectores
econdmicos cuya caracteristica principal es que para realizarse tienen que pasar por
diversas etapas de manera sucesiva y cuya eleccion amenta cierto esfuerzo con un
significado que estd en funcién del problema concreto que 1nvolucra tiempo dinero

energla y distancia entre otros aspectos

A traves de un grafo pueden ser modelados problemas de optimizacion en los
que se busca, por ejemplo la minima duracion de todo un proceso la maximizacion
de utihdades la mds amphia cobertura, los costos mimmos etc Los vértices
representan fases de un proceso de produccién y los arcos las interacciones entre estas

fases Esto se traduce en la busqueda de trayectonas Optimas en un grafo

El hecho de que el modelo de grafo sumimstre solucién por métodos eficientes
y accesibles ha contribuido a la construccién de varniantes técnicas de resolucion de
estos problemas Cada uno de estos métodos construidos tiene directamente el

propésito de obtener resultados de los problemas por célculo lo mas racional posible

En este trabajo Los métodos que aqui se presentan tienen su origen en el
conocido principio de Richard Bellman que permite decir que cualquier parte de una
trayectoria dptima es a su vez una trayectona Optima Esto se podra ver en los
problemas de determinacién de los caminos de valor mmmimo y de los de valor
mdximo en que se comparan algontmos distintos con la intenciéon de dejar a la

disposicién diversas alternativas para abordar este género de problemas



En el pnmer capitulo se introducen conceptos bésicos sobre la teoria de grafo En el
segundo capitulo se presentan las matrices asociadas a la parte operacional de los
grafos Estas matrices son la matnz de los arcos la matnz de incidencia y la matnz de
los caminos esta ulima de vital importancia en el desarrollo de los métodos del tercer

capitulo

En el tercer capitulo se presentan algunas técnicas de resolucién que nos
llevan a encontrar caminos de longitud minima o maxima de acuerdo al problema que
se esté analizande La resolucion de probiemas de este capitulo se reduce desde el
punto de vista teérico a la determinacién de rutas 6ptimas en el modelo de grafo
donde se van a presentar algunos algontmos ligados con rutas optimales

Al final se encuentra un anexo donde se presentan los esquemas 16gicos para
el cilculo de las matnces de los arcos y de los caminos ademéds de dos esquemas que
llevan a entender la l6gica para el encontrar cammos de longitudes mimumos y

cammos de longitudes maximos



CAPITULO 1
NOCIONES GENERALES DE GRAFO



11 Conceptos Generales de Grafos

Un grafo denotado por G(XI') consta de un conmjunto X = {x, x, x } de
vertices 0 nodos y una relacion I' de pares ordenados o no ordenados formados con
puntos de X a los pares ordenados se les conoce como arcos del grafo podemos hablar
de pares ordenados (x x;)de " obienx, con 1 =12 n

Si1 todos los pares distintos de X son ordenados se dice que el grafo es orientado
en caso contrario ¢l grafo se llama no orientado
Para un arco (x x)) el vértice x se le denomina extremo 1nicial y al vertice
X, extremo final

Para el grafo G(X I') de !a figura | se tiene que
/ X2
G' \ X3
\ .

Figura 1
X= {X1 X2 X3 X4}

I={(x1 x) (1 x2) (%1 xa) (x2 x3)}

El orden de un grafo G esta dado por el numero de vertices de G
Dos vertices son adyacentes s1 estan unidos por un musmo arco Dos arcos son

adyacentes s1 tienen un vertice en comun



Llamaremos arco incidente hacia el interior de x a aquel que tiene a x como
extremo final Analogamente llamaremos arco incidente hacia el exterior a aquel arco
que tiene a X como extremo 1nicial

El grado de un vertice esta dado por el numero de aristas que le son incidentes
En el caso de grafos orientados el semigrado interior de un vertice x es el numero de
arcos que parten de el y el semigrado exterior de un vertice x es el numero de arcos que
llegan a el

Un grafo G(XT) sera valorizado cuando existe una funcio6n v que a cada par (x
x,) le asigna un unico valor v(x; x;) =0

Por ejemplo para el grafo de la figura 2 se tiene
X ={x /x es una ciudad a la cual tienen acceso los vuelos de COPA}

I'={(x x,)/3 vuelosde COPA entre x yx,}y

v T>R+ talqueV(x x)el Iv(x x)eR+

Xi X2
20

60 30
50

45

Figura 2



Un Camino es una sucesién de vertices higados cada uno de ellos con el siguiente por
un arco Un camino puede ser o no fimto Cuando se prescinde del orden en lugar de
camino se habla de cadena
Un camino en cuyo recorrido no se repite arco alguno se denominara simple y en
el caso contrario compuesto De manera similar s1 en un camino no se repite vertice
alguno se denominara elemental en caso contrario no elemental  Un camino elemental
que incluya todos los vertices de un grafo se denominara Hamiltomano
Un camino finito elemental que empieza y termina en un mismo vertice se Hamara
circuito y cuando este integrado por un solo vertice se llamara bucle
Un grafo G(X T') se dice que es conexo si por lo menos existe un camino que
ligue cada par de vertices
En caso de grafos orientados un grafo es fuertemente conexo si todo par de
vertices esta ligado por lo menos por un camino en cada sentido o sea, cada par de
vertices participa de un circuito Esto significa que cada vertice puede ser alcanzado

partiendo de cualquier otro vertice del grafo como se aprecia en la figura3

X o X3
Xy X«
Figura 3

Llamamos poder de alcance de un vertice X, en un grafo G al numero de vertices

que pueden ser alcanzados por el vertice X por diferentes cammnos



En el grafo de la figura 3 el poder de alcance de x; es 4 ya que a partir de x; se
puede llegar a los vértices X Xs X4 ¥ Xg por diferentes caminos
Un grafo G(X I') onentado de orden n > 2 se denominara arborescencia st no
tiene circuito y cumple con las siguientes propiedades
1 posee un unico vertice sin precedente llamado raiz y
2 cualquier otro vertice distinto de la raiz tendra solo un precedente
Si no se toma en cuenta la orientacién en lugar de arborescencia el grafo se
denominara arbol
En la figura 4 se muestra un ejemplo de una arborescencia

Xi

X3 X4

Xs Figura 4

X3 Xx



CAPITULO 11
MATRICES ASOCIADAS A GRAFO



2 2 Matniz de Incidencia
Para un grafo con n vertices y m arcos la matriz denotada por
R=(r)econ1=12 nyj=12 m

con n filas y m columnas donde

I s1 existe el arco (x x,)
F= I s1 existe el arco (x, x)
0 s1 no existe arco alguno entre x y x,
se le denomina matniz de incidencia

Ejemplo  La matriz de incidencia asociada al grafo de la figura 6 es la siguente

X2
X X2 X3 X4 Xs
/ \ x; O 1 0 1 0
% x 10 Lo
x3 0 | 0 0 1
X4 »X5 xq | I 0 0 1

Figura 6 xs O i 1 1 0



2.3 Matriz de los Caminos

Una matriz bastante util en aplicaciones practicas es la matriz de los camios

denotada por
D=(d)coniy=12 n
donde
I s1 existe algun camino d(x x))
d,=

0 de lo contrario
Hay que sefialar que la matniz D puede corresponder a varios modelos de grafo

Por ejemplo para los grafos G! y G2 de la figura 7 les corresponde la misma matnz D

X2 X2
> X3
X|
X X3
X4 Xs
Xs (G1) (G2) X4
Figura 7
X; X3 X3 X4 Xs
10 1 | 1 1

1 matriz asociada a estos grafos

x3{0 1 0 1 0




Para establecer una correspondencia unica entre la matniz D y el grafo al que ha sido
asociada, se coloca un asterisco a los elementos de la matriz D que corresponden a
camimnos formados por un solo arco lo que garantiza la no existencia de dos
representaciones equivalentes

Consideremos dos vertices X y x, de un grafo G con n vértices De la definicion
dada de grafo resulta que I'x representa el comjunto de los vertices alcanzado desde el
vértice x por los caminos de longitud 1gual a 1 Asi fifix) =f 2()() es el conjunto de
vertices que pueden ser alcanzados desde el vertice x por caminos de longitud 2 y T* x
representa el conjunto de los vertices alcanzados desde el vertice x por caminos de
longitud k  Se sabe que la maxima longitud posible de un camino elemental en un grafo
de n verticesesn |

El analisis anterior conduce a la relacion clausura transitiva

rx)Urix)u f'x

que contiene al vertice x $1y solo s1 existe un camino u(x x,)

Tiene vahdez entonces la siguiente propiedad

Sea D la matriz de caminos de un grafo G con n vertices y d, un elemento de D 1 #

entonces d, #0siysolosix,e Ul x cons=1 nl

Con el siguiente algoritmo se determina la matriz D
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231 Algoritmo para construir la Matriz d de los Caminos

Paso 1 Sean a; a am elementos diferentes de cero de una filak
de la matriz de los arcos de un grafo G
Sumamos booleanamente las filas 1 | m a la fila k en la matriz de los arcos
Paso 2 En la fila k se han generado nuevos elementos diferentes de cero ax, ay  aks
Sumamos booleanamente las filas p r salafilak
Este paso se hace iterativamente hasta que se tengan una de las siguientes situaciones
1 Todos los elementos de la fila k son 1guales a 1
2 No se pueden generar nuevos elementos diferentes de cero en la fila k
Aplicando el algoritmo dado a todas las filas de la matriz de los arcos se obtiene al

final la matriz de los caminos D del grafo G

Ejemplo Determine la matnz D de los caminos del siguiente grafo figura 8

X2

X3

X

Xs Figura 8
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La matnz A de los arcos asociada al grafo es

X3 Xz X3 X4 X5 X

x |0 i 1 0 0 !

x2 |0 0 1 0 0 0

x5 {0 1 0 1 0 0

Aplicamos el paso | del algoritmo ala filax; (k=1) Puesto que los elementos
iguales a uno en la primera fila se encuentran directamente en las columnas x; X3 y xg se

deben sumar booleanamente las filas x2 X3 y X¢ a la primerz fila, quedando la fila x; ast

|X| X2 X3 X4 X5 Xs

X * 11 1 1*

Aplicando el paso 2 del algoritmo a la fila x, incompleta, debemos sumar
booleanamente las filas x4 Xs a la fila x; ya que las columnas x4 y x5 generaron elementos
iguales a uno Al realizar las diferentes sumas se tiene que las fila x; queda inalterada,
ya que no se han generado mas unos por lo que se completan los espacios que quedan

con ceros quedando Ia fila x, ast

IXI X2 X3 Xy X5 Xg

x [0 I* 1* 1 1 1*
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De manera similar se procede a trabajar con las siguientes filas x; X3 X4 Xs ¥ X¢

obteniendose la matriz D de los caminos correspondiente al grafo de la figura 8

Xj X2 X3 X4 Xs X¢
x |0 | S S 1 1*

xz [0 1 1* 1 1 |

D= x3 |0 1 ] 1* 1 1
x4 |0 | 1 1 1 1*

xs | O 1* 1 * 1 ]

x5 |0 1 I* 1 * 1

Observaciones

En ia matnz de los caminos D los elementos 1guales a uno sefialados con un

asterisco que corresponden a los de la matniz de los arcos A representan los

caminos de longitud igual a uno

Si todos los elementos de la diagonal principal de la matriz D son ceros entonces

el grafo correspondiente asociado a esta matniz

El numero de elementos 1guales a uno en la fila x; de la matriz D de un grafo G

representa la potencia de alcance del vertice x, en el grafo G
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232 Tiangularizacion de la Matnz de los Caminos por re numeracion de Jos
Vertices
Una propiedad importante de la matriz de los caminos D correspondiente a un grafo sin
circuito es que ella puede ser triangularizada por reenumeracion de los vertices
considerando otro orden de estos [Esta propiedad amphlia las implicaciones en las
aplicaciones practicas Una matriz es superiormente trniangular s1 todos sus elementos
diferentes de cero se encuentran arnba de la diagonal principal
Veamos la propiedad anterior mediante el estudio del siguiente ejemplo
Sea el grafo X2

X
X3

-

Figura 9

Xs

X1 2 X3 4 X5 Xs
Sea A la matriz asociada al

grafo de la figura 9

x; |0 1 0 0 0 0

x; |0 0O 0 0 ¢ 0

x |0 0 1 0 1 0

xs |1 0 1 0 0 0
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Aplicando a esta matriz el algoritmo para calcular la matriz de los caminos D se

obtiene
X X2 X3 X4 Xs Xe

x |0 * 0 ) 0 0 1

D= X3 1* 1* 0 0 0 0 12

s [1* 1 1* 0 o0 0 i3

x |[1* 1 1 o0 1* o 4

En la columna que est4 a la derecha, se han escrito las potencias de alcance directa
de los vertices del grafo G obtenidas sumando todos los elementos 1guales a uno en
cada filadelamatnzD  De manera similar en la fila inferior se han agregado las
potencias de alcance indirecta

Consideremos las potencias de alcance de los vertices del grafo G en orden
decreciente empezando por x4 Xs Xs X3 X; y Xz reordenando las filas de la matrniz D

obteniéndose la matriz intermedia D*
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Xi Xz X3 X4 Xs Xg
xq |1 1 1 0 | 0
x6 |1 i 1 0 1 0
D* = xs || 1 1 0 0 0
x3 |1 | 0 0 0 0
x; |0 1 60 o o0 0
x2 j0 0 O 0 O O

En la matriz intermedia D* se reordenan las columnas en ¢l mismo orden que las

filas obteniéndose la matriz triangularizada de los caminos D

X4 X X5 X3 X Xz
x3 (0 0 1 l 1 1
x |0 0 1 1 ] 1
D = xs |0 0 0 1 1 1
x3 [0 0 0 0 1 I
x |0 0 0 0 0 1
x; |0 0 0 0 0 0

Observacion

El orden decreciente de las potencias de alcance que tienen que constderarse en la

matnz D para su triangulacion no es siempre un orden estricto en el caso de que existan

vertices del grafo con el mismo poder de alcance Estos vertices se pueden colocar en

cualquier orden y por ello obtenerse varias formas de la matriz D triangularizada



CAPITULO IIX

DETERMINACION DE LAS SUCESIONES
OPTIMAS DE FASE
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Introdaccién

La Optimizacion en Redes estudia problemas de optimizacion que se pueden
estructurar en la forma de un grafo Entre los problemas que pueden ser abordados con la
optimizacion en Redes esta el analisis de redes de actividades En las empresas las
actividades deben llevarse a cabo bajo un orden predeterminado y los diagramas de redes
facilitan la representacion de las relaciones de prioridad con sucesiones logicas y
secuenciales Para obtener un grafo adecuado se deben tener actividades que se puedan
identificar facilmente que tengan inicio y fin que guarden relacion entre ellas y con un
tiempo especifico para realizarse Todo grafo permite realizar un control permanente del
avance de obras objetivos y metas conforme a los calendarios previstos sefialando
ademas el camino mas corto de ejecucion sin sacrificar la calidad
De manera bastante natural un grafo puede representar las posibihdades de comunicacion
existente entre diferentes puntos Lo mas frecuente es que los puntos esten representados
en el grafo mediante vertices y las posibilidades de comunicacion mediante arcos (o en
ocastones aristas si1 la comunicacion entre dos nodos es siempre 1gual entre los dos
sentidos) La representacion de las posibilidades de comunicacion se completa asociando
a cada arco una magnitud relevante para la representacion (distancia tiempo etc)
Tambien pueden representarse mediante un grafo las relaciones de sucesion entre las
actividades de un proyecto Los vertices del grafo representan etapas (instantes de tiempo

en que se termina o empieza una actividad)
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31 Camngs de Valor Mimimo
Sea G un grafo sin bucle con n vértices tal que a cada arco (x x;) le corresponde un

valor v(x x,)

Asociamos a este grafo una matriz V cuyos elementos son definidos como sigue

v(x X)) con 1 # j s1 existe un arco (X x;)en el grafo G
A\ p o0 con 1 # J s1 no existe un arco (x %) en el grafo G
0 51 1=

A partir de la matnz V se obtendra una matnz cuyos elementos son los valores
numimos de los caminas entre los vertices dados en G Esta nueva matriz se denotara

M=(my)con 1 =12 n

311 Teorema

Para un grafo G orientade se cumple que

m,= minlm +v,) (=) (1)
J

Demostracion

Cualquier cammode x ax, en el grafo Ges de la forma d(x; x x;) donde
x € f '(x)) En el caso particular cuando x = x se trata de un camino formado por un
solo arco De acuerdo con el principio de optimalidad de Bellman un camino de

valor minimo de x a x; que pasa por x esta formado por un subcamino de valor minimo
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dex ax yelarco(x x)) De lo anterior se deduce que un camino de valor mimimo de

X a x, esta dado por la relacion

m, = min {m +v(x xJ)}= min {m +vJ} con 1#] 2)
F AN FANG

Incluyendo el caso en el que no exista el arco (x x;) es decir que v,=co la expresion
(2) puede escribirse en la forma (1) con lo cual queda demostrado el teorema

La relacion (1) es un sistema de n (n 1) ecuaciones con n (n 1) incognitas ya gue
m =0 Al resolver este sistema por metodos iterativos se puede obtener la matriz
M = (m ) que da los valores de todos los caminos minimos entre cada par de vértices del
grafo dado

En el caso de un grafo orientado sin ctrcuito la solucion del sistema (1) se facilita por
el hecho de que entre los vértices de este grafo se puede introducir una relacion de orden

determinada por las potencias de alcance de estos vertices
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312  Algontmo para determnar caminos de valor mimmo entre dos vertices
cualesquiera
Un proceso para determinar los caminos de valores munimos entre dos vértices
cualesquiera del grafo sin circuito G es el siguiente
Paso 1 Seescribe la matnizde losarcos A=(a,)i y=12 ndel grafo dado
Paso 2 Se determina la matniz de los caminos D en el grafo
Paso 3 Se procede a triangularizar la matrniz D arreglando las filas en orden decreciente
(no estricto) de las potencias de alcance correspondientes a sus vértices A continuacion
se ordenan las columnas y filas en este orden obteniendose la matniz D
Paso 4 En la matriz D se reemplazan los elementos correspondientes a los arcos
{clementos marcados con *} por sus valores correspondientes en la diagonal principal
todos los elementos son cero y los otros elementos nulos se reemplazan por Se
obtiene de esta manera la matnz V. = (v Jcon1 ) =1 2 n que es la matnz V
triangularizada
Paso 5 Se determinan sucesivamente de arriba hacia abajo los elementos de cada fila
de la matrizM como stgue
Supontendo que se han determinado los primeros j 1 elementos de la fila1 (1 )
de la matriz M parciaimente completada sobre las columnas x, de la matriz V
Para cada dos elementos del mismo rango se hace la suma de ellos y se

elige entre ellos la suma més pequeiia, que se escribira en la posicion (1 j) de M
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Para los elementos de la diagonal principal de M se pone por conveniencia, €l
valorcero  Ast mismo los elementos sobre la diagonal principal de la mattiz M
son 1guales a nfinito Este paso esta relacionado con la ecuacion (1)

Para determinar los elementos m; 1 j =12 n de la matriz M se colocan como
subindice del elemento m, el vertice o los vertices alcanzados con el minimo dado en la
ecvacion (1) Esta operacion se realiza nada mas en las localidades en que exista el valor
my; finito y diferente de cero
Paso 6 Para encontrar las sucesiones de los vertices de los caminos de valor minimo entre
los vertices x; y x; se uttlizan los vertices colocados como subindices de la fila x; de la
matriz M como se indica a continuacion

el vértice anterior de x; de esta sucesion es el subindice que se encuentra en la
posicion (x; x,) de la matriz M sea este x,

El vertice antenior a x en la sucesion es el vertice que aparece como subindice en
la posicion (x  x ;) y asi sucesivamente

Observacién

Se puede mostrar una propiedad similar a la expresada en el teorema anterior para
encontrar los elementos de la matnz que da el valor maximo de todos los caminos entre
cualquier par de vértices de un grafo onentado y sin circuito Para tal fin se define la
matriz V=(vy)con1 j=12 n del grafo de la siguiente manera

;
V(X, %) si1#)ysiexisteunarco (X X)) enel grafo G

v, =4 -0 si1#)ynoexisteunarco (x, x)enelgrafo G  (3)

L 0 511=)
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Denotando con m;; los camnios de valor maximo del vertice x al vertice x, en el grafo
G setiene

my =max(m +I,) (1=J) 4)

Puesto que el grafo no contiene circuito se toma por convenienciam =0 1=12 n
La demostracion de la ecuacién (4) se hace de manera similar a la ecuacion (1)
Se denota por M = (mj) con1,) =12 n la matnz que contiene los caminos de
valores entre cualquier par de vértices del grafo G de acuerdo a 1a relacion (4)
El calculo de la matriz M se puede hacer utilizando €l proceso descrito anteriormente
para caminos de valores mimmos haciendo las siguientes modificaciones
a enel paso4 secoloca o en vez de +oo y se deternuna la matniz V
b En el paso 5 se sobrepone la fila x de la matriz M (parcialmente escnta) sobre la
columna x; de la matniz V considerando la mayor suma de los elementos del
mismo rango que se escribiran en la posicién (x x,) de la matnz M De manera

similar los elementos sobre la diagonal principal de la matriz M son i1guales a «
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313 Problema de Aplicacién

En el Departamento de Mantenimiento de la Facultad de Ciencias Naturales Exactas y
Tecnologia se pueden efectuar algunas reparaciones sobre determinadas piezas de los
aires acondicionados dadas en ciertos estados de preparacion estados denotados con X
(=12 8 La posibilidad de efectuar en la seccion la operacion que da paso al
cambio de la forma x a la forma x, es representada por un arco en el grafo siguiente

donde el numero asignado a cada arco es el tiempo (dias) que se necesita para realizar la

operacion respectiva

Figura 10

Al Departamento de Mantemimiento llegan piezas de aires acondicionados en
diferentes etapas de preparacion y es necesaria la llegada de ellas a otras etapas en
funcion de las necesidades de la Facultad y asi evitar la aglomeracion de piezas Se
desea establecer el orden en que las operaciones deben efectuarse para que las piezas que

estan en la etapa x, sean trasladadas a la etapa x, en un tiempo minimo
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El grafo construido con los datos concretos suministrados no puede admitir circusto ya

que esto significana que después de algunos trabajos se regresana a una etapa anterior de

preparacion de las piezas

Para resolver el problema hay que determinar la matnz de las longitudes minimas

entre cualquier par de vertices del grafo

SeaV=(v,)1j=12 8lamatniz asociada al grafo

Xt X2 X3 X4 Xs X6 X7 X3
10 4 w o w o 5 3
X0 ¢ 5 o oo 7 o o
Xalw o 0 3 4 6 3 o
V= X4]e¢ 0 oo 0 ow o o o
Xs]o o ow 4 0 w @ o
X6l 0 o 5 o 0 o oo
X7/ o o o o 5 0
Xg!lw 3 o o w w 6 0

Paso 1 Determinacion de la matriz A de los arcos del grafo G

Se reemplaza por uno

los arcos asignados con un valor determinado y donde no hay se pone cero obteniéndose

la matnz



X| X2 X3 X4 X5 X X7 Xg
xx10 1 0 0 0 O 1 I
x2|/0 0 1 0 0 1t O 0
x3{0 0 0 } 1 1 1 0
x|0 0 0 0 0 0 0 0
xs|0 0 0 1 0 0 0 O
x{0 0 0 I 0 0 0 0
xx{0 0 0 ¢ ¢ I 0 O
xs{0 ! 0 0 0 0 1 O

Paso 2 Determimacion de [a matriz D de los caminos del grafo G

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3
x|[0 1* 1 1 1 I I* 1*
x2/0 0 1* 1 1 1*1 0
x3/0 0 0 1* 1* I* 1* O
%t!0 0 0 0 0 0 0 O
{0 0 0 I*0 0 0 0
!0 0 0 I* 0 0 0 0
{0 0 0 0 0 I* 0 O
x|0 1* 1 1 1 1 1*¥ 0
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Los unos que aparecen con asterisco son los mismos que aparecen en la matriz A de

los arcos Los que no tienen asterisco resultan de la suma booleana de las filas

correspondientes a las columnas donde aparecen los unos con asterisco con la fila que se

este analizando
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Paso 3 Arreglando las filas de esta matriz en orden decreciente (no estricto) de las

potencias alcanzadas por los vertices obtenemos asi la matriz intermedia

Xi X2 X3 X4 Xs X¢ X7 X3

x/0 * 1 1 1 1 1I* I*
xj0 1* 1 1 1 1 1* 0
20 0 11 1 1* 1 O

D= x3/0 0 0 I* I* I* I* 0
x2(10 0 0 1 0 I1* 0 0
|0 0 0 1* 0 0 0 0
{0 0 0 I1*0 0 0 O
{0 0 0 0 0 0 0 O

En forma similar se ordenan las columnas usando ahora los semigrados

interiores de cada vertice

X] Xg X2 X3 X7 X5 X5 X4
x {0 I* I* 1 I1* 1 1 1
x10 0 I* 1 i* 1 1 i
|0 0 ¢ 1*1 1 I* 1
D= x3{0 0 0 0 1I* I* |* |*
(0 0 0 0 0 0 I* |
xs[0O 0 0 0 0 O O 1*
x/0 0 0 0 0 0 0 1*
|0 0 0 6 0 0 0 O
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Paso 4 Reemplazando en la matniz D los elementos correspondientes a los arcos
({(marcados con asterisco) por los valores correspondientes y todos los otros elementos

que no se encuentran en la diagonal principal por infinito se obtiene la matriz siguiente

X| Xg Xz X3 X7 X5 Xé¢ Xu
{0 3 4 o 5 o o w®
Xg|oo 0 3 o 6 w w w
Xz]oo o0 D 5 w w T o
L= x3|w ® oo 0 3 4 6 3
X7|®w @0 @ o 0 o 5 o
Xs(o0 o o w ow 0 w 4
X¢ |®©® @ © ® w o 5
Xg|o0o 00 w0 w o @w w 0

Paso 5 Se procede a construir [a matriz M de los caminos de longitud mimima siguiendo
el orden de filas de la Matriz L

En primer lugar se calculan los elementos de la primera fila de la matriz M El
primer elemento de esta fila es cero ya que corresponde a la diagonal principal

Se sobrepone la primera fila de la matriz M fila formada por un solo elemento en la
segunda columna (xg) de la matnz L El elemento cero en la fila x; de M tiene el mismo
rango del primer elemento (3) de la columna xgde L Esta es la unica sobreposicidn de
dos elementos del mismo rango  La suma de estos dos elementos se coloca en el lugar
m;; y puesto que la sobreposicion se ha producido a la derecha de la fila x; de M se

senala este hecho con un subindice que se coloca en el lugar respectivo de la matriz M
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Se sobrepone una nueva forma de la fila x;, de M también incompleta sobre la columna
3(xz)deL  Se tiene dos sobre posiciones de elementos del mismo rango puesto que al
cero corresponde el 4 y al 3 el 3  Entre la suma de los elementos del mismo rango se
escoge la suma mas pequeiia, en este caso serd 1gual a 4 y se escribe en la posicion my3

Procediendo de manera stmilar con las sobre posiciones para todos los elementos de la
matriz L se obtiene la matriz M

Xi Xg X2 X3 X7 X5 X¢ X4
(0 31 4 9 5 133 10, 124
xg|oo 0O 3g 8 65 123 10, 11,
Xzlo0o 0 0 5 8 9 7, &

X7000003000ED51 105
X5/ o o o w 0 oo 4y

56

&
8
8
8
8
8
8

Esta matriz nos da los valores minimos de los camuinos entre cualquiera de los vertices
del grafo dado

Encontramos por ejemplo el camino de} vértice xs al vertice xs en el grafo La
longitud de estos caminos esta dada por el valor xgs = 12 El vértice anterior a Xs en
este camino es el indicado por la cifra 3 que aparece como subindice en la posicion (xg
xs) (indice de precedencia) de la matnz M (vertice x;) E! vértice anterior a X; en la

suceston dada es x, indicada por la cifra 2 en la posicion (xg x3) de la matriz M
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Finalmente el vertice anterior a xg es el indicado por la cifra 8 marcado por un circulo
en la posicion (xg x;)  Asi el camino de valor minimo entre los vertices Xz ¥ Xs es el

siguiente

Xg Xy » X3 » Xs
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32 Camnos con Valor Mimmo Grafos Valonzados

Otro algoritmo para resolver el mismo problema apela a una operacién de
potenciacion aplicada a la matriz V defimida en (3) cuyas operaciones elementales son
reemplazadas por la siguiente

a+b=msn {a b} 5)
axb=a+b

Supéngase que entre los vertices x1  x) existe un cammno de longitud 1 y varios
caminos X1 a xJ de longitud 2 que pasan respectivamente por los vértices xo X3 x El
camino de valor minimo de longitud no mayor que 2 esta dada por

min(v, vgtv, vatvp v +vy,)

Con la regla (5) la expresion anterior toma la forma

vy x (v +v )x (vptvg) X x(v tvy)r  (6)
Esta expresion sugiere un producto escalar de matrices (fila 1 por columna j) Los
terminos de la forma v son los valores v(x x;) no negativos mtroducidos en esta seccion

321 Teorema

La matnz V dada en (3) elevada a la potencia A (A menor que el numero de
vertices del grafo) con las operaciones dada en (5) nos da los valores mimimos de los
caminos de longitud no mayor que A
Demostracion

La expresion (6) muestra que la afirmacion es valida para b= 2

Suponiendo que el teorema se cumple paraA =k Seav®=b,con1 j=1 2

pconp<n yvj(")")=cJ
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Resulta quec, = EE =1 brxvy=min {b;+v; botvy bytvy)
(1) S11=) entonces ¢, =0 porque b +v =0 Esto significa que los bucles tienen el
valor minimo que es cero
(1) St1#)yc,=0 es porque existe un s tal que bg+ vy =0 En el caso excepcional de
que existe un camino de X a x, cuyos arcos son todos valonzados con cero y asi su valor
€5 mimnimo
(u1) Para 1 #) y ¢, > 0 se distinguen dos casos

(a) Si ¢, es finito entonces el valor ¢, = b;s + vy, es el mmimo

(b) St ¢, es infinito no existe un valor by + vy fintto (I = 1 2 p) por lo que o

bien b =® 0 v;; = o0 0 ambos son infinitos es decir no existe camino algune de x a x

322 Algontmo para encontrar caminos de valores mimmos de longitud no
mayor que i

1 Se forma la matriz Am matriz de los caminos de longitud 1

2 Se calcula la matnz Am? con las operaciones (5) Esta matriz nos da caminos de
longitud 2 En las casillas donde aparezcan cantidades nuevas se anota el indice
correspondiente al numero de fila que da el célculo de esa cantidad Este es el
indice de precedencia

3 Calcular Am® = Am? x Am Am*= Am® x Am y asl sucesivamente hasta que no
cambien los valores de una matriz a la otra y en cada caso se iran anotando los

indices de precedencia que continua la serie con los anteriores
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323 Problemas de Aplicacién

Problema de aplicacton |

Para 1lustrar el algoritmo anterior utilizaremos el grafo de la figura 10

4

Xi

(@

Figura 10

Paso I Determinacion de {a matriz Am de los arcos del grafo G que nos da los caminos

de longitud 1

X) X2 X3 X4 X5 Xg X7 X

X 4 o w w o 5 3

X2{0 0 5 w ow 7 w o

Xajlow o O 3 4 6 3 o

Am= X3 |® oo o 0 ® ©w o© o

Xs/o0 @ o 4 0 w o @

Xl 0 o 5 o Q0 ¢ o

X7(© 0 o o o 5 0 o

Xg|{@ 3 w o w o 6 0
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Paso 2 Determinacion de la matriz Am que da los caminos de longitud 2 Las
cantidades en negrita corresponden a los valores que se obtienen al realizar la operacion
(1) y los numeros que estan en el extremo superior derecho de estos numeros
corresponden a los indices de precedencia

X] X2 X3 Xy X5 Xg X7 X3
|0 4 9 o o 100 5 3
200 0 5 8 9 7 8 o

X5/ o0 o 4

o
0

x7{0 o o 10° @ 5 0 o
6

Paso 3 Determinacién de la matriz Am® = Am® x Am que da los caminos de longitud 3
Al 1gual que en el paso anterior se 1rdn anotando los indices de precedencia que continua
la serie con los anteriores

1 X2 X3 x4 Xs X6 X7 Xg
xi[0 4 9 122 1327 107 5 3
20 0 5 & 9 7 &
X3]loo o 0 3 4 6 3 w

Am’= X[ o oo 0 o) @ o
X[ oo o 4 0 @@ W
X¢|© o w 3§ © 0 0 w
X7/ o o 10° o 5 0 w

xg oo 3 8 11 12 107 6 o
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Paso 4 Al calcular la matriz Am*® observamos que no cambien los valores de la matriz

Am’ a la matniz Am* por lo que termina el algontmo Esta matriz nos da los valores

minimos de los caminos entre cualquiera de los vertices del grafo dado

X X2 X3 X4 X5 Xs X7 Xg

x |0 4 9 12 137 10" 5 3
2l 0 5 8 9 7 & w
X3¢ @ 0 3 4 6 3 w
Am‘= X4l o w 0 o 0 0
Xs|© o o 4 0 @ o

X¢ |0 o o 35 o0 0 0 o
X7l o o 10° o 5 0 o
xs|o 3 8 1% 1222 10° 6 0

Probiema de aplicacion 2

Al trabajar un proyecto se pide que se efectuen varias operaciones importantes

operaciones que conducen a 7 etapas bien definidas en la realizacion del proyecto

denotadas como X; X»

existen operaciones que no pueden empezar antes de que otras sean determinadas

x7 Algunas operaciones pueden ser hechas en paralelo pero

Vamos a representar por un arco (X X,) la sttuacién en que la etapa x, debe preceder a la

etapa X, este arco nos sefiala el tiempo necesario en que se cumple las operaciones x a x;

en dias
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Los datos obtemdos se presentan en el siguiente grafo figura 11 que no posee
circuito ya que en caso contrano con las aplicaciones de algunas operaciones se llegaria a

una etapa que ya ha sido determinada

Figura 11
4
/’// 3
3 x‘) 7 2
1
Xi 4 X4
5
4
5 3
X X

5 X6=
3

Se desea determinar el intervalo mas pequeno de tiempo en el cual se puede pasar
de una etapa cualquiera x a ofra etapa cualquiera x, Ademas determinar las etapas
intermedias que tienen terminos fijos cuando queremos pasar de una etapa X3 a la x¢
Solucion
El intervalo mas pequeno de tiempo en el cual se puede pasar de la etapa x a x, en el gafo
dado es el tiempo que permite la ejecucion de cualquier otra sucesion de operacion
paralela este camino es la longitud maxima de los caminos de x a x; El problema se
resuelve determinando la matriz M de los caminos de longitudes maximas de los caminos
entre cualquiera dos vertices del grafo G

La matriz L del grafo G es por definicion la siguiente
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X1 X2 X3 X4 X5 X5 Xy

|0 3 ®w w 4 w w
Xlw 0 o o ] o
X3/ 4 0 3 e 7 o

L= x4]l0o 2 o 0 3 5 o)
Xs|ow o o ow (0 3 ®
Xg | © w ow o o}

X3(/4 4 w o o 5 0

Con la ayuda de los elementos || de esta matriz vamos a encontrar la matriz M

aplicando el algoritmo A con las modificaciones hechas en el caso de determinar los

caminos de longitud maximos entre cualesquiera dos vertices del grafo dado

Al final se obtiene la siguiente matriz

X3 X7 X X4 Xz X5 Xg
X3 |0 o o 33 64 642 9s
X700 0 49 o 77 104 13,
Xploo w0 0 o 3y 43 Ts
L= x4jo o o 0 2y 34 55
X210 o w o 0 1 4s
Xs |0 @ w o o 0 3
Xe [0 o0 ®© oo w ow 0

El intervalo mas pequeno de tiempo en el cual se puede pasar de la elapa X3 a la etapa xg

es 1gual a 9 dias segun lo que resuita de la matriz M Las etapas intermedias con

terminos fi)os entre X3 y X son evidentes para aquellas etapas correspondientes del grafo

SISTEMA DE BIBLIOTECAS DE ¥y
UNIVERSIDAD DE PANAMA
{S{BIUP)
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Resulta entonces que el intervalo mas pequefio de tiempo en el cual puede ser hecho

nuestro trabajo est4 dado por

T= max{M36 M76} = -{9 13]’ =13 dias
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33 Camnos de Valores Miximos

Sea G un grafo sin circuito con m vertices yseaD =(dj)1 j=1 2 n la matriz de
los caminos trangulanizada asociada a ella Consideremos el orden de las filas y las
columnas de la matnz D de acuerdo al orden de los vertices x; x; X

A partir de la matmz D se desea obtener una nueva matriz M cuyas filas y columnas
mantengan el orden de D y cuyos elementos sean iguales a los valores maximos de los
caminos entre cualquier par de vertices del grafo G Se denota a esta matriz como
M=(my) 1J=12 n donde m; representa et valor maximo de los caminos de x a x,
con la condicion que mj= o si G no contiene cammno alguno de x; a x;

Sea la matriz auxiltar P=(p,)13=12  n cuyas filas y columnas mantienen el orden
de lamatnz D y de la matriz M definida como

-

m, 81 1 ) y existe un camino d{x x;) en el grafo G

5= {
0 €n caso contrario

L
Finalmente sea la matniz A =(a,) 1y=12 n cuyas filas y columnas mantienen el

orden de D definida de la sigutente manera

(-
v(x x) s11# )y el grafo G contiene el arco (x x,)
0 €n caso contrario

AN

Se ha denotado v(x x;) como la longitud del arco (x,, X;) que se escribe generalmente

sobre el arco respectivo del grafo G



39

331 Teorema

Sea G un grafo sin circutto con n vertices y sea x; Xz xn los vértices dados en
orden decreciente de acuerdo a sus potencias de alcance

Entonces se tiene que

( Max {a, a\+py} st 1<)y II}E}X{"; ax+P.g}¢0
m,= 4 0 5“<JY[]’}ax{a,au +Pb}=0
-0 S11>)
kO s11=
Demostracion

Se demostraran separadamente los 4 casos del teorema
a En esta primera parte se hace la observacion sobre como la matriz P fue defimida, por
lo que resulta que para py, # 0 tenemos que my, = py, Considerese  dos  vértices
distintos del grafo G x a x;con 1 # ) para los cuales tenemos

Max {a, a\+py} #0

Resulta que en ¢l grafo existe al menos un camino de x a x, formado ya sea por el
arco(x x;)s1a;#0oporelcammod(x xx  Xp) siexiste al menos un indice
k#) paraelcual (aypy =0 obten ay#0ypy =0

Sea K={ki: k2  k } el conjunto de indices k para los que anpy, # 0

Para un indice cualquiera k del conjunto Kse tiene en forma simultdnea a >0 y

Pis) > 0 condicion que se escribe conforme a las observaciones presentadas al inicio de la

demostracién en la forma a g > 0 y my; > 0
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De la ultima condicion resulta que en el grafo dado existe el arco (x; xi,) y al menos
un camino de Xy, a X, ¥ a1y + My = &y + Piy que representa de acuerdo al teorema de
optimalidad de Bellman el valor del camino maximo de x a x, que pasa por el vertice Xy,

Por otro lado puesto que ay >0 resulta que d, = 1 o sea que el vertice xyy €s
alcanzado por el vértice x y tiene el poder de alcance mas pequeifio que x; En orden
decreciente de los poderes de alcance xy, sucede a x; 0 sea que k >1

En fin constderando un vertice cualquiera k ¢ K y la condicion {auypi,) = 0 resulta
que ay = 0 y py, = 0 ya sea que el grafo G no contenga al arco (x xj) 0 ya sea que no
contenga ningun camino de xy a X, por lo que se dice que no existe en G camino alguno
de x ax, en el cual el vertice x, sucede al vértice x

De lo anterior resulta que entre todos los caminos de x a x, del grafo G formado al
menos por dos arcos la longitud maxima la tiene aquel camino que pasa por ¢l vértice Xy
para ¢l cual se alcanza la maxima suma de la forma

aytpy parrak>1yke K

b Considerese ahora dos vértices diferentes del grafo G x y x, con1<j para el que
tenemos max {ajaf +p#} =0
k
De esta relacion resulta por una parte que a ;= 0 es decir que no existe el arco (x x,)

en G Porotro lado suponiendo por reduccion al absurdo que exista en el grafo G un

camino de al menos dos arcos x a x; este camino seria de la formad(x x, X)) con
k #) lo que lleva a la conclusion de que existe un grafo de al menos un vertice x, con

k> para el cual tenemos que ay # 0y py, # 0
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Esta conclusion contradice la hipotesis que para cualquier k> 1 setendriaay + py =0
lo que significa que el grafo G no contiene en realidad ningun camino de x a x, de al
menos dos arcos

Juntando las dos conclusiones resulta que el grafo G no contiene camino alguno de x
a x, lo que significa que py =0y my = « por lo que la parte b de este teorema ha sido
demostrado
¢ Considerese dos vértices diferentes de G x y x; con 1> se desea demostrar que bajo
estas condictones el grafo G no puede contener ningun camimo de x a x, luegop, =0y
m,= o

Por reduccion al absurdo supongase que el grafo contiene al menos un camino de la
forma d(x x)) lo que sigmfica que el vértice x tendria el poder de alcance mas grande
que ¢l vertice x; por lo que la fila x precede a la fila x, en lamatrizD o sea1<

Este hecho contradice el supuesto de que 1> ) lo que muestra que en realidad el grafo
G no contiene mingun camino de x; a x; por lo que la parte ¢ del teorema queda
demostrado
d Puesto que el grafo dado no contiene circuitos es evidente que para 1=] tenemos
m;=0
Observacién

De la demostracién anterior resulta que st existe un indice k # j k > 1 se tiene que
m;=ay+ Py con py* 0

Con la ayuda de este teorema se puede construir un algortmo que genera a la
matriz M cuyos elementos seran las distancias maximas entre cualquier par de vértices

de un grafo G sin circuito
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332 Algoritmo para encontrar caminos de valor maximo
Paso | Seescribe lamatrizde losarcos A=(a)1y=12 n del grafo G
Paso 2 Se determina la matnz de los caminos D del grafo G
Paso 3 En D se reenumeran los vertices de G tal que los poderes de alcance de los
vertices sean decrecientes  Se obtiene ast un grafo cuyos vertices son Xy Xz X
donde la matriz D es una matriz trtangular superior En D se reemplaza cada
elemento 1gual a uno por el que le corresponde a un arco de G por eemplo su
capacidad y todos los otros elementos de la matriz D se reemplazan por cero Se
obtiene ast una matnz A = (a)) y = 12 n llamada matmz de las capacidades
triangularizadas y esta matnz no es otra que la matriz de los arcos con sus capacidades
en las cuales las filas y columnas son escritas en un nuevo orden en D y todos los
elementos diferentes de cero se encuentran por arriba de la diagonal superior
Paso 4 Se completa en forma sucesiva, partiendo de abajo hacia arriba, las filas de una
nueva matriz deducida de A que es la matriz P = (p ) con
1y =12  nhaciendo las siguientes operaciones
la ultima fila de la matriz P sea 1dentica a la ultima fila de la matriz A estando
formada por ceros
Todos los elementos de ta diagonal principal y sobre esta son 1guales a cero
Se supone que han sido completadas las ultimas k filas de P y que a ellas
corresponden 10s vértices X, x+1 X k42 x Se procede a completar la fila X,y
cuyos elementos no han sido escritos calculindolos sucesivamente con la regla
que sigue Para obtener el elemento p ; (I > n k) de la matriz P (parcialmente

escrita) y ahi donde se tienen dos elementos del mismo rango diferentes de cero
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se hace su suma El elemento p i es igual al maximo valor entre los

elementos que se encuentran en esta posicion en la matriz A y las sumas

obtenidas
Paso 5 En la matriz P obtenida anteriormente se reemplaza cada elemento 1gual a cero
por <« con excepcion de los elementos asociados a la diagonal principal La
matriz que se obtiene al final es la matnz M que da las longitudes de las rutas maximas
entre cualquier par de vertices del grafo dado En esta nueva matriz se observa que
cada uno de sus elementos difieren de los elementos correspondientes a la matriz P nada
mas en aquellas posiciones (x x,) para las cuales no exista un camino d(x x,) en el grafo
G (para cada posicién de esta forma tenemos que p,=0y m,= o)
Paso 6 Para determinar los caminos maximos entre dos vértices cualquiera del grafo G
se marca primero con un asterisco aquellos elementos m, de la matriz M para los cuales
existe un arco en el grafo G tal que a, =m, Esta operacion se hace comparando la
matriz M con la matriz A y marcando las posiciones en las cuales los elementos
correspondientes coincidan  Para encontrar un cammo de longitud maxima m, del
vertice x al vertice x, en ¢l grafo G se considera a la fila x de la matriz M y se coloca en
la columna x, (traspuesta) de la misma matriz si el elemento m, marcado con asterisco
la fila x comncide con un elemento del mismo rango finito y diferente de cero de la
columna x; tal que su suma sea exactamente m, entonces el primer arco del camino
optimo buscado es el arco (x x)) De acuerdo al teorema debe existir al menos un
elemento mydelafilaxidelamatnzM  Si existe méas de un elemento my que cumple
con la relacion anterior existiran muchos caminos maximos de x a x, en el grafo y se

investigara de seguido cada situacién Sea my un elemento marcado con asterisco de



la fila x que coincide con un elemento finito y diferente de cero de la columna x, de la
matnz M Considérese por arco del camino optimo del arco (x x,) se pasaala filaxyy
procedemos de manera similar para obtener €l segundo arco del camimo 6ptimo
Supongase que por sobreposicion la fila x; con la columna x, y el elemento my
marcado con astertsco es un elemento del mismo rango finito y diferente de la columna x,
tal que su suma dé exactamente my, se deduce que el arco siguente en el camino maximo
dex ax, eselarco(xcx,) Trabajando en formasimilar se liega en un momento dado a
tener la sobreposicién entre dos elementos del mismo rango con asterisco y el camino se

completara con un arco que termina en X,
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333 Problema de Aplicacion
En una fabrica para obtener una pieza son necesarias 8 operaciones denotadas por x;
X2 xg que pueden efectuarse simultaneamente Se observa que st se cambia el
orden entre las operaciones el tiempo medio de funcionamiento de la pieza varia en
funci6n del cambio hecho Con este proposito se¢ hara una investigacion estadistica
considerando el cambio en el orden efectuado en cada dos operaciones y considerando la
situacton en que las operaciones se efectuen simultancamente
Las conclusiones a las que se Ilegan son las siguientes
st la operacion x; precede a la operacion xg el tiempo medio de funcionamiento
sera de dos dias
st la operacion x; precede a la operacion X, y a la operacion xz el tiempo medio
de funcionamiento sera de 5 dias y 6 dias respectivamente
s1 la operacidn x3 precede a la operacion x; X3 Xs ¥y Xz el tiempo medio de
funcionamiento sera de 4 dias 3 dias 6 dias y 4 dias respectivamente
si la operacion x4 precede a la operacion Xs y a xg el tiempo medio de
funcionamiento serd de 5 dias y 6 dias respecttvamente
st la operacion xs precede a la operacién x; el tiempo medio de funcionamiento
sera de 4 dias
s1 la operacion X7 precede a la operacion x¢ el tiempo medio de funcionamiento
sera de 2 dias
si la operacion xg precede a la operacion X5 y a x7; el tiempo medio de

funcionamrento sera de 6 dias y 3 dias respectivamente



Figura 12
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En todas las demds situaciones se observa que el tiempo medio de funcionamiento en
la mayoria de los casos es contradictorio  Suponiendo  que este  fenomeno  de
crecimiento del tiempo medio de funcionamiento obtenido por el cambio de orden en las
operaciones de los optimos se desea conocer cudl debe ser el orden de preparacion de las
8 operaciones tal que el orden en el tiempo medio de funcionamiento de una pieza
aumente lo mas que se pueda
Solucion

Consideremos las operaciones Optimas como vertices de un grafo con arcos
ortentados de x a x; donde xi representa la operacion x (1=1 2 8) precedido por la

operacion x,(J =12  8)

X}

Xs

2" X

A continuacion se escribe la matriz de los arcos A del grafo G figura 12 Puesto que
la matriz no contiene ningun elemento 1gual a uno en la diagonal principal se deduce que

el grafo no contiene circuito
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X X2 X3 X4 X5 X5 X7 Xg

(0 0 0 0 0 0 0 1

x[|1 0 0 0 0 0 0 1

xs|0 0 0 0 0 1 0 ¢
{0 0 0 ¢ 0 0 0 0
/0 0 0 0 0 1 0 O

xsJ0 0 0 O O 1 1 0

De la matriz A se construye la matriz D de los caminos del grafo de la figura 12

X} X2 X3 X4 Xs X X7 X3

x1|0 0 0 0 0 1 1 1* 3
x|1* 0 ¢ 0 0 1 1 1* 4
1 I* 0 I* 1 1* | * 7

xs{0 0 0 0 O 1*0 0 1

x2|]0 ¢ 0 0 0 1* 0 0 1

Con la ayuda de las potencias de alcance de los vertices escritos en el margen de la

derecha de la matriz D se tiene que la operacion x; debe efectuarse antes que las otras (X,
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tiene el mayor poder de alcance) y que la operacion x, es la que debe efectuarse después
(xs tiene potencia de alcance i1gual a cero) Entre las operaciones de x3 a x5 deben
colocarse las otras operaciones en una sucesion estricta las otras pudiendo efectuarse en
forma paralela  Es evidente que la sucesion de base optima de una operacion entre x3 y
Xg deben determinar en el grafo G un camino de valor maximo entre X3 y Xg

Calcularemos la matriz M que contiene los valores maximos de los caminos entre
cualquier par de vertices del grafo G

De la matriz D se deduce la matriz triangular superior D siguiente

X3 X2 X4 X3 Xg X5 X7 Xg

(0 I* 1* 1 1 1 1*
x|/0 0 0 I1* 1* 0 1 |1
|0 0 0 0 i1* 1* 1 |
xx|0 0 0 O I* 0 1t 1

3|0 0 0 0 0 0 1* |*

x2[0 0 0 0O 0 0 0 1*

Reemplazando en la matriz D todos los elementos 1guales a uno que tiene asterisco por
los valores correspondientes del grafo y todos los otros elementos por cero se tiene la

matriz A
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X3 X2 X4 Xj Xg X5 X7 Xg
x{0 4 3 0 4 0 0 6
x2{0 0 0 5 6 0 0 O
|0 0 0 0 6 5 0 0O
5|0 0 0 0 2 0 0 O
xs|0 0 0 O O O 3 6
xs|0 0 0 0 0 0 0 4
|0 0 0 0 O 0 0 2
|0 0 0 0 0 0 0 O

En el paso siguiente del algoritmo vamos a calcular la matniz P fila por fila de abajo

hacta ammba partiendo de la uliima fila cuyos elementos son todos iguales a cero

Asimismo escribimos todos los elementos de la diagonal principal y los que estan por

debajo de ella 1guales a cero

X4 X3 Xg X5 X7 Xg

X3

X2

X

X5

X7

X3 Xz
0

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

0

0 0

0 0 ¢
0O 0o 0 0
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Para completar la fila x; de esta matriz con el elemento pys (el unico no escrito)
trasponemos la fila x; de la matriz A y lo colocamos en la columna xg de la matriz P
(parcialmente escrita) donde se necesita completar un solo elemento  Puesto que no
tenemos ninguna sobreposicidén de dos elementos del mismo rango diferentes de cero en
la posicion (x7 x¢) de la matriz P escribimos el ¢lemento anterior de la matriz A que se
encuentra en esa posicion (o sea 2)

Para completar la fila x5 de 1a matriz P consideramos la fila no completa que contiene
2 los elementos ps7 y pss ~ Trasponemos la fila x5 de la matriz A y la colocamos sobre
la columna X7 (no completa) de fa matniz P Como no tenemos ninguna sobreposicién de
dos elementos del mismo rango diferentes de cero en la posicidn (xs x7) de la matriz
dejamos el mismo valor del elemento de la matriz A (o sea cero)  De manera similar
sobreponiendo la fila x5 de A en la columna x4 de P y no habiéndose efectuado minguna
suma de elementos distintos de cero se coloca el ps¢ = 4 que corresponde al elemento en

esa posicion de lamatriz A De esta manera la matriz P se va formando

X3 X2 X4 Xt X§ X« X7 X4

X3 0
X2 0 0
p= X4 0 0 0

x{0 0 0 0

xs|0 0 0 0 0 0 0 4

x210 0 0 0 0 0 0 2
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La sobreposicion de la fila xg de A en la columna x5 y x7 de P no establece
correspondencia con los elementos del mismo rango diferentes de cero luego pss ¥ ps7
seran los valores correspondientes de la matriz P Sobrepontendo la fila xg de A con la
columna xg de P coincide el numero 3 con el numero 2 por lo que se hara la suma de
ellos  Si la suma es mas pequena que ¢l elemento de la fila xg y la columna x¢ de la
matrz A (o sea 6) se colocara

Pss = max {6 H2} =6

La forma de la matriz es la sigumente

X3 X X4 X1 Xg X5 X7 Xg

X3 0
X2 0 0
|0 0 O

X|0 0 0 0

xs|0 0 0 0 O O 0 4
{0 0 0 0 0 0 0 2

x|(0 0 0 0 0 0 0 O

Procediendo de modo similar se obtiene al final la matriz P buscada



X3 X2 X4 X1 X3 X5 X7 Xg

%10 4 3 9 11 8 14 17
2|0 0 0 5 7 0 10 13
20 0 0 0 6 5 9 12

P= xwlo o 0o 0 2 0 5 3
/0 0 0 0 0 0 3 6
|0 0 0 0 0 0 0 4
x2]0 0 0 0 0 0 0 2
|0 0 0 0 0 0 0 0
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S1 reemplazamos en la matrniz P los elementos iguales a cero que estan debajo de la

dragonal principal por oo se obtiene la matriz M buscada

X3 X2 X4 X Xs X5 X7 Xg
x3 |0 4* 3* 9 11 8 14 17
X2 w 0 w 5% 7 w |0 I3
Xy |<© -0 0 o 6* 5 9 12
X w o o 0 2* o 5 8

M=

X§ o o o o 0 o 3% 6*
Xs w oo -0 o -0 0 o 4%
X7 w -0 o w w o 0 2%
X w0 00 =00 - SR, ) aw -0 0
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En esta matriz se han marcado con asterisco los elementos que le corresponden arcos en
el grafo cuyos valores son iguales a la de los camnos de valores maximos
correspondientes

Para un camino de valor maximo por ejemplo de x; a2 x¢ (1gual a 17 umdades)
consideramos la fila x3 de la matniz M que trasponemos y despues sobreponemos sobre la
columna x¢ de esta matriz El unico elemento marcado con asterisco que sumado
con el elemento del mismo rango sobre el que se ha traspuesto y para ¢l cual la suma da
17 es 4(en negrita) en la matnz M Significa que el primer arco del maximo camino de
Xzaxseselarco(x; xz)  Pasando por el elemento con el cual ha sido sumado el 4 que
da 17 es decir el elemento 1gual a 13 subrayado en la fila x; sobrepuesto en la fila x; de
la matriz M en la columna x5 se observa que la unica sobreposicion del elemento con
negritaen la filax;  El segundo arco del camino maximo marcado es (x; x;)

Sobreponiendo la fila x, de la matniz M en la columna x4 obtenemos una suma igual a
8 por la superposicién del 2 (marcado con asterisco y en negrita en la matriz) con el
elemento 1gual a 6 en la fila xg El tercer arco del camino maximo es (X, Xz} Puesto que
el elemento 6 aparece marcado con asterisco el arco (x; xg) cierra ¢l cammo optimo
buscado

Por la superposicién de la fila xg en la columna x6 no se obtiene ninguna suma de arco
marcado con asterisco igual a seis €l cammo maximo encontrado es unico en el grafo y
¢s el siguiente

D(x3 X2 Xi Xa Xg)
Las operaciones para el camino optimo deben ejecutarse en el tiempo y en el orden

establecido
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Por simple inspeccion al grafo del problema, deducimos que la operacion x4 puede ser
realizada en paralelo con las operaciones X3 x; y X| (en el tiempo en que se efectuan esta
operaciones) ya que esta operacién tiene que preceder a xg asi mismo la operacion Xs
debe efectuarse despues de la operacion x4 antes de la ultima operacion x4 (segun x4 en
paralelo con X3 x; X1 Xg X7) Fmalmente la operacion x; debe intercalarse entre las

operaciones Xg y X
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34 Cammos de Longitud Maxima Bellmano Kalaba

Este algoritmo es de hecho el de Beliman Kalaba con una precision y detalles ligados a
la justificacion teorica para casos de caminos de longitud maxima

Sea G un grafo onentado con n vertices x; X3 X SIn circuito Presentaremos
un algontmo que determine longitudes maximas de todos los caminos de cada vertice x
(1=12 n) del grafo G = (I" X) a un vertice fijo por gjemplo x

Considerese la matnz auxillarL=(1,)1y=12 n tal que
'

I(x %)) si1#] y el grafo G contiene el arco (x x,)
L)< o st 1+ y el grafo no contiene al arco (x x;)
0 s11=)

\
Tambien vamos a denotar por m ™ la longitud maxima de los caminos de x a x

formado por no mas de k arcos y con m la longitud maxima de los caminos de x a x

mdependiente del numero de arcos

341 Teorema (1) Sea G un grafo con n vertices sin ctreuito y X un vertice fijo
del grafo  Con estas condiciones tenemos
m “D=max(l,+m ®)  1#n
Demostracion
La demostracion es directa si1 tenemos en cuenta que los caminos maximos de x, 2 x
de a lo mas (k+1) arcos deben estar formados por un arco (x X) ] #1Yyuncamino de x,
a X a lo mas de k arcos lo cual de acuerdo al teorema de optimalidad debe tener

longitud maxima con respecto a los otros camnos de k arcos de x, a x
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342 Teorema (2) Siparaun grafo G con n vertices y Sm circuito encontramos un
numero natural k, tal que
m ®=m * cualquiera que sea el vertice x
entonces

m; ¥ =m cualquiera que sea el vertice x
Demostracién
Es evidente que m; ™ > m; P cualquiera que sea 1 y cualquiera que sea p< k,de la
propia definicién de las magnitudes que se comparan

Queda por demostrar que bajo las condiciones dadas m ™ =m ® cualquera que

(kt3)

sean 1y p > k lo cual se escribe en la forma m ¥ =m para cualquier 1 y para

cualquter s natural

Por induccion paras =1 la relacton se verifica inmediatamente conforme la hipétesis

del teorema

+s)

Suponemos que m; ¥ = m, cualquiera que sea 1y cualquiera que sea s natural y

se demuestra que bajo estas condiciones m ® =m &+
Utihzando sucesivamente la suposicion hecha para este teorema tanto como la
hipétesis del teorema anterior se tiene que

) = max (1 + my, ) )=max @, + m®)y=m =y ® 1z

m
cualquiera que sea el vertice x #x del grafo G Parax =x la propiedad es evidente

Con lo antertor el teorema queda completamente demostrado
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343 Algontmo

De tos teoremas (1} y (2) resulta un procedimiento para determinar longitudes
méaximas de caminos de cada vertice de un grafo orientado sin circuito a un vértice fijo
Xn
Paso 1 Se construye la matriz L del grafo correspondiente teniende cuidado de
resaltar los elementos de la diagonal principal 1guales a cero ( ellos no entran en el
calculo ya gque por el teorema (1) se tiene que 1 =)
Paso2 En la parte de debajo de la matnz L colocamos las nuevas filas
correspondientes a las longitudes m,\? m @ m @ que se calculan de la
sigutente manera

a La primera fila colocada m @ contiene las longtudes maximas de los caminos

de todos los vértices x 1=12 k) al vértice x caminos formados por un solo

arco luego esta fila es 1déntica a la columna x de la matniz L traspuesta

% pasamos a completar la fila m **"

b Siendo completada una fila cualquiera m,
elemento a elemento utilizando el teorema (1)
Para esto llamamos al elemento correspondiente de la segunda fila cualquiera,
dos elementos que son escritos directamente en la misma columna sin ser rayados
Antes se hace la suma correspondiente a los elementos de lafilax,; de Ly de la

filam ®

completada anteriormente y el maximo valor de esta suma, lo pasamos
como el primer elemento m,**" de la filam D Después se hace la suma de los
elementos correspondientes de la fila x; de L y la filam ® el maximo valor
obtenido sera el segundo elemento de la fila m,**" y de manera similar se sigue

hasta que se completa la filam **V
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Subrayamos el ultimo elemento de cada fila colocado en la matnz L y le
damos el valor de cero ya que se tiene por conveniencia m ) =0 cualquiera
que sea k
¢ Continuamos agregando filas suplementarias a la matriz L hasta que
obtengamos dos filas consecutivas idénticas En este caso conforme al
teorema (1) la ultima fila agregada contiene las longitudes maximas de los
caminos de cada vertice del grafo al vertice x  sin importar el numero de arcos

Paso3  Para un determinado camino de longitud maxima de un vértice x cualquierz, al

k) (k+t)

vertice X el camino de longitud 1gual a m ®) en caso de que la filam n(k) ym, sean
idénticas procederemos del modo siguiente
Se hace la suma de los elementos correspondientes de la fila x, y m %1 1 1a suma

mas pequeiia de estos se encuentra directo en la columna x| se deduce que el primer arco
del camiro maximo es (x X ;) S1 la maxima suma se obtiene directamente en varias
columnas significa que existen muchos caminos de longitud méxma de x a x en el
grafo y se deben separar cada posibilidad
Después que se han determinado dos de los vertices de la sucesion dptima sea esta x|

procedemos de 1gual manera con la fila x de la matriz L para obtener el tercer vertice de
la sucesion y as1 sucesivamente hasta que se llega al vertice x

Observacion El proceso puede ser aplicado en la busqueda de caminos de longitud
mintma del vertice X, 1 =12  n) de un grafo G hasta un vértice fijo del mismo por
giemplox  En el caso evidente no se establece la condicion de que el grafo no debe

contener circuito En este sentido el proceso se modifica y la matriz L contiene « en

lugar de oy el célculo de un valor cualquiera m,**" se obtiene del valor mmmimo de la
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suma de los elementos correspondientes de la filax ym ® Las operaciones
pedidas en el paso 2 terminan cuando se obtienen dos filas sucesivas identicas de
acuerdo a la proptedad contenida en el teorema (2) lo cual puede ser demostrado sin
dificultad También el paso 3 toma en cuenta las modificaciones hechas

anteriormente
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344 Problema de Aphicacién

La reparacién de una méquina supone una sene de operaciones denotadas por x
(=12 n) Una de estas operaciones no pueden ser realizadas sino con la
condicién de que otras sean terminadas en cambio hay otras operaciones que pueden ser
ejecutadas paralelamente

Vamos a representar por un arco (x x,) el hecho de que una vez terminada la operactén
x1 se puede pasar inmediatamente a efectuar la operacidn xj y sobre este arco vamos a
pasar al intervalo medio de tiempo (horas) entre los caminos de las dos operaciones
sucestvas  El grafo que se obtiene es el que se muestra a continuacién y es evidente que
no contiene cireulto

Se desea determinar la duracion total 6ptima de reparacion es decir el itervalo de
tiempo entre el momento en que se inicia la reparacién y el momento de terminacion

El mtervalo no puede ser reducido sin que todas las operaciones sean terminadas
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Solucion

Se debe encontrar el camino de longitud maxima del vertice x1 al vértice x10 las
longitudes asociadas a los arcos representan el tiempo mdis pequefio en que toda la

reparacion alcanza su final

En la siguiente tabla, se han escrito los resultados de los calculos obtenidos al aphicar

el logantmo con ¢l propdsito de obtener caminos de longitud maxima de x; a xjo

X X2 X3 X4 X5 Xs X7 Xg Xy Xi0
X1 8 3 5 o o - <t oC «
X2 -<C - o oC 7 o 8 - -aC
X3 o 6 4 -oc 3 4 oc oc oc
X4 oc oC - o 6 5 o oc 6
Xs -oC 6 4 —oC -oC -ag 7 - oc
b 73 o oC -ac o o ac 6 -ar 5
X7 -oC oC o oC ac 5 o« 4 o
Xg -oC —aC - -aC - -oC —aC ~oC 5
X9 oC o e oc o« oC oC 2 6
X110 -0C [* o =0 o oC [« o ac -aC =
m oc o -ac 6 o 5 oC 5 6 0
m,? | 11 13 10 11 12 11 10 5 7 0
m [ 21 18 19 17 19 11 16 5 7 0
m® 1 26 18 24 21 24 11 16 5 7 0
m [ 27 18 25 21 28 11 16 5 7 0
my" | 28 18 25 21 29 11 16 5 7 0
m.,"’ | 28 18 25 21 29 11 16 5 7 0
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A continuacton se presentan algunos calculos efectuados en la aplicacion del
logaritmo
Paso 1  Laprimera parte del cuadro esta formado por la matriz L del grafo G dado
Paso2  Paran =10 esdecir x =X, la primera linea agregada a la matriz L es la fila
m (" obtenida por la transposicion de la columna xo de la matriz L. Una vez escrita la

2 calculando para cada vértice x 1=12 n

filam ' se pasa a completar la filam
1) el valor maximo de ia suma de los elementos correspondientes de la fila x1 respectiva
ylafilam,"  Sumando los elementos correspondientes de la fila x, y la filam, ¢ se
tiene

m® =max (8 « 3-c 546 oo -xc+5 ococ otS «t6 o«ct0) =11

Utilizando la fita x2 y [a fila m,"” tenemos

m, P=max( o oo ot oxoc T+5 o §+5 o+6 x+0)= 13

La fila x3 y x4 respectivas sumadas elemento a elemento con la filam ) conduce a

m P=max(x o 6o 4+6 < o 3+5 4-or «+5 o6 oc+0)= 10

ms @=max(-x o o cat ocac 6+5 S oct+5 -x+6 6+0) =11

Después de completar la fila m ¥ (en le caso de obligatorio m,,® = 0) se pasa a
completar la fila m,*’ calculando para cada vertice x (1= 1 2 n 1) el valor maximo de
la suma de los elementos correspondientes de la fila xi respectiva y la fila m @ A
continuacién se dan cuatro ejemplos para este calculo

m; ¥ =max (8+13 3+10 5+11 oct12 «ctll -oc+10 ooct5 o7 wac+0) =21

m; P=max (oc+11 «tl0 -cc+11 oc+l2 T+ octl0 8+5 oct? oct0) =18

m; @ =max (<c+11 6+13 4+11 a+12 3+11 4+10 oc+5 oc+7 <c+0)=19
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ms P =max (-oc+11 «ct13 -ct10 -act12 6+11 5+10 oc+5 oct7 «ct0) =17

De manera similar se continua hasta obtener las otras filas agregadas a la matnz L
Puesto que la fila m 7 es identica a la filam © antenior a ella el paso 2 llega a su final
ym, P=m ®con1=12 n que representa la longitud maxima de los caminosde x a

=X¢ Sin importar el numero de arcos
Paso3  La longitud de los caminos maximos del vértice x1 al vértice x10 esm 7 =28
valor encerrado en un circulo en la tabla, esto nos indica que la reparacion entera de la
maquina se puede terminar en 28 horas

Para determinar el camino maximo de x, a X procedemos de la siguiente manera
Puesto que el cammo empieza en x; hacemos la suma correspondiente de los elementos
de la fila x, y la fila m,,'” y ponemos atencién a los elementos de la fila x1 para los cuales
la suma tiene valores maximos 1gual a 28§  Obtenemos una unica suma igual a 28 y es
la siguiente 113+ m,” directamente en la posicién (x; x3) hecho marcado en la tabla
Asi el primer arco del camino maximo es el arco (x; x3)  Pasamos despuesalafilax; y
procedemos de 1gual manera, para obtener el segundo arco del camino maximo a seguir
El valor maximo de la suma de los elementos correspondientes a la filax3 y la filam
es igual a 25 este valor se obtiene de la suma de 134 + m,,(" que se encuentra en la
posicion (X3 X4} y estd marcado en la tabla Esto significa que x4 es el vértice que va
después de x3  De 1gual manera se sigue con el vértice x4 y demas vertices que se van
obteniendo en el proceso

Luego de completar todo el proceso se concluye entonces que el grafo G contiene un

camino de longitud maxima de x; a X, que es el siguiente

X3 > X0

v

X —F X3 > X4 > X7 > X



CONCLUSION
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Entre los problemas de Optimizacién que se pueden resolver mas
eficientemente inclusive para instancias de gran escala, s¢ encuentran los problemas
de Flyo en Redes Hay una gran cantidad de aplicaciones practicas que se pueden
atacar usando tecnicas de Redes y los modelos resultantes tienen la ventaja adicional
de poseer una clara interpretacion visual que los hace facilmente expresables y

comunicables

Los modelos de optimizacion de redes constituyen una herramienta muy
sencilla para encontrar la solucion optima a los problemas de flujo de redes ya que
proporcionan algoritmos faciles de comprender y aplicar A traves de los modelos de
redes solo habna que aplicar las iteractones al grafo que origina la representacion de la
red del problema y luego aplicar el algontmo que corresponde que puede ser el
algontmo de la ruta mas corta, algoritmo de la trayectoria de aumento o el algoritmo
de flujo maximo
Los grafos son una herramienta que permite modelar relaciones que mmplica, por
ejemplo sucesiones de actividades en un proyecto de modo que se puedan resolver
problemas asociados a esas circunstancias frecuentemente de forma menos costosa

que utihzando otras tecnicas
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ANEXOS



Al  Esquema logico para el calculo de la Matriz de los Arcos

L matnz de valores

A matriz de los arcos

1=1
I*
no
L(g)=0 AQy) =1
51
AQ)=0
‘4
no
j=N j=3+1
Sl
no
1=N 1=1+ 1]
s1
Alto




A2 Esquema logico que describe el proceso para calcular la Matmz de los Caminos a

partir de la Mainz de los Arcos

y

10

51

1=+l

K=K+

J=J+1

D@ K)=1

v

V(K) = |




S=1
V(S)=P
no
sl
no no
S=8§+1
1=1+1

S1
no

V(S) =0

)

ALTO

o




A3 Esquema Logico para el Algoritmo de los Caminos de Valor Mimimo

Max < Vv(1)

Max = Vv(1)

PV(()=1

=1+1

VPV =1

Leer N
A 4
1=1
1=1
D10 Vv(i) = Vv() +1
A
Vo{)) = Vo()) +1
J=N 1 g=)+1
1=N 1=1+1
J=17
r
Max = Vv (1)

I=J+1




I=1 Vo(Po(2))= N + |

IJ=J+1

YAH=FVDH N

—» [=1+] -+

l I=1
<>

Z{J ) = Y{ Po(D))

I=1

BEIE
Min> Vo (,) ¢

4

v

r
4 Vo(l) Min = Vo(l) ( Ao} I=1+1
y
Po()) =1

I=I+1




Notaciones usadas para el esquema légico del algonitmo de valores Minimos

V(N N) matriz de los valores en los vertices del grafo G

A(NN) matriz de los arcos del grafo G

D(N N) matniz de los caminos del grafo G

Pv(N) Po(N) vectores que sefiala las posiciones de la matriz triangulanizada con respecto
a lamatnz A(N N)

D (N N) matriz tnangularizada

V(NN) matriz de valores que en el algontmo es denotada V

Poz(N N) matriz que contiene la posicion del elemento minimo elegido

UN) vector de trabajo que utihza la determinacion del minimo que va a
constituirse como elemento de la matriz M

M(N N) matriz resultante denotada en el algoritmo como M



A4. Esquema Logico para el algoritmo de los Caminos de Valor Maximo.

A

Leer los
elementos de la
matriz V

h

AR(V, A)

A

< DR(A, D) =
y

< TRI(D,D,PV,P0) >

X

V(K)=C2(i, ky+P(k, ])

Max = V(k)

T i

|«
*‘ C2(ij)=0

+ C2i)=VPV().POG)

_l,

P(i, j) = Max

k=k+1

Max = V(k)

To= T+ 1

j=j+1

i=i+1

Imprimir la
matriz P(N, N)

A
alto




