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RESUMEN

En el presente trabajo se investiga la evolucién histérica del Teorema
Fundamental del Calculo (TFC), desde sus origenes en el siglo XVII hasta su
presentacion en los siglos XX y XXI en los textos de céalculo Se exponen las
teorias de integracibn de Cauchy, Riemann y Lebesque y se estudia la
importancia del TFC en estas tres teorias Posteriormente se determinan las
propiedades que debe satisfacer una funcibn para que su derivada sea
Integrable, y se pueda aplicar el TFC También se demuestran algunas
generalizaciones del TFC Finalmente se disefia una propuesta para ia
ensefianza de la dernvada de las funciones trigonométricas inversas y las
funciones trigonométricas basadas en el TFC, la geometria del circulo y la
relacién que existe entre una funcién y su inversa

ABSTRACT

In this work, the historical development of the Fundamental Theorem of Calculus
(FTC) 1s studied, from its onigins in the XVII century until its presentation In
calculus textbooks in the XX and XX!| centuries The integration theory of
Cauchy, Riemann, and Lebesgue are presented, and the importance of the FTC
in these three theories are discussed Later, the properties that a function must
satisfy for its denvative to be integrable, and that the FTC can be applied, are
determined In addition, some of the generalizations of the FTC are proven
Finally, this work proposes a methodology for teaching the derivative of inverse
trngonometric functions and trigonometrnic functions based on the FTC, the
geometry of circles, and the relations that exists between a function and its
inverse



INTRODUCCION
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Uno de los ejemplos mas claros en la histona del Calculo, entre el
descubrimiento y el reconocimiento de importancia, estad dado por el Teorema
Fundamental del Calculo (TFC), el cual explicitamente establece la relacién
Inversa entre los problemas de tangentes (diferenciacién) y los problemas de
cuadratura (integracién) Tal y como lo conocemos actualmente, el TFC es el
resultado de una larga evolucidn de ideas Antes de su descubrimiento, desde
los tiempos de Eudoxo y Arquimedes, hasta la época de Gallleo y Fermat, los
problemas de calcular areas, volumenes o longitud de curvas eran tan dificiles
que solo las personas con una gran pericsa en la Geometria podian vencer el

reto

El ongen del TFC se remonta a mediados del siglo XVII con la observacién de la

relacion que existe entre los problemas de cuadraturas y tangentes, por ejemplo,

n+l

el area bajo la curva y=x" sobre el intervalo [0,x] es X x Mientras que la

n+

n+l

pendiente de la recta tangente a la curva y= al es x" En efecto, Isaac

n+l

Barrow establecid y probd un teorema geométnco que claramente anunciaba la
relacion inversa entre los problemas de tangentes y cuadraturas Sin embargo,
€l no pudo reconocer que su teorema proveia la base para un nuevo sujeto

caracterizado por un método distinto de proceder

Las contribuctones de Newton y Lelbniz, a los cuales apropiadamente se le

acredita el descubrimiento del calculo, no fue meramente que ellos reconocieron
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el TFC como un hecho matematico, sino que emplearon este para extraer de la
rnca mezcla de las técnicas infintesimales iniciales un poderoso Instrumento

algontmico para calculos sistematizados

En este trabajo se explora la histonia del TFC, desde su origen en el siglo XVII
hasta su presentacion en los siglos XX y XXi en los textos de calcuio Por
razones didacticas se ha dividido el escrnito en tres capitulos En el primer
capitulo titulado Origenes del Teorema Fundamental del Calculo, se estudian las
contrnibuciones de Evangelista Torricelly, isaac Barrow, Isaac Newton y Gottfried
Leibniz También se presenta la teoria de integracidon segun Augustin — Louis
Cauchy, Fnedrich Bernhard Riemann y Henn Lebesque, y se analiza la

importancia del TFC en cada una de estas teorias

El segundo capitulo, titulado el Teorema Fundamental del Calculo en el Analisis
Real, esta dedicado a estudiar el alcance y Iimitaciones del TFC Se estudian las
condiciones que debe satisfacer una funcién para que su derivada sea integrable
y se puede aplicar el TFC También se presentan algunas generalizaciones del
TFC y se utliza la teorfa de integracién y el TFC para introducir los conceptos de
funcién logaritmica y funcién exponencial Finalmente se enuncian los teoremas
del calculo diferencial e integral que se necesitan para construir el arbol

genealégico de TFC



14

En el tercer y ultimo capitulo se presenta una propuesta de ensefanza de la
denvada de las funciones trigonométncas utilizando el Teorma Fundamental del
Calculo y la geometria del circulo, la cual rompe los esquemas tradicionales, ya

que tienen que hacer uso de algunos himites trigonométricos



CAPITULO 1: ORIGENES DEL TEOREMA FUNDAMENTAL

DEL CALCULO.
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Aungue el descubnmiento del Teorema Fundamental del Calculo se le atribuye a
Gottfnied Leibniz (1646 — 1716) y a Isaac Newton (1642 — 1727) a finales del
siglo XVI, el desarrollo de este teorema ni comenzé ni termind con ellos Como
Carl Boyer sefala en la conclusién de su libro The History of the Calculus and Its
Conceptual Development [7], debemos reconocer las contribuciones de Newton
y Leibniz como pasos a través de un continuo que se remonta por lo menos a los
tiempos de Eudoxus de Cnidus y ha continuado a través de Euler, Cauchy y

Welerstrass

Cuando nos ubicamos en la matematica del siglo XVII, la integral y la derivada
no se conciben como operadores en el sentido moderno Ni siquiera los objetos
de estos operadores, las funciones, existian en el sentido formal de los tiempos
modernos En lugar de funciones, los objetos a los cuales se les apiicaba el
calculo eran curvas La integral era entendida como area (cuadraturas) y la
derivada era defimda como la razén de los lados del tnangulo caracteristico, el
tnangulo formado por el eje horizontal, el segmento de recta desde este eje al
correspondiente punto de la curva (usualmente vertical) y la recta tangente a la
curva en este punto En lugar de imitarse a la denvada, Leibniz trabajé con el
tnangulo diferencial, un tnangulo semejante al tnangulo caracteristico, pero con
lados representando los diferenciales de las variables y la pendiente de la

hipotenusa representando la derivada
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Detras de este punto de vista geométrico del Calculo, hay también una idea
dmnamica la cual hace ver la integracién como una acumulacidn de una cantidad
descrita por su razon de cambio Este es el punto de vista adoptado por Newton
cuando habla de fluentes (cantidades variables) y fluxiones (la razén de cambio
de dichas cantidades) Mas que reconocer la naturaleza inversa de la integracién
y la diferenciacién, el ingenio de Newton y Leibniz se basa en la habilidad de
desplazarse facimente entre la interpretacion geométrica y dinamica del Calculo
Leibniz interpreta la integractdn como una suma de areas infintas Newton usa
modelos geometricos para razonar acerca de la relacién entre aceleracion,

velocidad y distancia Realmente, la unica diferencia real entre los aspectos
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geomeétricos y dindmicos del Calculo, eso si consideramos a la varable
Independiente como una distancia o como el tempo Aunque conceptualmente
ellas son totalmente diferentes EI Calculo evoluciona debido a que las
concepciones geometricas y dinamicas de la derivada y la integral liegaron a ser
vistas como manifestaciones de principios generales comunes, pero tomé

mucho tiempo e ingenio extraer estos principios generales

1.1 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

ANTES DE NEWTON Y LEIBNIZ.

La aplicacion de los conceptos de tiempos y movimiento al estudio de las curvas
llevaron a Evangelista Torrnicelll (1608 -1647) y a Isaac Barrow (1630 — 1677) a
un entendimiento por lo menos Intuitivo de la relaciébn inversa entre los
problemas de calculo de tangentes y de cuadraturas, es decir, entre las

operaciones de diferenciacién e integracion

De un lado, las investigaciones medievales y los trabajos de Galileo Galiley
sugieren que el movimiento de un punto, a lo large de una recta con velocidad
vanable, puede ser representado mediante una grafica de su velocidad versus el
tempo Usando la idea de indivisibles se deduce que la distancia total recornda
por el punto serfa igual al area bajo la curva de velocidad versus tiempo, ya que
la distancia recorrnda durante un intervalo infintesimal de tempeo serna igual al

producto de la longitud de este intervalo de tiempo y de la velocidad instantanea
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Por otro lado, el mismo movimiento puede ser representado mediante una
grafica de desplazamiento versus tiempo Si un punto se mueve a lo largo de fa
curva y=y(¢#) con velocidad horizontal 1 y velocidad vertical v |, el vector
velocidad de este punto sera la resultante de un vector horizontal de longitud 1y
un vector vertical de longitud v Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente a

la curva de desplazamiento y = y(r) sera la velocidad v
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Figura13

Especificamente, la relacién entre estas dos figuras es que la pendiente de la

recta tangente a la curva del area y = y(r) (Figura 1 3) es igual a la ordenada de
la curva original v=v(t) (Figura 12) Esta es una embrionarna formulacién del
Teorema Fundamental del Calculo (la razén de cambio del area bajo la curva es
igual a su ordenada), Esta idea fue el punto de partida de Newton para el

desarrollo de un calculo algoritmico

Aparentemente Barrow descubné la relacién inversa fundamental entre los
problemas de calculo de tangentes y de cuadraturas, pero él no desarrollo
totalmente la posibiidad de las representaciones analiticas de las operaciones

involucradas, él no fue capaz de hacer uso efectivo de esto Barrow redujo
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sistematicamente los problemas Inversos de tangentes a problemas de
cuadraturas, pero él no convirtié los problemas de cuadraturas en problemas
relacionados con el calculo de tangentes usando esta relacion inversa, esto es,
€l no expreso los problemas de cuadraturas en términos de antiderivadas, como
se hace generalmente en el céiculo Barrow no divisé ventajas haciendo esto ya
que €l no habia reducido su método de tangente a una forma algoritmica simple,

como hicieron Newton y Leibniz un tiempo mas tarde

La posible descnipcion del Teorema Fundamental del Calculo presentada por

Barrow en la leccién décima de su obra “Geometrical Lectures” es la siguiente

Por conveniencia sea ,,: ejes orientados positivamente como se muestra en la
Figura 14 Dada una funcién creciente y positiva y= f(x), denotemos por

z = A(x) el area entre la curva y= f(x) y el intervalo [0,x] a lo largo del eje x

Dado un punto D (x,,0) en el eje x, denotemos por T el punto en el eje x tal que

P DF _A(xy)
DE  f(x,)
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y=f(x)

Figura14

Barrow afirma que la recta TF toca la curva z=A4(x) sélo en el punto

F(xy, A(x))

Note que la pendiente m de la recta TF es
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Como

A(x,)
DF = A(x, DT = —=0=
(%) d f(xg)
Se tiene que
_A(xy)
7= A) T
Sf(x)

S| Barrow hubiese acertado que TF es la recta tangente a la curva z = A(x) en

un sentido analltice, con pendiente A4(x) definida apropiladamente, de este

resultado se obtendria la conclusién que

A (x)= f(x,)

el cual es el Teorema Fundamental del Calculo Sin embargo, Barrow sélo

acertd (y prob6) que TF es tangente a la curva z = 4(x) en el sentido griego de

que la recta toca a la curva en un solo punto

Para probar que TF toca la curva z = 4(x) sélo en el punto F(x,,A(x,)), Barrow
considera un punto I(x,,A(x,)) sobre la curva z = A4(x) con x, <x, y procede a

probar que el punto K, interseccién de la recta horizontal IL con la recta TF, se

encuentra a la derecha del punto | como se muestra en la Figura 1 5
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A
z z=A(x)
F '
< v D xb
L y=7(®
y E

Figura1§

En efecto, por la definicién del punto T y por semejanza de tridngulos se tiene

que

e R— =f(xo)=DE
J(x)
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Por lo tanto,

LF =LK DE

Ademas,

LF =DF -LD =DF - Pl = A(x,)- A(x,)

Como la funci6n y = f(x) es creciente, se tiene que

A(x,)- A(x,) < DP DE

Por consigutente,

LK DE=LF <DPDE

Lo cual implica que

LK < DP=LI

Asl pues el punto K se encuentra a la derecha del punto | El caso x,>x, se
prueba de forma similar Por consiguiente, la recta TF toca la curva z = A(x) s6lo

en el punto F(x,, A(x,))
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Como se ha podido observar, este resultado de Barrow se puede interpretar
como uno de los primeros enunciados del Teorema Fundamental del Calculo,

basado en la geometria clasica y no precisamente como un proceso algoritmico

Finalmente queremos puntualizar que un resultado simifar al de Barrow fue
presentada un poco mas temprano en 1668 por el matematico escoces James
Gregory (1638 - 1675) quien aparentemente duplica algunos de los
descubrimientos claves de Newton y Leibniz En su obra Geometricae Pars
Universalis publicada en 1668, Gregory probé como determinar la longitud de
una curva encontrando el area bajo curva relacionada En notacién moderna
Gregory establece y prueba que para una constante adecuada ¢, escogida tal
que las razones son iguales a una razén comparada, la longitud de la curva

definida por y=f(x) desde x=a hasta x=b es igual al area bajo la curva

definida por y=c,/l+(f (x))2 entre los mismos limites Luego Gregory propone

y resuelve el problema inverso Dada una curva definida por y = g(x) sobre el

Intervalo [a,5], determinar una curva relacionada definida por y = u(x) tal que el
area bajo la pnmera curva es igual a la longitud de la segunda curva El sabe

que la pendiente de la tangente de u esta dada por c¢'\g’(r)-c* Gregory

prueba entonces un resultado equivalente a la primera version del Teorema

Fundamental del Calculo, esto es, sI definimos una curva x(x) en términos del

area bajo una curva cuya ordenada esta definida por £, en notacién moderna
c



u (‘c) = l_“xz(r)dl
C a

Entonces Z describe la pendiente de la tangente a u .
"

De esto se deduce que

u(x) = i—]’:(g’(z)—c’)dr

Gregory murié prematuramente antes de ganarse su propio reconocimiento por

sus contribuciones a la Matematica.

1.2 NEWTON Y EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO.

Primeramente Newton resuelve el problema de

encontrar la relacion entre las fluxiones x,y, dada la
relacion f(x,y)=0 entre x, y donde f(x,y)=> a,x'y’

es una funcién polinomial.
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Esta relacion la expresa como

S| 222 vy =0
x Y

Donde, en términos modernos, x,y son simplemente las derivadas de x,, con

respecto a ¢, es decir

=
.
fl
sl

di

= o|‘< .
il
Bl&

Después de esto Newton plantea el problema inverso de encontrar , en

Y de sus fluxiones En el caso de que la ecuacién

términos de x y la razén
X

tenga la forma simple

Y~ 4(x)

=

estamos en la presencia de un problema de antidiferenciacién, mientras que en

el caso general



29

se tiene un problema de ecuacion diferencial

La pnmera aparicién histénca del Teorema Fundamental del Calculo en la forma

explicita

dA_
dx Y

donde A denota el area bajo la curva y= f(x), ocurre en octubre de 1666

cuando Newton presenta una lista de problemas ilustrativos Aqui é! consider6 el
calculo de areas por medio de antidenvacién, proporcionando las bases de un

enfoque algoritmico para el calculo de areas

Aunque previamente se usaban técnicas infinitesimales, para el calculo de
areas, Newton introduce la técnica de primero determinar la razén de cambio del
area deseada (con respecto a x ), y después calcular el area por medio de
antidiferenciacién En combinacion con su enfoque fluxional para las tangentes y
razones de cambio, se hace claro por primera vez la naturaleza precisa de la
relacion inversa entre los problemas de tangentes y de areas, y el hecho que los
dos tipos de calculos son aspectos de una sola teoria matematica, la cual es

caracterizada generalmente por procesos algonitmicos aplicables y diferentes
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Para la formulacién fluxional y derivacion del Teorema Fundamental del Calculo

planteado por Newton, denotemos por y el area abc bajo la curva de g = f(x)

y consideremos esta area barrida por el segmento vertical bc, el cual se mueve

hacia la derecha con velocidad unitaria x =1

c
y y=f(x)=q
a b >
X
x=1=p
d e
Figura16

Newton asume como obvio que la razon de cambio con respecto al tiempo del
area y es g= f(x), con ;r=l, por lo tanto

=f)

X
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El detalle crucial de Newton consiste en la observacion de este hecho, mas que
en la presentacion de una demostracién rigurosa en términos modernos Sin

duda alguna, Newton pensé en términos de crecimiento en el drea desde , a
y+oq, correspondiente a un crecimiento desde x a x+o durante un intervato

de tempo infinitamente pequeno , y +og

Como una aplicacién inmediata se tiene la explicacién de la relacidn inversa

n+l

X n
entre el hecho que la pendiente de la curva con ordenada es x" ,yel

n+l

n+l

X
n+l

hecho de que el area bajo la curva con ordenada x" es

En efecto, si

n+l

+1

y=2—, (el 4rea)
n

entonces usando el algoritmo computacional de Newton, a partir de la ecuacién

n+l

y-= =0
n+l
se obtiene que
* +1 : n+]
;"_y._(" )x =0
y x n+l
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de donde
;f—;c x"=0
por lo tanto
Yoy
X

y reciprocamente Tomando x=p=1 correspondiendo a una razén de tiempo

unitana de crecimiento de X y y =4 como en la Figura 1 6, esto es

n

q=x

Newton utihiza el Teorema Fundamental del Calculo para probar que si

y _ ox™
[ ] n
x a+ bx
entonces
c
N
nab +nbz

(Newton usé el simbolo O para indicar el area bajo la curva) En notacién

moderna, Newton probé que si



cx
a+ bx"

&|&

entonces

c
= | ———d.
(@) Inab+nbz Z

Para probar esto Newton consideré la sustitucién z=»5x", por lo

z=nby™'x De donde

_ cx™? !
a+bx" nbx""!
_e 1
nb a+bx"
_e |
nb a+z
0 sea que
y_c |

33

tanto
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Luego, por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

1
D_
nz)= nb a+:z
c
=0
nab + nbz

Ejemplo 1 1 Utilcemos el Teorema Fundamental del Catculo para probar que s

ex"'Ja+bx" +ex?

- .I"ﬁ .
]

entonces
| 2
wz)=o0—~va+bz+cz

n

En efecto, consideremos la sustitucién z =x" Entonces z=nx"" x De donde

/ \}a+bx +ex?"

x
c
=—VJa+bz+cz?

n

Luego, por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

wz)=0Sa+bz+cz?
n
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En notacién moderna se ha probado que si

Y ~Ja+bx" +ex™

‘gX‘=T=CX
dx X

entonces
y(z)= IE\/a +bz+czdz
n

Ejemplo 1.2: Probemos que si

entonces
y(z) = U[EJVG +bz?
n

Lt

'x. Por lo tanto

En efecto, consideremos la sustitucién z* = x” . Luego 2zz =nx

. Y/ (iJ ax" + bx*"
° - n=1
z z i
: 2z



36

N

2c\zVax” +bx"
n x"
2c\zvaz® +bz*
n z?
2
n

2 Va+b2

(
(
()

\
—[E Ja+bz

Luego por el Teorema Fundamental del Caiculo, se tiene que

y(z)=u(2n—°JW

En notacién moderna se ha probado que si

entonces

y(z)= j'(zn—c)\/chzldz

Ejemplo 1 3 Probemos que si

cxX

Va+bx"

= c|‘~< .
l
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entonces
y(x)= 2 a+bx"
nh

En efecto, consideraremos la sustitucién z=x" Luego z=mx""x De donde

. y
. . _ ox™ o
; z Ja+bx"
x
ex™! |

1} 1]
Tl =
o
S S g
+ = + -
T
E?

Por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

Wz)=0S —
n Ja+bz

:

Por otro lado, note que si

v=2—;\/a+bz

]



entonces

nbv =2¢c~Ja+ bz

n*b*v? = 4c¢?(a +bz)

de donde

2n2b2v\': = 4czb;

22

O sea que

1

Ja+bz

N <.
i
|6

Luego por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

38



c 1 2c
o— = v= —va+bz
n Ja+bz nb
Asi pues
1 2¢
= —Ja+bz

c
=0 —
) n Ja+bz nb

Como z=x", se tiene que

yx)= 2—;\/a+bx"

n

En notacién moderna se ha probado que

1

I & dx=%\/a+bx"

a+b

Ejemplo 14 Considere la curva y = y(x) con area

n men
2= ax "
m+n

Entonces

n m+n
z- ax " =0
m+n

39
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m+n

: ( : ) (m+n) i
z- a x" x=0
m+n n

Por lo tanto

3|3

H.IN .
I
8

Luego, por el Teorema Fundamental det Calculo, Newton concluye que

m m+n
- am
oax” = x "
m+n

En notacién moderna, Newton prueba que

m+n

Iax:dx=( an )x "
m+n

Obsérvese que Newton habitualmente ignora la constante de integracion

tomando sus curvas tales que pasen por el origen

1.3 LEIBNIZ Y EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO.

Leibniz percibia la integracion como una suma y, por lo tanto, para él un

Teorema Fundamental del Calculo no era consecuencia de la definiciéon de la



integral, sino que era consecuencia de la relacion inversa que existe entre las
operaciones de sumar y de tomar diferencias. Los Bernoulli, sin embargo,
reinterpretaron la integral de Leibniz como la inversa de la diferenciacion, asi
que durante todo el siglo XVIIlI el Teorema Fundamental del Calculo fue una

consecuencia inmediata de la definicidon de la integral.

En cuanto al Teorema Fundamental del Calculo,
Leibniz comenta; “ahora probaré que el problema
general de cuadraturas (areas) puede ser reducido a
encontrar una recta que tiene una ley de tangencia
(declinista) dada, esto es para el cual los lados del
triangulo caracteristico tienen una relacion mutua

dada. Luego probaré como esta recta puede ser

descrita por un movimiento que he inventado”.

Leibniz busca determinar el drea bajo una curva. El prueba como construir una
curva auxiliar para la cual la pendiente (la razén de los lados del triangulo
caracteristico) es proporcional a la altura vertical de la curva original (la altura

vertical dividida por una constante, a) vea Figura 1.7.
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H....ooy(H)

(F)

(B) ) (&)

Figura17

Esto da la oportunidad de emplear un argumento de sumas para probar que el
area bajo la curva dada es proporcional a la ordenada de la curva auxiiar Si se
conoce una formula explicta para la curva auxiliar, entonces ésta nos provee
una fébrmula para el area En notacion moderna, si se puede encontrar una

funcién F para la cual la curva original es descrita por y = F'(x), entonces el drea
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es expresada en términos de r, obteniendo asi el Teorema Fundamental del

Célculo

En cuanto a la ilustracién presentada por Leibniz podemos indicar lo siguiente
La recta A(F) vendria a ser el eje horizontal y la recta T(B) seria el gje vertical
Esto difiere de nuestra representacion moderna en el sentido de que tanto arrba
como abajo del eje honzontal se recorre distancia positiva del eje horizontal Por
lo tanto, AH(H) es la curva a la cual deseamos calcularle el area bajo ella y
C(C" es la curva cuya derivada en C es igual a FH, la ordenada de la curva
AH(H) En lugar de superponer estas dos curvas positivas, Leibniz tomé la
grafica de la antiderivada y la reflej6 a través del eje honzontal Los valores
tomados por la curva C(C"') son crecientes debido a que su distancia desde el
eje honzontal es creciente (como se supone que la funcion AH(H) es positiva) el

area esta aumentando, por lo tanto la pendiente de la curva C(C')es positiva

La curva C(C" es construida de tal forma que la razén de los lados del tnangulo

caracteristico, 7B BC es i1gual a la razén de FH a la longitud constante a

(presumiblemente incluida por asuntos de homogenetdad dimensional) Asi,

1B BC=FH a

Leilbniz ahora asume que la curva AH(H) esta especificada por una relacién

entre Z (desplazamiento vertical hacia arnba), x (desplazamiento honzontal),



por lo tanto F# = -, AF =x, mientras que la curva C(C") esta especificada por

una relacién entre y (desplazamiento vertical hacia abajo), x

El asume, aunque no explicitamente, que esta segunda curva pasa a través del

punto x=0, y=0 EI tnangulc diferencial esta dado por CE(C) donde
de=CE=F(F) y dy=E(C) Su razén es igual a la razén de los lados del

tnangulo caracteristico,

TB BC=dy dx
por lo tanto,
dy dx=FH a
y
dy de=z a
de donde
ady = zdx

El producto zdx es esencialmente el area FH(H)(F), mientras el producto ady

es el drea del rectangulo cuya altura es EC y ancho la constante @ Sumando

estas areas se obtiene que
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ay=_‘.zdx

En otras palabras el &rea AHF es igual al area del rectangulo cuya altura es FC y

ancho la constante a Leibniz habia establecido que el area definida por _[zdx

es igual al cambio del valor de la antiderivada sobre el intervalo 47 Asi pues,
en el céalculo de Leibniz los problemas de cuadraturas se reducen a problemas
Inversos de calculo de tangente Esto es, para determinar el area bajo la curva

Z , es suficiente encontrar una curva cuya tangente satisfaga la condicién

Restando el area sobre el intervalo [0,a2] del area sobre el intervalo [0,5], ¥

tomando a=1, se obtiene que

[ 2= &)= »(@)

Veamos un e¢jemplo de como se aplica el argumento de Leibniz sobre el

Teorema Fundamental del Calculo Supéngase que se desea calcular la

2

cuadratura de la parabola z=x* De acuerdo con Leibniz debemos encontrar

una curva con ley de tangencia igual a x’
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Esto esencialmente envuelve un ensayo basado en la experiencia, en este caso

x3
es ) y luego se verffica que esta posibilidad funciona Imaginemos como

3
Leibniz pudo haber hecho esto La ley de tangencia para 53— se obtendra a partrr

de su tnangulo caracteristico Infinitesimal como la razén de los respectivos

Incrementos en x,y , 0 sea dy dx Como dx en el Incremento (diferencia) entre

dos valores sucesivos (de la forma) x , x+dx, con correspondientes valores

de
y=i s y+@=%

Calculamos

_ x4 3x%dx +3x(dx)’ + (dx)’ - x°
- 3dx
(3xz +3xdx +(dx)’ )dx
3dx
(dx)’
3

=x% + xdx +

=x2
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Lo cual justifica la ley de tangencia Leibniz explica que la ultima igualdad se

obtiene eliminando los términos infinitesimales restantes

Asi pues, por el Teorema Fundamental del Calculo, el 4rea bajo la parabola

z=x* y sobre el eje x desde el ongen hasta un valor especifico dado x , esta

3
dada por y(x) = % o sea que

xJ

j’zdx='|'x2dx=y=?

El Teorema Fundamental del Calculo reduce todo problema de cuadratura a
encontrar curvas con una ley de tangencia dada, o sea, a un problema inverso
de calculo de tangente Sin embargo, mientras Fermat y otros han probado que
determinar la tangente de una curva dada es siempre posible, el problema
inverso de encontrar una curva con una ley de tangencia dada, es generalmente
mucho mas dificil No siempre es posible hacer esto algebraicamente, aun

cuando la ley de tangencia esté dada algebraicamente

Finalmente podemos puntualizar que Leibmiz atnbuia una gran importancia a la

notacién, y su eleccion de simbolos para formular el calculo demostré ser mas

afortunada que la de Newton Mediante su uso de dos letras separadas "d" y

"I ", se subraya el papel de la diferenciaciobn y de la integracibn como

operadores, ademas, estos simbolos se incorporaban en férmulas complicadas
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de una manera mucho mas facil que la de Newton En terminos generales el
calculo de Leibniz era el mas analitico Newton estaba mas proximo a las figuras

geometricas con los razonamientos que las acomparian en lenguaje usual

14 CAUCHY Y EL TEOREMA
FUNDAMENTAL DEL

CALCULO.

Aunque parezca extrafio, durante el siglo XVIII el

concepto de integral no jugaba el papel importante
que le corresponde y era wvisto principalmente como el inverso de la
diferenciacion, ocupando una segunda posicion en el reino de los conceptos
matematicos Por ejemplo, Leonhard Euler (1707 1783) inicio el calculo integral

en su texto de tres volumenes como sigue

“Célculo integral es el método de determinar, a partir de una diferencial,
dicha cantidad, y la operacion que produce esto es generalmente
llamada integracién”

Euler concibio la integral como dependiente de |la diferenciacion Esto es, una

funcion f(x) es integrada encontrando una funcion antidenvada o primitiva £(x)

tal que F (x)=f(x) La integral de f(x) sobre el intervalo [a,5] fue dada
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entonces, de acuerdo al heuristicamente entendido teorema fundamental del

célculo, por

[ /s = F®)-F(a)

Al mismo tiempo, la idea de la integral como un tipo de suma, o drea bajo una
curva era familiar, pero solamente era considerada una aproximacion de la
integral cuando era imposible determinar la antiderivada necesitada para aplicar
el Teorema Fundamental del Calculo Ni los limites de sumas ni las areas de
figuras planas eran suficientemente bien entendidas, para proveer una base
sOlida para un tratamiento Iégico de la integral En particular, la nocién de area
era todavia totalmente intuitiva y se consideraba como un concepto auto -
evidente En efecto, la integral analitica en el sentido de antiderivada de Newton
era adecuada en la practica, siempre y cuando las unicas funciones a integrar
fuesen continuas en el sentido de Euler, esto es, cada funcion era definida por

una unica expresioén analitica explicita

Sin embargo a inicios del siglo XIX, los trabajos de Joseph Fourer (1768 — 1830)
trajeron a la luz la necestdad de darle sentido a la integracién de funciones que
no son continuas (por lo menos en el sentido de Euler) Tales funciones
aparecen naturalmente en problemas de aplicaciones, y los coeficientes de sus
series de Fourner eran expresados como Integrales, que no encajaban en los

reducidos patrones analiticos de la integracion del siglo XVIil
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Fue Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) el primero en encarar esta necesidad
‘demostrar la existencia de las integrales o funciones prmitivas antes de
presentar sus diversas propiedades”, esto es, pnmero proveer una definicion
general y probar la existencia de la integral para una extensa clase de funciones,
las cuales pudieran facilitar una base para la discusién de integrales particulares
y sus propiedades En su obra Resume des lecons donnees a I’ Ecole Royale
Polytechnique sur le calcul infinitesimal de 1823 Cauchy férmula la definicién
de la integral, la cual aparece en la mayoria de los tratados elementales del

Calculo Integral moderno

Cauchy inicia con una funcién f que es continua (en el sentido moderno) en el

intervaio [x,,X] Aunque la continuidad era fundamental para su definicion,
Cauchy sutiimente no asumié que f era la dervada de otra funcién El
subdivide el intervalo [x,,x] en » subintervalos por medio de los puntos
X, %, ,x,=X A estasubdivision o particién p de [x,, X ], Cauchy le asocia

la suma aproximada

§= (xl - xo)f(xo) +(x, - x)f(x)+ +{(x,—x, ) (%))
=3 FE(x - 5)

ral

obtenida sumando las areas de los rectangulos con bases en los subintervalos

de la particion, los rectangulos con base en [x,_,x,] y altura f(x,_) El desea



51

definir la integral j g f(x)dx como el limite de la suma S cuando el maximo de

las longitudes x,—x_, de los subintervalos tiende a cero Por supuesto la

existencia de este limite debe ser establecido

Para probar la existencia de este limite Cauchy aplica el siguiente resultado

antmético elemental Si a,,a,, ,a, son numeros reales positivos y a,,a,, .a

n

son numeros arbitrarios entonces

a,a, +a,a, + +aa,=a(la+a,+ +a,)

donde a es una “‘media” de los numeros q,,q,, ,a,, a €S un humero que se

s

encuentra entre los numeros minf{a,,a,, ,a,}y max{a,a,, ,a,} Tomando

a,=x-x_Y a = f(x_) seobtiene que

S=fx,+0(X-x)} (X -x,)

para algun ge(0,1), ya que por el teorema del valor intermedio, cualquiera
media de los numeros, f(x).f(x), .f(x.) es un valor de la funcién

continua f en algun punto del intervalo [x,, X ]

Ahora Cauchy considera un refinamiento p' de la particion P, esto es, cada

subintervalo de la particibn p se encuentra dentro de algun subintervalo de r
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Luego la suma S' de las 4areas de los rectangulos correspondientes a esta

particién puede ser escrita como

$'=§1+8%+ +§'

n

Donde S es la suma de los términos de S' que corresponden a los

subintervalos de P que se encuentran dentro del I- esimo subintervalo de p

Por io tanto, aplicando el resultado anterior en el I-esimo subintervalo obtenemos

que

S = f(x,_, +6,(x, - x,_,))(x, -x,.,)

paraalgun 6, € (0,1), :=12, ,n Estoimplicaque,

S'= z S (x:-l +6, (xr — X ))(I, - x'-l)

=1

De lo anterior se tiene que

S-S = g f(x,_l +6,(x, —x,_l))(x, -x_,)- g F&x)(x,—x,)
- z[ £ (3 +6,(x - %)) £ (5) (5, - %)
= 'Z:I g (x-x_)

donde
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& = f(x:—l +6, (xi =X ))_ f(x.—l)

Asl pues

S'—S=;’2:I:(x,—x,_,)=e_‘()(-xo)

donde ¢ es una media de los numeros ¢,,¢,, ,¢

n

De la férmula anterior, Cauchy concluye que uno no altera perceptiblemente el
valor de § calculado por medio de divisiones (particiones) en las cuales los
elementos (subintervalos) de la diferencia X —-x, tienen un valor numérico muy
pequefio, s1 uno pasa a un segundoe modo en el cual cada uno de esos
elementos es subdividido en muchos otros Es aqui donde Cauchy observa la

necesidad de probar que una funcién continua f en [x,,.x ], es uniformemente

continua en el intervalo [x,, x ], esto es, dado un £>0 existe un &>0 tal que

<&

[ (x)-f(x7)

para todo x'x"e[x,,X] con |x'-x"|<s Conociendo este hecho, el numero ¢,

defimdo anteriormente se puede tomar tan pequefioc como uno quiera

escogiendo la particion p con los subintervalos suficientemente pequerios



Sean ahora £y £, dos particiones arbitranas de [x,, X ] y sea p' el refinamiento

comun de Ry F, obtenido uniendo los puntos de division de Ry R Si S,,S, y S’

son las correspondientes sumas aproximadas asociadas a estas particiones,

entonces se tiene que

§-S=¢(X-%) y S§-S=g5(X-x)

de donde

5-8,=(5-5,)-(s -5,
=5 (X -x)-& (X - %)

=(E—E;)(X_xo)

Por lo tanto, la diferencia entre S, y S, se puede hacer arbitrarlamente pequefia

escogiendo Py P, con subintervalos suficientemente pequerios

Cauchy concluye lo siguiente Cuando los elementos (subintervalos) de la

diferencia X-x, se toman suficientemente pequefios, el modo de divisién no
tiene mas que una influencia imperceptible en el valor de S, y, si uno hace que
los valores numeéricos de esos elementos decrezcan indefinidamente haciendo

crecer su numero, el valor de S terminara siendo perceptiblemente constante o,

en ofras palabras, éste terminara obteniendo un cierto hmite el cual dependera
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solamente de la forma de la funcion f(x) y de los valores extremos x,, X

atnbuidos a la variable x Este limite es el que uno llama integral definida

Para establecer su argumento final, la existencia real del limite, Cauchy hubiese
necesitado una propiedad de completitud de los numeros reales (0 sea la

existencia del limite de una sucesiéon de Cauchy de numeros reales)

En la lecciébn 22 de su obra, Cauchy argumenta que la ecuacién para la suma

aproximada

§=f(x+0(X-x))(X-x) .6e[0,1]

es satisfecha también por la misma integral, esto es,

[ f@ds = £ (3, +6(X - x)}(X ~x,)
= f(;)(X—xo)

para algun €[0,]] 6 xe[x,X] Esto es conocido como la “Propiedad del

Valor Medio para Integrales” En esta lecciébn Cauchy también probé las

siguientes propliedades

Tf(x)dx =—[ fx)ax
X X
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X 2 2
jxdx= X" =-x,
b 2
X X _ %
jarae=2 1
5 In(A4)
X
Jédt:@ -
X
P X

X

X
Jarac=al f(xa
B %

]{f (x+a)ax= | f(x)x
H

xpta
X
.[ dx =ln(X_aJ
X4 Xy —d

En la leccton 23 de su obra, Cauchy cuidadosamente observa que las

propiedades

T[af(x?)+bg(x)]dx=a]:f(x)d.’x+bfg(x)dx

To

[ foode = j f(x)dx+bi £ (x)x
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se deducen de la definicibn de integral como el limite de una suma En esta

leccibn Cauchy prueba que s1 f(x) = ¢(x)y(x), donde o y  son dos nuevas
funciones que permanecen continuas entre los Imites x=x,, x=X, y tales

que la segunda conserva siempre el mismo signo entre estos limites, entonces

Tf (x)dx = T#J(x)w(x) = (t?(s)]r w (x)ax

donde £ es un valorentre x,, X

Ejemplo 15 Sise toman de manera sucesiva

vx=t . @ v

de la formula anterior se deduce que

Tf(x)d“Tf(x)w(x)dx=f(€))j(cbc=(X—xo)f(g)

X X

X %o

Tf(x)abc= j.[(x—a)f(x)]u/(x)dx= (e—a)f(s)f% =(€—a)f(g)]n(X_aJ

X, —a

donde £ es un valor entre x,,X Note que la pnmera identidad coincide con la

propiedad del valor medio para integrales



58

En la leccion 26 de su obra, Cauchy presenta la formulacién rnigurosa del
Teorema Fundamental del Calculo, el cual aparece en casi todos los libros
modernos de calculo Después de haber dado una definicién antmética de la
integral, Cauchy pudo ahora establecer la relacién inversa entre la diferenciacién
y la integracién, sin basarse en el concepto intustivo de area Dada una funcién

continua f(x) en el intervalo [x,,x ], Cauchy desea probar que la nueva

funcion F definida en [x,, x | por

Fx) = | fx)d
X

es una funcion pnmitiva o antidenvada de f(x), esto es, F(x)= f(x)en el
intervalo [x,, X ] EI unico detalle que uno podrnia cambiar hoy en dia seria

escnbir f()d:t en lugar de f(x)dx en el integrando, para diferenciar la vanable

del limite superior de la integrat de la vanable de integracion

Aplicando las propiedades de aditividad y del valor medio para integrales,

Cauchy obtiene que
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X+a X

Fx+a)y-F(x)= [ fxdc—[ f(x)

x+a

= [ rooaes | (e[ foar

X+

= [ foax

=(x+a-x)f(x+6a)
=af(x+6a)

para algun g ¢[0,1], o sea que

P:'(x+a)—ﬁ’(x)=af(x+0a)

Dividiendo ambos lados de la ecuacion anterior por @ y tomando limite cuando

a—0, Cauchy concluye a partir de la definicién de derivada y de la continuidad

de f que

F(x)=f()

que era lo que queria probar Por lo tanto

i—(]f(x)dx}f(x)

X
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st f es continua Esta es la primera version del teorema fundamental del

calculo, la cual expresa la naturaleza inversa de la diferenciacion y la

Integracion

Para deducir la segunda forma familiar del Teorema Fundamental del Calculo a

partir de esta primera versién, Cauchy considera una funcién arbitraria F(x) tal

que F'(x)= f(x) paratodo xe[x,,x] Si

entonces

wi(x)= F(x)=F'(x)= £ (x) - (x) =0

Luego por el teorema del valor medo,

w(x)=w(x,)+ (x—xo)w'(;) =w(x,)

paratodo xe[x,, x] Porlo tanto,

F(x)=F(x)=F(x)=F(x)=-F(x)
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F(x)=F(x)~F(x)

es decir,

X

J £ (x)de=F(x)-F(x)

X

para cualquiera antiderivada ~ de f

Para ver la relacion inversa entre la dferenciaciébn e Integracion sélo

necesitamos reemplazar f(x) por £’(x) para obtener

Como podemos observar, Cauchy esencialmente completa la tecria general de
integracién para funciones continuas defintdas en un intervalo cerrado Aunque
como hemos visto, la definicion de funcién a principios del siglo XIX era bastante
general, parece que nadie tomé seriamente la importancia de considerar para el
analisis (o aun la existencia) funciones que tengan mas de un numerc finito de
discontinuidades en cada intervalo finto Se puede observar que la teoria de
Integracidn de Cauchy para funciones continuas también es suficiente para las

funciones seccionalmente continuas En efecto, si el intervalo [x,, x] es

subdividido en subintervalos I:x,.l X,],I=1,2, ,n talque f coincide en (x.-u x,)
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con una funcion f, que es continua en [x,_l x,:| , entonces la integral de f esta

bien definida por

=1

Tf(x)dx= 3/ (x) s

Mas aun, Cauchy consideré integrales de funciones que tienen discontinuidades

infinitas, o sea, integrales impropias Por ejemplo, si lm} f(x)=%c0 pero f es

continua en [x,, X -¢] para todo £>0 , Cauchy definié la integral de f en

[x,. X ] por

si este limite existe

Ejemplo 16 Sitomamos y = F(x)=tan"'x, entonces

Como las dos funciones

o y tan™ x son finitas y continuas entre los limites
+Xx

x=—w, x=+00, por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que
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j' & =j.F'(x)dx=F(x)—F(0)=tan"x

2
o l+x" 5

De este ejemplo Cauchy deduce que

1
dx
;':1+x2=

N

Ejemplo 17 Sitomamos y = F(x)= %m x?, entonces

luego, por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene

J‘ézllnxz —llnlzllnxz
dx 2 2 2

Para x<0

Para x>0, se toma un numero Infintamente pequefioc £, y para dos

coeficientes positivos 4, v se tiene que
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=%ln(u¢5')2 —%ln(])2 +%an:2 —-;-ln(ws‘)2

=11nx2+1n(5)
2 v

=%lnx2+__j’j:+i%

Ejemplo 18 Usemos la definicién de la integral definida segun Cauchy para

X
calcular Ixab: En efecto tomemos f(x)=x y dividamos el intervalo [x,, X ] en
X

n intervalos de 1gual longitud Luego tomando d, = X ~% se obtiene
n

X=X+d,, x,=x,+2d,, ,x =x,+nd =X

Por lo tanto

S, =3 £ - %)

= le-ldn
=1




De acuerdo a la definicidn de la integral definida segun Cauchy, se tiene que

X

[ xdx=hims,

n—o
X

=Lﬂ[*u(*"xo)*%("T_l)(X"‘“)z]
=x0(X-—xo)+—;-(X‘xo)2

1
=x, X =%, +§X2 —x,X +-;—x02

=lX2—-l.-xo
2 2

S usamos el Teorema Fundamental del Calculo entonces,

y=F(x)= %xz obtenemos

dy = xdx

de donde

[ xdc= [ F ()= F(x) - F(x) =%X2 —%x(,’

Lo cual coincide con el calculo anterior

65

tomando
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1.5 RIEMANN Y EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO.

Despues de la presentacion de los trabajos de Cauchy quedaba la siguiente

b
pregunta (Puede definirse If(X)dx para cualquiera sucesion de ordenadas

y=/1(x)?

Una respuesta negativa a esta pregunta fue sugerida por Peter Gustav Lejeune
— Dirichlet (1805 — 1859), un brllante matematico que estudio con Gauss en
Alemania y con Fourier en Francia Dinchlet acepta la
Interpretacion hiteral de la definicion de Founter de una

funcion arbitraria f, y asegura entonces que la

b
Integral j f(x)dx no tiene un valor determinado

Como demostracion de esto presenta el siguiente

contragiemplo Sea f(x)=c¢ SI X €s un numero
racional y f(x)=d, d=c , st x es irracional Asi

pues, para cada x se tiene una ordenada bien determinada f(x) f es una

b
funcion arbitrana segun la definicion de Fourier, pero segun Dinchlet I f (x)dx

a

no tiene sentido Probablemente Dinchlet estaba pensando en términos de la
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definicion de integral de Cauchy Si este es el caso, entonces se puede tomar

una particion p de [q,b] con todas las diferencias x, —x,_, arbitrariamente
pequefas y tal que todos los x, distintos de @ y & son irracionales La suma

de Cauchy S correspondiente a esta particion es aproximadamente igual a

d(b-a) Por otra parte, también se puede tomar otra particion »' de [4,5] con

todas las diferencias x, —x,

arbitraniamente pequefas y tal que todos los x,

distintos de ¢ y & sean racionales La suma de Cauchy S' correspondiente a

esta particion es aproximadamente 1gual a ¢(b-a4) Asipues, las sumas Sy S’

b
no se van aproximando a un valor kmite unico, y por lo tanto Jf(x)cbc no existe

en el sentido de Cauchy

En vista de lo anteror, parecia necesario imponer algun tipo de restriccion al
concepto de funcién arbitraria para poder garantizar la integrabiidad Dinchlet

afirma, sin embargo, que f no necesita ser continua ni tener como MAxIMo un

b
numero finito de puntos de discontinuidad , para que exista I f(x)ax

Podria haber una cantidad infinta de puntos de discontinuidad en el intervalo

[a,b]. lo unico que se necesita es que sI ¢ y d representan dos cantidades

arbitranas incluidas entre @ y b, sea siempre posible encontrar otras

cantidades » y s entre a y b, lo suficcentemente proximas para que la
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funcién permanezca continua en el intervalode , a s En notacidn moderna

la condicion de Dirichlet significa que el conjunto de discontinuidad de la functon

en el intervalo [a,5] sea un conjunto nunca denso

El problema de la integrabilidad de funciones arbitrarias altamente discontinuas,
que Dinchlet habia dejado sin resolver, fue recogido por Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1826 - 1866) un brillante estudiante de Dirichlet Este
problema elegido por Riemann suponia todo un reto, ya que significaba ir mas
alla de los resultados de Dirichlet, es decir, suponia considerar funciones
arbitranias mas generales En consecuencia Riemann se vio forzado a
considerar a su vez el problema de en qué condiciones se puede definir la

integral de tales funciones

En su Habilitationschrift de 1854, una disertacion de alto nivel requenda por la

Universidad de Goéttingen para poder enseftar en ella, Riemann enuncié el

b
siguiente problema simple (Que se entiende por _[f (x)dx'? Asumiendo que f

sea acotado en [a,b]. Riemann presenta fa siguiente respuesta

Prnmeramente Riemann tomd una sucesion de valores

a<x<x,< <x,_<b

n=-1
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dentro del intervalo [4,5] Tal subdivision es llamada ahora una particién El

denota la longitud de los subintervalos resultantes por

6,=x-—a, 5, =x,-x, 8=x,-%,, ,0,=b-x

Luego Riemann toma una sucesion de valores ¢, ¢,, ,€, entre O y 1, de

donde, para cada ¢,, el numero x,_, + £, se encuentra entre

xt-l + 051 = x.r—l y xl-l + l5l = xl'—l + (xl - xl—] ) = xl

En otras palabras, x,_, + ¢4, se encuentra en el subintervalo [x,_,,x,] Después

de esto, Riemann Iintroduce la suma

S = &f(a+ed) + 6,f(x+¢6,58,) + + 68,/ (x,, +¢€,6,)

la cual depende de la escogencia de los intervalos 6, y de las cantidades &,

En este momento Riemann presenta su definicion de integral

Si esta suma tiene la propiedad que, como quiera que hayan sido tomados

4, Yy ¢, estatiende a un limite fijo 4 tan pronto como todos los 4, se hagan
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b
infintamente pequenios, entonces este valor fijo es llamado If (x)dx Si la suma

a

b
no tiene esta propiedad, entonces jf (x)dx no tiene sentido

Asi pues, Riemann toma un punto arbitrano x, =x_ +£5, en el —simo

subintervalo [x,_,,x, ] de su particion, para 1 =1,2, ,n y define la integral como

jf(x)aﬁc = yg}if(;.)(& %)

donde & (llamada norma de la particidn) denota la maxima de las longitudes &,

de los subintervalos de la particion de [4,b] Esto es una generalizacion directa

de la definicién dada por Cauchy

[ o = hmd 1 (5)(x =)

Riemann simplemente reemplaza el punto inicial x,_, en la definicién de Cauchy

por un punto arbitraro x de [x,_,.x ], e nsiste (s1 la integral existe) que la suma

=17
aproximada asociada con una particion se aproxima a un valor fijo ( la integral)
cuando la norma J se aproxima a cero, independientemente de la escogencia

de los puntos x
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Ahora Riemann dice, "Determinemos la extensién de la validez de este
concepto, y pregunta ¢en qué casos una funcidn es integrable y en qué casos

no lo es? Comenzando con una funcién acotada f y una particion » de [a,5],

Riemann considera la oscilacion total

D(P)=Dé, + D5, + + DS

non

de f(x) conrespectoa »,donde J =x, —-x_ y D, denota la diferencia entre el
valor mas grande y el mas pequefio de f(x) en el I-€simo subintervalo x,_,,x, ]

Riemann tomé como un hecho que la integral

J oo = > r(%)(5-x.)
existe si y solo si

mD(P) = !51_13'1)(D,¢5I + D6, + + DS) =0

50

Después de esto, Riemann define A=a(d) como el valor maxmo de las

oscilaciones totales p(P) para toda particion p con norma d<d, es decrr,

A=A(d)=supD(P), donde & es la norma de
<d
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Por lo tanto, A(d) es obviamente una funcién decreciente de la vanable
d, y f esintegrable en [a,5] sy solo si

imA(d)=0

d—0

Dado o>0 y una particién P, Riemann denota por s=S(o,P) la suma de las
longitudes &, de aquellos subtntervalos de P, para los cuales D, > o El ahora

establece la siguiente condicién necesarna y suficiente para la existencia de la

integral de una funcién acotada

b
SI f(x) es acotada para x ¢ [a,5], entonces If (x)dx existe si y solo si, dado

o>{, entonces S(o,P) se aproxima a cero cuando la norma de la particion p

Se aproxima a cero

Esto es, dado >0 y £>0, existe un d>0 tal que para toda particién p con
d<d, lasuma s de las longitudes de aquellos subintervalos de 7 , en los cuales

la oscilacion de f(x) es mayor que O, €s menor que £

Para ver que la condicion dada por Riemann es necesara y suficiente para la

integrabilidad de f, denotemos por tipo A los subintervalos para los cuales la

oscilacién de las funciones f es mayor que O y a los otros subintervalos donde
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la oscilacion es menor o iIgual que o los llamaremos subintervalos tipo B Asi

pues, podemos escribir

s=S(o,P)= 2. ¢

upo A

b
Luego, la condicién de integrabilidad de Riemann se expresa como _[f (x)ax

existe sI y solo si, para todo o>0, la suma de las longitudes de los subintervalios
del tipo A se puede hacer tan pequefa como se quiera haciendo que d se

aproxime a cero
b
Condicién necesaria Si _[f (x)dx existe y si fijamos un valor 6>0, entonces

Ll_r.r(\)S(a,P) =0

Para probar esto Riemann comienza con una particién con norma 4 y nota que

Y 8,D, < D(P)

1po A

ya que la suma en la 1zquierda incluye los términos del tipo A y omite los otros

Pero como por definicién en cada subintervalo del tipo A la oscilacién de f

excede a O, se tiene que



DPy2 ) 6D 2 ). 60 =02 6 =

fipo A tipo A tipo A

Por otro lado, por la definiciéon de a(d) se tiene que

D(P) = D6, + D, + + DJ,

De estas dos desigualdades Riemann obtiene que

o S§(o,P) < D(P) < A(d)

Dwidiendo por o, él concluye que

A(d)

0 < §(o.P) <
Como por hipétesis f es integrable, se tiene que

A(d)— 0 cuando d—0

Luego con & en un numero fijo, se tiene que

Iim
d—-0

Ad)_,

o S(o,P)

< A(d)

74
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Por consiguiente

mS(o,P)=0

d—-0

Como se queria probar

Condicién suficiente Sipara cada o >0, tenemos que
LIL!;I)S(O’, P)=0

b
entonces If (x)dx existe

En esta ocasion Riemann comienza con lo siguiente para cada o >0, se tiene

que

D(P)=6,D,+6,D,+ +8,D,

= Z 8,D, + Z 6,0,

tipo A upo8

y trata cada sumando separadamente

Para la primera suma, Riemann reafirma que D, < D, donde p es la oscilacion

de f sobre el intervalo [a,5]
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Por lo tanto

> 6D,<Y 8D=D) 8=D S(o,P)

tipo A tipo A tipo A

Mientras que para la segunda suma, Riemann recalca que D, <o, por lo tanto

Y 60,<Y 60=0Y 6<0%65=0(b-a)

tipo B tipo B upo 8 1=

De estas dos desigualdades, Riemann concluye que

D(P)=Y 6D,+ ) 6D, <D S(o,P)+0(b-a)

fipo A tipo B

para todo o, Como por hipétesis
!’1_1.7[1) S(o,P)=0
para todo o >0, Riemann concluye que

hmD(P)=0

d—0
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Luego, por la definicion de A (4) se tiene que

!:l_T)A(d) =0

lo cual es la manera de Riemann de decir que f es integrable en [q4,b]

El teorema de Riemann sobre la integrabilidad de las funciones inmediatamente

L)
implica que If (x)@r existe s1 f es unformemente continua en [a.b] En este

caso, dado o>0 existe un d>0 tal que las oscilaciones de f(x) son menores

que O en cualquier subintervalo de longitud menor que d Por lo tanto
S(o,P)=0 si la norma de la particion es menor que d Sin embargo, Riemann
se abstuvo de concluir que toda funcié6n continua es integrable La continuidad
uniforme de una funcidn continua en un intervalo cerrado no fue rigurosamente
establecida hasta principios de 1870 cuando el teorema de Bolzano -

Weierstrass (enunciado por Bolzano y probado por Welerstrass) fue demostrado

La dea fundamental en el argumento de Riemann, para que una funcién sea
integrable, es que se tenga control sobre sus oscilaciones Una funcién que salta
frecuentemente y amphamente no puede ser integrable Desde un punto de vista

geométnco, tales funciones parecen no tener una area definida bajo ellas
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La condicion de integrabilidad de Riemann es un argumento para probar cuando
una funcién acotada es o no integrable Consideremos nuevamente !a functén de

Dinichlet, con c=1 y d =0, restringida al intervalo [0,1] Luego

f [0, l] - R
1, s1 x es racional
f(x)= { 0
, slesirracional

I
La pregunta es si, sequn la definicion de Riemann, la integral If (x)dx existe
0

Tomemos o =% y consideremos una particion arbitraria

O<x, <x,< <x,_,<lI

Como los subintervalos [x_,x ] contenen infinitos numeros, racionales e

-1

Infinitos numeros irracionales, la oscilacién de f en [x _,, x,]es
1-0=1>=—=0
Por lo tanto, todo sub intervalo de la particion es del tipo A, lo cual implica que

S(o,P)= ) & =1

tipo A
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Asi pues, para o =]E se tiene que

mS(o,P)=1

d—9

1
Luego, por la condicién de integrabilidad de Cauchy, se tiene que If (x)dx no
0

existe

Intutivamente, la funcién de Dinchlet es tan discontinua que no puede ser
integrable Este fendbmeno da origen a la siguiente pregunta fundamental ,Qué
tan discontinua puede ser una funcion para que aun sea integrable segun la
definicion de Riemann? Aunque este misterio no fue resuelto hasta el siglo XX,

Riemann describe una funcién que proveia una pieza tentadora de evidencia

Riemann sefalé que una funcidn puede ser discontinua, en un conjunto denso
pero sin embargo ser integrable El dice que como este tipo de funciones son
ahora consideradas, seria bueno presentar un ejemplo Este ejlemplo es descnto

comeo sigue

Para cada numero real x , sea

(x) =x—-1(x)
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donde :(x) es la parte enterade x, al menos que x sea un multiplo impar de

:',__ , €N cuyo caso (x) =0

i

Figura 18

uy bk

Qa
=i

0\

Figura 1.9

- Y
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La funcién exética de Riemann esta definida por

ro=1,20, 69, 5l

3? el

Si x no es un numero racional de la forma 2, donde ,y. son numeros

Zn

enteros primos relativos con 7 impar, entonces kx no es un multiplo impar de ;_

para cada entero positivo £ Por lo tanto, se puede probar que f es continua

en x SI x es de la forma - indicada anteriormente, entonces kx es un

2n

multiplo impar de '5 cuando k£ es un multiplo mparde 1, k=n(2p+1) En este

caso el término

kx 1 1
Q tiene un salto negativo de -7=————7 en x= =
k k= n?(2p+1) 2n

Esto Indica que f es discontinua en cada uno de estos puntos x = 5’"_ teniendo
n

ahl un salto de

”2

] a0
1)) =35 S =

Por supuesto estos puntos de discontinuidad forman un subconjunto denso en

cada intervalo
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Por otro lado, dado un intervalo [q,5] y un numero o>0 , existen solamente un

2

numero finto de esos puntos x=zi en [a,b] tales que 8”—2>a
n n

Consecuentemente la suma S(o,P) de la longitud de los subintervalos

conteniendo estos puntos se puede hacer arbitranamente pequefia tomando la

norma de la particibn P suficientemente pequefia Por lo tanto, la funcién de

b
Riemann f satisface su condicién de integrabilidad, es decrr, If (x)dx existe a

a

pesar de la densidad del conjunto de discontinuidad de f

La definicién de integral de Riemann fue la mas general que pudo ser basada
directamente en |a suma aproximada de Cauchy asociadas con la particiéon del
intervalo de integracion en subintervalos Sin embargo, durante las ultimas tres
decadas del siglo XIX, esta definiciébn fue reformulada de varias maneras que
postenormente ilumind el concepto de integracién y pavimenté el camino para

generalizaciones importantes adicionales a principios del siglo XX

A mediados de la década de los afios 1870 varios autores, independientemente,
introdujeron las llamadas sumas inferiores y sumas superiores de Riemann para

la funcion acotada f en el intervalo [a,b]

UL =S MG-5) Y L(AP)=Ym (5 -x)
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donde p es una particion de [q,b] en subintervalos, M, es el valor maxmo
(supremo) y m, es el valor minimo (infimo) de f(x) en el 1-ésimo intervalo
[x..,x,] Hoy en dia estas sumas son llamadas sumas de Darboux en honor al

matematico francés Gaston Darboux (1847 — 1917), el cual simplficé el
desarrollo de la integral de Riemann, y es su enfoque el que aparece en la
mayoria de los hbros de texto cuando introducen la teoria de integraciéon de

Riemann

Veamos el siguiente ejemplo, donde se prueba que toda funcibn monétona y

acotada en el intervalo [a,5] es integrable segun Riemann

Ejemplo 19 Sea f [a,b] > R una funcién mondtona creciente (el caso donde

J es decreciente se hace de forma similar) Consideremos una particion

arbitrana P,

a<x <x,< <x,_<b

del intervalo [4,b] con norma 6 Entonces como f es creciente en el intervalo

[a,5]. se tene que

S (x)s f(x)<s f(x)

Paratodo :1=1,2, ,n
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De lo anterior se tiene que

D (P) =D& +D5,+ +D38,
<DS+D,s+ +DJS
=(D,+D,+ +D,))5

=[(f ()= F @)+ (S (3} - Fx)+ +(f (x,)- 7 (x,))]6
=(f(x,,)-f(x.,))5
=(f(8)- 1 (a))s

=Dé

Por consiguiente,

De donde

mA(d)=0

d—0

b
Asi, por el criterio de integrabilidad de Riemann, se tiene que If (x)dx existe

u

En la segunda version del Teorema Fundamental del Calculo, Cauchy establece

que si ~ es una funcion diferenciable y su derivada r* es continua en [a,b],

entonces

j F'(x)dx = F(b)~F(a)
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Informalmente, esto dice que bajo ciertas condiciones la integral de la derivada

restaura la funcion onginal En la demostracién, Cauchy usa las hipétesis

a) r tiene denvada

b) Esta derivada es continua

La pregunta es si, en la teoria de integracion de Riemann podemos generalizar

(debilitando las hip6tesis) este resultado
Como ilustracion veamos los siguientes ejemplos

Ejemplo 110 Sea F [-2,2] > R la funcién definida por

n
xzsen(—), six#0
x

F(x)=
0 ,SIx=0

Luego r es derivable en todo punto det intervalo [-2,2] ¥

2xsen(£)—nccs(£), sixz0
f(x)=F'(x)= x x
0 ,SIx=0

Note que f es una funcién acotada en el intervalo [-2,2]
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Por otro lado, consideremos la sucesion {x,}"  definida en [-2,2] Por x, = ZL
n

Luego
f(x,)= 2(2]—n)sen (2n7)-mcos(2nn) = -n

Como

m f(x,) =—7  f(0)

se tiene que f no es continua en [-2,2] Sin embargo f es integrable segun

Riemann en [-2,2] ¥

f[f(x) = F(2)-F(=2)

= 4sen(£) - 4sen(—£]
2 2

=4+4
=8

Asi pues, la funciéon r satisface la segunda versidn del Teorema Fundamental

del Calculo en [-2,2] sin ser F* una funcién continua en [-2,2]

Ejemplo 1 11 Sea F [-1,1]> R la funcion definida por
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x? sen[lz),su;to
F(x)= X
0 ,s1x=0

Luego r es denvable en todo punto del intervalo [-1,1] y

2xsen (—l—)—zcos(L) Sixz0
S(x)=F'(x)= x*) x x)
0 ,$1x=0

Sin embargo, f no es integrable segun Riemann en {[-1,1] ya que ella no es
acotada en [-1,1] Por consiguiente, la funcibn £ no satisface el teorema

fundamental del calculo

La pregunta que nos debemos hacer es entonces, (Qué condiciones debemos
imponerle a F' para garantizar la veracidad del Teorema Fundamental del
Calculo en la teoria de integracién de Riemann? La respuesta a esta pregunta

se profundizara en el Capitulo 2

1.6 LEBESGUE Y EL. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO.

El estatus del Teorema Fundamental del Calculo en la teoria de integracion de

Cauchy era bastante satisfactoria Las formulas
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%[]jf(t)dt]=f(x) (1)

[r@d=fx)- 1) 2)

eran validas siempre y cuando las funciones a integrar fuesen continuas, y

Cauchy solo definio la integral para funciones continuas

Con la definicion mas general de integral para funciones discontinuas dada por
Riemann, el Teorema Fundamental del Calculo perdio su complepdad de
alcance La formula (2) no tiene sentido para una
funcion diferenciable cuya derivada no es integrable
segun Riemann (Ver Ejemplo 1 11) y la demostracion
clasica establece la formula (1) solo en los puntos de

continuidad de la funcion f La restauracion del

teorema fundamental del calcuio a un estatus

satisfactorio fue uno de los primeros frutos de la
nueva teona de integracion que Henn Lebesgue (1875 — 1941) introdujo en su

tesis doctoral en 1902

En el enfoque de Camille Jordan (1838 — 1922) de la integral de Riemann, la

integral inferior y ia integral superior de Riemann fueron definidas por

b n
Rf fx)ax =sup ) m () (3)
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R 7 (x)d =nf Z":M,c(E,) (4)

=]

donde {£,,E,, ,E,} denota una particion de [a,6] en conjuntos medibles segun
Jordan con contenido de Jordan c¢(£) y m,,M, denotan el infimo y el

supremo, respectivamente, de f(x) para x€ £, La idea basica de Lebesgue fue

extender la clase de funciones que eran integrables, extendiendo la clase de los
conjuntos que son medibles Si la medida m(E) es definida para una clase de
conjuntos que contiene proplamente los conjuntos medibles segun Jordan y
m(E) = c¢(E) sI £ es medble segun Jordan, entonces la integral puede ser

generalizada reemplazando los conjuntos E, en (3) y (4) por estos nuevos

conjuntos medibles

Lebesgue generaliza el concepto de medida basandose en cubrimientos infinitos
enumerables en lugar de cubnmientos fintos Dado un conjunto £ de numeros

reales, Lebesgue defini6 su medida exterior m,(E) como el Infimo de ias sumas

)

21U

donde {7}

., €S una sucesion de intervalos disjuntos cuya unién contiene al

conjunto £
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SI E c[a,b], la medida interior de £ es definida por

m(E)=(b—a)~-m,([a,b]-E)

El conjunto acotado £ es llamado medible (segun Lebesgue) con medida m(E)

Sl

m,(E) = m(E) = m(E)

Segun esta definicidon, todo conjunto £ medible segun Jordan es medible segun

Lebesgue, y m(E)=c(E)

)
La integral inferior de Lebesgue LI f(x)x y la integral superor de Lebesgue

b
Ljf(x) para una funcién acotada f estan definidas de forma similar que en (3)

y (4), excepto que ahora {E,,E,, ,E,} en una particién de [a,b] €n conjuntos
medibles y c(£) es reemplazado por m(E) AsI, f es integrable segun

Lebesgue en [4,5] s! la integral infenior y la integral superior son iguales Como

ij(x)dx < Ljf(x)dx < Lif(x)dx < Rj-f(x)dx
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se tiene que si fa funcion s es integrable segun Riemann, entonces f es
Integrable segun Lebesgue en [q,5] y, en este caso, las dos Integrales son

Iguales

Lebesgue probdé que una funcién acotada f en un intervalo cerrado [a,5] es
Integrable segun Riemann en [4,5] si y solo si el comunto de sus
discontinuidades en [q,5] tiene medida cero, mientras toda funcion acotada y
medible f (o sea que f~'(U) es un conunto medible, para todo Intervalo

abierto U ) es integrable segun Lebesgue Por ejemplo la funcién de Dirichlet

definida en el intervalo [0,1]

f[ol]-r
0, s! x es racional
1, 81 x es rracional

o]

no es integrable segun Riemann ya que su conjunto de discontinuidades es todo

el intervalo [0,1] ¥ m([O,l])=1¢0, pero como f es medible, ella es integrable

segun Lebesque y

Ljfdx=l
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Ademas del hecho que la clase de funciones integrables ha sido agrandada
considerablemente, el poder de la integral de Lebesgue se evidencia cuando se
trabaja con sucesién de funciones En este sentido Lebesgue demostré el

siguiente resultado

Teorema de la Convergencia Acotada Sea {/,}_ una sucesién de funciones

medible tal que

f,(x)|<K para un « fijo y para todo xe[a,b] (es decrr que

{/.}", es una sucesi6n unformemente acotada) en [a,5]) ¥

S =lm £,(x)

para todo x e[a,b] Entonces f es medible en [a,b] ¥

o £ = | ek

donde las integrales son en el sentido de Lebesgue Este resultado es valido en

el sentido de Riemann sélo s| se supone que la convergencia de la sucesion de

funciones {f,}"

., €s uniforme en [q,4], hipotesis que es muy fuerte en muchas

aplicaciones

El tecrema de la convergencia acotada es la herramienta que se necesita para

probar el Teorema Fundamental del Calculo para la integral de Lebesgue
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Teorrema 11 (Teorema Fundamental del Calculo) Sea f una funcién

diferenciable en [4,5] tal que f' es acotada en [4,5] Entonces f' es integrable

segun Lebesgue en [a,5] ¥

[rwax = 76)- f(a) (5)
Demostracién

Para cada neN definamos la funcidn

g, [a.6]> R
g.(x) = f(x+h,,;)-f(x)’ B, = 1
n

Entonces {g,}" es una sucest6n uniformemente acotada de funciones
medibles convergente a f' en [4,5] Luego por el teorema de la convergencia

acotada se tiene que

[ Fide=tm g, (x)ax
2]
~tm= [ f (x+h,)- 700 ]

=£Lnlhln[:[f(x+h")_:!f(x)¢c}
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5+, 5

[ £z [ f(xpae

| a+h, a
F I} bk, a+h, b
[ e+ | fodx— [ foax- [ f(x)ax
| a+h, b a a+h,
T f (x)eke~hm hif £ ()
Sf(a)

yaque f escontinua en [a,5]

De igual manera se tiene el siguiente resultado

Teorema 12 Sea

funcion F [a,6] > R

S/ una funcién acotada y medible en [4,5] Definamos la

por

Fo=[f)a

Entonces existe un conjunto £ c [a,5] de medida cero tal que

para todo xe[a,b]-

partes (cs p)

F'(x)=f(x) (6)

E En este caso se dice que (6) se satisface casi en todas
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Demostracidn

Definamos las funciones f.f [ab]> R por
fT(x)=max{-f(x),0} y f'(x)=max{f(x),0} Note que f~, f"son funciones

no negativas tales que f=/"— f~

Entonces

)= [ £ 0d-[ 1 @t = R0~ F)

donde

F®)=[road y F@=[r()a

Note que FyF, son funciones crecientes Por lo tanto, FyF son

diferenciables (cs p) en [a,6] Porel Teorema 1 1 se tiene que

[ F(x)de=F(e)-F(a) = [ f(x)dx

de donde

j [F(x)- f(x)]dx=0



96

para todo ce[a,b] Por consiguiente, F'(x)=f(x) (czp) en [a,b], es decrr,

F'(x)= f(x) en [a,b], excepto posiblemente en un conjunto de medida cero

Los Teoremas 1 1 y 1 2 dicen que la diferenctacién y la integracién de Lebesgue

son operaciones inversas en una clase muy amplia de funciones Si1 f es una

funcion acotada y medible en [4,5], entonces

%[ f f(r)dr]=f(x) (et )

S1 f es una funcion acotada y medible en [a,6] cOn f(a)=0 y su dernvada f'

existe y es acotada en [q,5] , entonces

X

[fod=f)

a

Estas dos versiones del teorema fundamental del calculo proveen una
formulacién ngurosa definitiva de la relacion inversa entre la diferenciacton y la
integracién, que Newton y Leibniz descubrieron conceptuaimente y fue

explotada en el siglo XVII



CAPITULO 2: EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO EN EL ANALISIS REAL.
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Una de las principales ventajas de la teoria de integracién de Cauchy (para
funciones continuas) es que le permiti6 demostrar generalmente la existencia de
integrales o funciones primitivas, cuyas propiedades, €l pensd, podian ser

estudiadas s6lo después de la demostraciéon de su existencia Para una funcién

continua f [a,b] > R, Cauchy consider6 la funcién F [a,b] — R definida por

F(x)= J‘ F(O)dt

Como

F(x+h)-F(x) _1
h T h

[ sy = f(x+6h)

con 8<[0,1], 7 no es sblo continua sino también diferenciable De aqui, Cauchy

establect6 los siguientes resultados

Teorema A F es una funcion pnmitiva para f en [a,5] , es decir, F'(x)=f(x)

para todo x e[a,b]

Teorema B Todas las prmitivas de f deben ser de la forma _[: f(dt+c,

donde ¢ es una constante, esto es, si G es una funciédn con derivada continua

G', entonces
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j‘:G'(x)dz = G(x)~G(a)

para todo x € [a,5]

El Teorema A es llamado la primera versién del Teorema Fundamental del
Calculo y el Teorema B es llamado la segunda versiéon del Teorema F IIT -
PARTE Evalue la siguiente integral

1) j:l cosh 2¢ cos3tdt

IV - PARTE. Resuelva el siguiente Sistema

2x+y~y=t
x+y=1
2)
x(0)=l s y(0)=1

Fundamental del calculo Los dos teoremas colectivos se llaman el Teorema

Fundamental del Calculo

En este capitulo se presenta la demostracion formal del Teorema Fundamental
del Calculo en la teornia de integracién de Riemann, se consideran algunos
ejlemplos patoloégicos y se generalizan los Teoremas A y B debilitando la

hipétesis de continuidad
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2.1 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Y

LA CONTINUIDAD.

Como toda funcién continua en [a,b]es integrales segun Riemann en [a,5], las

versiones respectivas del Teorema Fundamental del Calculo en la teoria de

Integracién de Riemann la podemos expresar como siguen

Teorema 21 Sea f [a,b] = R una funcién continua en [a,5] y definamos la

funcién F [a,b] > R por

F(x)= J’ F()dr

Entonces r es una funcion pnmitiva para f en [a,b], es decr, F'(x)= f(x)

para todo x €[a,b]

Teorema 22 Sea F [a,b] — R una funcidn diferenciable en [a,b] Si la funcién

J(x)=F'(x) es continua en[a,b]entonces

J' F'(t)dt = F(x)- F(a)

para todo x €[a,b]
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El Teorema 2 2 exige que la denvada r sea continua en [a,5] Sin embargo,

en el Ejemplo1 10 se puede observar que la denvada r' no es continua en

[2.6] y aun se cumple el resultado de este teorema, o sea que

[ F'(x)dx = F(x)- F(a)

para todo xe[a,b] Ademds, en el Ejemplo 1 11 podemos ver que la denvada de

una funcién en un Intervalo cerrado [a,b] no es necesariamente Integrable

(segun Riemann)

Asi pues, la continuidad de la denvada ~' de la funcibn F no se puede tomar
como un hecho, ni la hipétesis de continuidad de ' es una condicién necesaria

para que se cumpla el Teorema 2 2

La pregunta ahora es ¢Qué condiciones se les deben imponer a la derivada £
de la funcibn F que garantice la veracidad del Teorema Fundamental del

Céalculo?

Antes de contestar esta pregunta veamos que propiedades tiene la derivada [

de una funcién diferenciable en [a,b] De los Ejemplos 1 10y 1 11 sabemos que

f' no es necesaramente continua ni acotada en [a,b] Asi que nos
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preguntamos que tan mal puede ser el comportamiento de la derivada de una

funcibn En esta direccion, Darboux probé el siguiente resultado

Teorema 2 3 (Propiedad del Valor Intermedio para derivadas)

Sea f [a,b]> R una funcién diferenciable en el intervalo [a,6] Si & es un

numero entre f'(a) y f'(b), entonces existe un ce[a,b] talque f'(c)=%

Demostracion

Supongamos que f'(a) <k < f'(b) Definamos la funcién g [a,b] = R por

g(x)=hx— f(x)

Como f es diferenciable en [a,b], ¢ es diferenciable en [a.8] v

g'(x)=k- f'(x) Porlo tanto existe un punto, c €[a,5] donde g alcanza su valor
maximo Como g'@)=k—f'(@)>0y g'(b)=k—f'(b)<0, el valor maximo de ¢

no puede ocurrirnien a nien b

De lo antertor se deduce que ce(a,b) Por consiguiente g'(c)=0 Es decrr,

k-f©)=0 y fic)=k
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En el Ejemplo 111 se tiene que 7' no es acotada en [a,b] Sera que si se

supone que ' es acotada en [a,b], entonces se satisface el Teorema

Fundamental del Calculo En este sentido se plantea la siguiente conjetura en la

teoria de integracion de Riemann

Conjetura Sea F [a,b]—)R una funcién diferenciable en [a,b] con derivada

acotada ' en [a,b] Entonces

jb F'(x)dx = F(b) - F(a)

En 1881 el matematico italano Vito Volterra (1860 - 1940) resolvié
negativamente esta conjetura en su articulo “Sui principn del calcolo

integrale” Ahi Volterra presenté un ejemplo de una funcién ~ que tenia una

derivada acotada en [a,b] pero que cuya derivada era tan discontinua como

para ser integrable (0 sea que el conjunto de discontinutdades tenia medida de

Lebesgue no nula) En otras palabras, aunque £ era dernvable en todo punto y
su derivada r' era acotada, la integral rF'(x)dx no existia Asl, como la

integral no existe, la ecuacion

]F(x)dx=p(b)-p(a)
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no puede ser verdadera De esta manera, Volterra destruyo cualquier esperanza
de establecer un Teorema Fundamental del Calculo simple en la teoria de

integracién de Riemann

A pesar del e)lemplo presentado por Voliterra, En 1875 Dorboux tuvo éxito en
determinar la propiedad de la derivada r' para que el teorema fundamental del
calculo sea verdadero, resultado que enunciamos en el siguiente teorema y es

una generalizacion del Teorema 2 2

TEOREMA 24 (Teorema Fundamental de Calculo) Sea F [a,b] >R una
funcibn diferenciable en [a,b] Si1 f=F" es integrable (segun Riemann) en

[a,b], entonces

[, 7 = [} Fix)ae = F®) - Fa)

Demostracion

Consideremos la particién P ={x,x, ,x,} de [a,b], donde

a=x,<x, < <x,=b

Luego
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F(b)-F(a)=F(x,)- F(x,)
=(F(x)=F(x)+(F(x,)-F(x )+ +(F(x,)-F(x,.))

= i(F(x,) - F(x,_))

1=l

Como r es diferenciable en [x_,,x], por el Teorema del Valor Medio de

Lagrange, existe ¢, € (x,_,,x,) tal que

F(x)-F(x_) = fe)x —x.,)

Por consiguiente

F)-F(a)= if(c,)(x, —x,_,)

=]

Note que

m, =min(f[x_,x )< f(c) s max(f,[[x,_,,x,]]) =M,

para todo 1=1,2, ,n Porlotanto

L(f.P)= zlm (x-x.)< > £(e)(x -x.) < ZM (x,—x)=U(f,P)

1=l

de donde

L(f,P)S F(b)-F(a)<U(f,P)
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para toda particiéon ¢ Como

Sup{L(f,P) P es una particion de [a,b]}:J': f(x)dx
inf {U(f,P) P es una particon de [a,b]}=L3 F(x)dx
se tiene que
[0 redes Fo)-F@s [| fods

Por hipétesis f = F' es integrable en [a,b], O sea que

[ feode= [, £G) de= [ f ()

Por consiguiente

[*F (e = j f(x) dx= F(b)—F(a)

Una ingenua generalizacion del Teorema 2 4 es la siguiente

Teorema 25 Sean f, F [a,b]> R funciones y £ un subconjunto finito de

[a.b] SI
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a) F escontinua en [a,b]
b) F'(x)=f(x) paratodo xe[a,b]-E

¢) f esntegrable segun Riemann en [a,b] entonces

j" f)dx = [ F'(x)dx = F(b) - F(a)

Demostracion
La demostracién de este teorema es similar a la del Teorema 2 4

En el Teorema 2 4 presentade por Darboux, se supone que la funcion f=F' es
integrable segun Riemann en [a,b] Pero bajo qué condiciones la dernvada £

de r es Iintegrable segun Riemann (sin hacer uso de la teoria de la medida) En

lo que sigue daremos respuesta a esta pregunta

Teorema 26 Sea ¢ [a,b] > R una funcion integrable en [a,5] y supongamos

que existen constantes m y M tales que

m<g(x)s M

para todo x & [a,b] Definamos la funcién @ [a,6] > R por



o(x) = [ $()di

Si 4 es diferenciable en [a,5], entonces

mo'(x)<M

para todo x e[a,b]

Demostracion

Definamos la funcion & [a,6] - R por

k(x)=@p(x)—m(x—a)

Entonces k es diferenciable en [a,5] y

kK'(x)=¢p'(x)-m
para todo x€[a,b] Ademas
k(x) = J’ ¢()dt - m(x—-a)

= J' ¢(:)dt—j: mlt
= [ (#0y-m) a

108
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Como ¢(r)>m para todo fe[a,b], k es una funcion creciente en [a,b] Por lo

tanto, k'(x) 20 para todo xe[a,b] Asipues

@'(x)2m, para todo xe([a,b]

Por otro lado, definamos la funcién L [a,b] - R por

L(x)=M(x-a)-p(x)

Entonces . es diferenciable en [a,b] y L'(x)=M -p'(x) para todo xe&[a,b]

Ademas

L(x)=M(x-a)-[ g()dt
= | Mar- [ g(r)dr
= _[:(M—¢(t)) dt

Como ¢(t)<M para todo te[a,b], L es una funcién creciente en [a,b] Por lo

tanto, L'(x) >0 para todo x €[a,b] Asi pues,

¢'(x)< M, para todo xe[a,b]

De todo lo anterior se tiene que
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m<o'(x)<M, para todo xe[a,b]

Teorema 27 Sea ¢ [a,b] > R una funcion integrable en [a,4] y definamos la

funcién ¢ [a,b] > R por
p(x)= Lx¢(r) dr
Si p es diferenciable en [a,b], entonces ¢' es integrable en [a,b]
Demostracién
Sea P={x,x, ,x,} una particién de [a,b], donde

a=x,<x,< <x,=b

Como

m, =nf (4[x_,x]) < ¢(1) < sup(d[x._,.x]) = M,

para todo s €[x,_,,x,]. por el Teorema 2 6 se tiene que

mS@(x)<M,

Por lo tanto
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L(¢,P)<L(¢',P)<U(¢',P)<U(4,P)

I;¢(x)dx < I;qa'(x)dx sjfgo'(x)abc < Ijg}(x)aﬁr

Como ¢ es integrable en [a,5], se tiene que

[o(x)ac=[" p(x)dc=] g(x)ax
Por consiguiente,

[[pGde={’ o)

y ¢' es integrable en [a,b]

Teorema 28 Sea F [a,b] > R una funcion diferenciable en [a,6] La dervada

F es integrable en [a,b] si y s6lo st existe una funcion integrable ¢ [a,6] > R

tal que

F(x)= F(a)+ J' é(1)dr
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para todo xe[a,b]

Demostracién Supongamos que F' es integrable en [a,b] Tomemos ¢=F",

entonces por el Teorema 2 4,

I: F(t)dt = F(x)- F(a)

Por lo tanto,

F(x) = F(a)+ j F'(t)dt, para todo x €[a,b]

Supongamos ahora que existe una funcién integrable ¢ [a,6] — R tal que

F(x)= F(a)+ j #(r)dr, para todo x e[a,b]

Definamos la funcion ¢ [a,6] = R por

p(x)= I:¢(t)dt

Luego

go(x) = F(x)- F(a), para todo xe [a,b]
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Por lo tanto ,» es derivable en [a,b] y ¢'=F' Asl, porel Teorema27, F'=¢'

es integrable en [a,b]

Observacion Por el Teorema Fundamental del Calculo (Teorema 2 4), en el

Teorema 2 8 se deduce que

j F'(t)dt = j #()dr, para todo xe|[a,b]

Sin embargo esto no implica que F'=¢, como lo muestra el siguiente ejemplo
Ejemplo 2 1 Consideremos las funciones F,¢ [-1,1]— R definidas por

< 0 ,#«s -1<x<0
, SIo-

0 <x<0
F(:c)={2 <r<l’ p(x)=42 ,51 x=0

, 0<x<
o 3! x 2x .51 0O<x<l

Entonces, < es dervable en el intervalo [-1,1] y

0 , st -1€x<
Fi(x)=

2x , 51 0<x<0

Ademas

j:F'(t) = j_: ¢(1)dt, para todo x €[-1,1]
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Sin embargo F'#¢ en el intervalo [-1,1]

2.2 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO Y

LA INTEGRAL INDEFINIDA.

En el Teorema A 6 Teorema 2 1 (Primera versién del Teorema Fundamental del

Calculo) se prueba que toda funcién continua f [a,b]—> R posee una primitiva

en [a,b] Para esto se define la funcion
F [a,b] >R
F(x) = j f(tat

Luego utihzando el Teorema del Valor Medio de Lagrange, se prueba que r es

diferenciable en [a,b] y que F'(x)= f(x) para todo x&[a,b]

Aungue la funcion F(x) = j: f()dt se definié para la funcién continua f, esta se

puede definir de forma general cuando f es integrable

Definicién2 1 Sea f [a,b]— R una funcién integrable en [a,6] La funcion

F [ab] >R
Fxy=| far



se llama la integral indefinida de / en [a,5]
Ejemplo 2 2 Consideremos la funcién continua f [—2,2] — R definida por

0, sI-2<x<0
x, SI 0<x<2

foe|

y sea F [-2,2] - R lantegral indefinida de f en [-2,2] Luego

sl x<0,
F()=|" f(ydr={" 0dr =0
sl x=0,
Flo)=[. fydr =0
sl x>0,

F(x)= jz f(O)dt
= [\ r@ar+[ rivya

= J.ox 1dt = %xz

115
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Asl pues,

0, siI-2<x<0

—x°, s8I 0<x«2

Note que r es diferenciable en [-2,2] y F'(x)=f(x) para todo xe[-2,2], 0

sea que £ es una primitiva de f en [-2,2]

Elemplo 23 Sea f [-2,2] > R la funcién definida por

0, si—-2<x<0
3, sl 0<sx<2

foe|

y sea F [-2,2] > R lantegral indefinida de f en [-2,2] Luego si x <0,

F(x)= [_’2 f(0)dt = j’z 0dt =0

sl x=0,

F(0) = jz f()dt = f;om =0

sl x>0,

Fe)=[ 1@
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= [ f@ar+ [ f@ar
= 3]: dt

=3x

Asi pues,

0, si1-2<x<0
3x, sl 0<x<2

F(x) = {

Note que r es continua pero no diferenciable en [—2,2], por lo tanto £no es una
primitiva de f en [-2,2] Mas aun, por el Teorema 2 3, /' no posee primitiva en

[-2.2], ya que ella no satisface la propiedad del valor intermedio en [a,5]

En el Ejemplo 1 10 se presenté una funcion que posee primitiva, pero no es

integrable en el intervalo dado [a,b] Sin embargo, en el Ejemplo 2 2 se presenté

una funcién integrable que no posee primitiva en el Intervalo [a,b] Estos

resultados fueron las bases que motivaron el replanteamiento del teorema
fundamental del calculo, dando orngen al surgimiento de nuevas teonas, algunas

de las cuales analizaremos en este capltulo

A continuacion se estudiaran algunas de las propiedades fundamentales de la

integral indefinida



118

Teorema 29 Sea f [a,b] > R una funcion continua en [a,b] y F [a,b] >R Ia
integral indefinda de f en [a,6] S F(x)=0 para todo xe[a,b|, entonces

f(x)=0 para todo x &[a,b]
Demostraciéon

Sea x,€[a,b) y seas k>0 tal que x, <x,+h<bh Luego, por hipotesis se tiene
que
F(x)=["F@)ydt=0 y F(xo+h)=r°+hf(;)dr=0

Por lo tanto,

0= F(x, +Hh)=F(x,)
= [ r@ar-[" f@yar
=2 r@a
X

Por otro lado, por el teorema del valor medio para integrales, se tiene que existe

un 6, €[0,1] tal que

0= (""" f(dt = f(x,+8,)h



119

de donde

f(x,+6,R)=0
Como h se puede tomar arbitrariamente pequefioy / es continua en [a,b], se

tiene que f(x,) =0, para todo x, €[a,5]

Teorema 210 Sea f [a,b]— Runa funci6n continua y no negativa en el
intervalo [a,b] y F [a,b] > R la ntegral indefinda de f en [a,b] Si F(b)=0,

entonces f(x)=0 para todo x€[a,b]
Demostracién
Como f es continua y no negativa en [a,b], se tiene que para todo x &[a,b]

0<F()=[ f)de < f()dt = F(b)=0

Por lo tanto, F(x)=0 para todo xe[a,b] Luego, por el Teorema 2 9, se tiene

que f(x)=0 para todo x €[a,b]

Teorema 2 11 Sea f [a,b] > R una funcion integrable en [a,b] y F [a,] >R

la integral indefinida de f en [a,b] Entonces existe un &£ >0 tal que
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|F(x)- F(y)| < k|x-)]

para todo x,y €[a,b].es decir F es Lipschitziana en [a,b]
Demostracién

Como f es integrable en [a,5], ella es acotada en [a,5], por lo tanto, existe un

k>0 tal que

|7(x)|< K. para todo xe€[a,b]
Sean x,yefa,b] Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x2y

Luego,

F)-F)=[ foar-[ fo)dr
= L f)dr
Por lo tanto,

[F@)-Fol=|f) £
< L[ f(0)|dt
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SKLm
=k(x-y)
=k|x-)]

Asi pues, F es Lipschitziana en [a,b]

Teorema 212 Sea f [a,b] = R una funcién integrable en [a,b] y F [a,b] > R
la integrai indefinida de f en [a,b] Entonces r es diferenciable en todo punto

cela,b] enelque f escontinua,y F'(c)=f(c)
Demostraciéon

Supongamos que f es continua en ce[a,b] Sea £>0, como / es continua

en ¢, existe un 4 > 0 tal que

|fle+m-f(c) <&

siempre que c+he([a,b]y|h| <5

Tomemos un A= 0 tal que |h| < ¢ , entonces

| peth

- dx =1
h
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Por lo tanto,

| F(c+h)-F(c)
| h

1@< ([ s [ o) - L9

] peth e+h
=‘;L fea-L2 [ &

M
SIITI [ £ (o)

] |pe+h
< W L edx

<
A
=£

[T e -fena

Esto implica que F es diferenciable enc y F(c) = f(c)

Una forma sofisticada de aplicar la integral indefinida y el teorema fundamental
del célculo es la creacién de las funciones trascendentales, como por ejemplo la

funciones logartmo que aparece en muchos libros de calculo

Definicién 2 2 La funcién logaritmo natural denotada por 1n, es definida por

La expresion Inx es llamada el logantmo natural de x
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Como la funcion f (0,.0) = R definida por f(x) = ! es continua en (0,0), por el
X

Teorema Fundamental del Calculo, la funcibn In estd bien defintda y es

diferenciable en (0,0), ademads, por el Teorema Fundamental del Célculo,

Si 0<x<l , entonces
xéﬁ_— Iﬂ
1 ¢ ¥t

Por lo tanto, la funcién logartmo natural es positivo para x>1 y negativo para

0<x<l Ademas In1=0

Teorema 213 (Leyes de los logantmos Naturales) Sean x,ye{0,),

entonces

1) In(xy)=Inx+Iny

) ln(ﬁ]= Inx—Iny
y

1) Inx" =rinx, para todo numero racional r



124

Demostracién

) Fiemos un y e (0,) y definamos la funcion
G (O,oo) - R
G(x) = In(xy)

Por la definicién de la funcién logarnitmo y por la regla de la cadena se tiene que

SO =L (o)) =S lo)= =1

1
xy

Por lo tanto, las funciones G(x) y Inx son antidenvadas de la funcién ! en
X

(0,0) Luego por el Teorema Fundamental del Célculo, existe una constante ¢

tal que

Inxy=Inx+c

Tomando x =1, se obtiene que

Iny=Inl+c

Pero como Inl1=0, se tiene que
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Por consiguiente,

Inxy=Inx+Iny, paratodo x,y e(0,)

D) Sea x e (0,), entonces por la parte (1),

0=Inl=[n(x l)=lnx+lnl
x x

de donde

1
In—=-Inx

Por consiguiente,

ln(£J=ln[x —l-}=lnx+lnl= Inx-Iny
Y Y Y

m)  Sean xe(0,%) y r un numero racional Por la regla de la cadena, se

tiene que
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Por otro lado,

%(r Inx)= rdix(ln x)=

= |~

Como Inx" y rlnx son pnmitivas de la funcion — en (0,0), por el Teorema
X

Fundamental del Calculo, existe una constante ¢ tal que

Inx"=rlnx+c¢

Tomando x =1, obtenemos

O=Inl=rinl+c=c

Asi pues,

Inx"=rlnx

Como la funcién f(x) “Les positiva en (0,%0) y
X

1
xﬂ=— £,5|0<x<1
vy £t

se tiene que la funcién logantmo natural es inyectiva de (0,) en # Por lo

tanto, para cada numero real x existe un unico ye(O,oo) tal que Iny=x En

base a esto podemos presentar la siguiente definicién
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Definicién 23 La funcién exponencial natural, denotada por exp es definida

por

exp R —(0,)
exp(x)=y, siysolos, Iny=x

De la definictén de funcién inversa se tiene que

In(expx)=x, exp(lny)=y

Denotemos por ¢ el numero real tal que Ine=1 Asi

exp(l)=e

Note que sI r €s un numero racional, entonces por el Teorema 2 8,

ln(e’)=rln(e)=r

Por lo tanto,

exp(r)=e"

Definicién 2 4 Para cada numero real x definimos

e"=y, siysélos), Iny=x
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Como exp es la Inversa de la funcién logantmo natural, se tiene que

e’ =expx,para todo x

Asli,

Ine* =x, para todo numero real x

e"™* =x, para todo numero real x>0

Teorema 2 14 Sean x,  numeros reales y r un numero ractonal, entonces

I) exey =e.l’+y
i = e"-y
h) e
e* )I =e™
1)) (

Demostracion

1) Por el Teorema 2 8 se tiene que

ln(e'e’)=lne" +Ine =x+y

Luego por la Definicion 2 4,
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X+

et =e'e’

n} Por () del Teorema 2 8, se tiene que

.
In&) =rine® =rx

Luego por la Definicion 2 4

Teorema 2 15 i(e‘) e
dx

Demostracién

Como

Ine* =x

Diferenciando en ambos lados, usando la regla de la cadena, se obtiene

de donde
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d X X
E(E )=e

Del Teorema 2 10 y de la regla de la cadena, se deduce que sI ¥ =g(x) es una

funcién diferenciable, entonces

d wY _ uf_u_
;(e )—e dx

Otra aplicacién del Teorema Fundamental del Calculo es en el caiculo de la
integral y dernvada de las funciones trigonomeétricas y sus inversas, tema que

sera abordado en el tercer capitulo

2.3 GENERALIZACION DEL TEOREMA

FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

Como se dijo en la Seccién 1 6, Lebesgue probé que una funcién acotada en un

intervalo cerrado [a,6] es integrable segun Riemann en [a,b] s y s6lo s, el

conjunto de sus discontinuidades en [a,b] tiene medida cero También probd el

Teorema Fundamental del Calculo en su teoria de integracién (Teorema 1 1)

En el Teorema 2 8 se presentd una caracterizacion para la integrabilidad de la

denvada ~ de una funcién F denvable en [a,b], sin usar el concepto de
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medida, lo cual fortalece el sentido e importancia del Teorema Fundamental del

Calculo presentado por Darboux (Teorema 2 4)

En esta seccion presentaremos una generalizacion del Teorema Fundamenta)

del Calculo, que solamente usa el concepto de conjunto de medida cero

Definictén 25 Un conjunto de numeros reales £ tiene medida cero si para

cada £>0 existe una sucesién {/,}"  de intervalos abiertos tales que

ECU}H y

n=l n=l

donde

Iﬂ

es la longitud del intervalo /,

Definicion 2 6 Se dice que una propiedad p se satisface casi en todas partes
(denotado por ctp ) en un conjunto £ si el conjunto de puntos de £ donde p

no se satisface tiene medida cero

Ejemplo24 S f [0,1] — R es la funcidn de Dirac definida por

0, st x es rracional
1, st x es racional

cR
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Entonces f(x)=0 ctp en [0,1], ya que el conjunto de numeros racionales tiene

medida cero Esto también se escribe como /=0 ctp en [0,1]

Teorema 216 Sea f [a,b] > R una funcién Lipchitziana en [a,b], o sea que

existe un K >0 tal que

|f(x)- f(»)| < K|x-)|, para todo x,ye[a,b]

St f'(x)=0ctp en [a,b], entonces [ es constante en [a,5]

Demostracion

Sean ¢, numeros reales positivos Denotemos,

D={xe [a,8] f‘(x)=0}

Entonces, por hipotesis, el conjunto [a,b]—D tiene medida cero Por lo tanto,

para y >0 existe una sucesién {/,}°  de intervalos abiertos, tal que

[a,b]—Dci:]lln y i

n=|

I|<Z
"k
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Ahora, dado un subintervalo cerrado /=[c,d] de [a,b], diremos que ; es del

tipo 1 sl

|f( )~ fle)<e(d-e)

Y deltipo 2 siexiste un Je{/, ne N} talque I cJ
Definamos el conjunto

S={xe[a,b] existe una particion P, ={x,x, ,x,} de [a,x] tal que para cada

7, [x,_l,xj] es un intervalo del tipo 1 o del tipo 2}

Note primeramente que S= < En efecto, s1 ae D, entonces f'(a)=0, y por lo

tanto existe un x > g tal que

|/ (x)- f(a)| s e(x—a)

Consideremos la partici6n P, ={a,x} del intervalo [a,x] Como [a,x] en un
subintervalo del tipo 1, se tiene que xS y por lo tanto S#¢ Por el otro lado,

sl ag D entonces existe un Je{lﬂ ne N} talque aeJ
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Como J es un intervalo ablerto, existe un x> a tal que [a,x]cJ Consideremos

la particion P, ={a,x} del intervalo [a,x] Como [a.x] es un subintervalo del tipo

2, se tiene que xe S y por lo tanto S = ¢
Probemos ahora que

XeS=|f(x)-f(a)|sy+e(b-a)

En efecto, sea xe S y consideremos una particién P, ={x,,x, ,x,} de [a,x] tal

que cada subintervalo [x,.-ux,] es del tipo 1 6 del tipo 2 Luego

FO - f@=(f(0)- FON)+(F ) - £+ +(Fx) = F (5 )
=3 (@) - fx.)

Por lo tanto,

@ - f@)|< 3l - 1)

1=l

=2l =F Gl Tl )= 1 (50)
< ’Ee(x, _x:-l)""‘;k(x' -x.)

<+e(b-a)+k ) (x,-x_)

tipo 2
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Como estos intervalos del tipo 2 son disjuntos dos a dos, se tiene que

Por consiguiente,
|f(x)- f(a)| < +& (b—a)+k(%J
<y+e(b—a)

Sea c=sup(S), entonces por lo probado anteriormente y por la definicién de §

se tiene que a <c <b. Ademas como f es continua en [a,b]. se tiene que

|f(c)- f(a) <y +e(b-a)

Supongamos que ¢ <b. Si ce D, entonces f'(c)=0. Por lo tanto, existe un » >0

tal que [c—r.c+r|c(ab) y

| f(x)- f(e)|<e|x—c]|, paratodo xe[c—r,c+r]

Como c¢-r no es una cota superior de S, existe un xe S tal que c-r<x<e.

Luego existe una particién P, ={x,.x....x,} de [a,x] tal que cada subintervalo

[xj_i,xj] es del tipo 1 o del tipo 2. Note que P={x,x....x,.c+r} es una
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particion de [a,c+r], donde cada subintervalo es del tipo 1 o del tipo 2 Esto

Implica que c+re S, lo que es una contradiccién St ce D, entonces existe un

Je{l, neN} talque ceJ y [c-r,c+r]cJ paraalgun r>0, ademas existe
un xeS tal que c-r<xsc Luego existe una particion P, ={x,,x,, ,x,} de
[a,x] tal que cada subintervalo [xj,,,xj] es del tipo 1 o del tipo 2 Note que
P={x,x%, ,x,,c+r} es una particién de [a,c+r] donde cada subintervalo

[x,_,,x,] es del tipo 1 o del tipo 2 Esto mplica que c+reS, lo que es una

contradiccion Por consiguiente c=b y

|f(b)_f(a)|57+g(b_a)

Como cyy son numeros reales positivos arbitrarios, se tene que

f(6)-f(a)=0 Porlo tanto f(b)=f(a)

Sea xe(a,b] Entonces f es Lipschitziana en [a,x] y f'(1)=0 ctp en [a,x]
Por lo probado anteriormente se tiene que f(x)= f(a), para todo xe[a,b], es

decir que f es constante en [a,5]

Teorema 217 Sea f [a,b] > R una funcion acotada y continua ctp en [a,5]

Entonces f es integrable segun Riemann en [a,b]
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Demostracion

Definamos la funcién F [a,b] - R por

F(x):{.[:f(t)d’__[;f(f)dl, Slx#a

0, Six=a

Como f es acotada en [a,b] existe un M >0 tal que |f(x)]<M, para todo

x&[a,b]

Sea a<x<y<bh, entonces

|F(»)- F(x)| = (j’ f(0)de - j" f(t)a’t)—( j f(0)dr -j F(t)dl]

_ ( [ fwe-[’ f(r)d:)-(j':f 0di-[ far)

| s s

+

< f f)ar j: f (t)dt|

SM(y-x)+M(y-x)
=2M|y—x|

Ademas, si a < x, entonces

|F(x)- F(a)| =|F(x)|
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- | j S@was+ [}

< j| f@)|dr+ j| f@)|dr
< M(x—a)+M(x—a)
< 2M|x—a[

Por consiguiente, F es Lipschitziana en [a,5]

Por otro lado, como por el Teorema 2 12,

F'(x)= f@)-f(x)=0

para todo xe[a,b] donde f es continua, se tiene que F'(x)=0 ctp en [a,5]
Por lo tanto, por el Teorema 2 16 ~ es constante en [a,5], es decrr,

F(x)=F(a)=0, para todo x &[a,b]

As| pues

_L;f (ar =I f()d:, para todo x€[a,b]

lo que implica que " es integrable en [a,b]
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Estamos preparados ahora para presentar la siguiente generalizacion del

Teorema Fundamental del Calculo (Teorema 2 4)

Teorema 218 Sea f [a,b]—)R una funcién integrable segun Riemann en
[a,b] y sea g [a,6] > R una funcién Lipschitziana en [a,5] tal que g'(x)= f(x)

ctpen [a,b] Entonces

[ 1)t = g(8)- g ()

Demostracién

Sea F [a,b] > R la integral indefida de /* en [a,6] Entonces por el Teorema
211, F es Lipschitziana en [a,6] Ademas, como f es integrable segun
Riemann en [a,b], f es continua ctp en [a,b] Por lo tanto, por el Teorema

212, F(x)=f(x) ctpen [a,b] Luego

(F-g)(®)=Fx)-g(x)= f(x)-/(x) =0

ctp en [a,b] Mas aun, como r y g son Lipschitzianas en [a,6], F-g es
Lipschitziana en [a,b] Por consiguiente, por el Teorema 216 F-g es

constante en [a,b], es decir, existe un numero real & tal que
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F(x)-g(x)=k, para todo xe[a,b]

Pero como

Fa)=["fidr=0

Se tiene que k=-g(a) Por lo tanto,

F(x)=g(x)-g(a), para todo xe&[a,b]

Finalmente, como

F) = f@r

Se tiene que

[} firyde = g(b)- g(a)

Observacion Note que, en efecto, el Teorema 2 18 es una generalizacién del

Teorema 2 4 de Darboux, ya que toda funcién que tiene derivada acotada en un

intervalo [a,5], es Lipschitziana en [a,6] (esto es una consecuencia directa del

teorema del valor medio de Lagrange)
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Ejemplo 25 Sea S={l neN} y consideremos la funcion f [0,1] >R
n

definida por

-Xx, SIX€ES

f(x)={x2 +1, srxe[O,l]—S

Note que f es acotada en [a,b] y discontinua solamente en SU {0}, el cual es
un conjunto de medida cero, o sea que f es continuactpen [0,1] Por lo tanto,

f es integrable segun Riemann en [0,1]

Consideremos la funcién g [0,1] > R definida por

x3

xX)=—+x
g(x) 3
Como g'(x)==x’+1 es acotada en [0,1], g es Lipschitziana en [0,1]] Ademas

g'(x)= f(x), ctpen [0,]

Luego, por el Teorema 2 18,

I;f(x>dx=g(l>—g(0)=§+n_o=§
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Por otro lado, como f no satisface la propiedad del valor intermedio, por el
Teorema 2 3, f no posee primitiva en [0,1], sin embargo, aun se puede aplicar

el Teorema 2 2

Una consecuencia inmediata del Teorema 2 18 es el siguiente resultado, el cual

tambien es una extension del Teorema Fundamental del Calculo (Teorema 2 4)

Teorema 219 Sean f [a,b]—> R una funcion integrable segun Riemann en
[a.b] v g [a,b] > R una funcibn continua en [a,b] tal que g'(x)= f(x) excepto

en un subconjunto enumerable de [a,5] Entonces

[ f(x)de = g(5)- g(a)

Demostracién

Como f es integrable en [a,b] , existe un M >0 tal que

| f(x)| < M, paratodo x €[a, 5]

Por hipétesis, existe un subconjunto enumerable S de [a,5] tal que

g'(x)= f(x), para todo x €[a,b]-S
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Luego

-M < g'(x)< M, para todo x€[a,b]-S

Consideremos la funcién - [a,b] — R definida por

h(x) = Mx - g(x)

Note que / es continua en [a,b] y

h'(x)=M —g'(x) 20, para todo x €[a,b]-S

Por lo tanto, h es creciente en [a,b] Asi,

as<c<d<b= h(c)<h(d)
= Mc-g(c)< Md - g(d)
= g(d)-g(c)<M(d-c)

Consideremos ahora la funcién ¢ [a,b] - R definida por

o(x) = g(x)+ Mx

Note que , es continua en [a,b] y

@'(x)=g'(x)+M 20, para todo xe[a,b]-S



144

Por lo tanto, » es creciente en [a,b] Asi,

asc<d<b=p(c)<p(d)
= glc)+Mc<g(d)+Md
= -M(d ~c) < g(d)—g(c)

De todo lo anterior se tiene que

|g(d)-g(c)| s M(d~c)

Por consiguiente ¢ es Lipschitziana en [a,5]

Finalmente, como S es un conjunto de medida cero, por el Teorema 2 18, se

tiene que

[ fx)ax = g(6)- g(a)
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2.4 EL ARBOL GENFALOGICO DEL TEOREMA

FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

En lo que sigue enunciaremos los teoremas del calculo diferencial e integral que
se necesitan para entender y justificar el Teorema Fundamental del Calculo, y

forman el arbol genealégico de este concepto

El Principio del Extremo Superior (P E S) Sea 4 un subconjunto no vacio y

acotado superniormente de numeros reales & Entonces existe el supremo de 4

TEOREMA A1 (Cauchy) Una sucesion {xn}m de numeros reaies es
n=l

convergente (con limite el numero real x) si1 y sélo si1 es de Cauchy

TEOREMA A 2 (Bolzano — Welestrass) Toda sucesion acotada {xn}m de
n=l

numeros reales posee una subsucesion convergente

TEOREMA A3 (Caractenzacion de las funciones continuas) Sean

f [a,b] > R unafunciény x,e[a,b] f es conttnua en x, si y sélo si para toda
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sucesion {xn} en [a,b] que converge a x, se tene que la sucesién
n=l

@

{f(xn)}”m| converge a f(x,)

TEOREMA A4 (Propiedad del valor intermedio) Sea f [a,b] >R una
funci6n continua en [a,6] Si k esta entre f(a)y f(b) entonces existe un

ce(a,b) talque f(c)=+

TEOREMA A § (Extremos Absolutos) Sea f [a,6] > R una funcién continua

en [a,b] Entonces existen u,ve[a,b] tales que

f(w)< fx)< f(v), paratodoxe|a,b]

TEOREMA A6 (Continuidad uniforme) Sea f [a,6] >R una funcién

continua en [a,b] Entonces f es uniformemente continua en [a,5]

TEOREMA A7 (Extremos relativos) Sean f [a,b]—> R una funci6n y
x,€(a,b) Si f es dferenciable en x,y f'(x,)>0, entonces existe un §>0 tal

que
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X, =8 <x<x, = f(x)< f(x,)
X, <x<x;+8= f(x)> f(x,)

Si1 f es diferenciable en x, y posee un maximo (0 minimo) relativo en x,,

entonces f'(x,)=0

TEOREMA A8 (Rolle) Sea f [a,6]> R una funcién continua en [a,b] y

diferenciable en (a,b) tal que f(a)=f(b) Entonces existe un ce(a,b) tal que

Sc)=0

TEOREMA A9 (Valor medio de Lagrange) Sea f [a,b] >R una funcion

continua en [a,] y diferenciable en (a,5) Entonces existe un ¢ €(a,b) tal que

JB)-f(@=fc)b-a)

TEOREMA A 10 (Aditividad) Sea f [a4,6] > R una funcién integrable segun

Riemann en [a,b] Entonces

[ = foode+ [ fx)ds

para todo c€[a,b]
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TEOREMA A 11 (Monotonia) Sean f g [4,b] = R funciones integrables segun

Riemann en [a,b] Si f(x)< g(x) para todo xe&[a,b], entonces

[ rars [ g

TEOREMA A 12 (Criterio de Integrabilidad de Riemann) Sea f [a,b] >R
una funcién acotada en [a,6] f es integrable en [a,b] si y solo si para todo

£ >0 existe una particion P. ={x,,x, ,x,} de [a,b] tal que

0<U(fiB)-L(f P)<e

TEOREMA A 13 (Valor medio para integrales) Sea /' [a,b] > R una funcién

continua en [a,6] Entonces existe un ce(a,b) tal que

J, S = fexb-a)

A continuacién se presenta el arbol genealégico del Teorema Fundamental del

Calculo






CAPITULO 3: PROPUESTA DE ENSENANZA DE 1A
DERIVADA DE 1AS  FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS Y LAS
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS,
BASADAS EN EL TEOREMA FUNDAMENTAL

DEL CALCULO.
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3.1 ELEMENTOS DE LA PROPUESTA.

3.1.1 INTRODUCCION.

Los cursos de calculo diferencial e integral son de gran importancia, no sélo en
la matematica sino también en fisica, quimica, biologia, economia, ingenienia y
en todas las ciencias que estudian problemas de optimizacién Es por eso que
se ha escogido el Teorema Fundamental del Calculo, puente que une las teonas
de diferenciacién e integracién, como herramienta principal para disefar un
modelo didactico sobre la ensefianza de la derivada de las funciones
tngonométricas inversas y las funciones trigonométricas A diferencia de los
cursos tradicionales de calculo en los cuales se utiizan algunos hmites
tngonométricos para deducir la denvada de las funciones trigonométricas y sus
inversas, en esta propuesta se utiizan los resultados basicos de la
diferenciacion y de la integral definda para deducrr las denvadas de las
funciones trigonometricas inversas y a partir de estas calcular la derivada de las
funciones trigonométricas usando la relacidn que exisha entre estas funciones y

SuUs Inversas
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3.1.2 OBJETIVOS DE LA PROPUESTA.

» Disefiar una guia de ensefianza de la dervada de las funciones
trigonométricas inversas y las funciones trigonométricas basada en el
Teorema Fundamental del Calculo, para los estudiantes de los cursos de

calculo diferencial e integral de las diferentes universidades del pais

3.1.3 JUSTIFICACION DE LA PROPUESTA.

A los matematicos, desde el inicio de las civihizaciones, les han interesado
problemas del calculo de tangentes de graficas de figuras geometricas y el

calculo de areas

El primer problema dio origen a lo que hoy se conoce como €l calculo diferencial

y el segundo, dio origen al calculo integral

En un pnncipio se pensd que estos dos tipos de problemas eran totalmente
diferentes Sin embargo, con la evolucion de la matematica algunos matematicos
observaron que existia alguna relacion entre estas dos teonas Fueron los
trabajos de Newton y Leibmiz referentes al calculo diferencial e integral que
pudieron por primera vez entablar un puente realmente solido entre estas dos
teonias, el cual permitia resolver un problema de area usando tangentes y

viceversa



153

El Teorema Fundamental del Célculo es, en esencia, un enunciado de la
equivalencia de las dos maneras de entender el concepto de integracion, como
un proceso inverso de diferenciacién y como un hmite de sumas de productos
Los teoremas precisos referentes a estos enfoques surgen de la asumpcién que
la integracion es definida como un proceso de imite Por lo tanto, ellos clarifican
la relacién precisa entre la integracion y la diferenciacién En base a lo anterior
podemos afirmar que la importancia del Teorema Fundamental del Calculo
radica en que €l es un puente que conecta las teorias de integracion y
diferenciacién, proporcionando un algoritmo para calculos de area bajo una
curva utiizando los conceptos de diferenciacién Pero no se debe interpretar el
Teorema Fundamental del Calculo como el proceso inverso de la diferenciacion,
ya que en este sentido, la integracién pierde su sentido de independencia y se

hmita su campo de accién

Desde el punto de vista pedagogico, la importancia fundamental de esta
propuesta es que utiiza de forma elegante las transformaciones que han sufrido
el Teorema Fundamental del Calculo desde su origen en el siglo XllIl a través de
su formalizacién en el siglo XIX hasta su presentacién en los libros de texto de
calculo y analisis real en los siglos XX y XXI, y de este modo obtener algunas
conclusiones de este desarrollo histérico acerca de cémo debe ensefarse este

Teorema Fundamental del Calculo
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Los hechos indicados anteriormente conducen a la elaboracién de modelos de
ensefianza de la derivada de las funciones trigonométricas inversas y las
funciones trigonomeétricas, utilizando el Teorema Fundamental del Calculo, lo
cual permite a los estudiantes articular y conectar de manera natural los
resultados del célculo diferencial y el calculo integral De ésta manera los
estudiantes tendran la oportunidad de darle sentido y ver la utilidad que posee la

teoria estudiada en los cursos de calculo

3.14 DESCRIPCION DE LA PROPUESTA.

La propuesta que se presenta pretende evidenciar la conexidon que existe entre
las teorias del calculo diferencial e integral, utihizando el Teorema Fundamental
de! Calculo, sin que ninguna de ella pierda su sentido de independencia En la
estructura de esta propuesta se destaca la deduccién de las derivadas de las
funciones tgonométricas iversas y las funciones tngonomeétricas, apoyandonos
en las propledades geomeétricas de estas funciones y los resuitados

fundamentales de la teonia de diferenciacion e integracion
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MODELO DE LA ENSENANZA DE LA DERIVADA
DE 1AS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS Y LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS, BASADAS EN EL

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO.

JUSTIFICACION

Este modelo esta disefiado para ser utiizado en los cursos de caliculo diferencial

e integral que ofrecen ias diferentes universidades del pais, con el fin de elevar

las competencias planteadas en los curriculos de dichas asignaturas

Lo innovador de este diseiio es que, a diferencia de los cursos tradicionales, se

utiiza el Teorema Fundamental del Calculo para determinar la derivada de las

funciones trigonométricas inversas y posteriormente se deduce la derivada de

las funciones tngonométricas, dandole la oportunidad a los estudiantes de

comprender la importancia trascendental del Teorema Fundamental del Calculo

como puente de conexidon entre dos teorias matematicas aparentemente

independtentes
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3.2.2  DESCRIPCION DEL MODELO DE ENSENANZA DE LA
DERIVADA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS Y LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS,
BASADAS EN EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL

CALCULO.

En los cursos tradicionales de calculo, el médulo relacionado a derivada de
funciones tngonométricas se desarrolla basandose en el resultado de los

siguientes limites

. senx l-cosx tan x
lim =1, Iim =0, hm

x=0 x x=0 X x—0

Postenormente se deduce las derivadas de las funciones trigonométricas
inversas, sin usar ningun resultado del calculo integral y con poca ayuda de la

visualizacién de las propiedades geométricas de estas ideas

Rompiendo los esquemas tradicionales, el disefio que se presenta considera
como herramienta prnincipal el Teorema Fundamental del Célculo y la geometria
del circulo, para determinar el area bajo una curva Posteriormente, utihzando
las propiedades de la integral definda y la diferenciacion, se deducen las

denvadas de las funciones
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sen'x, cos''x, tan”'x, cot”'x, sec'x y csc'x

Finalmente haciendo uso de la definicion de las funciones trigonométricas
inversas y de la derivada de la inversa de una funcion, se deducen las derivadas

de las funciones

sen x, cos x, tan x, cotx, secx, cscx

Es oportuno puntualizar que en la deduccion de la derivada de las funciones
tngonométricas inversas y las funciones trigonometricas no se hace uso de los
Iimites tngonométricos mencionados anteriormente Mas aun, estos limites se
pueden demostrar como una consecuencia de los resultados obtenidos en este

disefo

3.2.3 OBJETIVOS PARTICULARES DEL MODELO.

1 Fiar los conceptos basicos del cdlculo diferencial e integral para lograr un
aprendizaje significativo en la matematica

2 Desarroliar el pensamiento logico matematico a través de actividades de
aprendizaje

3  Despertar en los estudiantes el interés por la matematica, al establecer
relaciones entre los diferentes conceptos que se le presentan en los cursos

de célculo diferencial e integral
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4  Aplicar el Teorema Fundamental del Calculo en la solucion de problemas
de cuadraturas (integrales} y calculo de tangentes (denvadas)

5 Utihzar las propiedades de las funciones trigonométricas y sus inversas en
el calculo de derivadas

6 Disefar actividades didacticas que fomenten el desarrollo de habilidades

cognitivas, visuales y espaciales
3.2.4  PRESENTACION DEL MODELO.

Titulo Denvada De Las Funciones Trigonométricas Inversas Y Las Funciones

Trigonométricas

>  DERIVADA DE LA FUNCION y =sen”' x

En la pagina 101 se enuncio el Teorema Fundamental del Calculo, el cual dice

Teorema Fundamental del Calculo Si f es una funcién continua en el

intervalo [0,a], entonces la funcién

F(x)=j:f(t)dt, 0<x<a

es diferenciable en [0,a] y F (x) = f(x), para todo x&[0,q]
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La siguiente figura ACB representa un cuarto de la circunferencia del circulo

unitano

A
A
E C

0
Y
0
« >
0 X D B
v
Figura 3 1

Note que el area de Ia regibn OACD esta dada por

drea(OACD) = j:Jl —dt o))

Observe que el area de la regidbn OACD es tambien la suma del area del sector

circular OAC y el area del tnangulo aocp
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Luego como

area(a‘!—C“):g, 6 en radianes

y senf = x, se tiene que

érea(éZE?) =%sen" x )
Ademas

| =X

area(o.OCD)=5xy= 5 1-x° (3)

Por lo tanto, de (1), (2) y (3) se tiene que

r\/l -2dt =lsen'I x+21-x
0 2 2

Por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

a(eise )=i(l SN J

dx(IO 1-1dt - 2sen Jr+2 1-x
Nt 2t (cen Ve LA (xI= 2
l-x —de(sen x)+2d (x ] x)

X

LI m%[ﬁ +x( ~2x H

24k 2J1-x
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[2(1-x?)-2x?
=li(sen"x)+l ( x) u
2ax i 241-x?
1 d - 11-x2 - x?
=——(sen x)+—
2&' 2_ ]_xz
ld, |’|-2x2]
14 (enn)ed
2 dx 2| V1=
Por lo tanto
1d -1 2 ]—2x2
= =,/|_ -
zdx(sen x) X 2 l_x2
2(1—):2)—l+2.)c2
2J1- 2
_ 1
241 =-x?
Asl pues

Por la Regla de la Cadena




» DERIVADA DE LA FUNCION y =cos™' x

Note que
cos(z- -sen™ x) =08 Ecos(sen’I x}+sen £sen (sen'l x)
2 2 2
= sen (sen" x)
=x
Por lo tanto

-1 ¥ -
Ccos x=3—sen X

Denvando miembro a miembro se obtiene que

g—(cos" x) = di(g—sen")

X X

)

Asi| pues

d -
};(cos lx): —

162
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Por la Regla de la Cadena

La denvada de la funcion y=cos™x se puede deducir similarmente, sin usar la

derivada del seno inverso Considere el cuarto de la circunferencia unitana

A
A
E C
0
y
0
< OL X D Bb
Figura 3 2

Note que el area de la region o£cs esta dada por

drea(OECB) = on\/] —1d (1)
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El area de la regién ozce es tambien la suma del area de! sector circular OCB y
el area del tnangulo aoec Luego como

érea(aaﬁ) = %(%—9) = %-g, en radianes

y cosf =y, se tiene que

—y 7 I
area(OCB) =7 Ecos y (2)
Ademas,
érea(AOEC)=%xy=%y 1-y? (3)

Por consiguiente, de (1), (2) y (3) se tiene que

y 1 1
1=12dt =———cos™' y+—y\J1-)*
[V 508 yHopi-y

Por el Teorema Fundamental del Calculo se tiene que

%(Ly\/l —Izdt) = %(E—lcos"y+%y l—y’)

4 2
1d _ 1 d
1-y? =—Ed—y(cos 'y)+55(y l—yz)

e )

2J1-?
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2J1-5"
2
=———(cos’l y)+ =2y
241-37
Por lo tanto
- 2
——(cos" y)= 2y” _ )
24/1-y*
1-2y% -2(1-5")
21y
_ 1
2J1-y*
Asi pues
1
—(cos™ y)=- -
-y
Cambiando la vanable , p
Cor la variable x, se obtiene que
—(cos" x) S
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> DERIVADA DE LA FUNCION y =tan"'x

Note que

- n 4
y=tan"'x © x=tanx, -3 <Y<T

Luego
l4+x* =1+tan’ y=sec’ y

Como —% <y< %, se tiene que sec y >0 Por consiguiente

secy = V1 +x?

de donde

cos‘.(tan‘I x) =cosy= LI

secy 1+ x?

es decir
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Denvando miembro a miembro y usando [a regla de la cadena se obtiene que

2x
L (tan™x) = -1 N %
\/ ] 1+ x?
I- 2
1+x
1 X
= ) 3
\/ (1+):
1+x?
V1+x2 x
- 3
* (1+x)2
_
T l+x?
Asi pues
- l
-—(tan : )= o~
Por la regla de la cadena
d _ 1 du
A S S e
> DERIVADA DE LA FUNCION y = cot™' x
Se sabe que

T
cot(——x] =tanx
2



168
Luego
cot(£ —tan™' x) =tan (tan" x) =x
2

Por lo tanto

7 -1
cot” x=——tan" x
2

Denvando miembro a miembro se obtiene que

As| pues

Por la regla de la cadena

d 2 -1 du
Gl e



> DERIVADA DE LA FUNCION y =sec™' x

Note que
a1 1
y=co§ —DCosy=—
X X
1
= =X
cos y
>Dsecy=x
= y=sec”' x
Por lo tanto,

- .
S€C X =C0s —
X

Denvando miembro a miembro se obtiene que

169
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Asi pues,

i(sec" x) 1
dx |x|\/xz -1
Por la regla de la Cadena
- 1 du
(SCC U= —

> DERIVADA DE LA FUNCION y=csc™'x

Se sabe que
/4
CSC| ——Xx |=8S€ECX
5
Luego
csc(z—sec’I x) =sec (sec"l x) =x
2
Por lo tanto

4. o
csc x—;-—sec x
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Derivando miembro a miembro se obtiene que

Asi pues

Por la regla de la cadena

i(csc:" x)= I
dx [.1r|\./x2 -1
i(csc" u) S L)
dx |u|~,«‘u2 —1 dx

A partir de las denvadas de las funciones tngonometricas inversas obtenidas

anteriormente y usando las propiedades de la funcion inversa se deduciran las

formulas de las derivadas de las funciones tngonométnicas

» DERIVADA DE LA FUNCION y =senx

Luego

y=senx<>x=sen” y
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Por el teorema de la derivada de la funcién inversa se tiene que

&y _
dx_ly

Pero como sen x = y, de la figura

NI

Figura33

Se obtiene que

Por lo tanto,



O sea que

Por la regla de la cadena

%(sen x)=cosx

d du
—(senu)=cosu —
dx dx

> DERIVADA DE LA FUNCION y =cosx

Por lo tanto

de donde

Y=COsXx &> x=cos 'y

173



Como y = cosx, de la figura

y
Figura 3 4

se obtiene que

sénx =

Por lo tanto

0 sea que

4 cosx)=-senx
dx

174
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Por la regla de la cadena

d du
—(cosu)=-senu —
dx dx

Utlizando las dernvadas de las funciones seno y coseno y las propiedades
algebraicas de la derivada se calculan las derivadas de las otras funciones

tngonomeétricas

»  DERIVADA DE LA FUNCION y =tanx

d d [ senx
—(tan x) =—| ——
dx dx\ cosx

_ COSXCOS X — senx (—senx)

cos’ x
2 2
_ cos’ x+sen’x
cos’ x
_ i
cos? x

=sec’x

0O sea que

%(tan x) =sec’ x

Por la regla de la cadena

i(tan u)=sec’u du
x dx
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»  DERIVADA DE LA FUNCION y =cotx

i(cot.\')=i( ! ]
dx dx\ tanx

sec’ x

tan’ x
| cos® x
2 2
cos* x sen‘ x

0 sea que

Por la regla de la cadena

i(cotu) ——esctu S
dx dx

» DERIVADA DE LA FUNCION y =secx

d d 1
—(secx)=—
dx dx\ cosx

senx

cos? x
_senx 1

COSX COSX
=tan xsecx



o sea que

e (secx)=secxtanx

Por la regla de la cadena

du
—(secu)=secutany —
dx dx

>  DERIVADA DE LA FUNCION y =cscx

d d 1
—(esex)=—
dx dx\ senx

Ccosx

sen® x
cosx |

s€nx senx
=—Ccotx cscx

0 sea que

d
—(secx) = —cscxcotx
dx

Por la regla de la cadena

d du
—(cscu)=—cscucotu —
dx dx

177



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES
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La importancia del Teorema Fundamental del Calculo radica, en que es el
puente que une dos grandes teorias de la matematica el célculo diferencial que
esta basado en el estudio de los problemas de tangentes y el célculo integral
que esta basado en el estudio de los problemas de cuadraturas o célculo de
areas Por esta razon se le debe dar la posicidn que merece en el proceso de

enseftanza y aprendizaje de la matematica

El Teorema Fundamental del Calculo debe ser analizado considerando su
evolucion historica, sus alcances y limitaciones, tanto en la teoria de integracion
de Cauchy como en la teona de integracion de Riemann También debe
establecerse la diferencia entre ser integrable y poseer primitiva, conceptos que
para la mayona de los estudiantes que han tomado los cursos de calculo

diferencial e integral son iguales

Como aplicacién, se debe utihizar todo el potencial que posee el teorema
fundamental del calculo, tanto para resolver situaciones que involucren los
conceptos de tangentes y areas, como para introducir conceptos nuevos, como
lo son logantmos, funciones exponenciales y las denvadas de las funciones

tngonométricas inversas y las funciones trigonométricas

Recomendamos a los instructores de los cursos de calculo diferencial e integral
que apliquen todo el potencial que tiene el Teorema Fundamental del Calculo

tanto como herramienta para resolver problemas como puente para introducir
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conceptos matematicos nuevos Tambien que se estudie con detalle los
alcances y limitaciones del Teorema Fundamental del Calculo, con el fin de
encontrar generalizaciones que amplien el campo de accion de este resultado

fundamental de la matematica
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