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Аннотация

В работе рассмотрен подход к решению задач пластического формоизменения с
использование вариационного подхода, который позволяет определить напряженно-
деформированное состояние и связанные с ним технологические параметры с учетом со-
вокупности реологических свойств обрабатываемых материалов. На основе первого энер-
гетического принципа механики, строящегося на теоремах об экстремальных свойствах,
когда действительному полю скоростей соответствует абсолютный минимум полной мощ-
ности процесса формоизменения, составлен энергетический функционал. Энергетический
функционал представляет собой баланс мощности внутренних и внешних сил. Под мощ-
ностью внутренних сил понимаются затраты мощности пластической деформации; мощ-
ности, связанной с наличием поверхностей разрыва скоростей в объеме деформируемой
среды; мощности сил трения, на контактной границе с инструментом; инерционная ком-
понента мощности, затрачиваемая на изменение кинетической энергии. Такая постановка
дает возможность исследовать так же и процессы высокоскоростного деформирования,
Данный функционал характеризует состояние материала при данных условиях обработ-
ки. Для решения данного функционала применен метод локальных вариаций, который
относится к прямым численным методам вариационного исчисления. Приведен, в качестве
примера, алгоритм расчета мощности пластической деформации для процесса обратного
выдавливания стакана из изотропного, жесткопластического материала.

1Работа выполнена по федеральной целевой программе «Исследование и разработки по приоритетным на-
правлениям развития научно-технологического комплекса России на 2014-2020 годы» (уникальный идентифи-
катор проекта RFMEF 157717X0271).
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Abstract

The paper considers an approach to solving plastic forming problems using a variational
approach, which allows to determine the stress-strain state and the technological parameters
associated with it, taking into account the combination of rheological properties of the materials
being processed. On the basis of the first principle of energy in mechanics, which is built on the
theorems on extremal properties, when the absolute minimum of the total power of the form-
changing process corresponds to a real velocity field, energy functional has been composed.
The energy functional is a power balance of internal and external forces. As the power of
internal forces, we understand the cost of power of plastic deformation; power associated with
the presence of velocities discontinuity surfaces in the volume of a deformable medium; power of
friction forces, on the contact boundary with the tool; inertial component of power expended on
the change in kinetic energy. Such a formulation makes it possible to investigate the processes of
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high-speed strain in the same way. This functional characterizes the state of the material under
these processing conditions. To solve this functional, the method of local variations is applied,
which refers to the direct numerical methods of the calculus of variations. An algorithm for
calculating the power of plastic strains for the process of reverse extrusion of a glass from an
isotropic, rigid-plastic material is given as an example.

Keywords: plastic form changing, local variation method, isotropic rigid-plastic medium,
energy functional, process of reverse extrusion.
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1. Введение

Для анализа процессов пластического формоизменения в настоящее время в связи с разви-
тием вычислительной техники целесообразно использование вариационного подхода, который
позволяет определить напряженно-деформированное состояние и связанные с ним техноло-
гические параметры с учетом совокупности реологических свойств обрабатываемых матери-
алов. Постановка задачи осуществляется на основе первого энергетического принципа меха-
ники, строящегося на теоремах об экстремальных свойствах, когда действительному полю
скоростей соответствует абсолютный минимум полной мощности процесса формоизменения
по сравнению с ее значением, определенным через произвольное кинематически возможное
поле скоростей деформаций.

2. Результаты и анализ исследований

При исследовании процессов пластической деформации на основе метода баланса мощно-
стей записывается некоторое энергетическое уравнение – функционал, составляющие которо-
го полностью характеризуют состояние деформируемой среды в данных условиях обработки.
Функционал, представляет собой разность мощностей внутренних и внешних сил, действую-
щих на систему.

Под мощностью внутренних сил понимаются затраты мощности описываемые выражени-
ем:

𝑊2=𝐶𝐵 =𝑊?; +𝑊@07 +𝑊𝐵@ +𝑊8= (1)

где: 𝑊?; – пластическая компонента мощности; 𝑊@07 – компонента мощности, связанная с
наличием поверхностей разрыва скоростей в объеме деформируемой среды;𝑊𝐵@ – компонента
мощности сил трения, на контактной границе с инструментом;𝑊8= – инерционная компонента
мощности, затрачиваемая на изменение кинетической энергии.

Построен энергетический функционал, который характеризует состояние деформируемой
среды как изотропное, жесткопластическое, который будет иметь вид [1].∫︁

𝑉
𝜏𝑠𝐻𝑑𝑉 +

∫︁
𝐹
𝜏𝑠 [𝜈] 𝑑𝐹 +

∫︁
𝐹𝐾

𝜇 [𝜈𝑘] 𝑑𝐹𝑘 +

∫︁
𝑉
𝛼𝑑𝑉 −

∫︁
𝐹 *
𝑥𝑉0𝑑𝐹

* = 0 (2)

где 𝜏𝑠 – предел текучести сдвига; Н – интенсивность скорости деформации сдвига; V – объем
тела; [V ] – величина разрыва касательных составляющих скоростей на поверхностях дискрет-
ных элементов; F — площадь поверхности разрыва; 𝜇 – коэффициент трения; [𝑉𝑘] – скорость
скольжения металла по инструменту; 𝐹 𝑘 – площадь контактной границы с инструментом; а –
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скоростная функция, учитывающая влияние инерционного воздействия; X – вектор поверх-
ностных сил; Vо – вектор скорости движения инструмента (скорости деформирования; F* –
площадь поверхности воздействия внешних сил.

Скоростная функция а представляет собой сумму двух частей:

𝛼 = 𝜌𝛼1 + 𝜌𝛼2 (3)

где 𝛼1 = 𝜔 𝜕𝜔𝜕𝑡 + 𝜐 𝜕𝜐𝜕𝑡 𝛼2 = 𝜔2 𝜕𝜔
𝜕𝑧 + 𝜐2 𝜕𝜐𝜕𝑟

При этом 𝛼1– предполагает дискретизацию по времени, а 𝛼2 - только по координатным
осям 𝑟 и 𝑧.

Составленный таким образом функционал решается методом локальных вариаций [2]. Суть
метода заключается в варьировании с достаточно малым шагом заданного произвольного, но
кинематически возможного для рассматриваемых процессов формоизменения, поля скоростей
перемещения, нахождения соответствующих каждому варьируемому значению поля скоростей
значений функционала и выборе среди них минимального. При этом составляющая, связанная
с внешними силами, в варьировании не участвует [3]. Подобное поэтапное решение приводит
в итоге к получению действительного поля скоростей перемещения, членам которого соот-
ветствуют минимальные значения мощностей, то есть к реализации первого экстремального
принципа. Следует отметить, что данный метод относится к прямым численным методам
решения вариационных задач, и применим к решению задач для функций любого числа пе-
ременных. Этот подход дает возможность строить решения при помощи не очень гладких
локализованных функций [4-7].

Проведем, в качестве примера, расчет мощности пластической деформации для процесса
обратного выдавливания стакана схема, которого представлена на (рис. 1) [8].

Рис. 1: Схема процесса обратного выдавливания стакана

На основе конечно-элементной дискретизации сплошной среды представим рассматривае-
мую среду в виде системы дискретных элементов, а состояние элемента опишем с помощью
обобщенных клеточных переменных с использованием вариационных принципов механики [7,
9-12].

Разобьем область пластической деформации (деформируемой среды) на четырехугольные
элементы; для чего проведем в плоскости, проходящей через оси z и r, два семейства прямых:

𝑟 = 𝑎+ 𝑗 ·Δ 𝑟; (4)
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𝑧 = 𝑏+ 𝑖 ·Δ 𝑧, (5)

где a и b – произвольны; Δ 𝑟> 0, Δ 𝑧> 0.
Прямые этих семейств пересекаются в точках 𝑃𝑖𝑗 , и разбивают плоскость на равные пря-

моугольники со сторонами Δ 𝑟 и Δ 𝑧.
На основании априорной информации зададим значения составляющей скорости переме-

щений по оси r в узловых точках 𝑃𝑖𝑗 из кинематически возможных значений
Представим функционал записанным для частного случая высокоскоростного деформи-

рования при отсутствии его компонента связанного с наличием разрыва кacaтeльныx состав-
ляющих скоростей, исключая при этом член, определяющий мощность поверхностных сил [3,
13]:

𝐼 =
∑︁

𝐼𝑖𝑗 , (6)

где 𝐼𝑖𝑗 - функционал от функции по ячейке с вершинами 𝑃𝑖−1,𝑗−1, 𝑃𝑖+1,𝑗−1, 𝑃𝑖+1,𝑗+1, 𝑃𝑖−1,𝑗+1.
Запишем функционал в виде:

𝐼𝑖𝑗 = 𝜏𝑆

(︂
2

3

)︂0,5
[︃(︂

𝜕𝜐

𝜕𝑟
− 𝜐

𝑟

)︂2

+

(︂
2
𝜐

𝑟
+
𝜕𝜐

𝜕𝑟

)︂2

+

(︂
−𝜐
𝑟
− 2

𝜕𝜐

𝜕𝑟

)︂2

+
3

2

(︂
𝜕𝜐

𝜕𝑧
+
𝜕𝜔

𝜕𝑟

)︂2
]︃0,5

𝑅𝑖.𝑑𝑟𝑑𝑧+

+𝜌

[︂(︂
𝜔
𝜕𝜔

𝜕𝑡
+ 𝜐

𝜕𝜐

𝜕𝑡

)︂
+ 𝜔2𝜕𝜔

𝜕𝑧
+ 𝜐2

𝜕𝜐

𝜕𝑟

]︂
𝑅𝑖.𝑑𝑟𝑑𝑧 + 2𝜇𝜏𝑠

(︂
𝑣0

𝑅2
?

𝑅2
< −𝑅2

?

)︂
𝜋𝑅<(𝑅< −𝑅?)

(7)

Применив конечно-разностную систему для аппроксимации частных производных, напри-
мер, для ячейки 1 (рис. 1.) с вершинами 𝑖𝑗 , 𝑃𝑖−1𝑗 , 𝑃𝑖−1𝑗−1, 𝑃𝑖𝑗−1, имеем:

𝜕𝜐
𝜕𝑟 =

𝜐𝑖,𝑗−𝜐𝑖,𝑗−1

Δ 𝑟 ; 𝜕𝜐
𝜕𝑧 =

𝜐𝑖,𝑗−𝜐𝑖−1,𝑗

Δ 𝑧 ;
𝜕𝜔
𝜕𝑟 =

𝜔𝑖,𝑗−𝜔𝑖,𝑗−1

Δ 𝑟 ; 𝜕𝜔
𝜕𝑧 =

𝜔𝑖,𝑗−𝜔𝑖−1,𝑗

Δ 𝑧 .
(8)

Используя полученные формулы, функционал для точки 𝑖,𝑗 можно представлять в виде
сумму:

𝐼𝑖𝑗 = (𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4)𝑅𝑖𝑑𝑟𝑑𝑧 + 2𝜇𝜏𝑠

(︂
𝑣0

𝑅2
𝑁

𝑅2
𝑚 −𝑅2

𝑛

)︂
𝜋𝑅𝑚 (𝑅𝑚 −𝑅)

где

𝐼1 =

{︃
2

3
· 𝜇 ·

[︃(︂
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑧
+
𝜔𝑖+1,𝑗 − 𝜔𝑖𝑗

△𝑟

)︂2
]︃
+

+𝜏𝑠 ·
(︂
2

3

)︂0,5

·

[︃(︂
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑧
+
𝜔𝑖+1,𝑗 − 𝜔𝑖𝑗

△𝑟

)︂2
]︃0,5

+

+𝜌 ·
(︂
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
· 𝑢2𝑖𝑗 +

𝜔𝑖,𝑗+1 − 𝜔𝑖𝑗
△𝑧

· 𝜔2
𝑖𝑗

)︂}︂
· 𝑟𝑖 · △𝑟 · △𝑧;
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𝐼2 =

{︃
2

3
· 𝜇 ·

[︃(︂
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

△𝑧
+
𝜔𝑖+1,𝑗 − 𝜔𝑖𝑗

△𝑟

)︂2
]︃
+

+𝜏𝑠 ·
(︂
2

3

)︂0,5

·

[︃(︂
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

△𝑧
+
𝜔𝑖+1,𝑗 − 𝜔𝑖𝑗

△𝑟

)︂2
]︃0,5

+

+𝜌 ·
(︂
𝑢𝑖+1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟
· 𝑢2𝑖𝑗 +

𝜔𝑖,𝑗 − 𝜔𝑖,𝑗−1

△𝑧
· 𝜔2

𝑖𝑗

)︂}︂
· 𝑟𝑖 · △𝑟 · △𝑧;

𝐼3 =

{︃
2

3
· 𝜇 ·

[︃(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

△𝑧
+
𝜔𝑖𝑗 − 𝜔𝑖−1,𝑗

△𝑟

)︂2
]︃
+

+𝜏𝑠 ·
(︂
2

3

)︂0,5

·

[︃(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢1−𝑖,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖−1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

△𝑧
+
𝜔𝑖𝑗 − 𝜔𝑖−1,𝑗

△𝑟

)︂2
]︃0,5

+

+ 𝜌 ·
(︂
𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
· 𝑢2𝑖𝑗 +

𝜔𝑖,𝑗 − 𝜔𝑖,𝑗−1

△𝑧
· 𝜔2

𝑖𝑗

)︂}︂
· 𝑟𝑖 · △𝑟 · △𝑧;

𝐼4 =

{︃
2

3
· 𝜇 ·

[︃(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

△𝑧
+
𝜔𝑖𝑗 − 𝜔𝑖−1,𝑗

△𝑟

)︂2
]︃
+

+𝜏𝑠 ·
(︂
2

3

)︂0,5

·

[︃(︂
𝑢𝑖𝑗 − 𝑢1−𝑖,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+

(︂
2 · 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖
+
𝑢𝑖−1,𝑗 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑟

)︂2

+

+

(︂
−2 · 𝑢𝑖𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
− 𝑢𝑖𝑗

𝑟𝑖

)︂2

+
3

2
·
(︂
𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖𝑗

△𝑧
+
𝜔𝑖𝑗 − 𝜔𝑖−1,𝑗

△𝑟

)︂2
]︃0,5

+

+𝜌 ·
(︂
𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖−1,𝑗

△𝑟
· 𝑢2𝑖𝑗 +

𝜔𝑖,𝑗+1 − 𝜔𝑖,𝑗
△𝑧

· 𝜔2
𝑖𝑗

)︂}︂
· 𝑟𝑖 · △𝑟 · △𝑧.

Через минимизацию суммы значений функционала, на основание значений заданного поля
скоростей, вычислим действительные значения поля 𝜐𝑖,𝑗 . Для этого, выбрав достаточно малую
величину шага, значительно меньшую Δ𝜐 << 𝑉0, но Δ𝜐 > 0 (например, Δ𝜐=0,01), будем
изменять значения первоначально заданного поля скоростей на величину шага в большую и
меньшую стороны 𝜐𝑖,𝑗 ±Δ𝜐. Это повлечет за собой изменение значений мощности в ячейках,
представляющих собой непосредственное окружение для данной точки.
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В каждом приближении для внутренней точки 𝑃𝑖𝑗 вычисляется четыре значения мощно-
сти 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3 + 𝐼4, сумма которых, соответствует определенной величине скорости в данной
точке поля. Определяется минимальное значение этих четырех сумм и значение скорости 𝜐𝑖𝑗 ,
соответствующее минимуму функционала в данной точке, это значение скорости и приравни-
вается данной точке.

После выполнения вышеописанной процедуры, для всех внутренних точек пластической
области, автоматически определяется: суммарное значение мощности пластической деформа-
ции, и строится соответствующее ему скорректированное поле скоростей для узловых точек.
Процесс перебора повторяется снова. Он заканчивается тогда, когда разница в значениях
функционала на 𝑛- й и 𝑛-1-й итерациях становится не более априорно заданного малого чис-
ла, то есть функционал фактически перестает убывать. Таким образом, находится минимума
функционала, то есть минимум мощности пластической деформации и соответствующему ему
массив, действительного поля составляющей скорости перемещения вдоль оси 𝑟 для узловых
точек.

По полученной мощности деформации определяется:
– технологическая сила 𝑃 =𝑊/𝑉 ,
где 𝑊 – мощность пластической деформации; 𝑉 – скорость деформирования.
– удельная сила деформирования 𝑞 = 𝑃/𝐹 ;
где 𝐹 – площадь поперечного сечения пуансона.
Таким образом, осуществляется расчет силовых параметров процесса пластического фор-

моизменения.
Действительное поле скоростей, в свою очередь, позволяет провести дальнейший анализ

напряженно-деформированного состояния, рассчитать по известным основным соотношениям:
компоненты тензора деформаций, скорости деформаций, интенсивности скоростей деформа-
ций и соответствующие им напряжения для узловых точек исследуемого процесса, что опре-
деляет пластические возможности рассматриваемого процесса формоизменения.

Для численного решения задач методом локальных вариаций была разработано программ-
ное обеспечение расчета мощности деформации [14]. Программа предназначена для нахожде-
ния минимума функционала и соответствующему этому минимуму полю составляющей скоро-
сти перемещения вдоль оси 𝑟 и может быть применено для создания малоотходных процессов
получения и обработки металлических, порошковых и нанокомпозиционных материалов с за-
данными свойствами [15-26].

3. Заключение

Рассмотренный математический метод локальных вариаций может найти широкое приме-
нение при создании ресурсосберегающих технологий процессов обработки металлов и сплавов
давлением [27].
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