UNIVERZA V LJUBLJANI
PEDAGOSKA FAKULTETA

Poucevanje, predmetno poucevanje

Jera Stojko

RAZCLENITVE GRAFOV
Magistrsko delo

Ljubljana, 2019






UNIVERZA V LJUBLJANI
PEDAGOSKA FAKULTETA

Poucevanje, predmetno poucevanje

Jera Stojko

RAZCLENITVE GRAFOV
Magistrsko delo

Mentor: doc. dr. Bostjan Kuzman

Ljubljana, 2019






ZAHVALA

Iskreno se zahvaljujem svojemu mentorju doc. dr. Bostjanu Kuzmanu za vsa navodila in
pomoc¢ pri pisanju magistrske naloge.

Posebna zahvala gre moji druzini, ki mi je ves ¢as stala ob strani in me podpirala.






Povzetek

Magistrsko delo je s podroc¢ja teorije grafov, natancneje, govori o razclenitvi grafov.
Razli¢ne oblike razclenitve grafov se v praksi pogosto pojavljajo v problemih razporejanja
objektov v skupine s posebnimi lastnostmi, zato jih srec¢ujemo na razliécnih podrocjih od
racunalniskih algoritmov do socialnih omrezij in matemati¢nih ugank.

Razclenitev ali dekomporzicija grafa je zapis grafa z unijo podgrafov, tako da vsaka
povezava grafa pripada natanko enemu podgrafu. V delu obravnavamo razlicne vrste
raz¢lenitev. Ce so podgrafi med seboj izomorfni, govorimo o izomorfni razclenitvi grafa.
Posebna oblika razclenitve je faktorizacija. V tem primeru graf raz¢lenimo na vpete pod-
grafe. Poseben primer faktorizacije je k-faktorizacija, to je razclenitev grafa na k-regularne
vpete podgrafe. Pri vrednosti & = 1 dobimo razclenitev na 1-faktorje, ki jih z drugo besedo
imenujemo popolna prirejanja. Gre za faktorizacijo na najvecje mozno stevilo izomorfnih
faktorjev. V primeru 2-faktorizacije pa gre za razclenitev na unije ciklov. Posebej lahko
obravnavamo tudi drugacne razclenitve. Za boljSo predstavo in razumevanje so predsta-
vljeni zgledi razclenitev in faktorizacij grafov.

V delu se posebej posvetimo izomorfni faktorizaciji polnih grafov. Podan je dokaz izreka o
deljivosti, ki so ga dokazali Harary, Robinson in Wormald [8]. Izrek o deljivosti nam pove,
da polni graf reda n lahko razclenimo na t izomorfnih faktorjev natanko tedaj, ko t deli
stevilo povezav polnega grafa. Dokaz izreka je konstruktiven in vsebuje opis konstrukcije
ustreznih faktorjev za razlicne vrednosti parametrov n in ¢. Kot zgled uporabe tega izreka
v poglavju o trideljivosti doloc¢imo vseh 9 tridelitev polnega grafa Ky in opiSemo, kako bi
poiskali vseh 41 tridelitev polnega grafa K.

V nadaljevanju predstavimo nekatere izreke o izomorfni razc¢lenitvi polnih grafov na najvec
moznih faktorjev (1-faktorizacija), na 2 izomorfna faktorja (sebi-komplementarni grafi),
na poti ter na cikle (2-faktorizacija). Delitev na cikle je lo¢ena na hamiltonske cikle, cikle
poljubnih dolzin in najkrajSe 3-cikle. Problem razclenitve polnih grafov na 3-cikle je pove-
zan s Steinerjevimi sistemi trojic. Torej, koliko trojic lahko sestavimo z danimi elementi,
da bo vsak par elementov lezal v natanko eni od trojic. O razélenitvi polnih grafov na
cikle poljubnih dolZzin nam govori domneva B. Alspacha, ki so jo nedavno dokazali D.
Bryant in sodelavci [5].

V zvezi z razclenitvijo grafov ostaja mnogo neresenih domnev. Ena izmed njih je omenjena
v nalogi. Govori o razé¢lenitvi polnih grafov na poljubne vnaprej predpisane izomorfne pod-
grafe, na primer drevesa. Ringel in Kotzig sta ugotovila, da je razclenitev polnega grafa
reda 2n + 1 zagotovo mozna na podgrafe velikosti n, ¢e ima podgraf posebno lastnost, ki
jo danes imenujemo, da je “ljubek”. Izoblikovala se je domneva, da so vsa drevesa ljubka.
V zakljucku je predstavljenih Se nekaj z razclenitvami povezanih kombinatoricnih ugank,
ki bi jih lahko uporabili tudi pri pouku matematike.

Kljuéne besede: Razclenitev grafa, izrek o deljivosti, izomorfna faktorizacija, ljubka
drevesa.






Abstract

This master’s thesis in graph theory focuses on graph decomposition. In practice, various
forms of graph decomposition often appear in problems of arranging objects in groups
with special characteristics, which is why we come across them in various fields, ranging
from computer algorithms to social networks and mathematical puzzles.

Graph decomposition is a union of subgraphs such that every edge of the graph belongs to
exactly one subgraph. In the thesis, we examine various types of decompositions. If the
subgraphs are isomorphic, we talk about an isomorphic graph decomposition. A special
form of decomposition is factorisation. In this case, the graph is decomposed into span-
ning subgraphs. A special case of factorisation is k-factorisation, i.e., a decomposition of
a graph into k-regular spanning subgraphs. When £ = 1, the graph is decomposed into
1-factors, which are also called perfect matchings. So 1-factorisation is a decomposition
of a graph into the largest possible number of isomorphic factors, while 2-factorisation is
a decomposition of a graph into a union of cycles. For illustration and a better under-
standing, we provide examples of graph decomposition and factorisation.

In the thesis, we examine in particular the isomorphic factorisation of complete graphs.
We give the proof of the Divisibility Theorem proven by Harary, Robinson and Wormald
[8]. The Divisibility Theorem states that a complete graph of order n can be decomposed
into t isomorphic factors if and only if ¢ divides the number of edges of the complete graph.
The proof of the theorem is constructive and includes a description of the construction
of the appropriate factors for different values of parameters n and ¢. In the chapter on
tridivisibility, we illustrate the use of this theorem by defining all nine tridivisions of the
complete graph Kg and describing how we would find all 41 tridivisions of the complete
graph K.

Further below we show some theorems about isomorphic decomposition of complete graphs
into the greatest possible number of factors (1-factorisation), two isomorphic factors (self-
complementary graphs), paths and cycles (2-factorisation). In the case of cycle decompo-
sition, a complete graph can be decomposed into Hamiltonian cycles, cycles of arbitrary
length and the shortest 3-cycles. The problem of decomposing complete graphs into 3-
cycles is connected to the Steiner triple systems, so to the question of how many triplets
we can make with given elements so that any pair of elements is contained in exactly one
of the triplets. The decomposition of a graph into cycles of arbitrary length is at the
centre of Alspach’s conjecture, which was recently confirmed by D. Bryant et al. [5].

In the research of graph decomposition, there are still many unsolved conjectures. One of
them is mentioned in the thesis and it refers to the decomposition of complete graphs into
isomorphic subgraphs of given forms, for example, trees. Ringel and Kotzig have found
that a complete graph of order 2n 4 1 can be decomposed into subgraphs of size n if the
subgraph has a special characteristic that we today call “gracefulness”. The conjecture is
that all trees are graceful.

In the end there are shown some combinatorical puzzles, which we can use at math class.

Key words: Graph decomposition, Divisibility Theorem, isomorphic factorisation,
graceful trees.
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1 Uvod

Zacnimo z nekaj ugankami, ki jih lahko srecamo vsak dan, vcasih je pot do resitve zaple-
tena, vcasih pa nismo prepricani, ali resitev sploh obstaja.

1. Ali na nogometnem prvenstvu, kjer igrajo mostva iz desetih drzav, lahko deset
mostev razporedimo v pet dvobojev, devetkrat zapored, da vsak par mostev igra
natanko enkrat?

Imamo deset mostev, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 in 10 in pet nogometnih igris¢, torej
se lahko pet nogometnih tekem odvija hkrati. Izberemo prvih pet dvobojev, tako
da je vsako mostvo v natanko enem dvoboju. Izberemo na primer dvoboje 1 ~ 2,
3~10,4~9,5~8in 6 ~ 7, na sliki 1 so to dvoboji, kjer so mostva povezana
s ¢rno barvo. Za drugih pet dvobojev ponovno izberemo pare mostev, vendar pari
se ne smejo ponoviti. Izberemo na primer 1 ~ 3,2 ~ 4,5 ~ 10,6 ~ 9in 7 ~ §, na
sliki 1 so to dvoboji, kjer so mostva povezana z rdeco barvo. Podobno pri tretjih
dvobojih 1 ~ 4,2 ~ 6,3 ~ 5,7 ~ 10 in 8 ~ 9, mostva so povezana z modro barvo.
Postopek ponovimo Se Sestkrat in z nekaj srece pri ugibanju dobimo razpored desetih
nogometnih mostev, tako da se pet dvobojev odvija naenkrat, pari mostev pa se ne
ponavljajo. Na sliki 1 so z barvami prikazani dvoboji med mostvi.

Slika 1: Pet razlicnih parov desetih mostev, devetkrat zapored
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Na plesnem tecaju je sedem udelezencev, ki plesejo kolo. Kako se lahko razporedijo
v tri razlicna kola, da sta dva plesalca natanko enkrat en ob drugem?

Sedem plesalcev, oznac¢imo jih s §tevili od 1 do 7, se mora postaviti v kolo, torej v
krog. Prvo kolo je lahko na primer (1,2, 3,4,5,6,7,1), na sliki 2 je to kolo, v katerem
so plesalci povezani z modro barvo. Drugo je (1,3,5,7,2,4,6, 1), plesalci so na sliki
povezani z zeleno barvo, in tretje kolo (1,4,7,3,6,2,5,1), kjer so plesalci povezani
z rdeco barvo. Vsak plesalec v vsakem kolu stoji ob drugih dveh soplesalcih.

1

) 4

Slika 2: Tri razliéna kola sedmih plesalcev

Na odbojkarskem treningu je devet deklet, ki vadijo po trojicah. Jih trener lahko
razporedi v trojice, stirikrat zaporedoma, da je vsak par deklet v natanko eni trojici?

V vsakem nizu trojic mora porabiti vse igralke in nobeni dve ne smeta biti dva-
krat skupaj v trojici. Primer trojic je prikazan na sliki 3. Prvi niz treh tro-
jic so trojice (1,2,9),(3,7,8) in (4,5,6), drugi niz (1,6,7),(2,3,4),(5,8,9), tretji
(1,3,5),(2,6,8),(4,7,9) in cetrti (1,4,8),(2,5,7) in (3,6,9).

i 9%@

Slika 3: Stirje nizi treh razliénih trojic




4. Sedem matematikov je na tridnevni konferenci. Kako se lahko posedejo za dve mizi,
kjer ima ena miza tri in druga stiri stole tako, da je vsak par matematikov natanko
enkrat skupaj (en ob drugem) pri mizi?

Ugotovimo, da je to mogoce. Prvi dan se posedejo na primer (1,2,3,7) in (4,5, 6),
drugi dan (1,4, 3,5) in (2,6, 7) in tretji dan (2,4,5,7) in (1,3,6). Ta sedezni red je
prikazan na sliki 4.

5) 4 5 4 5 4

Slika 4: Tri razlicne razporeditve sedmih ljudi za mizama s tremi in Stirimi stoli

5. Na golf igriscu, kjer hkrati lahko igrajo stiri ekipe, se je zbralo 16 igralcev golfa. Ali
lahko te igralce razporedimo v cetverke sedemkrat zapored, da je vsak par golfistov
natanko enkrat skupaj v cetverki?

Kot doslej predstavljeni problemi, je tudi ta resljiv. Razporeditev igralcev 1,2,...,16
v §tiri ¢etverke sedemkrat zapored je mozna, a morda teh ¢etverk ni najenostavneje
najti. Trije primeri Stirih ¢etverk so prikazani na sliki 5.

Slika 5: Trije primeri §tirih cetverk Sestnajstih igralcev golfa

Vse navedene uganke smo resili. Te in podobne lahko vcéasih resimo z ugibanjem, kar
nam v nekaterih primerih vzame kar precej ¢asa, vcasih pa nismo niti prepricani, ali resitev
sploh obstaja. Za uc¢inkovitejSo obravnavo lahko problem prevedemo v matematicni jezik.
Uganke z nogometnimi mostvi, plesalci, odbojkasicami in golfisti lahko prevedemo v jezik
teorije grafov, natancneje razclenitve in faktorizacije grafov.



Zacetnik teorije grafov je bil Leonhard Euler, ki je v 18. stoletju deloval na razli¢nih po-
droc¢jih. Rojstvo te matematicne veje pa je bil Eulerjev problem o konigsberskih mostovih
(Konigsberg Bridge Problem), objavljen leta 1736. Tedanje mesto Konigsberg, danasnje
Kaliningrad, obdaja reka Pregolja, da sta v mestu dva vec¢ja otoka. Otoka sta s preostalim
mestom in med seboj povezana s sedmimi mostovi, kot je prikazano na sliki 6. Vprasanje
je bilo, ali se lahko sprehodimo skozi celotno mesto, da vsak most prehodimo natanko
enkrat. Euler je zemljevid mesta upodobil kot graf (z veckratnimi povezavami). Kopno
so predstavljala vozlis¢a, mostovi pa povezave med njimi. Ugotovil je, da problem ni
resljiv in pricel z raziskovanjem.

Slika 6: Konigsberski mostovi, vir [13]

Prvo teoreti¢no delo s podrocja teorije grafov sega v konec 19. stoletja, natancneje v
leto 1891, ki ga je napisal Peter Christian Julius Petersen. Danski matematik, ki je deloval
na vecih podroc¢jih matematike, najbolj znan pa je prav v teoriji grafov. Objavil je veliko
¢lankov, a le delo iz leta 1891 je najbolj odmevano. Teorija regularnih grafov (Die Theorie
der reguldren Graphen) govori o regularnih grafih, prirejanjih in vsebuje dokaz izreka, ki
so ga poimenovali Petersenov izrek. Mi ga bomo spoznali v razdelku o prirejanjih v grafih.
Po njem se imenuje tudi graf, Petersenov graf, s stevilnimi zanimivimi lastnostmi. Nekaj
jih bomo v naslednjem poglavju tudi spoznali.

V tem magistrskem delu se bomo posvetili razclenitvi grafov. Vse prej predstavljene
uganke lahko predstavimo kot problem razélenitve grafa. Obravnavali bomo vprasanje,
kdaj lahko dani graf raz¢lenimo na podgrafe, kjer vsaka povezava grafa pripada natanko
enemu podgrafu, pri faktorizaciji pa jih bomo razclenili na vpete podgrafe, imenovane
faktorje. Osredotocili se bomo na razclenitev polnih grafov, torej grafov, kjer sta poljubni
vozlis¢éi povezani med seboj.

Ugotovili bomo, da so razclenitve povezane s Stevilom povezav grafa, vsota povezav v pod-
grafih je enaka Stevilu povezav prvotnega grafa. Izrek o deljivosti nam bo povedal preprost
in obenem fascinanten kriterij, da je za faktorizacijo polnega grafa na t izomorfnih fak-
torjev potrebno in zadostno le to, da t deli Stevilo povezav polnega grafa. Polne grafe
bomo razé¢lenili na najve¢ moznih podgrafov, na popolna prirejanja oziroma 1-faktorje, ki
so faktorji stopnje 1. V tem poglavju bomo nasli resitev uganke o nogometnih mostvih.
Deset mostev predstavlja deset vozlis¢, vsako mostvo lahko igra z vsakim, torej vsi mozni
dvoboji predstavljajo polni graf Kjy. Ker nas zanima pet dvobojev, v katerih igrajo vsa
mostva, je to ravno 1-faktor polnega grafa, Ko pa lahko faktoriziramo na 9 1-faktorjev.
Da iskanje 1-faktorjev ne bo zamudno, bomo spoznali preprosto konstrukcijo.

4



Pri 2-faktorizaciji gre za razclenitev na 2-regularne vpete podgrafe, faktor je lahko unija
vecih ciklov, ali pa en cikel, ki vsebuje vsa vozlisca grafa. Graf, ki ga lahko razclenimo na
cikle, ima vsa vozlisca sode stopnje in mu re¢emo Eulerjev graf. Cikel, ki vsebuje vsa vo-
zlisca grafa je hamiltonski cikel. Hamiltonske cikle so v uganki predstavljali plesalci kola.
Sedem plesalcev, vsak lahko stoji ob vsakem od Sestih soplesalcev, predstavlja polni graf
K7, kjer je vsako vozlisée stopnje 6. Ker je to Eulerjev graf, ga lahko razclenimo na cikle.
Se vee, kot bomo spoznali v poglaviu Hamiltonske faktorizacije, vsak polni graf lihega
reda lahko razclenimo na hamiltonske cikle. Za iskanje teh ciklov tudi obstaja posebna
konstrukcija, imenovana po matematiku Waleckemu. Waleckemu so konec devetnajstega
stoletja pripisali zasluge za reSeno vprasanje, kako 2n + 1 ljudi posesti za mizo z 2n + 1
stoli tako, da dva v vsakem od 2n vecerov natanko enkrat sedita en ob drugem. Kot
reSitev je opisal preprosto konstrukcijo z iskanjem cik-cak poti, da v polnem grafu Ko, 1
poiscemo 2n hamiltonskih ciklov.

Graf lahko raz¢lenimo tudi na najkrajse cikle, na tricikle. Trojice smo iskali v uganki z
odbojkasicami. Devet odbojkasic, vsaka zeli biti v trojici z vsako soigralko, predstavlja
polni graf Kg. Trojice, sestavljene iz n simbolov, tako da se vsak par simbolov v vsaki
trojici pojavi natanko enkrat, so Steinerjev sistem trojic. Thomas Kirkman in Jakob
Steiner sta ugotovila, koliksno stevilo mora biti n, da je to mogoce.

Razclenitev grafa na cikle poljubnih dolzin je zahtevnejsi problem. O tem govori Alspa-
chova domneva, zastavljena v letu 1981. Stevilni matematiki so jo skusali dokazati, trem
matematikom, Bryantu, Horsleyu in Petterssonu je to uspelo leta 2012. Njihov izpopol-
njen izrek pravi, da polni graf lihega reda lahko razclenimo na cikle, ¢e je le vsota povezav
v ciklih enaka stevilu povezav polnega grafa. Pri polnem grafu sodega reda je podobno,
le da mora biti vsota povezav v ciklih enaka Stevilu povezav polnega grafa brez popol-
nega prirejanja. Zato smo pri uganki z matematiki lahko nasli tricikel in stiricikel trikrat
zapored, dva matematika pa sta lahko na primer dvakrat sedela eden nasproti drugega.
O tem in Se vec sledi v nadaljevanju, najprej pa se spoznajmo z grafovskim jezikom.



2 Osnovno o grafih

Za zacetek se bomo v tem poglavju spoznali z nekaj osnovami o grafih. Definicije, trditve,
izreki in druge trditve v tem poglavju so vecinoma povzeti po [15] in jih tukaj ne bomo
dokazovali. V primeru, da kateri ni, bo posebej navedeno. Vse lastnosti, ki jih bomo v
nadaljevanju omenili, se nanasajo na koncne neusmerjene grafe brez zank in veckratnih
povezav.

Definicija 2.1. Neusmerjen enostaven graf G = (V, E) je urejeni par, ki ga sesta-
vljata neprazna, koncéna mnoZica vozlisé V in mnoZica povezav E, katere elementi so
neurejeni pari {u,v} paroma razlicnih vozlis¢ u,v € V.

Neusmerjen enostaven graf G bomo v nadaljevanju navajali kot graf G.

Definicija 2.2. Naj bo e € E povezava grafa G = (V,E). Ce je e = {u,v} za neka
u,v € V, recemo, da sta vozlis¢i u in v sosedngi, kar zapisemo kot uv ali u ~ v. Zaradi
neusmerjenosti grafa je zapis vu ekvivalenten wv. Recemo tudi, da sta vozlisci u in v

[

V nadaljevanju bomo vozlis¢a oznacevali tudi s stevili 1,2, ..., tedaj bo zapis povezave
{1,2} ekvivalenten zapisu 12.

Definicija 2.3. Kardinalnosti mnozice vozlisé |V| grafa G = (V, E) recemo red grafa.
Velikost grafa obic¢ajno pomeni kardinalnost mnozice povezav |E| grafa G = (V| E).

Definicija 2.4. Naj bo G = (V, E) graf in v € V wvozlis¢e grafa. Tedaj mnozici N(v) =
{u € V;v ~ u} recemo okolica vozliséa v, njeni kardinalnosti |N (v)| pa stopnja vozlisca
v. Stopnjo vozliséa v oznacimo kot deg(v).

V teoriji grafov se omenja tudi minimalno in maksimalno stopnjo vozlis¢ v grafih, a
za nas nista pomembni.

Definicija 2.5. Graf G = (V, E) je regularen, ko so vsa vozliséa v grafu enake stopnje.
Ko so vsa vozlisca v grafu stopnje k, je graf k-regularen. Obicajno 3-reqularnemu grafu
recemo kubié¢en graf.

Definicija 2.6. Naj bo G = (V, E) graf. Ce je G' = (V',E') tak graf, da je V' CV in
E' C E, potem recemo, da je G' podgraf grafa G. Ce velja V' =V, je G' vpeti podgraf
ali faktor grafa G, k-reqularen faktor pa je k-faktor.

Definicija 2.7. Komplement grafa G = (V,E) je graf G = (V, E') z isto mnoZico vo-
2lis¢ kot zacetni graf, njegovi poljubni vozliséi pa sta povezani natanko tedaj, ko v zacetnem
grafu nista.

Povejmo se nekaj o sprehodih, poteh in ciklih v grafu.

Definicija 2.8. Naj bo G graf. Zaporedje vozlis¢ (vo, vy, ..., v,) je sprehod dolzine n, ce
za vsak i, 1 <i <mn, velja v;_1 ~ v;. Posebej, sprehod (vg,vy,...,v,) v grafu G je:

(i) enostaven sprehod, c¢e so vse povezave v sprehodu paroma razlicne;

(ii) pot, ce so vozlis¢a paroma razlicna;



(i1i) obhod, ce sta prvo in zadnje vozlisce enaki, vg = vy,

(iv) cikel dolzine n ali n-cikel, ¢e sta prvo in zadnje vozlisce enaki vo = v,, ostala
vozliséa pa so paroma razlicna.

Definicija 2.9. Naj bo graf G = (V,E) in u,v € V. Ce od vozliica u do vozlisca v
obstaja sprehod, je v dosegljivo iz u. Relacija dosegljivosti je ekvivalencéna relacija, njent
ekvivalencni razredi so komponente povezanosti. Ce je v grafu samo ena komponenta
povezanosti, je graf povezan.

2.1 Nekaj druzin grafov

Poznamo stevilne druzine grafov, za nas bo zanimiva predvsem druzina polnih grafov.
Omenili bomo tudi vecdelne polne grafe, se spoznali s potmi, cikli in drevesi. Presek
razlicnih grafovskih druzin ni nujno prazen.

Definicija 2.10. Pot P, je graf reda n > 2 z mnoZico vozlis¢ V. = {vy,v9,...,v,} in
mnoZico povezav E = {{v;,vi1};i=1,2,...,n—1}.

Pot P, reda n ima dve vozliséi stopnje 1, ostalih n — 2 vozlisé je stopnje 2. Stevilo
povezav je enako n — 1.

Definicija 2.11. Cikel C,, ali n-cikel je graf reda n > 3, z mnozico vozlisc¢
V = {v1,va,...,0,} in mnoZico povezav E = {{v;,vis1};i=1,2,...,n — 1} U {{v1, v, }}.

Cikel je 2-regularen graf in zanj velja enakost |V| = |E|.
Definicija 2.12. Drevo je povezan graf brez ciklov.
Poti so tudi drevesa, saj so povezani grafi brez ciklov.

Definicija 2.13. Polni graf je graf, v katerem sta poljubni vozlisci med seboj povezani.
Polni graf reda n oznacimo s K,.

V polnem grafu K, je vsako izmed n vozlis¢ povezano s preostalimi n — 1 vozlisci, zato
je (n — 1)-regularen in ima natanko (g) = @ povezav.
Definicija 2.14. Polni dvodelni graf K, ,,, kjer je n < m, je graf z mnoZico vozlis¢
V ={a1,aq2,...,a,} U{b1,ba, ..., by}, in mnoZico povezav E = {{a;,b;};i=1,...,n,j =
L,...,m}.

Podobno je pri polnih tridelnih grafih. Imamo tri disjunktne mnozice vozlis¢, znotraj
katerih vozliS¢a niso povezana. Vozlis¢e iz poljubne mnozice je povezano z vsemi vozlisci
iz sosednjih mnozic.

Definicija 2.15. Polni tridelni graf K, ,, s, kjer je n < m < s, je graf z mnoZico
v02lis¢ V- = {ay,az,...,a,} U{b1,ba, ..., by} U{cy,ca,...,cs} in mnoZico povezav

E={{ai,bj}}U{{ai,cx}} U{{bj,cr}}, kjerje 1 <i<n,1<j<minl<k<s.
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2.2 Izomorfnost grafov

Definicija 2.16. Izomorfizem grafov je bijektivna preslikava ¢ med grafoma G, =
(Vi, Ey) in Gy = (Va, Es), ki slika iz mnoZice vozlis¢é Vi v mnoZico vozlis¢ Va, torej ¢ :
Vi — Vs, tako da za vsak par vozlisé u,v € Vi velja, ¢e sta u in v povezani v Gy, sta ¢(u)
in p(v) povezani v Gy. Preslikava ¢ torej ohranja sosednost.

Definicija 2.17. Ce med grafoma Gy in Gy obstaja kak izomorfizem, sta grafa izo-
morfna. To oznacimo kot G1 = G,.

[zomorfna grafa imata enake vse “bistvene” lastnosti. Nekaj teh je nasteto v naslednji
trditvi.

Trditev 2.18. Naj bosta grafa G; = (Vi, E1) in Go = (Va, Ey) izomorfna in ¢ : Vi — Vs
nek izomorfizem. Potem velja:

(i) Grafa imata enak red in enako Stevilo povezav, |Vi| = |Va| in |Ey| = |Es|.

(ii) Grafa Gy in Gy imata enako Stevilo komponent povezanosti. Oziroma, graf Go je
povezan natanko tedaj, ko je povezan graf G.

(11i) Izomorfizem @ ohranja stopnjo vozlisé.

2.3 Obhodi v grafih

Spoznali se bomo predvsem z dvema vrstama obhodov. Prvi bo Eulerjev, pri tem bomo
zeleli prehoditi vse povezave grafa, vsako natanko enkrat. Drugi pa je hamiltonski, kjer
bomo zeleli obhoditi vsa vozlisca, vsako natanko enkrat.

Definicija 2.19. Naj bo G = (V, E) graf. Sprehod (v, v1,...,v,) grafa G je Eulerjev
sprehod, ce velja, da je E = {{v,,viy1} : 0 < i < n— 1}, pri tem pa se vsaka povezava
grafa G v sprehodu pojavi natanko enkrat. Ce je vy = vy, je to kar Eulerjev obhod.

Kdaj nek graf premore Eulerjev obhod ali sprehod, lahko kar hitro ugotovimo. O
potrebnem in zadostnem pogoju za obstoj Eulerjevega obhoda in sprehoda nam pove
naslednji izrek.

Izrek 2.20 (Eulerjev izrek). Naj bo G = (V, E) povezan graf. Graf G premore Eulerjev
obhod natanko tedaj, ko so vsa njegova vozliséa sode stopnje, in Fulerjev sprehod, ko ima

Zgled 2.21. Na grafu na sliki 7 je primer grafa, ki ima tri vozlis¢a stopnje 2 in tri vozlisca
stopnje 4, torej ima Eulerjev obhod. Eden izmed moznih je (a,b,c,d,e, f,d,b, f,a).

Posvetimo se sedaj se hamiltonskem obhodu oziroma ciklu ter hamiltonski poti. Ha-
miltonska pot grafa je pot, ki obiSce vsa vozlisca grafa, hamiltonski cikel pa cikel, ki
vsebuje vsa vozlis¢a grafa.

Definicija 2.22. Naj bo G = (V, E) graf. Pot v grafu G, dolzine |V|—1 je hamiltonska
pot grafa G in cikel v grafu G, dolZine |V|, je hamiltonski cikel grafa G.

Definicija 2.23. Graf, v katerem obstaja hamiltonski cikel, imenujemo hamiltonsks
graf.



a e

Slika 7: Primer grafa z Fulerjevim obhodom

d e

Slika 8: Primer hamiltonskega grafa

Zgled 2.24. Na sliki 8 je primer hamiltonskega grafa. Cikel (a,h,g, f,i,e,d, j,cb a)
je primer hamiltonskega cikla. Ce iz cikla odvzamemo katerokoli povezavo, pa dobimo
hamiltonsko pot.

V nasprotju z Eulerjevim obhodom ne poznamo preprostega kriterija, ki bi nam pove-
dal o obstoju hamiltonskega cikla. Obstaja nekaj potrebnih in zadostnih pogojev. Enega
je leta 1962 dokazal Lajoh Poésa.

Izrek 2.25 (Pésa). Naj bo G graf reda n > 3, za katerega velja, da za vsak 1 < k < ”T_l
obstaja manj kot k vozlis¢ stopnje najvec k v G. Ce pa je n liho, velja e, da v G obstaja

najvec "T_l vozlis¢ stopnje najvec ”T_l Tedaj G premore hamiltonski cikel.

7 naslednjim zgledom se prepricajmo, da Petersenov graf ne premore hamiltonskega
cikla.

Zgled 2.26. Petersenov graf ni hamiltonski graf.
Petersenov graf ne izpolnjuje predpostavk izreka Pése, saj ima Petersenov graf deset

vozlis¢ in vsak je stopnje 3. A to Se ne pomeni, da nima hamiltonskega cikla. To bomo
pokazali s protisloviem. Predpostavimo, da v Petersenovem grafu obstaja hamiltonski
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cikel Cy = (v1,v9,...,v10,v1), prikazan na sliki 9a. Ker je Petersenov graf kubicen, je
vsako njegovo vozlisce krajisce dveh povezav ki sta v C'y in natanko ene povezave, ki ni v
Cy. Poglejmo si vozlisée vy. To vozlisce je krajisce dveh povezav v C'y in ene povezave,

v v v, V2 u v

U3 V10

Vg (7 Vg V4 V4

Vs Us Vg Vs (U Vs

U7 Vg Uy Vg v7 Vg

(a) (0) (c)
Slika 9: Konstrukcija hamiltonskega cikla v Petersenovem grafu, vir [4]

ki ni v Cy. Ker Petersenov graf nima 3-ciklov in 4-ciklov, mora biti v; povezano z vs, vg
ali v;. Zaradi simetric¢nosti je enako, ¢e je vy povezano z vs ali v;. Obravnavamo dva
razlicna primera.

(i) Vozlisce vy je povezano z vozliséem vs, kot je na sliki 9b. Vozliscée vg je na podoben
nacin lahko sosednje le z vozlis¢ema vy ali v19. Denimo, da je povezano z vy, potem
Petersenov graf vsebuje 4-cikel (vy,vs,vg,v5,v1), kar je v protislovju. V primeru,
ko je povezano z vy, ponovno dobimo 4-cikel (vq, vs, vg, V19, v1) in spet pridemo do
protislovja.

(ii) Naj bo sedaj vozliscée vy povezano z vg. Poslediéno mora biti vozlisée vs povezano
z vg, kot je na sliki 9c. Nadaljujmo z vozlis¢em vs. Ce ga povezemo s katerimkoli
vozlis¢em, dobimo 3- ali 4-cikel in ne 5-cikel, ki je najkrajsi cikel v Petersenovem
grafu.

Torej, Petersenov graf ne premore hamiltonskega cikla.

2.4 Prirejanja v grafih

Prirejanja imajo precejsno rabo v vsakdanjem zivljenju. V uvodu smo recimo deset no-
gometnih mostev razporedili po 5 parov, devetkrat zaporedoma. Tudi ko skupino otrok
zelimo razporediti po parih, je to ekvivalentno iskanju prirejanj v polnem grafu.

Definicija 2.27. Naj bo G = (V, E) graf. PodmnoZica M C E je prirejanje v grafu G,
ce povezave iz M nimajo skupnega krajisca (so paroma neincidencne povezave). V tem
primeru je vozlisce v € V. z M mnasicéeno, ce je krajisce katere povezave iz M, sicer je
v z M nenasiéeno. Ce je M taksno prirejanje v grafu G, da so z njim nasi¢ena vsa
vozlisca, je prirejanje M popolno prirejanje grafa G.

Zgled 2.28. Poglejmo si graf na sliki 10. Prirejanje M; = {ab,dh} je prirejanje v grafu.
Vozlisce a je z M, nasiceno, vozlisée j pa je z M nenasi¢eno. Prirejanje My = {ec, db, dh}
ni prirejanje, saj sta povezavi db in dh incidenéni. Prirejanje Mz = {ad, bc, hj, ei, fg} je
popolno prirejanje grafa na sliki.
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¢
Slika 10: Primer prirejanj v grafu

Naslednji izreki o obstoju popolnega prirejanja v regularnih grafih so povzeti po [4] in
izhajajo iz prvega teoreticnega dela s podrocja teorije grafov.

Izrek 2.29. Naj bo graf G 1-regqularen graf. Tedaj so povezave grafa G popolno prirejanje.

Izrek 2.30. Naj bo graf G 2-reqularen graf. Tedaj graf G premore popolno prirejanje
natanko tedaj, ko je vsaka njegova komponenta povezanosti cikel sode velikosti.

Naslednji izrek omenja izraz most. Poglejmo si, kaj to pomeni v grafovskem jeziku.

Definicija 2.31. Naj bo G graf in uv poljubna povezava v G. Naj bo G' graf, ki ga dobimo
z odstranitvijo povezave uv iz G. Ce ima G’ ve¢ komponent povezanosti kot G, je povezava
uv most v grafu G.

Izrek 2.32 (Petersenov izrek). Vsak kubicen graf brez mostov premore popolno prirejanje.

Uporaben kriterij za (ne)obstoj popolnega prirejanja je v svojih studentskih letih odkril
angleski matematik William Tutte (1917-2002). Izrek je povzet po [4].

Definicija 2.33. Naj bo G = (V,E) graf in S C V. Stevilo komponent povezanosti lihe
velikosti grafa G — S, torej podgrafa, induciranega na V' \ S, oznac¢imo z o(G — 5).

Izrek 2.34 (Tutteov izrek o 1-faktorju). Naj bo graf G = (V| E) reda vsaj 2. Tedaj
graf G premore popolno prirejanje natanko tedaj, ko za poljubno podmnozico S C 'V wvelja

o(G — 8) < |S].

Lema 2.35. Naj bo G graf. Ce graf G premore popolno prirejanje, potem nima kompo-
nente povezanosti lihega reda.

Lema 2.35 je posledica Tutteovega izreka, saj ¢e v grafu z vsaj eno komponento po-
vezanosti lihega reda za S izberemo prazno mnozico, S = {}, dobimo o(G — 5) > 1,
neenakost o(G — S) < |S| pa ne velja.
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2.5 Razclenitev in faktorizacija grafov

Pri razélenitvi in faktorizaciji gre za razcep grafa na podgrafe, kjer vsaka povezava grafa
pripada natanko enemu podgrafu. Pri razclenitvi graf razc¢lenimo na podgrafe, pri fakto-
rizaciji pa na vpete podgrafe, imenovane faktorje. Zapisimo formalni definiciji, ki sta, kot
tudi ostale definicije, trditve in izreki v tem razdelku, povzeti po [4].

Definicija 2.36. Naj bo G = (V, E) graf. Razélenitev ali dekompozicija grafa G je
zapis grafa G s povezavno disjunktno unijo njegovih podgrafov. Natancneje, razclenitev
grafa G je konéna mnozica podgrafov Hy, Ho, ... Hy grafa G, za katero velja

V(G) = U, V(H,;) in E(G) = Ur_E(H;) ter E(H))NE(H;) ={}, 1 <4,j < k,i#j.
Ce so vsi podgrafi H; med seboj paroma izomorfni, govorimo o izomorfni razélenitvs.
Faktorizacija grafa G je razélenitev grafa G na vpete podgrafe ali faktorje, torej je
V(H;)) = V(G) zal < i < k. Graf G, ki premore vsaj eno razclenitev na faktorje, je
faktorabilen.

Opomba 2.37. Za vsak graf G = (V, E) vsaka podmnoZica povezav E' C E natanko
dolo¢a neki faktor H = (V, E") grafa G.

Zgled 2.38. Graf na sliki 11a smo razclenili na tri podgrafe na sliki 11b, ki med seboj
niso izomorfni.

a b a b b
c d c d c d
e e
[
Y f
g h "

Slika 11: Primer razclenitve grafa na neizomorfne podgrafe

Zgled 2.39. Graf na sliki 12a smo razclenili na tri vpete podgrafe oziroma faktorje na
sliki 12b, ki med seboj niso izomorfni.

d d d
[ ]
C e O S ———— ce o€
b f bo—of b f
a g ae °g Ge g
(0)

Slika 12: Primer faktorizacije grafa na neizomorfne podgrafe
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Definicija 2.40. Naj bo G = (V, E) graf in H = (V, E") njegov vpeti podgraf, z vsemi
vozlisci stopnje k, torej k-reqularen vpeti podgraf oziroma k-reqularen faktor. Faktorju H
recemo k-faktor. Graf G, ki premore razclenitev na k-faktorje, je k-faktorabilen.

Opazimo, da vsak 1-faktor v grafu doloc¢a neko popolno prirejanje in obratno. Skoraj
bi lahko rekli, da sta kar enaka, toda 1-faktor je podgraf, popolno prirejanje pa le mnozica
povezav. Pri iskanju 2-faktorjev v grafu gre unije loc¢enih ciklov, ki vsebujejo vsa vozlisca
grafa.

Trditev 2.41. Naj bo G graf in H njegov podgraf. Potem velja:
(i) H je 1-faktor v G natanko tedaj, ko je E(H) popolno prirejanje v G;
(i) H je 2-faktor v G natanko tedaj, ko je H unija disjunktnih ciklov.

Zgled 2.42. Na sliki 13 je primer 4-regularnega grafa. Pod grafom so tri popolna prire-
janja tega grafa in s tem 1-faktorji. Prvotni 4-regularen graf je tako 1-faktorabilen.

C

a

. d//ef o X;cf/.b a\di\/b

c

Slika 13: Primer 1-faktorabilnega grafa in njegovi 1-faktorji, vir [4]

Zgled 2.43. V tem zgledu si bomo pogledali Petersenov graf. Petersenov graf je kubicen
graf, dolzina najkrajsSega cikla je enaka 5 in ima Stevilne zanimive lastnosti.

Ena izmed lastnosti Petersenovega grafa je, da premore popolno prirejanje. Primer po-
polnega prirejanja, katerega povezave so oznacene z rdeco barvo, vidimo na sliki 14.

Slika 14: Popolno prirejanje v Petersenovem grafu
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Petersenov graf lahko razclenimo na izomorfne podgrafe na ve¢ razlicnih nacinov.
Na sliki 15 so prikazani trije primeri izomorfne razclenitve, kjer je v vsakem od treh
primerov razclenitev na izomorfne podgrafe razvidna iz barv povezav. Poti Petersenov
graf razclenijo na pet izomorfnih delov, ostala dva podgrafa pa na tri.

—s ¢ ¢ ° I_: ° ® I I °

Slika 15: Izomorfne razclenitve Petersenovega grafa, vir [7]

Poglejmo si Se, zakaj Petersenov graf ni 1-faktorabilen.
Izrek 2.44. Petersenov graf ni 1-faktorabilen.

Dokaz. Po Petersenovem izreku vemo, da Petersenov graf premore neko popolno prireja-
nje. Ker je Petersenov graf kubicen, bi 1-faktorizacija pomenila, da lahko njegove povezave
razbijemo v tri loéena popolna prirejanja. Izbrano popolno prirejanje oznacimo z M. Ce
iz. Petersenovega grafa P odstranimo povezave M, je graf P\ M 2-regularen graf, torej
je vsaka njegova komponenta povezanosti cikel. Po zgledu 2.26 vemo, da P nima hamil-
tonskega cikla, torej mora imeti P\ M vsaj dve komponenti povezanosti. Ker pa je v P
najkrajsi cikel dolzine 5, je torej P\ M sestavljen iz dveh lo¢enih 5-ciklov. Po Lemi 2.35
vemo, da graf z lihimi komponentami povezanosti ne premore popolnega prirejanja.  []
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3 Izomorfne razclenitve polnih grafov

V tem poglavju se bomo najprej posvetili Izreku o deljivosti, ki nam poda zadosten in
potreben pogoj, da polni graf lahko razclenimo na t izomorfnih faktorjev. Na Izrek o
deljivosti se navezujejo tudi ostali izreki o 1-faktorizaciji, raz¢lenitvi na poti in cikle, ki
jih bomo dokazali v kasnejsih podrazdelkih.

3.1 Izrek o deljivosti

Presenetljivo je, da za razclenitev polnega grafa na t izomorfnih faktorjev zadosca le to,
da t deli stevilo povezav polnega grafa. Definicije, zgledi, trditve in njihovi dokazi v tem
razdelku so povzeti po [8].

Definicija 3.1. Naj bo G graf in t naravno stevilo. Potem recemo, da t deli G, oziroma,
da je graf G t-deljiv, ce ga lahko razélenimo na t izomorfnih faktorjev. Oznaka t|G
pomeni, da obstaja vsaj ena izomorfna faktorizacija grafa G na t izomorfnih faktorjev.
Mnozico vseh faktorjev H, ki nastopajo v kaksni taki faktorizaciji, oznacimo z G/t. Ce je
H € G/t recemo, da faktor H t-deli G.

Opomnimo, da je vsak graf 1-deljiv in e-deljiv, kjer je e stevilo povezav grafa.

Zgled 3.2. Naj bo graf G = (V, E) poljuben graf in |V| = v ter |E| = e. Razclenitvi G/1
reCemo neprava razclenitev, faktor je enak prvotnemu grafu, G/1 = {G}. Razclenitvi
(/e pa recemo trivialna izomorfna razélenitev, vsak faktor je sestavljen iz ene pove-
zave s krajisema in ostalih nepovezanih vozlis¢, torej G/e = {Ky U (v — 2) K4 }.

Naslednja trditev o deljivosti je skoraj ocitna.

Trditev 3.3. Naj bo G = (V,E) graf in t naravno stevilo. Ce t deli G, potem wvelja

tE(G)].
Dokaz. V faktorizaciji ima vsak faktor enako stevilo povezav, k. Povezav v vseh ¢ faktorjih
skupaj je kt = |E(G)|. O

Da je pogoj iz Trditve 3.3 potreben, a ni zadosten, kaze naslednji zgled.

Zgled 3.4. Graf na sliki 16a ima 6 povezav in je deljiv s 3, ni pa deljiv z 2.
Graf G je deljiv s 3, saj ga lahko razclenimo na tri poti P; in prosta vozlisca, torej
G/3 = {P; U4K,}. Nasliki 16b so povezave vsakega faktorja oznacene s svojo barvo.

(a) (b) () (d)

Slika 16: Primer grafa, ki je deljiv s 3 in ni deljiv z 2, vir [§]

Denimo, da je graf GG na sliki 16a 2-deljiv, potem ima vsak od ustreznih faktorjev
natanko 3 povezave in 6 vozlis¢. Glede na lego povezav v faktorju H torej lo¢imo vec
primerov.
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(i) H = P, U3K; : potem ne glede na lego povezav v H velja, da je drugi faktor
izomorfen G \ H = P3; U K, U 2K, torej grafa nista izomorfna (slika 16¢).

(ii) H = 3K, U K : ne glede na lego povezav v H velja, da je drugi faktor izomorfen
G\ H = K, 3 U3K,, grafa ponovno nista izomorfna, to je prikazano na sliki 16d.

Podobno velja za ostale primere, zato graf G ni deljiv z 2.
Poglejmo si Se en zgled Trditve 3.3, tokrat na polnem grafu Kj.

Zgled 3.5. Polni graf K, ima 6 povezav. Stevilo 6 je deljivo z 1, 2, 3 in 6. Polni graf
Ky je deljiv z 1, govorimo o nepravi razélenitvi, deljiv s 6, govorimo o trivialni izomorfni
raz¢lenitvi, deljiv pa je tudi z 2 in 3. Polni graf K, je 2-deljiv, saj za pot reda 4 velja
Py € K4/2. Razclenitev K3 na dve poti Py je prikazana na sliki 17a, povezave vsakega
faktorja so oznacene s svojo barvo. Polni graf K, je s 3 deljiv celo na 2 nacina. Lahko ga
zapiSemo kot povezavno disjunktno unijo treh kopij faktorja P; U K;, povezave vsakega
faktorja so s svojo barvo prikazane na sliki 17b. Ali pa ga zapiSemo kot povezavno
disjunktno unijo treh kopij faktorja Ky U Ky, torej Ko U Ky € K4/3, kjer so povezave
vsakega faktorja s svojo barvo prikazane sliki 17¢. V tem primeru so ustrezni faktorji celo
I-regularni. Mnozice faktorjev dve in tridelitve K, zapisemo kot K;/2 = {P, U K;} in
A&/gii{f%LJka,2Kb}

(a) (b)
Slika 17: Dve in tridelitev polnega grafa K,

Opazili smo, da vsak delitelj stevila povezav deli tudi polni graf K;. Kmalu bomo
videli, da je tako za vse polne grafe. To pa je tudi glavni rezultat tega poglavja. To je Izrek
o deljivosti, povzet po [8], ki nekoliko presenetljivo pravi, da je preprosti aritmeti¢ni pogoj
iz Trditve 3.3 potreben in zadosten za obstoj vsaj ene izomorfne faktorizacije polnega
grafa. Opomnimo, v definiciji nismo zahtevali, da so faktorji regularni.

Izrek 3.6 (Izrek o deljivosti: Harary, Robinson, Wormald, 1978). Naj bosta n in t naravni

. .7 . . .. . - n(n—1)
Stevili. Polni graf K, je deljiv s t natanko tedaj, ko t deli ==—.

Preden se lotimo dokaza splosnega izreka o deljivosti, ki sledi [8], ga bomo najprej
dokazali v posebnem primeru, ko je t tuj n ali n — 1. To zapisemo kot D(t,n) = 1 in
D(t,n—1) = 1. Splosen dokaz bo nato sledil iz vrste pomoznih trditev, ki jih bomo sproti
ilustrirali z zgledi.

Trditev 3.7. Naj bosta t in n naravni stevili in K, polni graf z mnoZico vozlis¢ V in
mnozico povezav E. Ce velja D(t,n) =1 ali D(t,n —1) = 1, potem lahko vedno izberemo
permutacijo vozlisc ¢, ¢ € Sym(V), tako, da ima inducirana permutacija na povezavah

¢ (uv) = p(u)p(v), ¢ € Sym(E), vse dolzine ciklov deljive s t.

Dokaz. Razlicne primere glede na n in ¢ bomo obravnavali posebe;j.
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(i)

(i)

D(t,n — 1) = 1 in t je liho stevilo. Naj bo V = {1,2,...,n} mnozica vozlis¢ K.
Ker velja t\@ in D(t,n — 1) = 1, sledi t|n, n = kt. Zato lahko izberemo neko
permutacijo vozlis¢ ¢ € Sym(V), ki ima vse dolzine ciklov deljive s ¢, na primer

(12...6)t+1t+2...20)2t+12t+2...3t) ... (k= 1)t + 1 (k— 1)t +2...kt).

Pokazati moramo Se, da ima inducirana permutacija ¢’ € Sym(FE) tudi vse cikle
dolzine veckratnika t. Izberemo si neko povezavo in lo¢imo primera, ko ima ta
primeru naj ima povezava eno krajis¢e v ciklu dolzine a in drugo krajisce v ciklu
dolzine b v ¢. V inducirani permutaciji ¢’ bo ta povezava v ciklu dolzine v(a,b),
oznaka v(a, b) pomeni najmanjsi skupni veckratnik a in b. Ker t|a in ¢|b, tudi t|v(a, b).
bo ta povezava v ciklu dolzine c ali 7, ko je ¢ sodo stevilo. Ker je ¢ sodo stevilo in
deljivo s ¢, ter ¢ liho, velja tudi ¢|$.

D(t,n—1) = 1lint je sodo stevilo. V tem primeru je n—1 liho in sledi 2¢|n, n = 2kt.
Lahko izberemo permutacijo ¢, da ima vse cikle dolzine veckratnika 2¢, na primer
permutacijo

(12...26)(2t+12t+2...48) ... (2k — 2)t + 1 (2k — 2)t + 2. .. 2kt).

Da ima tudi permutacija povezav ¢’ vse dolzine ciklov deljive s ¢, sledi podobno kot

ciklih v ¢ in v drugem primeru v istem ciklu v ¢. V prvem primeru je cikel v ¢/, ki
vsebuje to povezavo, dolzine 2t, v drugem primeru pa bodisi 2¢, bodisi .

D(t,n) =1 in t je liho stevilo. V tem primeru velja n = 1(modt), torej n = kt + 1.
Lahko izberemo permutacijo ¢, ki ima k ciklov dolzine ¢ in eno fiksno vozlisce.
Ustrezna permutacija ¢ je na primer

(L2t +1t+2...2t) .. ((k—=1)t+1(k—1)t+2.. kt)(kt+1).

Ponovno premislimo, v ciklu koliksne dolzine v permutaciji ¢’ se bo pojavila poljubna

vsebuje to povezavo, dolzine t. Ce je krajisée povezave fiksno vozlisée, drugo krajisce
pa iz cikla dolzine t, bo ta povezava v ciklu dolzine v(1,t) = t.

D(t,n) = 1 in t je sodo stevilo, velja n = 1(mod 2t), n = 2kt + 1. Ponovno lahko
izberemo permutacijo ¢, da bo imela vse cikle dolzine deljive z 2t, razen enega, ki je
fiksno vozlisée. Ustrezna permutacija je na primer

(12...26)(2t+ 12t +2...48) ... (2k — 2)t + 1 (2k — 2)t + 2. 2kt) (2Kt + 1).

Permutacija ima ponovno eno fiksno vozlisce, ostali cikli pa so dolzine 2¢t. Na podo-
ben nacin preverimo, ali bo inducirana permutacija ¢’ sestavljena iz ciklov dolzine

dolzine 2t ali t.
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S tem je trditev dokazana. O

Trditev 3.7 zagotovi, da lahko pri danih pogojih zagotovo najdemo “lepo” permutacijo
vozlis¢, s katero potem v Trditvi 3.8 skonstruiramo ustrezno faktorizacijo.

Trditev 3.8. Naj bodo t,n, K,,,V in E kot prej in naj bo ¢’ € Sym(FE), taksna permutacija
povezav, zapisana z locenimi cikli kot ¢ = v17v...7,., da t deli dolZino vsakega njenega
cikla. Naj bodo e; € ~y; poljubne povezave (po ena iz vsakega cikla). Potem mnoZice

Ey={(¢)*e):i=1,2,....,rk=0,1,...}
By = ¢'(Ey)
By = §/(Ey) = (¢/)*(E))

Ey = ¢'(Ei_q) = (¢) 1 (EL)

dolocajo particijo mnozice povezav E(K,,) tako, da so inducirani vpeti podgrafi H; s pove-
zavno mnozico E; izomorfni.

Dokaz. Dokazati moramo, da mnozice F; vsebujejo vse povezave polnega grafa K,,, da so
mnozice F; res particija povezav F(K,) ter da so vpeti podgrafi H; = (V, E;) med seboj
izomorfni.

V ciklih permutacije ¢’ vsaka povezava nastopi natanko enkrat. Ce je e € E poljubna
povezava, potem lezi v nekem ciklu ~; permutacije ¢', ki vsebuje tudi v tem ciklu izbrano
povezavo e;. Zato nekaj zaporednih preslikav s ¢ preslikajo e; v e. Torej, (¢/)%¢) = e
za neki s, ki ga lahko zapisemo kot s = kt + o, kjer je o ostanek pri deljenju s s kt,
0 <o<t—1. Kerslika (¢')(e;) = ¢’ lezi v Fy, sledi e = (¢')*) = (¢/)°(¢) za neko
povezavo ¢’ iz Ey, torej e lezi v mnozici F,_;. S tem smo dokazali, da vsaka povezava
iz E lezi natanko v eni mnozici E;, ki so torej paroma disjunktne. Ker so vsi cikli v
¢’ dolzine deljive s t, je v vseh mnozicah F; enako Stevilo povezav. Izomorfnost vpetih
podgrafov polnega grafa K, induciranih z F; je zagotovljena, saj je vsaka permutacija
povezav polnega grafa njegov izomorfizem, zato je tudi ¢’ izomorfizem celotnega grafa, ki
podgraf induciran z FE; preslika na podgraf induciran z F;, . ]

Iz zadnjih dveh trditev zdaj takoj sledi poseben primer izreka o deljivosti, kot sta ga
neodvisno dokazala dva avtorja okoli leta 1972.

Izrek 3.9 (Guidotti, Schénheim). Naj bosta n in t naravni stevili. Ce t deli @ in
D(t,n) =1 ali D(t,n — 1) =1, potem je polni graf K,, deljiv s t.

Dokaz. Po Trditvi 3.7 obstaja permutacija vozlis¢ ¢, da inducirana permutacija ¢’ ustreza
pogojem (vsak cikel je dolzine deljive s t). Iz konstrukcije, opisane v Trditvi 3.8 konstru-
iramo Hy, Hs, ..., H;, izomorfne faktorje, katerih povezavne mnozice so disjunktne. [

Poglejmo si nekaj zgledov t-delitve polnega grafa K, v skladu s konstrukcijo, ki jo
opisujeta Trditvi 3.7 in 3.8.

Zgled 3.10. Polni graf K5 ima % = 10 povezav in je deljiv z 2. Stevilin =5 in t = 2 sta
tuji in ¢ je sodo. V skladu z dokazom Trditve 3.7, po tocki (iv), moramo ¢ izbrati tako,
da ima eno fiksno vozlisce, ostali cikli pa so dolzine 2¢. Izberemo permutacijo vozlis¢

¢ =(1234)(5),
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ter zapiSemo permutacijo povezav
¢ = (1223 34 14)(15 25 35 45)(13 24).

V skladu s konstrukcijo iz Trditve 3.8, zdaj iz vsakega cikla v ¢’ izberemo po eno povezavo,
vzamemo $Se vse njene slike glede na potence (¢’ )’“ za k = 0,1,... in dobimo mnozici
povezav

E, ={12,34,15,35,13},

Ey, = {23,14,25,45,24}.

Razclenitev na dva izomorfna faktorja Hy = (V, Ey) in Hy = (V, E») prikazuje slika 18,
kjer so povezave F; obarvane z rdeco barvo, povezave F, pa z modro.

1

4 3

Slika 18: Dvedelitev K

Zgled 3.11. V primeru faktorizacije K4/5, sta 5 in 6 tuji Stevili, zato za permutacijo ¢
vzamemo fiksno tocko in 5-cikel, da ima ¢’ same 6-cikle. Izberemo na primer permutacijo
vozlisé

¢ = (12345)(6),

permutacija povezav je tako
¢ = (12233445 15)(13 24 35 14 25)(16 26 36 46 56).
Mnozice povezav, ki dolocajo izomorfne faktorje grafa Kg so tako

E(Hl) = {12’ ]-37 16}a

E(HQ) = {23’ 247 26}a
E(H3) = {34’ 357 36}a
E(H4) = {45’ ]-47 46}a

E(Hs) = {15, 25,56}

in so na sliki 19 oznacene vsaka s svojo barvo.
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Slika 19: Petdelitev polnega grafa K

Do sedaj smo dokazali le poseben primer izreka o deljivosti. Sam dokaz izreka o
deljivosti, na splosno za vse n in ¢, pa je dokaj zahteven. Pri dokazovanju si bomo
pomagali s tremi pomoznimi lemami. V primeru, ko je ¢ liho Stevilo, sta za dokaz dovolj
prvi dve lemi, ko pa je t sodo, je potrebna Se tretja. Leme niso najbolj splosne narave,
vsaka zahteva zelo specificne pogoje.

Lema 3.12. Naj t|K,, za nekr <n.
(i) Ce jet liho stevilo in n = r(mod t), potem t|I,.
(i) Ce je t sodo stevilo in n = r(mod 2t), potem t|I,.
Dokaz. Vsako tocko Leme 3.12 bomo dokazali posebe;j.

(i) Prva tocka Leme 3.12 nam pove, da je n = kt + r, za nek k. Vozlis¢a polnega grafa
K,, bomo razdelili v vozlis¢a dveh polnih grafov Ky, in K, ter skusSali skonstruirati
izomorfno faktorizacijo na t faktorjev tako, da bomo uniji povezav dveh faktorjev
manjsih polnih grafov dodali Se nekaj povezav iz celotnega grafa.

Ker je n = kt 4+ r, lahko vozliséa V = {1,2,...,n} polnega grafa K, razdelimo v
dve podmnozici {1,2,... kt} in {kt + 1,kt + 2,...,n}. Prva skupaj s povezavami
doloca polni graf Ky, Ker je ¢ liho in deli kt, je tuje kt — 1, zato po tocki (i) iz
dokaza Trditve 3.7 sledi, da za vsako ¢, ki ima dolzine ciklov deljive s ¢, dobimo neko
faktorizacijo za Ky,. Zaradi enostavnosti v tem primeru izberimo kar tako ¢, ki ima
dolzine ciklov natanko t. V skladu s Trditvijo 3.8, iz vsakega cikla izberemo po
eno povezavo, da dobimo mnozico E’ in particijo povezav {E', ¢'E’, ..., (¢') 71 E'}
polnega grafa K. Ce je G’ podgraf induciran na E’, potem je G’ € K /t.

Druga mnozica vozlis¢ {kt+1, kt+1,...,n} vsebuje r vozlis¢ in skupaj s povezavami
doloca polni graf K,. Po predpostavki vemo, da je K, deljiv s t, torej naj bo
{F\, Fy,..., F}} faktorizacija K, kjer je vsak faktor izomorfen nekemu grafu H.
Imamo torej t-delitev Ky, in K,.. Poglejmo si, kako skonstruiramo ¢-delitev K,,. V
vsakem od k ciklov permutacije ¢ vozlis¢ Ky, izberemo eno vozlisée v;, 1 < i < ¢.
Za vsak 1 < j <t si poglejmo mnozico Dj, ki je mnoZica kr povezav polnega grafa
K, ki povezujejo vozliscéa grafa K, s k vozliséi ¢/v;. Sedaj formulirajmo ¢ mnoZic
povezav E; = D;U(¢')! E'U F;. Preden dokazemo, da je {E1, Es, ..., E;} izomorfna
faktorizacija polnega grafa K, si poglejmo sliko 20.
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Slika 20: Faktor v Ko /15

Na sliki 20 je prikazana mnozica povezav E; v faktorizaciji K;/15, za n = 21,
t =15, r =6 in k = 1. Vsak faktor v K;5/15 ima 7 povezav, povezave (¢')/E’,
faktorja v K15/15, so obarvane z rdeco barvo. Faktor F; v Kg/15 ima eno povezavo,
ta je obarvana z zeleno. 7 modro barvo so oznacene povezave od vozlis¢a v; do
polnega grafa Kg, to so povezave D;.

Vrnimo se k dokazu in pokazimo, da so mnozice E; particija povezav polnega grafa
K,. Ker so cikli v permutaciji vozlis¢ ¢ dolZzine ¢, so mnozice D; particije ktr
povezav, ki povezujejo vozlisca grafa Ky, z vozliscéi grafa K,.. Ker mnozice povezav
(¢/)E’ dajo faktorizacijo grafa Ky, in so F; faktorizacija K, sledi, da mnozice E;
tvorijo faktorizacijo K,. Za vsak j, 1 < j < t, naj bo G; vpeti podgraf polnega
grafa K, induciran na F;, torej G; = (V, E;) in naj bo J; faktor v Kj; induciran na
(¢') E’. Dokazati moramo, da velja G; = G, za vsak 1 < j < ¢. Spomnimo se grafa
H, ki je izomorfen faktorju polnega grafa K,, H = Fj. Sedaj lahko upostevamo
da je G enak uniji Jy, H ter kr povezav, ki povezujejo vozliséa {v;,va, ..., vk} 2
vozlisci grafa H. Podobno, G je unija J;, H ter kt povezav, ki povezujejo vozlisca
{¢/(v1), ¢ (va), ..., ¢ (vy)} z vozlisci grafa H. Ker je ¢’ izomorfizem grafa J; v graf
Jj, ki za vsak 1 < < k slika vozliséa v; v ¢/ (v;), vidimo, da sta G; in G; izomorfna
med seboj. Tako je G; € K,,/t in s tem je prvi del leme dokazan.

Za n = 2kt 4+ r je dokaz podoben. Vozlisca polnega grafa K, razdelimo v dve
mnozici {1,2,...,2kt} in {2kt + 1,2kt + 2,...,n}, ki predstavljata mnozici vozlisé
dveh polnih grafov. Prva mnozica vozlis¢ s povezavami predstavlja polni graf Koy,
druga pa polni graf K,. Ker je t sodo stevilo in deli 2kt, sta si 2kt —1 in ¢ tuji Stevili.
Po Trditvi 3.7 lahko izberemo taksno permutacijo ¢, da so dolzine ciklov deljive s t,
izberemo pa taksno permutacijo vozlis¢, da so cikli dolzine 2t. V skladu s Trditvijo
3.8 iz vsakega cikla izberemo po eno povezavo, da dobimo mnozico E’ in particijo
povezav {E',¢'E', ... (¢/)* "1 E'}. Nadaljevanje dokaza je enako kot v prvi tocki.

]

V naslednji pomozni lemi bomo namesto vozlis¢ v polnem grafu oznacili povezave.
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Definicija 3.13. MnoZica povezav grafa je neodvisna, ce noben par povezav nima sku-
pnega krajisca.

Lema 3.14. Povezave v K,, lahko ostevilcimo tako, da za vse m < ”T’l velja, da je vsaka

podmnoZica m povezav z zaporednimi oznakami neodvisna.
Pred dokazom Leme 3.14 si poglejmo zgled ustreznega osteviléenja v K.

Zgled 3.15. V polnem grafu K7 je najvecje stevilo m, da m zaporednih povezav nima
skupnega vozlisca, m = 2. Na sliki 21 vidimo prvih devet oznac¢enih povezav, nobeni dve
zaporedni nista sosednji. Kako nadaljevati ostevil¢enje, je razvidno iz dokaza Leme 3.14.

Slika 21: Prvih 9 oznacenih povezav v K7, vir [§]

Dokaz. Naj bo polni graf K,, z vozlisci V' = {vy,vs,...,v,}. Lemo 3.14 bomo za lih in
sod n dokazali posebe;j.

(i) n jeliho Stevilo: Povezave polnega grafa zapisemo v mnozice Lj, kjer je 0 < j <n—1,

}.

Vsaka povezava je torej oblike {v;4;, vp—iy;}, kjer so vsi indeksi po modulu n in je

- . 1(n—1 .. . v o
oznacena z i + MT), glede na ¢ in j. Zapisimo mnozice L;.

LO - {{Ula Un—1}7 {U27 Un—2}7 ) {U%J UTLTH}, {U%J U"TH}}
L, = {{U27 Un}a {U37 Un—l}v sy {U%v U"T%}a {U"THa U"TH’}}

n—1

Lj = {{Ui+jvvn—i+j} 1< <

L1 = {{vn,von—2}, {vni1,von—3}, ..., {U3n2—5 , Vsns 1 {U3n2—3 , Vsni H
V mnozici Ly so povezave oznacene z (1,2,...,%5%), v Ly (22,252 n—1), in
tako naprej. Ker je mnozic L; natanko n in v vsaki mnoZici 2L povezav, so to

ravno vse povezave v polnem grafu. Za noben par i in j ter lih n ne dobimo, da bi
se kakSna povezava pojavila dvakrat v eni mnozici L; ali v dveh mnozicah hkrati,
torej so mnozice L; kar particija povezav.

Poglejmo si zapis mnozic L in oznake povezav za polni graf K7, iz zgleda 3.15. Zapis
16 pomeni povezavo {vy, vg}.
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Lo = {16,25,34} L, = {35,26,17}
Ly = {27,36,45} Ls = {46,37,12}
Ly = {13,47,56} Lg = {57,14,23}
Ly = {24,15,67}

Povezava 16 je oznacena z 1, 25 z 2, 34 s 3 in tako naprej, do povezave 23, ki je
oznacena z 21.

Preveriti moramo Se, da je res vsaka mnozica m povezav neodvisna. Po predpostavki
mora veljati m < ”T_l, torej je m lahko m < ”T_?’

e m =2inn > 5: Ocitno je, da v isti mnozici L; dve zaporedni povezavi nimata
skupnega vozlisca. Vzemimo sedaj zadnjo povezavo v L; in prvo v L;iq, na
primer zadnjo v Lg in prvo v L;. To sta povezavi {van,vnTH} in {vg,v,}.
Vozlisce je v tem primeru skupno le, ko je n = 5. Po predpostavki mora biti n
strogo vecji od 5.

e m = 3inn > T Visti mnozici L; tudi 3 zaporedne povezave nimajo sku-
pnega vozlisca. Poglejmo si zadnji dve iz L; in prvo iz L;;. Ponovno vzemimo
mnozici Lo in L;. Povezave, ki nas zanimajo, so {UnT—S,UnTH}, {UnT—l,UnT-H} in
{ve,vp}. Za m, strogo vecji od 7, te povezave nimajo skupnih vozlis¢. Vze-
mimo Se zadnjo povezavo iz L; in prvi dve iz L;;;. Iz mnozic Ly in L; so to
{UnT—l, vnTH}, {va, v, } in {w3,v,_1}. Ponovno, povezave nimajo skupnih vozlisé.

n—3

p 2

zaporednih povezav nima skupnega vozlisca. Ce iz mnozZice povezav L; vzamemo

zadnjih k povezav in iz mnozice L, prvih "T_?’ — k povezav, povezave nimajo sku-
pnega vozlisca. Torej je povezave v polnem grafu K, mozno oznaciti tako, da m
zaporednih povezav nima skupnega vozlisca. Pri tem je m strogo manjsi od "T’l S
tem smo dokazali Lemo 3.14, ko je n liho Stevilo.

Kot smo dejali, je vrednost m lahko najvec ”T’?’, torej moramo preveriti, da

n je sodo Stevilo: Povezave polnega grafa podobno kot zgoraj zapiSemo v mnozice
in jih oznac¢imo. Mnozice povezav Lj, kjer je 0 < j < § — 1, so oblike L; = LU L.

. n . n
Lj = {{vitj, vnr1-inj} 1 1 S0 < 5} U {{vitjtts vngi—igp 1 1 < i < 5~ 1}
Povezave v L’ oznacimo s stevilom i + (n —1)j, povezave v L7 pa z 5§ +i+ (n—1)j.
Zapisimo mnozice Ly, Ly, ..., Lz_y, kot zgoraj.

LO = {{Ulv U’n}a {UQa Un—l}a sy {U%a U%—i—l}y {7}27 'Un}a {037 Un—l}v ceey {0%72)%4-2}}
Ll = {{Ug, Un-i—l}a {Ug, Un}v ceey {’U%-i-la U%-ﬁ-?}a {U?n Un-i—l}a {U4> Un}> ceey {U%-‘rl? U%-H’)}}

L%—l = {{0%7 1}37"—1}7 cey {Un—la U?’L}a {v%—‘rl) 7137"—1}7 SR {vn—h vn—l—l}}
Mnozice L; so particije povezav, 5 mnozic z n — 1 elementi nam poda vse povezave
polnega grafa. V Ly je prvih zaporednih n — 1 povezav, podobno kot pri zgornjem

. . . R —1
primeru dokaza, vsaka povezava je oznacena s celim Stevilom od 1 do n("T)

Ko na nacin kot v zgornjem delu dokaza preuc¢imo ta nacin oznacevanja povezav
m—2

ugotovimo, da ™= zaporednih povezav (tudi med sosednjimi mnozicami L) nima

23



skupnega vozlisca, torej si niso sosednje. S tem je zakljucen Se drugi del dokaza in
dokazana Lema 3.14.

O
Naslednji zgled nam prikazuje ustrezno osteviléenje povezav v Kg.

Zgled 3.16. Zapisimo mnozice L s povezavami za polni graf Kg po nacinu opisanem v
dokazu Leme 3.14, ko je n sodo stevilo.

Lo = {16,25,34,26,35}
Ly = {12,36,45,13,46}
L, = {23,14, 56,24, 15}

Povezava 16 ima oznako 1, 25 oznako 2 in tako naprej, vse do povezave 15 z oznako 15.

Slika 22: Oznacene povezave v K

Kot posledico Leme 3.14 lahko potrdimo Izrek o deljivosti za lih ¢.

Posledica 3.17. Naj bo n naravno in t liho naravno Stevilo in naj velja t| . Potem

je polni graf K, deljiv s t.

n(n—1)
2

Dokaz. Vemo, da t deli @ in je t liho Stevilo. Naj bo r ostanek pri deljenju n s ¢, torej
n =zt +r, kjer je 0 < r < t. Naj tudi velja, da ¢ deli LG zapisimo kot kt = 1)

2 2
Poglejmo si primere za razlicne k.

(i) Naj bo k = 0. Potem je r = 0 ali r = 1. Iz tega sledi, da je D(n —1,t) = 1 oziroma
D(n,t) = 1. Za taksne primere smo to, da t deli K,,, dokazali ze v Izreku 3.9.

(ii) Naj bo sedaj k > 0. Ker velja da je r < t, je potem k < T(T—Q_l) To pa po

Lemi 3.14 pomeni, da v polnem grafu K, lahko povezave oznac¢imo tako, da je
vsaka podmnozica k povezav, oznacena z zaporednimi Stevili, neodvisna. Povezave
K, lahko zapisemo v disjunktne mnozice Ly, Lo, ..., L, kjer je prvih k povezav
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v Ly in tako naprej. V vsaki mnozici L; je k povezav. Ker se v mnozicah L;
povezave ne ponavljajo, je to kar faktorizacija polnega grafa. In ker v vsaki L;
nobeni dve zaporedni povezavi nimata skupnega vozlisca, je vsak faktor izomorfen
kK, z izoliranimi vozIlisci.

Kot smo videli, je K, deljiv z r. Ker je r < n in n = r(mod t), po Lemi 3.12 velja
tudi, da je K, deljiv s t.

O
Nadaljujmo s tretjo lemo, ki nam bo pomagala dokazati splosni izrek o deljivosti.

Lema 3.18. Naj bodo n, t in r cela §tevila. Stevilo t naj bo sodo in t > 4, velja naj se
r=n—tint>r>1. Denimo, da obstaja faktorizacija polnega grafa K, nat faktorjev
tako, da je prva polovica faktorjev Hy = H) = ... = H, = G U 2K, druga polovica pa
HQH > H;+2 = ... =2 H = GUK,, pri cemer je G nelgi graf reda v — 2. Tedaj je polni
gmf K, deljiv s t.

Dokaz. Naj bo polni graf K,, z mnozico vozlis¢ V = {1,2,...,n}. Njegov podgraf naj bo
polni graf K; z mnozico vozlisc V = {1,2,...,t}. Izberemo permutacijo vozlis¢ polnega
grafa K;, ¢ = (1 2...t). Ker je t sodo, je en cikel v inducirani permutaciji ¢’ dolzine
L in ta cikel vsebuje povezave oblike {1,1 + 2} {2,2+L},... Torej ¢ je unija locenih
ciklov 17, .. YL kjer je zadnji cikel dolzme , ostali pa so dolzme t. Naj bo mnozica S
mnozica povezav S = {{1,2},{1,3},{1,4},... {1,£ — 1},{1,2+ £}, {2,2+ L}}. Ker je
t > 4 vidimo, da mnozica S vsebuje natanko eno povezavo iz vsakega cikla permutacije ¢'.
V mnozici S opazimo, da imajo vse povezave za eno krajisce vozlis¢e 1, razen povezava
{2,2+ %} Ta povezava je iz cikla ViV ¢'. V ciklu Yt SO med seboj neodvisne povezave.
Povezave K; zapisemo v disjunktne mnozice S;, kjer je povezava med vozliStema ¢ in j
oznacena z {v;,v;}. Te mnozice se lo¢ijo na dve podmnozici, druga podmnozica je brez
povezav, ki nastopajo v ciklu dolzine % Disjunktne mnozice S; so

S St 1<i<?
t Sz{—{UHl,UHH%}; §<i§t ’
SZ{ = {{Ui,wﬂ}» {"Ui,vi+2}> {quz’+3}, {Uz, ,,i} {Uiyv7j+1+%}, {viH,UiHJF%}}7
kjer je |S/| = £. Torej je |S;| = - £+ (5 — 1) = 2D prye L povezave S; vsebujejo

tricikel in povezave iz vozlisca ’UZ, druglh povezav ne tvori trlclkla vendar so zgolj
povezave iz vozlisca v;.

Naj bo polni graf K, z mnozico vozlis¢ {t + 1,t+2,...,n} in naj bo T mnozica povezav
od vozlisca v; do vseh vozlis¢ K,. Po predpostavki je polni graf K, deljiv s t, torej je
K./t ={G1,Gs, ..., G} in za nek graf G velja G; = .. ~ GU2K, in GrH >

G; =2 GU K,. Naj bodo F, Fs, ..., F, mnozice povezav faktorJeV G1,Go, .. Gt
Skonstruirajmo graf v K, /t. NaJ bo H; podgraf polnega grafa K, z mnoZico povezav
= S/ UT U Fy. Preden dokazemo, da je H; faktor v t-delitvi K, si poglejmo sliko 23.
Torej, n =9, ¢t = 6 in r = 3. Prvo poglejmo na sliko 23a. Mnozica povezav v Kg,
je S1 = {12,15,25}. Te povezave so oznacene z modro barvo. Vozlisce 1 je povezano z
vsemi vozliséi K3, to so povezave T', obarvane so z zeleno. V K3 je faktor GU2K; = 3K,
(2 zaradi 2K, in eno vozlisce od G, ki ima r — 2 vozlis¢). Pri mnozicah povezav S in S3
je stvar simetricna. Na sliki 23b pa je prikazano za drugo polovico mnozic povezav .S;.
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Slika 23: Dva faktorja v izomorfni faktorizaciji Ko/6, vir [§]

Modre povezave predstavljajo S, = {45, 24}, povezave T, torej vozlisce 4 povezano s Kj
pa predstavljajo zelene povezave. Povezave faktorja v K3, ki je G U Ky = K7 U Ks, so
obarvane rdece.

Nadaljujmo z dokazom. Naj bo E; = S; U F; UT;. Podobno kot v dokazu Leme 3.12
opazimo, da so mnozice E1, Es, ..., E; particija polnega grafa K.

Naj bo H; podgraf polnega grafa K, z mnozico povezav E;, 1 <1 < t. Dokazati moramo,
da je vsak H; izomorfen H;. Zopet je podobno kot pri dokazu Leme 3.12, jasno je, da
velja H; = Hy, 1 <1 < % in podobno H; = H,, % < 1 < t. Dokazati moramo Se, da velja
H, = H,.

Najprej si poglejmo, da je H; € K, /t. Mnozice povezav S; nam podajo particijo povezav
K, vsako vozlisce iz K je povezano z vozlisci K., K, pa je t-deljiv po predpostavki. Torej
gre res za particijo povezav polnega grafa K,,. Preverimo Se izomorfnost faktorjev. Prvih
% je oc¢itno izomorfnih med seboj, tako kot tudi drugih % faktorjev. Osredotocimo se samo
na H; in H;. V mnozici S, ko je 1 < i < % je ena povezava ve¢ kot v mnozici S}, ko je
% < 1 < t. To je ravno povezava, ki ni incidenc¢na z v; in tvori tricikel. Prvih % faktorjev v
K, so GU2K, drugih % faktorjev pa ima eno povezavo ve¢, to je povezava od K. Ravno

ta povezava tvori “novi” tricikel, ki ga v K; ni “ve¢”. S tem smo prisli do konca dokaza
Leme 3.18. O

Poglejmo si Se zadnjo pomozno trditev oziroma posledico, ki nam bo pomagala pri
dokazu Izreka o deljivosti.

Posledica 3.19. Naj velja t(2m +1) = n(n — 1) inm < 252, kjer jem > 0 in n,t > 0.
Obstaja faktorizacija K, na t faktorjev tako, da je % faktorjev izomorfnih G U 2K, %
faktorjev pa izomorfnih G U Ky, kjer je G izomorfen nKy, z izoliranimi vozlisci.

Dokaz. Posledico 3.19 bomo dokazali za dva primera vrednosti m.

e Naj bom < "T’:g Po Lemi 3.14 vemo, da lahko v polnem grafu K, povezave

po dolo¢enem postopku oznac¢imo tako, da m zaporednih povezav nima skupnega
vozliséa. Zapisimo particijo povezav K, v & mnozic z m povezavami in § mnozic z
m + 1 povezavami, da so oznake povezav zaporedne. To so ravno vse povezave K,
ker je po predpostavki £-m+ L. (m+1)=Lt2m+1) = @ Po Lemi 3.14 je
zaporednih povezav brez skupnega vozlisca najve¢ m + 1, m + 1 < ”7_2 Torej je
vsak izmed “prvih” % faktorjev res izomorfen mKy plus vsaj dve izolirani vozlisci

(2K,), “drugih” £ faktorjev pa izomorfnih (m + 1)K, z izoliranimi vozlisci.
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e Naj bom = "7_3 Potem je t(n — 2) = n(n — 1). Ker je K, deljiv s ¢, t deli Ll)
in t ne deli n(n — 1), sledi (n — 2)|n(n — 1). Stevili n — 1 in n — 2 sta si tuji, torej
(n —2)|n. To je res le, ¢e jen =3 alin = 4.

Naj bo n = 4, torej m = %, kar je protislovje, saj mora biti m celo Stevilo.
Naj bo sedaj n = 3. Iz tega sledi, da je m = 0 in t = 6. Faktor v K3/3 je Ko U K.
Zadostuje, da je G = K in s tem je dokaz Posledice 3.19 zakljucen.

O
Pripravljeni smo, da dokazemo Izrek o deljivosti.

Dokaz. Lotimo se dokaza Izreka o deljivosti. Naj bo K, polni graf reda n in t|@
Dokazati zelimo, da je K, deljiv s t. Ce je t liho §tevilo, smo izrek dokazali ze v Posledici
3.17. Zato naj bo sedaj t sodo stevilo.

Naj bo 7’ ostanek pri deljenju n z 2t, ' = n — 2kt, 0 < r’ < 2t. Potem t] , torej

r'(r'=1)
5 -

Cejer <tinr #0,jex >t Iztega sledi z < 7«/2—1'
Posledici 3.17, torej je dokazano ze zgoraj.

Naj bo sedaj ' >t in r =1’ — t. Ker mora veljati | , mora biti r po velikosti med
1in t, torej 1 < r < t. Ob upostevanju Se pogojan =t —|— r(mod 2t) ugotovimo, da mora

tr =

To so enaki kriteriji kot pri

n(n 19)

biti t > 4, saj za t < 4 pPogoj t]"(”*l ni izpolnjen. Torej, imamo sod ¢, ' > ¢, t > 4 in

r = r'—t. Tu bomo uporabili Lemo 3.18 in poiskali faktorizacijo K, /t. Vemo, da t|—5— (T -1
ob upostevanju da je ' = r + ¢, sledi t\—) r(r 3.

t<ljey < % Ker je y celo stevilo, je y < 73 Sedaj lahko uporablmo Posledlco

3.19, kjer je m = y in n = r, tako je t(2y+1) = r(r —1). To nam da faktorizacijo polnega
grafa K,.. Ker po Posledici 3.19 obstaja faktorizacija K, /t, po Lemi 3.18 obstaja tudi
faktorizacija K, /t. Po predpostavki velja n = r'(mod t) in ' < n, torej je po Lemi 3.12
K, deljiv s t in s tem je Izrek o deljivosti dokazan. O

Naj bo sedaj y > 0, y = Ker je

V naslednjem razdelku si bomo ogledali Se nekaj zgledov uporabe dokazanega izreka.

3.2 Trideljivost nekaterih polnih grafov

Spoznali smo, da polni graf lahko razclenimo na vec¢ izomorfnih faktorjev, ce je le izpolnjen
pogoj. Ce faktor vsebuje vsaj dve povezavi opazimo, da je za faktor moznih veé razliénih
vpetih podgrafov z enakim Stevilom povezav. Vendar tu je potrebno dobro premisliti,
kateri so res elementi faktorizacije. V tem razdelku si bomo pogledali raz¢lenitev polnih
grafov K4 in K. Oba je po izreku o deljivosti mozno razcleniti na 3 izomorfne faktorje.
Pri polnem grafu K7y bomo ugotovili da je trideljiv, vendar ne na Petersenove grafe. Prva
zgleda ki sledita, zgled 3.21 in 3.22, sta povzeta po [8] in [11].

Posledica 3.20. Naj bo n naravno stevilo in p liho prastevilo. Polni graf K, je deljiv s
p natanko tedaj, ko je n = 0(modp) ali n = 1(mod p).

Dokaz. Po Izreku o deljivosti vemo, ¢e je K, deljiv s p, potem velja p\"—l). To velja
natanko tedaj, ko p deli n ali p deli n — 1. O

Posebej se bomo posvetili primeru, ko je p = 3. Primer p = 2 pa bomo obravnavali v
razdelku o sebi-komplementarnih grafih.
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Zgled 3.21. Faktorizacija Kg/3 je mozna na 9 razlicnih nacinov. Vsi ti faktorji so prika-

zani na sliki 24.
A B E C
[
D *® E F

N

Slika 24: Faktorji v tridelitvi K, vir [§]

Polni graf Ky ima % = 15 povezav. Ker nas zanima delitev Ky na tri dele, mora
imeti vsak faktor 5 povezav. Najprej pois¢imo vse vpete podgrafe v Kg, ki imajo natanko
pet povezav. Vsi ti so prikazani na sliki 25. Za vpete podgrafe od A do vkljuéno z
I bomo pokazali, da obstaja permutacija ¢ in inducirana permutacija ¢‘, iz katere jih
lahko konstruiramo, za vpete podgrafe od J do O pa bomo pokazali, da razclenitev na te

faktorje ni mozna.

2O\ 2w
R RNWE N
INREEESEPRE\

Slika 25: Vpeti podgrafi s petimi povezavami v polnem grafu Kg, vir [11]
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Naj bo V =1{1,2,3,4,5,6} mnozica vozlis¢ in za permutacijo vozlis¢ izberemo
¢ =(123)(456).
Permutacija povezav je
¢ = (12 23 13)(14 25 36)(15 26 34)(16 24 35)(46 45 56).

Iz permutacije povezav ¢’ sledijo naslednje mnozice povezav FE;, ki so zapisane v tabeli
3.21. Inducirani podgrafi H; = (V, E;) so med seboj izomorfni.

Faktor Hy H, Hj
A Ey ={12,14,26,35,56} | Ey = {23,25,34,16,46} | E5 = {13,306, 15,24, 45}
B Ey ={12,25,34,24,56} | Fy = {23,36,15,35,46} | E5 = {13, 14,26, 16,45}
C Ey ={12,25,26,35,45} | Ey ={23,36,34,16,56} | F5 = {13,14,15,24, 46}
D Ey = {12,25,15,16,45} | Ey = {23,36,26,24,56} | E5 = {13,14,34,35,46}
E Ey ={12,14,26,16,45} | Ey = {23,25,34,24,56} | E5 = {13,36, 15, 35,46}
F Ey ={12,14,15,16,46} | Ey = {23,25,26,24,56} | E5 = {13, 36,34, 35,46}
G Ey ={12,36,34,35,56} | Fy ={23,14,15,16,46} | E5 = {13,25,26,24, 45}
H FEy ={13,25,34,16,46} | Fy = {12,36,15,24,45} | E5 = {23, 14, 26, 35,56}
| Ey ={12,14,15,24,45} | Ey = {23,25,26,35,56} | E5 = {13, 36,34, 16,45}

Tridelitev polnega grafa K¢ od A do I je prikazana na sliki 26. V vsakem vpetem
podgrafu od A do I so povezave E; oznaCene s ¢rno barvo, Fs z zeleno in F3 z rdeco

barvo.

Tabela 1: Mnozice povezav faktorjev v Kg/3

1 2

6 36 3 6 3
5 4 4 5 p 4 5 C 4
1 2 1 2 L 2

6 3 6 36 3
5 D 4 5 E 4 5 F 4
1 9 1 2 1 2

6 3 6 3 6 3
5 G 4 5 H 4 5 A

Slika 26: Izomorfna faktorizacija Kg/3
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Poglejmo si se, zakaj vpeti podgrafi od J do O niso elementi Kg/3.

e J: Vpeti podgraf J vsebuje vozlisce stopnje 5, kar je maksimalna stopnja v Kg. Naj
bo sedaj graf G po odstranitvi povezav vpetega grafa J iz Kg, G = K¢\ J. Graf G
ima eno prosto vozlisce, najvecja stopnja vozliscéa je 4. Ocitno je, da J ni element

Ke/3.

e K: Naj bo G graf po odstranitvi povezav vpetega grafa K iz Kg, G = K \ K.
Graf G ima §tiri vozlisca stopnje 4, eno vozlisce stopnje 3 in eno vozlisée stopnje 1.
Naj bo G’ = G\ K, to lahko storimo le na en nacin - vozlis¢e stopnje 2 v K mora
biti v G tisto stopnje 4, ki je sosednje vozliséu stopnje 1. V G’ so cikli, pridemo do
protislovja.

e [: Vpeti podgraf L je 5-cikel. Povezavna disjunktna unija treh 5-ciklov bi bil graf
s samimi sodimi vozlisci, Kg je graf lihe stopnje. Pridemo do protislovja.

e M: Vpeti podgraf M ima 2 vozliséi lihe stopnje, 3 vozlis¢a sode stopnje in eno
izolirano vozlis¢e. V povezavni disjunktni uniji treh faktorjev izomorfnih M, morajo
vse povezave, katerih vozlis¢a so lihe stopnje, tvoriti ravno popolno prirejanje v
polnem grafu Ky, kot je prikazano na sliki 27a. Preostali trije 4-cikli nikakor ne
dopolnjujejo povezav popolnega prirejanja tako, da bi bila povezavna disjunktna
unija izomorfna polnemu grafu K.

./{/

Slika 27: Vpeti podgraf tipa M v Kg, vir [11]

(a) ()

e N: Vpeti podgraf N je nepovezan in vsebuje dve vozliséi stopnje 1, ostala tri
vozlis¢a pa so stopnje 2. Na sliki 28b je prikazano, ko povezavam prvega vpetega
grafa N ¢rne barve dodamo povezave izomorfnega vpetega grafa rdece barve, tako
da se povezave ne prekrivajo. Povezave drugega vpetega grafa so enolicno dolocene.
Ugotovimo, da graf K, \ 2N ni izomorfen vpetemu grafu N.

D

Slika 28: Vpeti podgraf tipa N v Kg, vir [11]
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e (: Vpeti graf O ima vozlisce stopnje 3, imenujmo ga glavno vozlisce. Povezave, ki
niso inciden¢ne z glavnim vozlis¢em, imenujmo rep. Ponovno zelimo, da je disjunk-
tna unija povezav treh vpetih grafov O (iz ¢rnega, rdecega in zelenega), izomorfna
polnemu grafu Kg. Najprej fiksirajmo povezave prvega faktorja ¢rne barve, kot je
na sliki 29. Fiksirajmo Se glavno vozlisce za drugi faktor rdece barve.

— Ocitno glavno vozlisée drugega faktorja ne bo vozlisée 4, saj je maksimalna
stopnja vozlis¢ v K enaka 5.

— Recimo, da je to vozlisce 5. Kot je prikazano na sliki 29b, bo rep rdecega
faktorja potekal med vozlis¢ema 4 in 6, da zagotovo ne bo imel tricikla. Za
tretjo kopijo grafa zagotovo preostane cikel (1231), kar je v protislovju, saj
vpeti podgraf O ne premore cikla.

— Recimo, da je glavno vozlisce drugega faktorja s povezavami rdece barve, vo-
zlis¢e 6, kot je na sliki 29c. Rep je v tem primeru ponovno enolicno dolocen,
poteka skozi vozlisci 1 in 5. Ugotovitev je podobna kot zgoraj, za tretji faktor
nam preostane cikel.

— Preostali sta nam le Se dve moznosti. Popolnoma enako je, ¢e je glavno vozlisce
vozliscée 2 ali 3, tako da za glavno vozlisce lahko izbiramo Se med vozlis¢ema 1
in 2. Recimo, da je vozlisce 1 glavno vozlisce drugega faktorja, s povezavami
rdece barve in vozlisce 2 glavno vozlisce tretjega faktorja s povezavami zelene
barve. Vozlis¢i 1 in 2 sta povezani in sta del tretjega faktorja. Opazimo, da
je rep tretjega faktorja enolicno dolocen, za drugi faktor pa ponovno nastane

cikel (slika 29d).

1 2 ! ) 1 2 1 2
@) ") T @) !

Slika 29: Vpeti podgraf tipa O v Kg, vir [11]

Polni graf reda 6 smo razclenili na tri izomorfne faktorje na 9 razlicnih nacinov, 9
razlicnih faktorizacij. Ker polni graf ni imel oznacenih vozlis¢ (razen, da smo lazje zapi-
sali povezave), smo nasli po eno mozno resitev. Ce polnemu grafu Ky oznacéimo vozlisca,
dobimo veé razliénih resitev. Ce bi problem raziskovali §e naprej, bi nas lahko zanimalo,
koliko razliénih oznacenih faktorjev lahko najdemo v polnem grafu Kg. Bralec si v [11]
lahko sam prebere, na koliko razlicnih nacinov si lahko izberemo na primer 4-cikel in
prosto povezavo pri vpetem podgrafu H, iz slike 25. Torej, koliko razlicno oznacenih
podgrafov H najdemo v polnem grafu Kg. Da malce vzbudimo radovednost, vozlisca za
iS¢i i) nacinov, s temi 4 vozlis¢i pa obstajajo 3 razlicni
4-cikli. Ko imamo 4-cikel, so povezave faktorja H enolicno dolocene. Torej, v polnem
grafu Kg najdemo (6) - 3 = 45 razgliénih faktorjev izomorfnih H. Razlicnih faktorizacij,

4
da je faktor izomorfen H, pa je tako 4?5 = 15.
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Pred nami je Se razclenitev polnega grafa K7/3. Vsak faktor ima 7 povezav. Faktorje bi
lahko ponovno naéli z metodo konstrukcije izomorfne faktorizacije. Vendar ker je Vpetih

ne bomo iskali. Od 65 vpetih grafov s sedmimi povezavami v K7, th 24 ni faktorjev v
faktorizaciji K7/3.

Zgled 3.22. Polni graf K; je 3-deljiv, mnozica faktorjev K7/3 vsebuje 41 elementov in
so prikazani na sliki 30.

SIGIUVIVRER DS
3 5 85 5 T 0
D0 E
DYV RV EVRVES
O, E I K R
AR,

Slika 30: Faktorji v K7/3, vir [§]

Zaradi dolgotrajnosti ne bomo pokazali da to drzi. Sicer bi potekalo po enakem po-
stopku kot pri zgledu 3.21.
Pogledali si bomo Se en primer razclenitve in sicer polnega grafa Kig. Polni graf Kig je
9-regularen in ima 45 povezav. Po izreku o deljivosti ga je zagotovo na vsaj en nacin
mogoce razcleniti na tri izomorfne faktorje, kjer ima vsak faktor 15 povezav. Petersenov
graf, ki smo ga Ze spoznali, je tudi reda 10, 3-regularen in ima 15 povezav. Ce pogledamo
na hitro, bi po lastnostih lahko sklepali, da polni graf Kj, lahko faktoriziramo na tri
Petersenove grafe. V resnici pa temu ni tako. Zanimivost ni sama ta lastnost, ampak
nacin, kako jo dokazati. Doslej smo izreke, povezane z razc¢lenitvijo dokazovali z raznimi
konstrukcijami in iskanjem podgrafov, dokaz neobstoja pa v tem primeru zelo elegantno
poteka z uporabo lastnih vrednosti in podprostorov matrike sosednosti grafa. Utemeljitev
naslednjega zgleda je povzeta po [1] in [3].
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Zgled 3.23. Polni graf K¢ ni deljiv na tri Petersenove grafe.

Denimo, da je polni graf Ky deljiv na tri Petersenove grafe. Vzemimo dva povezavno
disjunktna Petersenova grafa, ki sta podgrafa K, ter jima obarvajmo povezave. Prvemu
z rdeco, drugemu z modro, povezave ki ostanejo, pa z zeleno barvo. Sosednostne matrike
teh treh podgrafov naj bodo Ap,, Ap,, in Ap,. Ker je disjunktna unija povezav teh treh
grafov polni graf K, velja

APR+APJM+APZ = Ak, =J -1,

kjer je J matrika velikosti 10 x 10 s samimi 1, I pa identiteta.

Najprej si poglejmo lastne vrednosti A in lastne vektorje v sosednostne matrike Peterse-
novega grafa Ap. Veljati mora Apv = Mv. Lastne vrednosti \; (i = 1,2,...) izra¢unamo
kot nicle karakteristicnega polinoma pa, (), pa,(A) = det(Ap — AI). Pripadajoci lastni
vektorji v; pa morajo resiti enacbe (Ap — A\;I)v; = 0. Lastne vrednosti sosednostne ma-
trike Petersenovega grafa so A\; = 3 s kratnostjo 1, Ay = 1 s kratnostjo 5 in \3 = —2 s
kratnostjo 4.

Petersenov graf ima za lastno vrednost 3 lastni vektor s samimi enicami, torej je

1 deg vy 3
1 degv 3
| =0 =
1 deg v1o 3

Vektor s samimi enicami je lastni vektor za vse tri matrike Ap,, Ap,, in Ap,.

Ker so lastni vektorji za razlicne lastne vrednosti med seboj pravokotni, so lastni vek-
torji za lastne vrednosti 1, pravokotni na ta vektor s samimi enicami. Naj bo sedaj Ugr
5-dimenzionalni lastni prostor, ki ustreza rdecemu Petersenovemu grafu z lastno vredno-
stjo 1, podobno je definiran Uys;. Ker lezita v 9-dimenzionalnem prostoru, {v : v L
(1,1,...,1)}, morata imeti skupen vektor. Naj bo v € Uy N Ug; tak vektor.

Poglejmo si kaj se zgodi, ¢e s tem vektorjem v pomnozimo Ag,,. Vektor v je pravokoten
na vektorje s samimi enicami, tako dobimo

11 1
11 ... 1

Ago=UJ-Dv=|. . |v=Iv=0—-v= (1.
11 ... 1

Po drugi strani, ¢e uporabimo razclenitev K;j, pa dobimo
AKwU = (APR + APM + APZ)U = APRU + APMU + APZ’U =2v+ APZU,

ker je v lastni vektor za lastno vrednost Ao = 1 in Apv = Aw. Ce rezultata zdruzimo,
sledi
—v=2v+Ap,v = Ap,v = —3v.

Po tem sledec je v lastni vektor Ap, za lastno vrednost -3. Ker -3 ni lastna vrednost
Petersenovega grafa, lahko zaklju¢imo z dejstvom, da tretji zeleni graf ni Petersenov graf.
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3.3 Sebi-komplementarni grafi

Problem sebi-komplementarnih grafov je zelo obsezen in vsebuje ogromno rezultatov.
Omenjamo ga, ker gre v resnici za 2-delitev polnih grafov na izomorfna faktorja, zato
lahko v pogoju o stevilu povezav prepoznamo poseben primer izreka o deljivosti. Ve¢ o
tem bralec lahko najde v [6] in [16].

Definicija 3.24. Sebi-komplementaren graf G je graf, ki je izomorfen svojemu kom-
plementu G.

Ce sta grafa G in G’ sebi-komplementarna, je njuna unija povezavno disjunktna
in enaka K,, zato velja G € K,/2. Torej vsaka 2-delitev K, predstavlja par sebi-
komplementarnih grafov.

Zgled 3.25. Na sliki 31 je prikazan primer 2-delitve grafa Kj na sebi-komplementarna
faktorja, izomorfna Cj.

Slika 31: Primer 2-delitve grafa Kj

Lema 3.26. Naj bo graf G = (V, E) sebi-komplementaren graf z n vozlis¢i. Potem je
stevilo njegovih povezav enako |E(G)| = @ inn = 0(mod 4) ali n = 1(mod 4).

Dokaz. Kot smo Ze dejali, je GUG = K,,. Vemo tudi, da je |E(K,)| = (3) = @ Torej

imata graf G in njegov komplement G enako $tevilo povezav |E(G)| = |E(G)| = 1(}) =
n(n—1)

. To mora biti seveda celo stevilo, kar je natanko tedaj, ko velja 4|n ali 4jn —1. O

Kot zgled si poglejmo konstrukcijo sebi-komplementarnih grafov reda 8 po receptu za
deljenje K, /2 iz dokaza Izreka o deljivosti.

Zgled 3.27. Zanima nas Kg/2, iz Trditve 3.7 je to primer (ii), ko velja D(t,n — 1) =1
in t je sodo Stevilo. Izberemo taksno permutacijo vozlis¢ ¢, da so vsi cikli dolzine 2t, to
je na primer permutacija

6= (1234)(5678).

Permutacija povezav je potem
¢ = (12233414)(1324)(15263748)(16273845)(17283546)(18253647) (5667 7858)(5768).
Za prvi faktor, oziroma sebi-komplementaren graf izberemo povezave

Ey, ={12,34,13,15, 37,16, 38, 28, 46, 25,47, 56, 78, 57},
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za drugega pa vse ostale, torej
Ey ={23,14,24,26,48,27,45,17,35, 18, 36,67, 58, 68}.

Grafa reda 8, z mnozicama povezav FE; in F, sta izomorfna in komplementarna drug
drugemu in sta prikazana na sliki 32.

1 2
8 3 8 3
7 4 7 4
6 5

6 5

Slika 32: 2-delitev Ky na sebi-komplementarna podgrafa

Kot smo pri tridelitvi prikazali razlicne tridelitve polnega grafa Ky in K7, bomo za
konec razdelka o dvedelitvi storili podobno. V zgledu 3.25 smo polni graf K5 razélenili na
dva disjunktna cikla, v resnici ga lahko razclenimo Se na en nacin, prikazan na sliki 33.

1 1

4 3 4 3

Slika 33: Sebi-komplementarna grafa reda 5

Stevilo razliénih sebi-komplementarnih (krajse s-k) grafov reda n, za vrednosti n od
1 do 20, prikazuje spodnja tabela. Z narascanjem vrednosti n Stevilo s-k grafov ocitno
naraSca, za nekatere vrednosti n pa K, ni 2-deljiv.

’ n ‘ Stevilo razliénih s-k grafov reda n H n ‘ Stevilo razliénih s-k grafov reda n
1 1 12 720
4 1 13 5600
5 2 16 703760
8 10 17 11220000
9 36 20 9168331776

Tabela 2: Stevilo razlicnih s-k grafov reda n, vir [17]
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3.4 1-faktorizacija

Kaj je 1-faktorizacija in primer 1-faktorabilnega grafa smo navedli ze v za¢etnem poglavju
osnovno o grafih. Pokazali smo, da Petersenov graf ni 1-faktorabilen, vseeno pa poznamo
nekaj drugih grafovskih druzin, ki imajo to lastnost. Spomnimo se prve uganke o nogo-
metnih igrah iz uvodnega poglavja. V uganki je slo za 1-faktorizacijo polnega grafa K.
Izreka in domneva v tem razdelku so povzeti po [4].

Izrek 3.28. Polni graf K, je 1-faktorabilen za vsako sodo pozitivno Stevilo n.

Dokaz. Da sta polna grafa reda 2 in 4 1-faktorabilna, je oc¢itno. Polni graf K, je ze
sam po sebi 1-faktor, polni graf K4 pa smo na 1-faktorje ze razclenili. Poglejmo si sedaj
dokaz Izreka 3.28 za vse sode n, n > 6. Pri dokazu nam bo pomagala konstrukcija
na ravnini. Naj bodo vozlis¢ca K, oznacena z vy, v1, ..., Up_1. Vozliséa vy, v, ...,
vn_1 predstavljajo oglis¢a pravilnega n — 1-kotnika, vozlisce vy naj predstavlja sredisce.
Povezava med vozliséema u in v je daljica med tockama u in v. K prvemu 1-faktorju
pripada povezava vgv; in vse povezave, ki so pravokotne na to povezavo, oziroma vse
povezave, katerih nosilke daljic so pravokotne na nosilko daljice vgv;. K drugemu 1-
faktorju pripada povezava vgvy in povezave, katerih nosilke daljic so pravokotne na nosilko
daljice vyve. Konstrukcijo ponavljamo, da vozlis¢e vy povezemo z vsemi ostalimi n — 1
vozliséi. Dobimo torej n — 1 1-faktorjev. Ker je sodo mnogo vozlis¢, so res vsa vozlisca
v vsakem 1-faktorju. Poglejmo si Se, ali smo s tem zares porabili vse povezave polnega
grafa, vsako v natanko enem 1-faktorju. Vsak 1-faktor je enolicno doloc¢en s povezavo vgv;,
1 <4 <n-—1, na to povezavo je v konstrukciji “pravokotnih” natanko 3 —1 povezav. [

Zgled 3.29. Konstruirajmo 1-faktorizacijo v polnem grafu Kjg, kot smo to konstruirali v
dokazu Izreka 3.28. Na sliki 34a je razporeditev vozlis¢ v, do vs okoli vozlis¢a vy. Na sliki
34b je prvi 1-faktor. Nosilki daljic vovs in vzv, sta pravokotni na nosilko daljice vovy. V
drugem 1-faktorju, na sliki 34c, najprej povezemo vy in v2 in nato Se ostali dve povezavi,
ki sta pravokotni na to prvo. Postopek nadaljujemo in dobimo 5 1-faktorjev, ki sestavljajo
polni graf Kg. Ta 1-faktorizacija K¢ je prikazana na sliki 34d.

U1 V1 U1

[ ]
Usg o2 Us U2 Vs U2

V4 ®

Slika 34: Konstrukcija 1-faktorizacije v Kg

Spreten bralec je morda ze ugotovil, da pri 1-faktorizaciji polnega grafa K, dobimo
n — 1 faktorjev z § povezavami. Gre za razlicico f-delitve. Faktorje v $-delitvi dobimo,
¢e iz vsakega 1-faktorja spretno izberemo po eno povezavo, ali pa po konstrukciji opisani
v razdelku z Izrekom o deljivosti.

Ustavimo se pri polnih dvodelnih grafih K, ,,,. Ti niso 1-faktorabilni ¢e n in m nista

enaka. To je recimo primer sestavljanja plesnih parov. Ce imamo enako stevilo fantov in
deklet, potem lahko vsak fant plese z vsakim dekletom in nihc¢e ne ostane brez para.
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Izrek 3.30. Vsak polni dvodelni graf oblike K, ,, je 1-faktorabilen.

okaz. Naj bo olni dvodelni gra jer je ena skupina n vozliS¢ {vi,vq,...,v
Dokaz. Naj bo K, , polni dvodel f, k k 1 L, U2y, Un b,
druga skupina n vozlis¢ pa {v}, v}, ..., v/ }. Za faktorje na primer izberemo povezave
/ / /
Ey = {vivy, 0905, ..., 0,00},
/ / /
Ey = {vivy, 905, . .., u,01 },
/ / !/
E, = {0, vov], ..., 0,0, 1}

Ker je vsako vozlisce iz ene skupine povezano z vsemi vozlis¢i druge skupine in obratno
ter vozlis¢a v skupini med seboj niso povezana, dobimo n 1-faktorjev. O

Ponovno se vrnimo k Petersenovem grafu. Petersenov graf je 3-regularen graf reda
10 in ni 1-faktorabilen. Na sliki 35 je primer 4-regularnega grafa reda 10, ki tudi ni
1-faktorabilen. Zanimivo pa je, da vsak 5H-regularen graf reda 10 je 1-faktorabilen. O
tem nam pravi domneva o 1-faktorizaciji. Domnevo sta zapisala Amanda Chetwynd
in Anthony Hilton [4], pove pa nam pogoje, pod katerimi naj bi bil regularen graf 1-
faktorabilen.

Domneva 3.31 (Domneva o 1-faktorizaciji). Naj bo G r-reqularen graf reda 2k.
(i) Ce je k liho stevilo in velja v > k, potem je G 1-faktorabilen.
(ii) Ce je k sodo stevilo in velja r > k — 1, potem je G 1-faktorabilen.

Torej, ¢e domneva o 1-faktorizaciji velja in je graf G r-regularen graf reda n, kjer je

r > 5, potem je graf G' 1-faktorabilen.

U1 U

(% U2

Us Us
U3 us

Uy Uy

Slika 35: 4-regularen graf reda 10, ki ni 1-faktorabilen, vir [4]
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3.5 Razclenitve na poti

Prve rezultate razclenitve polnih grafov na poti lahko zapisemo Waleckemu, ki ga bomo
omenili Se kasneje, pri razclenitvi na najdaljSe cikle. Omenili bomo nekaj rezultatov o
razclenitvah polnih grafov na poti, ki so povzeti po [1].

Ocitno je, da polni graf lahko razclenimo na poti dolzine 1, kar je trivialna izomorfna
raz¢lenitev. S potmi ostalih dolzin ni tako oc¢itno. Iz Izreka o deljivosti sledi, ¢e zelimo
polni graf razé¢leniti na poti dolzine [, mora [ deliti stevilo povezav.

n

Izrek 3.32. Naj bo polni graf K,, in naj bo | < n taksno Stevilo, da deli (2) Tedaj polni
graf K, lahko razélenimo na poti dolZine .

Izrek 3.32 bomo dokazali za lihe n v poglavju o hamiltonski faktorizaciji. O razclenitvi
na poti bolj na splosno, da so poti lahko razli¢nih dolzin, pa govori naslednji izrek. Razli¢ni
matematiki so izrek dokazovali 30 let. Leta 1983 ga je Tarsi dokazal za liho Stevilo n,
dokoncal pa ga je Bryant leta 2010. Mi izreka ne bomo dokazovali.

Izrek 3.33. Naj bodo 1,15, ..., 1l; cela stevila in naj velja 1 < [; <n—1 zavsak1 <1<t

mlbi+l+---+1 = (g) Tedaj polni graf K, lahko razclenimo na poti dolzin ly,ls, ... ;.

V posebnem primeru lahko polni graf reda n lahko razclenimo tudi na poti dolzine
n — 1, na hamiltonske poti. Veljati pa mora, da je n sodo stevilo.

Izrek 3.34. Polni graf K,, sodega reda premore razclenitev na hamiltonske poti.

Izrek 3.34 bomo dokazali kasneje, v poglavju o hamiltonski faktorizaciji.
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4 Razclenitve na cikle

S tem poglavjem bomo podali odgovore na zacetna vprasanja o plesalcih kola, odboj-
karicah, igralcih golfa in matematikih. Grafe bomo razclenili na cikle razliénih dolzin,
na najkrajse cikle, na cikle poljubnih dolzin ter na cikle, ki vsebujejo vsa vozlisca grafa.
Prvo si poglejmo, kaksno lastnost mora imeti graf, da bo razclenitev na cikle sploh mozna.
Spoznajmo Eulerjev graf, z drugimi besedami lahko tudi sodi graf. Definicije, izreki in
zgledi v tem poglavju so v vecini povzeti po [4], ostalo bo posebej navedeno.

Definicija 4.1. Graf G je Eulerjev, ¢e so vsa njegova vozliséa sode stopnje.

Slika 36: Primer Eulerjevega grafa

Denimo, da povezan graf G lahko raz¢lenimo na cikle poljubne velikosti. Vsako vozlisce
v grafa (G je torej vsebovano v vsaj enem ciklu in je stopnje vsaj 2. Tako je vsako vozlisce v
grafu G sode stopnje, graf G pa je Eulerjev. Obratno, vsak graf, ki premore dekompozicijo
na cikle, je Eulerjev graf. Ameriski matematik Oswald Veblen je to dokazal.

Izrek 4.2 (Veblenov izrek). Vsak Eulerjev graf premore razélenitev na cikle.

Dokaz. Naj bo graf G FEulerjev graf. Tedaj so vsa vozlis¢a v G sode stopnje. Graf
G tako vsebuje vsaj en cikel C'. Naj bo sedaj graf H graf G po odstranitvi cikla C,
H = G\ C. Vozlisca v grafu H so tako Se vedno sode stopnje, komponente grafa H so
Eulerjeve. Ta postopek lahko ponavljamo dokler vse povezave iz grafa GG niso odstranjene
z odstranjevanjem ciklov. O]

Ko bomo iskali razc¢lenitev grafa na cikle, bo to mozno le tedaj, ko bo graf Eulerjev

oziroma sodi graf.

4.1 2-faktorizacija

Pri 2-faktorizaciji bomo graf razclenili na podgrafe, kjer bo vsak podgraf unija disjunktnih
ciklov.

Zgled 4.3. Na sliki 37 je prikazan primer 2-faktorizacije 4-regularnega grafa. Prvi 2-
faktor je vpeti cikel, drugi 2-faktor pa sestavljata dva 3-cikla.

Naslednji izrek nam bo povedal, da mora imeti 2-faktorabilen graf vsa vozlisca enakih
stopen].
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Slika 37: Primer 2-faktorizacije 4-regularnega grafa, vir [4]

Izrek 4.4. Graf G je 2-faktorabilen natanko tedaj, ko so vsa vozlisca grafa G stopnje 2k,
kjer je k pozitivno celo Stevilo.

Dokaz. lzrek 4.4 bomo dokazali v obe smeri.

(i) Graf G je 2-faktorabilen, torej je 2k-regularen. Ker je graf G 2-faktorabilen, ga lahko
raz¢lenimo na k 2-faktorjev, kjer je vsak faktor ali en sam cikel ali unija locenih ciklov
z vsemi vozlisci grafa GG. V vsakem 2-faktorju je vsako vozlis¢e stopnje 2. Ker je
faktorjev k, so vsa vozlis¢a grafa G stopnje 2k.

(ii) Ce je graf G 2k-regularen, je tudi 2-faktorabilen. V grafu G so vsa vozliséa sode
stopnje, torej zagotovo najdemo kak cikel ali disjunktno unijo ciklov C' ki vsebuje
vsa vozlisca prvotnega grafa GG, torej je to 2-faktor. Graf G po odstranitvi povezav C,
G\ C, ima $e vedno vsa vozlis¢a sode stopnje, stopnje 2(k—1). Postopek ponavljamo
dokler ne porabimo vseh povezav grafa G.

]

Ker nas vec¢inoma zanimajo razclenitve polnih grafov si poglejmo naslednjo posledico,
povzeto po [19], ki nam bo razkrila pogoj, kdaj je polni graf 2-faktorabilen.

Posledica 4.5. Polni graf lihega reda je 2-faktorabilen.

Dokaz. Dokaz Posledice 4.5 neposredno sledi iz Izreka 4.4. Polni graf lihega reda je
regularen, kjer so vsa njegova vozlis¢a sode stopnje. Po Izreku 4.4 vemo, da je graf s
taksno lastnostjo 2-faktorabilen. O]

4.2 Hamiltonska faktorizacija

V tem razdelku bomo grafe razclenili na najdaljse mozne cikle, cikle ki vsebujejo vsa
vozlisca grafa. V polnem grafu jih bomo nasli s posebno konstrukcijo Waleckega, po
kateri bomo dokazali tudi izrek, ki govori o razclenitvi polnega grafa na hamiltonske poti.

Definicija 4.6. O hamaltonsk: faktorizaciji govorimo tedaj, ko graf G lahko faktori-
ziramo na hamiltonske cikle. Graf G je tako hamailtonsko faktorabilen.
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Ocitno je, da je hamiltonsko faktorabilen graf tudi 2-faktorabilen, torej je 2k-regularen
za neko pozitivno celo stevilo k. Obrat, da je 2-faktorabilen graf tudi hamiltonsko faktora-
bilen, ne velja vedno. To smo opazili ze v zgornjem zgledu 4.3. Hamiltonsko faktorabilna
je druzina polnih grafov lihega reda. Odgovor na to pripisujejo matematiku Waleckemu
v leto 1890. Kot je navedeno v [2], se je spraseval, ¢e lahko 2k 4+ 1 ljudi posedemo za
okroglo mizo tako, da v k zaporednih vecerih sedijo razli¢no in dve osebi le enkrat sedita
ena ob drugi. Ce vprasanje prevedemo v grafovski jezik, imamo liho §tevilo vozlise, ki
jih zZelimo razporediti na zgoraj omenjeni nacin. Vsak je lahko povezan z vsakim razen
s seboj, dobimo polni graf Ky ;. Ker nas zanima razpored v ciklu, tako da je vozlisce
v; le enkrat ob vozliscu v;, (1 <i,j <2k + 1,7 # j), zares iS¢emo cikle z vsemi vozlisci
polnega grafa in da vsaka povezava polnega grafa nastopa natanko v enem ciklu. Izrek
4.7 nam pove, da ta problem ima resitev.

Izrek 4.7. Vsak polni graf K, kjer je n litho in n > 1, je hamiltonsko faktorabilen.

Izrek 4.7 bomo dokazali preko konstrukcije Waleckega, povzeti po [2], ki nam poda
vseh ”T_l hamiltonskih ciklov v hamiltonski faktorizaciji polnega grafa lihega reda K,.

Dokaz. Naj bo K, polni graf z mnozico vozlis¢ V = {vg,vy,...,v,-1}. Vozlisca upodo-
bimo na ravnini tako, da vozliséa vy, ve, ..., v,_1 predstavljajo ogliséa pravilnega (n — 1)-
kotnika, vozlisce vy pa njegovo sredisce. Hamiltonske cikle H;, 1 < i < ”T’l, konstruiramo
po postopku cik-cak. Vozlisce v;, i # 0, povezemo z vozlistem v;, 1, tega nato z vozlistem
v;—1, nadaljujemo do vozliSca v;;9 in v;_s, dokler ne pridemo do vozlisca v, i Iz tega
vozlis¢a se preko vy vrnemo do v; in zaklju¢imo cikel. Vse indekse racunamo po modulu

n — 1. Hamiltonski cikel H; v polnem grafu K, je po konstrukciji Waleckega v sploSnem
oblike

H; = ("Uz', Vit1, Vi1, Vit2, Vi-2, - - -, Uy nt, Vo, Ui)'

Za vsak naslednji hamiltonski cikel namesto ¢ vstavimo ¢ + 1. Prvi hamiltonski cikel je
tako
H1 = (’Ul, V2,Upn—1,03,Un_92,... ,’UnT-&-l,’Uo, 'Ul),

primer le tega v polnem grafu Ky je prikazan na sliki 38.

U1

.\’& v

V7 UOL\ Ve
\
\o vy

]

Uy

Ug

Slika 38: Konstrukcija hamiltonskega cikla v Ky, vir [2]
Naslednji hamiltonski cikli so

Hj = (vg,v3, 01,04, Vp—1, . - - y Unts, Vo, v2),
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H3 = ('Ug,U4,U2,U5,U1, v 7U"T+57/U07U3)a

H, = (Un-1,Vn+1,Vn-3,Vn+3,Un=5,...,VUp_1, Vg, Vn-1).
2 2 2 2 2 2

Prepricati se moramo Se, ali so ti cikli res hamiltonski, torej ¢e so dolzine n, ¢e jih je res

21 in ¢e so disjunktna unija vseh povezav polnega grafa K.

2
Ocitno je, da skonstruiramo ”T_l hamiltonskih ciklov. Denimo, da za ¢ vstavimo "TH
Hamiltonski cikel HnTJrl = (/UnTH7 Ungs, Uncl s o Up1, U, Ul,/UO,/UnTH) je kar enak ciklu H;.

Cikli so dolzine n, vsebujejo vseh n vozlise, torej vozlisca v; in vy, ”T_S vozlis¢ oblike v;4;,

1< < ”—1 ter Vozhsce Uyt ki je enako vozliscu v, _no1. Ce v H; vstavimo katerokoli

vrednost 1, 1 < i < =l ygotovimo, da se zaporedje Vozhsc v ciklih ne ponavlja, torej se
povezave v ciklih ne ponavljajo, cikli so res povezavno disjunktni. O]

Zgled 4.8. Na sliki 39 je konstrukcija stirih hamiltonskih ciklov v polnem grafu Ky po
metodi Waleckega.

U1 V2 U1 Vg (1 V2 U1 V9
Us V3 Vg v v v Ug v,
Vo v 3 8 Vo 3 3
Vo
U7 ; = 1, vy V4 vy V4 vy V4
)
Vg (%) Vg Vs Ve Vs Ve Vs

Slika 39: Hamiltonska faktorizacija polnega grafa Ky

Tukaj se vrnimo k razélenitvam na poti v polnem grafu in dokazimo Izrek 3.34, o
obstoju hamiltonskih poti v polnem grafu sodega reda K,.

Dokaz. Za dokaz Izreka 3.34 nam pomaga konstrukcija Waleckega. Zanima nas polni graf
sodegareda, K,,. V polnem grafu lihega reda, ko smo ze po metodi Waleckega skonstruirali
prvi hamiltonski cikel, odstranimo vozlis¢e vg. S tem dobimo sodo mnogo vozlis¢, ki so
povezana s hamiltonsko potjo. Ce postopek ponovimo 5-krat, dobimo razclenitev polnega
grafa sodega reda na hamiltonske poti. O

S konstrukcijo Waleckega si lahko pomagamo tudi pri konstrukciji Eulerjevega obhoda
v polnem grafu lihega reda, obhoda v katerem prehodimo vse povezave, vsako natanko
enkrat, vozlisca pa se lahko ponovijo.

Zgled 4.9. Poglejmo si zgled konstrukcije Eulerjevega obhoda v polnem grafu lihega reda.

Eulerjev obhod skonstruiramo s pomocjo konstrukcije Waleckega. Naj bo polni graf K,
z vozliséi V' = {wg, v1, ..., vs_1}. Zacnemo v vozliscu vy, nadaljujemo kot prvi hamiltonski
cikel pri konstrukciji Waleckega vg, v, v, Up_1, 03, Up_2, . .. , Uni1, Vp. Namesto da cikel
zaklju¢imo, nadaljujemo s konstrukcijo drugega hamiltonskega cikla v vozlis¢u vy. Iz
vozlis¢a vy torej nadaljujemo z vozlisSéem vy, kot je prikazano na sliki 40a. Nadaljujemo
kot bi zeleli konstruirati drugi hamiltonski cikel vq,vs, vy, ... , Unts , o, to je prikazano
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na sliki 40b. Iz vozliséa vy nadaljujemo v w3 in tako naprej, dokler ne prehodimo Se
zadnje povezave v,_1v9. Skonstruirali smo Eulerjev obhod, zaceli in koncali smo v istem
vozliscéu vy ter prehodili vse povezave polnega grafa, saj smo se sprehajali po povezavah
hamiltonskih ciklov metode Waleckega.

U1 vy (I V2 U1 V2

Vg U3 Vg U3 (o U3

Vs V4 Vs Vg Us V4

(a) (b) (©)

Slika 40: Konstrukcija Eulerjevega obhoda v polnem grafu K7

Zgled 4.10. Eulerjev obhod v polnem grafu K5 je
(vo, V1, V2, V6, U3, U5, Va, Vo, V2, U3, V1, V4, Vg, Vs, Vo, U3, V4, V2, Us, V1, Vg, Vo)
in je prikazan na sliki 40c.
V naslednji trditvi bomo Eulerjev obhod razdelili na poti.

Trditev 4.11. Naj bo n naravno stevilo in K,, polni graf z Eulerjevim obhodom iz prejsnje
konstrukcije. Potem vsaka mnoZica n — 3 zaporednih povezav v tem obhodu tvori pot.

Dokaz. Eulerjev obhod konstruiramo po zgoraj omenjeni konstrukciji. Ocitno je, da n
zaporednih povezav ne tvori poti, saj imamo n vozlis¢, torej te povezave tvorijo cikel. Ce
spretno izberemo n — 1 zaporednih povezav, te lahko tvorijo pot. Za poljubne zaporedne
povezave pa to ne velja, saj hitro lahko najdemo zaporedne povezave, ki tvorijo cikel.
To so recimo (vg, V1,3, . . . , Unt1, Vo, vg). Podobno je z n — 2 zaporednimi povezavami.
Obstaja pot n — 2 zaporednih povezav, vendar obstaja tudi cikel.

Poglejmo si sedaj zaporednih n — 3 povezav. Eulerjev obhod v polnem grafu K, sesta-
vljajo cikli. Hamiltonski cikli so dolzine n, ko te cikle zdruzimo (recimo ko od prvega
hamiltonskega cikla nadaljujemo s povezavo vgvy, ve,v3, v3,v1), iz zaporednih povezav
nastane krajsi cikel, ta je dolzine n — 2. Najkrajsi cikel iz zaporednih povezav, ki ga
najdemo v Eulerjevem obhodu, je dolzine n — 2, torej n — 3 zaporednih povezav vedno
tvori pot. ]

Iz Trditve 4.11 sledi Izrek 3.32 za polne grafe lihega reda, o razclenitvi na poti dolzine
[ < n. V polnem grafu lihega reda najdemo Eulerjev obhod, ta obhod nato raz¢lenimo
na zaporedne poti dolzine [ < n. Za polne grafe sodega reda pa dokaz ni enostaven.
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4.3 Razclenitev na 3-cikle

Sedaj se bomo posvetili razclenitvi grafov na najmanjse mozne cikle, torej na 3-cikle.
Opis problema je povzet po [4]. Zacetki problema segajo v Stirideseta leta 19. stoletja,
natancneje v leto 1844. Takrat popularen ¢asopis “Lady’s and Gentelman’s Diary” je v
enem od izvodov izpostavil nagradno vprasanje:

Dolocite stevilo moznih kombinaciy n simbolov v podskupine po p simbolov. V podsku-
pinah se vsaka kombinacija q simbolov lahko pojavi le enkrat, ponovitve niso dovoljene.

Bralci ¢asopisa so se na vpraSanje mnozic¢no odzivali, vendar prave resitve ni bilo. Leto
kasneje je ¢asopis objavil poseben primer, kjer n simbolov razdelimo v trojice (p = 3) tako,
da se nobena kombinacija dveh elementov (¢ = 2) v trojicah ne sme ponoviti. Izposta-
vljeno je bilo, da primer ni resljiv, ¢e je n = 10, p = 3 in ¢ = 2. Se leto za tem, leta 1846,
je Thomas Kirkman (1806-1895) objavil ¢lanek, v katerem se je soocal z zastavljenim
problemom. Kirkman sicer ni bil matematik, niti ni imel interesa za matematiko, bil pa
je sposoben predelati matematicne probleme. Njegov ¢lanek je bil za tem objavljen tudi v
matematicni reviji “Cambridge and Dublin Mathematical Journal”. Kirkman je zastavil
naslednje vprasanje:

Koliko trojic lahko sestavimo iz x simbolov tako, da se noben par simbolov v trojicah
ne pojavi veé kot enkrat?

Problem se ni zakljucil s Kirkmanovo reSitvijo posebnega problema. Leta 1853 je
Svicarski matematik Jakob Steiner (1796 - 1863) raziskoval vprasanje obstoja trojic iz
Kirkmanove objave. Resitev je bila ponovno objavljena leta 1859 v matemati¢nem casopisu
“Crelle’s Journal”. Ceprav je sistem trojic ze leta 1847 opisal Kirkman, je poimenovan
po Steinerju, ki je resitev ponovno objavil 12 let kasneje.

Definicija 4.12. Naj bo S,, = {A1, As,... A}, kjer so A; C {1,2,...n} trielementne
podmnoZice, |A;| = 3. Ce za vsak par razlicnih elementov x,y € {1,2,...n} velja, da ob-
staja natanko en i € {1,2,...,k}, da je {x,y} C A;, potem recemo, da je S, Steinerjev
sistem trojic reda n.

Zgled 4.13. Trivialen primer je S3 = {{1,2,3}}. To je mnozica, ki vsebuje eno triele-
mentno podmnozico mnozice {1,2,3}.

Naslednji zgled bomo opisali z zivljenjskim problemom.

Zgled 4.14. Sedem ucencev zelimo razporediti v trojice tako, da je vsak par ucencev
skupaj le v eni izmed trojic. Torej, ucenci naj bodo a, b, c,d, e, f, g. Razdeliti jih zelimo
v skupine po 3, kjer sta denimo ucenca a in b skupaj le v eni skupini. Poglejmo si mozno
reSitev, ki je povzeta po [4]. Primer Steinerjevega sistema trojic reda 7 je

Sr={{be. g} {c f.9h{a e f1{a. d g} {e, d, e}, {b,d; [}, {a,b,c}}.

Navsezadnje, ker nas zanima razclenitev grafov, lahko Steinerjev sistem trojic preve-
demo v grafovski jezik. Denimo, da imamo nabor n > 3 simbolov, {1,2,...,n}. Vsak
simbol je lahko povezan s katerim koli drugim simbolom, torej konstruiramo polni graf
K, z vozlisci {1,2,...,n}. Vsaka povezava polnega grafa pomeni, da sta vozlisci v paru.
Ker pa is¢emo trojice, da je vsak par v trojicah prisoten samo enkrat, v polnem grafu
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is¢emo tricikle, tako da vsaka povezava pripada natanko enemu triciklu. Zanima nas, ce
obstaja razclenitev polnega grafa z n vozlisci, na tricikle. Kot smo ugotovili v zgledu
4.14, obstaja Steinerjev sistem trojic S;, oziroma v polnem grafu K; obstaja razclenitev
na tricikle. Ta primer nam prikazuje slika 41.

NN
‘ >4 4
Aot
NELY

a
g ® b G * eb Je ob
f'Voc f&-c f °c

a e¥ ¢4 e® °d e °d a
¢ . g b

9 ob de ° ob e b .
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c® %] 6'4 c® od c® °d

Slika 41: Razclenitev K7 na tricikle, vir [4]

Do sedaj smo opazili, da obstaja Steinerjev sistem trojic S, za n = 3 inn = 7 in
kot smo omenili ze zgoraj, za n = 10 ne obstaja. Kaj lahko torej povemo o n, ¢e je S,
Steinerjev sistem trojic? Na vprasanje nam bo odgovoril naslednji izrek.

Izrek 4.15. Naj bo S,, Steinerjev sistem trojic. Potem je n > 3 celo stevilo in n = 6q+ 1
ali n = 6q + 3 za neko celo stevilo q.

Dokaz. Naj bo S, Steinerjev sistem trojic. Torej obstaja razclenitev polnega grafa K, na
tricikle tako, da vsaka povezava polnega grafa pripada natanko enemu triciklu. Stevilo

povezav v polnem grafu je enako @ in tricikel seveda vsebuje tri povezave. Iz tega

sledi, da 3|@ Oziroma, da je @ celo stevilo. Vemo tudi, da je stopnja vseh vozlisé
v polnem grafu enaka n — 1, to mora biti po Veblenovem izreku sodo stevilo. Torej je n
liho stevilo.

Ko celo stevilo n delimo s 6, obstajata nek kvocient ¢ in ostanek r, n = 6q+r, 0 < r <5.
Ker je n liho stevilo, je ostanek r enak 1, 3 ali 5.

Najbon = 6g+1. Potem je stevilo povezav v polnem grafu K,, enako w = 3q(6g+1).
Ker mora 3 deliti stevilo povezav, to v tem primeru velja.

Naj bo sedaj n = 6g + 3. V tem primeru je stevilo povezav v polnem grafu enako
w = (6¢ + 3)(3¢ + 1). Pogoj, da mora 3 deliti stevilo povezav, je ponovno
izpolnjen. Denimo sedaj, da je n = 6¢ + 5. Stevilo povezav v polnem grafu je sedaj
(6“5)2& = (6¢+5)(3¢+2). V tem primeru 3 ne deli niti ¢lena 6¢ + 5, niti 3¢ + 2, tore;
ta n ni ustrezen. O

Izrek 4.15 podaja potreben pogoj za n, da obstaja S,. Kar je Kirkman v svojem
clanku leta 1847 objavil, je bil v resnici dokaz, da je pogoj tudi zadosten, kar pa ni o¢itno.
Dokazal je, ce je n enak n = 6q + 1 ali n = 6q + 3, za neko celo Stevilo ¢, potem obstaja
Steinerjev sistem trojic na n simbolih.
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Izrek 4.16 (Kirkman, 1847). Naj bon > 3 inn = 6q + 1 ali n = 6q + 3 za neko celo
Stevilo q. Tedaj obstaja Steinerjev sistem trojic na n simbolih.

Preden dokazemo Izrek 4.16 omenimo, da to ni izvirni Kirkmanov dokaz, ampak gre
za Skolemovo konstrukcijo, ki sledi [14].

pokaz. Naj bo n = 6¢+ 3. Namesto stevil od 1 do 6¢g + 3, gledamo stevila od 0 do 6q+ 2.
Stevila zapisemo v tri vrste po 2q + 1 Stevil.

0, 1, ceey 2q,
2g4+1, 2q4+2, ..., 4q9+1,
49 +2, 4q9+3, ..., 6g+2

Predstavljamo si, da si vrste sledijo ciklicno, druga vrsta je naslednja prvi, tretja vrsta
naslednja drugi in prva vrsta naslednja tretji. Par elementov x,y je navpicen par, Ce sta
x in y zapisana v istem stolpcu, vodoraven par, ¢e sta zapisana v isti vrsti in poljuben
par sicer. Sistem trojic .S, sestavljajo trojice:

(i) Trojice navpicnih elementov {z,2¢ + 1+ z,4¢+ 2+ z};x =0,1,...,2¢, in

(i) trojice {z,y, z}, kjer sta z,y iz iste vrste, z pa je doloCen z enacbo
T 4y = 2z(mod 2¢ + 1), oziroma “¥ = z(mod 2¢ + 1).

Pokazati moramo, da za vsak par razlicnih simbolov x,y obstaja natanko ena trojica,
ki ta par vsebuje. Ce izberemo par navpiénih elementov z,y je tretji element enoli¢no
dolocen, saj je iz istega stolpca. Sedaj izberemo vodoraven par elementov z,y. Tretji
element z iz naslednje vrste je enolicno dolo¢en z enacbo x—;y = z(mod 2q + 1), ker je
vsaka vrsta mnozica ostankov po modulu 2¢ + 1. Velja tudi z,y # z(mod 2q + 1), ker
x # y(mod 2q + 1). Tako je vsak vodoraven par x,y v natanko eni trojici. Poglejmo si se
poljuben par elementov z, z, kjer je z v naslednji vrsti od z in velja z # z(mod 2q + 1).
Potem je tretji element y enoli¢no dolocen v isti vrsti kot z, da velja x4y = 2z(mod 2¢+1)
in ponovno x # y in y # z ker x # z(mod 2q + 1). Tako je tudi vsak poljuben par x,z v
natanko eni trojici.

Naj bo sedaj n = 6¢ + 1. Gledamo stevila od 0 do 6¢q in jih ponovno zapisemo v tri vrste
po 2q Stevil, zadnje Stevilo 6¢ pa zapisemo posebe;j.

Oa 17 ) q_lv q, (]‘l‘l, R 2q_17
2q, 2q+1, ..., 3¢q—1, 3¢, 3q+1, ..., 4q-—1,
4q, 4q+1, ..., dg—1, 5q, dHqg+1, ..., 6g—1

Ponovno si predstavljamo, da si vrste sledijo ciklicno kot zgoraj in uporabljali bomo
enake izraze za navpicen ali vodoraven par elementov. V vrstah so elementi 0,1,...,¢—1
po modulu 2¢ leva polovica vrste, elementi ¢,q + 1,...,2¢ — 1 po modulu 2¢ pa desna
polovica vrste. Steinerjev sistem trojic S, sestavljajo naslednje trojice:

(i) Navpicne trojice iz leve polovice vrst: {x,2¢ + z,4¢+ z};2=0,1,...,¢— 1,
(ii) trojice oblike {x+q, x+2q,6q}, {x+3q, v+4q,6q},{x+5¢,z,62};2 =0,1,...,¢—1,

(iii) trojice {x,y, z}, kjer sta x,y iz iste vrste in je x 4+ y sodo Stevilo, z je iz leve polovice
naslednje vrste dolocen z enacbo

x4y = 2z(mod 2q),

46



(iv) trojice {z,y, z}, kjer sta x, y iz iste vrste in je x+y liho stevilo, 2 je iz desne polovice
naslednje vrste doloc¢en z enacbo

x4y =2z+ 1(mod 2q).

Ocitno je vsak par elementov u, 6¢g v natanko eni od trojic, ki vsebujejo element 6q.
Pogledati moramo Se, da vsak par razlicnih elementov od 0 do 6¢ — 1 nastopa v natanko
eni trojici.

Vsak navpicen par elementov z,y iz leve polovice je v natanko eni trojici, saj je tretji
element z enoli¢no dolo¢en tako, da so elementi trojice {z,y, 2} navpicni elementi (i). Ce
izberemo poljuben navpicen par x, z, kjer je x iz desne polovice vrste in z = x(mod 2¢),
torej je z tudi iz desne polovice, je tretji element y enolicno dolo¢en z enacho y = x +
I(mod 2q) v isti vrsti kot x (iv).

Za vodoraven par elementov x,y, je z enolicno dolo¢en glede na to, ali je x + y liho ali
sodo stevilo. Ce je  + y liho, je z v naslednji vrsti v desni polovici dolocen z = + y =
2z + 1(mod 2q), ¢e je x + y sodo stevilo, je z v naslednji vrsti v levi polovici dolo¢en z
r+y = 2z(mod 2q), (iii, iv). Poglejmo si e poljuben par z, z, kjer je z iz naslednje vrste
kot z in = # y(mod 2¢q). Ce je z = z(mod q), je ta par v trojicah, ki vsebujejo element
6q. Ce z # x(mod ¢) lo¢imo dva primera in sicer z < ¢ in z > q. Cejez<gq, jey
enoli¢no doloéen tako, da je x + 1 sodo stevilo in z +y = 2z(mod 2¢). Ce pa je z > ¢, pa
je y enoli¢no dolocen tako, da je x + y liho stevilo in x + y = 2z + 1(mod 2q). Ker velja
z # x(mod 2q), velja tudi = # y(mod 2q).

S tem smo dokazali, da nam ta konstrukcija res poda Steinerjev sistem trojic. O]

V naslednjem zgledu bomo sistem sestavili s konstrukcijo iz dokaza Izreka 4.16.

Zgled 4.17. Imamo 15 = 6 - 2 + 3 elementov, torej gre za prvo konstrukcijo. Stevila od
0 do 14 zapiSemo v tri vrste.

Vzamemo 5 navpic¢nih trojic in 30 vodoravnih, ker vsaki od treh vrst izberemo po dva
elementa, tretji pa je enolicno dolocen, torej (g) -3 =10-3 = 30. Trojice, dobljene po tej
konstrukciji, so zapisane v tabeli 3.

{0,510} {0,1,8} {137} {5613} {6812} {10,11,3} {11,132}
{1,611} {026} {145} {5711} {6,910} {10,12,1} {11,14,0}
{2,712} {039} {235} {5814} {7810} {10,134} {12,13,0}
{3813} {047} {248} {5912} {7,913} {10,142} {12,14,3}
{4914} {129} {346} {6,714} {8911} {11,124} {13,14,1}

Tabela 3: Steinerjev sistem trojic Sys, vir [14]

Po objavljenem dokazu je Kirkman zapisal sistem trojic s 15 simboli in ugotovil do-
datno zanimivo lastnost, kako lahko razvrstimo trojice. To je znan problem, imenovan
problem petnajstih Solark in se glasi:
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Se lahko petnajst Solark vsak dan v tednu na sprehod odpravi v petih vrstah po tri, da
vsaki dve hodita skupaj natanko en dan v tednu?

Na vprasanje nam bo odgovoril naslednji zgled 4.18. Sistem trojic ni enak sistemu iz
zgleda 4.17, povzet je po [4].

Zgled 4.18. Petnajst deklet oznacimo s stevili od 1 do 15 in jih razporedimo v Steinerjeve
trojice. V spodnji tabeli 4 je prikazana razporeditev 35 trojic sistema S5 po dnevih, tako
da se dekleta vsak dan sprehajajo v petih vrstah po tri in vsaki dve natanko en dan v
tednu hodita skupaj.

PON TOR SRE CET PET SOB NED
{123} | {145F | {1677 | {357 | {346} | {256} | {247}
{4812} | {2,911} | {2,810} | {189} |{1.10,11} | {1,12,13} | {1,14,15}
{5,10,14} | {3,13,15} | {3,12,14} | {2,13,14} | {2,12,15} | {3,9,10} | {3811}
{6,915} | {6,814} | {4,9,13} | {4,10,15} | {5,8,13} | {4,11,14} | {5,9,12}
{7.11,13} | {7,10,12} | {5,11,15} | {6,11,12} | {7,9,14} | {7.8,15} | {6,10,13}

Tabela 4: Razporeditev trojic Steinerjevega sistema Sy, vir [4]

4.4 Razclenitev na cikle poljubnih dolzin

Ugotovili smo, da nekatere polne grafe lihega reda lahko razclenimo na 3-cikle in ha-
miltonske cikle. Pri razclenitvi na 3-cikle mora 3 deliti Stevilo povezav, pri hamiltonski
faktorizaciji pa je dovolj, da je polni graf lihega reda. Leta 1981 je Alspach postavil
domnevo, da je razclenitev polnega grafa lihega reda na cikle poljubnih dolzin mozna
natanko tedaj, ko je vsota dolzin ciklov enaka stevilu povezav v polnem grafu. Domneva
je povzeta po [4].

Domneva 4.19 (Alspachova domneva, 1981). Naj bo n > 3 liho celo Stevilo in naj
bodo my, ma, ... ,my cela Stevila, 3 < m; < n za vsak 1 (1 < ¢ < t), tako da velja
my+mo+ -+ my = (g) Potem polni graf K, lahko razélenimo na t ciklov Cy,,, Cp,,

.y, Cn,, kjer je C; cikel dolZine i. V posebnem primeru, ce je 3 < m < n, kjer je n liho
Stevilo in m deli (g), potem je K, mozno razéleniti na m-cikle.

Alspachovo domnevo so Stevilni matematiki raziskovali in jo skusali dokazati. Osem let
po postavljeni Alspachovi domnevi je izsel clanek [10], v katerem sta se zdruzila kanadska
matematika Katherine Heinrich in Alexander Rosa ter Peter Horak s Slovaske. Lotili so
se dokazovanja, da je polni graf mogoce razcleniti na cikle dolzine n, n — 1, n — 2, na cikle
dolzine 3, 4 in 6 ter na cikle dolzin 2* in 2**!. Nedolgo nazaj, natanc¢neje leta 2012, pa
so Darry Bryant, Daniel Horsley in William Pettersson le potrdili Alspachovo domnevo,
jo dopolnili in zapisali izrek o raz¢lenitvi polnega grafa na cikle poljubnih dolzin. Dokaz
izreka zaradi zahtevnosti in obseznosti ne bomo dokazovali, bralec ga lahko najde v [5],
od koder je povzet naslednji Izrek Bryanta in ostalih.
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Izrek 4.20 (Izrek Bryanta, Horsleya in Petterssona, 2012). Naj bodo my, ma, ..., my cela
tevila, kjer velja 3 < m; <mn za vsaki (1 <i<t).

n(n—1)

(i) Naj bon > 3 liho celo Stevilo in naj velja my +mg+ -+ -+ my = (Z) = =5, Tedaj
polni graf K, lahko razélenimo na cikle Cy,,, Chy, .o in Chy, .

(i) Naj bo n > 4 sodo celo stevilo, M popolno prirejanje v polnem grafu K, in naj velja
my+mo+---+my = (Z) -5 = @ Potem je polni graf K, mozno razcleniti na
1-faktor in cikle Cp,,, Chy, - .. Cp,.

Za ilustracijo izreka si oglejmo naslednja zgleda, povzeta po [4].

Zgled 4.21. Imamo polni graf K5. Polni graf K5 ima 10 povezav, to kot vsoto celih stevil
m;, 3 < m; < b lahko zapiSsemo na vec¢ nacinov:

10 =5+5,

10=3+3+4.

Po Alspachovi domnevi polni graf K5 lahko razélenimo, da sta v eni razélenitvi dva cikla
dolzine 5, C5, kar je prikazano na sliki 42a in v drugi razc¢lenitvi trije cikli C5, C5 in CYy,
na sliki 42b.

O o\l

Slika 42: Dve mozni razclenitvi polnega grafa K na cikle poljubnih dolzin, vir [4]

Zgled 4.22. Polni graf Kg ima 15 povezav. Izrek 4.20 pravi, da lahko v K odstranimo
popolno prirejanje, torej tri neodvisne povezave in preostale povezave raz¢lenimo na locene
cikle poljubnih vnaprej predpisanih dolzin z vsoto 12. To z vsoto celih stevil m;, 3 < m; <
6, lahko zapisemo kot:

12=3+3+3+3,

12 =4+4+4,
12 =3+3+6,
12=3+4+5.

Razclenitev polnega grafa Kjg je prikazana na sliki 43, povezave popolnega prirejanja so
oznacene ¢rtkano. Vrstni red razclenitev na sliki je enak vrstnemu redu zapisanih vsot.
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Slika 43: Mozne razclenitve na cikle polnega grafa Kg, vir [4]

Ker Izreka Bryanta, Horsleya in Petterssona nismo dokazali, bomo pokazali delc¢ek
poti do omenjenega dokaza, kot je to storjeno v [10]. Pokazali bomo, da je polni graf K,
mozno razc¢leniti na cikle dolzine n, n — 1 in n — 2.

Izrek 4.23. Naj bodo cela Stevila m; =n, mo =n—1 1 m3=n— 2.

i) Ce je n liho tevilo in velja amy + bmg + cms = "2 Lier s0 a,b, ¢ cela stevila,
) C liho stevil l b =Dk, b,c cela stevil

potem obstaja razcélenitev K, na a my-ciklov, b mo-ciklov in ¢ mz-ciklov.

(11) Ce je n sodo Stevilo in velja amy + bmy + cmg = @, kjer so a,b, c cela stevila,

potem obstaja razclenitev K,, na a mq-ciklov, b mo-ciklov, ¢ mg-ciklov in 1-faktor.

Dokaz. Izrek 4.23 bomo dokazali posebej za liho in posebej za sodo stevilo n.

(i) Naj bo n liho stevilo. Enacba amy + bmg + ems = @ ima za vrednosti m; = n,

me =n — 1 in m3z = n — 2 dve mozni resitvi. Prva je a = ”T_l, b= c =0, druga pa
a=0,b=1inc= ”T_l V prvem primeru je to ravno hamiltonska faktorizacija, saj
imamo ”T_l ciklov dolzine n. Ker je n liho stevilo, po Izreku 4.7 vemo, da je vsak
polni graf lihega reda hamiltonsko faktorabilen. V drugem primeru resitve enacbe
dobimo en cikel dolzine n — 1 in ”T’l ciklov dolzine n — 2. Cikle dolzine n — 2 lahko
konstruiramo po postopku, ki spominja na postopek Waleckega. Vozlis¢a polnega
grafa K, vg,v1,...,v,_o razporedimo po kroznici okoli vozlis¢a v,,_,. Cikli dolzine

n — 2 so oblike
(Uh Vi—4, Vi1, Vi—5, ..., Ui+"771 9 /UZ'-|-("T71_2)7 Un—1,Vi-3, Ui)?

kjer je 0 < < "T_l in vse indekse racunamo po modulu n —1. V tem ciklu ni vozlis¢
Vi1 in Uni gy Za katero koli vrednost ¢ in lih n se zaporedje vozlis¢ v ciklu ne
ponavlja, torej so cikli povezavno disjunktni. Cikel dolzine n — 1 je samo en, to je

cikel

(V0, V15 -+, Un—2,v0)-

Konstrukeijo teh ciklov si poglejmo na konkretnem primeru za polni graf K.
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Slika 44: Konstrukcija razélenitve polnega grafa K3 na cikle, vir [10]

Polni graf K3 lahko razélenimo na 6 ciklov dolzine 11 in na cikel dolzine 12. Kon-
strukcijo ciklov dolzine 11 nam prikazuje slika 44a - 12 vozlis¢ razporedimo okoli
enega vozlis¢a (sredisénega vozliséa) in jih med seboj povezemo kot je opisano zgo-
raj, za ¢+ = 0. Dve vozlis¢i nista povezani v ciklu. Za naslednji 11-cikel namesto
t = 0 vstavimo ¢ = 1. Postopek lahko ponovimo "T’l—krat, da se cikli ne ponavljajo.
Za cikel dolzine 11, povezemo vozlisca, ki so okoli sredis¢nega vozlisca, kot je na sliki
44b.

Preveriti moramo, ali v ciklih res nastopajo vse povezave K,. Da se povezave ne
ponavljajo, smo ugotovili ze zgoraj, ko smo konstruirali cikel dolzine (n — 2). Vo-
zlisée v;, 0 < i <n—1,jev (n—1)-ciklu povezano z vozliséema v; 1 in v;_1, z vsemi
ostalimi (z vsakim natanko enkrat) pa v (n — 2)-ciklih. Vozlisce v,_; je z vsakim
vozlis¢em natanko enkrat povezan v ciklih dolzine (n — 2).

Naj bo sedaj n sodo stevilo. ReSimo enacbo an + b(n — 1) + ¢(n — 2) = "("272).
Ponovno imamo dve mozni resitvi in sicer a = ”7_2, b=c=0tera=b=0,c= 1.
Pri prvi resitvi polni graf lahko razélenimo na "T_Q n-ciklov plus 1-faktor, pri drugi
pa na i ciklov dolzine n — 2 plus 1-faktor. Tudi v tem primeru opisimo postopek
konstrukcije. Vozlisca polnega grafa K,,, vg, vy, . .., v,_3 enakomerno razporedimo po
kroznici okoli vozlis¢ v, _s in v,_;. Hamiltonski cikli so podobni kot pri konstrukciji
Waleckega, le da je vozlisce v;1; povezano z v,,_» in potem to vozlisce z v;_;. Vrednost
parametra j, 1 < 7 < ”T_Z — 1 mora biti ista pri vseh hamiltonskih ciklih v grafu.

Za0<i< ”T_Q so hamiltonski cikli
(Ui, Vit1y Vi1, Vit2, Vie2y - -+ Vi Un—2; Viejs Vigj 15 Vi1, -+ -y Vg2, Un—1, Ui)-

Ponovno ugotovimo, da se za nobene vrednosti 0 <1 < ”T_Q, 1< < ”T_Z — 1 in sodi
n zaporedje vozlis¢ v ciklih ne ponovi, torej so cikli povezavno disjunktni. Slika 45

nam prikazuje konstrukcijo prvih dveh hamiltonskih ciklov v polnem grafu Ki4. Za
vrednost parametra j smo izbrali j = 3. Ciklov dolzine n je ”7_2, kar je ravno @
povezav. Povezav 1-faktorja je 7, to so povezave, ki povezujejo nasprotna si vozlisca
v; in Vyn2 72 0<i< ”7_2 in povezava v,_1v,_2. To ustreza dejstvu, da iS¢emo
raz¢lenitev polnega grafa na hamiltonske cikle plus 1-faktor.
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Slika 45: Konstrukcija razélenitve polnega grafa K4 na hamiltonske cikle, vir [10]

V drugi resitvi dobimo # ciklov dolzine n — 2. Ponovno, vozlisca vy, . . ., v, _3 razpo-
redimo po kroznici okoli vozlis¢ v,,_s in v,,_1. Prvih ”T_Z ciklov je oblike

(Ui+17 Vi—2,Vi4+3,Vi—35 + - -, Vitj, Vi—j, Un—2, Vit j41, Vi—j—1, - - - ,Ui+nT—2_1, Un—1,Vi—1, Ui+1>7

IN

0 <1< ”7_2 Za vrednost parametra j lahko izberemo katerokoli vrednost j =
=)

2,3,...,%5" — 1, ki mora biti v vseh ciklih ista. V tem ciklu ni vozlis¢ v; in Vjyn_2.
Ponovno ugotovimo, da so cikli za vrednosti i, j, n povezavno disjunktni. Konstruk-
cija teh ciklov za polni graf K4 je prikazana na sliki 46a. Vrednost parametra j je

J = 3. Zadnji 3-ti cikel dolzine n — 2 pa je cikel
(o, V1, - - - Un—3, Vo)

in ne vsebuje vozlis¢ v, o in v,,_;. Na sliki 46b je prikazan za polni graf K4. Vsota

povezav v ciklih dolzine (n — 2) je enaka "("272), povezave 1-faktorja pa so kot v
zgornjem primeru ViU n—2 Za vsak 1 =0,1,..., ”T_Q — 1 in povezava v,_1V,_s.
20 m Vo gl () m
V11 Vo V11 Vo
V10 U3 V1Q v3
V12 l
V13
Vg V4 v Vg
(% vs Ug Vs
v.7 Vg v V6
(a) (b)
Slika 46: Konstrukcija razélenitve polnega grafa K74 na cikle dolzine 12, vir [10]
S tem je dokaz Izreka 4.23 zakljucen. m
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5 Deljivost vec¢delnih polnih grafov

Pozornost smo vecinoma posvetili polnim grafom, lahko pa se vprasamo Se o deljivosti
polnih vecdelnih grafov. Izrek o deljivosti velja samo za polne grafe, za dvodelne in
tridelne polne grafe pa odgovore najdemo v [9] in [18]. Najprej si bomo pogledali izrek o
deljivosti za polne dvodelne grafe. Glavni del izreka je pogoj o deljivosti, ki je za polne
dvodelne grafe vedno zadosten.

Izrek 5.1. Naj bo K(n,m) polni dvodelni graf. Ce tjnm, potem je K(n,m) deljiv s t.

Dokaz. Vemo, da tlnm. Naj bo t = rs za nek r, ki deli n in nek s, ki deli m. Potem
dvodelni polni graf K (2, ) skupaj z n(1— 1) +m(1— 1) izoliranimi vozliséi deli K (n,m).

]
Naslednji zgled nam ilustrira Izrek 5.1 in faktorje v dvedelitvi.

Zgled 5.2. Po Izreku 5.1 je polni dvodelni graf K34 na sliki 47a deljivs 6, 6 = 3-2. Vsak
faktor je izomorfen K 31 = K 2, plus stiri izolirana vozlisca. Faktorji so z obarvanimi
povezavami prikazani na sliki 47b.

vy

(%1
v

V2
v

U3
A
Uy

(a)

Slika 47: 6-delitev polnega dvodelnega grafa K4

Pri polnih tridelnih grafih K (m,n, s) je problem zahtevnejsi. Potrebni pogoj za delji-
vost s t je, da deli Stevilo povezav, torej t|mn + ns + ms. Ta pogoj ni vselej zadosten,
velja pa recimo za t = 2.

Izrek 5.3. Naj bo K(m,n,s) polni tridelni graf in m,n,s taksna pozitivna cela Stevila,
da je mn 4+ ms + ns sodo Stevilo. Tedaj je polni tridelni graf K(m,n,s) deljiv z 2.

Dokaz. Polni tridelni graf K (m,n, s) oznac¢imo kot K (A, B, C), kjer so A, B, C disjunktne
mnozice vozlis¢ in |[A| = m, |B| =n in |C| = s. Po predpostavki mora biti stevilo mn +
ms—+ns sodo, torej morata biti vsaj dve izmed m, n, s sodi. Brez skode za splosnost lahko
recemo, da sta m in n sodi Stevili. Naj bodo sedaj A;, As, By, By, C' paroma disjunktne
mnozice vozlisc, tako da velja |A;| = [Ay| = F, |Bi| = |Ba| = 5, [C| = sin A= A; U Ay,
B = B; U B,.

Sedaj skonstruirajmo element v faktorizaciji K (A, B,C)/2. Naj bo G; vpeti podgraf
K (A, B,C), ki vsebuje povezave, ki povezujejo vozlista A; s C, By s C'in By z A. Vpeti
podgraf G, pa vsebuje povezave, ki povezujejo vozlisca As s C', By s C'in By z A. Vpeta
podgrafa G in Gy skupaj vsebujeta vse povezave zacetnega grafa K (A, B,(C), vsaka
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povezava iz zaCetnega grafa pripada enemu vpetemu podgrafu G. Premislimo Se, ali sta
G in G5 izomorfna. Opazimo, da so vsa vozlis¢ca A, B in C' v obeh podgrafih na enak
nacin povezana med seboj in v vsakem podgrafu je enako Stevilo povezav. Podgrafa sta
res izomorfna, torej sta faktorja v K (A, B, C)/2. Konstrukcija dveh faktorjev je prikazana
na sliki 48. S tem smo dokazali Izrek 5.3, torej polni tridelni graf K (m,n,s) je ob pogoju
za deljivost deljiv z 2. O

Slika 48: 2-delitev polnega tridelnega grafa

Harary, Robinson in Wormald so okoli leta 1978 dokazali, da je pogoj za deljivost
zadosten za t = 2 in t = 4, ni pa zadosten za lihe t. Domneva, da je pogoj zadosten za
sode t je ostala odprta vse do dokaza Yanga leta 1995.
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6 Razclenitev na drevesa in domneva o ljubkih
drevesih

Matematika je zelo Siroka znanost. Raziskuje stevilne vzorce, ki se nahajajo v stevilih, pro-
storu, tehnologiji, abstrakciji, kjerkoli, jih Zeli opisati in dokazati. Dokler dokaz ni popoln,
govorimo o domnevah. Teh na vseh podroc¢jih matematike najdemo kar veliko, nekatere
se scasoma resijo. Omenili smo ze odprto domnevo o 1-faktorizaciji, v tem poglavju pa
bomo predstavili Se eno znamenito nedokazano domnevo, povezano z razclenitvijo grafov.
Ko smo razclenjevali polne grafe, smo jih razclenili na prirejanja, cikle in poti. Nismo
jih pa razclenili na poljubne podgrafe, ki niso nujno cikli. Ringel in Kotzig sta studirala,
kdaj lahko polni graf razclenimo na vnaprej izbrane izomorfne podgrafe. Ugotovila sta,
da je razclenitev polnega grafa reda 2n + 1 na podgrafe velikosti n zagotovo mozna, ce
ima podgraf neko posebno lastnost, ki jo danes imenujemo, da je “ljubek”.

Rosa je to posebej studiral za drevesa razlicnih oblik. Izoblikovala se je domneva, da
so vsa drevesa ljubka. Ce ta domneva velja, potem lahko vsak polni graf razélenimo na
izomorfne kopije poljubnega v naprej izbranega drevesa. Vendar je domneva Se vedno
odprta.

Definicije, trditve, zgledi in domneva v tem poglavju so povzeti po [4] in [12].

Definicija 6.1. Naj bo G = (V| E) graf reda n zm povezavami. Vsako injektivno funkcijo
f:V —=H0,1,...,m} imenujemo oznacitev vozlisé. Prirejena oznacitev povezav f': E —
{1,2,...,m} je definirana s predpisom f'(uv) = |f(u)— f(v)|. Ce velja, da je f' injektivna
(torej imata poljubni razlicni povezavi razlicni oznaki), recemo, da je oznacitev f ljubka
oznaditev. Graf, za katerega obstaja vsaj ena ljubka oznacitev vozlisc, imenujemo ljubek
graf.

Zgled 6.2. Na sliki 49 so prikazani primeri ljubkih grafov. Oznake vozlis¢ so zapisane ob
vozlis¢ih, oznake povezav pa ob povezavah in so zaradi preglednosti podc¢rtane.

3 1 2
3 2
0 4 4

(b)
Slika 49: Primeri ljubkih grafov, vir [4]
Ugotovimo lahko, ¢e vrednosti vozlis¢ pristejemo neko vrednost iz {0,1,...,m} po

modulu m, je graf Se vedno ljubko oznacen, oznake povezav se ne spremenijo.

Trditev 6.3. Naj bo G graf reda n z m povezavami. Ce je f:V — {0,1,...,m} neka
ljubka oznacitev vozlisé grafa G, potem je tudi oznacitev g : V. — {0,1,...,m}, definirana
s predpisom g(v) = m — f(v), ljubka.

Dokaz. Preslikava g je dobro definirana, saj je m — f(v) stevilo med 0 in m. Ker je

g'(w) = lg(u) = g(v)| = |(m— f(u)) = (m—f(v))| = |f(v) = f(W)] = [ (w) = f(v)] = ['(uv)
sledi, da je ¢’ injektivna natanko tedaj kot f’. ]
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Na sliki 49 opazimo, da sta dva od prikazanih ljubkih grafov polna grafa. To sta K3
na sliki 49a in K, na sliki 49c. Lahko bi si mislili, da so vsi polni grafi ljubki grafi. Vendar
to ne drzi, idejo zavrze ze polni graf K.

Trditev 6.4. Polni graf K5 ni ljubki graf.

Dokaz. Polni graf Ky zelimo oznaciti z neko ljubko oznacitvijo. Pet vozlis¢ mora biti
oznacenih s stevili iz mnozice {0,1,...,10}, deset povezav pa z {1,2,...,10}. Polovica
povezav mora biti oznacena s sodimi Stevili, polovica pa z lihimi. Edini mozni nacin,
drugo z liho oznako. Denimo sedaj, da vseh pet vozlis¢ oznacimo z liho oznako. V tem
primeru nobena od povezav ni oznacena z lihim stevilom. Ce je natanko eno vozlisce
oznaceno z lihim Stevilo, potem so natanko Stiri povezave oznacene liho. V primeru, ko
sta natanko dve vozlis¢i oznaceni liho, pa je Sest povezav oznacenih z lihim Stevilom.
Torej, na nikakrSen nacin ne moremo oznaciti polnega grafa K5, da bi bilo natanko pet
povezav oznacenih liho. O

Za vsako grafovsko druzino se lahko vprasamo ali so grafi te druzine ljubki grafi ali
ne.

Domneva 6.5 (Domneva o ljubkih drevesih: Ringel, Kotzig). Vsa drevesa so ljubki grafi.

Ce si sami zamislimo poljubno drevo majhnega reda, potem lahko zanj z nekaj po-
skusanja razmeroma hitro najdemo neko ljubko oznacitev. Kar pa je pomembno pri
razcClenitvi grafov, sledi sedaj. Ringel je odkril, ce je graf H velikosti n ljubki graf, po-
tem polni graf K5, lahko razclenimo na podgrafe izomorfne H. Ta razclenitev ima to
lastnost, da vse kopije podgrafa H najdemo z zaporedjem rotacij.

Izrek 6.6 (Ringel, 1963). Naj bo H ljubek graf velikostin. Polni graf Ks,1 lahko ciklicno
razélenimo na podgrafe H.

Dokaz. Ker je graf H ljubek graf velikosti n, so v.H po ljubkem oznacevanju vozlisca

oznacena z {0,1,...,n}, povezave pa z {1,2,...,n}. V polnem grafu Ky, ; vozliica
ozna¢imo z vg, vy, ...,Vs, in jih enakomerno razporedimo po kroznici. Cikel v Ky, 1
(Vo, V1, . - ., U2, Vo) je hamiltonski cikel.

Poglejmo si sedaj podgrafe H v polnem grafu Ky,.1. Ce je vozlisce v H po ljubkem
oznacevanju oznaceno z ¢, 0 < i < n, naj bo to vozlis¢e v polnem grafu vozlisce v;. Tako
velja za vsa vozlisca iz H. Vozliséi v; in v;, 0 < 4,7 < n, kjer ¢ # j, med seboj povezemo,
¢e velja, da je |i — j| enako kot oznaka na povezavi med vozlis¢ema i in j v ljubkem grafu
H. Povezava med v; in v; je najkrajsa razdalja med tema vozliScema v hamiltonskem ciklu
polnega grafa. Skonstruirali smo prvi podgraf H; izomorfen H, v polnem grafu Ko, 1.

Za vsak naslednji podgraf Hs, Hs, ..., Hy,. 1 zarotiramo H; (na primer v smeri urinega
o . v v . . v v
kazalca) za kot %. Oziroma, za vozlisce v; sedaj v polnem grafu izberemo vozlisce v;, 1.

Preverimo, da vsaka povezava polnega grafa nastopa natanko v enem podgrafu H. Po
Trditvi 6.3 vemo, ¢e v ljubkem oznacevanju vse oznake vozliS¢ spremenimo enako, se
oznake povezav ne spremenijo. Tudi ko v polnem grafu zarotiramo podgraf Hy, se vozlisce
v; spremeni v v;, 1, razdalje med vozliséi v hamiltonskem ciklu ostanejo enake. Enako velja
za ostale podgrafe.

Podgrafov, izomorfnih H je 2n + 1, vsak z n povezavami. Skupaj torej (2n + 1)n =

2n+1)2n
2

n? +n =1 povezav, kar je ravno Stevilo povezav v polnem grafu Ky, 1. O
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Zgled 6.7. V tem zgledu si bomo pogledali ilustracijo Izreka 6.6. Polni graf Ky bomo
razclenili na podgrafe izomorfne H, kjer je H ljubki graf velikosti 4 na sliki 50a. Na sliki
50b je prvi podgraf Hi, na sliki 50c pa Se drugi Hy v Ky. Ce bi postopek nadaljevali, bi
dobili 9 podgrafov izomorfnih H in vsaka povezava polnega grafa bi pripadala natanko
enemu podgrafu H.

Vo
(¥
8. V1
U7 o o2
Vg * U3
°
(%1 V4

Slika 50: Primer razélenitve polnega grafa Ky na ljubek podgraf velikosti 4, vir [4]

Veljavnost domneve o ljubkih drevesih bi torej pomenila, da za vsako drevo H z n
povezavami obstaja razcélenitev polnega grafa K5, na izomorfne kopije H.
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7 Zakljucek

V delu smo obravnavali Stevilne rezultate, povezane z razélenitvijo grafov. Vecina dokazov
je bila konstruktivnih, kar pomeni, da bi jih lahko uporabili kot osnovo racunalniskih
algoritmov, ki bi za dane parametre izpisali Zeljeno razclenitev. Povzetek rezultatov je
zbran v tabelah 5 in 6.

’ Razclenitev K, \ Potreben pogoj \ Zadosten pogoj ‘
Izomorfna t-delitev t| @ t]@
1-faktorizacija n je sodo n je sodo
2-faktorizacija Eulerjev graf n je liho
Hamiltonska faktorizacija Eulerjev graf n > 3 je liho
Na cikle poljubnih dolzin Eulerjev graf n je liho: mqy + - +my = n{n-1)
M1, Moy ..., My n je sodo: m1+---+mtzw
Na hamiltonske poti n je sodo n je sodo
Na poti dolzine [, [ < n l\@ l]@
Na poti dolzin Iy, ly, ..., Iy, | I + - 4 1, = "1 Lt 4l =2
kierjel; <n, 1 <i<t
K5, 11 na poljubne n\w H je ljubek graf velikosti n

podgrafe H velikosti n

Tabela 5: Razclenitve polnih grafov

’ Razclenitev vecdelnega polnega grafa \ Potreben in zadosten pogoj

K, na t izomorfnih faktorjev tlmn
1-faktorizacija K, m=n
K, na 2 izomorfna faktorja 2|mn + ms + ns

Tabela 6: Razclenitve vecdelnih polnih grafov

Kot smo nakazali v uvodu, so razé¢lenitve zelo uporabne pri raznovrstnih problemih
kombinatori¢ne narave, ki jih lahko srecamo na najrazli¢nejsih podroé¢jih. V matematiki
pa lahko véasih s pomocjo ustrezne razclenitve danega grafa dokazemo razlicne strukturne
izreke o njegovih lastnostih.

Poenostavljeni konkretni primeri pa so zanimivi tudi z vidika vsakdanjega zivljenja in
bi jih lahko uporabili tudi pri pouku matematike. Ker snov ni del ucnega nacrta, bi
bila primerna za obravnavanje pri kakSnem matemati¢nem krozku ali dodatnem pouku.
Najpomembneje pri tem je, da s problemi razc¢lenitev grafov razvijamo kombinatori¢no
razmisljanje ucencev. Prav iz vsakega obravnavanega poglavja najdemo primere, ki so
primerni za osnovnosolce.

Graf je abstrakten pojem, ki ga lahko upodobimo z risanjem tock (vozlis¢) in povezav med
njimi, kot so prikazane slike v delu. Pomagamo si lahko tudi s sestavljanjem kroglic (na
primer iz plastelina), ki predstavljajo vozlis¢a, in zobotrebei med njimi, ki predstavljajo
povezave. Za spoznavanje grafov in grafovskih lastnosti ucenci na primer narisejo (ali
sestavijo) mrezo prijateljstev v razredu ali na socialnem omrezju (prijatelji in prijatelji
prijateljev) in ugotavljajo, kako so povezani, imajo “enake” mreze, je kaksna vez, ki
povezuje na primer dve skupini prijateljev, ali lahko te prijatelje razvrstijo v pare in
podobno. Stevilo oseb (vozlisé) je potrebno omejiti, saj govorimo o konénih grafih ter
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zaradi preglednosti. Seznanimo jih z osnovnimi grafovskimi izrazi, kako recemo grafu, kjer
je vsako vozlis¢e povezano z vsakim, jih pouc¢imo kdaj sta grafa izomorfna in podobno.
Pripravimo mrezo prijateljstev, ki ustreza sebi-komplementarnemu grafu. Kaj se zgodi,
¢e povezemo tiste osebe, ki niso prijatelji? Sta mrezi (grafa) prijateljev in neprijateljev
enaki (izomorfni)? Poglejmo si $e nekaj poenostavljenih problemov, ki bi bili primerni za

reSevanje za ucence osnovne Sole.

1.

Na Solskem turnirju igre med dvema ognjema, kjer tekmuje osem ekip, hkrati lahko
potekajo stirje dvoboji in vsak par ekip se za zmago lahko bori natanko enkrat.
Lahko sestavimo razpored dvobojev?

Vprasanje lahko tudi otezimo. Kako lahko seznam dvobojev sestavimo tako, da
vsaka ekipa igra z vsako in da bo celoten turnir trajal ¢im manj casa? Torej se mora
¢im ve¢ dvobojev odvijati hkrati.

. Imamo zemljevid s sedmimi razglednimi tockami. Vsak par tock je povezan z na-

tanko eno ulico, vse ulice zelimo obiskati. Kako si nac¢rtujemo vec¢dnevni izlet, da si
vsak dan ogledamo natanko tri zaporedne ulice in vsako ulico natanko enkrat? Isto
razgledno tocko pa lahko obis¢emo veckrat. Zacnemo torej v razgledni tocki, po
ulici gremo do druge in tako naprej, dokler ne pridemo do cetrte tocke. Naslednji
dan lahko za¢nemo v kateri koli drugi tocki in si ogledamo tri druge zaporedne ulice.
Koliko dni bo trajal izlet?

Sedem, osem ali devet ucencev iz razreda zelimo razvrstiti po trojicah, kjer je vsak
par uc¢encev v natanko eni trojici. Zakaj osmih uc¢encev ne moremo tako razporediti?

V ucilnici, kjer je pet miz postavljenih tako, da 4 ucenci lahko sedijo okoli dveh
miz, zelimo posesti 20 ucencev. Na koliko razlicnih nacinov jih lahko posedemo,
¢e upostevamo, da sta dva ucenca le enkrat lahko skupaj za mizo? Najdi ¢im vec
taksnih na¢inov sedeznega reda.

Sestavi razpored plesnih parov petih ucenk in petih ucencev, da vsak ucenec plese
z vsako ucenko (in obratno).

Devet otrok v vrtcu se igra igro, pri kateri se morajo ob zvizgu piscalke razporediti
v tri kroge po 3, 4 in 5 otrok. Se lahko trikrat zaporedoma razporedijo tako, da se
vsak par otrok natanko enkrat drzi za roki?

Pri resevanju in iskanju kombinacij jim seveda lahko namignemo s konstrukcijami.
Potem tudi sami poskusajo sestaviti kaksno uganko, ki jo lahko prevedemo v jezik teorije
grafov. S tem jim pokazemo uporabnost in vsakdanjost matematike, ki se mnogim zdi
vse prej kot to.
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