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PEDAGOŠKA FAKULTETA
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Povzetek

Magistrsko delo je s področja teorije grafov, natančneje, govori o razčlenitvi grafov.
Različne oblike razčlenitve grafov se v praksi pogosto pojavljajo v problemih razporejanja
objektov v skupine s posebnimi lastnostmi, zato jih srečujemo na različnih področjih od
računalnǐskih algoritmov do socialnih omrežij in matematičnih ugank.
Razčlenitev ali dekompozicija grafa je zapis grafa z unijo podgrafov, tako da vsaka
povezava grafa pripada natanko enemu podgrafu. V delu obravnavamo različne vrste
razčlenitev. Če so podgrafi med seboj izomorfni, govorimo o izomorfni razčlenitvi grafa.
Posebna oblika razčlenitve je faktorizacija. V tem primeru graf razčlenimo na vpete pod-
grafe. Poseben primer faktorizacije je k-faktorizacija, to je razčlenitev grafa na k-regularne
vpete podgrafe. Pri vrednosti k = 1 dobimo razčlenitev na 1-faktorje, ki jih z drugo besedo
imenujemo popolna prirejanja. Gre za faktorizacijo na največje možno število izomorfnih
faktorjev. V primeru 2-faktorizacije pa gre za razčlenitev na unije ciklov. Posebej lahko
obravnavamo tudi drugačne razčlenitve. Za bolǰso predstavo in razumevanje so predsta-
vljeni zgledi razčlenitev in faktorizacij grafov.
V delu se posebej posvetimo izomorfni faktorizaciji polnih grafov. Podan je dokaz izreka o
deljivosti, ki so ga dokazali Harary, Robinson in Wormald [8]. Izrek o deljivosti nam pove,
da polni graf reda n lahko razčlenimo na t izomorfnih faktorjev natanko tedaj, ko t deli
število povezav polnega grafa. Dokaz izreka je konstruktiven in vsebuje opis konstrukcije
ustreznih faktorjev za različne vrednosti parametrov n in t. Kot zgled uporabe tega izreka
v poglavju o trideljivosti določimo vseh 9 tridelitev polnega grafa K6 in opǐsemo, kako bi
poiskali vseh 41 tridelitev polnega grafa K7.
V nadaljevanju predstavimo nekatere izreke o izomorfni razčlenitvi polnih grafov na največ
možnih faktorjev (1-faktorizacija), na 2 izomorfna faktorja (sebi-komplementarni grafi),
na poti ter na cikle (2-faktorizacija). Delitev na cikle je ločena na hamiltonske cikle, cikle
poljubnih dolžin in najkraǰse 3-cikle. Problem razčlenitve polnih grafov na 3-cikle je pove-
zan s Steinerjevimi sistemi trojic. Torej, koliko trojic lahko sestavimo z danimi elementi,
da bo vsak par elementov ležal v natanko eni od trojic. O razčlenitvi polnih grafov na
cikle poljubnih dolžin nam govori domneva B. Alspacha, ki so jo nedavno dokazali D.
Bryant in sodelavci [5].
V zvezi z razčlenitvijo grafov ostaja mnogo nerešenih domnev. Ena izmed njih je omenjena
v nalogi. Govori o razčlenitvi polnih grafov na poljubne vnaprej predpisane izomorfne pod-
grafe, na primer drevesa. Ringel in Kotzig sta ugotovila, da je razčlenitev polnega grafa
reda 2n+ 1 zagotovo možna na podgrafe velikosti n, če ima podgraf posebno lastnost, ki
jo danes imenujemo, da je “ljubek”. Izoblikovala se je domneva, da so vsa drevesa ljubka.
V zaključku je predstavljenih še nekaj z razčlenitvami povezanih kombinatoričnih ugank,
ki bi jih lahko uporabili tudi pri pouku matematike.

Ključne besede: Razčlenitev grafa, izrek o deljivosti, izomorfna faktorizacija, ljubka
drevesa.





Abstract

This master’s thesis in graph theory focuses on graph decomposition. In practice, various
forms of graph decomposition often appear in problems of arranging objects in groups
with special characteristics, which is why we come across them in various fields, ranging
from computer algorithms to social networks and mathematical puzzles.
Graph decomposition is a union of subgraphs such that every edge of the graph belongs to
exactly one subgraph. In the thesis, we examine various types of decompositions. If the
subgraphs are isomorphic, we talk about an isomorphic graph decomposition. A special
form of decomposition is factorisation. In this case, the graph is decomposed into span-
ning subgraphs. A special case of factorisation is k-factorisation, i.e., a decomposition of
a graph into k-regular spanning subgraphs. When k = 1, the graph is decomposed into
1-factors, which are also called perfect matchings. So 1-factorisation is a decomposition
of a graph into the largest possible number of isomorphic factors, while 2-factorisation is
a decomposition of a graph into a union of cycles. For illustration and a better under-
standing, we provide examples of graph decomposition and factorisation.
In the thesis, we examine in particular the isomorphic factorisation of complete graphs.
We give the proof of the Divisibility Theorem proven by Harary, Robinson and Wormald
[8]. The Divisibility Theorem states that a complete graph of order n can be decomposed
into t isomorphic factors if and only if t divides the number of edges of the complete graph.
The proof of the theorem is constructive and includes a description of the construction
of the appropriate factors for different values of parameters n and t. In the chapter on
tridivisibility, we illustrate the use of this theorem by defining all nine tridivisions of the
complete graph K6 and describing how we would find all 41 tridivisions of the complete
graph K7.
Further below we show some theorems about isomorphic decomposition of complete graphs
into the greatest possible number of factors (1-factorisation), two isomorphic factors (self-
complementary graphs), paths and cycles (2-factorisation). In the case of cycle decompo-
sition, a complete graph can be decomposed into Hamiltonian cycles, cycles of arbitrary
length and the shortest 3-cycles. The problem of decomposing complete graphs into 3-
cycles is connected to the Steiner triple systems, so to the question of how many triplets
we can make with given elements so that any pair of elements is contained in exactly one
of the triplets. The decomposition of a graph into cycles of arbitrary length is at the
centre of Alspach’s conjecture, which was recently confirmed by D. Bryant et al. [5].
In the research of graph decomposition, there are still many unsolved conjectures. One of
them is mentioned in the thesis and it refers to the decomposition of complete graphs into
isomorphic subgraphs of given forms, for example, trees. Ringel and Kotzig have found
that a complete graph of order 2n+ 1 can be decomposed into subgraphs of size n if the
subgraph has a special characteristic that we today call “gracefulness”. The conjecture is
that all trees are graceful.
In the end there are shown some combinatorical puzzles, which we can use at math class.

Key words: Graph decomposition, Divisibility Theorem, isomorphic factorisation,
graceful trees.
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42 Dve možni razčlenitvi polnega grafa K5 na cikle poljubnih dolžin, vir [4] . . 49
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1 Uvod

Začnimo z nekaj ugankami, ki jih lahko srečamo vsak dan, včasih je pot do rešitve zaple-
tena, včasih pa nismo prepričani, ali rešitev sploh obstaja.

1. Ali na nogometnem prvenstvu, kjer igrajo moštva iz desetih držav, lahko deset
moštev razporedimo v pet dvobojev, devetkrat zapored, da vsak par moštev igra
natanko enkrat?

Imamo deset moštev, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 in 10 in pet nogometnih igrǐsč, torej
se lahko pet nogometnih tekem odvija hkrati. Izberemo prvih pet dvobojev, tako
da je vsako moštvo v natanko enem dvoboju. Izberemo na primer dvoboje 1 ∼ 2,
3 ∼ 10, 4 ∼ 9, 5 ∼ 8 in 6 ∼ 7, na sliki 1 so to dvoboji, kjer so moštva povezana
s črno barvo. Za drugih pet dvobojev ponovno izberemo pare moštev, vendar pari
se ne smejo ponoviti. Izberemo na primer 1 ∼ 3, 2 ∼ 4, 5 ∼ 10, 6 ∼ 9 in 7 ∼ 8, na
sliki 1 so to dvoboji, kjer so moštva povezana z rdečo barvo. Podobno pri tretjih
dvobojih 1 ∼ 4, 2 ∼ 6, 3 ∼ 5, 7 ∼ 10 in 8 ∼ 9, moštva so povezana z modro barvo.
Postopek ponovimo še šestkrat in z nekaj sreče pri ugibanju dobimo razpored desetih
nogometnih moštev, tako da se pet dvobojev odvija naenkrat, pari moštev pa se ne
ponavljajo. Na sliki 1 so z barvami prikazani dvoboji med moštvi.

Slika 1: Pet različnih parov desetih moštev, devetkrat zapored
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2. Na plesnem tečaju je sedem udeležencev, ki plešejo kolo. Kako se lahko razporedijo
v tri različna kola, da sta dva plesalca natanko enkrat en ob drugem?

Sedem plesalcev, označimo jih s števili od 1 do 7, se mora postaviti v kolo, torej v
krog. Prvo kolo je lahko na primer (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 1), na sliki 2 je to kolo, v katerem
so plesalci povezani z modro barvo. Drugo je (1, 3, 5, 7, 2, 4, 6, 1), plesalci so na sliki
povezani z zeleno barvo, in tretje kolo (1, 4, 7, 3, 6, 2, 5, 1), kjer so plesalci povezani
z rdečo barvo. Vsak plesalec v vsakem kolu stoji ob drugih dveh soplesalcih.

Slika 2: Tri različna kola sedmih plesalcev

3. Na odbojkarskem treningu je devet deklet, ki vadijo po trojicah. Jih trener lahko
razporedi v trojice, štirikrat zaporedoma, da je vsak par deklet v natanko eni trojici?

V vsakem nizu trojic mora porabiti vse igralke in nobeni dve ne smeta biti dva-
krat skupaj v trojici. Primer trojic je prikazan na sliki 3. Prvi niz treh tro-
jic so trojice (1, 2, 9), (3, 7, 8) in (4, 5, 6), drugi niz (1, 6, 7), (2, 3, 4), (5, 8, 9), tretji
(1, 3, 5), (2, 6, 8), (4, 7, 9) in četrti (1, 4, 8), (2, 5, 7) in (3, 6, 9).

Slika 3: Štirje nizi treh različnih trojic
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4. Sedem matematikov je na tridnevni konferenci. Kako se lahko posedejo za dve mizi,
kjer ima ena miza tri in druga štiri stole tako, da je vsak par matematikov natanko
enkrat skupaj (en ob drugem) pri mizi?

Ugotovimo, da je to mogoče. Prvi dan se posedejo na primer (1, 2, 3, 7) in (4, 5, 6),
drugi dan (1, 4, 3, 5) in (2, 6, 7) in tretji dan (2, 4, 5, 7) in (1, 3, 6). Ta sedežni red je
prikazan na sliki 4.

Slika 4: Tri različne razporeditve sedmih ljudi za mizama s tremi in štirimi stoli

5. Na golf igrǐsču, kjer hkrati lahko igrajo štiri ekipe, se je zbralo 16 igralcev golfa. Ali
lahko te igralce razporedimo v četverke sedemkrat zapored, da je vsak par golfistov
natanko enkrat skupaj v četverki?

Kot doslej predstavljeni problemi, je tudi ta rešljiv. Razporeditev igralcev 1, 2, . . . , 16
v štiri četverke sedemkrat zapored je možna, a morda teh četverk ni najenostavneje
najti. Trije primeri štirih četverk so prikazani na sliki 5.

Slika 5: Trije primeri štirih četverk šestnajstih igralcev golfa

Vse navedene uganke smo rešili. Te in podobne lahko včasih rešimo z ugibanjem, kar
nam v nekaterih primerih vzame kar precej časa, včasih pa nismo niti prepričani, ali rešitev
sploh obstaja. Za učinkoviteǰso obravnavo lahko problem prevedemo v matematični jezik.
Uganke z nogometnimi moštvi, plesalci, odbojkašicami in golfisti lahko prevedemo v jezik
teorije grafov, natančneje razčlenitve in faktorizacije grafov.
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Začetnik teorije grafov je bil Leonhard Euler, ki je v 18. stoletju deloval na različnih po-
dročjih. Rojstvo te matematične veje pa je bil Eulerjev problem o konigsberških mostovih
(Königsberg Bridge Problem), objavljen leta 1736. Tedanje mesto Konigsberg, današnje
Kaliningrad, obdaja reka Pregolja, da sta v mestu dva večja otoka. Otoka sta s preostalim
mestom in med seboj povezana s sedmimi mostovi, kot je prikazano na sliki 6. Vprašanje
je bilo, ali se lahko sprehodimo skozi celotno mesto, da vsak most prehodimo natanko
enkrat. Euler je zemljevid mesta upodobil kot graf (z večkratnimi povezavami). Kopno
so predstavljala vozlǐsča, mostovi pa povezave med njimi. Ugotovil je, da problem ni
rešljiv in pričel z raziskovanjem.

Slika 6: Konigsberški mostovi, vir [13]

Prvo teoretično delo s področja teorije grafov sega v konec 19. stoletja, natančneje v
leto 1891, ki ga je napisal Peter Christian Julius Petersen. Danski matematik, ki je deloval
na večih področjih matematike, najbolj znan pa je prav v teoriji grafov. Objavil je veliko
člankov, a le delo iz leta 1891 je najbolj odmevano. Teorija regularnih grafov (Die Theorie
der regulären Graphen) govori o regularnih grafih, prirejanjih in vsebuje dokaz izreka, ki
so ga poimenovali Petersenov izrek. Mi ga bomo spoznali v razdelku o prirejanjih v grafih.
Po njem se imenuje tudi graf, Petersenov graf, s številnimi zanimivimi lastnostmi. Nekaj
jih bomo v naslednjem poglavju tudi spoznali.
V tem magistrskem delu se bomo posvetili razčlenitvi grafov. Vse prej predstavljene
uganke lahko predstavimo kot problem razčlenitve grafa. Obravnavali bomo vprašanje,
kdaj lahko dani graf razčlenimo na podgrafe, kjer vsaka povezava grafa pripada natanko
enemu podgrafu, pri faktorizaciji pa jih bomo razčlenili na vpete podgrafe, imenovane
faktorje. Osredotočili se bomo na razčlenitev polnih grafov, torej grafov, kjer sta poljubni
vozlǐsči povezani med seboj.
Ugotovili bomo, da so razčlenitve povezane s številom povezav grafa, vsota povezav v pod-
grafih je enaka številu povezav prvotnega grafa. Izrek o deljivosti nam bo povedal preprost
in obenem fascinanten kriterij, da je za faktorizacijo polnega grafa na t izomorfnih fak-
torjev potrebno in zadostno le to, da t deli število povezav polnega grafa. Polne grafe
bomo razčlenili na največ možnih podgrafov, na popolna prirejanja oziroma 1-faktorje, ki
so faktorji stopnje 1. V tem poglavju bomo našli rešitev uganke o nogometnih moštvih.
Deset moštev predstavlja deset vozlǐsč, vsako moštvo lahko igra z vsakim, torej vsi možni
dvoboji predstavljajo polni graf K10. Ker nas zanima pet dvobojev, v katerih igrajo vsa
moštva, je to ravno 1-faktor polnega grafa, K10 pa lahko faktoriziramo na 9 1-faktorjev.
Da iskanje 1-faktorjev ne bo zamudno, bomo spoznali preprosto konstrukcijo.
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Pri 2-faktorizaciji gre za razčlenitev na 2-regularne vpete podgrafe, faktor je lahko unija
večih ciklov, ali pa en cikel, ki vsebuje vsa vozlǐsča grafa. Graf, ki ga lahko razčlenimo na
cikle, ima vsa vozlǐsča sode stopnje in mu rečemo Eulerjev graf. Cikel, ki vsebuje vsa vo-
zlǐsča grafa je hamiltonski cikel. Hamiltonske cikle so v uganki predstavljali plesalci kola.
Sedem plesalcev, vsak lahko stoji ob vsakem od šestih soplesalcev, predstavlja polni graf
K7, kjer je vsako vozlǐsče stopnje 6. Ker je to Eulerjev graf, ga lahko razčlenimo na cikle.
Še več, kot bomo spoznali v poglavju Hamiltonske faktorizacije, vsak polni graf lihega
reda lahko razčlenimo na hamiltonske cikle. Za iskanje teh ciklov tudi obstaja posebna
konstrukcija, imenovana po matematiku Waleckemu. Waleckemu so konec devetnajstega
stoletja pripisali zasluge za rešeno vprašanje, kako 2n + 1 ljudi posesti za mizo z 2n + 1
stoli tako, da dva v vsakem od 2n večerov natanko enkrat sedita en ob drugem. Kot
rešitev je opisal preprosto konstrukcijo z iskanjem cik-cak poti, da v polnem grafu K2n+1

poǐsčemo 2n hamiltonskih ciklov.
Graf lahko razčlenimo tudi na najkraǰse cikle, na tricikle. Trojice smo iskali v uganki z
odbojkašicami. Devet odbojkašic, vsaka želi biti v trojici z vsako soigralko, predstavlja
polni graf K9. Trojice, sestavljene iz n simbolov, tako da se vsak par simbolov v vsaki
trojici pojavi natanko enkrat, so Steinerjev sistem trojic. Thomas Kirkman in Jakob
Steiner sta ugotovila, kolikšno število mora biti n, da je to mogoče.
Razčlenitev grafa na cikle poljubnih dolžin je zahtevneǰsi problem. O tem govori Alspa-
chova domneva, zastavljena v letu 1981. Številni matematiki so jo skušali dokazati, trem
matematikom, Bryantu, Horsleyu in Petterssonu je to uspelo leta 2012. Njihov izpopol-
njen izrek pravi, da polni graf lihega reda lahko razčlenimo na cikle, če je le vsota povezav
v ciklih enaka številu povezav polnega grafa. Pri polnem grafu sodega reda je podobno,
le da mora biti vsota povezav v ciklih enaka številu povezav polnega grafa brez popol-
nega prirejanja. Zato smo pri uganki z matematiki lahko našli tricikel in štiricikel trikrat
zapored, dva matematika pa sta lahko na primer dvakrat sedela eden nasproti drugega.
O tem in še več sledi v nadaljevanju, najprej pa se spoznajmo z grafovskim jezikom.
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2 Osnovno o grafih

Za začetek se bomo v tem poglavju spoznali z nekaj osnovami o grafih. Definicije, trditve,
izreki in druge trditve v tem poglavju so večinoma povzeti po [15] in jih tukaj ne bomo
dokazovali. V primeru, da kateri ni, bo posebej navedeno. Vse lastnosti, ki jih bomo v
nadaljevanju omenili, se nanašajo na končne neusmerjene grafe brez zank in večkratnih
povezav.

Definicija 2.1. Neusmerjen enostaven graf G = (V,E) je urejeni par, ki ga sesta-
vljata neprazna, končna množica vozlišč V in množica povezav E, katere elementi so
neurejeni pari {u, v} paroma različnih vozlǐsč u, v ∈ V .

Neusmerjen enostaven graf G bomo v nadaljevanju navajali kot graf G.

Definicija 2.2. Naj bo e ∈ E povezava grafa G = (V,E). Če je e = {u, v} za neka
u, v ∈ V , rečemo, da sta vozlǐsči u in v sosednji, kar zapǐsemo kot uv ali u ∼ v. Zaradi
neusmerjenosti grafa je zapis vu ekvivalenten uv. Rečemo tudi, da sta vozlǐsči u in v
krajišči povezave e.

V nadaljevanju bomo vozlǐsča označevali tudi s števili 1, 2, . . . , tedaj bo zapis povezave
{1, 2} ekvivalenten zapisu 12.

Definicija 2.3. Kardinalnosti množice vozlǐsč |V | grafa G = (V,E) rečemo red grafa.

Velikost grafa običajno pomeni kardinalnost množice povezav |E| grafa G = (V,E).

Definicija 2.4. Naj bo G = (V,E) graf in v ∈ V vozlǐsče grafa. Tedaj množici N(v) =
{u ∈ V ; v ∼ u} rečemo okolica vozlǐsča v, njeni kardinalnosti |N(v)| pa stopnja vozlǐsča
v. Stopnjo vozlǐsča v označimo kot deg(v).

V teoriji grafov se omenja tudi minimalno in maksimalno stopnjo vozlǐsč v grafih, a
za nas nista pomembni.

Definicija 2.5. Graf G = (V,E) je regularen, ko so vsa vozlǐsča v grafu enake stopnje.
Ko so vsa vozlǐsča v grafu stopnje k, je graf k-regularen. Običajno 3-regularnemu grafu
rečemo kubičen graf.

Definicija 2.6. Naj bo G = (V,E) graf. Če je G′ = (V ′, E ′) tak graf, da je V ′ ⊆ V in
E ′ ⊆ E, potem rečemo, da je G′ podgraf grafa G. Če velja V ′ = V , je G′ vpeti podgraf
ali faktor grafa G, k-regularen faktor pa je k-faktor.

Definicija 2.7. Komplement grafa G = (V,E) je graf G = (V,E ′) z isto množico vo-
zlǐsč kot začetni graf, njegovi poljubni vozlǐsči pa sta povezani natanko tedaj, ko v začetnem
grafu nista.

Povejmo še nekaj o sprehodih, poteh in ciklih v grafu.

Definicija 2.8. Naj bo G graf. Zaporedje vozlǐsč (v0, v1, . . . , vn) je sprehod doľzine n, če
za vsak i, 1 ≤ i ≤ n, velja vi−1 ∼ vi. Posebej, sprehod (v0, v1, . . . , vn) v grafu G je:

(i) enostaven sprehod, če so vse povezave v sprehodu paroma različne;

(ii) pot, če so vozlǐsča paroma različna;
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(iii) obhod, če sta prvo in zadnje vozlǐsče enaki, v0 = vn;

(iv) cikel doľzine n ali n-cikel, če sta prvo in zadnje vozlǐsče enaki v0 = vn, ostala
vozlǐsča pa so paroma različna.

Definicija 2.9. Naj bo graf G = (V,E) in u, v ∈ V . Če od vozlǐsča u do vozlǐsča v
obstaja sprehod, je v dosegljivo iz u. Relacija dosegljivosti je ekvivalenčna relacija, njeni
ekvivalenčni razredi so komponente povezanosti. Če je v grafu samo ena komponenta
povezanosti, je graf povezan.

2.1 Nekaj družin grafov

Poznamo številne družine grafov, za nas bo zanimiva predvsem družina polnih grafov.
Omenili bomo tudi večdelne polne grafe, se spoznali s potmi, cikli in drevesi. Presek
različnih grafovskih družin ni nujno prazen.

Definicija 2.10. Pot Pn je graf reda n ≥ 2 z množico vozlǐsč V = {v1, v2, . . . , vn} in
množico povezav E = {{vi, vi+1}; i = 1, 2, . . . , n− 1}.

Pot Pn reda n ima dve vozlǐsči stopnje 1, ostalih n − 2 vozlǐsč je stopnje 2. Število
povezav je enako n− 1.

Definicija 2.11. Cikel Cn ali n-cikel je graf reda n ≥ 3, z množico vozlǐsč
V = {v1, v2, . . . , vn} in množico povezav E = {{vi, vi+1}; i = 1, 2, . . . , n− 1} ∪ {{v1, vn}}.

Cikel je 2-regularen graf in zanj velja enakost |V | = |E|.

Definicija 2.12. Drevo je povezan graf brez ciklov.

Poti so tudi drevesa, saj so povezani grafi brez ciklov.

Definicija 2.13. Polni graf je graf, v katerem sta poljubni vozlǐsči med seboj povezani.
Polni graf reda n označimo s Kn.

V polnem grafu Kn je vsako izmed n vozlǐsč povezano s preostalimi n−1 vozlǐsči, zato
je (n− 1)-regularen in ima natanko

(
n
2

)
= n(n−1)

2
povezav.

Definicija 2.14. Polni dvodelni graf Kn,m, kjer je n ≤ m, je graf z množico vozlǐsč
V = {a1, a2, . . . , an} ∪ {b1, b2, . . . , bm}, in množico povezav E = {{ai, bj}; i = 1, . . . , n, j =
1, . . . ,m}.

Podobno je pri polnih tridelnih grafih. Imamo tri disjunktne množice vozlǐsč, znotraj
katerih vozlǐsča niso povezana. Vozlǐsče iz poljubne množice je povezano z vsemi vozlǐsči
iz sosednjih množic.

Definicija 2.15. Polni tridelni graf Kn,m,s, kjer je n ≤ m ≤ s, je graf z množico
vozlǐsč V = {a1, a2, . . . , an} ∪ {b1, b2, . . . , bm} ∪ {c1, c2, . . . , cs} in množico povezav
E = {{ai, bj}} ∪ {{ai, ck}} ∪ {{bj, ck}}, kjer je 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m in 1 ≤ k ≤ s.
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2.2 Izomorfnost grafov

Definicija 2.16. Izomorfizem grafov je bijektivna preslikava ϕ med grafoma G1 =
(V1, E1) in G2 = (V2, E2), ki slika iz množice vozlǐsč V1 v množico vozlǐsč V2, torej ϕ :
V1 → V2, tako da za vsak par vozlǐsč u, v ∈ V1 velja, če sta u in v povezani v G1, sta ϕ(u)
in ϕ(v) povezani v G2. Preslikava ϕ torej ohranja sosednost.

Definicija 2.17. Če med grafoma G1 in G2 obstaja kak izomorfizem, sta grafa izo-
morfna. To označimo kot G1

∼= G2.

Izomorfna grafa imata enake vse “bistvene” lastnosti. Nekaj teh je našteto v naslednji
trditvi.

Trditev 2.18. Naj bosta grafa G1 = (V1, E1) in G2 = (V2, E2) izomorfna in ϕ : V1 → V2
nek izomorfizem. Potem velja:

(i) Grafa imata enak red in enako število povezav, |V1| = |V2| in |E1| = |E2|.

(ii) Grafa G1 in G2 imata enako število komponent povezanosti. Oziroma, graf G2 je
povezan natanko tedaj, ko je povezan graf G1.

(iii) Izomorfizem ϕ ohranja stopnjo vozlǐsč.

2.3 Obhodi v grafih

Spoznali se bomo predvsem z dvema vrstama obhodov. Prvi bo Eulerjev, pri tem bomo
želeli prehoditi vse povezave grafa, vsako natanko enkrat. Drugi pa je hamiltonski, kjer
bomo želeli obhoditi vsa vozlǐsča, vsako natanko enkrat.

Definicija 2.19. Naj bo G = (V,E) graf. Sprehod (v0, v1, . . . , vn) grafa G je Eulerjev
sprehod, če velja, da je E = {{vi, vi+1} : 0 ≤ i ≤ n − 1}, pri tem pa se vsaka povezava
grafa G v sprehodu pojavi natanko enkrat. Če je v0 = vn, je to kar Eulerjev obhod.

Kdaj nek graf premore Eulerjev obhod ali sprehod, lahko kar hitro ugotovimo. O
potrebnem in zadostnem pogoju za obstoj Eulerjevega obhoda in sprehoda nam pove
naslednji izrek.

Izrek 2.20 (Eulerjev izrek). Naj bo G = (V,E) povezan graf. Graf G premore Eulerjev
obhod natanko tedaj, ko so vsa njegova vozlǐsča sode stopnje, in Eulerjev sprehod, ko ima
natanko dve vozlǐsči lihe stopnje.

Zgled 2.21. Na grafu na sliki 7 je primer grafa, ki ima tri vozlǐsča stopnje 2 in tri vozlǐsča
stopnje 4, torej ima Eulerjev obhod. Eden izmed možnih je (a, b, c, d, e, f, d, b, f, a).

Posvetimo se sedaj še hamiltonskem obhodu oziroma ciklu ter hamiltonski poti. Ha-
miltonska pot grafa je pot, ki obǐsče vsa vozlǐsča grafa, hamiltonski cikel pa cikel, ki
vsebuje vsa vozlǐsča grafa.

Definicija 2.22. Naj bo G = (V,E) graf. Pot v grafu G, doľzine |V |−1 je hamiltonska
pot grafa G in cikel v grafu G, doľzine |V |, je hamiltonski cikel grafa G.

Definicija 2.23. Graf, v katerem obstaja hamiltonski cikel, imenujemo hamiltonski
graf.
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Slika 7: Primer grafa z Eulerjevim obhodom

Slika 8: Primer hamiltonskega grafa

Zgled 2.24. Na sliki 8 je primer hamiltonskega grafa. Cikel (a, h, g, f, i, e, d, j, c, b, a)
je primer hamiltonskega cikla. Če iz cikla odvzamemo katerokoli povezavo, pa dobimo
hamiltonsko pot.

V nasprotju z Eulerjevim obhodom ne poznamo preprostega kriterija, ki bi nam pove-
dal o obstoju hamiltonskega cikla. Obstaja nekaj potrebnih in zadostnih pogojev. Enega
je leta 1962 dokazal Lajoh Pósa.

Izrek 2.25 (Pósa). Naj bo G graf reda n ≥ 3, za katerega velja, da za vsak 1 ≤ k < n−1
2

obstaja manj kot k vozlǐsč stopnje največ k v G. Če pa je n liho, velja še, da v G obstaja
največ n−1

2
vozlǐsč stopnje največ n−1

2
. Tedaj G premore hamiltonski cikel.

Z naslednjim zgledom se prepričajmo, da Petersenov graf ne premore hamiltonskega
cikla.

Zgled 2.26. Petersenov graf ni hamiltonski graf.

Petersenov graf ne izpolnjuje predpostavk izreka Póse, saj ima Petersenov graf deset
vozlǐsč in vsak je stopnje 3. A to še ne pomeni, da nima hamiltonskega cikla. To bomo
pokazali s protislovjem. Predpostavimo, da v Petersenovem grafu obstaja hamiltonski
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cikel CH = (v1, v2, . . . , v10, v1), prikazan na sliki 9a. Ker je Petersenov graf kubičen, je
vsako njegovo vozlǐsče krajǐsče dveh povezav ki sta v CH in natanko ene povezave, ki ni v
CH . Poglejmo si vozlǐsče v1. To vozlǐsče je krajǐsče dveh povezav v CH in ene povezave,

Slika 9: Konstrukcija hamiltonskega cikla v Petersenovem grafu, vir [4]

ki ni v CH . Ker Petersenov graf nima 3-ciklov in 4-ciklov, mora biti v1 povezano z v5, v6
ali v7. Zaradi simetričnosti je enako, če je v1 povezano z v5 ali v7. Obravnavamo dva
različna primera.

(i) Vozlǐsče v1 je povezano z vozlǐsčem v5, kot je na sliki 9b. Vozlǐsče v6 je na podoben
način lahko sosednje le z vozlǐsčema v2 ali v10. Denimo, da je povezano z v2, potem
Petersenov graf vsebuje 4-cikel (v1, v2, v6, v5, v1), kar je v protislovju. V primeru,
ko je povezano z v10, ponovno dobimo 4-cikel (v1, v5, v6, v10, v1) in spet pridemo do
protislovja.

(ii) Naj bo sedaj vozlǐsče v1 povezano z v6. Posledično mora biti vozlǐsče v2 povezano
z v8, kot je na sliki 9c. Nadaljujmo z vozlǐsčem v3. Če ga povežemo s katerimkoli
vozlǐsčem, dobimo 3- ali 4-cikel in ne 5-cikel, ki je najkraǰsi cikel v Petersenovem
grafu.

Torej, Petersenov graf ne premore hamiltonskega cikla.

2.4 Prirejanja v grafih

Prirejanja imajo preceǰsno rabo v vsakdanjem življenju. V uvodu smo recimo deset no-
gometnih moštev razporedili po 5 parov, devetkrat zaporedoma. Tudi ko skupino otrok
želimo razporediti po parih, je to ekvivalentno iskanju prirejanj v polnem grafu.

Definicija 2.27. Naj bo G = (V,E) graf. Podmnožica M ⊆ E je prirejanje v grafu G,
če povezave iz M nimajo skupnega krajǐsča (so paroma neincidenčne povezave). V tem
primeru je vozlǐsče v ∈ V z M nasičeno, če je krajǐsče katere povezave iz M , sicer je
v z M nenasičeno. Če je M takšno prirejanje v grafu G, da so z njim nasičena vsa
vozlǐsča, je prirejanje M popolno prirejanje grafa G.

Zgled 2.28. Poglejmo si graf na sliki 10. Prirejanje M1 = {ab, dh} je prirejanje v grafu.
Vozlǐsče a je z M1 nasičeno, vozlǐsče j pa je z M1 nenasičeno. Prirejanje M2 = {ec, db, dh}
ni prirejanje, saj sta povezavi db in dh incidenčni. Prirejanje M3 = {ad, bc, hj, ei, fg} je
popolno prirejanje grafa na sliki.
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Slika 10: Primer prirejanj v grafu

Naslednji izreki o obstoju popolnega prirejanja v regularnih grafih so povzeti po [4] in
izhajajo iz prvega teoretičnega dela s področja teorije grafov.

Izrek 2.29. Naj bo graf G 1-regularen graf. Tedaj so povezave grafa G popolno prirejanje.

Izrek 2.30. Naj bo graf G 2-regularen graf. Tedaj graf G premore popolno prirejanje
natanko tedaj, ko je vsaka njegova komponenta povezanosti cikel sode velikosti.

Naslednji izrek omenja izraz most. Poglejmo si, kaj to pomeni v grafovskem jeziku.

Definicija 2.31. Naj bo G graf in uv poljubna povezava v G. Naj bo G′ graf, ki ga dobimo
z odstranitvijo povezave uv iz G. Če ima G′ več komponent povezanosti kot G, je povezava
uv most v grafu G.

Izrek 2.32 (Petersenov izrek). Vsak kubičen graf brez mostov premore popolno prirejanje.

Uporaben kriterij za (ne)obstoj popolnega prirejanja je v svojih študentskih letih odkril
angleški matematik William Tutte (1917-2002). Izrek je povzet po [4].

Definicija 2.33. Naj bo G = (V,E) graf in S ⊆ V . Število komponent povezanosti lihe
velikosti grafa G− S, torej podgrafa, induciranega na V \ S, označimo z o(G− S).

Izrek 2.34 (Tutteov izrek o 1-faktorju). Naj bo graf G = (V,E) reda vsaj 2. Tedaj
graf G premore popolno prirejanje natanko tedaj, ko za poljubno podmnožico S ⊆ V velja
o(G− S) ≤ |S|.

Lema 2.35. Naj bo G graf. Če graf G premore popolno prirejanje, potem nima kompo-
nente povezanosti lihega reda.

Lema 2.35 je posledica Tutteovega izreka, saj če v grafu z vsaj eno komponento po-
vezanosti lihega reda za S izberemo prazno množico, S = {}, dobimo o(G − S) ≥ 1,
neenakost o(G− S) ≤ |S| pa ne velja.
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2.5 Razčlenitev in faktorizacija grafov

Pri razčlenitvi in faktorizaciji gre za razcep grafa na podgrafe, kjer vsaka povezava grafa
pripada natanko enemu podgrafu. Pri razčlenitvi graf razčlenimo na podgrafe, pri fakto-
rizaciji pa na vpete podgrafe, imenovane faktorje. Zapǐsimo formalni definiciji, ki sta, kot
tudi ostale definicije, trditve in izreki v tem razdelku, povzeti po [4].

Definicija 2.36. Naj bo G = (V,E) graf. Razčlenitev ali dekompozicija grafa G je
zapis grafa G s povezavno disjunktno unijo njegovih podgrafov. Natančneje, razčlenitev
grafa G je končna množica podgrafov H1, H2, . . . Hk grafa G, za katero velja
V (G) = ∪ki=1V (Hi) in E(G) = ∪ki=1E(Hi) ter E(Hi) ∩ E(Hj) = {}, 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j.
Če so vsi podgrafi Hi med seboj paroma izomorfni, govorimo o izomorfni razčlenitvi.
Faktorizacija grafa G je razčlenitev grafa G na vpete podgrafe ali faktorje, torej je
V (Hi) = V (G) za 1 ≤ i ≤ k. Graf G, ki premore vsaj eno razčlenitev na faktorje, je
faktorabilen.

Opomba 2.37. Za vsak graf G = (V,E) vsaka podmnožica povezav E ′ ⊆ E natanko
določa neki faktor H = (V,E ′) grafa G.

Zgled 2.38. Graf na sliki 11a smo razčlenili na tri podgrafe na sliki 11b, ki med seboj
niso izomorfni.

Slika 11: Primer razčlenitve grafa na neizomorfne podgrafe

Zgled 2.39. Graf na sliki 12a smo razčlenili na tri vpete podgrafe oziroma faktorje na
sliki 12b, ki med seboj niso izomorfni.

Slika 12: Primer faktorizacije grafa na neizomorfne podgrafe

12



Definicija 2.40. Naj bo G = (V,E) graf in H = (V,E ′) njegov vpeti podgraf, z vsemi
vozlǐsči stopnje k, torej k-regularen vpeti podgraf oziroma k-regularen faktor. Faktorju H
rečemo k-faktor. Graf G, ki premore razčlenitev na k-faktorje, je k-faktorabilen.

Opazimo, da vsak 1-faktor v grafu določa neko popolno prirejanje in obratno. Skoraj
bi lahko rekli, da sta kar enaka, toda 1-faktor je podgraf, popolno prirejanje pa le množica
povezav. Pri iskanju 2-faktorjev v grafu gre unije ločenih ciklov, ki vsebujejo vsa vozlǐsča
grafa.

Trditev 2.41. Naj bo G graf in H njegov podgraf. Potem velja:

(i) H je 1-faktor v G natanko tedaj, ko je E(H) popolno prirejanje v G;

(ii) H je 2-faktor v G natanko tedaj, ko je H unija disjunktnih ciklov.

Zgled 2.42. Na sliki 13 je primer 4-regularnega grafa. Pod grafom so tri popolna prire-
janja tega grafa in s tem 1-faktorji. Prvotni 4-regularen graf je tako 1-faktorabilen.

Slika 13: Primer 1-faktorabilnega grafa in njegovi 1-faktorji, vir [4]

Zgled 2.43. V tem zgledu si bomo pogledali Petersenov graf. Petersenov graf je kubičen
graf, dolžina najkraǰsega cikla je enaka 5 in ima številne zanimive lastnosti.
Ena izmed lastnosti Petersenovega grafa je, da premore popolno prirejanje. Primer po-
polnega prirejanja, katerega povezave so označene z rdečo barvo, vidimo na sliki 14.

Slika 14: Popolno prirejanje v Petersenovem grafu
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Petersenov graf lahko razčlenimo na izomorfne podgrafe na več različnih načinov.
Na sliki 15 so prikazani trije primeri izomorfne razčlenitve, kjer je v vsakem od treh
primerov razčlenitev na izomorfne podgrafe razvidna iz barv povezav. Poti Petersenov
graf razčlenijo na pet izomorfnih delov, ostala dva podgrafa pa na tri.

Slika 15: Izomorfne razčlenitve Petersenovega grafa, vir [7]

Poglejmo si še, zakaj Petersenov graf ni 1-faktorabilen.

Izrek 2.44. Petersenov graf ni 1-faktorabilen.

Dokaz. Po Petersenovem izreku vemo, da Petersenov graf premore neko popolno prireja-
nje. Ker je Petersenov graf kubičen, bi 1-faktorizacija pomenila, da lahko njegove povezave
razbijemo v tri ločena popolna prirejanja. Izbrano popolno prirejanje označimo z M . Če
iz Petersenovega grafa P odstranimo povezave M , je graf P \M 2-regularen graf, torej
je vsaka njegova komponenta povezanosti cikel. Po zgledu 2.26 vemo, da P nima hamil-
tonskega cikla, torej mora imeti P \M vsaj dve komponenti povezanosti. Ker pa je v P
najkraǰsi cikel dolžine 5, je torej P \M sestavljen iz dveh ločenih 5-ciklov. Po Lemi 2.35
vemo, da graf z lihimi komponentami povezanosti ne premore popolnega prirejanja.
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3 Izomorfne razčlenitve polnih grafov

V tem poglavju se bomo najprej posvetili Izreku o deljivosti, ki nam poda zadosten in
potreben pogoj, da polni graf lahko razčlenimo na t izomorfnih faktorjev. Na Izrek o
deljivosti se navezujejo tudi ostali izreki o 1-faktorizaciji, razčlenitvi na poti in cikle, ki
jih bomo dokazali v kasneǰsih podrazdelkih.

3.1 Izrek o deljivosti

Presenetljivo je, da za razčlenitev polnega grafa na t izomorfnih faktorjev zadošča le to,
da t deli število povezav polnega grafa. Definicije, zgledi, trditve in njihovi dokazi v tem
razdelku so povzeti po [8].

Definicija 3.1. Naj bo G graf in t naravno število. Potem rečemo, da t deli G, oziroma,
da je graf G t-deljiv, če ga lahko razčlenimo na t izomorfnih faktorjev. Oznaka t|G
pomeni, da obstaja vsaj ena izomorfna faktorizacija grafa G na t izomorfnih faktorjev.
Množico vseh faktorjev H, ki nastopajo v kakšni taki faktorizaciji, označimo z G/t. Če je
H ∈ G/t rečemo, da faktor H t-deli G.

Opomnimo, da je vsak graf 1-deljiv in e-deljiv, kjer je e število povezav grafa.

Zgled 3.2. Naj bo graf G = (V,E) poljuben graf in |V | = v ter |E| = e. Razčlenitvi G/1
rečemo neprava razčlenitev, faktor je enak prvotnemu grafu, G/1 = {G}. Razčlenitvi
G/e pa rečemo trivialna izomorfna razčlenitev, vsak faktor je sestavljen iz ene pove-
zave s krajǐsčema in ostalih nepovezanih vozlǐsč, torej G/e = {K2 ∪ (v − 2)K1}.

Naslednja trditev o deljivosti je skoraj očitna.

Trditev 3.3. Naj bo G = (V,E) graf in t naravno število. Če t deli G, potem velja
t||E(G)|.

Dokaz. V faktorizaciji ima vsak faktor enako število povezav, k. Povezav v vseh t faktorjih
skupaj je kt = |E(G)|.

Da je pogoj iz Trditve 3.3 potreben, a ni zadosten, kaže naslednji zgled.

Zgled 3.4. Graf na sliki 16a ima 6 povezav in je deljiv s 3, ni pa deljiv z 2.
Graf G je deljiv s 3, saj ga lahko razčlenimo na tri poti P3 in prosta vozlǐsča, torej
G/3 = {P3 ∪ 4K1}. Na sliki 16b so povezave vsakega faktorja označene s svojo barvo.

Slika 16: Primer grafa, ki je deljiv s 3 in ni deljiv z 2, vir [8]

Denimo, da je graf G na sliki 16a 2-deljiv, potem ima vsak od ustreznih faktorjev
natanko 3 povezave in 6 vozlǐsč. Glede na lego povezav v faktorju H torej ločimo več
primerov.
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(i) H ∼= P4 ∪ 3K1 : potem ne glede na lego povezav v H velja, da je drugi faktor
izomorfen G \H ∼= P3 ∪K2 ∪ 2K1, torej grafa nista izomorfna (slika 16c).

(ii) H ∼= 3K2 ∪ K1 : ne glede na lego povezav v H velja, da je drugi faktor izomorfen
G \H ∼= K1,3 ∪ 3K1, grafa ponovno nista izomorfna, to je prikazano na sliki 16d.

Podobno velja za ostale primere, zato graf G ni deljiv z 2.

Poglejmo si še en zgled Trditve 3.3, tokrat na polnem grafu K4.

Zgled 3.5. Polni graf K4 ima 6 povezav. Število 6 je deljivo z 1, 2, 3 in 6. Polni graf
K4 je deljiv z 1, govorimo o nepravi razčlenitvi, deljiv s 6, govorimo o trivialni izomorfni
razčlenitvi, deljiv pa je tudi z 2 in 3. Polni graf K4 je 2-deljiv, saj za pot reda 4 velja
P4 ∈ K4/2. Razčlenitev K2 na dve poti P4 je prikazana na sliki 17a, povezave vsakega
faktorja so označene s svojo barvo. Polni graf K4 je s 3 deljiv celo na 2 načina. Lahko ga
zapǐsemo kot povezavno disjunktno unijo treh kopij faktorja P3 ∪ K1, povezave vsakega
faktorja so s svojo barvo prikazane na sliki 17b. Ali pa ga zapǐsemo kot povezavno
disjunktno unijo treh kopij faktorja K2 ∪ K2, torej K2 ∪ K2 ∈ K4/3, kjer so povezave
vsakega faktorja s svojo barvo prikazane sliki 17c. V tem primeru so ustrezni faktorji celo
1-regularni. Množice faktorjev dve in tridelitve K4 zapǐsemo kot K4/2 = {P4 ∪ K1} in
K4/3 = {P3 ∪K1, 2K2}.

Slika 17: Dve in tridelitev polnega grafa K4

Opazili smo, da vsak delitelj števila povezav deli tudi polni graf K4. Kmalu bomo
videli, da je tako za vse polne grafe. To pa je tudi glavni rezultat tega poglavja. To je Izrek
o deljivosti, povzet po [8], ki nekoliko presenetljivo pravi, da je preprosti aritmetični pogoj
iz Trditve 3.3 potreben in zadosten za obstoj vsaj ene izomorfne faktorizacije polnega
grafa. Opomnimo, v definiciji nismo zahtevali, da so faktorji regularni.

Izrek 3.6 (Izrek o deljivosti: Harary, Robinson, Wormald, 1978). Naj bosta n in t naravni

števili. Polni graf Kn je deljiv s t natanko tedaj, ko t deli n(n−1)
2

.

Preden se lotimo dokaza splošnega izreka o deljivosti, ki sledi [8], ga bomo najprej
dokazali v posebnem primeru, ko je t tuj n ali n − 1. To zapǐsemo kot D(t, n) = 1 in
D(t, n−1) = 1. Splošen dokaz bo nato sledil iz vrste pomožnih trditev, ki jih bomo sproti
ilustrirali z zgledi.

Trditev 3.7. Naj bosta t in n naravni števili in Kn polni graf z množico vozlǐsč V in
množico povezav E. Če velja D(t, n) = 1 ali D(t, n− 1) = 1, potem lahko vedno izberemo
permutacijo vozlǐsč φ, φ ∈ Sym(V ), tako, da ima inducirana permutacija na povezavah
φ′(uv) = φ(u)φ(v), φ′ ∈ Sym(E), vse doľzine ciklov deljive s t.

Dokaz. Različne primere glede na n in t bomo obravnavali posebej.
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(i) D(t, n − 1) = 1 in t je liho število. Naj bo V = {1, 2, . . . , n} množica vozlǐsč Kn.

Ker velja t|n(n−1)
2

in D(t, n − 1) = 1, sledi t|n, n = kt. Zato lahko izberemo neko
permutacijo vozlǐsč φ ∈ Sym(V ), ki ima vse dolžine ciklov deljive s t, na primer

(1 2 . . . t)(t+ 1 t+ 2 . . . 2t)(2t+ 1 2t+ 2 . . . 3t) . . . ((k − 1)t+ 1 (k − 1)t+ 2 . . . kt).

Pokazati moramo še, da ima inducirana permutacija φ′ ∈ Sym(E) tudi vse cikle
dolžine večkratnika t. Izberemo si neko povezavo in ločimo primera, ko ima ta
povezava krajǐsči v različnih ciklih φ ali ko ima krajǐsči v istem ciklu v φ. V prvem
primeru naj ima povezava eno krajǐsče v ciklu dolžine a in drugo krajǐsče v ciklu
dolžine b v φ. V inducirani permutaciji φ′ bo ta povezava v ciklu dolžine v(a, b),
oznaka v(a, b) pomeni najmanǰsi skupni večkratnik a in b. Ker t|a in t|b, tudi t|v(a, b).
V drugem primeru naj ima povezava obe krajǐsči v istem ciklu dolžine c v φ. V φ′

bo ta povezava v ciklu dolžine c ali c
2
, ko je c sodo število. Ker je c sodo število in

deljivo s t, ter t liho, velja tudi t| c
2
.

(ii) D(t, n−1) = 1 in t je sodo število. V tem primeru je n−1 liho in sledi 2t|n, n = 2kt.
Lahko izberemo permutacijo φ, da ima vse cikle dolžine večkratnika 2t, na primer
permutacijo

(1 2 . . . 2t)(2t+ 1 2t+ 2 . . . 4t) . . . ((2k − 2)t+ 1 (2k − 2)t+ 2 . . . 2kt).

Da ima tudi permutacija povezav φ′ vse dolžine ciklov deljive s t, sledi podobno kot
zgoraj. Ponovno izberemo povezavo v φ′, ki ima v prvem primeru krajǐsči v različnih
ciklih v φ in v drugem primeru v istem ciklu v φ. V prvem primeru je cikel v φ′, ki
vsebuje to povezavo, dolžine 2t, v drugem primeru pa bodisi 2t, bodisi t.

(iii) D(t, n) = 1 in t je liho število. V tem primeru velja n ≡ 1(mod t), torej n = kt+ 1.
Lahko izberemo permutacijo φ, ki ima k ciklov dolžine t in eno fiksno vozlǐsče.
Ustrezna permutacija φ je na primer

(1 2 . . . t)(t+ 1 t+ 2 . . . 2t) . . . ((k − 1)t+ 1 (k − 1)t+ 2 . . . kt)(kt+ 1).

Ponovno premislimo, v ciklu kolikšne dolžine v permutaciji φ′ se bo pojavila poljubna
povezava. V prvem primeru, ko sta krajǐsči izbrane povezave v ločenih ciklih ter v
drugem primeru, ko sta krajǐsči v istem ciklu od φ. V obeh primerih je cikel v φ′, ki
vsebuje to povezavo, dolžine t. Če je krajǐsče povezave fiksno vozlǐsče, drugo krajǐsče
pa iz cikla dolžine t, bo ta povezava v ciklu dolžine v(1, t) = t.

(iv) D(t, n) = 1 in t je sodo število, velja n ≡ 1(mod 2t), n = 2kt + 1. Ponovno lahko
izberemo permutacijo φ, da bo imela vse cikle dolžine deljive z 2t, razen enega, ki je
fiksno vozlǐsče. Ustrezna permutacija je na primer

(1 2 . . . 2t)(2t+ 1 2t+ 2 . . . 4t) . . . ((2k − 2)t+ 1 (2k − 2)t+ 2 . . . 2kt)(2kt+ 1).

Permutacija ima ponovno eno fiksno vozlǐsče, ostali cikli pa so dolžine 2t. Na podo-
ben način preverimo, ali bo inducirana permutacija φ′ sestavljena iz ciklov dolžine
deljive s t. V prvem primeru, ko sta krajǐsči izbrane povezave iz φ′ v različnih ciklih
v φ, tudi če je eno krajǐsče fiksno, je izbrana povezava v ciklu dolžine 2t. V drugem
primeru, ko sta krajǐsči izbrane povezave v istem ciklu, je ta povezava v φ′ v ciklu
dolžine 2t ali t.
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S tem je trditev dokazana.

Trditev 3.7 zagotovi, da lahko pri danih pogojih zagotovo najdemo “lepo” permutacijo
vozlǐsč, s katero potem v Trditvi 3.8 skonstruiramo ustrezno faktorizacijo.

Trditev 3.8. Naj bodo t, n,Kn, V in E kot prej in naj bo φ′ ∈ Sym(E), takšna permutacija
povezav, zapisana z ločenimi cikli kot φ′ = γ1γ2 . . . γr, da t deli doľzino vsakega njenega
cikla. Naj bodo ei ∈ γi poljubne povezave (po ena iz vsakega cikla). Potem množice

E1 = {(φ′)kt(ei) : i = 1, 2, . . . , r, k = 0, 1, . . . }
E2 = φ′(E1)

E3 = φ′(E2) = (φ′)2(E1)

...

Et = φ′(Et−1) = (φ′)t−1(E1)

določajo particijo množice povezav E(Kn) tako, da so inducirani vpeti podgrafi Hi s pove-
zavno množico Ei izomorfni.

Dokaz. Dokazati moramo, da množice Ei vsebujejo vse povezave polnega grafa Kn, da so
množice Ei res particija povezav E(Kn) ter da so vpeti podgrafi Hi = (V,Ei) med seboj
izomorfni.
V ciklih permutacije φ′ vsaka povezava nastopi natanko enkrat. Če je e ∈ E poljubna
povezava, potem leži v nekem ciklu γi permutacije φ′, ki vsebuje tudi v tem ciklu izbrano
povezavo ei. Zato nekaj zaporednih preslikav s φ′ preslikajo ei v e. Torej, (φ′)s(ei) = e
za neki s, ki ga lahko zapǐsemo kot s = kt + o, kjer je o ostanek pri deljenju s s kt,
0 ≤ o ≤ t − 1. Ker slika (φ′)kt(ei) = e′ leži v E1, sledi e = (φ′)s(ei) = (φ′)o(e′) za neko
povezavo e′ iz E1, torej e leži v množici Eo−1. S tem smo dokazali, da vsaka povezava
iz E leži natanko v eni množici Ei, ki so torej paroma disjunktne. Ker so vsi cikli v
φ′ dolžine deljive s t, je v vseh množicah Ei enako število povezav. Izomorfnost vpetih
podgrafov polnega grafa Kn, induciranih z Ei je zagotovljena, saj je vsaka permutacija
povezav polnega grafa njegov izomorfizem, zato je tudi φ′ izomorfizem celotnega grafa, ki
podgraf induciran z Ei preslika na podgraf induciran z Ei+1.

Iz zadnjih dveh trditev zdaj takoj sledi poseben primer izreka o deljivosti, kot sta ga
neodvisno dokazala dva avtorja okoli leta 1972.

Izrek 3.9 (Guidotti, Schönheim). Naj bosta n in t naravni števili. Če t deli n(n−1)
2

in
D(t, n) = 1 ali D(t, n− 1) = 1, potem je polni graf Kn deljiv s t.

Dokaz. Po Trditvi 3.7 obstaja permutacija vozlǐsč φ, da inducirana permutacija φ′ ustreza
pogojem (vsak cikel je dolžine deljive s t). Iz konstrukcije, opisane v Trditvi 3.8 konstru-
iramo H1, H2, . . . , Ht, izomorfne faktorje, katerih povezavne množice so disjunktne.

Poglejmo si nekaj zgledov t-delitve polnega grafa Kn v skladu s konstrukcijo, ki jo
opisujeta Trditvi 3.7 in 3.8.

Zgled 3.10. Polni graf K5 ima 5·4
2

= 10 povezav in je deljiv z 2. Števili n = 5 in t = 2 sta
tuji in t je sodo. V skladu z dokazom Trditve 3.7, po točki (iv), moramo φ izbrati tako,
da ima eno fiksno vozlǐsče, ostali cikli pa so dolžine 2t. Izberemo permutacijo vozlǐsč

φ = (1 2 3 4)(5),
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ter zapǐsemo permutacijo povezav

φ′ = (12 23 34 14)(15 25 35 45)(13 24).

V skladu s konstrukcijo iz Trditve 3.8, zdaj iz vsakega cikla v φ′ izberemo po eno povezavo,
vzamemo še vse njene slike glede na potence (φ′)kt za k = 0, 1, . . . in dobimo množici
povezav

E1 = {12, 34, 15, 35, 13},

E2 = {23, 14, 25, 45, 24}.

Razčlenitev na dva izomorfna faktorja H1 = (V,E1) in H2 = (V,E2) prikazuje slika 18,
kjer so povezave E1 obarvane z rdečo barvo, povezave E2 pa z modro.

Slika 18: Dvedelitev K5

Zgled 3.11. V primeru faktorizacije K6/5, sta 5 in 6 tuji števili, zato za permutacijo φ
vzamemo fiksno točko in 5-cikel, da ima φ′ same 6-cikle. Izberemo na primer permutacijo
vozlǐsč

φ = (1 2 3 4 5)(6),

permutacija povezav je tako

φ′ = (12 23 34 45 15)(13 24 35 14 25)(16 26 36 46 56).

Množice povezav, ki določajo izomorfne faktorje grafa K6 so tako

E(H1) = {12, 13, 16},

E(H2) = {23, 24, 26},

E(H3) = {34, 35, 36},

E(H4) = {45, 14, 46},

E(H5) = {15, 25, 56}

in so na sliki 19 označene vsaka s svojo barvo.
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Slika 19: Petdelitev polnega grafa K6

Do sedaj smo dokazali le poseben primer izreka o deljivosti. Sam dokaz izreka o
deljivosti, na splošno za vse n in t, pa je dokaj zahteven. Pri dokazovanju si bomo
pomagali s tremi pomožnimi lemami. V primeru, ko je t liho število, sta za dokaz dovolj
prvi dve lemi, ko pa je t sodo, je potrebna še tretja. Leme niso najbolj splošne narave,
vsaka zahteva zelo specifične pogoje.

Lema 3.12. Naj t|Kr, za nek r < n.

(i) Če je t liho število in n ≡ r(mod t), potem t|Kn.

(ii) Če je t sodo število in n ≡ r(mod 2t), potem t|Kn.

Dokaz. Vsako točko Leme 3.12 bomo dokazali posebej.

(i) Prva točka Leme 3.12 nam pove, da je n = kt+ r, za nek k. Vozlǐsča polnega grafa
Kn bomo razdelili v vozlǐsča dveh polnih grafov Kkt in Kr ter skušali skonstruirati
izomorfno faktorizacijo na t faktorjev tako, da bomo uniji povezav dveh faktorjev
manǰsih polnih grafov dodali še nekaj povezav iz celotnega grafa.
Ker je n = kt + r, lahko vozlǐsča V = {1, 2, . . . , n} polnega grafa Kn razdelimo v
dve podmnožici {1, 2, . . . , kt} in {kt + 1, kt + 2, . . . , n}. Prva skupaj s povezavami
določa polni graf Kkt. Ker je t liho in deli kt, je tuje kt − 1, zato po točki (i) iz
dokaza Trditve 3.7 sledi, da za vsako φ, ki ima dolžine ciklov deljive s t, dobimo neko
faktorizacijo za Kkt. Zaradi enostavnosti v tem primeru izberimo kar tako φ, ki ima
dolžine ciklov natanko t. V skladu s Trditvijo 3.8, iz vsakega cikla izberemo po
eno povezavo, da dobimo množico E ′ in particijo povezav {E ′, φ′E ′, . . . , (φ′)t−1E ′}
polnega grafa Kkt. Če je G′ podgraf induciran na E ′, potem je G′ ∈ Kkt/t.
Druga množica vozlǐsč {kt+1, kt+1, . . . , n} vsebuje r vozlǐsč in skupaj s povezavami
določa polni graf Kr. Po predpostavki vemo, da je Kr deljiv s t, torej naj bo
{F1, F2, . . . , Ft} faktorizacija Kr, kjer je vsak faktor izomorfen nekemu grafu H.
Imamo torej t-delitev Kkt in Kr. Poglejmo si, kako skonstruiramo t-delitev Kn. V
vsakem od k ciklov permutacije φ vozlǐsč Kkt izberemo eno vozlǐsče vi, 1 ≤ i ≤ t.
Za vsak 1 ≤ j ≤ t si poglejmo množico Dj, ki je množica kr povezav polnega grafa
Kn, ki povezujejo vozlǐsča grafa Kr s k vozlǐsči φjvi. Sedaj formulirajmo t množic
povezav Ej = Dj ∪ (φ′)jE ′∪Fj. Preden dokažemo, da je {E1, E2, . . . , Et} izomorfna
faktorizacija polnega grafa Kn, si poglejmo sliko 20.
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Slika 20: Faktor v K21/15

Na sliki 20 je prikazana množica povezav Ej v faktorizaciji K21/15, za n = 21,
t = 15, r = 6 in k = 1. Vsak faktor v K15/15 ima 7 povezav, povezave (φ′)jE ′,
faktorja v K15/15, so obarvane z rdečo barvo. Faktor Fj v K6/15 ima eno povezavo,
ta je obarvana z zeleno. Z modro barvo so označene povezave od vozlǐsča vi do
polnega grafa K6, to so povezave Dj.
Vrnimo se k dokazu in pokažimo, da so množice Ej particija povezav polnega grafa
Kn. Ker so cikli v permutaciji vozlǐsč φ dolžine t, so množice Dj particije ktr
povezav, ki povezujejo vozlǐsča grafa Kkt z vozlǐsči grafa Kr. Ker množice povezav
(φ′)jE ′ dajo faktorizacijo grafa Kkt in so Fj faktorizacija Kr sledi, da množice Ej

tvorijo faktorizacijo Kn. Za vsak j, 1 ≤ j ≤ t, naj bo Gj vpeti podgraf polnega
grafa Kn, induciran na Ej, torej Gj = (V,Ej) in naj bo Jj faktor v Kkt induciran na
(φ′)jE ′. Dokazati moramo, da velja G1

∼= Gj za vsak 1 ≤ j ≤ t. Spomnimo se grafa
H, ki je izomorfen faktorju polnega grafa Kr, H ∼= Fj. Sedaj lahko upoštevamo
da je G1 enak uniji J1, H ter kr povezav, ki povezujejo vozlǐsča {vi, v2, . . . , vk} z
vozlǐsči grafa H. Podobno, Gj je unija Jj, H ter kt povezav, ki povezujejo vozlǐsča
{φj(v1), φ

j(v2), . . . , φ
j(vk)} z vozlǐsči grafa H. Ker je φj izomorfizem grafa J1 v graf

Jj, ki za vsak 1 ≤ i ≤ k slika vozlǐsča vi v φj(vi), vidimo, da sta G1 in Gj izomorfna
med seboj. Tako je G1 ∈ Kn/t in s tem je prvi del leme dokazan.

(ii) Za n = 2kt + r je dokaz podoben. Vozlǐsča polnega grafa Kn razdelimo v dve
množici {1, 2, . . . , 2kt} in {2kt + 1, 2kt + 2, . . . , n}, ki predstavljata množici vozlǐsč
dveh polnih grafov. Prva množica vozlǐsč s povezavami predstavlja polni graf K2kt,
druga pa polni graf Kr. Ker je t sodo število in deli 2kt, sta si 2kt−1 in t tuji števili.
Po Trditvi 3.7 lahko izberemo takšno permutacijo φ, da so dolžine ciklov deljive s t,
izberemo pa takšno permutacijo vozlǐsč, da so cikli dolžine 2t. V skladu s Trditvijo
3.8 iz vsakega cikla izberemo po eno povezavo, da dobimo množico E ′ in particijo
povezav {E ′, φ′E ′, . . . , (φ′)t−1E ′}. Nadaljevanje dokaza je enako kot v prvi točki.

V naslednji pomožni lemi bomo namesto vozlǐsč v polnem grafu označili povezave.
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Definicija 3.13. Množica povezav grafa je neodvisna, če noben par povezav nima sku-
pnega krajǐsča.

Lema 3.14. Povezave v Kn lahko oštevilčimo tako, da za vse m < n−1
2

velja, da je vsaka
podmnožica m povezav z zaporednimi oznakami neodvisna.

Pred dokazom Leme 3.14 si poglejmo zgled ustreznega oštevilčenja v K7.

Zgled 3.15. V polnem grafu K7 je največje število m, da m zaporednih povezav nima
skupnega vozlǐsča, m = 2. Na sliki 21 vidimo prvih devet označenih povezav, nobeni dve
zaporedni nista sosednji. Kako nadaljevati oštevilčenje, je razvidno iz dokaza Leme 3.14.

Slika 21: Prvih 9 označenih povezav v K7, vir [8]

Dokaz. Naj bo polni graf Kn z vozlǐsči V = {v1, v2, . . . , vn}. Lemo 3.14 bomo za lih in
sod n dokazali posebej.

(i) n je liho število: Povezave polnega grafa zapǐsemo v množice Lj, kjer je 0 ≤ j ≤ n−1,

Lj = {{vi+j, vn−i+j} : 1 ≤ i ≤ n− 1

2
}.

Vsaka povezava je torej oblike {vi+j, vn−i+j}, kjer so vsi indeksi po modulu n in je

označena z i+ j(n−1)
2

, glede na i in j. Zapǐsimo množice Lj.

L0 = {{v1, vn−1}, {v2, vn−2}, . . . , {vn−3
2
, vn+3

2
}, {vn−1

2
, vn+1

2
}}

L1 = {{v2, vn}, {v3, vn−1}, . . . , {vn−1
2
, vn+5

2
}, {vn+1

2
, vn+3

2
}}

...
Ln−1 = {{vn, v2n−2}, {vn+1, v2n−3}, . . . , {v 3n−5

2
, v 3n+1

2
}, {v 3n−3

2
, v 3n−1

2
}}

V množici L0 so povezave označene z (1, 2, . . . , n−1
2

), v L1 (n+1
2
, n+3

2
, . . . , n − 1), in

tako naprej. Ker je množic Lj natanko n in v vsaki množici n−1
2

povezav, so to
ravno vse povezave v polnem grafu. Za noben par i in j ter lih n ne dobimo, da bi
se kakšna povezava pojavila dvakrat v eni množici Lj ali v dveh množicah hkrati,
torej so množice Lj kar particija povezav.
Poglejmo si zapis množic L in oznake povezav za polni graf K7, iz zgleda 3.15. Zapis
16 pomeni povezavo {v1, v6}.
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L0 = {16, 25, 34} L4 = {35, 26, 17}
L1 = {27, 36, 45} L5 = {46, 37, 12}
L2 = {13, 47, 56} L6 = {57, 14, 23}
L3 = {24, 15, 67}

Povezava 16 je označena z 1, 25 z 2, 34 s 3 in tako naprej, do povezave 23, ki je
označena z 21.

Preveriti moramo še, da je res vsaka množica m povezav neodvisna. Po predpostavki
mora veljati m < n−1

2
, torej je m lahko m ≤ n−3

2
.

• m = 2 in n > 5 : Očitno je, da v isti množici Lj dve zaporedni povezavi nimata
skupnega vozlǐsča. Vzemimo sedaj zadnjo povezavo v Lj in prvo v Lj+1, na
primer zadnjo v L0 in prvo v L1. To sta povezavi {vn−1

2
, vn+1

2
} in {v2, vn}.

Vozlǐsče je v tem primeru skupno le, ko je n = 5. Po predpostavki mora biti n
strogo večji od 5.

• m = 3 in n > 7: V isti množici Lj tudi 3 zaporedne povezave nimajo sku-
pnega vozlǐsča. Poglejmo si zadnji dve iz Lj in prvo iz Lj+1. Ponovno vzemimo
množici L0 in L1. Povezave, ki nas zanimajo, so {vn−3

2
, vn+3

2
}, {vn−1

2
, vn+1

2
} in

{v2, vn}. Za n, strogo večji od 7, te povezave nimajo skupnih vozlǐsč. Vze-
mimo še zadnjo povezavo iz Lj in prvi dve iz Lj+1. Iz množic L0 in L1 so to
{vn−1

2
, vn+1

2
}, {v2, vn} in {v3, vn−1}. Ponovno, povezave nimajo skupnih vozlǐsč.

Kot smo dejali, je vrednost m lahko največ n−3
2

, torej moramo preveriti, da n−3
2

zaporednih povezav nima skupnega vozlǐsča. Če iz množice povezav Lj vzamemo
zadnjih k povezav in iz množice Lj+1 prvih n−3

2
− k povezav, povezave nimajo sku-

pnega vozlǐsča. Torej je povezave v polnem grafu Kn možno označiti tako, da m
zaporednih povezav nima skupnega vozlǐsča. Pri tem je m strogo manǰsi od n−1

2
. S

tem smo dokazali Lemo 3.14, ko je n liho število.

(ii) n je sodo število: Povezave polnega grafa podobno kot zgoraj zapǐsemo v množice
in jih označimo. Množice povezav Lj, kjer je 0 ≤ j ≤ n

2
− 1, so oblike Lj = L′j ∪L′′j .

Lj = {{vi+j, vn+1−i+j} : 1 ≤ i ≤ n

2
} ∪ {{vi+j+1, vn+1−i+j} : 1 ≤ i ≤ n

2
− 1}

Povezave v L′j označimo s številom i+ (n− 1)j, povezave v L′′j pa z n
2

+ i+ (n− 1)j.
Zapǐsimo množice L0, L1, . . . , Ln

2
−1, kot zgoraj.

L0 = {{v1, vn}, {v2, vn−1}, . . . , {vn
2
, vn

2
+1}, {v2, vn}, {v3, vn−1}, . . . , {vn

2
, vn

2
+2}}

L1 = {{v2, vn+1}, {v3, vn}, . . . , {vn
2
+1, vn

2
+2}, {v3, vn+1}, {v4, vn}, . . . , {vn

2
+1, vn

2
+3}}

...
Ln

2
−1 = {{vn

2
, v 3n

2
−1}, . . . , {vn−1, vn}, {vn

2
+1, v 3n

2
−1}, . . . , {vn−1, vn+1}}

Množice Lj so particije povezav, n
2

množic z n− 1 elementi nam poda vse povezave
polnega grafa. V L0 je prvih zaporednih n − 1 povezav, podobno kot pri zgornjem
primeru dokaza, vsaka povezava je označena s celim številom od 1 do n(n−1)

2
.

Ko na način kot v zgornjem delu dokaza preučimo ta način označevanja povezav
ugotovimo, da m−2

2
zaporednih povezav (tudi med sosednjimi množicami L) nima
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skupnega vozlǐsča, torej si niso sosednje. S tem je zaključen še drugi del dokaza in
dokazana Lema 3.14.

Naslednji zgled nam prikazuje ustrezno oštevilčenje povezav v K6.

Zgled 3.16. Zapǐsimo množice L s povezavami za polni graf K6 po načinu opisanem v
dokazu Leme 3.14, ko je n sodo število.

L0 = {16, 25, 34, 26, 35}
L1 = {12, 36, 45, 13, 46}
L2 = {23, 14, 56, 24, 15}

Povezava 16 ima oznako 1, 25 oznako 2 in tako naprej, vse do povezave 15 z oznako 15.

Slika 22: Označene povezave v K6

Kot posledico Leme 3.14 lahko potrdimo Izrek o deljivosti za lih t.

Posledica 3.17. Naj bo n naravno in t liho naravno število in naj velja t|n(n−1)
2

. Potem
je polni graf Kn deljiv s t.

Dokaz. Vemo, da t deli n(n−1)
2

in je t liho število. Naj bo r ostanek pri deljenju n s t, torej

n = xt+ r, kjer je 0 ≤ r < t. Naj tudi velja, da t deli r(r−1)
2

. To zapǐsimo kot kt = r(r−1)
2

.
Poglejmo si primere za različne k.

(i) Naj bo k = 0. Potem je r = 0 ali r = 1. Iz tega sledi, da je D(n− 1, t) = 1 oziroma
D(n, t) = 1. Za takšne primere smo to, da t deli Kn, dokazali že v Izreku 3.9.

(ii) Naj bo sedaj k > 0. Ker velja da je r < t, je potem k < r(r−1)
2

. To pa po
Lemi 3.14 pomeni, da v polnem grafu Kr lahko povezave označimo tako, da je
vsaka podmnožica k povezav, označena z zaporednimi števili, neodvisna. Povezave
Kr lahko zapǐsemo v disjunktne množice L1, L2, . . . , Lt, kjer je prvih k povezav
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v L1 in tako naprej. V vsaki množici Li je k povezav. Ker se v množicah Li

povezave ne ponavljajo, je to kar faktorizacija polnega grafa. In ker v vsaki Li

nobeni dve zaporedni povezavi nimata skupnega vozlǐsča, je vsak faktor izomorfen
kK2 z izoliranimi vozlǐsči.
Kot smo videli, je Kr deljiv z r. Ker je r < n in n ≡ r(mod t), po Lemi 3.12 velja
tudi, da je Kn deljiv s t.

Nadaljujmo s tretjo lemo, ki nam bo pomagala dokazati splošni izrek o deljivosti.

Lema 3.18. Naj bodo n, t in r cela števila. Število t naj bo sodo in t > 4, velja naj še
r = n− t in t > r > 1. Denimo, da obstaja faktorizacija polnega grafa Kr na t faktorjev
tako, da je prva polovica faktorjev H ′1

∼= H ′2
∼= . . . ∼= H ′t

2

∼= G ∪ 2K1, druga polovica pa

H ′t
2
+1
∼= H ′t

2
+2
∼= . . . ∼= H ′t

∼= G ∪K2, pri čemer je G neki graf reda r − 2. Tedaj je polni

graf Kn deljiv s t.

Dokaz. Naj bo polni graf Kn z množico vozlǐsč V = {1, 2, . . . , n}. Njegov podgraf naj bo
polni graf Kt z množico vozlǐsč V = {1, 2, . . . , t}. Izberemo permutacijo vozlǐsč polnega
grafa Kt, φ = (1 2 . . . t). Ker je t sodo, je en cikel v inducirani permutaciji φ′ dolžine
t
2

in ta cikel vsebuje povezave oblike {1, 1 + t
2
}, {2, 2 + t

2
}, . . . Torej φ′ je unija ločenih

ciklov γ1γ2 . . . γ t
2
, kjer je zadnji cikel dolžine t

2
, ostali pa so dolžine t. Naj bo množica S

množica povezav S = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, . . . , {1, t
2
− 1}, {1, 2 + t

2
}, {2, 2 + t

2
}}. Ker je

t > 4 vidimo, da množica S vsebuje natanko eno povezavo iz vsakega cikla permutacije φ′.
V množici S opazimo, da imajo vse povezave za eno krajǐsče vozlǐsče 1, razen povezava
{2, 2 + t

2
}. Ta povezava je iz cikla γ t

2
v φ′. V ciklu γ t

2
so med seboj neodvisne povezave.

Povezave Kt zapǐsemo v disjunktne množice Si, kjer je povezava med vozlǐsčema i in j
označena z {vi, vj}. Te množice se ločijo na dve podmnožici, druga podmnožica je brez
povezav, ki nastopajo v ciklu dolžine t

2
. Disjunktne množice Si so

Si =

{
S ′i; 1 ≤ i ≤ t

2

S ′i − {vi+1, vi+1+ t
2
}; t

2
< i ≤ t

,

S ′i = {{vi, vi+1}, {vi, vi+2}, {vi, vi+3}, . . . , {vi, v t
2
−i}, {vi, vi+1+ t

2
}, {vi+1, vi+1+ t

2
}},

kjer je |S ′i| = t
2
. Torej je |Si| = t

2
· t
2

+ ( t
2
− 1) · t

2
= t(t−1)

2
. Prve t

2
povezave Si vsebujejo

tricikel in povezave iz vozlǐsča vi, drugih t
2

povezav ne tvori tricikla, vendar so zgolj
povezave iz vozlǐsča vi.
Naj bo polni graf Kr z množico vozlǐsč {t+ 1, t+ 2, . . . , n} in naj bo T množica povezav
od vozlǐsča vi do vseh vozlǐsč Kr. Po predpostavki je polni graf Kr deljiv s t, torej je
Kr/t = {G1, G2, . . . , Gt} in za nek graf G velja G1

∼= . . . G t
2

∼= G ∪ 2K1 in G t
2
+1
∼= . . . ∼=

Gt
∼= G ∪K2. Naj bodo F1, F2, . . . , Ft množice povezav faktorjev G1, G2, . . . , Gt.

Skonstruirajmo graf v Kn/t. Naj bo H1 podgraf polnega grafa Kn z množico povezav
E1 = S ′i ∪ T ∪ F1. Preden dokažemo, da je H1 faktor v t-delitvi Kn, si poglejmo sliko 23.

Torej, n = 9, t = 6 in r = 3. Prvo poglejmo na sliko 23a. Množica povezav v K6,
je S1 = {12, 15, 25}. Te povezave so označene z modro barvo. Vozlǐsče 1 je povezano z
vsemi vozlǐsči K3, to so povezave T , obarvane so z zeleno. V K3 je faktor G∪ 2K1

∼= 3K1

(2 zaradi 2K2 in eno vozlǐsče od G, ki ima r − 2 vozlǐsč). Pri množicah povezav S2 in S3

je stvar simetrična. Na sliki 23b pa je prikazano za drugo polovico množic povezav Si.
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Slika 23: Dva faktorja v izomorfni faktorizaciji K9/6, vir [8]

Modre povezave predstavljajo S4 = {45, 24}, povezave T , torej vozlǐsče 4 povezano s K3

pa predstavljajo zelene povezave. Povezave faktorja v K3, ki je G ∪ K2
∼= K1 ∪ K2, so

obarvane rdeče.
Nadaljujmo z dokazom. Naj bo Ei = Si ∪ Fi ∪ Ti. Podobno kot v dokazu Leme 3.12
opazimo, da so množice E1, E2, . . . , Et particija polnega grafa Kn.
Naj bo Hi podgraf polnega grafa Kn z množico povezav Ei, 1 ≤ i ≤ t. Dokazati moramo,
da je vsak Hi izomorfen H1. Zopet je podobno kot pri dokazu Leme 3.12, jasno je, da
velja Hi

∼= H1, 1 ≤ i ≤ t
2

in podobno Hi
∼= Ht,

t
2
< i ≤ t. Dokazati moramo še, da velja

H1
∼= Ht.

Najprej si poglejmo, da je Hi ∈ Kn/t. Množice povezav Si nam podajo particijo povezav
Kt, vsako vozlǐsče iz Kt je povezano z vozlǐsči Kr, Kr pa je t-deljiv po predpostavki. Torej
gre res za particijo povezav polnega grafa Kn. Preverimo še izomorfnost faktorjev. Prvih
t
2

je očitno izomorfnih med seboj, tako kot tudi drugih t
2

faktorjev. Osredotočimo se samo
na H1 in Ht. V množici S ′i, ko je 1 ≤ i ≤ t

2
je ena povezava več kot v množici S ′i, ko je

t
2
< i < t. To je ravno povezava, ki ni incidenčna z vi in tvori tricikel. Prvih t

2
faktorjev v

Kr so G∪2K1, drugih t
2

faktorjev pa ima eno povezavo več, to je povezava od K2. Ravno
ta povezava tvori “novi” tricikel, ki ga v Kt ni “več”. S tem smo prǐsli do konca dokaza
Leme 3.18.

Poglejmo si še zadnjo pomožno trditev oziroma posledico, ki nam bo pomagala pri
dokazu Izreka o deljivosti.

Posledica 3.19. Naj velja t(2m + 1) = n(n− 1) in m ≤ n−3
2

, kjer je m ≥ 0 in n, t > 0.
Obstaja faktorizacija Kn na t faktorjev tako, da je t

2
faktorjev izomorfnih G ∪ 2K1,

t
2

faktorjev pa izomorfnih G ∪K2, kjer je G izomorfen nK2, z izoliranimi vozlǐsči.

Dokaz. Posledico 3.19 bomo dokazali za dva primera vrednosti m.

• Naj bo m < n−3
2

. Po Lemi 3.14 vemo, da lahko v polnem grafu Kn povezave
po določenem postopku označimo tako, da m zaporednih povezav nima skupnega
vozlǐsča. Zapǐsimo particijo povezav Kn v t

2
množic z m povezavami in t

2
množic z

m+ 1 povezavami, da so oznake povezav zaporedne. To so ravno vse povezave Kn,
ker je po predpostavki t

2
·m + t

2
· (m + 1) = t

2
(2m + 1) = n(n−1)

2
. Po Lemi 3.14 je

zaporednih povezav brez skupnega vozlǐsča največ m + 1, m + 1 ≤ n−2
2

. Torej je
vsak izmed “prvih” t

2
faktorjev res izomorfen mK2 plus vsaj dve izolirani vozlǐsči

(2K1), “drugih” t
2

faktorjev pa izomorfnih (m+ 1)K2 z izoliranimi vozlǐsči.
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• Naj bo m = n−3
2

. Potem je t(n − 2) = n(n − 1). Ker je Kn deljiv s t, t deli n(n−1)
2

in t ne deli n(n− 1), sledi (n− 2)|n(n− 1). Števili n− 1 in n− 2 sta si tuji, torej
(n− 2)|n. To je res le, če je n = 3 ali n = 4.
Naj bo n = 4, torej m = 1

2
, kar je protislovje, saj mora biti m celo število.

Naj bo sedaj n = 3. Iz tega sledi, da je m = 0 in t = 6. Faktor v K3/3 je K2 ∪K1.
Zadostuje, da je G ∼= K1 in s tem je dokaz Posledice 3.19 zaključen.

Pripravljeni smo, da dokažemo Izrek o deljivosti.

Dokaz. Lotimo se dokaza Izreka o deljivosti. Naj bo Kn polni graf reda n in t|n(n−1)
2

.

Dokazati želimo, da je Kn deljiv s t. Če je t liho število, smo izrek dokazali že v Posledici
3.17. Zato naj bo sedaj t sodo število.
Naj bo r′ ostanek pri deljenju n z 2t, r′ = n − 2kt, 0 ≤ r′ < 2t. Potem t| r

′(r′−1)
2

, torej

tx = r′(r′−1)
2

.

Če je r′ < t in r′ 6= 0, je x > t. Iz tega sledi x < r′−1
2

. To so enaki kriteriji kot pri
Posledici 3.17, torej je dokazano že zgoraj.
Naj bo sedaj r′ ≥ t in r = r′ − t. Ker mora veljati t|n(n−1)

2
, mora biti r po velikosti med

1 in t, torej 1 < r < t. Ob upoštevanju še pogoja n ≡ t+ r(mod 2t) ugotovimo, da mora

biti t > 4, saj za t ≤ 4 pogoj t|n(n−1)
2

ni izpolnjen. Torej, imamo sod t, r′ ≥ t, t > 4 in

r = r′−t. Tu bomo uporabili Lemo 3.18 in poiskali faktorizacijo Kr′/t. Vemo, da t| r
′(r′−1)

2
,

ob upoštevanju da je r′ = r + t, sledi t| r(r−1)−t
2

. Naj bo sedaj y ≥ 0, y = r(r−1)
2t− 1

2

. Ker je
r
t
< 1, je y < r−2

2
. Ker je y celo število, je y ≤ r−3

2
. Sedaj lahko uporabimo Posledico

3.19, kjer je m = y in n = r, tako je t(2y+1) = r(r−1). To nam da faktorizacijo polnega
grafa Kr. Ker po Posledici 3.19 obstaja faktorizacija Kr/t, po Lemi 3.18 obstaja tudi
faktorizacija Kr′/t. Po predpostavki velja n ≡ r′(mod t) in r′ < n, torej je po Lemi 3.12
Kn deljiv s t in s tem je Izrek o deljivosti dokazan.

V naslednjem razdelku si bomo ogledali še nekaj zgledov uporabe dokazanega izreka.

3.2 Trideljivost nekaterih polnih grafov

Spoznali smo, da polni graf lahko razčlenimo na več izomorfnih faktorjev, če je le izpolnjen
pogoj. Če faktor vsebuje vsaj dve povezavi opazimo, da je za faktor možnih več različnih
vpetih podgrafov z enakim številom povezav. Vendar tu je potrebno dobro premisliti,
kateri so res elementi faktorizacije. V tem razdelku si bomo pogledali razčlenitev polnih
grafov K6 in K7. Oba je po izreku o deljivosti možno razčleniti na 3 izomorfne faktorje.
Pri polnem grafu K10 bomo ugotovili da je trideljiv, vendar ne na Petersenove grafe. Prva
zgleda ki sledita, zgled 3.21 in 3.22, sta povzeta po [8] in [11].

Posledica 3.20. Naj bo n naravno število in p liho praštevilo. Polni graf Kn je deljiv s
p natanko tedaj, ko je n ≡ 0(mod p) ali n ≡ 1(mod p).

Dokaz. Po Izreku o deljivosti vemo, če je Kn deljiv s p, potem velja p|n(n−1)
2

. To velja
natanko tedaj, ko p deli n ali p deli n− 1.

Posebej se bomo posvetili primeru, ko je p = 3. Primer p = 2 pa bomo obravnavali v
razdelku o sebi-komplementarnih grafih.
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Zgled 3.21. Faktorizacija K6/3 je možna na 9 različnih načinov. Vsi ti faktorji so prika-
zani na sliki 24.

Slika 24: Faktorji v tridelitvi K6, vir [8]

Polni graf K6 ima 6·5
2

= 15 povezav. Ker nas zanima delitev K6 na tri dele, mora
imeti vsak faktor 5 povezav. Najprej poǐsčimo vse vpete podgrafe v K6, ki imajo natanko
pet povezav. Vsi ti so prikazani na sliki 25. Za vpete podgrafe od A do vključno z
I bomo pokazali, da obstaja permutacija φ in inducirana permutacija φ‘, iz katere jih
lahko konstruiramo, za vpete podgrafe od J do O pa bomo pokazali, da razčlenitev na te
faktorje ni možna.

Slika 25: Vpeti podgrafi s petimi povezavami v polnem grafu K6, vir [11]
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Naj bo V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} množica vozlǐsč in za permutacijo vozlǐsč izberemo

φ = (1 2 3)(4 5 6).

Permutacija povezav je

φ′ = (12 23 13)(14 25 36)(15 26 34)(16 24 35)(46 45 56).

Iz permutacije povezav φ′ sledijo naslednje množice povezav Ei, ki so zapisane v tabeli
3.21. Inducirani podgrafi Hi = (V,Ei) so med seboj izomorfni.

Faktor H1 H2 H3

A E1 = {12, 14, 26, 35, 56} E2 = {23, 25, 34, 16, 46} E3 = {13, 36, 15, 24, 45}
B E1 = {12, 25, 34, 24, 56} E2 = {23, 36, 15, 35, 46} E3 = {13, 14, 26, 16, 45}
C E1 = {12, 25, 26, 35, 45} E2 = {23, 36, 34, 16, 56} E3 = {13, 14, 15, 24, 46}
D E1 = {12, 25, 15, 16, 45} E2 = {23, 36, 26, 24, 56} E3 = {13, 14, 34, 35, 46}
E E1 = {12, 14, 26, 16, 45} E2 = {23, 25, 34, 24, 56} E3 = {13, 36, 15, 35, 46}
F E1 = {12, 14, 15, 16, 46} E2 = {23, 25, 26, 24, 56} E3 = {13, 36, 34, 35, 46}
G E1 = {12, 36, 34, 35, 56} E2 = {23, 14, 15, 16, 46} E3 = {13, 25, 26, 24, 45}
H E1 = {13, 25, 34, 16, 46} E2 = {12, 36, 15, 24, 45} E3 = {23, 14, 26, 35, 56}
I E1 = {12, 14, 15, 24, 45} E2 = {23, 25, 26, 35, 56} E3 = {13, 36, 34, 16, 45}

Tabela 1: Množice povezav faktorjev v K6/3

Tridelitev polnega grafa K6 od A do I je prikazana na sliki 26. V vsakem vpetem
podgrafu od A do I so povezave E1 označene s črno barvo, E2 z zeleno in E3 z rdečo
barvo.

Slika 26: Izomorfna faktorizacija K6/3

29



Poglejmo si še, zakaj vpeti podgrafi od J do O niso elementi K6/3.

• J : Vpeti podgraf J vsebuje vozlǐsče stopnje 5, kar je maksimalna stopnja v K6. Naj
bo sedaj graf G po odstranitvi povezav vpetega grafa J iz K6, G = K6 \ J . Graf G
ima eno prosto vozlǐsče, največja stopnja vozlǐsča je 4. Očitno je, da J ni element
K6/3.

• K: Naj bo G graf po odstranitvi povezav vpetega grafa K iz K6, G = K6 \ K.
Graf G ima štiri vozlǐsča stopnje 4, eno vozlǐsče stopnje 3 in eno vozlǐsče stopnje 1.
Naj bo G′ = G \K, to lahko storimo le na en način - vozlǐsče stopnje 2 v K mora
biti v G tisto stopnje 4, ki je sosednje vozlǐsču stopnje 1. V G′ so cikli, pridemo do
protislovja.

• L: Vpeti podgraf L je 5-cikel. Povezavna disjunktna unija treh 5-ciklov bi bil graf
s samimi sodimi vozlǐsči, K6 je graf lihe stopnje. Pridemo do protislovja.

• M : Vpeti podgraf M ima 2 vozlǐsči lihe stopnje, 3 vozlǐsča sode stopnje in eno
izolirano vozlǐsče. V povezavni disjunktni uniji treh faktorjev izomorfnih M , morajo
vse povezave, katerih vozlǐsča so lihe stopnje, tvoriti ravno popolno prirejanje v
polnem grafu K6, kot je prikazano na sliki 27a. Preostali trije 4-cikli nikakor ne
dopolnjujejo povezav popolnega prirejanja tako, da bi bila povezavna disjunktna
unija izomorfna polnemu grafu K6.

Slika 27: Vpeti podgraf tipa M v K6, vir [11]

• N : Vpeti podgraf N je nepovezan in vsebuje dve vozlǐsči stopnje 1, ostala tri
vozlǐsča pa so stopnje 2. Na sliki 28b je prikazano, ko povezavam prvega vpetega
grafa N črne barve dodamo povezave izomorfnega vpetega grafa rdeče barve, tako
da se povezave ne prekrivajo. Povezave drugega vpetega grafa so enolično določene.
Ugotovimo, da graf Kn \ 2N ni izomorfen vpetemu grafu N .

Slika 28: Vpeti podgraf tipa N v K6, vir [11]
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• O: Vpeti graf O ima vozlǐsče stopnje 3, imenujmo ga glavno vozlǐsče. Povezave, ki
niso incidenčne z glavnim vozlǐsčem, imenujmo rep. Ponovno želimo, da je disjunk-
tna unija povezav treh vpetih grafov O (iz črnega, rdečega in zelenega), izomorfna
polnemu grafu K6. Najprej fiksirajmo povezave prvega faktorja črne barve, kot je
na sliki 29. Fiksirajmo še glavno vozlǐsče za drugi faktor rdeče barve.

– Očitno glavno vozlǐsče drugega faktorja ne bo vozlǐsče 4, saj je maksimalna
stopnja vozlǐsč v K6 enaka 5.

– Recimo, da je to vozlǐsče 5. Kot je prikazano na sliki 29b, bo rep rdečega
faktorja potekal med vozlǐsčema 4 in 6, da zagotovo ne bo imel tricikla. Za
tretjo kopijo grafa zagotovo preostane cikel (1231), kar je v protislovju, saj
vpeti podgraf O ne premore cikla.

– Recimo, da je glavno vozlǐsče drugega faktorja s povezavami rdeče barve, vo-
zlǐsče 6, kot je na sliki 29c. Rep je v tem primeru ponovno enolično določen,
poteka skozi vozlǐsči 1 in 5. Ugotovitev je podobna kot zgoraj, za tretji faktor
nam preostane cikel.

– Preostali sta nam le še dve možnosti. Popolnoma enako je, če je glavno vozlǐsče
vozlǐsče 2 ali 3, tako da za glavno vozlǐsče lahko izbiramo še med vozlǐsčema 1
in 2. Recimo, da je vozlǐsče 1 glavno vozlǐsče drugega faktorja, s povezavami
rdeče barve in vozlǐsče 2 glavno vozlǐsče tretjega faktorja s povezavami zelene
barve. Vozlǐsči 1 in 2 sta povezani in sta del tretjega faktorja. Opazimo, da
je rep tretjega faktorja enolično določen, za drugi faktor pa ponovno nastane
cikel (slika 29d).

Slika 29: Vpeti podgraf tipa O v K6, vir [11]

Polni graf reda 6 smo razčlenili na tri izomorfne faktorje na 9 različnih načinov, 9
različnih faktorizacij. Ker polni graf ni imel označenih vozlǐsč (razen, da smo lažje zapi-
sali povezave), smo našli po eno možno rešitev. Če polnemu grafu K6 označimo vozlǐsča,
dobimo več različnih rešitev. Če bi problem raziskovali še naprej, bi nas lahko zanimalo,
koliko različnih označenih faktorjev lahko najdemo v polnem grafu K6. Bralec si v [11]
lahko sam prebere, na koliko različnih načinov si lahko izberemo na primer 4-cikel in
prosto povezavo pri vpetem podgrafu H, iz slike 25. Torej, koliko različno označenih
podgrafov H najdemo v polnem grafu K6. Da malce vzbudimo radovednost, vozlǐsča za
4-cikel med 6 vozlǐsči izberemo na

(
6
4

)
načinov, s temi 4 vozlǐsči pa obstajajo 3 različni

4-cikli. Ko imamo 4-cikel, so povezave faktorja H enolično določene. Torej, v polnem
grafu K6 najdemo

(
6
4

)
· 3 = 45 različnih faktorjev izomorfnih H. Različnih faktorizacij,

da je faktor izomorfen H, pa je tako 45
3

= 15.
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Pred nami je še razčlenitev polnega grafaK7/3. Vsak faktor ima 7 povezav. Faktorje bi
lahko ponovno našli z metodo konstrukcije izomorfne faktorizacije. Vendar, ker je vpetih
grafov s 7 vozlǐsči in 7 povezavami v polnem grafu K7 natanko 65, jih v tem primeru
ne bomo iskali. Od 65 vpetih grafov s sedmimi povezavami v K7, jih 24 ni faktorjev v
faktorizaciji K7/3.

Zgled 3.22. Polni graf K7 je 3-deljiv, množica faktorjev K7/3 vsebuje 41 elementov in
so prikazani na sliki 30.

Slika 30: Faktorji v K7/3, vir [8]

Zaradi dolgotrajnosti ne bomo pokazali da to drži. Sicer bi potekalo po enakem po-
stopku kot pri zgledu 3.21.
Pogledali si bomo še en primer razčlenitve in sicer polnega grafa K10. Polni graf K10 je
9-regularen in ima 45 povezav. Po izreku o deljivosti ga je zagotovo na vsaj en način
mogoče razčleniti na tri izomorfne faktorje, kjer ima vsak faktor 15 povezav. Petersenov
graf, ki smo ga že spoznali, je tudi reda 10, 3-regularen in ima 15 povezav. Če pogledamo
na hitro, bi po lastnostih lahko sklepali, da polni graf K10 lahko faktoriziramo na tri
Petersenove grafe. V resnici pa temu ni tako. Zanimivost ni sama ta lastnost, ampak
način, kako jo dokazati. Doslej smo izreke, povezane z razčlenitvijo dokazovali z raznimi
konstrukcijami in iskanjem podgrafov, dokaz neobstoja pa v tem primeru zelo elegantno
poteka z uporabo lastnih vrednosti in podprostorov matrike sosednosti grafa. Utemeljitev
naslednjega zgleda je povzeta po [1] in [3].
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Zgled 3.23. Polni graf K10 ni deljiv na tri Petersenove grafe.

Denimo, da je polni graf K10 deljiv na tri Petersenove grafe. Vzemimo dva povezavno
disjunktna Petersenova grafa, ki sta podgrafa K10, ter jima obarvajmo povezave. Prvemu
z rdečo, drugemu z modro, povezave ki ostanejo, pa z zeleno barvo. Sosednostne matrike
teh treh podgrafov naj bodo APR

, APM
in APZ

. Ker je disjunktna unija povezav teh treh
grafov polni graf K10, velja

APR
+ APM

+ APZ
= AK10 = J − I,

kjer je J matrika velikosti 10× 10 s samimi 1, I pa identiteta.
Najprej si poglejmo lastne vrednosti λ in lastne vektorje v sosednostne matrike Peterse-
novega grafa AP . Veljati mora APv = λv. Lastne vrednosti λi (i = 1, 2, . . . ) izračunamo
kot ničle karakterističnega polinoma pAP

(λ), pAP
(λ) = det(AP − λI). Pripadajoči lastni

vektorji vi pa morajo rešiti enačbe (AP − λiI)vi = 0. Lastne vrednosti sosednostne ma-
trike Petersenovega grafa so λ1 = 3 s kratnostjo 1, λ2 = 1 s kratnostjo 5 in λ3 = −2 s
kratnostjo 4.
Petersenov graf ima za lastno vrednost 3 lastni vektor s samimi enicami, torej je

AP


1
1
...
1

 =


deg v1
deg v2

...
deg v10

 =


3
3
...
3

 .

Vektor s samimi enicami je lastni vektor za vse tri matrike APR
, APM

in APZ
.

Ker so lastni vektorji za različne lastne vrednosti med seboj pravokotni, so lastni vek-
torji za lastne vrednosti 1, pravokotni na ta vektor s samimi enicami. Naj bo sedaj UR,1

5-dimenzionalni lastni prostor, ki ustreza rdečemu Petersenovemu grafu z lastno vredno-
stjo 1, podobno je definiran UM,1. Ker ležita v 9-dimenzionalnem prostoru, {v : v ⊥
(1, 1, . . . , 1)}, morata imeti skupen vektor. Naj bo v ∈ UM,1 ∩ UR,1 tak vektor.
Poglejmo si kaj se zgodi, če s tem vektorjem v pomnožimo AK10 . Vektor v je pravokoten
na vektorje s samimi enicami, tako dobimo

AK10v = (J − I)v =


1 1 . . . 1
1 1 . . . 1
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1

 v − Iv = 0− v = (−1)v.

Po drugi strani, če uporabimo razčlenitev K10, pa dobimo

AK10v = (APR
+ APM

+ APZ
)v = APR

v + APM
v + APZ

v = 2v + APZ
v,

ker je v lastni vektor za lastno vrednost λ2 = 1 in APv = λ2v. Če rezultata združimo,
sledi

−v = 2v + APZ
v ⇒ APZ

v = −3v.

Po tem sledeč je v lastni vektor APZ
za lastno vrednost -3. Ker -3 ni lastna vrednost

Petersenovega grafa, lahko zaključimo z dejstvom, da tretji zeleni graf ni Petersenov graf.
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3.3 Sebi-komplementarni grafi

Problem sebi-komplementarnih grafov je zelo obsežen in vsebuje ogromno rezultatov.
Omenjamo ga, ker gre v resnici za 2-delitev polnih grafov na izomorfna faktorja, zato
lahko v pogoju o številu povezav prepoznamo poseben primer izreka o deljivosti. Več o
tem bralec lahko najde v [6] in [16].

Definicija 3.24. Sebi-komplementaren graf G je graf, ki je izomorfen svojemu kom-
plementu G.

Če sta grafa G in G′ sebi-komplementarna, je njuna unija povezavno disjunktna
in enaka Kn, zato velja G ∈ Kn/2. Torej vsaka 2-delitev Kn predstavlja par sebi-
komplementarnih grafov.

Zgled 3.25. Na sliki 31 je prikazan primer 2-delitve grafa K5 na sebi-komplementarna
faktorja, izomorfna C5.

Slika 31: Primer 2-delitve grafa K5

Lema 3.26. Naj bo graf G = (V,E) sebi-komplementaren graf z n vozlǐsči. Potem je

število njegovih povezav enako |E(G)| = n(n−1)
4

in n ≡ 0(mod 4) ali n ≡ 1(mod 4).

Dokaz. Kot smo že dejali, je G∪G = Kn. Vemo tudi, da je |E(Kn)| =
(
n
2

)
= n(n−1)

2
. Torej

imata graf G in njegov komplement G enako število povezav |E(G)| = |E(G)| = 1
2

(
n
2

)
=

n(n−1)
4

. To mora biti seveda celo število, kar je natanko tedaj, ko velja 4|n ali 4|n− 1.

Kot zgled si poglejmo konstrukcijo sebi-komplementarnih grafov reda 8 po receptu za
deljenje Kn/2 iz dokaza Izreka o deljivosti.

Zgled 3.27. Zanima nas K8/2, iz Trditve 3.7 je to primer (ii), ko velja D(t, n − 1) = 1
in t je sodo število. Izberemo takšno permutacijo vozlǐsč φ, da so vsi cikli dolžine 2t, to
je na primer permutacija

φ = (1 2 3 4)(5 6 7 8).

Permutacija povezav je potem

φ′ = (12233414)(1324)(15263748)(16273845)(17283546)(18253647)(56677858)(5768).

Za prvi faktor, oziroma sebi-komplementaren graf izberemo povezave

E1 = {12, 34, 13, 15, 37, 16, 38, 28, 46, 25, 47, 56, 78, 57},
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za drugega pa vse ostale, torej

E2 = {23, 14, 24, 26, 48, 27, 45, 17, 35, 18, 36, 67, 58, 68}.

Grafa reda 8, z množicama povezav E1 in E2 sta izomorfna in komplementarna drug
drugemu in sta prikazana na sliki 32.

Slika 32: 2-delitev K8 na sebi-komplementarna podgrafa

Kot smo pri tridelitvi prikazali različne tridelitve polnega grafa K6 in K7, bomo za
konec razdelka o dvedelitvi storili podobno. V zgledu 3.25 smo polni graf K5 razčlenili na
dva disjunktna cikla, v resnici ga lahko razčlenimo še na en način, prikazan na sliki 33.

Slika 33: Sebi-komplementarna grafa reda 5

Število različnih sebi-komplementarnih (kraǰse s-k) grafov reda n, za vrednosti n od
1 do 20, prikazuje spodnja tabela. Z naraščanjem vrednosti n število s-k grafov očitno
narašča, za nekatere vrednosti n pa Kn ni 2-deljiv.

n Število različnih s-k grafov reda n n Število različnih s-k grafov reda n

1 1 12 720
4 1 13 5600
5 2 16 703760
8 10 17 11220000
9 36 20 9168331776

Tabela 2: Število različnih s-k grafov reda n, vir [17]
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3.4 1-faktorizacija

Kaj je 1-faktorizacija in primer 1-faktorabilnega grafa smo navedli že v začetnem poglavju
osnovno o grafih. Pokazali smo, da Petersenov graf ni 1-faktorabilen, vseeno pa poznamo
nekaj drugih grafovskih družin, ki imajo to lastnost. Spomnimo se prve uganke o nogo-
metnih igrah iz uvodnega poglavja. V uganki je šlo za 1-faktorizacijo polnega grafa K10.
Izreka in domneva v tem razdelku so povzeti po [4].

Izrek 3.28. Polni graf Kn je 1-faktorabilen za vsako sodo pozitivno število n.

Dokaz. Da sta polna grafa reda 2 in 4 1-faktorabilna, je očitno. Polni graf K2 je že
sam po sebi 1-faktor, polni graf K4 pa smo na 1-faktorje že razčlenili. Poglejmo si sedaj
dokaz Izreka 3.28 za vse sode n, n ≥ 6. Pri dokazu nam bo pomagala konstrukcija
na ravnini. Naj bodo vozlǐsča Kn označena z v0, v1, . . . , vn−1. Vozlǐsča v1, v2, . . . ,
vn−1 predstavljajo oglǐsča pravilnega n − 1-kotnika, vozlǐsče v0 naj predstavlja sredǐsče.
Povezava med vozlǐsčema u in v je daljica med točkama u in v. K prvemu 1-faktorju
pripada povezava v0v1 in vse povezave, ki so pravokotne na to povezavo, oziroma vse
povezave, katerih nosilke daljic so pravokotne na nosilko daljice v0v1. K drugemu 1-
faktorju pripada povezava v0v2 in povezave, katerih nosilke daljic so pravokotne na nosilko
daljice v0v2. Konstrukcijo ponavljamo, da vozlǐsče v0 povežemo z vsemi ostalimi n − 1
vozlǐsči. Dobimo torej n − 1 1-faktorjev. Ker je sodo mnogo vozlǐsč, so res vsa vozlǐsča
v vsakem 1-faktorju. Poglejmo si še, ali smo s tem zares porabili vse povezave polnega
grafa, vsako v natanko enem 1-faktorju. Vsak 1-faktor je enolično določen s povezavo v0vi,
1 ≤ i ≤ n− 1, na to povezavo je v konstrukciji “pravokotnih” natanko n

2
− 1 povezav.

Zgled 3.29. Konstruirajmo 1-faktorizacijo v polnem grafu K6, kot smo to konstruirali v
dokazu Izreka 3.28. Na sliki 34a je razporeditev vozlǐsč v1 do v5 okoli vozlǐsča v0. Na sliki
34b je prvi 1-faktor. Nosilki daljic v2v5 in v3v4 sta pravokotni na nosilko daljice v0v1. V
drugem 1-faktorju, na sliki 34c, najprej povežemo v0 in v2 in nato še ostali dve povezavi,
ki sta pravokotni na to prvo. Postopek nadaljujemo in dobimo 5 1-faktorjev, ki sestavljajo
polni graf K6. Ta 1-faktorizacija K6 je prikazana na sliki 34d.

Slika 34: Konstrukcija 1-faktorizacije v K6

Spreten bralec je morda že ugotovil, da pri 1-faktorizaciji polnega grafa Kn dobimo
n− 1 faktorjev z n

2
povezavami. Gre za različico n

2
-delitve. Faktorje v n

2
-delitvi dobimo,

če iz vsakega 1-faktorja spretno izberemo po eno povezavo, ali pa po konstrukciji opisani
v razdelku z Izrekom o deljivosti.

Ustavimo se pri polnih dvodelnih grafih Kn,m. Ti niso 1-faktorabilni če n in m nista
enaka. To je recimo primer sestavljanja plesnih parov. Če imamo enako število fantov in
deklet, potem lahko vsak fant pleše z vsakim dekletom in nihče ne ostane brez para.
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Izrek 3.30. Vsak polni dvodelni graf oblike Kn,n je 1-faktorabilen.

Dokaz. Naj bo Kn,n polni dvodelni graf, kjer je ena skupina n vozlǐsč {v1, v2, . . . , vn},
druga skupina n vozlǐsč pa {v′1, v′2, . . . , v′n}. Za faktorje na primer izberemo povezave

E1 = {v1v′1, v2v′2, . . . , vnv′n},

E2 = {v1v′2, v2v′3, . . . , vnv′1},
...

En = {v1v′n, v2v′1, . . . , vnv′n−1}.

Ker je vsako vozlǐsče iz ene skupine povezano z vsemi vozlǐsči druge skupine in obratno
ter vozlǐsča v skupini med seboj niso povezana, dobimo n 1-faktorjev.

Ponovno se vrnimo k Petersenovem grafu. Petersenov graf je 3-regularen graf reda
10 in ni 1-faktorabilen. Na sliki 35 je primer 4-regularnega grafa reda 10, ki tudi ni
1-faktorabilen. Zanimivo pa je, da vsak 5-regularen graf reda 10 je 1-faktorabilen. O
tem nam pravi domneva o 1-faktorizaciji. Domnevo sta zapisala Amanda Chetwynd
in Anthony Hilton [4], pove pa nam pogoje, pod katerimi naj bi bil regularen graf 1-
faktorabilen.

Domneva 3.31 (Domneva o 1-faktorizaciji). Naj bo G r-regularen graf reda 2k.

(i) Če je k liho število in velja r ≥ k, potem je G 1-faktorabilen.

(ii) Če je k sodo število in velja r ≥ k − 1, potem je G 1-faktorabilen.

Torej, če domneva o 1-faktorizaciji velja in je graf G r-regularen graf reda n, kjer je
r ≥ n

2
, potem je graf G 1-faktorabilen.

Slika 35: 4-regularen graf reda 10, ki ni 1-faktorabilen, vir [4]
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3.5 Razčlenitve na poti

Prve rezultate razčlenitve polnih grafov na poti lahko zapǐsemo Waleckemu, ki ga bomo
omenili še kasneje, pri razčlenitvi na najdalǰse cikle. Omenili bomo nekaj rezultatov o
razčlenitvah polnih grafov na poti, ki so povzeti po [1].
Očitno je, da polni graf lahko razčlenimo na poti dolžine 1, kar je trivialna izomorfna
razčlenitev. S potmi ostalih dolžin ni tako očitno. Iz Izreka o deljivosti sledi, če želimo
polni graf razčleniti na poti dolžine l, mora l deliti število povezav.

Izrek 3.32. Naj bo polni graf Kn in naj bo l < n takšno število, da deli
(
n
2

)
. Tedaj polni

graf Kn lahko razčlenimo na poti doľzine l.

Izrek 3.32 bomo dokazali za lihe n v poglavju o hamiltonski faktorizaciji. O razčlenitvi
na poti bolj na splošno, da so poti lahko različnih dolžin, pa govori naslednji izrek. Različni
matematiki so izrek dokazovali 30 let. Leta 1983 ga je Tarsi dokazal za liho število n,
dokončal pa ga je Bryant leta 2010. Mi izreka ne bomo dokazovali.

Izrek 3.33. Naj bodo l1, l2, . . . , lt cela števila in naj velja 1 ≤ li ≤ n− 1 za vsak 1 ≤ i ≤ t
in l1 + l2 + · · ·+ lt =

(
n
2

)
. Tedaj polni graf Kn lahko razčlenimo na poti doľzin l1, l2, . . . , lt.

V posebnem primeru lahko polni graf reda n lahko razčlenimo tudi na poti dolžine
n− 1, na hamiltonske poti. Veljati pa mora, da je n sodo število.

Izrek 3.34. Polni graf Kn sodega reda premore razčlenitev na hamiltonske poti.

Izrek 3.34 bomo dokazali kasneje, v poglavju o hamiltonski faktorizaciji.
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4 Razčlenitve na cikle

S tem poglavjem bomo podali odgovore na začetna vprašanja o plesalcih kola, odboj-
karicah, igralcih golfa in matematikih. Grafe bomo razčlenili na cikle različnih dolžin,
na najkraǰse cikle, na cikle poljubnih dolžin ter na cikle, ki vsebujejo vsa vozlǐsča grafa.
Prvo si poglejmo, kakšno lastnost mora imeti graf, da bo razčlenitev na cikle sploh možna.
Spoznajmo Eulerjev graf, z drugimi besedami lahko tudi sodi graf. Definicije, izreki in
zgledi v tem poglavju so v večini povzeti po [4], ostalo bo posebej navedeno.

Definicija 4.1. Graf G je Eulerjev, če so vsa njegova vozlǐsča sode stopnje.

Slika 36: Primer Eulerjevega grafa

Denimo, da povezan graf G lahko razčlenimo na cikle poljubne velikosti. Vsako vozlǐsče
v grafa G je torej vsebovano v vsaj enem ciklu in je stopnje vsaj 2. Tako je vsako vozlǐsče v
grafu G sode stopnje, graf G pa je Eulerjev. Obratno, vsak graf, ki premore dekompozicijo
na cikle, je Eulerjev graf. Amerǐski matematik Oswald Veblen je to dokazal.

Izrek 4.2 (Veblenov izrek). Vsak Eulerjev graf premore razčlenitev na cikle.

Dokaz. Naj bo graf G Eulerjev graf. Tedaj so vsa vozlǐsča v G sode stopnje. Graf
G tako vsebuje vsaj en cikel C. Naj bo sedaj graf H graf G po odstranitvi cikla C,
H = G \ C. Vozlǐsča v grafu H so tako še vedno sode stopnje, komponente grafa H so
Eulerjeve. Ta postopek lahko ponavljamo dokler vse povezave iz grafa G niso odstranjene
z odstranjevanjem ciklov.

Ko bomo iskali razčlenitev grafa na cikle, bo to možno le tedaj, ko bo graf Eulerjev
oziroma sodi graf.

4.1 2-faktorizacija

Pri 2-faktorizaciji bomo graf razčlenili na podgrafe, kjer bo vsak podgraf unija disjunktnih
ciklov.

Zgled 4.3. Na sliki 37 je prikazan primer 2-faktorizacije 4-regularnega grafa. Prvi 2-
faktor je vpeti cikel, drugi 2-faktor pa sestavljata dva 3-cikla.

Naslednji izrek nam bo povedal, da mora imeti 2-faktorabilen graf vsa vozlǐsča enakih
stopenj.
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Slika 37: Primer 2-faktorizacije 4-regularnega grafa, vir [4]

Izrek 4.4. Graf G je 2-faktorabilen natanko tedaj, ko so vsa vozlǐsča grafa G stopnje 2k,
kjer je k pozitivno celo število.

Dokaz. Izrek 4.4 bomo dokazali v obe smeri.

(i) Graf G je 2-faktorabilen, torej je 2k-regularen. Ker je graf G 2-faktorabilen, ga lahko
razčlenimo na k 2-faktorjev, kjer je vsak faktor ali en sam cikel ali unija ločenih ciklov
z vsemi vozlǐsči grafa G. V vsakem 2-faktorju je vsako vozlǐsče stopnje 2. Ker je
faktorjev k, so vsa vozlǐsča grafa G stopnje 2k.

(ii) Če je graf G 2k-regularen, je tudi 2-faktorabilen. V grafu G so vsa vozlǐsča sode
stopnje, torej zagotovo najdemo kak cikel ali disjunktno unijo ciklov C, ki vsebuje
vsa vozlǐsča prvotnega grafa G, torej je to 2-faktor. Graf G po odstranitvi povezav C,
G\C, ima še vedno vsa vozlǐsča sode stopnje, stopnje 2(k−1). Postopek ponavljamo
dokler ne porabimo vseh povezav grafa G.

Ker nas večinoma zanimajo razčlenitve polnih grafov si poglejmo naslednjo posledico,
povzeto po [19], ki nam bo razkrila pogoj, kdaj je polni graf 2-faktorabilen.

Posledica 4.5. Polni graf lihega reda je 2-faktorabilen.

Dokaz. Dokaz Posledice 4.5 neposredno sledi iz Izreka 4.4. Polni graf lihega reda je
regularen, kjer so vsa njegova vozlǐsča sode stopnje. Po Izreku 4.4 vemo, da je graf s
takšno lastnostjo 2-faktorabilen.

4.2 Hamiltonska faktorizacija

V tem razdelku bomo grafe razčlenili na najdalǰse možne cikle, cikle ki vsebujejo vsa
vozlǐsča grafa. V polnem grafu jih bomo našli s posebno konstrukcijo Waleckega, po
kateri bomo dokazali tudi izrek, ki govori o razčlenitvi polnega grafa na hamiltonske poti.

Definicija 4.6. O hamiltonski faktorizaciji govorimo tedaj, ko graf G lahko faktori-
ziramo na hamiltonske cikle. Graf G je tako hamiltonsko faktorabilen.
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Očitno je, da je hamiltonsko faktorabilen graf tudi 2-faktorabilen, torej je 2k-regularen
za neko pozitivno celo število k. Obrat, da je 2-faktorabilen graf tudi hamiltonsko faktora-
bilen, ne velja vedno. To smo opazili že v zgornjem zgledu 4.3. Hamiltonsko faktorabilna
je družina polnih grafov lihega reda. Odgovor na to pripisujejo matematiku Waleckemu
v leto 1890. Kot je navedeno v [2], se je spraševal, če lahko 2k + 1 ljudi posedemo za
okroglo mizo tako, da v k zaporednih večerih sedijo različno in dve osebi le enkrat sedita
ena ob drugi. Če vprašanje prevedemo v grafovski jezik, imamo liho število vozlǐsč, ki
jih želimo razporediti na zgoraj omenjeni način. Vsak je lahko povezan z vsakim razen
s seboj, dobimo polni graf K2k+1. Ker nas zanima razpored v ciklu, tako da je vozlǐsče
vi le enkrat ob vozlǐsču vj, (1 ≤ i, j ≤ 2k + 1, i 6= j), zares ǐsčemo cikle z vsemi vozlǐsči
polnega grafa in da vsaka povezava polnega grafa nastopa natanko v enem ciklu. Izrek
4.7 nam pove, da ta problem ima rešitev.

Izrek 4.7. Vsak polni graf Kn, kjer je n liho in n ≥ 1, je hamiltonsko faktorabilen.

Izrek 4.7 bomo dokazali preko konstrukcije Waleckega, povzeti po [2], ki nam poda
vseh n−1

2
hamiltonskih ciklov v hamiltonski faktorizaciji polnega grafa lihega reda Kn.

Dokaz. Naj bo Kn polni graf z množico vozlǐsč V = {v0, v1, . . . , vn−1}. Vozlǐsča upodo-
bimo na ravnini tako, da vozlǐsča v1, v2, . . . , vn−1 predstavljajo oglǐsča pravilnega (n− 1)-
kotnika, vozlǐsče v0 pa njegovo sredǐsče. Hamiltonske cikle Hi, 1 ≤ i ≤ n−1

2
, konstruiramo

po postopku cik-cak. Vozlǐsče vi, i 6= 0, povežemo z vozlǐsčem vi+1, tega nato z vozlǐsčem
vi−1, nadaljujemo do vozlǐsča vi+2 in vi−2, dokler ne pridemo do vozlǐsča vi+n−1

2
. Iz tega

vozlǐsča se preko v0 vrnemo do vi in zaključimo cikel. Vse indekse računamo po modulu
n− 1. Hamiltonski cikel Hi v polnem grafu Kn je po konstrukciji Waleckega v splošnem
oblike

Hi = (vi, vi+1, vi−1, vi+2, vi−2, . . . , vi+n−1
2
, v0, vi).

Za vsak naslednji hamiltonski cikel namesto i vstavimo i + 1. Prvi hamiltonski cikel je
tako

H1 = (v1, v2, vn−1, v3, vn−2, . . . , vn+1
2
, v0, v1),

primer le tega v polnem grafu K9 je prikazan na sliki 38.

Slika 38: Konstrukcija hamiltonskega cikla v K9, vir [2]

Naslednji hamiltonski cikli so

H2 = (v2, v3, v1, v4, vn−1, . . . , vn+3
2
, v0, v2),
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H3 = (v3, v4, v2, v5, v1, . . . , vn+5
2
, v0, v3),

...

Hn = (vn−1
2
, vn+1

2
, vn−3

2
, vn+3

2
, vn−5

2
, . . . , vn−1, v0, vn−1

2
).

Prepričati se moramo še, ali so ti cikli res hamiltonski, torej če so dolžine n, če jih je res
n−1
2

in če so disjunktna unija vseh povezav polnega grafa Kn.
Očitno je, da skonstruiramo n−1

2
hamiltonskih ciklov. Denimo, da za i vstavimo n+1

2
.

Hamiltonski cikel Hn+1
2

= (vn+1
2
, vn+3

2
, vn−1

2
, . . . , vn−1, v2, v1, v0, vn+1

2
) je kar enak ciklu H1.

Cikli so dolžine n, vsebujejo vseh n vozlǐsč, torej vozlǐsča vi in v0,
n−3
2

vozlǐsč oblike vi±j,

1 ≤ j < n−1
2

, ter vozlǐsče vi+n−1
2

, ki je enako vozlǐsču vi−n−1
2

. Če v Hi vstavimo katerokoli

vrednost i, 1 ≤ i ≤ n−1
2

, ugotovimo, da se zaporedje vozlǐsč v ciklih ne ponavlja, torej se
povezave v ciklih ne ponavljajo, cikli so res povezavno disjunktni.

Zgled 4.8. Na sliki 39 je konstrukcija štirih hamiltonskih ciklov v polnem grafu K9 po
metodi Waleckega.

Slika 39: Hamiltonska faktorizacija polnega grafa K9

Tukaj se vrnimo k razčlenitvam na poti v polnem grafu in dokažimo Izrek 3.34, o
obstoju hamiltonskih poti v polnem grafu sodega reda Kn.

Dokaz. Za dokaz Izreka 3.34 nam pomaga konstrukcija Waleckega. Zanima nas polni graf
sodega reda, Kn. V polnem grafu lihega reda, ko smo že po metodi Waleckega skonstruirali
prvi hamiltonski cikel, odstranimo vozlǐsče v0. S tem dobimo sodo mnogo vozlǐsč, ki so
povezana s hamiltonsko potjo. Če postopek ponovimo n

2
-krat, dobimo razčlenitev polnega

grafa sodega reda na hamiltonske poti.

S konstrukcijo Waleckega si lahko pomagamo tudi pri konstrukciji Eulerjevega obhoda
v polnem grafu lihega reda, obhoda v katerem prehodimo vse povezave, vsako natanko
enkrat, vozlǐsča pa se lahko ponovijo.

Zgled 4.9. Poglejmo si zgled konstrukcije Eulerjevega obhoda v polnem grafu lihega reda.

Eulerjev obhod skonstruiramo s pomočjo konstrukcije Waleckega. Naj bo polni grafKn

z vozlǐsči V = {v0, v1, . . . , vn−1}. Začnemo v vozlǐsču v0, nadaljujemo kot prvi hamiltonski
cikel pri konstrukciji Waleckega v0, v1, v2, vn−1, v3, vn−2, . . . , vn+1

2
, v0. Namesto da cikel

zaključimo, nadaljujemo s konstrukcijo drugega hamiltonskega cikla v vozlǐsču v2. Iz
vozlǐsča v0 torej nadaljujemo z vozlǐsčem v2, kot je prikazano na sliki 40a. Nadaljujemo
kot bi želeli konstruirati drugi hamiltonski cikel v2, v3, v1, . . . , vn+3

2
, v0, to je prikazano
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na sliki 40b. Iz vozlǐsča v0 nadaljujemo v v3 in tako naprej, dokler ne prehodimo še
zadnje povezave vn−1v0. Skonstruirali smo Eulerjev obhod, začeli in končali smo v istem
vozlǐsču v0 ter prehodili vse povezave polnega grafa, saj smo se sprehajali po povezavah
hamiltonskih ciklov metode Waleckega.

Slika 40: Konstrukcija Eulerjevega obhoda v polnem grafu K7

Zgled 4.10. Eulerjev obhod v polnem grafu K7 je

(v0, v1, v2, v6, v3, v5, v4, v0, v2, v3, v1, v4, v6, v5, v0, v3, v4, v2, v5, v1, v6, v0)

in je prikazan na sliki 40c.

V naslednji trditvi bomo Eulerjev obhod razdelili na poti.

Trditev 4.11. Naj bo n naravno število in Kn polni graf z Eulerjevim obhodom iz preǰsnje
konstrukcije. Potem vsaka množica n− 3 zaporednih povezav v tem obhodu tvori pot.

Dokaz. Eulerjev obhod konstruiramo po zgoraj omenjeni konstrukciji. Očitno je, da n
zaporednih povezav ne tvori poti, saj imamo n vozlǐsč, torej te povezave tvorijo cikel. Če
spretno izberemo n− 1 zaporednih povezav, te lahko tvorijo pot. Za poljubne zaporedne
povezave pa to ne velja, saj hitro lahko najdemo zaporedne povezave, ki tvorijo cikel.
To so recimo (v2, vn−1, v3, . . . , vn+1

2
, v0, v2). Podobno je z n − 2 zaporednimi povezavami.

Obstaja pot n− 2 zaporednih povezav, vendar obstaja tudi cikel.
Poglejmo si sedaj zaporednih n − 3 povezav. Eulerjev obhod v polnem grafu Kn sesta-
vljajo cikli. Hamiltonski cikli so dolžine n, ko te cikle združimo (recimo ko od prvega
hamiltonskega cikla nadaljujemo s povezavo v0v2, v2, v3, v3, v1), iz zaporednih povezav
nastane kraǰsi cikel, ta je dolžine n − 2. Najkraǰsi cikel iz zaporednih povezav, ki ga
najdemo v Eulerjevem obhodu, je dolžine n − 2, torej n − 3 zaporednih povezav vedno
tvori pot.

Iz Trditve 4.11 sledi Izrek 3.32 za polne grafe lihega reda, o razčlenitvi na poti dolžine
l < n. V polnem grafu lihega reda najdemo Eulerjev obhod, ta obhod nato razčlenimo
na zaporedne poti dolžine l < n. Za polne grafe sodega reda pa dokaz ni enostaven.
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4.3 Razčlenitev na 3-cikle

Sedaj se bomo posvetili razčlenitvi grafov na najmanǰse možne cikle, torej na 3-cikle.
Opis problema je povzet po [4]. Začetki problema segajo v štirideseta leta 19. stoletja,
natančneje v leto 1844. Takrat popularen časopis “Lady’s and Gentelman’s Diary” je v
enem od izvodov izpostavil nagradno vprašanje:

Določite število možnih kombinacij n simbolov v podskupine po p simbolov. V podsku-
pinah se vsaka kombinacija q simbolov lahko pojavi le enkrat, ponovitve niso dovoljene.

Bralci časopisa so se na vprašanje množično odzivali, vendar prave rešitve ni bilo. Leto
kasneje je časopis objavil poseben primer, kjer n simbolov razdelimo v trojice (p = 3) tako,
da se nobena kombinacija dveh elementov (q = 2) v trojicah ne sme ponoviti. Izposta-
vljeno je bilo, da primer ni rešljiv, če je n = 10, p = 3 in q = 2. Še leto za tem, leta 1846,
je Thomas Kirkman (1806-1895) objavil članek, v katerem se je soočal z zastavljenim
problemom. Kirkman sicer ni bil matematik, niti ni imel interesa za matematiko, bil pa
je sposoben predelati matematične probleme. Njegov članek je bil za tem objavljen tudi v
matematični reviji “Cambridge and Dublin Mathematical Journal”. Kirkman je zastavil
naslednje vprašanje:

Koliko trojic lahko sestavimo iz x simbolov tako, da se noben par simbolov v trojicah
ne pojavi več kot enkrat?

Problem se ni zaključil s Kirkmanovo rešitvijo posebnega problema. Leta 1853 je
švicarski matematik Jakob Steiner (1796 - 1863) raziskoval vprašanje obstoja trojic iz
Kirkmanove objave. Rešitev je bila ponovno objavljena leta 1859 v matematičnem časopisu
“Crelle’s Journal”. Čeprav je sistem trojic že leta 1847 opisal Kirkman, je poimenovan
po Steinerju, ki je rešitev ponovno objavil 12 let kasneje.

Definicija 4.12. Naj bo Sn = {A1, A2, . . . Ak}, kjer so Ai ⊆ {1, 2, . . . n} trielementne
podmnožice, |Ai| = 3. Če za vsak par različnih elementov x, y ∈ {1, 2, . . . n} velja, da ob-
staja natanko en i ∈ {1, 2, . . . , k}, da je {x, y} ⊆ Ai, potem rečemo, da je Sn Steinerjev
sistem trojic reda n.

Zgled 4.13. Trivialen primer je S3 = {{1, 2, 3}}. To je množica, ki vsebuje eno triele-
mentno podmnožico množice {1, 2, 3}.

Naslednji zgled bomo opisali z življenjskim problemom.

Zgled 4.14. Sedem učencev želimo razporediti v trojice tako, da je vsak par učencev
skupaj le v eni izmed trojic. Torej, učenci naj bodo a, b, c, d, e, f, g. Razdeliti jih želimo
v skupine po 3, kjer sta denimo učenca a in b skupaj le v eni skupini. Poglejmo si možno
rešitev, ki je povzeta po [4]. Primer Steinerjevega sistema trojic reda 7 je

S7 = {{b, e, g}, {c, f, g}, {a, e, f}, {a, d, g}, {c, d, e}, {b, d, f}, {a, b, c}}.

Navsezadnje, ker nas zanima razčlenitev grafov, lahko Steinerjev sistem trojic preve-
demo v grafovski jezik. Denimo, da imamo nabor n ≥ 3 simbolov, {1, 2, . . . , n}. Vsak
simbol je lahko povezan s katerim koli drugim simbolom, torej konstruiramo polni graf
Kn z vozlǐsči {1, 2, . . . , n}. Vsaka povezava polnega grafa pomeni, da sta vozlǐsči v paru.
Ker pa ǐsčemo trojice, da je vsak par v trojicah prisoten samo enkrat, v polnem grafu
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ǐsčemo tricikle, tako da vsaka povezava pripada natanko enemu triciklu. Zanima nas, če
obstaja razčlenitev polnega grafa z n vozlǐsči, na tricikle. Kot smo ugotovili v zgledu
4.14, obstaja Steinerjev sistem trojic S7, oziroma v polnem grafu K7 obstaja razčlenitev
na tricikle. Ta primer nam prikazuje slika 41.

Slika 41: Razčlenitev K7 na tricikle, vir [4]

Do sedaj smo opazili, da obstaja Steinerjev sistem trojic Sn za n = 3 in n = 7 in
kot smo omenili že zgoraj, za n = 10 ne obstaja. Kaj lahko torej povemo o n, če je Sn

Steinerjev sistem trojic? Na vprašanje nam bo odgovoril naslednji izrek.

Izrek 4.15. Naj bo Sn Steinerjev sistem trojic. Potem je n ≥ 3 celo število in n = 6q+ 1
ali n = 6q + 3 za neko celo število q.

Dokaz. Naj bo Sn Steinerjev sistem trojic. Torej obstaja razčlenitev polnega grafa Kn na
tricikle tako, da vsaka povezava polnega grafa pripada natanko enemu triciklu. Število
povezav v polnem grafu je enako n(n−1)

2
in tricikel seveda vsebuje tri povezave. Iz tega

sledi, da 3|n(n−1)
2

. Oziroma, da je n(n−1)
6

celo število. Vemo tudi, da je stopnja vseh vozlǐsč
v polnem grafu enaka n − 1, to mora biti po Veblenovem izreku sodo število. Torej je n
liho število.
Ko celo število n delimo s 6, obstajata nek kvocient q in ostanek r, n = 6q+ r, 0 ≤ r ≤ 5.
Ker je n liho število, je ostanek r enak 1, 3 ali 5.
Naj bo n = 6q+1. Potem je število povezav v polnem grafu Kn enako 6q(6q+1)

2
= 3q(6q+1).

Ker mora 3 deliti število povezav, to v tem primeru velja.
Naj bo sedaj n = 6q + 3. V tem primeru je število povezav v polnem grafu enako
(6q+3)(6q+2)

2
= (6q + 3)(3q + 1). Pogoj, da mora 3 deliti število povezav, je ponovno

izpolnjen. Denimo sedaj, da je n = 6q + 5. Število povezav v polnem grafu je sedaj
(6q+5)(6q+4)

2
= (6q+ 5)(3q+ 2). V tem primeru 3 ne deli niti člena 6q+ 5, niti 3q+ 2, torej

ta n ni ustrezen.

Izrek 4.15 podaja potreben pogoj za n, da obstaja Sn. Kar je Kirkman v svojem
članku leta 1847 objavil, je bil v resnici dokaz, da je pogoj tudi zadosten, kar pa ni očitno.
Dokazal je, če je n enak n = 6q + 1 ali n = 6q + 3, za neko celo število q, potem obstaja
Steinerjev sistem trojic na n simbolih.
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Izrek 4.16 (Kirkman, 1847). Naj bo n ≥ 3 in n = 6q + 1 ali n = 6q + 3 za neko celo
število q. Tedaj obstaja Steinerjev sistem trojic na n simbolih.

Preden dokažemo Izrek 4.16 omenimo, da to ni izvirni Kirkmanov dokaz, ampak gre
za Skolemovo konstrukcijo, ki sledi [14].

Dokaz. Naj bo n = 6q+ 3. Namesto števil od 1 do 6q+ 3, gledamo števila od 0 do 6q+ 2.
Števila zapǐsemo v tri vrste po 2q + 1 števil.

0, 1, . . . , 2q,
2q + 1, 2q + 2, . . . , 4q + 1,
4q + 2, 4q + 3, . . . , 6q + 2

Predstavljamo si, da si vrste sledijo ciklično, druga vrsta je naslednja prvi, tretja vrsta
naslednja drugi in prva vrsta naslednja tretji. Par elementov x, y je navpičen par, če sta
x in y zapisana v istem stolpcu, vodoraven par, če sta zapisana v isti vrsti in poljuben
par sicer. Sistem trojic Sn sestavljajo trojice:

(i) Trojice navpičnih elementov {x, 2q + 1 + x, 4q + 2 + x};x = 0, 1, . . . , 2q, in

(ii) trojice {x, y, z}, kjer sta x, y iz iste vrste, z pa je določen z enačbo
x+ y ≡ 2z(mod 2q + 1), oziroma x+y

2
≡ z(mod 2q + 1).

Pokazati moramo, da za vsak par različnih simbolov x, y obstaja natanko ena trojica,
ki ta par vsebuje. Če izberemo par navpičnih elementov x, y je tretji element enolično
določen, saj je iz istega stolpca. Sedaj izberemo vodoraven par elementov x, y. Tretji
element z iz naslednje vrste je enolično določen z enačbo x+y

2
≡ z(mod 2q + 1), ker je

vsaka vrsta množica ostankov po modulu 2q + 1. Velja tudi x, y 6= z(mod 2q + 1), ker
x 6= y(mod 2q+ 1). Tako je vsak vodoraven par x, y v natanko eni trojici. Poglejmo si še
poljuben par elementov x, z, kjer je z v naslednji vrsti od x in velja x 6= z(mod 2q + 1).
Potem je tretji element y enolično določen v isti vrsti kot x, da velja x+y ≡ 2z(mod 2q+1)
in ponovno x 6= y in y 6= z ker x 6= z(mod 2q + 1). Tako je tudi vsak poljuben par x, z v
natanko eni trojici.
Naj bo sedaj n = 6q + 1. Gledamo števila od 0 do 6q in jih ponovno zapǐsemo v tri vrste
po 2q števil, zadnje število 6q pa zapǐsemo posebej.

0, 1, . . . , q − 1, q, q + 1, . . . , 2q − 1,
2q, 2q + 1, . . . , 3q − 1, 3q, 3q + 1, . . . , 4q − 1,
4q, 4q + 1, . . . , 5q − 1, 5q, 5q + 1, . . . , 6q − 1

Ponovno si predstavljamo, da si vrste sledijo ciklično kot zgoraj in uporabljali bomo
enake izraze za navpičen ali vodoraven par elementov. V vrstah so elementi 0, 1, . . . , q−1
po modulu 2q leva polovica vrste, elementi q, q + 1, . . . , 2q − 1 po modulu 2q pa desna
polovica vrste. Steinerjev sistem trojic Sn sestavljajo naslednje trojice:

(i) Navpične trojice iz leve polovice vrst: {x, 2q + x, 4q + x};x = 0, 1, . . . , q − 1,

(ii) trojice oblike {x+q, x+2q, 6q}, {x+3q, x+4q, 6q}, {x+5q, x, 6x};x = 0, 1, . . . , q−1,

(iii) trojice {x, y, z}, kjer sta x, y iz iste vrste in je x+y sodo število, z je iz leve polovice
naslednje vrste določen z enačbo

x+ y ≡ 2z(mod 2q),
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(iv) trojice {x, y, z}, kjer sta x, y iz iste vrste in je x+y liho število, z je iz desne polovice
naslednje vrste določen z enačbo

x+ y ≡ 2z + 1(mod 2q).

Očitno je vsak par elementov u, 6q v natanko eni od trojic, ki vsebujejo element 6q.
Pogledati moramo še, da vsak par različnih elementov od 0 do 6q − 1 nastopa v natanko
eni trojici.
Vsak navpičen par elementov x, y iz leve polovice je v natanko eni trojici, saj je tretji
element z enolično določen tako, da so elementi trojice {x, y, z} navpični elementi (i). Če
izberemo poljuben navpičen par x, z, kjer je x iz desne polovice vrste in z ≡ x(mod 2q),
torej je z tudi iz desne polovice, je tretji element y enolično določen z enačbo y ≡ x +
1(mod 2q) v isti vrsti kot x (iv).
Za vodoraven par elementov x, y, je z enolično določen glede na to, ali je x + y liho ali
sodo število. Če je x + y liho, je z v naslednji vrsti v desni polovici določen z x + y ≡
2z + 1(mod 2q), če je x + y sodo število, je z v naslednji vrsti v levi polovici določen z
x+ y ≡ 2z(mod 2q), (iii, iv). Poglejmo si še poljuben par x, z, kjer je z iz naslednje vrste
kot x in x 6= y(mod 2q). Če je z ≡ x(mod q), je ta par v trojicah, ki vsebujejo element
6q. Če z 6= x(mod q) ločimo dva primera in sicer z < q in z ≥ q. Če je z < q, je y
enolično določen tako, da je x+ y sodo število in x+ y ≡ 2z(mod 2q). Če pa je z ≥ q, pa
je y enolično določen tako, da je x + y liho število in x + y ≡ 2z + 1(mod 2q). Ker velja
z 6= x(mod 2q), velja tudi x 6= y(mod 2q).
S tem smo dokazali, da nam ta konstrukcija res poda Steinerjev sistem trojic.

V naslednjem zgledu bomo sistem sestavili s konstrukcijo iz dokaza Izreka 4.16.

Zgled 4.17. Imamo 15 = 6 · 2 + 3 elementov, torej gre za prvo konstrukcijo. Števila od
0 do 14 zapǐsemo v tri vrste.

0, 1, 2, 3, 4,
5, 6, 7, 8, 9,
10, 11, 12, 13, 14

Vzamemo 5 navpičnih trojic in 30 vodoravnih, ker vsaki od treh vrst izberemo po dva
elementa, tretji pa je enolično določen, torej

(
5
2

)
· 3 = 10 · 3 = 30. Trojice, dobljene po tej

konstrukciji, so zapisane v tabeli 3.

{0,5,10} {0,1,8} {1,3,7} {5,6,13} {6,8,12} {10,11,3} {11,13,2}
{1,6,11} {0,2,6} {1,4,5} {5,7,11} {6,9,10} {10,12,1} {11,14,0}
{2,7,12} {0,3,9} {2,3,5} {5,8,14} {7,8,10} {10,13,4} {12,13,0}
{3,8,13} {0,4,7} {2,4,8} {5,9,12} {7,9,13} {10,14,2} {12,14,3}
{4,9,14} {1,2,9} {3,4,6} {6,7,14} {8,9,11} {11,12,4} {13,14,1}

Tabela 3: Steinerjev sistem trojic S15, vir [14]

Po objavljenem dokazu je Kirkman zapisal sistem trojic s 15 simboli in ugotovil do-
datno zanimivo lastnost, kako lahko razvrstimo trojice. To je znan problem, imenovan
problem petnajstih šolark in se glasi:
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Se lahko petnajst šolark vsak dan v tednu na sprehod odpravi v petih vrstah po tri, da
vsaki dve hodita skupaj natanko en dan v tednu?

Na vprašanje nam bo odgovoril naslednji zgled 4.18. Sistem trojic ni enak sistemu iz
zgleda 4.17, povzet je po [4].

Zgled 4.18. Petnajst deklet označimo s števili od 1 do 15 in jih razporedimo v Steinerjeve
trojice. V spodnji tabeli 4 je prikazana razporeditev 35 trojic sistema S15 po dnevih, tako
da se dekleta vsak dan sprehajajo v petih vrstah po tri in vsaki dve natanko en dan v
tednu hodita skupaj.

PON TOR SRE ČET PET SOB NED
{1,2,3} {1,4,5} {1,6,7} {3,5,7} {3,4,6} {2,5,6} {2,4,7}
{4,8,12} {2,9,11} {2,8,10} {1,8,9} {1,10,11} {1,12,13} {1,14,15}
{5,10,14} {3,13,15} {3,12,14} {2,13,14} {2,12,15} {3,9,10} {3,8,11}
{6,9,15} {6,8,14} {4,9,13} {4,10,15} {5,8,13} {4,11,14} {5,9,12}
{7,11,13} {7,10,12} {5,11,15} {6,11,12} {7,9,14} {7,8,15} {6,10,13}

Tabela 4: Razporeditev trojic Steinerjevega sistema S15, vir [4]

4.4 Razčlenitev na cikle poljubnih dolžin

Ugotovili smo, da nekatere polne grafe lihega reda lahko razčlenimo na 3-cikle in ha-
miltonske cikle. Pri razčlenitvi na 3-cikle mora 3 deliti število povezav, pri hamiltonski
faktorizaciji pa je dovolj, da je polni graf lihega reda. Leta 1981 je Alspach postavil
domnevo, da je razčlenitev polnega grafa lihega reda na cikle poljubnih dolžin možna
natanko tedaj, ko je vsota dolžin ciklov enaka številu povezav v polnem grafu. Domneva
je povzeta po [4].

Domneva 4.19 (Alspachova domneva, 1981). Naj bo n ≥ 3 liho celo število in naj
bodo m1,m2, . . . ,mt cela števila, 3 ≤ mi ≤ n za vsak i (1 ≤ i ≤ t), tako da velja
m1 + m2 + · · · + mt =

(
n
2

)
. Potem polni graf Kn lahko razčlenimo na t ciklov Cm1, Cm2,

. . . , Cmt, kjer je Ci cikel doľzine i. V posebnem primeru, če je 3 ≤ m ≤ n, kjer je n liho
število in m deli

(
n
2

)
, potem je Kn možno razčleniti na m-cikle.

Alspachovo domnevo so številni matematiki raziskovali in jo skušali dokazati. Osem let
po postavljeni Alspachovi domnevi je izšel članek [10], v katerem sta se združila kanadska
matematika Katherine Heinrich in Alexander Rosa ter Peter Horak s Slovaške. Lotili so
se dokazovanja, da je polni graf mogoče razčleniti na cikle dolžine n, n− 1, n− 2, na cikle
dolžine 3, 4 in 6 ter na cikle dolžin 2k in 2k+1. Nedolgo nazaj, natančneje leta 2012, pa
so Darry Bryant, Daniel Horsley in William Pettersson le potrdili Alspachovo domnevo,
jo dopolnili in zapisali izrek o razčlenitvi polnega grafa na cikle poljubnih dolžin. Dokaz
izreka zaradi zahtevnosti in obsežnosti ne bomo dokazovali, bralec ga lahko najde v [5],
od koder je povzet naslednji Izrek Bryanta in ostalih.
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Izrek 4.20 (Izrek Bryanta, Horsleya in Petterssona, 2012). Naj bodo m1,m2, . . . ,mt cela
števila, kjer velja 3 ≤ mi ≤ n za vsak i (1 ≤ i ≤ t).

(i) Naj bo n ≥ 3 liho celo število in naj velja m1 +m2 + · · ·+mt =
(
n
2

)
= n(n−1)

2
. Tedaj

polni graf Kn lahko razčlenimo na cikle Cm1, Cm2, . . . in Cmt.

(ii) Naj bo n ≥ 4 sodo celo število, M popolno prirejanje v polnem grafu Kn in naj velja

m1 +m2 + · · ·+mt =
(
n
2

)
− n

2
= n(n−2)

2
. Potem je polni graf Kn možno razčleniti na

1-faktor in cikle Cm1, Cm2, . . . in Cmt.

Za ilustracijo izreka si oglejmo naslednja zgleda, povzeta po [4].

Zgled 4.21. Imamo polni graf K5. Polni graf K5 ima 10 povezav, to kot vsoto celih števil
mi, 3 ≤ mi ≤ 5 lahko zapǐsemo na več načinov:

10 = 5 + 5,

10 = 3 + 3 + 4.

Po Alspachovi domnevi polni graf K5 lahko razčlenimo, da sta v eni razčlenitvi dva cikla
dolžine 5, C5, kar je prikazano na sliki 42a in v drugi razčlenitvi trije cikli C3, C3 in C4,
na sliki 42b.

Slika 42: Dve možni razčlenitvi polnega grafa K5 na cikle poljubnih dolžin, vir [4]

Zgled 4.22. Polni graf K6 ima 15 povezav. Izrek 4.20 pravi, da lahko v K6 odstranimo
popolno prirejanje, torej tri neodvisne povezave in preostale povezave razčlenimo na ločene
cikle poljubnih vnaprej predpisanih dolžin z vsoto 12. To z vsoto celih števil mi, 3 ≤ mi ≤
6, lahko zapǐsemo kot:

12 = 3 + 3 + 3 + 3,

12 = 4 + 4 + 4,

12 = 3 + 3 + 6,

12 = 3 + 4 + 5.

Razčlenitev polnega grafa K6 je prikazana na sliki 43, povezave popolnega prirejanja so
označene črtkano. Vrstni red razčlenitev na sliki je enak vrstnemu redu zapisanih vsot.
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Slika 43: Možne razčlenitve na cikle polnega grafa K6, vir [4]

Ker Izreka Bryanta, Horsleya in Petterssona nismo dokazali, bomo pokazali delček
poti do omenjenega dokaza, kot je to storjeno v [10]. Pokazali bomo, da je polni graf Kn

možno razčleniti na cikle dolžine n, n− 1 in n− 2.

Izrek 4.23. Naj bodo cela števila m1 = n, m2 = n− 1 in m3 = n− 2.

(i) Če je n liho število in velja am1 + bm2 + cm3 = n(n−1)
2

, kjer so a, b, c cela števila,
potem obstaja razčlenitev Kn na a m1-ciklov, b m2-ciklov in c m3-ciklov.

(ii) Če je n sodo število in velja am1 + bm2 + cm3 = n(n−2)
2

, kjer so a, b, c cela števila,
potem obstaja razčlenitev Kn na a m1-ciklov, b m2-ciklov, c m3-ciklov in 1-faktor.

Dokaz. Izrek 4.23 bomo dokazali posebej za liho in posebej za sodo število n.

(i) Naj bo n liho število. Enačba am1 + bm2 + cm3 = n(n−1)
2

ima za vrednosti m1 = n,
m2 = n− 1 in m3 = n− 2 dve možni rešitvi. Prva je a = n−1

2
, b = c = 0, druga pa

a = 0, b = 1 in c = n−1
2

. V prvem primeru je to ravno hamiltonska faktorizacija, saj
imamo n−1

2
ciklov dolžine n. Ker je n liho število, po Izreku 4.7 vemo, da je vsak

polni graf lihega reda hamiltonsko faktorabilen. V drugem primeru rešitve enačbe
dobimo en cikel dolžine n− 1 in n−1

2
ciklov dolžine n− 2. Cikle dolžine n− 2 lahko

konstruiramo po postopku, ki spominja na postopek Waleckega. Vozlǐsča polnega
grafa Kn, v0, v1, . . . , vn−2 razporedimo po krožnici okoli vozlǐsča vn−1. Cikli dolžine
n− 2 so oblike

(vi, vi−4, vi+1, vi−5, . . . , vi+n−1
2
, vi+(n−1

2
−2), vn−1, vi−3, vi),

kjer je 0 ≤ i ≤ n−1
2

in vse indekse računamo po modulu n−1. V tem ciklu ni vozlǐsč
vi−1 in vn−1

2
−1+i. Za katero koli vrednost i in lih n se zaporedje vozlǐsč v ciklu ne

ponavlja, torej so cikli povezavno disjunktni. Cikel dolžine n − 1 je samo en, to je
cikel

(v0, v1, . . . , vn−2, v0).

Konstrukcijo teh ciklov si poglejmo na konkretnem primeru za polni graf K13.
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Slika 44: Konstrukcija razčlenitve polnega grafa K13 na cikle, vir [10]

Polni graf K13 lahko razčlenimo na 6 ciklov dolžine 11 in na cikel dolžine 12. Kon-
strukcijo ciklov dolžine 11 nam prikazuje slika 44a - 12 vozlǐsč razporedimo okoli
enega vozlǐsča (sredǐsčnega vozlǐsča) in jih med seboj povežemo kot je opisano zgo-
raj, za i = 0. Dve vozlǐsči nista povezani v ciklu. Za naslednji 11-cikel namesto
i = 0 vstavimo i = 1. Postopek lahko ponovimo n−1

2
-krat, da se cikli ne ponavljajo.

Za cikel dolžine 11, povežemo vozlǐsča, ki so okoli sredǐsčnega vozlǐsča, kot je na sliki
44b.
Preveriti moramo, ali v ciklih res nastopajo vse povezave Kn. Da se povezave ne
ponavljajo, smo ugotovili že zgoraj, ko smo konstruirali cikel dolžine (n − 2). Vo-
zlǐsče vi, 0 ≤ i < n− 1, je v (n− 1)-ciklu povezano z vozlǐsčema vi+1 in vi−1, z vsemi
ostalimi (z vsakim natanko enkrat) pa v (n − 2)-ciklih. Vozlǐsče vn−1 je z vsakim
vozlǐsčem natanko enkrat povezan v ciklih dolžine (n− 2).

(ii) Naj bo sedaj n sodo število. Rešimo enačbo an + b(n − 1) + c(n − 2) = n(n−2)
2

.
Ponovno imamo dve možni rešitvi in sicer a = n−2

2
, b = c = 0 ter a = b = 0, c = n

2
.

Pri prvi rešitvi polni graf lahko razčlenimo na n−2
2

n-ciklov plus 1-faktor, pri drugi
pa na n

2
ciklov dolžine n − 2 plus 1-faktor. Tudi v tem primeru opǐsimo postopek

konstrukcije. Vozlǐsča polnega grafa Kn, v0, v1, . . . , vn−3 enakomerno razporedimo po
krožnici okoli vozlǐsč vn−2 in vn−1. Hamiltonski cikli so podobni kot pri konstrukciji
Waleckega, le da je vozlǐsče vi+j povezano z vn−2 in potem to vozlǐsče z vi−j. Vrednost
parametra j, 1 ≤ j ≤ n−2

2
− 1 mora biti ista pri vseh hamiltonskih ciklih v grafu.

Za 0 ≤ i ≤ n−2
2

so hamiltonski cikli

(vi, vi+1, vi−1, vi+2, vi−2, . . . , vi+j, vn−2, vi−j, vi+j+1, vi−j−1, . . . , vi+n−2
2
, vn−1, vi).

Ponovno ugotovimo, da se za nobene vrednosti 0 ≤ i ≤ n−2
2
, 1 ≤ j ≤ n−2

2
− 1 in sodi

n zaporedje vozlǐsč v ciklih ne ponovi, torej so cikli povezavno disjunktni. Slika 45
nam prikazuje konstrukcijo prvih dveh hamiltonskih ciklov v polnem grafu K14. Za
vrednost parametra j smo izbrali j = 3. Ciklov dolžine n je n−2

2
, kar je ravno n(n−2)

2

povezav. Povezav 1-faktorja je n
2
, to so povezave, ki povezujejo nasprotna si vozlǐsča

vi in vi+n−2
2

za 0 ≤ i < n−2
2

in povezava vn−1vn−2. To ustreza dejstvu, da ǐsčemo

razčlenitev polnega grafa na hamiltonske cikle plus 1-faktor.
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Slika 45: Konstrukcija razčlenitve polnega grafa K14 na hamiltonske cikle, vir [10]

V drugi rešitvi dobimo n
2

ciklov dolžine n− 2. Ponovno, vozlǐsča v0, . . . , vn−3 razpo-
redimo po krožnici okoli vozlǐsč vn−2 in vn−1. Prvih n−2

2
ciklov je oblike

(vi+1, vi−2, vi+3, vi−3, . . . , vi+j, vi−j, vn−2, vi+j+1, vi−j−1, . . . , vi+n−2
2
−1, vn−1, vi−1, vi+1),

0 ≤ i < n−2
2

. Za vrednost parametra j lahko izberemo katerokoli vrednost j =
2, 3, . . . , n−2

2
− 1, ki mora biti v vseh ciklih ista. V tem ciklu ni vozlǐsč vi in vi+n−2

2
.

Ponovno ugotovimo, da so cikli za vrednosti i, j, n povezavno disjunktni. Konstruk-
cija teh ciklov za polni graf K14 je prikazana na sliki 46a. Vrednost parametra j je
j = 3. Zadnji n

2
-ti cikel dolžine n− 2 pa je cikel

(v0, v1, . . . , vn−3, v0)

in ne vsebuje vozlǐsč vn−2 in vn−1. Na sliki 46b je prikazan za polni graf K14. Vsota
povezav v ciklih dolžine (n − 2) je enaka n(n−2)

2
, povezave 1-faktorja pa so kot v

zgornjem primeru vivi+n−2
2

za vsak i = 0, 1, . . . , n−2
2
− 1 in povezava vn−1vn−2.

Slika 46: Konstrukcija razčlenitve polnega grafa K14 na cikle dolžine 12, vir [10]

S tem je dokaz Izreka 4.23 zaključen.
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5 Deljivost večdelnih polnih grafov

Pozornost smo večinoma posvetili polnim grafom, lahko pa se vprašamo še o deljivosti
polnih večdelnih grafov. Izrek o deljivosti velja samo za polne grafe, za dvodelne in
tridelne polne grafe pa odgovore najdemo v [9] in [18]. Najprej si bomo pogledali izrek o
deljivosti za polne dvodelne grafe. Glavni del izreka je pogoj o deljivosti, ki je za polne
dvodelne grafe vedno zadosten.

Izrek 5.1. Naj bo K(n,m) polni dvodelni graf. Če t|nm, potem je K(n,m) deljiv s t.

Dokaz. Vemo, da t|nm. Naj bo t = rs za nek r, ki deli n in nek s, ki deli m. Potem
dvodelni polni graf K(n

r
, m

s
) skupaj z n(1− 1

r
)+m(1− 1

s
) izoliranimi vozlǐsči deli K(n,m).

Naslednji zgled nam ilustrira Izrek 5.1 in faktorje v dvedelitvi.

Zgled 5.2. Po Izreku 5.1 je polni dvodelni graf K3,4 na sliki 47a deljiv s 6, 6 = 3 ·2. Vsak
faktor je izomorfen K 3

3
, 4
2

= K1,2, plus štiri izolirana vozlǐsča. Faktorji so z obarvanimi
povezavami prikazani na sliki 47b.

Slika 47: 6-delitev polnega dvodelnega grafa K3,4

Pri polnih tridelnih grafih K(m,n, s) je problem zahtevneǰsi. Potrebni pogoj za delji-
vost s t je, da deli število povezav, torej t|mn + ns + ms. Ta pogoj ni vselej zadosten,
velja pa recimo za t = 2.

Izrek 5.3. Naj bo K(m,n, s) polni tridelni graf in m,n, s takšna pozitivna cela števila,
da je mn+ms+ ns sodo število. Tedaj je polni tridelni graf K(m,n, s) deljiv z 2.

Dokaz. Polni tridelni graf K(m,n, s) označimo kot K(A,B,C), kjer so A,B,C disjunktne
množice vozlǐsč in |A| = m, |B| = n in |C| = s. Po predpostavki mora biti število mn +
ms+ns sodo, torej morata biti vsaj dve izmed m,n, s sodi. Brez škode za splošnost lahko
rečemo, da sta m in n sodi števili. Naj bodo sedaj A1, A2, B1, B2, C paroma disjunktne
množice vozlǐsč, tako da velja |A1| = |A2| = m

2
, |B1| = |B2| = n

2
, |C| = s in A = A1 ∪ A2,

B = B1 ∪B2.
Sedaj skonstruirajmo element v faktorizaciji K(A,B,C)/2. Naj bo G1 vpeti podgraf
K(A,B,C), ki vsebuje povezave, ki povezujejo vozlǐsča A1 s C, B2 s C in B1 z A. Vpeti
podgraf G2, pa vsebuje povezave, ki povezujejo vozlǐsča A2 s C, B1 s C in B2 z A. Vpeta
podgrafa G1 in G2 skupaj vsebujeta vse povezave začetnega grafa K(A,B,C), vsaka
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povezava iz začetnega grafa pripada enemu vpetemu podgrafu G. Premislimo še, ali sta
G1 in G2 izomorfna. Opazimo, da so vsa vozlǐsča A, B in C v obeh podgrafih na enak
način povezana med seboj in v vsakem podgrafu je enako število povezav. Podgrafa sta
res izomorfna, torej sta faktorja v K(A,B,C)/2. Konstrukcija dveh faktorjev je prikazana
na sliki 48. S tem smo dokazali Izrek 5.3, torej polni tridelni graf K(m,n, s) je ob pogoju
za deljivost deljiv z 2.

Slika 48: 2-delitev polnega tridelnega grafa

Harary, Robinson in Wormald so okoli leta 1978 dokazali, da je pogoj za deljivost
zadosten za t = 2 in t = 4, ni pa zadosten za lihe t. Domneva, da je pogoj zadosten za
sode t je ostala odprta vse do dokaza Yanga leta 1995.
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6 Razčlenitev na drevesa in domneva o ljubkih

drevesih

Matematika je zelo široka znanost. Raziskuje številne vzorce, ki se nahajajo v številih, pro-
storu, tehnologiji, abstrakciji, kjerkoli, jih želi opisati in dokazati. Dokler dokaz ni popoln,
govorimo o domnevah. Teh na vseh področjih matematike najdemo kar veliko, nekatere
se sčasoma rešijo. Omenili smo že odprto domnevo o 1-faktorizaciji, v tem poglavju pa
bomo predstavili še eno znamenito nedokazano domnevo, povezano z razčlenitvijo grafov.
Ko smo razčlenjevali polne grafe, smo jih razčlenili na prirejanja, cikle in poti. Nismo
jih pa razčlenili na poljubne podgrafe, ki niso nujno cikli. Ringel in Kotzig sta študirala,
kdaj lahko polni graf razčlenimo na vnaprej izbrane izomorfne podgrafe. Ugotovila sta,
da je razčlenitev polnega grafa reda 2n + 1 na podgrafe velikosti n zagotovo možna, če
ima podgraf neko posebno lastnost, ki jo danes imenujemo, da je “ljubek”.
Rosa je to posebej študiral za drevesa različnih oblik. Izoblikovala se je domneva, da
so vsa drevesa ljubka. Če ta domneva velja, potem lahko vsak polni graf razčlenimo na
izomorfne kopije poljubnega v naprej izbranega drevesa. Vendar je domneva še vedno
odprta.
Definicije, trditve, zgledi in domneva v tem poglavju so povzeti po [4] in [12].

Definicija 6.1. Naj bo G = (V,E) graf reda n z m povezavami. Vsako injektivno funkcijo
f : V → {0, 1, . . . ,m} imenujemo označitev vozlǐsč. Prirejena označitev povezav f ′ : E →
{1, 2, . . . ,m} je definirana s predpisom f ′(uv) = |f(u)−f(v)|. Če velja, da je f ′ injektivna
(torej imata poljubni različni povezavi različni oznaki), rečemo, da je označitev f ljubka
označitev. Graf, za katerega obstaja vsaj ena ljubka označitev vozlǐsč, imenujemo ljubek
graf.

Zgled 6.2. Na sliki 49 so prikazani primeri ljubkih grafov. Oznake vozlǐsč so zapisane ob
vozlǐsčih, oznake povezav pa ob povezavah in so zaradi preglednosti podčrtane.

Slika 49: Primeri ljubkih grafov, vir [4]

Ugotovimo lahko, če vrednosti vozlǐsč prǐstejemo neko vrednost iz {0, 1, . . . ,m} po
modulu m, je graf še vedno ljubko označen, oznake povezav se ne spremenijo.

Trditev 6.3. Naj bo G graf reda n z m povezavami. Če je f : V → {0, 1, . . . ,m} neka
ljubka označitev vozlǐsč grafa G, potem je tudi označitev g : V → {0, 1, . . . ,m}, definirana
s predpisom g(v) = m− f(v), ljubka.

Dokaz. Preslikava g je dobro definirana, saj je m− f(v) število med 0 in m. Ker je

g′(uv) = |g(u)−g(v)| = |(m−f(u))−(m−f(v))| = |f(v)−f(u)| = |f(u)−f(v)| = f ′(uv)

sledi, da je g′ injektivna natanko tedaj kot f ′.

55



Na sliki 49 opazimo, da sta dva od prikazanih ljubkih grafov polna grafa. To sta K3

na sliki 49a in K4 na sliki 49c. Lahko bi si mislili, da so vsi polni grafi ljubki grafi. Vendar
to ne drži, idejo zavrže že polni graf K5.

Trditev 6.4. Polni graf K5 ni ljubki graf.

Dokaz. Polni graf K5 želimo označiti z neko ljubko označitvijo. Pet vozlǐsč mora biti
označenih s števili iz množice {0, 1, . . . , 10}, deset povezav pa z {1, 2, . . . , 10}. Polovica
povezav mora biti označena s sodimi števili, polovica pa z lihimi. Edini možni način,
da je povezava označena z liho oznako je, da sta njeni krajǐsči označeni eno s sodo in
drugo z liho oznako. Denimo sedaj, da vseh pet vozlǐsč označimo z liho oznako. V tem
primeru nobena od povezav ni označena z lihim številom. Če je natanko eno vozlǐsče
označeno z lihim število, potem so natanko štiri povezave označene liho. V primeru, ko
sta natanko dve vozlǐsči označeni liho, pa je šest povezav označenih z lihim številom.
Torej, na nikakršen način ne moremo označiti polnega grafa K5, da bi bilo natanko pet
povezav označenih liho.

Za vsako grafovsko družino se lahko vprašamo ali so grafi te družine ljubki grafi ali
ne.

Domneva 6.5 (Domneva o ljubkih drevesih: Ringel, Kotzig). Vsa drevesa so ljubki grafi.

Če si sami zamislimo poljubno drevo majhnega reda, potem lahko zanj z nekaj po-
skušanja razmeroma hitro najdemo neko ljubko označitev. Kar pa je pomembno pri
razčlenitvi grafov, sledi sedaj. Ringel je odkril, če je graf H velikosti n ljubki graf, po-
tem polni graf K2n+1 lahko razčlenimo na podgrafe izomorfne H. Ta razčlenitev ima to
lastnost, da vse kopije podgrafa H najdemo z zaporedjem rotacij.

Izrek 6.6 (Ringel, 1963). Naj bo H ljubek graf velikosti n. Polni graf K2n+1 lahko ciklično
razčlenimo na podgrafe H.

Dokaz. Ker je graf H ljubek graf velikosti n, so v H po ljubkem označevanju vozlǐsča
označena z {0, 1, . . . , n}, povezave pa z {1, 2, . . . , n}. V polnem grafu K2n+1 vozlǐsča
označimo z v0, v1, . . . , v2n in jih enakomerno razporedimo po krožnici. Cikel v K2n+1

(v0, v1, . . . , v2n, v0) je hamiltonski cikel.
Poglejmo si sedaj podgrafe H v polnem grafu K2n+1. Če je vozlǐsče v H po ljubkem
označevanju označeno z i, 0 ≤ i ≤ n, naj bo to vozlǐsče v polnem grafu vozlǐsče vi. Tako
velja za vsa vozlǐsča iz H. Vozlǐsči vi in vj, 0 ≤ i, j ≤ n, kjer i 6= j, med seboj povežemo,
če velja, da je |i− j| enako kot oznaka na povezavi med vozlǐsčema i in j v ljubkem grafu
H. Povezava med vi in vj je najkraǰsa razdalja med tema vozlǐsčema v hamiltonskem ciklu
polnega grafa. Skonstruirali smo prvi podgraf H1 izomorfen H, v polnem grafu K2n+1.
Za vsak naslednji podgraf H2, H3, . . . , H2n+1 zarotiramo H1 (na primer v smeri urinega
kazalca) za kot 360◦

2n+1
. Oziroma, za vozlǐsče vi sedaj v polnem grafu izberemo vozlǐsče vi+1.

Preverimo, da vsaka povezava polnega grafa nastopa natanko v enem podgrafu H. Po
Trditvi 6.3 vemo, če v ljubkem označevanju vse oznake vozlǐsč spremenimo enako, se
oznake povezav ne spremenijo. Tudi ko v polnem grafu zarotiramo podgraf H1, se vozlǐsče
vi spremeni v vi+1, razdalje med vozlǐsči v hamiltonskem ciklu ostanejo enake. Enako velja
za ostale podgrafe.
Podgrafov, izomorfnih H je 2n + 1, vsak z n povezavami. Skupaj torej (2n + 1)n =

2n2 + n = (2n+1)2n
2

povezav, kar je ravno število povezav v polnem grafu K2n+1.
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Zgled 6.7. V tem zgledu si bomo pogledali ilustracijo Izreka 6.6. Polni graf K9 bomo
razčlenili na podgrafe izomorfne H, kjer je H ljubki graf velikosti 4 na sliki 50a. Na sliki
50b je prvi podgraf H1, na sliki 50c pa še drugi H2 v K9. Če bi postopek nadaljevali, bi
dobili 9 podgrafov izomorfnih H in vsaka povezava polnega grafa bi pripadala natanko
enemu podgrafu H.

Slika 50: Primer razčlenitve polnega grafa K9 na ljubek podgraf velikosti 4, vir [4]

Veljavnost domneve o ljubkih drevesih bi torej pomenila, da za vsako drevo H z n
povezavami obstaja razčlenitev polnega grafa K2n+1 na izomorfne kopije H.
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7 Zaključek

V delu smo obravnavali številne rezultate, povezane z razčlenitvijo grafov. Večina dokazov
je bila konstruktivnih, kar pomeni, da bi jih lahko uporabili kot osnovo računalnǐskih
algoritmov, ki bi za dane parametre izpisali željeno razčlenitev. Povzetek rezultatov je
zbran v tabelah 5 in 6.

Razčlenitev Kn Potreben pogoj Zadosten pogoj

Izomorfna t-delitev t|n(n−1)
2

t|n(n−1)
2

1-faktorizacija n je sodo n je sodo
2-faktorizacija Eulerjev graf n je liho

Hamiltonska faktorizacija Eulerjev graf n ≥ 3 je liho

Na cikle poljubnih dolžin Eulerjev graf n je liho: m1 + · · ·+mt = n(n−1)
2

m1,m2, . . . ,mt n je sodo: m1 + · · ·+mt = n(n−2)
2

Na hamiltonske poti n je sodo n je sodo

Na poti dolžine l, l < n l|n(n−1)
2

l|n(n−1)
2

Na poti dolžin l1, l2, . . . , lt, l1 + · · ·+ lt = n(n−1)
2

l1 + · · ·+ lt = n(n−1)
2

kjer je li < n, 1 ≤ i ≤ t

K2n+1 na poljubne n|2n(2n+1)
2

H je ljubek graf velikosti n
podgrafe H velikosti n

Tabela 5: Razčlenitve polnih grafov

Razčlenitev večdelnega polnega grafa Potreben in zadosten pogoj

Km,n na t izomorfnih faktorjev t|mn
1-faktorizacija Km,n m = n

Km,n,s na 2 izomorfna faktorja 2|mn+ms+ ns

Tabela 6: Razčlenitve večdelnih polnih grafov

Kot smo nakazali v uvodu, so razčlenitve zelo uporabne pri raznovrstnih problemih
kombinatorične narave, ki jih lahko srečamo na najrazličneǰsih področjih. V matematiki
pa lahko včasih s pomočjo ustrezne razčlenitve danega grafa dokažemo različne strukturne
izreke o njegovih lastnostih.
Poenostavljeni konkretni primeri pa so zanimivi tudi z vidika vsakdanjega življenja in
bi jih lahko uporabili tudi pri pouku matematike. Ker snov ni del učnega načrta, bi
bila primerna za obravnavanje pri kakšnem matematičnem krožku ali dodatnem pouku.
Najpomembneje pri tem je, da s problemi razčlenitev grafov razvijamo kombinatorično
razmǐsljanje učencev. Prav iz vsakega obravnavanega poglavja najdemo primere, ki so
primerni za osnovnošolce.
Graf je abstrakten pojem, ki ga lahko upodobimo z risanjem točk (vozlǐsč) in povezav med
njimi, kot so prikazane slike v delu. Pomagamo si lahko tudi s sestavljanjem kroglic (na
primer iz plastelina), ki predstavljajo vozlǐsča, in zobotrebci med njimi, ki predstavljajo
povezave. Za spoznavanje grafov in grafovskih lastnosti učenci na primer narǐsejo (ali
sestavijo) mrežo prijateljstev v razredu ali na socialnem omrežju (prijatelji in prijatelji
prijateljev) in ugotavljajo, kako so povezani, imajo “enake” mreže, je kakšna vez, ki
povezuje na primer dve skupini prijateljev, ali lahko te prijatelje razvrstijo v pare in
podobno. Število oseb (vozlǐsč) je potrebno omejiti, saj govorimo o končnih grafih ter
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zaradi preglednosti. Seznanimo jih z osnovnimi grafovskimi izrazi, kako rečemo grafu, kjer
je vsako vozlǐsče povezano z vsakim, jih poučimo kdaj sta grafa izomorfna in podobno.
Pripravimo mrežo prijateljstev, ki ustreza sebi-komplementarnemu grafu. Kaj se zgodi,
če povežemo tiste osebe, ki niso prijatelji? Sta mreži (grafa) prijateljev in neprijateljev
enaki (izomorfni)? Poglejmo si še nekaj poenostavljenih problemov, ki bi bili primerni za
reševanje za učence osnovne šole.

1. Na šolskem turnirju igre med dvema ognjema, kjer tekmuje osem ekip, hkrati lahko
potekajo štirje dvoboji in vsak par ekip se za zmago lahko bori natanko enkrat.
Lahko sestavimo razpored dvobojev?
Vprašanje lahko tudi otežimo. Kako lahko seznam dvobojev sestavimo tako, da
vsaka ekipa igra z vsako in da bo celoten turnir trajal čim manj časa? Torej se mora
čim več dvobojev odvijati hkrati.

2. Imamo zemljevid s sedmimi razglednimi točkami. Vsak par točk je povezan z na-
tanko eno ulico, vse ulice želimo obiskati. Kako si načrtujemo večdnevni izlet, da si
vsak dan ogledamo natanko tri zaporedne ulice in vsako ulico natanko enkrat? Isto
razgledno točko pa lahko obǐsčemo večkrat. Začnemo torej v razgledni točki, po
ulici gremo do druge in tako naprej, dokler ne pridemo do četrte točke. Naslednji
dan lahko začnemo v kateri koli drugi točki in si ogledamo tri druge zaporedne ulice.
Koliko dni bo trajal izlet?

3. Sedem, osem ali devet učencev iz razreda želimo razvrstiti po trojicah, kjer je vsak
par učencev v natanko eni trojici. Zakaj osmih učencev ne moremo tako razporediti?

4. V učilnici, kjer je pet miz postavljenih tako, da 4 učenci lahko sedijo okoli dveh
miz, želimo posesti 20 učencev. Na koliko različnih načinov jih lahko posedemo,
če upoštevamo, da sta dva učenca le enkrat lahko skupaj za mizo? Najdi čim več
takšnih načinov sedežnega reda.

5. Sestavi razpored plesnih parov petih učenk in petih učencev, da vsak učenec pleše
z vsako učenko (in obratno).

6. Devet otrok v vrtcu se igra igro, pri kateri se morajo ob žvižgu pǐsčalke razporediti
v tri kroge po 3, 4 in 5 otrok. Se lahko trikrat zaporedoma razporedijo tako, da se
vsak par otrok natanko enkrat drži za roki?

Pri reševanju in iskanju kombinacij jim seveda lahko namignemo s konstrukcijami.
Potem tudi sami poskušajo sestaviti kakšno uganko, ki jo lahko prevedemo v jezik teorije
grafov. S tem jim pokažemo uporabnost in vsakdanjost matematike, ki se mnogim zdi
vse prej kot to.
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