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Introduction générale

Des tests des structures en service, telles que les ponts et les tunnels, sont néces-
saires afin de vérifier l’intégrité de ces ouvrages d’art. Le contrôle non destructif est
une technique d’évaluation des structures qui ne nécessite pas d’endommagement.
On cite, à titre d’exemple, la détection de fissures sur un pont en béton, pour laquelle
des mesures directes ne sont pas accessibles au voisinage de la fissure. Les carac-
téristiques de l’ouvrage supportant un trafic doivent alors être retrouvées à partir de
mesures sur une partie accessible du pont, on parle de complétion de données. En
plus d’être partielles, les mesures ne sont pas parfaites : elles sont entachées de bruit
expérimental. Ces difficultés donnent naissance à des problèmes d’identification, qui
sont de réels défis scientifiques de part le manque d’informations nécessaires à leur
résolution directe, il s’agit de problèmes inverses.

Les problèmes inverses interviennent dans divers domaines de la physique, tels
que la thermique ou la mécanique. Ils trouvent de nombreuses applications, comme
l’identification de frontières, de cavités ou de fissures, l’identification de paramètres
matériau, l’identification de conditions aux limites non accessibles à la mesure,...
Les problèmes inverses s’opposent aux problèmes directs, problèmes pour lesquels
nous connaissons le domaine et sa frontière, l’équation d’équilibre, la loi de compor-
tement, les conditions aux limites en tout point de la frontière et éventuellement, les
conditions initiales. Un problème inverse est caractérisé par l’absence d’au moins
une de ces informations. Au sens mathématique, les problèmes directs sont connus
pour être bien posés. D’après Hadamard, un problème est bien posé s’il admet une
unique solution qui dépend continûment des données. A contrario, l’existence, l’uni-
cité ou la stabilité de la solution d’un problème inverse ne peuvent pas être garanties.
La résolution de tels problèmes ne peut donc pas se faire par les méthodes usuelles
pour résoudre les problèmes directs, d’où la nécessité de développer des méthodes
spécifiques de résolution. Les techniques inverses les plus connues sont les méthodes
de résolution de type Tikhonov, la méthode de quasi-réversibilité et des méthodes
itératives qui consistent à résoudre une succession de problèmes bien posés. Ces
méthodes cherchent à résoudre un système de la forme

A(u) = f (1)

où les inconnues u sont exprimées en fonction des grandeurs connues f . De petites
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perturbations des données f peuvent fortement altérer la solution, c’est pourquoi
les méthodes de type Tikhonov et de quasi-réversibilité utilisent un opérateur ré-
gularisant afin d’obtenir une solution stable vis à vis de faibles perturbations. Les
quasi-solutions ainsi obtenues sont dépendantes d’un paramètre de régularisation
et les données f sont utilisées de manière exacte, c’est à dire que les inconnues u
du problème sont exprimées directement en fonction de ces données. Cimetière et
al. [65,67] ont proposé la méthode de régularisation évanescente, différente par le fait
que les inconnues u ne sont pas exprimées directement en fonction des données f .
Elle repose sur l’idée de rechercher parmi toutes les solutions de l’équation d’équi-
libre celle qui s’approche aux mieux des données. Ainsi, l’équation d’équilibre est
considérée fiable et les données sont des quantités non fiables.

Initialement introduite pour résoudre le problème de Cauchy associé à l’équa-
tion de Laplace [65, 67], la méthode de régularisation évanescente a plus tard été
étendue pour résoudre les problèmes de Cauchy bidimensionnels en élasticité [78].
Dans cette thèse, nous proposons, dans une première partie, d’étendre la méthode
de régularisation évanescente aux problèmes de Cauchy, bidimensionnels ou tridi-
mensionnels, gouvernés par l’équation d’Helmholtz. Dans une seconde partie, nous
proposons tout d’abord la généralisation de la méthode aux problèmes de complé-
tion de données à partir de mesures de champs partielles et nous l’appliquons ensuite
à des mesures réelles.

Le premier chapitre est consacré aux méthodes de résolution des problèmes de
complétion de données de type Cauchy. Nous présentons des méthodes dédiées à
la régularisation du problème continu et des méthodes de résolution des systèmes
discrets mal conditionnés. Les idées de base ainsi que les formulations continue et
discrète de la méthode de régularisation évanescente sont détaillées.

Le second chapitre présente la résolution du problème de Cauchy associé à l’équa-
tion d’Helmholtz avec la méthode de régularisation évanescente. La formulation
continue de la méthode ainsi que sa mise en œuvre numérique avec la méthode des
solutions fondamentales sont exposées. Des exemples numériques bidimensionnels
considérant des domaines à frontière régulière ou présentant des points anguleux
sont traités. Nous étudions l’influence du paramètre de régularisation et des para-
mètres de la discrétisation. Enfin nous présentons des résultats numériques tridi-
mensionnels.

Le troisième chapitre est dédié aux mesures de champs et à leurs principales
utilisations pour l’identification. Nous présentons les motivations à réaliser des me-
sures de champs et les techniques expérimentales disponibles, parmi lesquelles nous
distinguons la corrélation d’images numériques. Les mesures de champs étant ac-
tuellement exploitées dans le cadre de l’identification de paramètres matériau, nous
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présentons quelques méthodes d’identification.

Le quatrième chapitre est consacré à la généralisation de la méthode de régula-
risation évanescente aux problèmes de complétion de données à partir de mesures
de champs partielles. Nous présentons le problème modèle et nous détaillons la for-
mulation continue ainsi que la mise en œuvre numérique d’une part avec la méthode
des éléments finis et, d’autre part, avec la méthode des solutions fondamentales.
Un exemple numérique de compression uniforme permet de valider l’approche que
nous proposons et de comparer les deux méthodes numériques. Nous présentons en-
suite des reconstructions de champs de déplacements et de conditions aux limites
obtenues à partir de mesures de champs partielles, issues de corrélation d’images
numériques et réalisées lors d’essais de compression d’un cylindre en polyéthylène
et d’un disque en béton.





aaaa 5

Partie I

Méthode de régularisation

évanescente pour le problème de

Cauchy associé à l’équation

d’Helmholtz
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Introduction

Cette première partie est dédiée à la résolution d’un problème de complétion
de données de type Cauchy, pour lequel des conditions aux limites surabondantes
sont accessibles seulement sur une partie de la frontière du domaine alors qu’au-
cune information n’est disponible sur la partie complémentaire de la frontière. Les
problèmes de Cauchy ont de nombreuses applications en ingénierie, telles que la
thermique, l’acoustique, l’imagerie médicale, l’ingénierie pétrolière,... Par exemple,
en thermique, un fluide caloporteur s’écoule dans une conduite et les conditions
d’échange thermique avec le milieu extérieur sont connues (par exemple, la donnée
du flux et la température pariétale) tandis qu’aucune condition (ni la température du
fluide, ni les conditions d’échange avec le fluide) en paroi interne n’est accessible.
Le problème de Cauchy consiste alors à reconstruire la température (par exemple)
en paroi interne. La résolution de problèmes de type Cauchy est souvent rencontrée
comme une étape préalable dans les travaux de contrôle non destructif, il s’agit, par
exemple, de reconstruire le champ de déplacements d’un solide à partir de mesures
des déplacements et des efforts sur une partie de sa frontière afin d’identifier, par la
suite, des défauts (fissures, zones plastiques, tumeurs,..).

Nous considérons que le problème de Cauchy que l’on cherche à résoudre est lié
à un problème physique pour lequel l’équation d’équilibre, la loi de comportement et
le domaine et sa frontière sont connus. Nous supposons que la fonction et sa dérivée
normale sont données sur une partie accessible de la frontière mais qu’aucune condi-
tion aux limites n’est connue, imposée ou mesurable sur la partie complémentaire.
Dans le cas où les conditions aux limites sont compatibles, le problème de Cauchy
a une solution. D’après le théorème de Holmgren [110], cette dernière est unique
mais elle ne dépend pas continûment des données, de petites perturbations sur les
conditions aux limites peuvent alors rendre la solution instable sur la partie com-
plémentaire de la frontière. Le problème de Cauchy est alors un problème mal posé
au sens d’Hadamard [97] puisque la stabilité de la solution par rapport aux données
n’est pas assurée. Lorsque les données de conditions aux limites sont des mesures
réelles, elles ne sont, en général, pas compatibles, à cause du bruit de mesure. Il est
donc nécessaire d’utiliser une méthode de résolution du problème de Cauchy stable
par rapport aux incertitudes de mesure.

Dans un premier chapitre, nous présentons quelques méthodes de résolution pour
les problèmes de type Cauchy. Nous considérons des méthodes de régularisation du
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problème continu, des méthodes utilisant une reformulation du problème de Cauchy,
des méthodes de projection dans une base de solutions de l’opérateur et des méthodes
de résolution pour les systèmes discrets mal conditionnés. Nous détaillons les for-
mulations continues et discrètes de la méthode de régularisation évanescente, qui
repose sur l’idée de rechercher parmi toutes les solutions de l’équation d’équilibre
celle qui s’approche au mieux des conditions aux limites disponibles. Les conditions
aux limites, potentiellement entachées d’erreurs de mesure, sont ainsi considérées
comme non fiables.

Un second chapitre est consacré à la résolution du problème de Cauchy associé
à l’équation d’Helmholtz avec la méthode de régularisation évanescente. Nous pré-
sentons le problème modèle et nous détaillons la formulation continue de la méthode
ainsi que sa mise en œuvre numérique avec la méthode des solutions fondamentales.
Des exemples numériques bidimensionnels sont étudiés dans le cas d’un domaine
à frontière régulière et d’un domaine avec des points anguleux. Nous considérons
aussi des exemples tridimensionnels pour une solution régulière et une solution qui
caractérise la présence d’une singularité à proximité mais à l’extérieur du domaine.
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Dans ce chapitre, nous présentons des méthodes adaptées à la résolution du pro-
blème modèle de Cauchy qui peut être énoncé comme suit :
Soit Ω un ouvert borné de R2 ou R3 , délimité par sa frontière Γ composée de Γd et
Γi tel que Γ = Γd ∪Γi et Γd ∩Γi = ∅ (voir Figure 1.1). Etant données φd et ψd deux
fonctions définies sur Γd, on cherche une fonction u ∈ Ω solution de l’opérateur L
telle que

L(u) = 0 (1.1)

et vérifiant les conditions aux limites :



u = φd, ∀x ∈ Γd

u′ = ψd, ∀x ∈ Γd

(1.2)

Ω

Γd

Γi

u =?
u′ =?

u = φd u′ = ψd

Figure 1.1 – Problème modèle de Cauchy

Nous nous intéressons en premier lieu aux méthodes dédiées à la résolution du
problème continu. Des méthodes de régularisation du problème continu permettent
d’obtenir une quasi-solution stable par rapport aux données, d’autres méthodes pro-
posent de résoudre le problème de Cauchy mal posé en utilisant une reformulation
qui permet de se ramener à des problèmes bien posés et il existe également des
méthodes qui suggèrent de décomposer la solution du problème sur une base de
solutions analytiques.

Selon la méthode numérique utilisée, certaines de ces méthodes amènent à ré-
soudre un système d’équations mal conditionné. Nous présentons alors dans un se-
cond temps des méthodes de résolution de systèmes discrets mal conditionnés.

Enfin, nous présentons la méthode de régularisation évanescente et les motiva-
tions à l’origine de sa construction et nous détaillons les formulations continue et
discrète de la méthode avant de conclure.

1.1 Méthodes de régularisation du problème continu

Différentes méthodes permettent de régulariser le problème continu, c’est à dire
que la solution obtenue est contrôlée au moyen d’un terme régularisant, le plus sou-
vent dépendant d’un paramètre. On obtient ainsi une quasi-solution stable par rap-
port aux données.
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Considérons deux espaces de Hilbert V etH . Un problème inverse peut être écrit
en utilisant la notation symbolique (1) :





Trouver u ∈ V tel que :

Au = f
(1.3)

où f = (u
∣∣∣
Γd

, u′
∣∣∣
Γd

) décrit les données appartenant à H et A est un opérateur de V

dans H .

1.1.1 Les méthodes de type Tikhonov

La technique de Tikhonov [195] consiste à remplacer le problème mal posé par
un problème approché bien posé. Le caractère bien posé est obtenu grâce à l’ajout
d’un terme de contrôle pondéré par un paramètre de régularisation.

Le problème régularisé au sens de Tikhonov consiste à trouver la fonction uλ qui
minimise la fonctionnelle :

Jλ(u, f) = ‖Au− f‖2
H + λJr(u) (1.4)

avec λ le paramètre de régularisation à déterminer et Jr une fonctionnelle stabilisa-
trice.

Le terme régularisant Jr s’exprime, par exemple, si l’on recherche :

— la solution la plus proche d’une valeur de référence ou d’une connaissance a
priori u0 par Jr = ‖u− u0‖2

V ,

— ou la solution de norme minimale par Jr = ‖u‖2
V .

Dans le cas où l’on cherche la solution approchée de norme minimale du pro-
blème de Cauchy, la solution approchée et régularisée de Tikhonov uλ est donnée
par la solution de l’équation :

(A∗A+ λI)u = A∗f (1.5)

où A∗ est l’opérateur adjoint de A.
L’élément optimal le plus proche de la connaissance a priori u0 vérifie l’équa-

tion :
uλ = (A∗A+ λI)−1(A∗f + λu0).

On peut introduire une version itérative de la méthode de Tikhonov qui consiste
à résoudre une succession de problèmes de ce type, avec à chaque itération la mise
à jour de la connaissance a priori. A chaque itération, la valeur de référence u0 cor-
respond à l’élément optimal calculé à l’itération précédente. La fonctionnelle à mi-
nimiser à l’itération k est

Jk
λ(u, f) = ‖Au− f‖2

H + λ‖u− uk−1
λ ‖2

V (1.6)
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et l’élément optimal est

uk
λ = (A∗A+ λI)−1(A∗f + λuk−1

λ ), k ∈ {1, . . . , n}.

La solution obtenue par une méthode de type Tikhonov est donc une solution
approchée au problème mal posé, stable par rapport aux données mais dépendante
du paramètre de régularisation λ utilisé (ou d’un critère d’arrêt pour la version itéra-
tive). Il existe plusieurs techniques pour choisir le paramètre de régularisation, telles
que le critère de Morozov [164], le critère de validation croisée [197] ou la technique
de la L-curve [101, 102].

1.1.2 La méthode de quasi-réversibilité

La méthode de quasi-réversibilité, introduite par Lattès et Lions [131], consiste à
transformer le problème de Cauchy mal posé ((1.1) et (1.2)) d’ordre 2 en une famille
de problèmes bien posés d’ordre 4. Cette famille dépend d’un petit paramètre λ de
telle manière que la solution régularisée uλ tende vers “la solution exacte” u lorsque
λ tend vers zéro [53].

On introduit les espaces V et V0 :

V =
{
v ∈ H2(Ω), v

∣∣∣
Γd

= φd, v
′
∣∣∣
Γd

= ψd

}

V0 =
{
v ∈ H2(Ω), v

∣∣∣
Γd

= 0, v′
∣∣∣
Γd

= 0
}

La formulation variationnelle de quasi-réversibilité pour le problème de Cauchy as-
socié à l’équation de Laplace s’écrit :





Trouver uλ ∈ V tel que ∀v ∈ V0 :

(∆uλ,∆v)L2(Ω) + λ(uλ, v)H2(Ω) = 0
(1.7)

Le problème (1.7) a une unique solution uλ ∈ V , telle que ‖uλ − u‖H2(Ω) → 0

lorsque λ → 0.
La méthode de quasi-réversibilité a été implémentée pour résoudre le problème

de Cauchy pour l’équation de Laplace, sa facilité d’implémentation en utilisant des
différences finies [126] ou des éléments finis de classe C1 est remarquable. Bour-
geois [51] propose une formulation de la méthode, pour le problème de Cauchy as-
socié à l’équation de Laplace, qui utilise des éléments finis de classe C0. Le choix du
paramètre de régularisation λ, dont la solution dépend, est déterminant, notamment
dans le cas où les données sont bruitées, c’est pourquoi une nouvelle version de la
méthode d’optimisation basée sur la dualité et inspirée du principe de Morozov est
introduite [52]. La méthode est également appliquée à la résolution du problème de
Cauchy associé à l’équation d’Helmholtz [178]. Le problème inverse d’obstacle est
résolu avec des conditions aux limites de Dirichlet [53,73] en couplant l’approche de
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quasi-réversibilité à une méthode Level Set. Une “approche extérieure” [73] a récem-
ment été appliquée au problème de Stokes [54] et au problème associé à l’équation
de la chaleur [55]. Dardé et al. [74] s’intéressent à la version itérative de la méthode,
qui consiste à résoudre itérativement des problèmes utilisant la méthode de quasi-
réversibilité, la solution de chaque problème dépendant de la solution du problème
précédent. Une suite de solutions, qui converge vers la solution exacte du problème
lorsque les données sont exactes, est ainsi obtenue peu importe le choix du paramètre
de régularisation λ. L’amplitude du bruit sur les données de conditions aux limites
doit toutefois être connue, si ces dernières ne sont pas compatibles, afin d’utiliser le
principe de Morozov pour arrêter le processus itératif.

1.1.3 Des méthodes de type contrôle optimal

Des méthodes permettent de régulariser le problème de Cauchy en le reformu-
lant comme un problème de contrôle optimal.

Les conditions aux limites étant à déterminer sur la partie Γi, on considère la
fonction sur Γi comme un contrôle η ∈ L2(Γi) dans une formulation de problème
direct pour s’accorder aux données φd ∈ L2(Γd) sur la partie Γd.
On considère alors le problème direct :





∆u = 0, ∀x ∈ Ω

u = η, ∀x ∈ Γi

u′ = ψd, ∀x ∈ Γd

(1.8)

avec ψd ∈ L2(Γd) et H l’opérateur associé :

H : L2(Γi) −→ L2(Γd)

η ∈ L2(Γi) −→ Hη = u
∣∣∣
Γd

∈ L2(Γd).

L’existence et l’unicité d’une solution u(η, ψd) ∈ H
1
2 (Ω) de (1.8) est garantie [137]

dans le cas d’une frontière régulière Γ constituée de deux parties disjointes Γd et Γi.
Le but est de trouver η tel que u(η, ψd)

∣∣∣
Γd

= φd. Pour cela, on minimise la

fonctionnelle :
Jη(v) =

1

2
‖v − φd‖2

L2(Γd) (1.9)

par rapport à η, dont le gradient dépend de S ∈ L2(Ω) la solution du problème
adjoint : 




∆(S) = 0, ∀x ∈ Ω

S = 0, ∀x ∈ Γi

S ′∗ = ξ, ∀x ∈ Γd

(1.10)
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avec (·)′∗ l’opérateur adjoint de (·)′. ξ ∈ L2(Γd) et H∗ est l’opérateur adjoint de H
tel que :

H∗ : L2(Γd) −→ L2(Γi),

ξ ∈ L2(Γd) −→ H∗ξ = −S ′∗
∣∣∣
Γi

∈ L2(Γi).

La détermination de η est ensuite réalisée en utilisant un algorithme itératif de
descente. On peut par exemple citer l’algorithme du gradient conjugué, la méthode
de Landweber-Fridman et la méthode de l’erreur minimale, que nous présentons par
la suite.

La méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué [106] est une méthode de descente dépendante
d’un paramètre, dont on rappelle l’algorithme :

— Étape 1 : Choisir une fonction arbitraire η1 ∈ L2(Γi).

— Étape 2 : Résoudre, pour k ≥ 1, le problème direct :





∆(uk) = 0, ∀x ∈ Ω

uk = ηk, ∀x ∈ Γi

u′k = ψd, ∀x ∈ Γd

(1.11)

afin de déterminer les quantités uk, ∀x ∈ Ω et u′k, ∀x ∈ Γi. On pose ensuite
ξk = φd − uk, ∀x ∈ Γd.

— Étape 3 : Résoudre, pour k ≥ 1, le problème adjoint :





∆(Sk) = 0, ∀x ∈ Ω

Sk = 0, ∀x ∈ Γi

S ′∗k
= ξk, ∀x ∈ Γd

(1.12)

pour déterminer αk−1 et ζk tels que :

αk−1 =






0, k = 1

‖S ′∗k‖2
L2(Γi)

‖S ′∗k−1‖2
L2(Γi)

, k > 1

ζk =





− S ′∗k
, ∀x ∈ Γi, k = 1

− S ′∗k
+ αk−1ζ

k−1, ∀x ∈ Γi, k > 1

— Étape 4 : Résoudre, pour k ≥ 1, le problème direct :




∆(wk) = 0, ∀x ∈ Ω

wk = ζk, ∀x ∈ Γi

w′k = 0, ∀x ∈ Γd
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pour déterminer βk et ηk+1 :

βk =
‖S ′∗k‖2

L2(Γi)

‖wk‖2
L2(Γd)

,

ηk+1 = ξk + βkζ
k, ∀x ∈ Γi.

— Étape 5 : Incrémenter k (k = k + 1) puis recommencer le processus itératif à
l’étape 2 tant que le critère d’arrêt choisi n’est pas satisfait.

La méthode du gradient conjugué utilise la direction conjuguée, elle a donc
l’avantage de converger plus vite que les algorithmes standards de gradient. On
trouve des applications à des problèmes de Cauchy associés à différents opérateurs,
comme l’équation de la chaleur [29,104], l’équation de Laplace [103], l’équation de
Lamé [154] et les équations de type Helmholtz [151].

La méthode de Landweber-Fridman

La méthode de Landweber-Fridman [88,130] est une méthode régularisante itérative
dépendante d’un paramètre γ dont l’algorithme s’écrit :

— Étape 1 : Choisir une fonction arbitraire η1 ∈ L2(Γi).

— Étape 2 : Pour k ≥ 1, déterminer uk, ∀x ∈ Ω et u′k, ∀x ∈ Γi en résolvant le
problème direct (1.11) et poser ensuite ξk = φd − uk, ∀x ∈ Γd.

— Étape 3 : Mettre à jour la donnée de Dirichlet sur Γi :

ηk+1 = ηk − γS ′∗, ∀x ∈ Γi, 0 < γ < ‖H‖−2,

en résolvant le problème adjoint (1.12).

— Étape 4 : Incrémenter k (k = k + 1) puis recommencer le processus itératif à
l’étape 2 tant que le critère d’arrêt choisi n’est pas satisfait.

La méthode de Landweber est une variante de l’algorithme du gradient. Marin
et al. utilisent la méthode des éléments de frontière pour l’implémenter dans le cas
des problèmes de Cauchy associés à l’élasticité linéaire [160] ou à des équations
de type Helmholtz [152]. Dans [109, 123, 138, 139, 199, 200], la méthode est ap-
pliquée à des problèmes de tomographie. La méthode a récemment été employée
pour des problèmes inverses d’identification de sources pour l’équation d’Helm-
holtz modifiée [198] et pour l’équation parabolique de la chaleur à partir de données
de Cauchy [112]. Dans ces derniers travaux [112], la méthode de Landweber per-
met d’obtenir une solution stable et la méthode du gradient conjugué est également
employée pour accélérer la convergence. On déplore cependant le grand nombre
d’itérations requis pour résoudre le problème en comparaison à d’autres procédures
itératives régularisantes, telles que la méthode du gradient conjugué. Récemment,



1.2. Méthodes utilisant une reformulation du problème de Cauchyaaaa 17

Maxwell [163] a montré que l’algorithme itératif alternatif de Kozlov et al. [127],
que nous présentons par la suite, pouvait être écrit sous la forme d’une itération de
Landweber : il propose d’accélérer cet algorithme en utilisant l’algorithme du gra-
dient conjugué.

La méthode de l’erreur minimale

Nous présentons une variante de la méthode du gradient conjugué, la méthode de
l’erreur minimale [124], dont on rappelle l’algorithme :

— Étape 1 : Choisir une fonction arbitraire η1 ∈ L2(Γi).

— Étape 2 : Pour k ≥ 1, déterminer uk, ∀x ∈ Ω et u′k, ∀x ∈ Γi en résolvant le
problème direct (1.11) et poser ensuite ξk = φd − uk, ∀x ∈ Γd.

— Étape 3 : Résoudre le problème adjoint (1.12) afin de déterminer γk−1, ζk, δk

et ηk+1 tels que :

γk−1 =






0, k = 1

‖ξk‖2
L2(Γd)

‖S ′∗k−1‖2
L2(Γd)

, k > 1

ζk =





− S ′∗k
, ∀x ∈ Γi, k = 1

− S ′∗k
+ γk−1ζ

k−1, ∀x ∈ Γi, k > 1

δk =
‖ξk‖2

L2(Γd)

‖ζk‖2
L2(Γi)

,

ηk+1 = ηk + δkζ
k, ∀x ∈ Γi.

— Étape 4 : Incrémenter k (k = k + 1) puis recommencer le processus itératif à
l’étape 2 tant que le critère d’arrêt choisi n’est pas satisfait

Avec un choix approprié de critère d’arrêt, la méthode de l’erreur minimale a un
effet régularisant et quelques itérations suffisent pour obtenir une solution numérique
stable et précise [144]. La méthode a été implémentée pour les problèmes de Cauchy
associés aux équations de Stokes [115], de Lamé [146] et de type Helmholtz [144].
Une limite de la méthode est soulignée dans [146], les conditions aux limites de
Neumann ne peuvent pas être reconstruites avec précision sur le bord inaccessible.

1.2 Méthodes utilisant une reformulation du problème

de Cauchy

Nous présentons ici quelques méthodes qui permettent de résoudre le problème
de Cauchy mal posé en utilisant une reformulation qui nous ramène à des problèmes
bien posés.
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1.2.1 Méthode basée sur une procédure itérative alternée

Cette méthode itérative a été introduite par Kozlov et al. [127] pour résoudre les
problèmes inverses de type Cauchy. Elle consiste à remplacer le problème mal posé
par une suite de problèmes mixtes bien posés. Bien que la méthode soit applicable
aux problèmes de Cauchy gouvernés par des équations aux dérivées partielles ellip-
tiques, nous la présentons dans le cas du problème de Cauchy associé à l’équation
de Laplace.

L’algorithme itératif suivant permet la reconstruction de la solution et de sa dé-
rivée normale sur Γi :

Étape 1 :

— Si k = 1, initialisation arbitraire de la solution u1, ∀x ∈ Γi,
ou

— Si k > 1, résoudre le problème direct mixte bien posé :





∆(u2k−1) = 0, ∀x ∈ Ω

u2k−1 = φd, ∀x ∈ Γd

u′2k−1
= u′2k−2

, ∀x ∈ Γi

(1.13)

pour déterminer u2k−1, ∀x ∈ Ω et u2k−1, ∀x ∈ Γi.

Étape 2 : Ayant calculé la solution u2k−1 pour k ≥ 1, déterminer u2k, ∀x ∈ Ω

et u′2k, ∀x ∈ Γi, en résolvant le problème direct mixte bien posé :





∆(u2k) = 0, ∀x ∈ Ω

u2k = u2k−1, ∀x ∈ Γi

u′2k
= ψd, ∀x ∈ Γd.

(1.14)

Étape 3 : Incrémenter k (k = k + 1) puis recommencer le processus itératif à
l’étape 1 tant que le critère d’arrêt choisi n’est pas satisfait.

Si Γ = Γd ∪Γi est une frontière régulière et si les données φd et ψd sont compatibles,
alors la solution uk calculée par le processus itératif converge vers la solution du
problème de Cauchy [127].

La méthode itérative alternée est une méthode exacte, au sens où elle ne perturbe
pas l’équation, puisque la solution qu’elle fournit converge vers la solution du pro-
blème de Cauchy et ne dépend pas d’un coefficient de régularisation. L’opérateur
n’étant pas perturbé, il s’agit d’une méthode qui respecte la physique du problème.

Lesnic et al. [136] utilisent, quant à eux, la méthode des éléments de frontière
pour implémenter l’algorithme dans le cas du problème de Cauchy associé à l’équa-
tion de Laplace. La méthode est étendue à la résolution de problèmes mal posés
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régis par des équations aux dérivées partielles elliptiques, paraboliques ou hyper-
boliques [30]. Dans le cas de données bruitées, des hypothèses de régularité sur les
données doivent être faites pour estimer le taux de convergence. L’algorithme itératif
alternatif est également implémenté par la méthode des éléments de frontière pour
résoudre le problème de Cauchy associé à l’équation d’Helmholtz [149]. Le critère
régularisant de Morozov [164] peut être utilisé pour arrêter la procédure itérative
dans le cas de données bruitées. Marin [143, 145] utilise la méthode des solutions
fondamentales (MFS) pour implémenter l’algorithme itératif. La méthode numé-
rique est alors combinée à une méthode de type Tikhonov [195] pour résoudre les
problèmes mixtes bien posés qui interviennent à chaque itération. Le paramètre de
régularisation est choisi en utilisant un critère de validation croisée [197] qui, de
par son caractère itératif, augmente le temps de calcul. Le même auteur [147] utilise
alors les méthodes de relaxation proposées par Jourhmane et al. [117] pour accélé-
rer la vitesse de convergence de l’algorithme implémenté par la MFS. Berntsson et
al. [43] implémentent également la méthode itérative avec la MFS pour résoudre le
problème de Cauchy pour l’équation d’Helmholtz.

1.2.2 Méthode basée sur la minimisation d’une fonctionnelle éner-

gétique

Andrieux et al. [9,12] ont introduit une méthode similaire à la précédente basée
sur la minimisation d’une fonctionnelle d’erreur en énergie. La méthode consiste à
minimiser l’écart entre deux champs distincts, chacun étant solution d’un problème
bien posé auquel on a attribué une inconnue et une donnée aux limites du problème
de Cauchy. La méthode est présentée, ici, dans le cas de l’équation de Laplace.

Le problème de Cauchy défini par (1.1) et (1.2) est décomposé en deux sous
problèmes bien posés dont les deux champs distincts u1 et u2 sont respectivement
solutions de :





∆(u1) = 0, ∀x ∈ Ω

u1 = φd, ∀x ∈ Γd

u′
1 = η, ∀x ∈ Γi

et





∆(u2) = 0, ∀x ∈ Ω

u2 = τ, ∀x ∈ Γi

u′
2 = ψd, ∀x ∈ Γd

(1.15)

avec (η, τ) les inconnues de Neumann et Dirichlet sur la partie Γi.
La méthode consiste à définir une fonctionnelle, notée E(η, τ), mesurant l’écart

entre les champs u1 et u2 :

E(η, τ) =
∫

Ω
[∇(u1(η)) − ∇(u2(τ))]2dx. (1.16)

On cherche alors à minimiser cette fonctionnelle, ce qui revient à résoudre le
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problème suivant :
(η∗, τ ∗) = arg min

(η,τ)
E(η, τ) (1.17)

La fonctionnelle s’annulant à l’optimum lorsque les données sont compatibles,
les champs u1 et u2 ainsi obtenus sont identiques et vérifient l’équation aux dérivées
partielles (1.1) et les conditions aux limites (1.2). Ils fournissent alors la solution du
problème de Cauchy.

La méthode est généralisable à différents problèmes régis par des opérateurs el-
liptiques, paraboliques ou hyperboliques. Elle a souvent été employée, pour des pro-
blèmes utilisant des opérateurs elliptiques, avec des applications dans les domaines
de la thermique stationnaire [9, 25] ou de l’élasticité [5, 24]. Les résultats obtenus
présentent cependant une instabilité numérique du fait de l’approximation de la so-
lution en reformulant le problème mal posé en un problème bien posé. Rischette et
al. [187] analysent la convergence numérique de la méthode et proposent un critère
d’arrêt paramétré par le taux de bruit sur les données. Ce critère d’arrêt permet de
stopper l’algorithme à l’itération qui fournit la meilleure solution en présence de
données bruitées mais il n’évite pas l’influence du bruit et la solution calculée reste
perturbée. Afin de remédier à cet inconvénient, une procédure de débruitage a pos-
teriori a été proposée [186]. La solution est régularisée a posteriori en utilisant les
méthodes de Tikhonov ou de variation totale. Elle dépend ainsi d’un paramètre de
régularisation choisi par le critère de Morozov [164]. Cette procédure de débruitage,
initialement appliquée à l’équation de la chaleur [26], est étendue à la résolution de
problèmes de Cauchy paraboliques [188].
La méthode de minimisation d’une fonctionnelle énergétique est une application de
l’erreur en relation de comportement [169] et est étendue dans le cadre de l’élasticité
à des problèmes tridimensionnels. Récemment, Andrieux et al. [8] proposent une ex-
tension de ces travaux au cas des matériaux à comportement non-linéaire alors que
Faverjon et al. [84] appliquent les méthodes dans le cas de matériaux à propriétés
matérielles incertaines. L’application à l’identification de fissures est également pro-
posée [6,7], le déplacement, solution du problème de Cauchy, est recherché sur toute
la surface enfermant la fissure et le saut de déplacement induit par la fissure ainsi
que la géométrie de la fissure sont déterminés grâce des méthodes adaptées, parmi
lesquelles on peut citer la méthode de l’écart à la réciprocité [72]. Le problème de
Cauchy étant résolu sans régularisation, la qualité du déplacement reconstruit est af-
fectée et laisse supposer que l’application à des situations réelles nécessiterait l’ajout
de régularisation.

1.2.3 L’algorithme de Steklov-Poincaré

Belgacem et El Fekih [31] proposent une formulation du problème de Cauchy
comme un problème de Steklov-Poincaré. Il s’agit de résoudre le problème de Cau-
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chy en utilisant, comme intermédiaires, deux problèmes directs impliquant respecti-
vement les données de Dirichlet et de Neumann. Nous présentons l’algorithme pour
l’équation de Laplace.

On pose λ = u
∣∣∣
Γi

et on considère les problèmes elliptiques de Dirichlet et de
Neumann dont uD et uN sont respectivement solutions de :




∆(uD(λ)) = 0, ∀x ∈ Ω

uD(λ) = φd, ∀x ∈ Γd

uD(λ) = λ, ∀x ∈ Γi

et





∆(uN(λ)) = 0, ∀x ∈ Ω

u′
N(λ) = ψd, ∀x ∈ Γd

uN(λ) = λ, ∀x ∈ Γi

(1.18)

La trace λ sur Γi de la solution u satisfait alors l’équation :

u′
N(λ) = u′

D(λ) ∀x ∈ Γi (1.19)

Il est montré, en utilisant le théorème de Holmgreen, que ce problème a au plus
une solution et que pour des données compatibles, uD = uN = u correspond à la
solution du problème de Cauchy.

Soit le couple (u∗
N , u

∗
D) qui vérifie :





∆(u∗
D) = 0, ∀x ∈ Ω

u∗
D = φd, ∀x ∈ Γd

u∗
D = 0, ∀x ∈ Γi

et





∆(u∗
N) = 0, ∀x ∈ Ω

u∗
N

′ = ψd, ∀x ∈ Γd

u∗
N = 0, ∀x ∈ Γi

(1.20)

et les extensions harmoniques de λ à Ω, (u0
N(λ), u0

D(λ)) qui vérifient :





∆(u0
D(λ)) = 0, ∀x ∈ Ω

u0
D(λ) = 0, ∀x ∈ Γd

u0
D(λ) = λ, ∀x ∈ Γi

et






∆(u0
N(λ)) = 0, ∀x ∈ Ω

u0
N

′
(λ) = 0, ∀x ∈ Γd

u0
N(λ) = λ, ∀x ∈ Γi

(1.21)

Il vient que uN(λ) = u∗
N +u0

N(λ) et uD(λ) = u∗
D +u0

D(λ). L’équation (1.19) revient
à imposer que λ satisfasse l’équation de Cauchy-Steklov-Poincaré :

Sλ = Φ, ∀x ∈ Γi (1.22)

où Φ := −u∗
N

′ + u∗
D

′ et S est l’opérateur de Cauchy-Steklov-Poincaré défini par
Sµ := u0

N
′
(µ) − u0

D
′
(µ).

L’opérateur S est compact, son inverse n’est donc pas borné et par conséquent le
problème de Cauchy est mal posé. Après approximation par éléments finis, la formu-
lation variationnelle du problème décrite dans [1] amène à un système linéaire mal
conditionné de la forme Shx = Φh. Le système a une unique solution si les données
sont compatibles, néanmoins si celles-ci sont bruitées la compatibilité est perdue et
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résoudre le système revient à chercher une quasi-solution au sens des moindres car-
rés. Le système discret doit alors être résolu à l’aide d’une méthode régularisante,
comme par exemple une méthode de type gradient conjugué [1]. La construction
d’une solution stable du problème de Steklov-Poincaré en utilisant une méthode de
régularisation est étudiée par Azaïez et al. [21].

La méthode de régularisation de Lavrentiev [132], qui peut être considérée comme
une méthode de type Tikhonov, a largement été utilisée et étudiée pour régulariser
le problème de Cauchy écrit sous la forme variationnelle de Steklov-Poincaré [32].
Belgacem et al. [33] proposent un critère de convergence qui découle du choix du
paramètre de régularisation par le principe de Morozov [164]. La solution varia-
tionnelle discrétisée par éléments finis et régularisée par la méthode de Lavrentiev
est introduite dans [19] et récemment il a été montré que le cadre variationnel de
Steklov-Poincaré est également adapté à l’analyse de convergence de la méthode
éléments finis semi-discrète [34]. L’algorithme de Steklov-Poincaré est également
applicable aux problèmes inverses de reconstruction de sources supportées par des
surfaces avec la nécessité de connaître la localisation des sources [20]. On trouve
également une application de l’opérateur de Steklov-Poincaré à l’identification de
fissures planes dans un solide élastique tridimensionnel [118].

En résumé, les méthodes présentées pour reformuler le problème de Cauchy mal
posé en un problème bien posé sont étroitement liées et les solutions qu’elles pro-
curent nécessitent une régularisation afin d’être stables vis à vis de petites pertur-
bations sur les données. Ben Abda et al. [36] proposent de reformuler le problème
de Cauchy comme un problème de contrôle optimal en utilisant la formulation de
la méthode énergétique [9] avec une fonction de coût régularisée. Ils utilisent une
méthode de factorisation qui transforme le problème elliptique en deux problèmes
paraboliques et montrent que pour certaines valeurs des paramètres de régularisation
on retrouve l’approche de Steklov-Poincaré [31]. La méthode énergétique est éga-
lement appliquée au problème de Cauchy associé au système de Stokes [39] et les
auteurs montrent que la première condition d’optimalité est équivalente à résoudre
un problème à l’interface régi par un opérateur de Steklov-Poincaré. Les résultats
obtenus sont comparés à ceux fournis par la procédure itérative alternée également
adaptée au système de Stokes [28]. L’algorithme itératif alternatif peut-être inter-
prété comme une méthode de minimisation à direction alternée d’une fonctionnelle
énergétique.
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1.3 Résolution par projection dans une base de solu-

tions de l’opérateur

Il s’agit de méthodes non itératives qui proposent de déterminer la solution du
problème de Cauchy en utilisant une projection dans une base de solutions de l’opé-
rateur.
Une première approche de ce type est basée sur les outils de l’analyse complexe et de
la théorie des fonctions analytiques, il s’agit d’un schéma assez naturel qui consiste
à trouver une solution qui est la plus proche des données et qui a un comportement
continu sur la partie inaccessible du bord. La procédure peut être formulée [134]
comme un problème d’approximation vérifiant une contrainte en norme dans l’es-
pace de Hardy [27]. Elle est introduite pour le problème inverse d’identification du
coefficient de Robin à partir de données de Cauchy pour l’équation de Laplace [60]
et connaît les mêmes limites que les outils de l’analyse complexe. Elle ne peut donc
pas être étendue immédiatement à des géométries complexes et à d’autres opérateurs
que le Laplacien. Cette méthode d’approximation sous contraintes dans les espaces
de Hilbert de fonctions analytiques est également appliquée aux problèmes inverses
de détection de fissures ou de sources dans un matériau à partir de données de Cau-
chy [133]. Ces premiers résultats limités aux domaines bidimensionnels simplement
connexes sont par la suite étendus à des géométries annulaires [113].

D’autres approches procèdent par projection dans l’espace de Fourier [166] et
certaines sont basées sur des méthodes de troncature. On peut citer une méthode ba-
sée sur la transformée de Fourier tronquée [182] qui fournit la solution du problème
de Cauchy associé à l’équation d’Helmholtz. La transformée de Fourier permet aussi
d’obtenir une solution régularisée à partir d’une équation intégrale directement per-
turbée par la troncature des hautes fréquences [174]. Le problème de Cauchy associé
à l’équation d’Helmholtz peut également être régularisé en utilisant une décompo-
sition dans la base des ondelettes de Meyer [121].
Il est également mentionné que tronquer la factorisation de Cholesky d’une matrice
symétrique définie positive pourrait avoir un effet stabilisant [119], il s’agit de régu-
lariser le problème en restreignant le nombre de degrés de liberté. La méthode de
séparation des variables [176] est utilisée pour résoudre le problème de Cauchy pour
l’équation de Laplace.

1.4 Méthodes de résolution pour les systèmes discrets

mal conditionnés

Selon la méthode numérique utilisée, certaines approches précédemment pré-
sentées amènent finalement à résoudre un système discret mal conditionné. Il est
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alors nécessaire d’utiliser des méthodes numériques adaptées pour obtenir une quasi-
solution du système.

En considérant la forme discrétisée de l’équation (1.1) obtenue par application
d’une des différentes méthodes numériques, le problème est réduit à un système
discret de M équations algébriques linéaires à N inconnues de la forme :

AX = B (1.23)

où A est une matrice de taille M × N , B est un vecteur à M composantes et X
désigne le vecteur constitué des N inconnues.

La résolution directe du système (1.23) ne mène pas à une solution stable si la
matrice A est mal conditionnée ou si les données B sont entachées de bruit.

1.4.1 Version en dimension finie de la méthode de Tikhonov

La méthode de Tikhonov [195], dont le principe général a été introduit au pa-
ragraphe 1.1, est largement utilisée pour résoudre les systèmes mal conditionnés
(1.23).
La solution régularisée de Tikhonov du système d’équations (1.23) s’écrit :

Xλ : Jλ(Xλ) = min
X∈RN

Jλ(X), (1.24)

où Jλ représente la fonctionnelle de Tikhonov d’ordre p :

Jλ(X) = ‖AX −B‖2
2 + λ‖LpX‖2

2.

La constante λ > 0 est le paramètre de régularisation à choisir. La matrice Lp ∈
R(N−p)×N introduit une contrainte d’ordre p sur la solution, contrôlant ainsi les va-
riations de la solution. Par exemple, dans le cas des méthodes de régularisation de
Tikhonov d’ordre zéro, un et deux (p = 0, 1, 2) la matrice Lp est donnée par

L0 =




1 0 . . . 0

0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1




∈ R
N×N , L1 =




−1 1 0 . . . 0

0 −1 1 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . −1 1




∈ R
(N−1)×N ,

L2 =




1 −2 1 0 . . . 0

0 1 −2 1 . . . 0
...

...
. . . . . . . . .

...
0 0 . . . 1 −2 1




∈ R
(N−2)×N .

La solution régularisée de TikhonovXλ est la solution de l’équation régularisée :

Xλ = [ATA + λLpTLp]−1ATB.
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Un terme de régularisation est donc ajouté pour atténuer la contribution du bruit
sur les données et contrôler la norme de la solution. Le paramètre de régularisation
introduit pour contrôler la norme de la solution doit être judicieusement choisi : si
on impose une régularisation trop importante (pour un λ trop grand) alors la so-
lution ne sera pas assez proche des données et a contrario si la régularisation est
trop faible (pour un λ trop petit) alors la norme du résidu sera trop grande, la so-
lution sera proche des données mais dominée par le bruit de mesure, et la norme
que l’on cherche à contrôler sera trop grande. Il semble alors naturel de tracer la
norme de la solution comme une fonction de la norme du résidu paramétrée par le
paramètre de régularisation λ, il s’agit de la L-curve [100], une courbe de compro-
mis entre les deux quantités qui doivent être contrôlées. Bien que cette technique
soit robuste, elle présente des désavantages : d’une part, dans le cas de solutions très
régulières, le λ calculé est mauvais et d’autre part, la courbe L-curve a un compor-
tement asymptotique à mesure que la taille du problème augmente [99]. D’autres
procédures spécifiques au choix du paramètre de régularisation peuvent également
être utilisées [164, 197].

De nombreux travaux utilisent la méthode de Tikhonov pour régler les problèmes
de stabilité des solutions. La méthode de Tikhonov est combinée à la méthode des
solutions fondamentales (MFS) [143,145] pour résoudre les problèmes mixtes bien
posés qui interviennent à chaque itération de l’algorithme itératif alternatif [127]. La
solution obtenue par la méthode énergétique peut être régularisée a posteriori lorsque
les données sont bruitées [186]. Plusieurs variantes de la technique sont disponibles
[81], parmi lesquelles on peut citer la méthode de Lavrentiev [132] très utilisée dans
le cadre variationnel de Steklov-Poincaré [32].

Plusieurs méthodes numériques peuvent être employées pour discrétiser le pro-
blème inverse, on cite à titre d’exemples les méthodes des différences finies, des élé-
ments finis (FEM), des éléments de frontière (BEM) et des solutions fondamentales
(MFS). On peut mentionner qu’avec la méthode des solutions fondamentales [128]
le système d’équations est, par construction, mal conditionné même dans le cas d’un
problème direct. Le système mal conditionné généré par la MFS est résolu en em-
ployant la méthode de Tikhonov pour des problèmes en élasticité linéaire [159], en
thermique [141, 191, 192], de type Helmholtz [44, 140, 201] ou en thermo-élasticité
[155]. La méthode régularisante est très souvent combinée avec la méthode des élé-
ments de frontière (BEM) [150, 157, 158].
Burman [57] présente des techniques pour stabiliser la solution discrète obtenue par
la méthode des éléments finis. La méthode de Tikhonov est par exemple utilisée dans
le cadre des éléments finis pour stabiliser la solution du problème de Cauchy en élas-
ticité linéaire [46]. On trouve également des applications aux problèmes inverses de
conduction [92] et d’identification de sources [63].
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1.4.2 La méthode de décomposition en valeurs singulières

La méthode de décomposition en valeurs singulières (SVD) exprime la solution
du système matriciel (1.23) comme une combinaison linéaire de vecteurs singuliers.

La matrice A peut être décomposée en valeurs singulières, sous la forme :

A = WXV T =
N∑

i=1

wiξiv
T
i

avec W = (w1, ..., wN) ∈ R
M×N et V = (v1, ..., vN) ∈ R

N×N des matrices de
colonnes orthonormales et X = diag(ξ1, ..., ξN) une matrice diagonale à éléments
diagonaux positifs et rangés tels que ξ1 ≥ ξ2 ≥ . . . ≥ ξN ≥ 0. Ces éléments
diagonaux sont les valeurs singulières de la matrice A et les vecteurs wi et vi sont
les vecteurs singuliers à droite et à gauche, respectivement de la matrice A.

Dans le cas où les données B ne sont pas perturbées, on ignore les composantes
de la décomposition associées aux valeurs singulières nulles et on calcule les solu-
tions du système :

X =
rang(A)∑

i=1

wT
i B

ξi
vi. (1.25)

En pratique, la matriceA présente souvent des valeurs propres ξi très petites mais
non nulles, ce qui produit un effet amplificateur de la perturbation et rend la solution
(1.25) instable. En effet la norme de la solution X définie par

‖X‖2 =

√√√√
N∑

i=1

(
wT

i B

ξi

)2

devient très grande en présence de petites valeurs de ξi.
Pour contrôler la norme de la solution et ainsi rendre la solution stable, une troncature
à un ordre n < rang(A) permet d’obtenir une quasi-solution stable donnée par :

Xn =
n∑

i=1

wT
i B

ξi

vi = A+B. (1.26)

oùA+ correspond au pseudo-inverse de la matriceA. On parle de décomposition en
valeurs singulières tronquées (TSVD) [101].

La solution régularisée (tronquée) décomposée en valeurs singulières est obte-
nue en remplaçant la matrice A mal conditionnée par sa décomposition tronquée
et en calculant ensuite la solution de norme minimale au sens des moindres carrés.
L’indice de troncature optimal n agit comme un paramètre de régularisation, il est
à choisir avec les critères usuels, comme celui de la L-curve [101, 102], de Moro-
zov [164] ou de validation croisée généralisée [197]. Le critère de Morozov nécessite
une estimation du niveau de bruit sur les données, qui n’est pas accessible pour des
problèmes réels. La méthode de courbe en L (L-curve) et le critère de validation
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croisée généralisé sont donc plus adaptés dans le cas de mesures réelles.

La méthode des solutions fondamentales combinée à la méthode SVD a été em-
ployée par Ramachandran [179] pour obtenir les solutions numériques de problèmes
associés aux équations de Laplace et de Helmholtz dans le cas de données non brui-
tées. Jin [114] s’intéresse, en utilisant la version tronquée (TSVD), au cas où les
données sont éventuellement bruitées pour les problèmes associés aux opérateurs
bilaplacien et de Laplace. Il est remarqué qu’en utilisant la TSVD pour résoudre
le système matriciel fourni par la MFS la précision des solutions numériques est
relativement indépendante de la position des sources (MFS). Le problème associé
à l’équation de Poisson est également résolu en présence de sources par la combi-
naison des méthodes MFS et TSVD [142]. La méthode de décomposition en valeurs
singulières est aussi utilisée pour résoudre le système discret obtenu après discrétisa-
tion en utilisant la méthode BEM [153,156]. Récemment, Bilotta et Turco [47] régu-
larisent la solution obtenue par la méthode SVD en utilisant la méthode de Tikhonov
dans le cadre des éléments finis pour les problèmes de corrosion. Le paramètre de
régularisation est choisi avec le critère de validation croisée généralisé [197]. Il est
important de noter que cette méthode n’est pas adaptée lorsque la taille des systèmes
d’équations est trop grande.

1.5 La méthode de régularisation évanescente

1.5.1 Principe de la méthode

La méthode de régularisation évanescente introduite par Cimetière et al. [65,67]
est différente par le fait qu’elle distingue les quantités fiables des quantités non
fiables : l’équation d’équilibre (1.1) est supposée vérifiée exactement et représen-
tant bien le phénomène réel que l’on cherche à modéliser alors que les conditions
aux limites (1.2) accessibles peuvent être entachées d’erreurs. La méthode de régula-
risation évanescente repose donc sur l’idée de rechercher parmi toutes les solutions
satisfaisant l’équilibre (1.1) celle qui s’approche au mieux des conditions aux limites
(1.2) disponibles sur une partie de la frontière. Les auteurs répondent ainsi à leurs
objectifs en proposant une méthode de régularisation qui permet d’obtenir une so-
lution stable qui ne dépend pas d’un paramètre de régularisation et de débruiter les
conditions aux limites en les recalculant.
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1.5.2 Formulation de la méthode

La solution du problème est recherchée dans l’espace H(Ω) des solutions de
l’équation d’équilibre (1.1) :

H(Ω) =
{
v ∈ H1(Ω) ;L(v) = 0 dans Ω

}

L’espace H(Ω) est un sous-espace vectoriel fermé de H1(Ω). Il s’agit d’un espace
de Hilbert lorsqu’il est équipé du produit scalaire usuel de H1(Ω).

On note v′ la dérivée normale de v sur Γ. Pour v dans H(Ω) on a v′ ∈ H− 1
2 (Γ).

Les traces
(
v
∣∣∣
Γ
, v′
∣∣∣
Γ

)
des éléments v de H(Ω) engendrent l’espace H(Γ) des paires

compatibles :

H(Γ) =
{
U = (u, u′) ∈ H

1
2 (Γ) ×H− 1

2 (Γ) ; ∃v ∈ H(Ω) tel que v
∣∣∣
Γ

= u, v′
∣∣∣
Γ

= u′
}

H(Γ) est un sous-espace fermé de H
1
2 (Γ) ×H− 1

2 (Γ) pour le produit scalaire :

〈U, V 〉Γ = 〈u, v〉 1
2

,Γ + 〈u′, v′〉− 1
2

,Γ

On peut définir H(Γd) l’espace des restrictions à Γd des éléments de H(Γ). Cet
espace est muni du produit scalaire et de la norme induits par le produit scalaire
〈· , · 〉Γ de H(Γ) et sa norme ‖· ‖Γ.

Formulation équivalente du problème modèle

Soit Φd = (φd, ψd) un couple de données compatibles. Une formulation équiva-
lente du problème modèle de Cauchy défini par (1.1) et (1.2) s’écrit :





Trouver Ue = (u, u′) ∈ H(Γ) tel que :

Ue = Φd sur Γd

(1.27)

Ce problème est mal posé au sens d’Hadamard [97] car même s’il admet, lorsque les
données Φd sont compatibles, une unique solution qui correspond à la solution du
problème de Cauchy, cette solution ne dépend pas continûment des données Φd. Les
techniques usuelles employées pour résoudre les problèmes directs ne permettent
pas de résoudre ce problème mais il est possible de rechercher cette solution par
l’intermédiaire d’un problème d’optimisation.

La solution de l’équilibre qui s’approche au mieux des données

L’idée est de rechercher parmi toutes les solutions de l’équation d’équilibre celle
qui s’approche au mieux des conditions aux limites accessibles à la mesure. Les
données, souvent issues de mesures expérimentales, ne peuvent pas être considé-
rées comme parfaites, les conditions d’optimalité sont alors vérifiées aux erreurs de
mesures près. En revanche, l’équilibre doit être vérifié de manière exacte.
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La solution du problème de Cauchy est alors définie en tant qu’élément proximal,
solution du problème d’optimisation suivant :





Trouver U ∈ H(Γ) tel que :

J(U) ≤ J(V ), ∀V ∈ H(Γ) avec

J(V ) = ‖V − Φd‖2
Γd

(1.28)

Le problème (1.28) reste mal posé. En effet, même s’il admet une unique solution, il
est toujours possible de trouver une solutionU dans l’espaceH(Γ) dont la restriction
à Γd est aussi proche que l’on veut de la donnée Φd, entraînant ainsi une solution
instable sur la partie complémentaire de la frontière.

Détermination de la solution grâce à un processus itératif

Afin d’éviter l’instabilité de la solution, il est nécessaire d’introduire un terme
de contrôle dans la fonctionnelle J . Le problème d’optimisation (1.28) est remplacé
par : 





Trouver U ∈ H(Γ) tel que :

Jc(U) ≤ Jc(V ), ∀V ∈ H(Γ) avec

Jc(V ) = ‖V − Φd‖2
Γd

+ c ‖V − Φ‖2
Γ

(1.29)

où c est un coefficient réel strictement positif et Φ est un élément de H(Γ).

Lemme 1.

Le problème (1.29) admet une unique solution caractérisée par :

〈
U
∣∣∣
Γd

− Φd, V
∣∣∣
Γd

〉

Γd

+ c
〈
U − Φ, V

∣∣∣
,

〉

Γ
= 0 ∀V ∈ H(Γ) (1.30)

La démonstration de ce lemme est disponible dans [65].

L’ajout du terme de contrôle rend le problème d’optimisation (1.29) bien posé
au sens d’Hadamard et en particulier sa solution est stable vis à vis des données Φd.
Le terme de contrôle c ‖V − Φ‖2

Γ peut être considéré comme un terme régularisant
et il agit sur l’ensemble de la frontière Γ. Le terme régularisant a pour effet de régler
les problèmes de stabilité mais la solution du problème (1.29) dépend du coefficient
c et du choix de Φ. Pour s’affranchir de cette dépendance par rapport à c et Φ, une
version itérative est introduite [65,67] et la solution de (1.27) est considérée comme
la limite d’une suite de problèmes d’optimisation bien posés.
L’algorithme itératif s’écrit :

Étant donnés c > 0 et U 0 ∈ H(Γ),




Trouver Uk+1 ∈ H(Γ) tel que :

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V ), ∀V ∈ H(Γ)

avec Jk+1
c (V ) = ‖V − Φd‖2

Γd
+ c ‖V − Uk‖2

Γ

(1.31)
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D’après le Lemme 1, à chaque itération, il existe un unique élément optimal Uk+1

caractérisé par
〈
Uk+1

∣∣∣
Γd

− Φd, V
∣∣∣
Γd

〉

Γd

+ c
〈
Uk+1 − Uk, V

∣∣∣
,

〉

Γ
= 0 ∀V ∈ H(Γ) (1.32)

Lors de ce processus itératif, l’équation d’équilibre (1.1) est prise en compte de
manière exacte puisqu’à chaque itération la recherche de l’élément optimal est ef-
fectuée dans l’espace H(Γ). Deux termes, qui ont des rôles différents, composent
les fonctionnelles à optimiser. Le premier terme, qui est un terme de relaxation, re-
présente l’écart entre l’élément optimal Uk+1 et les conditions aux limites surabon-
dantes Φd. Il agit uniquement sur Γd et permet de relaxer les données éventuelle-
ment entachées d’un bruit de mesure. Le second terme, le terme de régularisation,
intervient sur toute la frontière Γ et non seulement où les conditions aux limites
sont manquantes. Il contrôle la distance entre deux éléments optimaux successifs.
Ce dernier tend vers zéro au fur et à mesure des itérations, ce qui justifie l’indépen-
dance de la solution par rapport à c. Ainsi, à chaque itération, on calcule une solution
exacte du problème physique (1.1) qui s’accorde au mieux aux données (1.2) et qui
ne s’éloigne pas trop de la solution optimale obtenue à l’itération précédente.

La démonstration du résultat de convergence suivant est également disponible
dans [65] :

Théorème 1.

Soit Φd un couple de données compatibles deH(Γd) associé au coupleUe solution de

(1.27), alors la suite (Uk) définie par l’algorithme itératif (1.31) converge fortement

vers Ue sur Γd et faiblement vers Ue sur Γ.

1.5.3 Formulation en dimension finie de l’algorithme de régula-

risation évanescente

Par souci de simplicité, nous notons de la même manière,Uk, la solution continue
et le vecteur composé des valeurs discrètes sur le bord. La discrétisation de la for-
mulation continue (1.31) permet d’écrire le kème terme de la suite

{
Uk
}

k>0
comme

le vecteurUk = (Uk
1 , . . . , U

k
N , U

′k
1, . . . , U

′k
M) composé desN valeurs discrètes de la

fonction u sur toute la frontière Γ et des M valeurs discrètes de la dérivée normale
u′.

Soit c > 0, le terme Uk+1 de la suite est défini par :





Trouver Uk+1 ∈ HN(Γ) tel que :

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V ), ∀V ∈ HN(Γ)

avec Jk+1
c (V ) = ‖V − Ud‖2

Γd
+ c ‖V − Uk‖2

Γ

(1.33)

avec Ud = (Ud
1 , . . . , U

d
p , U

′d
1, . . . U

′d
q) le vecteur composé des p+ q valeurs dis-

crètes des données surabondantes sur Γd et HN(Γ) l’espace qui caractérise de ma-
nière discrète les solutions de l’équation d’équilibre. La caractérisation en dimension
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finie des solutions d’équilibre peut être obtenue en utilisant différentes méthodes
numériques telles que la méthode des éléments de frontière [79], la méthode des
éléments finis [65, 78] ou la méthode des solutions fondamentales [148].

La résolution du “problème de Cauchy discret” revient à chercher dans HN(Γ),
la ou les solutions qui vérifient exactement les p+q données. Dans le cas où (p+q) >

N , cette solution ne peut être obtenue qu’au sens des moindres carrés pour un pro-
duit scalaire 〈· , · 〉Γd

induit par celui deHN(Γ). Cependant, si (p+q) < N il y a une
infinité de solutions, qui sont définies à un élément du noyau de “l’opérateur trace
discret” sur Γd près.

On introduitZN ce noyau, il s’agit du sous-espace deHN(Γ) formé des éléments
nuls sur Γd :

ZN(Γ) =
{
U = (U,U ′) ∈ HN(Γ); U1 = · · · = Up = 0, U ′

1 = · · · = U ′
q = 0

}

(1.34)
On note Z⊥

N(Γ) l’espace orthogonal à ZN(Γ) dans HN(Γ) :

Z⊥
N(Γ) = {U = (U,U ′) ∈ HN(Γ); 〈U, V 〉Γ = 0 ∀V ∈ ZN(Γ)} (1.35)

On peut ainsi écrire le problème de Cauchy discret :





Trouver UN ∈ Z⊥

N(Γ) tel que :

〈UN − Ud, V 〉Γd
= 0, ∀V ∈ Z⊥

N(Γ)
(1.36)

Ce problème possède une unique solution.
Le résultat de convergence suivant, dont la démonstration est disponible dans

[65], a été établi :

Théorème 2.

Si le premier terme de la suite est U0 = 0 alors :

— tous les termes de la suite
{
Uk
}

k>0
sont dans Z⊥

N(Γ),

— la suite converge et sa limiteUN est dans Z⊥
N(Γ) et ne dépend pas de la valeur

de c,

— la limite UN de la suite est la solution du problème de Cauchy discret (1.36).

Il est alors important d’initialiser l’algorithme avec U0 = 0 car si nous utilisons
par exemple U0 = Y 0 + Z0 avec Y 0 ∈ Z⊥

N(Γ) et Z0 ∈ ZN(Γ) l’algorithme conver-
gera vers UL = UN + Z0 au lieu de UN .

La méthode de régularisation évanescente introduite pour résoudre les problèmes
de Cauchy associés à l’équation de Laplace [65,67] est généralisable à tout opérateur
elliptique. Implémentée par la méthode des éléments finis, elle est appliquée à des
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problèmes de complétion de données en élasticité linéaire [78]. Dans ces travaux, un
problème de compression d’un cylindre élastique entre deux plateaux rigides paral-
lèles est étudié et la méthode permet d’identifier des frontières inconnues, telles que
les zones de contact. En plus d’une bonne approximation de l’extension des zones de
contact, la répartition des efforts sur celles-ci est retrouvée. Ces travaux en élasticité
linéaire [78] amènent aux mêmes conclusions que celles formulées pour l’équation
de Laplace : l’algorithme itératif est très stable vis à vis du bruit sur les données,
les reconstructions de la solution montrent que les données sont débruitées et les
reconstructions de la dérivée normale sont nettement moins précises que celles de
la solution, avec notamment une difficulté à débruiter la donnée ψd.
Dans le but d’améliorer la reconstruction de la dérivée normale, des méthodes d’ordres
supérieurs [75, 76] ont été introduites, en particulier pour traiter des géométries à
bord non réguliers (présence de coins par exemple). Récemment une méthode de
complétion harmonique discrète est proposée [77] pour résoudre des problèmes de
Cauchy à nombre d’inconnues supérieur au nombre de données, l’idée est de cher-
cher la solution dans un espace de fonction harmonique discrète pour lequel l’exis-
tence et l’unicité d’une continuité harmonique discrète est garantie.
On trouve également des travaux de complétion de données en théorie des plaques
minces [82] dans lesquels l’auteur montre que les résultats établis pour l’opérateur
Laplacien sont généralisables à l’opérateur bilaplacien.

La méthode de régularisation évanescente peut également être vue comme un
préalable à l’identification. En effet, il est possible de combiner la méthode de com-
plétion de données à la méthode de l’écart à la réciprocité [38,66] pour identifier des
fissures rectilignes lorsque le champ de température n’est pas accessible sur toute la
frontière. La méthode de l’écart à la réciprocité [72] nécessitant de connaître les don-
nées surabondantes sur toute la frontière, la méthode de régularisation évanescente
est utilisée pour fournir ces données sur tout le bord à partir de données de Cauchy.
D’autres travaux d’identification [80] permettent d’identifier des paramètres comme
le coefficient de frottement de la loi de Coulomb.

En plus d’être généralisable à tout opérateur elliptique, la méthode de régula-
risation évanescente peut être implémentée par différentes méthodes numériques,
comme la méthode des éléments de frontière [79], la méthode des éléments finis
[66, 78, 80] et la méthode des solutions fondamentales [148].

1.6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons recensé, de façon non exhaustive, les principales
méthodes utilisées pour la résolution des problèmes de complétion de données de
type Cauchy.
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Les méthodes de Tikhonov et de quasi-réversibilité sont des méthodes qui per-
mettent de régulariser le problème continu. La solution est contrôlée via un terme
de régularisation qui perturbe l’opérateur.
Nous pouvons utiliser des variantes de l’algorithme du gradient pour régulariser
le problème continu. Elles reformulent le problème de Cauchy en un problème de
contrôle optimal et elles diffèrent par leur direction de descente respective : les mé-
thodes de Landweber-Fridman, du gradient conjugué et de l’erreur minimale. La
méthode de Landweber-Fridman a le désavantage de dépendre d’un paramètre alors
que les méthodes de gradient conjugué et de l’erreur minimale sont moins régulari-
santes.
D’autres méthodes proposent de résoudre le problème de Cauchy en utilisant une
reformulation du problème qui permet de se ramener à des problèmes bien posés
au sens d’Hadamard, parmi celles-ci on peut retenir un algorithme itératif alternatif,
une méthode basée sur la minimisation d’une erreur en énergie et un algorithme de
Steklov-Poincaré. L’algorithme itératif alternatif converge vers la solution du pro-
blème de Cauchy. La solution ne dépend donc pas d’un coefficient de régularisation.
Des hypothèses de régularité sur les données sont nécessaires pour traiter des don-
nées bruitées. Les méthodes énergétique et de Steklov-Poincaré doivent faire appel
a posteriori à des techniques de régularisation pour stabiliser la solution.
Le problème continu peut également être résolu par projection de la solution dans
une base de solutions de l’opérateur, ces méthodes présentent l’avantage de ne pas
perturber l’opérateur mais sont rapidement limitées à des opérateurs spécifiques ou
des géométries simples.

Nous nous sommes également intéressés aux méthodes qui permettent de ré-
soudre un système discret mal conditionné. La méthode de Tikhonov (et notamment
sa version itérative) est largement utilisée pour régulariser les problèmes discrets,
elle permet d’atténuer la contribution du bruit sur les données et de maintenir la
norme de la solution à une taille raisonnable en ajoutant un terme régularisant. La
méthode de décomposition en valeurs singulières est également destinée à cet usage,
elle dépend d’un paramètre de régularisation pour traiter des données bruitées et
n’est pas adaptée aux systèmes de grandes tailles. Plusieurs critères d’arrêt sont uti-
lisés pour choisir le paramètre de régularisation, la plupart d’entre eux nécessitent
des informations a priori sur la solution, en particulier l’estimation du niveau de
bruit sur les données est nécessaire pour le critère de Morozov. Le critère de vali-
dation croisée et celui de la L-curve sont alors préférés dans le cas de mesures réelles.

Nous nous sommes attardés sur une méthode itérative à effet régularisant éva-
nescent, elle repose sur l’idée de chercher parmi toutes les solutions satisfaisant
l’équilibre celle qui s’approche au mieux des conditions aux limites surabondantes
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disponibles sur une partie de la frontière. C’est une méthode qui diffère des autres
par le fait qu’elle distingue les quantités fiables des quantités non fiables. La résolu-
tion du problème inverse est ramenée à une suite de problèmes d’optimisation sous
contraintes (algorithme de point fixe) qui fait intervenir plusieurs termes dans la
fonctionnelle. Un premier terme de relaxation représente l’écart entre les données et
la solution optimale calculée. Un second terme de régularisation qui tend vers zéro
au fur et à mesure des itérations, agit sur tout le domaine et exprime l’écart entre
deux solutions optimales. La solution ainsi calculée ne dépend pas d’un coefficient
de régularisation. Elle vérifie l’équation d’équilibre et est stable vis à vis du bruit sur
les données puisque celles-ci sont recalculées afin d’être compatibles. La méthode
est en particulier, capable de débruiter les données.

Nous résumons dans le Tableau 1.1 les principales caractéristiques des méthodes
présentées. Dans un souci de simplicité et de présentation, nous choisissons de limi-
ter la comparaison aux méthodes itérative alternée et de minimisation d’une erreur en
énergie, aux méthodes de Tikhonov et de quasi-réversibilité et à la méthode de régu-
larisation évanescente. Une comparaison des variantes de l’algorithme du gradient
est proposée dans [144] et les méthodes de résolution par projection de la solution
dans une base étant très particulières, nous faisons le choix de ne pas les intégrer
dans le bilan.
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Chapitre 2

Méthode de régularisation

évanescente pour le problème de

Cauchy associé à l’équation

d’Helmholtz
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De nombreux problèmes physiques d’étude de la propagation des ondes [62,
98, 105] ou des phénomènes vibratoires [45] sont régis par l’équation d’Helmholtz.
L’équation d’Helmholtz est aussi considérée pour modéliser des configurations de
contrôle non destructif par méthode ultrasonore. Il s’agit de détecter la présence d’un
défaut par transmission et réflexion d’une onde acoustique à l’intérieur d’une pièce.
La connaissance des conditions aux limites sur toute la frontière du domaine étudié
amène à la résolution de problèmes directs pour l’équation d’Helmholtz. Cependant,
les conditions aux limites ne sont pas toujours accessibles sur toute la frontière, ce
qui implique la résolution d’un problème mal posé au sens d’Hadamard [97]. Le
problème de Cauchy, pour lequel la solution et la dérivée normale sont prescrites
uniquement sur une partie Γd de la frontière du domaine alors qu’elles sont inac-
cessibles sur la partie complémentaire Γi, est un problème inverse classique pour
l’équation d’Helmholtz.

Résoudre le problème de Cauchy associé à l’équation d’Helmholtz consiste à
reconstruire la solution et sa dérivée normale, à partir de données surabondantes sur
la partie Γd de la frontière (voir Figure 2.1).

u =?

u′ =?u = φd

u′ = ψd

Γd
Γi

Ω

(∆ + k2
H)u = 0

Figure 2.1 – Problème de Cauchy associé à l’équation d’Helmholtz

Plusieurs auteurs s’intéressent à la résolution de ce problème. Marin et al. com-
binent la méthode des éléments de frontière aux algorithmes itératifs alternatif [149],
du gradient conjugué [151], de Landweber-Fridman [152] et de l’erreur minimale
[144]. La méthode des solutions fondamentales permet, en utilisant la méthode de
régularisation de Tikhonov, de résoudre le problème de Cauchy associé à l’équation
d’Helmholtz bidimensionnelle [161] et tridimensionnelle [140]. Qin et Wei [177]
proposent une méthode de troncature et présentent des résultats de convergence et
de stabilité obtenus pour un choix précis du paramètre de régularisation. Le problème
a également été résolu dans un domaine de Lipschitz avec une méthode itérative al-
ternée [43] alors que les mêmes auteurs [42] introduisent une solution numérique
accélérée du problème en utilisant des méthodes de type gradient conjugué.

Dans ce chapitre nous présentons la résolution du problème de Cauchy associé
à l’équation d’Helmholtz en utilisant la méthode de régularisation évanescente [65,
67]. Nous rappelons l’énoncé du problème de Cauchy associé à l’équation d’Helm-
holtz et la formulation continue de la méthode de résolution. Nous détaillons ensuite
la caractérisation en dimension finie, par la méthode des solutions fondamentales,
de l’espace des solutions de l’équation d’Helmholtz ainsi que l’algorithme itéra-
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tif. Nous présentons des résultats numériques obtenus dans les cas bidimensionnels
et tridimensionnels. Dans le cas bidimensionnel, nous considérons un domaine à
frontière régulière ou à frontière présentant des points anguleux et nous étudions
l’influence du paramètre de régularisation et des paramètres de la discrétisation.
Des résultats numériques tridimensionnels sont ensuite présentés dans les cas d’une
solution régulière et d’une solution qui caractérise la présence d’une singularité à
proximité mais à l’extérieur du domaine.

2.1 Le problème de Cauchy pour l’équation d’Helm-

holtz

Nous considérons un domaine ouvert Ω de R2 ou R3, borné par sa frontière Γ ≡
∂Ω, telle que Γ = Γd ∪ Γi avec Γd,Γi 6= ∅ et Γd ∩ Γi = ∅ (Figure 2.1). Nous
supposons que la fonction u est solution de l’équation d’Helmholtz dans le domaine
Ω :

(∆ + k2
H)u = 0, ∀x ∈ Ω (2.1)

où k2
H ∈ R∗

+. On note u′ la dérivée normale de la fonction u telle que u′ = ∇u.n
avec n la normale unitaire extérieure définie pour tout point x ∈ Γ.
Si la fonction u et sa dérivée normale u′ sont uniquement connues sur la partie Γd

de la frontière, on a le problème de Cauchy associé à l’équation d’Helmholtz (2.1)
suivant : 





(∆ + k2
H)u = 0, ∀x ∈ Ω

u = φd, ∀x ∈ Γd

u′ = ψd, ∀x ∈ Γd

(2.2)

avec φd et ψd des fonctions définies sur Γd.
La solution du problème de Cauchy (2.2) est unique si elle existe, contraire-

ment aux problèmes directs de Dirichlet, Neumann ou mixtes associés à l’équation
d’Helmholtz (2.1). En effet, ces derniers n’ont pas une solution unique pour tout
nombre d’onde k, car le Laplacien possède des valeurs propres négatives dites va-
leurs de résonance [61] (on a unicité en dehors de ces valeurs). Le résultat d’unicité
de la solution du problème de Cauchy est basé sur la propriété de prolongement
analytique [125]. L’existence est, quant à elle, supposée vérifiée car en pratique on
impose une des deux conditions aux limites et on mesure l’autre. En l’absence de
défaut, les conditions aux limites sont alors compatibles. Cependant même si la so-
lution existe, elle est instable vis à vis de petites perturbations sur les données ac-
cessibles sur Γd, ce qui fait du problème (2.2), un problème mal posé au sens d’Ha-
damard. Nous utilisons la méthode de régularisation évanescente présentée au para-
graphe 1.5 du chapitre 1 pour résoudre le problème de Cauchy associé à l’équation
d’Helmholtz.
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2.2 Formulation continue de la méthode

Avec les notations et définitions introduites à la section 1.5, on considère H(Ω)

l’espace des solutions de l’équation d’Helmholtz (2.1) :

H(Ω) =
{
v ∈ H1(Ω) ; (∆ + k2

H)v = 0 dans Ω
}

On rappelle que H(Γ) est l’espace des restrictions sur Γ des éléments v ∈ H(Ω)

et de leurs dérivées normales correspondantes v′. Une formulation équivalente au
problème (2.2) s’écrit :





Trouver U = (u, u′) ∈ H(Γ) tel que :

U = Φd sur Γd

(2.3)

avec Φd = (φd, ψd).
Ce problème est mal posé même s’il admet une unique solution et nous utilisons la
méthode de régularisation évanescente [65, 67] pour le résoudre de manière stable.
Soit c > 0 et U 0 ∈ H(Γ), l’algorithme itératif est donné par :





Trouver Uk+1 ∈ H(Γ) tel que :

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V ), ∀V ∈ H(Γ)

avec Jk+1
c (V ) = ‖V

∣∣∣
Γd

− Φd‖2
Γd

+ c ‖V − Uk‖2
Γ

(2.4)

D’après le Lemme 1, à chaque itération, il existe un unique élément optimal Uk+1

caractérisé par
〈
Uk+1

∣∣∣
Γd

− Φd, V
∣∣∣
Γd

〉

Γd

+ c
〈
Uk+1 − Uk, V

∣∣∣
,

〉

Γ
= 0 ∀V ∈ H(Γ) (2.5)

À chaque étape de l’algorithme, l’élément optimal obtenu est une solution exacte de
l’équation d’Helmholtz (2.1) et est proche des données surabondantes Φd = (φd, ψd)

sur Γd.
La démonstration du résultat de convergence suivant (Théorème 3) est obtenue

de manière immédiate, en retranscrivant la démonstration établie pour l’équation de
Laplace [65] et en utilisant la propriété d’unicité du prolongement analytique [125] :

Théorème 3.

Soit Φd un couple de données compatibles de H(Γd) associé au couple Ue solution

de (2.3), alors la suite (Uk) définie par l’algorithme itératif (2.4) converge fortement

vers Ue sur Γd et faiblement vers Ue sur Γ.

2.3 Formulation discrète de l’algorithme itératif

Afin de trouver l’élément optimal Uk+1 caractérisé par (2.5), il est nécessaire de
discrétiser l’espace des solutionsH(Γ). Dans cette section, nous présentons la mise
en œuvre numérique de la méthode en utilisant la méthode des solutions fondamen-
tales.
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2.3.1 Discrétisation par la méthode des solutions fondamentales

La méthode des solutions fondamentales (MFS) est une méthode sans maillage
utilisée pour approcher numériquement les solutions des équations aux dérivées
partielles linéaires. Initialement proposée par Kupradze et Aleksidze [128] et in-
troduite en tant que méthode numérique par Mathon et Johnston [162], elle a été
largement appliquée à des problèmes directs et inverses en sciences et ingénierie
[43, 83, 91, 120, 145, 179]. La méthode des solutions fondamentales est particulière
puisqu’elle génère un système d’équations mal conditionné même dans le cas des
problèmes directs. Le système mal conditionné généré par la MFS est résolu en em-
ployant par exemple, la méthode de Tikhonov [44, 159, 191, 201], la méthode de
décomposition en valeurs singulières (TSVD) [114, 142] et plus récemment la mé-
thode de régularisation évanescente [148]. Bien qu’elle soit limitée aux problèmes
pour lesquels une solution fondamentale de l’opérateur associé est connue explicite-
ment, la MFS est particulièrement utilisée pour sa facilité d’implémentation et son
faible coût de calcul. La MFS partage les mêmes avantages [83] que la méthode des
éléments de frontière par rapport aux méthodes qui discrétisent le domaine, telles
que les méthodes des différences finies et des éléments finis. Elle nécessite toutefois
moins de points de collocation et de singularités (points sources) que la méthode
des éléments de frontière pour obtenir des résultats précis. De plus, la position des
singularités n’est pas contrainte, ce qui permet d’éviter, en particulier, les difficultés
liées aux coins du domaine, rencontrées avec les méthodes basées sur des éléments
de frontière. L’erreur d’approximation est distribuée de manière uniforme sur le bord
du domaine, quelle que soit sa forme. La MFS possède plus d’avantages que les mé-
thodes des éléments de frontière. Par exemple, elle ne nécessite pas une discrétisation
élaborée de la frontière, ni d’intégrations potentiellement coûteuses sur celle-ci. De
plus, la détermination d’une approximation de la solution en un point à l’intérieur du
domaine, ne nécessite qu’une évaluation de la solution approchée, alors que pour la
méthode des éléments de frontière, une quadrature est nécessaire [141]. Les dérivées
intervenant dans l’approximation MFS peuvent également être évaluées directement
puisqu’elles sont connues de manière analytique.

Dans cette section, nous présentons, d’une part, comment l’utilisation des so-
lutions fondamentales permet d’obtenir une approximation de l’espace H(Γ) dans
le cas bidimensionnel et, d’autre part, la mise en œuvre numérique de l’algorithme
itératif.

2.3.1.1 Approximation de l’espace des solutions H(Γ)

L’idée principale de la MFS consiste à écrire l’approximation de la solution
u ∈ Ω sous la forme d’une combinaison linéaire de solutions fondamentales avecN
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sources yj ∈ R2 \ Ω, j = 1, N :

u(x) ≈ uN(a, Y ; x) =
N∑

j=1

ajF (x, yj), x ∈ Ω, (2.6)

où x = (x1, x2) ∈ Ω décrit les coordonnées d’un point du domaine, y = (y1, y2) ∈
R2 \ Ω représente les coordonnées d’un point source impérativement situé à l’ex-
térieur du domaine, Y est le vecteur de taille 2N contenant les coordonnées des
points sources yj, j = 1, N et le vecteur a = (a1, ...aN) représente les constantes
(coefficients) à déterminer.

La solution fondamentale F de l’équation d’Helmholtz (2.1) s’écrit dans le cas
bidimensionnel [83] :

F (x, y) =
i

4
H

(1)
0 (kHr(x, y)), x ∈ Ω, y ∈ R

2 \ Ω, (2.7)

avec i2 = −1, r(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 la distance entre le point x ∈ Ω

et le point source y = (y1, y2) ∈ R2 \ Ω et H(1)
0 la fonction de Hankel de première

espèce et d’ordre zéro.

On en déduit l’approximation de la dérivée normale u′ sur le bord Γ :

u′(x) ≈ u′N(a, Y , n; x) =
N∑

j=1

ajG (x, yj ;n), x ∈ Γ, (2.8)

avec G (x, y;n) = ∇xF (x, y).n(x) et dans le cas de l’équation d’Helmholtz, G est
donnée par :

G (x, y) =
((x− y)n(x))kHi

4r(x, y)
H

(1)
1 (kHr(x, y)), x ∈ Ω, y ∈ R

2 \ Ω, (2.9)

avec H(1)
1 la fonction de Hankel de première espèce et d’ordre un.

Les approximations (2.6) et (2.8) peuvent également être écrites sous la forme :

u(x) ≈ AT (x)a, x ∈ Ω,

u′(x) ≈ BT (x)a, x ∈ Γ,

où A(x) et B(x) sont les vecteurs contenant les solutions fondamentales et leurs
dérivées normales associées, respectivement.

2.3.1.2 Description de l’algorithme itératif de régularisation évanescente

À chaque étape k ≥ 0 de l’algorithme de régularisation évanescente (1.31) dé-
crit dans la section 1.5, les données φd et ψd sont recalculées sur Γd et la solution u



44 Chapitre 2. Résolution du problème de Cauchy pour l’équation d’Helmholtz

ainsi que sa dérivée normale u′ sont inconnues et recherchées sur le reste de la fron-
tière Γi. Pour écrire l’approximation de ces quantités, nous considéronsM points de
collocation sur Γ dont MΓd

points localisés sur la partie Γd du bord.
On rappelle que, par souci de simplicité, nous notons de la même manière, Uk,

la solution continue et le vecteur composé des valeurs discrètes sur le bord. La dis-
crétisation de la formulation continue (2.4) permet d’écrire le kème terme de la suite{
Uk
}

k≥0
comme le vecteur Uk = (Uk

1 , ..., U
k
M , U

′k
1, ..., U

′k
M) composé des valeurs

discrètes de la fonction et de sa dérivée normale aux M points de collocation du
bord. De la même manière, les données discrètes aux MΓd

points de collocation de
Γd sont notées Ud = (Ud

1 , ..., U
d
MΓd

, U ′d
1, ..., U

′d
MΓd

).

En initialisant avec (U0
i , U

′0
i ) = (0, 0), pour éviter d’avoir une composante dans

le noyau (Théorème 2 du paragraphe 1.5.3), l’algorithme de régularisation évanes-
cente revient à minimiser une suite de problèmes d’optimisation :






Trouver Uk+1 ∈ H(Γ) tel que :

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V ), ∀V ∈ H(Γ)

avec Jk+1
c (V ) = ‖V − Φd‖2

Γd
+ c ‖V − Uk‖2

Γ

(1.31)

qui peut s’écrire de manière discrète :





min
a
Jc

k+1(U)

avec Jc
k+1(U) =

MΓd∑

i=1

(Ui − Ud
i )2 + (U ′

i − U ′d
i )2

+ c
M∑

i=1

(Ui − Ui
k)2 + (U ′

i − U ′
i
k
)2

et Ui =
N∑

j=1

AT
j (xi)aj,

U ′
i =

N∑

j=1

BT
j (xi)aj.

(2.10)

Note :

— L’utilisation de la méthode des solutions fondamentales implique des approxi-
mations régulières C∞(Γ) de la dérivée normale et nous permet de remplacer
la norme ‖·‖H−1/2(Γ) par la norme ‖·‖L2(Γ),

— Grâce à l’équivalence des normes en dimension finie, les différentes normes
sont remplacées par des normes L2.

Nous présentons l’écriture de la fonctionnelle Jk+1
c lorsque des normes L2 sont em-

ployées.



2.3. Formulation discrète de l’algorithme itératifaaaa 45

L’algorithme itératif (1.31) est alors réduit à une suite de problèmes de minimi-
sation linéaires par rapport auxN constantes inconnues de la MFS a = (a1, ..., aN) :




min
a
Jc

k+1(a)

avec Jc
k+1(a) =

MΓd∑

i=1




N∑

j=1

(AT
j (xi)aj − Ud

i )2 + (BT
j (xi)aj − U ′d

i )2




+ c
M∑

i=1




N∑

j=1

(AT
j (xi)aj − Uk

i )2 + (BT
j (xi)aj − U ′k

i )2




(2.11)

Remarquons que Uk
i et U ′

i
k s’écrivent également :

Uk
i =

N∑

j=1

AT
j (xi)a

k
j ,

U ′
i
k

=
N∑

j=1

BT
j (xi)a

k
j ,

avec ak
j la jème constante MFS déterminée à l’itération k.

Par conséquent, minimiser, à l’itération k, la fonctionnelle Jc
k+1 par rapport à a

revient à résoudre le système linéaire :

(Kd + cK)ak+1 = MTUd + cK ak (2.12)

avec :

(MTUd)j =

MΓd∑

i=1

AT
j (xi)U

d
i +BT

j (xi)U
′d
i ,

Kd
lm =

MΓd∑

i=1

AT
l (xi)A

T
m(xi) +BT

l (xi)B
T
m(xi),

Klm =
M∑

i=1

AT
l (xi)A

T
m(xi) +BT

l (xi)B
T
m(xi).

2.3.2 Critère d’arrêt et normes d’erreur

Dans le but d’évaluer la précision de l’algorithme proposé et la convergence du
processus itératif, nous introduisons les quantités de contrôle suivantes :

— Le terme de relaxation des données intervenant dans la fonctionnelle (2.4) :

JΓd
(U,U ′) =

MΓd∑

i=1

(Ui − φd
i )2 +

MΓd∑

i=1

(U ′
i − ψd

i )2 (2.13)

— Le terme de contrôle par rapport à la solution précédente intervenant dans la
fonctionnelle (2.4) :

Jk+1
Γ (U,U ′) = c

M∑

i=1

(Ui − Uk
i )2 + c

M∑

i=1

(U ′
i − U ′k

i )2 (2.14)
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— La valeur de la fonctionnelle (2.4) pour l’élément optimal (U,U ′) :

Jk+1(U,U ′) = JΓd
(U,U ′) + Jk+1

Γ (U,U ′) (2.15)

On peut établir qu’au cours du processus itératif les termes (2.13), (2.14) et (2.15)
vérifient les trois propriétés suivantes :

(a) JΓd
(Uk+1, U ′k+1) diminue de manière monotone :

JΓd
(Uk+1, U ′k+1

) ≤ JΓd
(Uk, U ′k), ∀k ≥ 0. (2.16)

(b) Jk+1
Γ (Uk+1, U ′k+1) diminue de manière monotone si c > 0 :

Jk+1
Γ (Uk+1, U ′k+1

) ≤ Jk
Γ(Uk, U ′k), ∀k ≥ 0. (2.17)

(c) La suite caractérisée par les valeurs des fonctionnelles Jk+1 pour chaque élé-
ment optimal (Uk+1, U ′k+1) diminue également de manière monotone si c >
0 :

Jk+1(Uk+1, U ′k+1
) ≤ Jk(Uk, U ′k), ∀k ≥ 0. (2.18)

Nous définissons un critère d’arrêt basé sur la violation de la propriété (2.17) : Le
processus itératif s’arrête à l’itération k = kopt pour laquelle le terme de régulari-
sation Jk+1

Γ augmente, c’est à dire Jk+1
Γ (Uk+1, U ′k+1) > Jk

Γ(Uk, U ′k). Ce critère
d’arrêt ne nécessite pas de connaissance a priori sur la qualité des données puisqu’il
est basé sur la comparaison de deux éléments optimaux successifs.

Nous définissons également deux normes d’erreur pour évaluer la qualité de la
solution :

— L’erreur L2 relative commise pour U sur le bord Γ :

uerreur =

√√√√√√√√

M∑
i=1

(Ui − Uan
i )2

M∑
i=1

(Uan
i )2

; (2.19)

— L’erreur L2 relative commise pour U ′ sur Γ :

u′
erreur =

√√√√√√√√

M∑
i=1

(U ′
i − U ′an

i )2

M∑
i=1

(U ′an
i )2

, (2.20)

où Uan = (Uan
1 , ..., Uan

M ) et U ′an = (U ′an
1 , ..., U ′an

M ) représentent les vecteurs conte-
nant les valeurs discrètes des solutions analytiques,uan et de leurs dérivées normales,
u′an, respectivement, aux points de collocation.
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2.4 Exemples numériques bidimensionnels

Nous considérons deux exemples pour lesquels une solution analytique uan est
connue :

uan = cos(
1

2
x1 +

√
3

2
x2), k2

H = 1, ∀x = (x1, x2) ∈ Ω (2.21)

Nous étudions les cas où le domaine est à bord régulier (Figure 2.2) et à bord non
régulier (Figure 2.11) afin d’étudier l’influence de points anguleux sur les différentes
reconstructions. Nous présentons des résultats obtenus en utilisant la méthode des
solutions fondamentales (MFS) pour caractériser l’espace des solutions de l’équa-
tion d’Helmholtz.

2.4.1 Cas d’un domaine à bord régulier

Nous considérons le disque Ω = {x = (x1, x2)|x2
1 + x2

2 < 1} de rayon R = 1

et centré en (0, 0) (Figure 2.2). La partie Γd du bord où les données sont accessibles
correspond à la moitié de Γ, telle que Γd = {x ∈ Γ|0 ≤ θ(x) ≤ π} où θ(x) repré-
sente l’angle polaire de x. De la même manière, on définit la partie complémentaire
de la frontière Γi = {x ∈ Γ|π ≤ θ(x) ≤ 2π}, où les informations sont inaccessibles.

Ω
θ

Γd

Γi

x1

x2

R = 1

(0, 0)

Figure 2.2 – Disque

Les reconstructions sont obtenues en utilisant le critère d’arrêt introduit au para-
graphe 2.3.2. En accord avec les notations introduites au paragraphe 2.3.1, les parties
Γd et Γi du bord sont respectivement approximées par MΓd

= 150 et MΓi
= 150

points de collocation.
On considère N = 10 sources sur le cercle Γ̃ de rayon d = 10, tel que Γ̃ ={
y = (y1, y2) ∈ R2

∣∣∣∣ y
2
1 + y2

2 = d2

}
.
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On s’intéresse dans un premier temps au cas où les données (φd, ψd) ne sont pas
bruitées. La Figure 2.3 représente les quantités de contrôle JΓd

, Jk
Γ et Jk en fonc-

tion du nombre d’itérations k pour un paramètre de régularisation c fixé à 10−2. On
remarque que ces trois quantités deviennent constantes à partir de la 86ème itéra-
tion. Le terme de régularisation Jk

Γ décroît tant que k < 86 et devient constant avec
seulement quelques petites oscillations dues à l’approximation numérique au delà
de cette valeur. Cherchant l’itération à partir de laquelle le terme Jk

Γ augmente, le
processus itératif est alors arrêté à l’itération optimale kopt = 86. On observe que
le terme de régularisation Jk

Γ devient négligeable comparé à JΓd
et tend vers zéro,

ce qui prouve que l’algorithme converge. Après convergence le terme de relaxation
JΓd

devient constant et correspond à la distance sur Γd entre la reconstruction et les
données. Les quantités ‖u− uan‖2

L2(Γ) et ‖u′ − u′an‖2
L2(Γ) sont également représen-

tées sur la Figure 2.3. Elles ont les mêmes évolutions que les termes de relaxation
et de régularisation, ce qui confirme que le critère d’arrêt est fiable. Nous observons
que la reconstruction de la solution est plus précise que celle obtenue pour la dérivée
normale.
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Figure 2.3 – Évolution des quantités de contrôle en fonction du nombre d’itérations
k pour c = 10−2.

2.4.1.1 Influence du coefficient de régularisation c

Le coefficient de régularisation c intervient dans l’expression de la fonctionnelle
Jk, il pondère l’influence du terme de régularisation par rapport au terme de relaxa-
tion. Nous étudions son influence sur la précision des solutions numériques et le
nombre d’itérations requis pour converger. Les Figures 2.4(a) et 2.4(b) représentent
les reconstructions de la solution u et de sa dérivée normale u′, respectivement, sur
Γ pour différentes valeurs de c. Les reconstructions ne semblent pas affectées par le
choix de c, ce qui est confirmé par le Tableau 2.1 qui liste les erreurs uerreur et u′

erreur
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et le nombre d’itérations k requis pour converger pour différentes valeurs de c. En
effet, les erreurs commises pour u et u′ sont identiques pour les différentes valeurs de
c, ce qui confirme que l’algorithme converge vers la même solution quelle que soit
la valeur de c. D’après le Tableau 2.1, le choix de c affecte uniquement le nombre
d’itérations k nécessaire pour obtenir la convergence. Plus la valeur de c est petite,
plus l’algorithme converge rapidement. Il est toutefois judicieux de ne pas choisir
un coefficient de régularisation trop petit car l’influence du terme de régularisation
pourrait devenir négligeable.
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Figure 2.4 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées nor-
males analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γ pour différentes valeurs
de c.

c k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

10−8 3 9.87 × 10−2 0.33

10−6 4 9.87 × 10−2 0.33

10−5 6 9.87 × 10−2 0.33

10−4 10 9.87 × 10−2 0.33

10−3 19 9.87 × 10−2 0.33

10−2 88 9.87 × 10−2 0.33

10−1 631 9.87 × 10−2 0.33

1 5265 9.87 × 10−2 0.33

10 38888 9.87 × 10−2 0.33

Tableau 2.1 – Influence du coefficient de régularisation c sur le nombre d’itérations
k requis pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur.

En complément de la Figure 2.4 et du Tableau 2.1, la Figure 2.5 montre les évo-
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lutions des termes de contrôle (2.13) et (2.14) et des erreurs relatives (uerreur)
2 et

(u′
erreur)

2 en fonction du rapport k
c

pour trois valeurs de c. Le terme de relaxation
JΓd

devient constant dès que l’itération optimale kopt est atteinte et ce pour les trois
valeurs de c étudiées. Le terme de régularisation tend vers zéro quant à lui. Chaque
erreur relative tend vers la même valeur pour les différents choix de c.
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Figure 2.5 – Évolution des normes (a) JΓd
et (b) Jk

Γ et des erreurs relatives (c)
(uerreur)

2 et (d) (u′
erreur)

2 en fonction de k
c

pour différentes valeurs de c.

2.4.1.2 Reconstructions dans le cas de données bruitées

Nous nous intéressons maintenant à la stabilité de l’algorithme itératif par rap-
port à des données bruitées. Nous considérons le cas où les données φd et ψd sont
bruitées et définies par :

φd = uan(x) + δuan(x).ρ, x ∈ Γd,

ψd = u′an
(x) + δu′an(x).ρ, x ∈ Γd,

(2.22)

où δ est le niveau de bruit et −1 ≤ ρ ≤ 1 est une variable aléatoire.
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La Figure 2.6 représente l’évolution des termes de la fonctionnelle et des normes
d’erreur pour un niveau de bruit δ fixé à 10% et différentes valeurs de c. On remarque
que l’indépendance à c observée dans le cas de données non bruitées reste valable. Le
Tableau 2.2 liste le nombre d’itérations k requis pour converger et les erreurs uerreur

et u′
erreur pour différents niveaux de bruit et valeurs du coefficient de régularisation.
On remarque que le niveau d’erreur est proportionnel et linéaire par rapport au

niveau de bruit initial. Ce qui montre la stabilité de la méthode par rapport au bruit.
La qualité des reconstructions à partir de données bruitées n’est pas affectée par le
choix de c, qui a un rôle d’accélérateur de convergence, nous présentons donc par la
suite des résultats pour un coefficient de régularisation fixé.
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Figure 2.6 – Évolution des normes (a) JΓd
et (b) Jk

Γ et des erreurs relatives (c)
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2 et (d) (u′
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2 en fonction de k
c

pour δ = 10% et différentes valeurs de
c.
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δ c k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

1% 10−3 20 0.49 0.86

10−1 628 0.49 0.86

10 39088 0.49 0.86

3% 10−3 21 1.46 2.47

10−1 648 1.46 2.47

10 38709 1.46 2.47

5% 10−3 20 2.42 4.15

10−1 622 2.42 4.15

10 38751 2.42 4.15

10% 10−3 20 4.87 8.24

10−1 619 4.87 8.24

10 37822 4.87 8.24

Tableau 2.2 – Influence du niveau de bruit δ et du coefficient de régularisation c sur
le nombre d’itérations k requis pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur.

Les reconstructions de u et u′ sur Γd, obtenues avec des niveaux de bruit de
1%, 3%, 5% et 10% sont représentées sur les Figures 2.7(a) et 2.7(b), respective-
ment. Les reconstructions sur Γd sont très précises et montrent que l’algorithme est
capable de débruiter les données.
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Figure 2.7 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées nor-
males analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γd pour différentes valeurs
de δ et c = 10−1.

Les Figures 2.8(a) et 2.8(b) montrent les reconstructions de la fonction et de
sa dérivée normale, respectivement sur Γi pour différents niveaux de bruit. Elles
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sont moins précises que celles obtenues sur Γd mais restent proches de la solution
analytique. Les solutions numériques obtenues pour la fonction sont plus précises
que les reconstructions de la dérivée normale.
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Figure 2.8 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées nor-
males analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γi pour différentes valeurs
de δ et c = 10−1.

2.4.1.3 Influence du nombre de sources N

L’influence du nombre de sourcesN sur les reconstructions de u et u′ est étudiée.
Les sources décrivent toujours le cercle Γ̃ de rayon d = 10 centré en (0, 0). La
Figure 2.9 montre les reconstructions pour des données entachées d’un bruit de 3%,
c = 10−1 et plusieurs valeurs de N . Les solutions numériques sont affectées par le
nombre de sources, les meilleurs résultats sont obtenus pour N = 10 sources (voir
également le Tableau 2.3).

N k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

5 47 8.64 20.45

10 648 1.46 2.47

20 128 3.89 15.30

40 139 3.89 15.36

80 148 3.87 15.30

150 462 2.77 10.54

300 242 3.27 12.21

Tableau 2.3 – Influence du nombre de sourcesN sur le nombre d’itérations k requis
pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur pour δ = 3% et c = 10−1.
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Figure 2.9 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées nor-
males analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γ pour différentes valeurs
de N , δ = 3% et c = 10−1.

2.4.1.4 Influence de la distance d séparant les sources du bord du domaine

Nous examinons aussi la sensibilité des reconstructions numériques par rapport
à la distance d qui sépare les sources et les points du bord du domaine Γ. Le nombre
de sources N est fixé à 10. Les Figures 2.10(a) et 2.10(b) représentent les recons-
tructions sur Γ de la fonction et de sa dérivée normale, respectivement pour δ = 3%

et c = 10−1.
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Figure 2.10 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γ pour différentes va-
leurs de d, δ = 3% et c = 10−1.
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On remarque que les résultats numériques sont peu affectés par la distance d, tant
que les sources sont suffisamment loin du bord du domaine. Les meilleures recons-
tructions numériques sont obtenues pour d ≥ 5, avec un niveau d’erreur inférieur
à δ = 3% (Tableau 2.4). Le Tableau 2.4, qui liste le nombre d’itérations k et les
erreurs uerreur et u′

erreur pour un choix plus large de d, montre que les résultats numé-
riques sont affectés par la position des sources si 1.5 ≤ d < 5 et quand d ≥ 5 les
erreurs sont quasiment identiques. On remarque qu’à partir de d ≥ 40, le nombre
d’itérations k varie peu et les erreurs deviennent constantes.

d k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

1.5 35185 19.39 95.5

2 3405 2.51 9.10

4 842 1.52 9.24

5 727 1.49 2.69

8 660 1.46 2.50

10 648 1.46 2.47

40 629 1.45 2.42

100 623 1.45 2.41

150 628 1.45 2.41

Tableau 2.4 – Influence de la distance d sur le nombre d’itérations k requis pour
converger et les erreurs uerreur et u′

erreur, pour δ = 3% et c = 10−1.

2.4.2 Cas d’un domaine présentant une frontière non régulière

On considère désormais le domaine carré Ω = (0, 1)2 (Figure 2.11) afin d’étudier
l’influence d’un bord non régulier sur les résultats numériques.
La partie Γd du bord correspond à la moitié de Γ et est composée des segments
d’équation x2 = 0 et x1 = 1. La partie Γi, composée des côtés définis par x1 = 0 et
x2 = 1, présente donc un point anguleux en (x1, x2) = (0, 1) (Figure 2.11).

Ω Γd

Γd

Γi

Γi

x1

x2

(0, 0)

(0, 1)

(1, 0)

(1, 1)

Figure 2.11 – Carré
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En accord avec les notations introduites au paragraphe 2.3.1, les parties Γd et Γi

du bord sont respectivement discrétisées par MΓd
= 100 et MΓi

= 100 points de
collocation. On considère N = 10 sources sur le cercle Γ̃ de rayon d = 10, tel que

Γ̃ =
{
y = (y1, y2) ∈ R2

∣∣∣∣ y
2
1 + y2

2 = d2

}
.

On s’intéresse dans un premier temps au cas où les données φd et ψd ne sont pas
bruitées.

2.4.2.1 Influence du coefficient de régularisation c

De manière similaire à l’étude précédente pour un domaine à bord régulier, on
s’intéresse à l’éventuelle sensibilité du processus itératif par rapport au coefficient
de régularisation c.

On observe sur la Figure 2.12 que l’évolution des termes JΓd
et Jk

Γ et des erreurs
(uerreur)

2 et (u′
erreur)

2 en fonction de k
c

est similaire à celle observée dans le cas d’un
domaine à bord régulier.
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Figure 2.12 – Évolution des normes (a) JΓd
et (b) JΓ et des erreurs relatives (c)

(uerreur)
2 et (d) (u′
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2 en fonction de k

c
pour différentes valeurs de c.

Quelle que soit la valeur de c, le terme de relaxation JΓd
devient constant, le
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terme de régularisation Jk
Γ tend vers zéro et chaque erreur relative tend vers la même

valeur. En ce qui concerne l’influence du coefficient de régularisation sur le nombre
d’itérations k (Tableau 2.5), on peut aussi conclure que c joue un rôle d’accélérateur
de convergence.

c k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

10−6 2 0.24 1.65

10−5 4 0.24 1.65

10−4 7 0.24 1.65

10−3 25 0.24 1.65

10−2 182 0.24 1.65

10−1 1507 0.24 1.65

1 12937 0.24 1.65

10 90020 0.24 1.66

Tableau 2.5 – Influence du paramètre de régularisation c sur le nombre d’itérations
k requis pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur.

Les Figures 2.13(a) et 2.13(b) montrent la précision des reconstructions de la
fonction et de sa dérivée normale, respectivement sur Γ pour différentes valeurs de
c. Les résultats sont toutefois moins précis que pour le domaine régulier.

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1

 1.1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

u

abscisse curviligne

Analytique

Données

c = 1.10−6

c = 1.10−4

c = 1.10−3

c = 1.10−0

(a)

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4

u′

abscisse curviligne

Analytique

Données

c = 1.10−6

c = 1.10−4

c = 1.10−3

c = 1.10−0

(b)

Figure 2.13 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γ pour différentes va-
leurs de c.
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2.4.2.2 Reconstructions dans le cas de données bruitées

Nous nous intéressons également au cas où les données φd et ψd sont bruitées
afin d’étudier l’influence de points anguleux sur la stabilité de l’algorithme.
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Figure 2.14 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γd pour différentes va-
leurs de δ et c = 10−2.
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Figure 2.15 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γ pour différentes va-
leurs de δ et c = 10−2.

Les Figures 2.14(a) et 2.14(b), qui représentent les reconstructions numériques
de u et u′, respectivement sur Γd pour δ = 1, 3, 5, 10% prouvent que l’algorithme
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permet de débruiter les données. Les reconstructions sur Γ sont représentées sur
la Figure 2.15, on remarque que les résultats obtenus pour les différents niveaux
de bruit sont précis. On observe cependant quelques imprécisions pour la dérivée
normale près des sommets de Γi (Figure 2.15(b)).

Le Tableau 2.6 liste les erreurs uerreur et u′
erreur pour différents niveaux de bruit

et valeurs de c. Comme dans le cas d’un domaine à bord régulier, les erreurs sont
constantes pour chaque niveau de bruit δ quelle que soit la valeur de c et elles sont
proportionnelles et linéaires par rapport au niveau de bruit. Les niveaux d’erreurs
sont toujours inférieurs au niveau de bruit, ce qui prouve la stabilité de l’algorithme
et sa capacité à débruiter les données.

δ c k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

1% 10−3 33 0.45 0.48

10−2 202 0.45 0.48

10−1 1591 0.45 0.48

1 12926 0.45 0.48

3% 10−3 34 1.35 1.72

10−2 200 1.35 1.72

10−1 1582 1.35 1.72

1 12768 1.35 1.72

5% 10−3 34 2.26 2.98

10−2 202 2.26 2.98

10−1 1582 2.26 2.98

1 12561 2.26 2.98

10% 10−3 38 4.54 6.11

10−2 201 4.54 6.11

10−1 1622 4.54 6.11

1 12138 4.54 6.11

Tableau 2.6 – Influence du niveau de bruit δ et du coefficient de régularisation c sur
le nombre d’itérations k requis pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur.

2.4.2.3 Influence du nombre de sources N

Les Figures 2.16(a) et 2.16(b) représentent les reconstructions de la fonction et
de sa dérivée normale, respectivement sur Γ pour des nombres de sources N diffé-
rents, δ = 3% et c = 10−2. On remarque que les solutions numériques sont de très
mauvaises approximations des valeurs analytiques correspondantes pourN = 30 et
N = 100. L’erreur u′

erreur, commise pour la dérivée normale, est plus importante que
uerreur, ce qui est dû à la discontinuité de la normale unitaire extérieure au passage
des coins du carré. Le Tableau 2.7 confirme qu’à partir de N = 15 sources les re-
constructions sont de mauvaise qualité et l’erreur u′

erreur est cinq fois plus grande que
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l’erreur uerreur.
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Figure 2.16 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γd pour différentes va-
leurs de N , δ = 3% et c = 10−2.

N k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

5 7 2.65 8.78

10 200 1.35 1.72

15 1560 7.45 39

30 1999 7.61 39

50 1870 7.64 38.6

100 1687 7.45 38.2

200 2032 7.66 39.26

Tableau 2.7 – Influence du nombre de sourcesN sur le nombre d’itérations k requis
pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur, pour δ = 3% et c = 10−2.

2.4.2.4 Influence de la distance d séparant les sources du domaine

On fixe le nombre de sources à N = 10 pour étudier l’influence de la distance
d sur les reconstructions numériques. La Figure 2.17 montre que les résultats sont
peu sensibles à la distance d. En effet, d’après le Tableau 2.8, pour des données
entachées d’un niveau de bruit de 3% la précision des reconstructions est acceptable
et quasi-constante si d > 2.
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Figure 2.17 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Γd pour différentes va-
leurs de d, δ = 3% et c = 10−2.

d k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

2 512 1.37 3.29

4 240 1.35 1.92

7 193 1.35 1.76

10 200 1.35 1.72

20 192 1.35 1.71

50 198 1.35 1.70

100 194 1.35 1.70

Tableau 2.8 – Influence de la distance d sur le nombre d’itérations k requis pour
converger et les erreurs uerreur et u′

erreur pour δ = 3% et c = 10−2.

2.5 Exemples numériques tridimensionnels

Grâce à sa facilité d’implémentation, la méthode des solutions fondamentales
peut être utilisée sans difficulté pour discrétiser des problèmes tridimensionnels. Il
suffit de connaître de manière explicite la solution fondamentale de l’opérateur. En
accord avec les notations introduites au paragraphe 2.3.1, la solution fondamentale
F de l’équation d’Helmholtz (2.1) s’écrit dans le cas tridimensionnel [83] :

F (x, y) =
1

4πr(x, y)
exp(−ikHr(x, y)), x ∈ Ω, y ∈ R

3\Ω, (2.23)

où x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3), r(x, y) =
√

(x− y)2 et i2 = −1.
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On en déduit G (x, y;n) = ∇xF (x, y).n(x) qui s’exprime, dans le cas tridimen-
sionnel par :

G (x, y;n) = −(x− y)n(x)

r(x, y)
(ikH +

1

r(x, y)
)F (x, y), x ∈ Ω, y ∈ R

3\Ω.

(2.24)
Dans cette section, nous étudions les résultats numériques obtenus pour une so-

lution régulière sur un domaine cubique et pour une fonction représentant une source
à l’extérieur du domaine (couronne sphérique). Des résultats complémentaires, si-
milaires à ceux présentés dans la Section 2.4 pour des cas bidimensionnels, sont
disponibles en annexe (Annexe A).

2.5.1 Cas d’une solution régulière sur un domaine cubique

On considère la solution analytique suivante :

uan(x) = cos(x1 + 2x2 + 2x3), k2
H = 9, ∀x = (x1, x2, x3) ∈ Ω, (2.25)

où Ω est le cube unité tel que Ω = (−0.5, 0.5)3 (Figure 2.18).
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Figure 2.18 – Cube

On note Γmax ⊂ Γ la face supérieure, définie par Γmax = (−0.5, 0.5)×(−0.5, 0.5)×
{0.5}, Γfront ⊂ Γ la face avant, définie par Γfront = (−0.5, 0.5) × {−0.5} ×
(−0.5, 0.5) et PΩ ⊂ Ω le plan défini par PΩ = (−0.5, 0.5)×(−0.5, 0.5)×{0}. Afin
de faciliter la comparaison entre les solutions analytiques et numériques, on définit
trois segments sur lesquels seront tracées les reconstructions : Smax = {0.05} ×
(−0.5, 0.5) × {0.5} ⊂ Γmax, Sfront = {0.05} × {−0.5} × (−0.5, 0.5) ⊂ Γfront et
E0 = {0.05} × (−0.5, 0.5) × {0} ⊂ PΩ.

On considère le cas où la partie Γd du bord, où les données sont accessibles,
correspond à la moitié de Γ, c’est à dire que la fonction et sa dérivée normale sont
données sur trois faces du cube, incluant Γfront et elles sont recherchées sur les trois
faces du bord restantes Γi, incluant Γmax. On se limitera à présenter les résultats
numériques sur les faces Γfront et Γmax.
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En accord avec les notations introduites au paragraphe 2.3.1, le bord Γ est ap-
proximé par M = 600 points de collocation uniformément distribués sur les six
faces qui le constituent. On compte N = 150 points sources uniformément distri-
bués sur le bord Γ̃ du cube Ω̃ = (−d, d)3 (5 × 5 sources sur chaque face de Ω̃). On
fixe d = 5 la distance entre les sources décrivant Γ̃ et le bord du domaine Γ.

L’algorithme se comportant de la même manière que pour le cas bidimensionnel,
nous pouvons tirer les mêmes conclusions sur les résultats (voir Annexe A). Nous
faisons alors le choix de présenter dans cette section uniquement les solutions ana-
lytiques et numériques sur les faces Γfront et Γmax et le plan PΩ, ainsi que les résultats
de débruitage sur la face Γfront.

Les résultats sont obtenus en utilisant le critère d’arrêt introduit au paragraphe
2.3.2 et on s’intéresse tout d’abord au cas où les donnéesφd etψd ne sont pas bruitées.
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Figure 2.19 – Les solutions analytique, uan (a) et numérique, u (b) et les dérivées
normales analytique, u′an (c) et numérique, u′ (d), reconstruites sur la face avant
Γfront pour c = 10−6.

On observe sur les Figures 2.19(a), (b), (c) et (d) les cartographies des solu-
tions analytique, uan et numérique, u et des dérivées normales analytique, u′an et
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numérique, u′, respectivement sur la face avant Γfront du cube pour c = 10−6. La
Figure 2.20 représente les mêmes quantités sur la face supérieure Γmax du cube. On
remarque une bonne concordance des résultats entre les solutions analytique et nu-
mérique.

-1

-0.5

0

0.5

1

0.2
0

-0.2
-0.4

-0.6
-0.8

-0.4
-0.6

-0.8

-0.2

0.4
0

0.2
0.6 0.4

0.8
0.6

0.8

-0.5

0

0.5

Solution analytique uan

uan

x
y

(a)

-1

-0.5

0

0.5

1

0.2
0

-0.2
-0.4

-0.6
-0.8

-0.4
-0.6

-0.8

-0.2

0.4
0

0.2
0.6 0.4

0.8
0.6

0.8

-0.5

0

0.5

Reconstruction numérique u

u

x
y

(b)

0.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

-0.6
-0.8

-0.4
-0.2

-0.8

0.6
0.4

0.2

0.8 0.8
0.6

0.4
0.2

0
-0.2

-0.4
-0.6

0

-0.5

0

-1.5

-1

1

Dérivée normale analytique u′an

u′an

x
y

(c)

0.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

-0.6
-0.8

-0.4
-0.2

-0.8

0.6
0.4

0.2

0.8 0.8
0.6

0.4
0.2

0
-0.2

-0.4
-0.6

0

-0.5

0

-1.5

-1

1

Reconstruction numérique u′

u′

x
y

(d)

Figure 2.20 – Les solutions analytique, uan (a) et numérique, u (b) et les dérivées
normales analytique,u′an (c) et numérique,u′ (d), reconstruites sur la face supérieure
Γmax pour c = 10−6.

Nous considérons désormais le cas où les données φd et ψd sont bruitées et dé-
finies par la relation (2.22). Le nombre de sources N doit être ajusté à N = 54

sources, c’est à dire que l’on utilise moins de sources que dans le cas de données
exactes. Elles sont distribuées uniformément sur les faces du cube Ω̃, de manière à
ce que chacune d’entre elles supportent 3 × 3 sources.

Afin de confirmer la capacité de l’algorithme à débruiter les données accessibles
sur Γd dans le cas tridimensionnel, on présente les cartographies sur Γfront des résidus

relatifs pour la solution, |u−ud|
max |uan|

et pour sa dérivée normale, |u′−u′d|
max |u′an|

, ainsi que

celles des erreurs relatives commises sur la solution, |u−uan|
max |uan|

et sa dérivée normale,
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|u′−u′an|
max |u′an|

. La Figure 2.21 représente ces quatre cartographies sur la face avant Γfront

pour des données entachées d’un bruit de niveau δ = 5% et c = 10−2. On observe
sur les Figures 2.21(a) et 2.21(c) que les résidus correspondent bien au bruit ajouté
aux données exactes. Les erreurs relatives, observables sur les Figures 2.21(b) et
2.21(d), sont plus faibles que les résidus relatifs. De plus, elles sont localisées près
des arêtes du cube, ce qui était prévisible par analogie aux résultats obtenus dans
le cas du domaine carré. Ces observations confirment que l’algorithme permet de
débruiter les données.
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Figure 2.21 – Les résidus relatifs, |u−ud|
max |uan|

(a) et |u′−u′d|
max |u′an|

(c) et les erreurs relatives,
|u−uan|

max |uan|
(b) et |u′−u′an|

max |u′an|
(d), calculés sur la face avant Γfront pour δ = 5% et c = 10−2.

Les erreurs relatives pour la fonction u et sa dérivée normale u′ peuvent égale-
ment être calculées sur la face supérieure Γmax. Elles sont représentées sur les Figures
2.22(b) et 2.22(d) et on observe que l’erreur commise pour la reconstruction de u′

sur une face de Γi est supérieure à celle calculée pour la solution u. On constate
une fois de plus que les erreurs sont essentiellement localisées près des arêtes du
cube. Les erreurs sont inférieures au niveau de bruit δ = 5%, hormis près des coins
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du domaine pour l’erreur commise sur la dérivée normale. Les Figures 2.22(a) et
2.22(c) représentent respectivement la solution numérique, u et la dérivée normale
numérique, u′, calculées sur Γmax pour δ = 5% et c = 10−2.
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Figure 2.22 – Les reconstructions numériques,u (a) et u′ et (c) et les erreurs relatives,
|u−uan|

max |uan|
(b) et |u′−u′an|

max |u′an|
(d), calculées sur la face supérieure Γmax pour δ = 5% et

c = 10−2.

La discrétisation par la méthode des solutions fondamentales nous permet éga-
lement de calculer a posteriori la solution à l’intérieur du domaine Ω après que les
constantes a aient été déterminées par l’algorithme itératif. Nous présentons ces ré-
sultats sur le plan PΩ discrétisé par 100 points de collocation et sur l’arêteE0 ⊂ PΩ.
On observe sur la Figure 2.23(a) des reconstructions précises de la solution numé-
rique u sur E0 pour tous les niveaux de bruit. Les cartographies des solutions analy-
tique, uan (Figure 2.23(b)) et numérique, u (Figure 2.23(c)), obtenues pour δ = 5%,
semblent identiques sur le plan PΩ, ce qui est confirmé par une très petite erreur
relative, |u−uan|

max |uan|
, représentée sur la Figure 2.23(d).
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Figure 2.23 – Solution numérique,u (a) reconstruite sur le segmentE0 pour plusieurs
niveaux de bruit et c = 10−2 et la solution analytique, uan (b), la reconstruction
numérique, u (c) et l’erreur relative, |u−uan|

max |uan|
(d), calculées sur le plan PΩ pour δ =

5% et c = 10−2.

2.5.2 Cas d’une solution à valeurs singulières

On considère le domaine sphérique Ω =
{
x ∈ R3

∣∣∣∣Rint < ‖x‖ < Rext

}
, borné

par sa frontière intérieure Γi =
{
x ∈ R3

∣∣∣∣ ‖x‖ = Rint

}
et sa frontière extérieure

Γd =
{
x ∈ R3

∣∣∣∣ ‖x‖ = Rext

}
, avec Rint = 1.0 et Rext = 2.0 (Figure 2.24).

Nous utilisons la solution analytique uan :

uan(x) =
cos(kHr(x, z))

4πr(x, z)
, k2

H = 9, ∀x ∈ Ω, z ∈ R
3\Ω, (2.26)

avec r(x, z) =
√

(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2 + (x3 − z3)2 la distance entre les points
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du domaine et z = (z1, z2, z3) la position de la singularité où z1 = 0.02, z2 = −0.5

et z3 = −0.2.
Les données φd et ψd sont accessibles sur le bord extérieur Γd et recherchées

sur le bord intérieur Γi. Afin de représenter les résultats sur une partie des bords
extérieur et intérieur du domaine, on introduit les cercles CΓd

et CΓi
, définis par CΓd

={
x = (x1, x2) ∈ R2

∣∣∣∣x
2
1 + x2

2 = R2
ext et x3 = 0

}

et CΓi
=
{
x = (x1, x2) ∈ R2

∣∣∣∣x
2
1 + x2

2 = R2
int et x3 = 0

}
, respectivement.

Γi

Γd

CΓd

CΓi

Ω
x

yz

z

Rint = 1

Rext = 2

Figure 2.24 – Sphère

En accord avec les notations du paragraphe 2.3.1, les reconstructions nu-
mériques sont obtenues en utilisant N = Nint + Next sources avec
Next = 100 sources positionnées sur l’enveloppe sphérique Γ̃ext ={
x = (x1, x2, x3) ∈ R3

∣∣∣∣ x
2
1 + x2

2 + x2
3 = d2

1

}
où d1 = 5 et Nint = 200 sources

sur l’enveloppe sphérique Γ̃int =
{
x = (x1, x2, x3) ∈ R3

∣∣∣∣x
2
1 + x2

2 + x2
3 = d2

2

}
où

d2 = 0.4. On considère également M = MΓd
+ MΓi

points de collocation, tels
que MΓd

= 1000 points approximent le bord extérieur Γd et MΓi
= 1000 points

discrétisent le bord intérieur Γi.
Les Figures 2.25(a) et 2.25(b) présentent les reconstructions numériques de u et

u′, respectivement sur CΓd
obtenues pour des données bruitées (δ = 5%) et c = 10−2.
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Figure 2.25 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur CΓd

pour δ = 5% et
c = 10−2.

Les reconstructions numériques de u et u′ sur CΓi
pour différents niveaux de bruit

δ sont représentées sur les Figures 2.26(a) et 2.26(b), respectivement.
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Figure 2.26 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur CΓi

pour différentes
valeurs de δ et c = 10−2.

Les reconstructions numériques sont très précises, on remarque que l’algorithme
est stable dans le cas d’une solution à valeurs singulières et qu’il permet le débruitage
des données.
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2.6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la résolution du problème de
Cauchy associé à l’équation d’Helmholtz. Nous avons présenté des résultats numé-
riques obtenus avec la méthode de régularisation évanescente pour des problèmes
bidimensionnels et tridimensionnels. La mise en œuvre numérique de la méthode a
été réalisée en utilisant la méthode des solutions fondamentales, qui permet de re-
chercher la solution de notre problème dans une base de solutions exactes de l’équa-
tion d’Helmholtz.

Des exemples numériques pour des domaines à frontières régulières ou présen-
tant des points anguleux et pour des solutions régulières ou à valeurs singulières
montrent la robustesse de l’algorithme itératif. Pour toutes les situations analysées,
nous retrouvons des reconstructions précises de la solution et de sa dérivée normale
sur toute la frontière, avec toutefois, des erreurs commises lors de la reconstruction
de la dérivée normale supérieures à celles commises sur la solution. Les discontinui-
tés de la dérivée normale dans le cas d’un domaine présentant des points anguleux
ne permettent pas d’obtenir des reconstructions d’aussi bonne qualité que celles ob-
tenues dans le cas d’un domaine à frontière régulière.

Nous avons remarqué la stabilité de l’algorithme vis à vis de petites perturba-
tions sur les données et, en particulier, sa capacité à débruiter les données puisque
celles-ci sont recalculées. Le niveau d’erreur est proportionnel et linéaire par rap-
port au niveau de bruit, ce qui confirme la stabilité de la méthode par rapport au
bruit. De plus, les reconstructions obtenues sont indépendantes du coefficient de ré-
gularisation c, qui joue un rôle d’accélérateur de convergence. Cependant, la qualité
des reconstructions est influencée par le choix du nombre de sources utilisées pour la
discrétisation avec la méthode des solutions fondamentales. La position des sources,
quant à elle, n’influence pas les résultats, à condition que les sources soient position-
nées suffisamment loin du domaine. La méthode des solutions fondamentales nous a
toutefois permis de discrétiser facilement des problèmes tridimensionnels et de cal-
culer a posteriori la solution à l’intérieur du domaine. Lorsque les paramètres de la
discrétisation sont fixés de manière optimale, le niveau d’erreur des reconstructions
est inférieur au niveau de bruit entachant les données.
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Conclusion de la partie I

Nous avons étudié les problèmes de complétion de données de type Cauchy et
plus particulièrement, celui associé à l’équation d’Helmholtz. Le caractère mal posé
du problème de Cauchy rend indispensable l’utilisation d’une méthode de résolution
stable par rapport à de petites perturbations sur les données. Les méthodes de régu-
larisation de type Tikhonov, la méthode de quasi-réversibilité et les méthodes de ré-
gularisation par commande optimale permettent de contrôler la solution grâce à un
opérateur régularisant. L’opérateur du problème est perturbé par l’ajout d’un terme
régularisant dépendant d’un paramètre de régularisation. Les solutions approchées
obtenues sont alors dépendantes de ce paramètre. La méthode itérative alternée, la
méthode basée sur la minimisation d’une erreur en énergie et la méthode de Steklov-
Poincaré remplacent le problème de Cauchy par une suite de problèmes mixtes bien
posés.
Le point commun à toutes ces méthodes (Tableau 1.1) est qu’elles considèrent les
données comme des quantités exactes (elles ne sont pas recalculées). Elles expriment
ainsi les inconnues du problème directement en fonction des données, alors que
celles-ci peuvent être entachées d’erreurs. Nous avons alors présenté la méthode
de régularisation évanescente, adaptée à la résolution des problèmes de Cauchy,
bien connus pour être instables vis à vis de faibles perturbations sur les données.
Cette méthode, initialement introduite pour résoudre le problème de Cauchy asso-
cié à l’équation de Laplace, est différente par le fait qu’elle distingue les quantités
fiables des quantités non fiables. L’idée de base de la méthode est de rechercher
parmi toutes les solutions de l’équilibre celle qui s’approche au mieux des données.
Le problème de Cauchy est remplacé par une suite de problèmes d’optimisation et la
solution ainsi calculée ne dépend pas d’un coefficient de régularisation. Elle vérifie
l’équation d’équilibre et est stable vis à vis du bruit sur les données puisque celles-ci
sont recalculées afin d’être compatibles.

Nous avons étendu le champ d’application de la méthode de régularisation éva-
nescente à la résolution de problèmes de Cauchy associés à l’équation d’Helmholtz.
La méthode des solutions fondamentales est la méthode numérique utilisée pour
discrétiser l’espace des solutions de l’équation d’Helmholtz. Des simulations nu-
mériques permettent de reconstruire de manière précise la solution et sa dérivée
normale sur toute la frontière du domaine, pour des domaines à frontières régulières
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ou présentant des points anguleux et pour des solutions régulières ou à valeurs singu-
lières. Les résultats obtenus dans le cas d’un domaine présentant des points anguleux
sont toutefois moins précis que ceux obtenus dans le cas d’une frontière régulière à
cause des discontinuités de la dérivée normale.
Nous avons également étendu la méthode de régularisation évanescente à des pro-
blèmes tridimensionnels pour lesquels le comportement de l’algorithme itératif et
les résultats obtenus amènent aux mêmes conclusions que celles faites sur les simu-
lations numériques bidimensionnelles. L’algorithme est très stable vis à vis du bruit
sur les données, qui sont recalculées, ce qui permet de les débruiter. Les recons-
tructions sont indépendantes du coefficient de régularisation, qui n’influence que la
vitesse de convergence.

Nous avons montré la robustesse de la méthode par rapport à de petites pertur-
bations sur des données numériques, ce qui est prometteur pour l’analyse de don-
nées expérimentales. L’accessibilité, par exemple, à des mesures acoustiques sta-
tionnaires nous permettrait d’évaluer les performances et en particulier, la stabilité
de la méthode pour des mesures réelles. L’exemple numérique tridimensionnel pour
une solution à valeurs singulières est un préliminaire à l’application de la méthode
au contrôle non destructif, nous pensons à des problèmes réels d’identification de
sources comme un microphone, un point chaud, en thermique, ou une inclusion, en
élasticité.
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Partie II

Méthode de régularisation

évanescente pour l’identification de

conditions aux limites à partir de

mesures de champs partielles
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Introduction

La connaissance des conditions aux limites est nécessaire à de nombreuses appli-
cations de différentes branches de l’ingénierie, telles que la thermique, la mécanique,
l’acoustique... En général, la mesure directe de ces données se heurte à l’impossi-
bilité de placer l’instrumentation adéquate. Par exemple, les forces agissant sur une
structure mécanique ne sont pas facilement mesurables avec des capteurs, à cause de
l’impossibilité de les placer entre les sources d’excitation et la structure étudiée. La
détermination de la donnée n’est alors possible que grâce à des informations complé-
mentaires, telles que des mesures surabondantes sur la partie restante de la frontière,
on parle de problème de complétion de données. Dans certains cas, des mesures di-
rectes sur la frontière sont irréalisables, par exemple, en thermique, lorsqu’il s’agit
de mesures de température d’une surface très chaude ou en acoustique, lorsque les
sources sont mobiles ou non localisées. Afin de pallier ce problème, des mesures
de quantités aisément observables, comme des champs de températures, de déplace-
ments ou de vitesses, peuvent être réalisées. L’objectif principal de nos travaux et de
proposer une approche numérique qui permet d’identifier les conditions aux limites
à partir de mesures de champs.

Dans cette partie, nous présentons l’intérêt de la méthode de régularisation éva-
nescente pour interpréter des mesures de champs de déplacements. Dans le cadre
d’une collaboration avec le laboratoire LaMé de l’INSA-Centre Val de Loire, des
essais de compression (Figures 2.27 et 2.28) ont été réalisés à Bourges. Les mesures
de champs de déplacements ont été obtenues à l’aide d’une caméra et d’une méthode
numérique de corrélation d’images.

Figure 2.27 – Essai de compression Figure 2.28 – Essai Brésilien
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Afin d’observer des phénomènes localisés et d’avoir une définition suffisante des
images enregistrées, seule la zone centrale des éprouvettes est filmée. Nous ne dis-
posons donc que d’une mesure partielle du champ de déplacements, qui de plus est
entachée de bruit de mesure et perturbée par un mouvement de solide rigide, pro-
voqué par la mise en place des essais et le dispositif expérimental. Ce déplacement
rigide peut être prépondérant par rapport à celui engendré par la déformation de la
structure. Nous n’avons pas d’informations concernant les conditions aux limites,
hormis des informations de bord libre. En effet, elles ne peuvent pas être mesurées
de manière directe près des zones de contact, elles ne sont connues que de manière
globale et émettre des hypothèses sur leur répartition pourrait engendrer des erreurs
de modélisation.

La Figure 2.29 représente la modélisation du problème modèle d’identification
de conditions aux limites à partir de mesures de champs partielles.

Ω

Ωd L(u) = 0

Γd

Γi

Figure 2.29 – Modélisation du problème modèle

Nous considérons que le domaine Ω ainsi que sa frontière Γ sont parfaitement
connus. La frontière Γ est composée de deux parties, Γd et Γi. Γd est la partie du
bord sur laquelle nous avons éventuellement des informations sur les conditions aux
limites en terme de vecteur contraintes u′ :

u′ = σ.n = ũ′ ∀x ∈ Γd (2.27)

avec ũ′ les conditions aux limites accessibles et n la normale unitaire extérieure.
La partie Γi est une partie inaccessible à la mesure, sur laquelle nous n’avons

aucune information. Le sous-domaine Ωd décrit la zone centrale sur laquelle nous
avons les mesures ud de champs de déplacements :

u = ud ∀x ∈ Ωd (2.28)

L’équation d’équilibre est donnée par :

divσ = 0 ∀x ∈ Ω (2.29)
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avec σ le tenseur des contraintes de Cauchy. On suppose une loi de comportement
de la forme :

σ = A : ε ∀x ∈ Ω (2.30)

où A est le tenseur de Hooke et ε est le tenseur de déformations infinitésimales qui
s’exprime en fonction du déplacement :

ε =
1

2

(
∇ u+ ∇Tu

)
∀x ∈ Ω (2.31)

Dans le cas de l’élasticité linéaire isotrope, les équations (2.29), (2.30) et (2.31)
conduisent à :

L(u) = 0 (2.32)

où L désigne l’opérateur de Lamé.

Le problème modèle de complétion de données à partir de mesures de champs
partielles est un problème mal posé puisqu’il manque les conditions aux limites sur
la partie Γi de la frontière. Ce problème est mal posé au sens d’Hadamard [97] car
si les données sont compatibles, nous avons existence et unicité de la solution mais
celle-ci est instable. Une petite altération des données (2.27) et (2.28) peut fortement
perturber la solution sur Γi. Nous proposons de généraliser la méthode de régulari-
sation évanescente à ce type de problème afin d’identifier les conditions aux limites
sur tout le bord Γ et de compléter et débruiter les données partielles du champ de
déplacements (2.28).

Dans un premier chapitre bibliographique, nous rappelons quelques techniques
expérimentales qui permettent d’obtenir des mesures de champs et comment ces me-
sures peuvent être utilisées dans le cadre de l’identification de paramètres matériau.
Un second chapitre présente la généralisation de la méthode de régularisation éva-
nescente aux problèmes de complétion de données à partir de mesures de champs
partielles. La mise en œuvre numérique avec la méthode des éléments finis et la mé-
thode des solutions fondamentales est détaillée et afin de valider les algorithmes, des
résultats obtenus pour un exemple numérique sont présentés. Pour finir, nous pré-
sentons l’application de nos travaux à des mesures réelles issues d’expérimentations
réalisées à Bourges.
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Le nombre grandissant de nouveaux matériaux et la difficulté à identifier les lois
de comportement associées amènent à remettre en question les techniques standards
d’identification de propriétés matérielles. Les techniques conventionnelles, qui em-
ploient par exemple des jauges, permettent d’identifier les propriétés matérielles en
utilisant une relation entre le chargement global appliqué et des mesures locales du
champ de déformations. Limités à l’étude des comportements homogènes avec ces
techniques, les expérimentateurs portent un intérêt grandissant aux techniques de
mesures de champs.

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques méthodes expérimentales qui per-
mettent d’obtenir des mesures de champs. Ces mesures étant actuellement très ex-
ploitées dans le cadre de l’identification de paramètres matériau, plusieurs méthodes
d’identification à partir de mesures de champs sont présentées.

3.1 Mesures de champs et techniques expérimentales

Les techniques de mesures de champs sont de plus en plus utilisées par la com-
munauté de la mécanique expérimentale [181,193]. Elles sont une bonne alternative
aux méthodes standards, qui ne permettent d’obtenir qu’une information moyen-
née sur une petite surface proche du point où la mesure est relevée. L’utilisation de
jauges extensométriques est un exemple de procédé de mesure classique qui pré-
sente certaines limites. Les jauges de déformations permettent des mesures précises
de déformations mais ces informations demeurent locales. Par conséquent les jauges
contribuent principalement aux dépouillements d’essais homogènes en terme de sol-
licitation et de champ observé. Dans le cadre des problèmes d’identification, plus
d’un test est requis pour obtenir une quantité suffisante de mesures point par point,
ce qui augmente le coût des essais et le risque d’erreurs de mesure.

Depuis la fin du XXème siècle, les techniques de mesures optiques sans contact
ne cessent de se développer. L’essor de ces méthodes s’accorde avec le développe-
ment récent des caméras numériques et du traitement d’images, les rendant ainsi de
plus en plus attrayantes. Elles permettent d’obtenir des données expérimentales très
riches et de prendre en considération des essais hétérogènes en termes de déforma-
tions/contraintes. Il est ainsi possible d’extraire une grande quantité d’informations
plus fiables à partir d’un petit nombre de tests. Les principales techniques de me-
sures de champs sont la photo-élasticimétrie [180], le moiré interférométrique [175],
l’interférométrie holographique et de speckle [116], la méthode de la grille [190] et
la corrélation d’images numériques (CIN) [194].

Parmi ces techniques, la corrélation d’images numériques est probablement la
plus utilisée dans les communautés académique et industrielle de part sa simplicité
apparente. Initiée au début des années 1980 pour déterminer les déplacements plans
et les déformations d’un solide à partir d’images numériques d’ultrasons [173], de
nombreuses améliorations lui ont ensuite été apportées, notamment sur l’algorithme
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de détection sub-pixel basé sur l’interpolation du déplacement [194]. Sa mise en
place est moins coûteuse que celle des méthodes interférométriques puisqu’elle ne
nécessite pas l’utilisation de laser ou de matériel optique spécifique et la préparation
de la surface de l’échantillon est simple à réaliser. De plus, l’acquisition et l’analyse
des données font appel à des procédures bien établies, ce qui a pour effet de réduire
le temps de calcul.

Le principe de la CIN est de comparer deux images pour estimer les déplace-
ments des points d’une image déformée par rapport à une image de référence. Les
données d’entrée des algorithmes de corrélation sont les matrices de niveaux de gris
des images. Un mouchetis aléatoire est alors appliqué, selon le type de matériau,
sur la surface à observer sous l’hypothèse que la texture de surface suive passive-
ment le déplacement du solide sollicité. L’étape de corrélation consiste alors à re-
chercher dans l’image déformée, le même mouchetis que dans l’image de référence.
On distingue deux variantes de corrélation, les méthodes de corrélation dites “loca-
les” et “globales”. L’approche locale, largement utilisée par les codes actuellement
commercialisés et universitaires, consiste à utiliser la corrélation croisée : la région
d’intérêt sélectionnée est découpée en série d’imagettes et le champ cinématique re-
cherché est décomposé en une multitude de transformations locales indépendantes
définies sur les imagettes. Les choix de l’ordre d’interpolation de la transformation,
de la taille des imagettes et du pas d’échantillonnage de la zone d’intérêt ne doivent
pas être anodins puisqu’ils influencent la qualité du champ cinématique ainsi me-
suré [50]. Pour les méthodes dites “globales”, la région d’intérêt n’est pas divisée en
imagettes mais traitée en une seule fois et la corrélation est enrichie d’informations
a priori propres à chaque problème traité. On peut citer l’outil CORRELIQ4 [108]
qui permet d’obtenir un champ de déplacements de même nature que ceux prove-
nant de la simulation numérique (éléments finis). Cet outil repose en particulier sur
l’hypothèse de continuité du champ de déplacements mesuré.

Les mesures de champs cinématiques obtenues peuvent être exploitées de nom-
breuses manières [107]. Elles permettent aux expérimentateurs de contrôler, avant
de réaliser l’essai mécanique étudié, si les conditions aux limites correspondent à
celles désirées [59]. Elles peuvent être confrontées aux mesures des jauges exten-
sométriques pour contrôler une expérience [85]. Ces techniques de mesures sans
contact sont une solution pratique dans le cas de solides mous ou d’environnements
spéciaux (chauds, corrosifs,...) pour lesquels les jauges ne sont pas adaptées. Enfin,
on leur trouve une utilité considérable pour les essais où les champs sont hétérogènes,
pour lesquels la mesure obtenue par les techniques extensométriques standards ne
suffit pas à mener à bien l’expérience et plus particulièrement quand la localisa-
tion de l’hétérogénéité n’est pas connue a priori (contraintes localisées, localisation
de défauts, initiation et propagation de fissures). Couplées à des méthodes d’iden-
tification, les techniques de mesures de champs rendent possible l’identification de
propriétés matérielles éventuellement hétérogènes.



3.2. Quelques techniques d’identification à partir de mesures de champsaaaa 83

3.2 Quelques techniques d’identification à partir de

mesures de champs

Plusieurs stratégies d’identification à partir de mesures de champs ont récem-
ment été développées. Ces approches inverses font toutes appel à des principes de
la mécanique bien connus, tels que les équations d’équilibre et de comportement et
peuvent être dissociées en deux groupes : les méthodes itératives et les méthodes
non-itératives. Parmi les méthodes itératives, nous pouvons citer la méthode de re-
calage par éléments finis (FEMU), la méthode de l’écart à la réciprocité (RGM) et la
méthode de l’erreur en relation de comportement (CEGM). Ces dernières permettent
d’identifier les paramètres constitutifs d’un modèle de comportement à partir de leur
estimation initiale nécessaire au calcul numérique, faisant essentiellement appel à
des analyses éléments finis, des champs de déplacements et/ou de contraintes. Les
paramètres sont identifiés en minimisant une fonction coût dans laquelle les mesures
sont comparées à leurs homologues calculés. Les méthodes non-itératives sont re-
présentées par la méthode de l’écart à l’équilibre (EGM) et la méthode des champs
virtuels (VFM). Les champs de déplacements mesurés sont introduits dans une loi
de comportement postulée, dont les paramètres sont à identifier, afin d’évaluer les
champs de contraintes associés. Les paramètres recherchés sont donc identifiés grâce
aux relations fournies par les équations d’équilibre.

Le principe de chacune de ces méthodes d’identification est énoncé ci-dessous,
leurs avantages et limites respectifs sont également discutés.

3.2.1 La méthode des champs virtuels (VFM)

Grédiac [94] introduit la méthode des champs virtuels dans le cadre de l’élasticité
statique anisotrope. Les paramètres θ d’une loi de comportement (2.30) postulée a
priori sont recherchés à partir de données surabondantes : le champ de déformations
ε = ε̃ est accessible à la mesure dans tout le domaine (il peut être obtenu par déri-
vation du champ de déplacements mesuré) et les conditions de chargement u′ = ũ′

sont connues.
L’idée est d’exploiter le Principe des Travaux Virtuels (PTV) pour des choix

particuliers de champs virtuels adaptés au problème d’identification étudié. En l’ab-
sence de forces volumiques et en supposant que les conditions aux limites en terme
de déplacements et de contraintes (2.27) sont accessibles sur Γd, la forme faible des
équations d’équilibre locales (PTV) s’écrit [95] :

−
∫

Ω
σ : ε(u∗)dV +

∫

Γd

u′.u∗dS =
∫

Ω
ργ.u∗dV ∀u∗ ∈ CA (3.1)

avec u∗ un champ de déplacement virtuel, ρ la masse volumique, γ le vecteur accé-
lération et CA l’espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles
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satisfaisant les conditions aux limites en terme de déplacements sur Γd. On suppose
que les champs virtuels cinématiquement admissibles sont des fonctions C0.

Il est nécessaire d’écrire le PTV pour au moins autant de champs virtuels indé-
pendants que de paramètres constitutifs recherchés. Chaque choix de champs vir-
tuels amène à une équation scalaire qui doit être vérifiée par la loi de comporte-
ment (2.30) [49]. Il existe plusieurs manières de choisir les champs virtuels [16] :
par construction analytique au moyen de fonctions polynomiales, par construction
automatique grâce à une procédure applicable dans le cas d’une paramétrisation
linéaire [96], ou par définition par morceaux sur plusieurs sous-domaines définis
a priori. Les deux dernières approches sont les moins faciles à mettre en oeuvre
mais elles permettent une identification moins sensible au bruit. Dans le cas de la
construction automatique des champs virtuels, il y a une infinité de champs dits
“spéciaux” [96], ils sont alors choisis de manière à ce que le système ait le meilleur
conditionnement possible et que les paramètres recherchés soient moins sensibles
au bruit [17]. La définition des champs par morceaux sur plusieurs sous-domaines
est préférée, pour sa flexibilité, à une expression unique de la fonctionnelle sur tout
le domaine. Chaque fonction de forme peut être définie par un polynôme de plus
bas degré sur chaque sous-domaine, ce qui rend l’identification moins sensible au
bruit qu’avec un polynôme unique de plus haut degré. Cette dernière approche est la
plus utilisée [95] et en plus de ses fonctions d’identification, la méthode des champs
virtuels permet de générer des outils utiles à la prédiction de la sensibilité au bruit
des paramètres recherchés.

Le caractère direct de la méthode des champs virtuels est l’un de ses principaux
avantages, dans de nombreux cas les paramètres recherchés peuvent être identifiés
directement à partir de mesures, sans calcul numérique (par la méthode des éléments
finis [204] par exemple) du champ de contraintes [95]. Le champ de déformations
est obtenu par mesures de champs ou par dérivation approximative de mesures du
champ de déplacements [16] mais la distribution de chargement est bien souvent
difficile à mesurer. Pour faire face à cette limite, le champ de déplacements virtuel
est restreint à être uniforme dans la direction du chargement sur la partie du bord
où ce dernier est prescrit [96]. Subramanian et Nigamaa proposent de relaxer cette
contrainte afin d’obtenir une version plus flexible de la méthode des champs virtuels
(EVFM) [93, 167].

La méthode des champs virtuels est basée sur la configuration de référence, dé-
finie dans le système de coordonnées global contrairement au champ de déplace-
ments virtuel défini de manière locale. La méthode néglige alors les mouvements de
corps rigides, ce qui peut engendrer une identification peu précise des paramètres
constitutifs de la loi de comportement. Zhang et Pan [202] proposent une version
modifiée de la méthode afin de prendre en compte les translations et rotations des
points de mesures, l’effet d’éventuels mouvements de corps rigides sur l’identifica-
tion est analysé. Dans le cas de mesures expérimentales, de petits mouvements hors
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plan peuvent également perturber l’essai et amener à une identification de mauvaise
qualité, une corrélation d’images stéréo-numériques spéciale est implémentée [203]
pour améliorer la précision de la méthode des champs virtuels.

3.2.2 La méthode de l’écart à l’équilibre (EGM)

La méthode de l’écart à l’équilibre a été introduite par Claire et al. [68] en tant
que procédure d’identification d’une loi d’endommagement à partir de données de
champs de déplacements. L’idée de cette méthode est de chercher le champ de pro-
priétés mécaniques qui répond au mieux aux équations d’équilibre (2.29), à partir
de données de champs de déplacements supposées connues et fixées sur toute la sur-
face du domaine considéré. Les erreurs de modèle ou de mesures ne permettent pas
de satisfaire exactement les équations d’équilibre donc ces dernières sont satisfaites
au moyen d’une minimisation. La connaissance du champ de déplacements u sur
toute la surface étudiée permet de calculer le champ de contraintes σ en tout point
du domaine à partir d’une loi de comportement (2.30) prédite.

Le tenseur de Hooke A, représentant la distribution spatiale des propriétés mé-
caniques associées au modèle choisi, peut ainsi être déterminé en minimisant une
fonctionnelle de la forme :

J(A) =αSΩ

∥∥∥div(A : ∇u)
∥∥∥

2

Ω
+ βLΓd

∥∥∥A : ∇u.n− ũ′
∥∥∥

2

Γd

+ γ
∑

i

∥∥∥∥
∫

Ci

A : ∇ u.ndx− Pi

∥∥∥∥
2 (3.2)

avec SΩ l’aire du domaine, LΓd
la longueur de la partie Γd de la frontière, α, β et γ

des coefficients sans dimensions qui pondèrent la contribution du champ de déplace-
ments mesuré et du chargement imposé en fonction de leurs incertitudes respectives.
La distribution des efforts étant difficilement accessible comparé au champ de dé-
placements, le dernier terme de la fonctionnelle (3.2) permet de prendre en compte
la condition de Neumann sur Γd au sens faible en imposant un effort résultant Pi sur
une partie Ci du bord.

Le champ de déplacements est accessible, au moyen d’un calcul éléments finis ou
par corrélation d’images numériques, sur une grille dont les nœuds coïncident avec
le maillage éléments finis [16]. Les déplacements nodaux connus et les propriétés
élastiques inconnues sont supposés uniformes sur chaque élément mais variables
d’un élément à un autre. Lorsque l’on considère des éléments quadratiques et que
l’on ne traite que des nœuds milieux communs à deux éléments, on obtient un sys-
tème linéaire dans lequel les inconnues sont écrites sous forme logarithmique [70].

Claire et al. [69] introduisent un indicateur d’erreur afin d’améliorer la qualité
de l’identification. En effet, le bruit de mesure initialement présent est amplifié car
la procédure d’identification utilise la dérivée seconde du champ de déplacements.
Deux stratégies d’amélioration sont discutées dans [4], l’une utilisant une formu-
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lation reconditionnée de la méthode et l’autre prenant en compte explicitement la
matrice de covariance des mesures de déplacement. La combinaison de ces deux
dernières permet de réduire de manière significative le bruit de mesure. Des ap-
proches avec préconditionnement sont également bienvenues dans le cadre d’une
implémentation aux différences finies [49] afin de limiter l’amplification du bruit de
mesures induite par la dérivation numérique. Une approche en deux étapes est pro-
posée [2] pour obtenir une procédure d’identification plus robuste. Il est également
possible d’améliorer la robustesse au bruit en reconditionnant le problème d’identifi-
cation [189]. Il est proposé d’identifier, en plus du champ de propriétés élastiques, le
chargement à partir de mesures cinématiques réalisées lors d’un essai à chargement
sans contact [3].

La méthode de l’écart à l’équilibre présente l’avantage d’être directement appli-
cable à des mesures de champs de déplacements, cependant les mesures sont né-
cessaires sur tout le domaine étudié. Cette dernière peut être considérée comme un
cas particulier de la méthode des champs virtuels en considérant plusieurs champs
particuliers par morceaux, chacun d’eux étant défini par un déplacement virtuel non
nul d’un des nœuds milieux commun à deux éléments adjacents du maillage [16].

3.2.3 La méthode de recalage par éléments finis (FEMU)

La méthode de recalage par éléments finis [122] consiste à mettre à jour les pa-
ramètres d’un modèle éléments finis dans le but de minimiser la différence entre
un champ mesuré et un champ simulé. Fondamentalement on distingue deux ap-
proches [16], basées sur la minimisation de l’écart entre les efforts prédits par un
calcul éléments finis et accessibles à la mesure (FEMU-F) ou entre les champs de
déplacements calculé et mesuré (FEMU-U). La méthode FEMU-F [172] nécessite
l’accessibilité du champ de déplacements sur tout le domaine ainsi que des efforts
prescrits tandis que l’approche FEMU-U [172] autorise la connaissance partielle du
champ de déplacements et amène à minimiser une fonctionnelle exprimée en terme
de déplacements sous la contrainte des efforts résultants si les efforts prescrits sont
partiellement connus.

L’approche FEMU-U consiste à minimiser une fonction coût J(θ, ω) qui dépend
des paramètres θ recherchés et des conditions aux limites accessibles ω. La fonc-
tionnelle s’exprime en fonction de la différence entre le champ u(θ, ω) issu du calcul
éléments finis et le champ mesuré ud :

Ju(θ, ω) =
1

2

(
ud − u(θ, ω)

)T
Wu

(
ud − u(θ, ω)

)
, (3.3)

avec Wu une matrice de pondération symétrique, définie et positive.

Le calcul éléments finis est réalisé avec un premier jeu de paramètres θ supposé
et tant que la fonction coût (3.3) évolue de manière significative ou est supérieure
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à un seuil prédéfini, une nouvelle itération est engagée avec un nouveau calcul élé-
ments finis faisant intervenir les paramètres calculés à l’itération précédente.

Pagnacco propose une variante de FEMU-U [171] en appliquant un chargement
connu sur tout le bord du domaine, elle permet une meilleure gestion des mouve-
ments de corps rigides mais les paramètres identifiés sont cependant moins sensibles
aux déplacements imparfaitement connus sur tout le bord. L’effort résultant appliqué
sur l’échantillon étudié est également utile à une procédure d’identification [168] où
les conditions aux limites et les paramètres élastiques sont identifiés simultanément
à partir de mesures du champ de déplacements et de l’effort résultant.

La simulation numérique doit être effectuée avec une initialisation des para-
mètres à identifier, des mesures du champ de déplacements et les conditions aux
limites appropriées. La sensibilité à ces données incomplètes et/ou entachées d’er-
reurs de mesure, de discrétisation et de modélisation a fait l’objet de nombreuses
investigations dans le cadre des méthodes d’identification basées sur le recalage par
éléments finis. Le choix des paramètres initiaux n’affecte généralement pas la va-
leur de ceux identifiés [170], ceci est certainement dû à la connaissance a priori de
la plage dans laquelle les paramètres sont recherchés. Genovèse et al. [89] montrent
que les résultats sont insensibles au choix a priori de ces plages, ce qui est certai-
nement la conséquence de la grande quantité de données expérimentales issues de
mesures de champs. La technique du filtre de Kalman [48] est une alternative utilisée
pour filtrer les mesures et améliorer progressivement les estimations des paramètres
recherchés par leurs valeurs moyennes.

Le champ de déplacements mesuré et les conditions aux limites étant des quanti-
tés non fiables, plusieurs auteurs [18,183,184] ont étudié la sensibilité au bruit pour
des méthodes d’identification basées sur le recalage par éléments finis. Réthoré et
al. [185] mettent en place un filtre qui efface les composantes non physiques du
déplacement, telles que le bruit, en introduisant l’équation de la quantité de mouve-
ment à la première étape de la procédure d’identification. Une procédure associant
la méthode FEMU et la corrélation d’images numériques (FEMU-R) [135] est ex-
posée, elle permet une robustesse optimale [183] en pondérant la contribution de
chaque degré de liberté en fonction de leur niveau de confiance. L’approche cou-
plée se résume à un problème de corrélation avec pour seules inconnues : les dépla-
cements aux bords non libres et les propriétés matérielles. La corrélation d’image
mécanique (MIC) présente également une faible sensibilité au bruit, cette dernière
est plus directe puisqu’elle implique le résidu de niveau de gris plutôt que le ré-
sidu de déplacement [183]. Les deux dernières stratégies mentionnées fonctionnent
dans le cas où les conditions aux limites ne sont pas bruitées. Réthoré [183] propose
de contourner le besoin de conditions aux limites en extrayant simultanément des
images, le champ de déplacements et les paramètres (Integrated-MIC) grâce à un
filtre mécanique [185].
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3.2.4 La méthode de l’écart à la réciprocité (RGM)

La méthode de l’écart à la réciprocité concerne en premier lieu les situations où
des mesures de champ mécanique sont disponibles sur l’intégralité du bord du do-
maine étudié. Elle doit son nom à la propriété de réciprocité sur laquelle elle repose :
si un solide est soumis à deux chargements distincts T1 et T2 qui impliquent deux
réponses distinctesR1 etR2, respectivement alors le “travail” des sollicitations liées
au chargement T1 dans la réponseR2 est égal à celui de la sollicitation liée à T2 dans
la réponse R1. L’idée de la méthode d’écart à la réciprocité est d’écrire la relation
de réciprocité entre le champ mesuré dans le solide réel et tout champ à l’équilibre
dans un solide fictif ne présentant aucun des éléments recherchés (fissures, inclu-
sions, sources,...) [15]. En comparant ces deux champs, la propriété de réciprocité
n’est évidemment pas vérifiée mais la valeur scalaire de cet écart permet d’iden-
tifier la présence d’éléments inconnus puisqu’elle exprime la “différence” entre le
domaine réel et le domaine fictif sain.

La fonctionnelle d’écart à la réciprocité, définie à partir du principe des travaux
virtuels, s’écrit :
∫

Ω
ε(u) : (A − A

∗) : ε(u∗)dV =
∫

∂Ω
(ũ′.u∗ − u′∗.ud)dS ≡ R(A∗, u, u∗), (3.4)

où (u∗, u′∗,A∗) représente l’état adjoint.
Pour tout choix d’état adjoint u∗, la fonctionnelle (3.4) est une fonction des don-

nées expérimentales (ud, ũ′) connue. On cherche à annuler la fonctionnelle (3.4)
pour tout état adjoint u∗, ce qui donne, pour chaque état adjoint u∗, une relation
scalaire indépendante de la distribution des propriétés matérielles A∗ inconnue. Le
champ de déplacements réel u, n’étant a priori pas connu, est reconstruit en même
temps que la distribution des propriétés A au moyen d’une procédure itérative. Cette
approche permet d’obtenir des résultats théoriques d’identifiabilité, il s’agit de mon-
trer, pour des données de bord surabondantes, qu’il existe un unique ensemble d’élé-
ments inconnus pour lequel la réponse de la structure coïncide avec les données de
bord mesurées. Des méthodes constructives d’identification en résultent également,
elles fournissent des méthodologies qui permettent de caractériser concrètement les
inclusions, fissures, sources, etc. présentes dans le domaine [72].

La méthode de l’écart à la réciprocité a été introduite par Bui [56] et utilisée par
Andrieux et Ben Abda [10, 11] pour localiser et identifier des fissures planes à par-
tir de données de déplacement sur tout le bord du domaine. Un procédé direct pour
localiser une ou plusieurs fissures planes à partir de données aux limites surabon-
dantes sur le bord entier du domaine est ensuite exposé [13]. De nouveaux résultats
sur l’identifiabilité de fissures 3D en élasticité sont également énoncés. Dans le cas
de l’élasticité, Ben Abda et al. [35] proposent un algorithme rapide permettant de
retrouver des fissures de type segment, ce dernier est basé sur la recherche du zéro
de la fonctionnelle d’écart à la réciprocité.
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L’efficacité de ces algorithmes a largement été prouvée [11, 14, 23, 35, 37], leur
fonctionnement nécessite cependant l’accessibilité à des conditions aux limites sur-
abondantes sur tout le bord, ce qui est limitant dans le cas de situations réelles. Cime-
tière et al. [64] présentent un algorithme en deux étapes pour retrouver des fissures de
type segment à partir de données aux bords incomplètes. La première étape consiste
à reconstruire les conditions aux limites sur tout le bord du domaine avec la méthode
de régularisation évanescente et la seconde utilise l’écart à la réciprocité causé par
la présence de la fissure pour la localiser.

La méthode de l’écart à la réciprocité peut être considérée comme une variante de
la méthode des champs virtuels, présentée précédemment, dans le cas où les champs
cinématiques ne sont connus que sur le bord et qu’aucune stratégie ne permet d’ex-
trapoler ces mesures à l’intérieur du domaine [16].

3.2.5 La méthode de l’erreur en relation de comportement (CEGM)

Introduite en tant qu’estimateur d’erreur pour la méthode éléments finis par La-
devèze [129], la méthode d’erreur en relation de comportement mesure la distance
entre un champ de contraintes donné σ̃ et un autre champ de contraintes résultant de
l’application d’une loi de comportement (2.30) à un champ de déplacement ud donné
(2.28). L’idée de base est de considérer la relation de comportement comme non
fiable, dans le sens où elle peut être erronée ou peu précise, d’où le nom de méthode
d’erreur en relation de comportement. La méthode est en principe applicable à tout
problème d’identification pour lequel on a accès à des données surabondantes [169]
et s’accommode de manière naturelle aux mesures de champs [16]. Dans le cadre
de l’identification de tenseurs élastiques hétérogènes A à partir de mesures du dé-
placement ud, il existe deux variantes : soit on prend en compte de manière exacte
des mesures cinématiques ou soit on applique ces dernières par un terme de péna-
lité. Si les données de déplacements sont exactes, la première variante permet de les
introduire directement dans la fonctionnelle, qui s’exprime :

E(ud, σ̃,A) =
1

2

∫

Ω
(σ̃ − A : ε(ud)) : A−1 : (σ̃ − A : ε(ud))dV (3.5)

Les données sont en revanche introduites avec un terme de pénalité dans le cas
où elles sont bruitées [58]. La fonctionnelle (3.5) exprime la distance entre une
contrainte admissible et un déplacement admissible [87], elle est quantifiée par une
norme énergétique qui est par la suite minimisée par une procédure d’identification.

La minimisation est réalisée au moyen d’une procédure itérative. Babaniyi et
al. [22] présentent une approche directe moins coûteuse, basée également sur la mi-
nimisation de l’erreur en relation de comportement. Elle permet de reconstruire des
propriétés matérielles, éventuellement discontinues, à partir du champ de déplace-
ments mesurable sur tout le domaine. Les mesures de champ peuvent être accessibles
dans tout le domaine et/ou sur son bord, Constantinescu [71] s’intéresse à l’identifi-
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cation du module d’Young à partir de conditions aux limites complètes, c’est à dire
que le déplacement et les contraintes normales sont accessibles sur tout le bord du
domaine. Une application originale de l’erreur en relation de comportement concer-
nant les problèmes de complétion de données est proposée [5, 9]. Il s’agit de la mé-
thode basée sur la minimisation d’une norme énergétique présentée dans le chapitre
1, elle permet de reconstruire les données sur le bord, connaissant des conditions
aux limites de type Cauchy : le déplacement et les contraintes normales sont connus
sur une partie de la frontière et aucune information n’est accessible sur la partie
complémentaire.

La méthode est également appliquée à des mesures expérimentales pour identi-
fier des paramètres matériau. Les résultats d’identification de paramètres matériau à
partir de mesures expérimentales du champ de déplacements sont satisfaisants [90]
malgré la nécessité de dériver les mesures bruitées pour calculer le champ de dé-
formations impliqué dans la fonctionnelle. La méthode de l’erreur en relation de
comportement modifiée est proposée comme une alternative plus robuste vis à vis
du bruit de mesure et elle permet d’identifier les propriétés élastiques sur tout le
domaine tout en gérant le manque de conditions aux limites. Le champ de déplace-
ments n’est pas toujours mesurable sur toute la surface et les conditions aux limites
sont souvent incomplètes. De plus, les informations accessibles ne sont pas toutes
fiables, il faut considérer les erreurs de mesure pour les données expérimentales et
les erreurs de modèle pour les simulations numériques. La méthode modifiée prend
en compte toutes les informations théoriques et expérimentales et distinguent celles
que l’on peut considérer fiables et non fiables [86]. Son application à des mesures
réelles de champ de déplacements est proposée par Calloch et al. [58]. Azzouna et
al. [41] propose une formulation de l’approche modifiée permettant de prendre en
compte des conditions aux limites incomplètes (accès à une information de bord
libre uniquement) et une zone de mesure pouvant être un sous-domaine du domaine
étudié. Récemment, Huang et al. [111] propose une étude similaire, ces derniers
travaux complètent ceux de Azzouna et al. [41] avec un premier pas vers l’identi-
fication de propriétés hétérogènes. La fonctionnelle à minimiser est une somme de
termes faisant intervenir les quantités non fiables et des coefficients de pondération
desquels la qualité des résultats d’identification dépend. L’approche d’identification
s’avère être plus robuste que les méthodes utilisant le recalage par éléments finis, ce-
pendant la gestion de la fiabilité des conditions aux limites en terme d’efforts n’est
pas optimale.

3.2.6 Résumé

Les méthodes d’identification présentées peuvent être divisées en deux groupes.
Le premier est constitué des méthodes utilisant le recalage par éléments finis, la
famille FEMU. Il s’agit certainement de l’approche la plus intuitive. Elle consiste
à réaliser de manière itérative des simulations éléments finis d’un essai jusqu’à ce
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que les paramètres constitutifs de la loi de comportement (2.30) qui établissent la
meilleure correspondance entre le champ calculé et les mesures réelles soient trou-
vés. Le champ de déplacements résultant de cette technique satisfait les conditions de
compatibilité (2.31) tandis que le champ de contraintes identifié n’est statiquement
admissible qu’au sens faible. Le second groupe rassemble les méthodes d’identifi-
cation qui extraient les paramètres constitutifs directement à partir de mesures de
champs de déplacements. Les paramètres sont recherchés en tant que minimum de
fonctions coût variées, telles que l’écart à l’équilibre, l’écart à la réciprocité et l’écart
à la loi de comportement. Pour la méthode de l’écart à l’équilibre, l’erreur dans les
équations d’équilibre (2.29) prescrites entre les éléments d’un domaine discrétisé
est minimisée et pour la méthode de l’écart à la réciprocité, les estimations des pa-
ramètres sont obtenues en minimisant l’écart à la réciprocité entre un état adjoint et
l’état expérimental. Contrairement aux autres méthodes, la méthode de l’erreur en
relation de comportement considère la loi de comportement (2.30) comme une quan-
tité non fiable [165]. Ces méthodes peuvent être considérées comme des applications
de la méthode des champs virtuels en utilisant des champs particuliers [16,18]. Cette
dernière peut d’ailleurs également faire partie de ce groupe puisque l’identification
est réalisée directement à partir de mesures de champs de déformations.

VFM EGM FEMU RGM CEGM

Méthode itérative • • •

Données de champs
partielles

• • •

Conditions aux limites
incomplètes

• • ◦ [64] •

Solution exacte de
l’équation d’équilibre
au sens faible

• • • •

Faible sensibilité au
bruit de mesures

◦ [135, 183] ◦ [64] ◦ [86]

Tableau 3.1 – Principales caractéristiques des méthodes • ou de leurs variantes ◦[.]

présentées

Le Tableau 3.1 résume les principales caractéristiques des méthodes (ou de leurs
extensions). Certaines méthodes sont plus difficiles que d’autres à appliquer à des
situations expérimentales puisqu’elles nécessitent des mesures de champs sur tout
le domaine et/ou les conditions aux limites en tout point de la frontière. La gestion
du bruit de mesures est également un challenge pour les méthodes d’identification.
En ce qui concerne les méthodes du second groupe, mise à part la méthode des
champs virtuels, elles font toutes appel à une fonctionnelle quadratique du gradient
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de déplacement mesuré [183]. La dérivation de mesures bruitées implique une forte
sensibilité au bruit des paramètres identifiés. Il n’y a pas de traitement particulier du
bruit de mesures pour les méthodes standards de type FEMU, Azzouna et al. [40]
discutent les résultats obtenus à partir de mesures de champs de déplacements fil-
trées. Le recours à un filtre a priori peut en effet s’avérer utile à l’analyse de données
expérimentales en dépit de la perte d’informations qui en découle. Certains auteurs
proposent des alternatives régularisantes [64, 86, 183] qui permettent une meilleure
gestion du bruit. Cependant, certaines techniques de régularisation nécessitent des
informations a priori sur les perturbations pour choisir le paramètre de régularisation
dont la solution dépend.

3.3 Bilan du chapitre

L’utilisation de mesures de champs pour l’identification de paramètres méca-
niques, le plus souvent associés aux propriétés matérielles du solide, est devenue
un domaine très actif et prometteur de la mécanique expérimentale. Plusieurs stra-
tégies d’identification à partir de mesures de champs ont été introduites, seulement,
leur application à des données expérimentales n’est pas toujours optimale. L’ins-
trumentation actuelle connaît certaines limites, de ce fait les mesures de champs,
potentiellement partielles, sont généralement entachées d’un bruit et les conditions
aux limites sont souvent mal connues. La gestion des conditions aux limites est un
challenge pour les méthodes d’identification puisque le déplacement et la répartition
des contraintes sont rarement connus sur toute la frontière. Dans certains cas, nous
connaissons soit les conditions aux limites en terme de déplacement, soit en terme
de contrainte, en tout point de la frontière. Dans d’autres cas, seules des conditions
aux limites de type Cauchy sont accessibles, il s’agit d’informations sur le dépla-
cement et les contraintes, connues uniquement sur une même partie de la frontière,
l’autre partie de la frontière étant inaccessible à la mesure.
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Ce chapitre présente la généralisation de la méthode de régularisation évanes-
cente aux problèmes de complétion de données à partir de mesures de champs par-
tielles. L’approche proposée consiste à rechercher parmi toutes les solutions d’une
équation elliptique celle qui s’approche au mieux des mesures de champs partielles.
Les mesures de champs sont accessibles sur une zone centrale du domaine étudié
et nous nous intéressons à la reconstruction numérique des données manquantes et
des conditions aux limites. La discrétisation de l’algorithme de résolution avec deux
méthodes numériques est détaillée. Nous appliquons l’algorithme, en élasticité li-
néaire, à un exemple numérique de compression uniforme d’un solide, ce qui per-
met de montrer la précision et la robustesse de la méthode et de comparer les deux
méthodes numériques utilisées. En complément nous ajoutons, dans l’Annexe C, des
reconstructions obtenues pour un exemple numérique de compression à chargement
non uniforme. L’approche proposée est ensuite appliquée à des situations réelles,
en analysant des essais de compression diamétrale sur des éprouvettes en polyéthy-
lène et en béton. Les mesures de champs de déplacements sont obtenues par CIN
et nous cherchons, en utilisant l’algorithme implémenté grâce à la méthode des so-
lutions fondamentales, à compléter et débruiter ces champs partiels et identifier les
conditions aux limites.

4.1 Le problème modèle

Nous considérons un domaine ouvert Ω de R2 ou de R3, borné par sa frontière
Γ ≡ ∂Ω, telle que Γ = Γd ∪ Γi, voir Figure 4.1. Γd est une partie de la frontière où
des informations sur les conditions aux limites sont accessibles. Γi décrit la partie
complémentaire de la frontière où aucune information sur les conditions aux limites
n’est accessible. Nous définissons également le sous-domaine Ωd ⊂ Ω, où des me-
sures de champs sont disponibles.

Ω

Ωd L(u) = 0

Γd

Γi

Figure 4.1 – Domaine

Nous supposons que la solution recherchée u est solution d’une équation ellip-
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tique L dans le domaine Ω :

L(u) = 0, ∀x ∈ Ω (4.1)

S’il est possible de mesurer le champ u sur une partition Ωd de Ω et d’obtenir des
informations fiables sur les conditions aux limites en terme de dérivée normale ou
de contraintes u′ sur Γd, alors la formulation du problème de complétion de données
est donnée par l’équation (4.1) et les données incomplètes :

u = φd, ∀x ∈ Ωd (4.2a)

u′ = ψd, ∀x ∈ Γd (4.2b)

Remarque : Lorsque u′ représente la dérivée normale en tout point x ∈ Γ, on

considère u′ =
∂

∂n
avec n(x) le vecteur normal unitaire extérieur et lorsque u′ re-

présente le vecteur contraintes en tout point x ∈ Γ, on a u′ = σ n avec σ le tenseur
des contraintes.

Si les données (4.2a) et (4.2b) sont compatibles, le problème (4.3) admet une
unique solution. Néanmoins, la solution obtenue peut être instable, c’est à dire qu’elle
serait sensible à de petites perturbations des données incomplètes.






L(u) =0, ∀x ∈ Ω

u =φd, ∀x ∈ Ωd

u′ =ψd, ∀x ∈ Γd

(4.3)

Ce problème, de ce fait, devient difficile à résoudre par son caractère mal posé. Les
approches classiques utilisées pour le résoudre ne peuvent pas être utilisées. Nous
faisons donc le choix de proposer une extension de la méthode de régularisation
évanescente, initialement introduite pour résoudre des problèmes de type Cauchy
[65, 67], pour régulariser le problème.

4.2 Formulation continue de la méthode

4.2.1 Définitions et notations

Considérons H1(Ω) l’espace de Sobolev des fonctions à valeurs réelles dans Ω.
Nous notons H(Ωd) l’espace des restrictions dans Ωd des éléments v de l’espace
H(Ω). L’espace des fonctions traces de H1(Ω) à Γ est noté par H1/2(Γ) et les res-
trictions des fonctions de l’espace H1/2(Γ) à Γd ⊂ Γ définissent l’espace H1/2(Γd).

Par la suite, nous noterons par H
1(Ω) l’espace H1(Ω)

n, avec n un entier stric-
tement positif qui dépend de la dimension du problème et de sa nature (scalaire ou
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vectorielle) et de la même manière pour les autres espaces de fonctions employés :
H

1(Ωd) := H1(Ωd)
n, H

1/2(Γ) := H1/2(Γ)
n

and H
1/2(Γd) := H1/2(Γd)

n
. Fina-

lement, H
−1/2(Γ) définit l’espace dual de H

1/2(Γ) et H
−1/2(Γd) l’espace dual de

H
1/2(Γd).

La solution du problème est recherchée dans l’espace H(Ω) des solutions de
l’équation (4.1) :

H(Ω) =
{
v ∈ H

1(Ω) / L(v) = 0 dans Ω
}

L’espace H(Ω) est un sous-espace vectoriel fermé de H
1(Ω). Il s’agit d’un espace

de Hilbert lorsqu’il est équipé du produit scalaire usuel de H
1(Ω). Nous définis-

sons H(Ωd) l’espace des restrictions dans Ωd de l’espace H(Ω) des solutions de
l’équation. Il est muni du produit scalaire usuel de H1(Ω) et de sa norme associée
‖ · ‖H(Ωd).

Nous définissons u
∣∣∣
Γ

les traces des éléments de H(Ω) sur Γ ainsi que leur dérivée

normale (vecteur contrainte) associée u′
∣∣∣
Γ

définie sur Γ.
Il est ainsi possible de définir l’espace H(Γ) des fonctions solutions :

H(Γ) =
{
U =

(
v, u, u′

)
∈ H

1(Ω)×H
1/2(Γ) × H

−1/2(Γ)
∣∣∣∣ v ∈ H(Ω), v

∣∣∣
Γ

= u, v′
∣∣∣
Γ

= u′
} (4.4)

L’espace des fonctions solutions H(Γ) est un sous-espace fermé de H
1(Ω) ×

H
1/2(Γ) × H

−1/2(Γ). Nous définissons le produit scalaire associé 〈U, V 〉
H(Γ) (4.5)

et sa norme associée ‖ · ‖H(Γ).

〈U, V 〉
H(Γ) =

1

|Ω|
∫

Ω
v · f dΩ +

1

|Γ|
∫

Γ
u · g ds

+
l20
|Γ|

1

E2

∫

Γ
u′ · g′ ds,

∀
(
U =

(
v, u, u′

)
, V =

(
f, g, g′

))
∈ H(Γ) × H(Γ).

(4.5)

l0 est une longueur caractéristique du domaine Ω et E est une constante propre au
problème physique considéré (le module d’Young dans le cas de l’élasticité linéaire).

4.2.2 Formulation équivalente du problème modèle

Soit (φd, ψd) un couple de données compatibles, c’est à dire appartenant àH(Ωd)×
H−1/2(Γd), respectivement. Une formulation équivalente au problème (4.3) s’écrit :





Trouver U = (v, u, u′) ∈ H(Γ) tel que :

v = φd, ∀x ∈ Ωd

u′ = ψd, ∀x ∈ Γd

(4.6)
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Ce problème est mal posé au sens d’Hadamard [97] car même s’il admet une unique
solution qui correspond à la solution du problème (4.3), cette solution ne dépend pas
continûment des données (φd, ψd). Difficile à résoudre par les techniques usuelles
employées pour la résolution de problèmes directs, il est proposé de rechercher la
solution comme la solution d’un problème d’optimisation.

4.2.3 La solution du problème physique qui s’approche au mieux

des données

Une idée pour résoudre le problème (4.3) est de rechercher, parmi toutes les solu-
tions de l’équation d’équilibre, celle qui est la plus proche des données. En effet, les
données sont souvent issues de mesures expérimentales et ne peuvent pas être consi-
dérées comme parfaites. La compatibilité des données ne peut être vérifiée qu’aux
erreurs de mesure près, les données sont alors considérées comme des quantités non
fiables. En revanche, les équations d’équilibre et les conditions aux limites acces-
sibles sur Γd doivent être vérifiées exactement car elles sont considérées comme des
quantités fiables.

La solution du problème (4.3) est alors définie en tant qu’élément proximal, so-
lution du problème d’optimisation suivant :





Soit (φd, ψd) ∈ H(Ωd) ×H−1/2(Γd), trouver U = (v, u, u′) ∈ H(Γ) tel que :

J(U) ≤ J(V ), ∀V = (f, g, g′) ∈ H(Γ)

sous la contrainte égalité : u′
∣∣∣
Γd

= ψd

avec J(·) : H(Γ) −→ [0,∞[ , J(V ) = ‖f
∣∣∣
Ωd

− φd‖2
H(Ωd)

(4.7)

4.2.4 Un contrôle itératif de la solution

Le problème (4.7) reste mal posé. Même s’il admet une unique solution, dans le
cas de données compatibles, il est toujours possible, lorsque les données sont brui-
tées, de trouver une solution U = (v, u, u′) dans l’espace H(Γ), dont la restriction
v
∣∣∣
Ωd

est aussi proche que l’on veut de la donnée φd, entraînant une solution instable

sur le reste du domaine et sa frontière.
Il est donc nécessaire d’ajouter un terme de contrôle à la fonctionnelle et le pro-

blème d’optimisation (4.7) devient :
Soit c > 0 et Φ ∈ H(Γ),





Trouver U = (v, u, u′) ∈ H(Γ) tel que :

Jc(U) ≤ Jc(V ), ∀V = (f, g, g′) ∈ H(Γ)

sous la contrainte égalité : u′
∣∣∣
Γd

= ψd

avec Jc(V ) = ‖f
∣∣∣
Ωd

− φd‖2
H(Ωd) + c‖V − Φ‖2

H(Γ)

(4.8)
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avec c un coefficient strictement positif et Φ ∈ H(Γ).

Lemme 2.

Le problème (4.8) admet une unique solution U = (v, u, u′) ∈ H(Γ) caractérisée

par :

〈
v
∣∣∣
Ωd

− φd, f
〉

H(Ωd)
+ c

〈
U
∣∣∣ − Φ, V

〉

H(Γ)
= 0 ∀V = (f, g, g′) ∈ H(Γ) (4.9)

Démonstration.

La fonctionnelle Jc est continue et strictement convexe sur H(Γ) et
lim Jc(V )
‖V ‖

H(Γ)→+∞

= +∞. Elle admet donc un unique minimum U caractérisé par l’équa-

tion d’optimalité (4.9).

Ce problème d’optimisation est bien posé au sens d’Hadamard, en partie grâce au
terme de contrôle qui agit sur l’ensemble du domaine. Ce terme peut être considéré
comme un terme de régularisation, au sens de Tikhonov, et a pour effet de contrôler
les problèmes de stabilité. La solution dépend ainsi continûment de la donnée φd

mais elle dépend aussi des choix de c et de Φ.

Pour éviter la dépendance par rapport à c et Φ, la solution peut être considérée
comme la limite d’une suite de problèmes bien posés. On considère alors l’algo-
rithme itératif suivant :

Étant donnés c > 0 et U0 ∈ H(Γ),




Trouver Uk+1 = (vk+1, uk+1, u′k+1
) ∈ H(Γ) tel que :

Jk+1
c (Uk+1) ≤ Jk+1

c (V ), ∀V = (f, g, g′) ∈ H(Γ)

sous la contrainte égalité : u′
∣∣∣
Γd

= ψd

avec Jk+1
c (V ) = ‖f

∣∣∣
Ωd

− φd‖2
H(Ωd) + c‖V − Uk‖2

H(Γ)

(4.10)

D’après le Lemme 2, à chaque itération, il existe un unique élément optimalUk+1

caractérisé par
〈
vk+1

∣∣∣
Ωd

− φd, f
〉

H(Ωd)
+ c

〈
Uk+1 − Uk, V

〉

H(Γ)
= 0 ∀V = (f, g, g′) ∈ H(Γ)

(4.11)
Dans ce processus itératif, l’équation d’équilibre (4.1) est prise en compte de ma-

nière exacte puisqu’à chaque itération l’élément optimal est recherché dans l’espace
H(Γ). La suite de fonctionnelles qui intervient dans (4.10) est composée de deux
termes qui jouent des rôles différents. Le premier terme représente l’écart entre le
champ optimal vk+1 et la donnée φd. Il est calculé seulement dans le sous-domaine
Ωd et permet de relaxer la donnée φd éventuellement entachée d’erreurs de mesure.
Le second terme intervient sur l’ensemble du domaine Ω et de sa frontière Γ et non



100 Chapitre 4. Régularisation évanescente pour la complétion de champs partiels

seulement où les informations doivent être complétées, il s’agit d’un terme de ré-
gularisation qui contrôle la distance entre deux éléments optimaux successifs. Ce
dernier tend vers zéro au fur et à mesure des itérations, ce qui permet d’obtenir une
solution indépendante du choix de c.

On obtient ainsi, à chaque itération de l’algorithme (4.10), une solution exacte
du problème physique (4.1) qui satisfait les conditions aux limites (4.2b) et qui s’ac-
corde au mieux à la donnée φd du champ partiel (4.2a).

4.2.5 Convergence de l’algorithme

Théorème 4.

Soit φd des données compatibles de H(Ωd) associées à v de H(Ω) telles que φd =

ve

∣∣∣
Ωd

, alors la suite de champs (vk), première composante de (Uk), définie par l’al-

gorithme itératif (4.10) converge fortement vers φd sur Ωd et faiblement vers ve sur

Ω.

La démonstration de ce théorème est fortement inspirée de la démonstration pré-
sentée dans [65]. Elle s’appuie sur le lemme suivant :

Lemme 3.

La suite (Uk) formée des éléments optimaux vérifie pour tout n ∈ N :

∥∥∥Un+1 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
+

n∑

k=0

∥∥∥Uk+1 − Uk
∥∥∥

2

H(Γ)
+

2

c

n∑

k=0

∥∥∥vk+1 − φd

∥∥∥
2

H(Ωd)
=
∥∥∥U0 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)

(4.12)
où Ue = (ve, ue, u

′
e) est la solution du problème et φd = ve

∣∣∣
Ωd

.

Démonstration.
∥∥∥Uk+1 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
=
〈
Uk+1 − Uk + Uk − Ue, U

k+1 − Uk + Uk − Ue

〉

H(Γ)

=
∥∥∥Uk+1 − Uk

∥∥∥
2

H(Γ)
+
∥∥∥Uk − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)

+ 2
〈
Uk+1 − Uk, Uk − Ue

〉

H(Γ)

or
〈
Uk+1 − Uk, Uk − Ue

〉

H(Γ)
=
〈
Uk+1 − Uk, Uk − Uk+1 + Uk+1 − Ue

〉

H(Γ)

= −
∥∥∥Uk+1 − Uk

∥∥∥
2

H(Γ)
+
〈
Uk+1 − Uk, Uk+1 − Ue

〉

H(Γ)

D’où
∥∥∥Uk+1 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
=
∥∥∥Uk − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
−
∥∥∥Uk+1 − Uk

∥∥∥
2

H(Γ)
+2

〈
Uk+1 − Uk, Uk+1 − Ue

〉

H(Γ)

(4.13)
Écrivons la caractérisation (4.11) de l’élément optimal de l’itération (k + 1) en uti-
lisant la fonction test W = Uk+1 − Ue, cette fonction appartient bien entendu à
H(Γ) :
〈
vk+1

∣∣∣
Ωd

− φd, v
k+1

∣∣∣
Ωd

− ve

∣∣∣
Ωd

〉

H(Ωd)
+ c

〈
Uk+1 − Uk, Uk+1 − Ue

〉

H(Γ)
= 0
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or φd = ve

∣∣∣
Ωd

donc

〈
Uk+1 − Uk, Uk − Ue

〉

H(Γ)
= −1

c

〈
vk+1

∣∣∣
Ωd

− φd, v
k+1

∣∣∣
Ωd

− φd

〉

H(Ωd)

= −1

c

∥∥∥∥v
k+1

∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
2

H(Ωd)

En reportant dans (4.13), on obtient

∥∥∥Uk+1 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
=
∥∥∥Uk − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
−
∥∥∥Uk+1 − Uk

∥∥∥
2

H(Γ)
− 2

c

∥∥∥∥v
k+1

∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
2

H(Ωd)

ou encore

∥∥∥Uk+1 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
+
∥∥∥Uk+1 − Uk

∥∥∥
2

H(Γ)
+

2

c

∥∥∥∥v
k+1

∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
2

H(Ωd)
=
∥∥∥Uk − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)

(4.14)
valable pour tout k ≥ 0 et en sommant membre à membre les relations (4.14)

établies pour 0 ≤ k ≤ n, on obtient

∥∥∥Un+1 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
+

n∑

k=0

∥∥∥Uk+1 − Uk
∥∥∥

2

H(Γ)
+

2

c

n∑

k=0

∥∥∥∥v
k+1

∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
2

H(Ωd)
=
∥∥∥U0 − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)

Démonstration du Théorème 4.

1) Convergence forte de (vk
∣∣∣
Ωd

) vers φd sur Ωd

De la relation (4.12), on tire que la série

n∑

k=0

∥∥∥∥v
k+1

∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
2

H(Ωd)

est bornée. Son terme général
∥∥∥∥v

k+1
∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
2

H(Ωd)
tend donc vers zéro lorsque

k tend vers l’infini, on en déduit donc que :

lim
k→∞

∥∥∥∥v
k+1

∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
H(Ωd)

= 0

donc (vk
∣∣∣
Ωd

) tend vers φd sur Ωd.

2) Existence d’une sous-suite (vs) de (vk) qui converge faiblement vers ve

sur Ω

De (4.12), on déduit que la suite
∥∥∥Uk − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
est bornée. Par ailleurs

∥∥∥Uk − Ue

∥∥∥
2

H(Γ)
=
∥∥∥vk − ve

∥∥∥
2

H1(Ω)
+
∥∥∥uk − ue

∥∥∥
2

H1/2(Γ)
+
∥∥∥u′k − u′

e

∥∥∥
2

H−1/2(Γ)



102 Chapitre 4. Régularisation évanescente pour la complétion de champs partiels

donc la suite
∥∥∥vk − ve

∥∥∥
2

H1(Ω)
est une suite bornée de H

1(Ω).

L’espace H
1(Ω) est un espace de Hilbert. On peut donc extraire de (vk) une

sous-suite (vs) qui converge faiblement dans H
1(Ω). On notera vL la limite

de cette sous-suite. L’objectif est de montrer que vL = ve sur Ω.

D’après le point 1), on a

lim
k→∞

∥∥∥∥v
k
∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
H(Ωd)

= 0

donc par conséquent

lim
s→∞

∥∥∥∥v
s
∣∣∣
Ωd

− φd

∥∥∥∥
H(Ωd)

= 0

et
lim

s→∞
vs
∣∣∣
Ωd

= φd sur Ωd.

Or lim
s→∞

vs = vL sur Ω et par unicité de la limite sur Ωd, on en déduit que

vL

∣∣∣
Ωd

= φd sur Ωd

et par unicité de la solution que

vL = ve sur Ω.

En conclusion, il existe donc une sous-suite (vs) de (vk) qui converge vers ve

sur Ω.

3) Convergence faible de toute la suite (vk) vers ve sur Ω

En procédant par contradiction, on suppose qu’il existe alors w ∈ H
1(Ω) et

ε > 0 tels que ∀V ∈ N, ∃n = n(N) > N tel que
∣∣∣〈vn − ve, w〉H1(Ω)

∣∣∣ ≥ ε.

Il existe donc une sous-suite (vp) telle que

∀p ∈ N

∣∣∣〈vp − ve, w〉H1(Ω)

∣∣∣ ≥ ε. (4.15)

(vp) est une suite bornée puisqu’elle est extraite de la suite bornée (vk). On
peut donc extraire de (vp) une sous suite (vq) qui converge faiblement sur Ω.
Grâce aux arguments déjà utilisés au point 2), on montre que nécessairement
la limite de cette sous-suite est ve, contredisant ainsi (4.15).

En conclusion des points 2) et 3), on en déduit que la suite (vk) converge faible-
ment vers ve sur Ω. �
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4.3 Formulations discrètes de l’algorithme itératif

Afin de trouver l’élément optimalUk+1 caractérisé par (4.10), il est nécessaire de
discrétiser l’espace des solutions H(Γ). Dans cette partie nous présentons la mise en
œuvre numérique de l’algorithme basé sur la méthode de régularisation évanescente
avec deux méthodes numériques différentes : la méthode des solutions fondamen-
tales et la méthode des éléments finis. Nous nous limitons ici, pour des raisons de
simplicité, à la présentation des discrétisations dans le cadre de problèmes elliptiques
bidimensionnels à un degré de liberté.

4.3.1 Discrétisation par la méthode des solutions fondamentales

La méthode des solutions fondamentales (MFS) est une méthode sans maillage
utilisée pour approcher numériquement les solutions des équations aux dérivées par-
tielles linéaires. Elle est applicable à tout opérateur pour lequel une solution fonda-
mentale est connue explicitement. Nous présentons comment l’utilisation des solu-
tions fondamentales permet d’obtenir une approximation de l’espace H(Γ), la mise
en œuvre numérique d’une itération de l’algorithme et le critère d’arrêt ainsi que les
normes d’erreurs considérées.

4.3.1.1 Approximation de l’espace des solutions H(Γ)

L’idée principale de la MFS consiste à écrire l’approximation du champ solution
u ∈ Ω sous la forme d’une combinaison linéaire des solutions fondamentales de
l’opérateur L (4.1) avec N sources yj ∈ R

2 \ Ω, j = 1, N :

u(x) ≈ uN(a, Y ; x) =
N∑

j=1

ajF (x, yj), x ∈ Ω, (4.16)

où x = (x1, x2) ∈ Ω décrit les coordonnées d’un point du domaine, y = (y1, y2) ∈
R2 \ Ω représente les coordonnées d’un point source impérativement situé à l’exté-
rieur du domaine, Y est le vecteur de taille 2N contenant les coordonnées des points
sources yj , j = 1, N , F est la solution fondamentale de l’opérateur L considéré et
le vecteur a = (a1, ...aN ) représente les constantes à déterminer.

De la même manière, l’approximation de la dérivée normale u′ sur le bord Γ

s’écrit :

u′(x) ≈ u′N(a, Y , n; x) =
N∑

j=1

ajG (x, yj ;n), x ∈ Γ, (4.17)

avec G (x, y;n) = ∇xF (x, y).n(x) et n(x) la normale unitaire extérieure à un point
x ∈ Γ.

Les approximations (4.16) et (4.17) peuvent également être écrites sous la forme :

u(x) ≈ AT (x)a, x ∈ Ω,

u′(x) ≈ BT (x)a, x ∈ ∂Ω,
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où A(x) et B(x) sont des vecteurs (ou des matrices) contenant les solutions fonda-
mentales et leurs dérivées normales associées, respectivement.

4.3.1.2 Description de l’algorithme itératif

À chaque étape k ≥ 0 de l’algorithme de régularisation évanescente (4.10), le
champ φd mesuré sur Ωd (4.2a) est recalculé. La solution u est recherchée sur le reste
du domaine Ω\Ωd, ainsi que la dérivée normale u′ sur la frontière Γ et en particulier
sur la partie inaccessible Γi du bord. Pour écrire l’approximation de ces quantités,
nous considéronsM points de collocation de coordonnées xi = (x1, x2), i = 1,M :
MΩ points à l’intérieur du domaine etMΓ points sur le bord et parmi ces points, nous
notonsMΩd

points appartenant à Ωd etMΓd
points localisés sur la partie Γd du bord.

On introduit U = (U1, ..., UMΩ
, UMΩ+1, ..., UMΩ+MΓ

) le vecteur contenant les
valeurs de la fonction auxM = MΩ+MΓ points de collocation etU ′ = (U ′

1, ..., U
′
MΓ

)

le vecteur contenant les valeurs de la dérivée normale auxMΓ points de collocation.
De la même manière, les données de champ discrètes auxMΩd

points de collocation
sont notées Ud = (Ud

1 , ..., U
d
MΩd

) et U ′d = (U ′d
1, ..., U

′d
MΓd

) représente les conditions
aux limites (en terme de dérivée normale) discrètes aux MΓd

points de collocation.
En supposant l’initialisation (U0

i , U
′0
i ) = (0, 0), pour éviter d’avoir une compo-

sante parasite (Théorème 2 du paragraphe 1.5.3), l’algorithme itératif de régularisa-
tion évanescente (4.10) revient à minimiser une suite de problèmes d’optimisation :






min
a
Jk+1

c (U,U ′)

avec Jk+1
c (U,U ′) =

MΩd∑

i=1

(Ui − Ud
i )2 + c

MΩ∑

i=1

(Ui − Uk
i )2

+ c
M∑

i=MΩ+1

(Ui − Ui
k)2 + c

MΓ∑

i=1

(U ′
i − U ′

i
k
)2

et Ui =
N∑

j=1

AT
j (xi)aj ,

U ′
i =

N∑

j=1

BT
j (xi)aj ,

sous les contraintes égalités (U ′
i − U ′d

i ) = 0 ∀ i = 1,MΓd
.

(4.18)

Note : Pour les mêmes raisons que celles énoncées au paragraphe 2.3.1.2, les
différentes normes sont remplacées par des normes L2.

L’algorithme itératif (4.10) est alors réduit à une suite de problèmes d’optimisa-
tion linéaire par rapport auxN constantes inconnues introduites par la discrétisation
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MFS a = (a1, ..., aN) :






min
a
Jk+1

c (a)

avec Jk+1
c (a) =

MΩd∑

i=1




N∑

j=1

(AT
j (xi)aj − Ud

i )2


+ c

MΩ∑

i=1




N∑

j=1

(AT
j (xi)aj − Uk

i )2




+ c
M∑

i=MΩ+1




N∑

j=1

(AT
j (xi)aj − Ui

k)2


+ c

MΓ∑

i=1




N∑

j=1

(BT
j (xi)aj − U ′

i
k
)2




sous les contraintes égalités




N∑

j=1

(BT
j (xi)aj − U ′d

i )


 = 0 ∀ i = 1,MΓd

.

(4.19)
Remarquons que Uk

i et U ′
i
k s’écrivent également :

Uk
i =

N∑

j=1

AT
j (xi)ak

j ,

U ′
i
k

=
N∑

j=1

BT
j (xi)ak

j

avec ak
j la jème constante MFS déterminée à l’itération k.

Par conséquent, minimiser la fonctionnelle Jk+1
c , intervenant à la (k+ 1)ème ité-

ration, par rapport à a revient à résoudre le système linéaire :



K
d + cK EU ′

T

EU ′ 0




{
ak+1

λk+1

}
=




MU

TUd + cK ak

U ′d



 (4.20)

avec :

(MU
TUd)j =

MΩd∑

i=1

AT
j (xi)Ud

i ,

Kd
lm =

MΩd∑

i=1

AT
l (xi)AT

m(xi),

Klm =
MΩ∑

i=1

AT
l (xi)AT

m(xi) +
M∑

i=MΩ+1

AT
l (xi)AT

m(xi) +
MΓ∑

i=1

BT
l (xi)BT

m(xi),

(EU ′)lm = δlmB
T
m(xi), où δlm désigne le symbole de Kronecker.

λk+1 est le vecteur composé desMΓd
multiplicateurs de Lagrange introduits pour

gérer les contraintes égalités lors de la résolution du problème d’optimisation.

Remarque : Le système linéaire est composé de la même matrice à chaque itéra-
tion.
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4.3.1.3 Critère d’arrêt et normes d’erreurs

Dans le but d’évaluer la précision de l’algorithme proposé et la convergence du
processus itératif, nous introduisons les quantités de contrôle suivantes :

— Le terme de relaxation de la fonctionnelle (4.10) :

JΩd
(U,U ′) =

MΩd∑

i=1

(Ui − Ud
i )2 (4.21)

— Le terme de régularisation de la fonctionnelle (4.10) :

Jk+1
reg. (U,U

′) = c
MΩ∑

i=1

(Ui − Uk
i )2 + c

M∑

i=MΩ+1

(Ui − Ui
k)2 + c

MΓ∑

i=1

(U ′
i − U ′

i
k
)2

(4.22)

— La valeur de la fonctionnelle (4.10) pour l’élément optimal (Uk+1, U ′k+1) :

Jk+1(Uk+1, U ′k+1
) = JΩd

(Uk+1, U ′k+1
) + Jk+1

reg. (U
k+1, U ′k+1

) (4.23)

On peut établir qu’au cours du processus itératif les termes (4.21), (4.22) et (4.23)
vérifient les trois propriétés suivantes :

(a) JΩd
(Uk+1, U ′k+1) diminue de manière monotone :

JΩd
(Uk+1, U ′k+1

) ≤ JΩd
(Uk, U ′k), ∀k ≥ 0. (4.24)

(b) Jk+1
reg. (U

k+1, U ′k+1) diminue de manière monotone si c > 0 :

Jk+1
reg. (U

k+1, U ′k+1
) ≤ Jk

reg.(U
k, U ′k), ∀k ≥ 0. (4.25)

(c) La suite caractérisée par les valeurs de la fonctionnelle Jk+1 pour chaque
élément optimal (Uk+1, U ′k+1) diminue également de manière monotone si
c > 0 :

Jk+1(Uk+1, U ′k+1
) ≤ Jk(Uk, U ′k), ∀k ≥ 0. (4.26)

Nous définissons un critère d’arrêt basé sur la violation de la propriété (4.25) : Le
processus itératif s’arrête à l’itération k = kopt pour laquelle le terme de régulari-
sation Jk

reg. augmente, c’est à dire Jk+1
reg. (U

k+1, U ′k+1) > Jk
reg.(U

k, U ′k). Ce critère
d’arrêt ne nécessite pas de connaissances a priori sur la qualité des données puisqu’il
compare deux éléments optimaux successifs et ne fait pas intervenir les données.

Nous définissons également trois normes d’erreurs pour évaluer la qualité de la
solution :

— L’erreur L2 relative commise pour U dans Ω :

uΩ
erreur =

√√√√√√√√

MΩ∑
i=1

(Ui − Uan
i )2

MΩ∑
i=1

(Uan
i )2

; (4.27)
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— L’erreur L2 relative commise pour U sur le bord Γ :

uΓ
erreur =

√√√√√√√√√

M∑
i=MΩ+1

(Ui − Uan
i )2

M∑
i=MΩ+1

(Uan
i )2

; (4.28)

— L’erreur L2 relative commise pour U ′ sur Γ :

u′
erreur =

√√√√√√√√

MΓ∑
i=1

(U ′
i − U ′an

i )2

MΓ∑
i=1

(U ′an
i )2

. (4.29)

où Uan = (Uan
1 , ..., Uan

MΩ
, Uan

MΩ+1
, ..., Uan

M ) et U ′an = (U ′an
1 , ..., U ′an

MΓ
) représentent

les vecteurs contenant les valeurs discrètes des solutions analytiques, uan et de leurs
dérivées normales, aux points de collocation correspondants, respectivement.

4.3.2 Discrétisation en utilisant la méthode des éléments finis

4.3.2.1 Approximation de l’espace des solutions H(Γ)

Le domaine Ω est approximé en utilisantP éléments quadrangulaires à nl nœuds
et la frontière Γ est discrétisée par les N ′ segments à ng nœuds correspondants. La
discrétisation comporte N nœuds au total.

Soit V h(Ω), le sous-espace vectoriel de dimensionN engendré par les fonctions
définies par morceaux correspondantes à ce maillage. Les traces des fonctions ap-
partenant à V h(Ω) engendrent l’espace V h(Γ). Il est constitué des fonctions définies
par morceaux sur la frontière Γ. De la même manière, on définit W h(Γ) l’espace
d’interpolation des dérivées normales, également constitué de fonctions définies par
morceaux sur la frontière Γ.

Nous définissons U le vecteur à N (2N dans le cas de l’élasticité linéaire bidi-
mensionnelle) composantes constitué des valeurs du champ uh ∈ V h(Ω) aux nœuds
du domaine et U ′ le vecteur à N ′ composantes constitué des valeurs de la dérivée
normale u′h ∈ W h(Γ) (2N ′ pour le vecteur contraintes en élasticité linéaire) sur
chaque élément (de type segment) définissant la frontière.

La discrétisation conduit à la définition de l’espace HNN ′(Ω) caractérisant de
manière faible et discrète les solutions de l’équation (4.1) :

HNN ′(Ω) =
{
V = (U,U ′) ∈ R

N × R
N ′

/ KU +BU ′ = 0
}

où K est la matrice de rigidité et BU ′ = −F est le vecteur des forces nodales sur
le bord. Les matrices K et B dépendent uniquement de la géométrie du domaine et
des éléments finis choisis.
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4.3.2.2 Description de l’algorithme itératif

À chaque étape k ≥ 0 de l’algorithme de régularisation évanescente (4.10), la
norme représentant la distance entre le champ mesuré φd et l’élément optimal est
exprimée aux m points de mesure. Le champ φd ∈ Ωd (4.2a) est mesuré aux m
points de coordonnées (xi, yi), i = 1, m et chaque point de mesure appartient à un
des D éléments qui discrétisent Ωd. Les points de mesure ne correspondant pas aux
nœuds du maillage, il est nécessaire d’exprimer uh, la valeur discrète du champ, aux
points de mesure.

La valeur discrète uh du champ exprimée au point de mesure (xi, yi) s’écrit à
partir des composantes de U :

uh(xi, yi) =
nl∑

j=1

Φj(xi, yi)Uj

avec Uj la valeur de uh au nœud j et Φj les fonctions d’interpolation (propres au
type d’élément fini de référence choisi) qui forment une base de V h(Ω).

La valeur discrète u′h ∈ W h(Γ) de la dérivée normale est définie sur un segment
de la frontière Γ par :

u′h =
ng∑

j=1

Φ′
jU

′
j

avec U ′
j la valeur de u′h au nœud j et Φ′

j les fonctions d’interpolation qui forment
une base de W h(Γ).

Ceci permet d’écrire une approximation du premier terme de la fonctionnelle
(4.10) :

JΩd
(U,U ′) =

D∑

l=1

m∑

i=1




nl∑

j=1

Φj(xi, yi)Uj − φd(xi, yi)




2

D’une manière similaire, en supposant l’initialisation (U0
j , U

′0
j ) = (0, 0) on ob-

tient l’approximation du second terme :

Jreg.(U,U
′) =c

P∑

l=1




nl∑

j=1

ΦjUj −
nl∑

j=1

ΦjU
k
j




2

+ c
N ′∑

l=1




ng∑

j=1

Φ′
jUj −

ng∑

j=1

Φ′
jU

k
j




2

+ c
N ′∑

l=1




ng∑

j=1

Φ′
jU

′
j −

ng∑

j=1

Φ′
jU

′k
j




2

En utilisant la discrétisation de l’espace H(Γ) par éléments finis, le problème
d’optimisation (4.10) peut alors se réécrire sous la forme :






Trouver (Uk+1, U ′k+1
),∈ R

N × R
N ′

tel que :

Jk+1
c (Uk+1, U ′k+1

) ≤ Jk+1
c (V , V ′), ∀ (V , V ′) ∈ R

N × R
N ′

sous les contraintes égalités : KU +BU ′ = 0

(4.30)
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En introduisant λk+1 le vecteur composé des N multiplicateurs de Lagrange in-
troduits pour prendre en compte lesN contraintes égalités, la caractérisation de l’élé-
ment optimal (Uk+1, U ′k+1) dans RN × RN ′

s’écrit :





Trouver (Uk+1, U ′k+1
, λk+1) ∈ R

N × R
N ′ × R

N tel que :

∇Jk+1
c (Uk+1, U ′k+1

) + λk+1∇H(Uk+1, U ′k+1
) = 0

H(Uk+1, U ′k+1
) = KUk+1 +BU ′k+1

= 0

(4.31)

La résolution de (4.31) revient à résoudre un système linéaire de (2N + N ′)

équations pour les (2N +N ′) inconnues (Uk+1, U ′k+1
, λk+1) de la forme :




Ld + cM 0 KT

0 c L BT

K B 0








Uk+1

U ′k+1

λk+1





=





Sd + cM Uk

c LU ′k

0





(4.32)

avec

Ld =
D∑

l=1

m∑

i=1

Φ(xi, yi)Φ
T (xi, yi),

M =
P∑

l=1

Φ(r, s) ΦT (r, s),

Sd =
D∑

l=1

m∑

i=1

Φ(xi, yi)φd(xi, yi),

L =
N ′∑

l=1

Φ′(r, s) Φ′T (r, s),

où Φ et Φ′ sont les vecteurs constitués des composantes des fonctions d’inter-
polation Φj et Φ′

j , respectivement. On rappelle que les composantes de Φ(xi, yi)

sont exprimées aux points de mesure de coordonnées (xi, yi) et les composantes
de Φ(r, s) et Φ′(r, s) sont exprimées aux points de Gauss, de coordonnées (r, s),
associés aux éléments.

Remarque : Les conditions aux limites (4.2b), étant considérées comme fiables
sur Γd, ne sont pas recalculées. Le calcul du vecteur U ′k+1 est alors restreint aux
valeurs sur les éléments qui décrivent Γi.

4.4 Validation de la méthode sur un exemple numé-

rique

Nous considérons un exemple simple rencontré en mécanique élastique linéaire
et isotrope. Il s’agit d’une situation qui correspond à un essai de compression non
confinée (voir Figure 4.2) pour laquelle une solution analytique pour le champ de
déplacements uan = (uan

1 , uan
2 ) est disponible :
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uan
1 (x1, x2) =

νσ0

E
(x1 − 0.5), (x1, x2) ∈ Ω

uan
2 (x1, x2) = −σ0

E
(x2 − 1), (x1, x2) ∈ Ω

(4.33)

dans le domaine Ω = {x = (x1, x2) | 0 ≤ x1 ≤ 1 and 0 ≤ x2 ≤ 2} avec
E = 1 N.m−2, ν = 0.2, et σ0 = 0.1 N.m−2.

Ωd

Γi

Γi

Γd Γd

A(0, 0) B(1, 0)

C(1, 2)D(0, 2)

x1

x2

Figure 4.2 – Domaine.

Le champ de déplacements u = ud est accessible sur le sous-domaine Ωd ⊂ Ω

modélisé par une grille de données paramétrée par le coefficient ζ tel que |Ωd| =

ζ |Ω|. Dans la suite, on considérera, lorsque ce n’est pas spécifié, ζ =
1

4
, c’est à dire

que les données du champ de déplacements ne sont accessibles que sur une zone
centrale Ωd, quatre fois plus petite que le domaine Ω. Γ décrit la frontière du do-
maine telle que Γ = Γd ∪ Γi avec Γd = {x ∈ Γ | x1 = 0 et 0 ≤ x2 ≤ 2} ∪ {x ∈
Γ | x1 = 1 et 0 ≤ x2 ≤ 2} et Γi = {x ∈ Γ | 0 ≤ x1 ≤ 1 et x2 = 0} ∪ {x ∈ Γ | 0 ≤
x1 ≤ 1 et x2 = 2}. La partie Γd de la frontière est un bord libre et cette unique
information sur les conditions aux limites est imposée sous la forme de contraintes
égalités. Aucune information n’est accessible sur la partie Γi de la frontière.

Nous présentons des résultats obtenus en utilisant la méthode des solutions fon-
damentales ou la méthode des éléments finis pour caractériser l’espace des solutions
de l’équation de Lamé (2.32).
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4.4.1 Simulations numériques avec la méthode des solutions fon-

damentales

Les résultats présentés sont obtenus en utilisant le critère d’arrêt introduit au pa-
ragraphe 4.3.1.3. En accord avec les notations introduites au paragraphe 4.3.1.2, le
domaine Ω est discrétisé par MΩ = 30 × 60 points et la frontière Γ est discrétisée
parMΓ = 300 points. On considèreN = 90 sources sur le cercle Γ̃ de rayon d = 10,

tel que Γ̃ =
{
y = (y1, y2) ∈ R2

∣∣∣∣ y
2
1 + y2

2 = d2

}
.

L’évolution des quantités de contrôle JΩd
, Jk

reg. et Jk en fonction du nombre
d’itérations k pour des données non bruitées et pour un coefficient de régularisation
c fixé à 10−1 est représentée sur la Figure 4.3.
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 1  10  100

JΩd
Jk

reg.
Jk

(uΩ
erreur)

2

(uΓ
erreur)

2

(u′
erreur)

2

iterations k

Figure 4.3 – Évolution des quantités de contrôle en fonction du nombre d’itérations
k pour c = 10−1.

Les termes JΩd
, Jk

reg. et Jk et les normes d’erreurs uΩ
erreur, u

Γ
erreur et u′

erreur de-
viennent constants à partir de la 67ème itération. Le processus itératif est alors arrêté
à l’itération optimale kopt = 67. Il ne subsiste que quelques petites oscillations dues
à l’approximation numérique. Le terme de régularisation Jk

reg. devient négligeable
comparé au terme de relaxation JΩd

et tend vers zéro, ce qui prouve que l’algo-
rithme converge. Après convergence, le terme de relaxation JΩd

devient constant et
correspond à la différence sur Ωd entre la solution optimale et les données. Dans
le cas de données non bruitées, il s’agit d’une erreur d’approximation numérique.
Les normes d’erreurs deviennent également des quantités négligeables à partir de
l’itération k = kopt.
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4.4.1.1 Influence du coefficient de régularisation c

Dans le cas de données non bruitées, l’algorithme proposé nous permet de re-
construire parfaitement les conditions aux limites en termes de déplacements et de
vecteurs contraintes sur le bord Γ. Pour représenter les conditions aux limites le long
de la frontière, nous définissons une abscisse curviligne s, qui croît respectivement,
de 0 à 1 quand M décrit le segment [AB], de 1 à 3 quand M décrit [BC], de 3 à 4

quand M décrit [CD] et de 4 à 6 quand M décrit [DA] (voir Figure 4.2).
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Figure 4.4 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour différentes valeurs de c.

On observe sur la Figure 4.4 que les composantes horizontale, u1 (a) et verticale,
u2 (b), du champ de déplacements et les composantes horizontale, u′

1 (c) et verticale,
u′

2 (d), du vecteur contraintes, retrouvées sur Γ, ne dépendent pas de la valeur du
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coefficient de régularisation c. Nous retrouvons les composantes u′
1 et u′

2 du vecteur
contraintes, nulles sur la partie Γd du bord, ce qui traduit la condition de bord libre.

En effet, les erreurs commises pour u sur Ω et sur Γ et pour u′ sur Γ sont iden-
tiques et très faibles pour toutes les valeurs de c listées dans le Tableau 4.1. En
complément, les Figures 4.5 (a) et (b) représentent l’évolution des normes d’erreurs
uΩ

erreur et u′
erreur, respectivement pour trois valeurs de c. Chaque quantité tend vers

la même valeur dès lors que le nombre d’itérations requis pour converger est atteint,
ce qui confirme que l’algorithme converge vers la même solution quelle que soit la
valeur du coefficient de régularisation c, qui n’influence que la vitesse de conver-
gence.

c k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

10−10 2 4.55 × 10−9 6.07 × 10−9 1.84 × 10−8

10−8 4 9.96 × 10−9 1.30 × 10−8 2.06 × 10−8

10−6 6 4.82 × 10−9 6.34 × 10−9 9.61 × 10−9

10−4 7 5.33 × 10−9 8.69 × 10−9 1.55 × 10−8

10−3 11 2.30 × 10−8 2.98 × 10−8 3.91 × 10−8

10−2 18 1.63 × 10−8 2.16 × 10−8 3.49 × 10−8

10−1 67 5.84 × 10−9 7.96 × 10−9 2.62 × 10−8

Tableau 4.1 – Influence du coefficient de régularisation c sur le nombre d’itérations
k, requis pour converger et les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur.
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Figure 4.5 – Évolution des erreurs (a) (uΩ
erreur)

2 et (b) (u′
erreur)

2, en fonction de k
c
,

pour différentes valeurs de c.

La Figure 4.6 montre l’évolution des termes JΩd
et Jk

reg., qui interviennent dans
la fonctionnelle, en fonction du rapport k

c
pour trois valeurs de c. On note que, pour
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chaque valeur de c, ces quantités deviennent négligeables lorsque l’itération kopt est
atteinte.
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Figure 4.6 – Évolution des termes (a) JΩd
et (b) Jk

reg., en fonction de k
c

pour diffé-
rentes valeurs de c.

4.4.1.2 Reconstructions à partir de données bruitées

Nous étudions la qualité des reconstructions lorsque les données ud = (ud
1, u

d
2)

sont perturbées et définies par :




ud

1(x1, x2) = uan
1 (x1, x2) + ν × δmax(uan(x1, x2)) ρ, ∀(x1, x2) ∈ Ωd,

ud
2(x1, x2) = uan

2 (x1, x2) + δmax(uan(x1, x2)) ρ, ∀(x1, x2) ∈ Ωd

(4.34)
avec δ le niveau de bruit et −1 ≤ ρ ≤ 1 une variable aléatoire.

Les Figures 4.7(a), (b) et (c) représentent, respectivement, les composantes ver-
ticales du champ de déplacements donné sur Ωd (ud

2), du champ de déplacements cal-
culé sur Ωd (u2) et du résidu calculé sur Ωd (|ud

2 − u2|), pour c = 10−1 et δ = 10%.
La Figure 4.7(d) représente la composante verticale, uΩ

2 , du champ de déplacement
calculé sur tout le domaine Ω. Le terme résiduel |ud

2 − u2| correspond aux 10% de
bruit ajoutés aux données. Ce résultat montre que l’algorithme (4.19) proposé per-
met de débruiter les données. Nous retrouvons une solution qui est proche des don-
nées mais qui n’y correspond pas exactement. La solution est calculée sur tout le
domaine Ω (Figure 4.7(d)). La Figure 4.8 montre les mêmes quantités pour la com-
posante horizontale, u1, du champ de déplacements.
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Figure 4.7 – (a) La donnée, ud
2 et (b) la reconstruction, u2, de la composante verticale

du champ de déplacements sur Ωd, (c) la composante |ud
2 − u2| du résidu calculé sur

Ωd et (d) la reconstruction de la composante verticale u2 sur tout le domaine Ω, pour
c = 10−1 et δ = 10%.
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Figure 4.8 – (a) La donnée, ud
1 et (b) la reconstruction, u1, de la composante verticale

du champ de déplacements sur Ωd, (c) la composante |ud
1 − u1| du résidu calculé sur

Ωd et (d) la reconstruction de la composante verticale u1 sur tout le domaine Ω, pour
c = 10−1 et δ = 10%.

Nous observons sur la Figure 4.9 que les reconstructions des conditions aux li-
mites le long de Γ sont très précises lorsque les données sont perturbées d’un bruit
de niveau δ = {1, 3, 5, 10}%.
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Figure 4.9 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour plusieurs niveaux de bruit δ, et c = 1.

Le Tableau 4.2 liste les erreurs uΩ
erreur, u

Γ
erreur et u′

erreur pour δ = {1, 3, 5, 10}%

et plusieurs valeurs de c. On remarque que, pour un niveau de bruit fixé, les erreurs
sont constantes quelle que soit la valeur de c. Comme dans le cas de données non
bruitées, les reconstructions numériques obtenues par l’algorithme (4.19) sont in-
dépendantes du choix du coefficient de régularisation c. Les erreurs calculées sont
très faibles et proportionnelles au niveau de bruit δ, ce qui montre la stabilité de
l’algorithme.
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δ c k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

1% 10−2 33 0.053 0.06 0.03

10−1 187 0.053 0.06 0.03

10 3008 0.050 0.06 0.03

3% 10−2 35 0.16 0.19 0.1

10−1 199 0.16 0.19 0.1

10 3924 0.16 0.18 0.1

5% 10−2 37 0.27 0.31 0.17

10−1 204 0.27 0.31 0.17

10 4572 0.26 0.31 0.16

10% 10−2 37 0.54 0.63 0.33

10−1 216 0.54 0.63 0.33

10 5495 0.53 0.62 0.33

Tableau 4.2 – Influence du niveau de bruit δ et du coefficient c sur le nombre d’ité-
rations k, requis pour converger et sur les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur.

4.4.1.3 Reconstructions à partir d’un champ de déplacements perturbé par

un mouvement de solide rigide

Nous nous intéressons au cas où les données sont perturbées par un mouvement
de solide rigide, ce type de perturbation est souvent rencontré lors d’expériences
réelles.

On considère un mouvement de solide rigide urig. = (urig.
1 , urig.

2 ), composé de
mouvements de translation et de rotation et qui s’écrit :




urig.

1 =a+ xM cosα − yM sinα− xM

urig.
2 =b+ xM sinα + yM cosα − yM

(4.35)

avec a et b les deux composantes qui décrivent le mouvement de translation,α l’angle
qui décrit le mouvement de rotation de centre A et (xM , yM) les coordonnées d’un
point M de Ω.

Les composantes horizontale et verticale du champ de déplacements reconstruit
sur Ω par l’algorithme (4.19), lorsque les données ud ∈ Ωd sont perturbées par un
mouvement de solide rigide défini par (4.35) où a = 0.02, b = 0.05 et α = 0.1◦,
sont représentées sur les Figures 4.10(a) et (b), respectivement. Les composantes
verticales, u2 et u′

2, des conditions aux limites sur Γ sont représentées sur la Figure
4.11. Le déplacement calculé par l’algorithme (4.19) conserve le mouvement de
solide rigide alors que, comme espéré, le vecteur contraintes n’est pas influencé et
correspond à la solution exacte. Les Figures 4.12(a) et (b) montrent les composantes
udef.Ω

1 et udef.Ω

2 , respectivement, de la partie déformable du champ de déplacements
reconstruite sur Ω. Le champ de déplacements rigide est retrouvé a posteriori grâce
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à une procédure d’optimisation non linéaire (Annexe B) et nous déterminons les
paramètres a = 0.0201, b = 0.0499 et α = 0.1081◦, qui le caractérisent.
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Figure 4.10 – Reconstructions de (a) la composante horizontale, uΩ
1 et (b) la com-

posante verticale, uΩ
2 , du champ de déplacements, calculées sur Ω pour c = 10−1.
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Figure 4.11 – Les composantes verticales, (a) u2, du champ de déplacements et (b)
u′

2, du vecteur contraintes, retrouvées sur Γ pour des données perturbées par un mou-
vement de solide rigide et c = 10−1.
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Figure 4.12 – Parties déformables de (a) la composante horizontale, udef.Ω

1 et (b)
la composante verticale, udef.Ω

2 , du champ de déplacements, calculées sur Ω pour
c = 10−1.

4.4.1.4 Influence de la taille de la grille de données

Nous discutons maintenant de l’influence de la taille de la grille de données Ωd,
caractérisée par le paramètre ζ . Afin d’utiliser des données comparables, quelle que
soit la valeur de ζ , nous utilisons la donnée bruitée du champ de déplacements géné-
rée lorsque Ωd correspond à Ω (ζ = 1) et pour chaque valeur de ζ , seules les données
qui appartiennent à Ωd sont conservées. Les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur, cal-
culées pour plusieurs valeurs de ζ , c = 10−2 et δ = 5%, sont comparées dans le
Tableau 4.3.

ζ k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

25
36

10 0.27 0.35 0.37

4
9

13 0.39 0.50 0.54

1
4

37 0.27 0.31 0.17

25
121

49 0.28 0.29 0.22

4
25

86 0.26 0.30 0.30

1
9

210 0.66 0.80 0.79

1
16

1205 0.99 1.20 0.75

Tableau 4.3 – Influence de la taille de la grille de données (paramètre ζ) sur le nombre
d’itérations k requis pour converger et sur les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur.
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Les conditions aux limites en termes de déplacements et de vecteurs contraintes
reconstruites le long de Γ, pour différentes valeurs de ζ , δ = 5% et c = 10−2, sont
représentées sur la Figure 4.13.
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Figure 4.13 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour différentes valeurs du paramètre ζ , δ = 5% et
c = 10−2.

Les Figures 4.14(a), (b), (c) et (d) représentent les composantes verticales de la
donnée, ud

2 et de la reconstruction, u2, du champ de déplacements sur Ωd, du champ
de déplacements, uΩ

2 , calculé sur Ω et de la différence, |uan
2 −uΩ

2 |, entre les solutions

analytiques et calculées sur Ω, respectivement, pour δ = 5%, c = 10−2 et ζ =
1

9
.
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Figure 4.14 – Les composantes verticales du champ de déplacements (a) donné, ud
2

et (b) reconstruit, u2, sur Ωd, (c) le champ de déplacements, uΩ
2 , reconstruit sur tout

le domaine Ω et (d) l’erreur, |uan
2 − uΩ

2 |, calculée sur Ω, pour ζ =
1

9
, c = 10−2 et

δ = 5%.

Nous remarquons que la solution numérique obtenue avec l’algorithme (4.19)
est peu sensible à la taille de la grille de données. Les reconstructions sont moins

précises lorsque le paramètre ζ est inférieur à
1

9
, elles restent cependant acceptables

(Tableau 4.3). Cette perte de précision s’explique par le fait que les déplacements
sont très petits près du centre du domaine Ω et lorsque la grille de données devient
très petite (ζ ≤ 1

9
), la composante de bruit devient plus grande que le champ de

déplacements.
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4.4.2 Simulations numériques par la méthode des éléments finis

Le domaine Ω est discrétisé en utilisant un maillage composé de P éléments
quadrangulaires à nl nœuds (nœuds roses sur la Figure 4.15 pour des éléments QUA8
(nl = 8)). La taille du maillage, définie par le nombre d’éléments finis utilisés,
est notée Px × Py avec Px et Py le nombre d’éléments suivant l’axe horizontal et
vertical, respectivement. Le sous-domaine Ωd ⊂ Ω est représenté par les points
de mesure (points noirs sur la Figure 4.15), au nombre variable en fonction de la
valeur du paramètre ζ (|Ωd| = ζ |Ω|). Afin d’obtenir des résultats comparables à
ceux présentés au paragraphe 4.4.1, on considère 30 × 60 points de mesure lorsque
Ωd et Ω correspondent (ζ = 1) et le nombre de points de mesure varie de la même
manière que la taille de Ωd, en fonction de ζ . On rappelle que lorsque ce n’est pas

spécifié ζ =
1

4
.
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2.5

points de mesure
nœuds du maillage QUA8

Figure 4.15 – Maillage 8 × 12 (éléments QUA8) et grille de données (ζ =
1

4
).

La Figure 4.16 montre l’évolution des quantités de contrôle JΩd
, Jk

reg. et Jk en
fonction du nombre d’itérations k pour des données non bruitées, un maillage de
taille 8 × 12 constitué d’éléments QUA8 et un coefficient de régularisation c fixé à
10−1.
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Figure 4.16 – Évolution des quantités de contrôle en fonction du nombre d’itérations
k pour c = 10−1.

Les termes JΩd
, Jk

reg. et Jk et les normes d’erreurs uΩ
erreur, u

Γ
erreur et u′

erreur de-
viennent constants à partir de la 14ème itération. Le comportement du terme Jk

reg. est
différent de celui observé dans le cas d’une discrétisation avec la méthode des solu-
tions fondamentales. Nous ne remarquons pas de petites oscillations. De ce fait, le
processus itératif est, dans le cas d’une discrétisation éléments finis, arrêté lorsque le
terme de régularisation Jk

reg. devient constant. Le processus itératif est alors arrêté à
l’itération kopt = 14. Le terme Jk

reg. est négligeable comparé au terme de relaxation
JΩd

et tend vers zéro, à partir de k = kopt. Les normes d’erreurs sont également
des quantités négligeables à l’itération k = kopt, ce qui confirme que l’algorithme a
convergé.

Nous présentons les reconstructions obtenues le long de Γ, sur Ωd et sur tout
le domaine Ω à partir de données partielles et bruitées sur la grille de données Ωd

(ζ =
1

4
). Les données bruitées sont définies par (4.34), qui exprime les composantes

verticale et horizontale du champ de déplacements lorsqu’il est perturbé par un bruit
de niveau δ.

4.4.2.1 Influence de la discrétisation du domaine

Il est nécessaire d’étudier l’influence de la discrétisation du domaine avec en
particulier le choix du type et du nombre d’éléments finis utilisés.
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Influence du type d’éléments finis
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Figure 4.17 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour des éléments finis de type QUA4 et QUA8, c =

10−1 et δ = 3%.

Les Figures 4.17(a), (b), (c) et (d) représentent les composantes horizontale, u1

(a) et verticale, u2 (b), du champ de déplacements et les composantes horizontale,
u′

1 (c) et verticale, u′
2 (d), du vecteur contraintes, retrouvées sur Γ pour c = 10−1,

δ = 3% et des éléments quadrangulaires à 8 nœuds (QUA8) et à 4 nœuds (QUA4).
L’abscisse curviligne s définie au paragraphe 4.4.1.1 est utilisée pour reconstruire
les conditions aux limites le long de Γ et les conditions aux limites en terme de
déplacement sont calculées aux noeuds des éléments qui discrétisent le bord Γ tandis
que pour les vecteurs contraintes, elles sont calculées par élément. On remarque que
les conditions aux limites sont plus précises lorsque des éléments QUA8 sont utilisés
pour discrétiser le domaine Ω.
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Figure 4.18 – Valeur absolue de la différence entre les composantes, (a) horizontales
et (b) verticales, de la solution analytique du champ de déplacements et la solution
calculée, sur Ω respectivement, pour des éléments QUA4, c = 10−1 et δ = 3%. Les
mêmes quantités pour des éléments QUA8 sont représentées sur les sous-figures (c)
et (d).

La Figure 4.18, qui permet de comparer la différence entre les solutions analy-
tiques et calculées sur Ω pour des éléments QUA4 (a,b) et QUA8 (c,d), confirme que
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les résultats obtenus sont plus précis lorsque des éléments QUA8 sont utilisés. On
remarque que, dans le cas d’une discrétisation avec des éléments QUA4, les erreurs
sont localisées près des coins du domaine.

La précision remarquable des résultats obtenus, sur le bord Γ et sur tout le do-
maine Ω, en utilisant des éléments finis de type QUA8 justifie notre choix d’utiliser
ce type d’éléments. Tous les résultats présentés dans la suite ont été obtenus avec un
maillage constitué d’éléments QUA8.

Influence du raffinement du maillage
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Figure 4.19 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour différents raffinements de maillage, c = 10−1 et
δ = 3%.

On observe sur la Figure 4.19 que les conditions aux limites en termes de dépla-
cements (a,b) et de vecteurs contraintes (c,d), retrouvées sur Γ, ne dépendent pas du
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nombre d’éléments finis (QUA8) utilisés pour discrétiser le domaine Ω. Le Tableau
4.4, qui liste le nombre d’itérations k requis pour converger ainsi que les termes d’er-
reurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur en fonction de la taille du maillage, confirment que
les résultats sont peu sensibles au raffinement du maillage.

Taille du maillage k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

6 × 9 4 0.28 0.28 0.31

8 × 12 4 0.28 0.28 0.31

10 × 13 5 0.28 0.28 0.30

12 × 15 5 0.28 0.28 0.29

Tableau 4.4 – Influence du raffinement du maillage sur le nombre d’itérations k,
requis pour converger et les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur, pour c = 10−1 et
δ = 3%.

Dans la suite, les résultats présentés sont obtenus avec un maillage composé de
8 × 12 éléments quadrangulaires à huit nœuds (éléments QUA8).

4.4.2.2 Influence du coefficient de régularisation c

Nous étudions l’influence du coefficient de régularisation c dans le cas d’une
modélisation avec la méthode des éléments finis.

L’évolution des termes JΩd
et Jk

reg. en fonction du rapport k
c
, pour c = {10−3, 10−2, 10−1}

et δ = 3%, est représentée sur la Figure 4.20. Le terme de relaxation JΩd
est constant

quelle que soit la valeur de c, il représente le débruitage des données. Le terme de
régularisation Jk

reg. devient négligeable lorsque l’itération kopt est atteinte.
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Figure 4.20 – Évolution des termes (a) JΩd
et (b) Jk

reg., en fonction de k
c

pour diffé-
rentes valeurs de c.
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Les Figures 4.21(a) et (b) montrent que les normes d’erreurs (uΩ
erreur)

2 et (u′
erreur)

2,
respectivement, deviennent très petites au fil des itérations pour les trois valeurs
de c représentées. Le Tableau 4.5 confirme que, à niveau de bruit δ fixé, l’algo-
rithme ne dépend pas du coefficient de régularisation utilisé puisque les erreurs sont
constantes. Les erreurs calculées sont très faibles et proportionnelles au niveau de
bruit δ, ce qui montre la stabilité de l’algorithme.
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Figure 4.21 – Évolution des erreurs (a) (uΩ
erreur)

2 et (b) (u′
erreur)

2, en fonction de k
c
,

pour différentes valeurs de c.

δ c k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

1% 10−3 3 0.09 0.09 0.10

10−2 3 0.09 0.09 0.10

10−1 4 0.09 0.09 0.16

3% 10−3 3 0.28 0.28 0.31

10−2 3 0.28 0.28 0.32

10−1 4 0.28 0.28 0.31

5% 10−3 3 0.47 0.47 0.53

10−2 3 0.47 0.47 0.53

10−1 4 0.47 0.47 0.52

10% 10−3 3 0.94 0.95 1

10−2 3 0.94 0.95 1

10−1 4 0.93 0.94 1

Tableau 4.5 – Influence du niveau de bruit δ et du coefficient c sur le nombre d’ité-
rations k, requis pour converger et sur les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur.

La Figure 4.22 représente les conditions aux limites le long de Γ pour trois va-
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leurs de c. En effet, les résultats sont indépendants du choix de c et nous retrouvons
la condition de bord libre sur Γd (Figures 4.22(c) et (d)).
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Figure 4.22 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour différentes valeurs de c et δ = 3%.

4.4.2.3 Reconstructions à partir de données bruitées

Les conditions aux limites en termes de déplacements (Figure 4.23(a) et (b)) et
de vecteurs contraintes (Figure 4.23(c) et (d)), obtenues sur Γ pour c = 10−1, sont
très précises pour des niveaux de bruit δ variant de 1% à 10%.
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Figure 4.23 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour différents niveaux de bruit δ et c = 10−1.

Les composantes horizontales du champ de déplacements perturbé (δ = 10%)
sur Ωd (ud

1), du champ de déplacements recalculé sur les points de mesure qui re-
présentent Ωd (u1), du résidu calculé sur Ωd (|ud

1 − u1|) et de la différence entre
les solutions analytique et numérique sur Ωd (|uan

1 − u1|) sont représentées sur les
Figures 4.24(a), (b), (c) et (d), respectivement. Nous remarquons que le terme d’er-
reur |uan

1 − u1| est très petit comparé au terme résiduel |ud
1 − u1|, qui correspond

aux 10% de bruit ajoutés aux données. Ce résultat montre que l’algorithme (4.31)
proposé permet de débruiter les données. La Figure 4.25 montre les mêmes quantités
pour la composante verticale, u2, du champ de déplacements.
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Figure 4.24 – (a) La donnée, ud
1 et (b) la reconstruction, u1, de la composante hori-

zontale du champ de déplacements, (c) la composante |ud
1 − u1| du résidu calculé et

(d) la composante |uan
1 − u1| de l’erreur calculée, sur Ωd pour c = 10−1 et δ = 10%.
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Figure 4.25 – (a) La donnée, ud
2 et (b) la reconstruction, u2, de la composante verti-

cale du champ de déplacements, (c) la composante |ud
2 − u2| du résidu calculé et (d)

la composante |uan
2 − u2| de l’erreur calculée, sur Ωd pour c = 10−1 et δ = 10%.

La reconstruction des composantes uΩ
1 (a) et uΩ

2 (c) du champ de déplacements
calculées sur les éléments finis qui discrétisent Ω est observable sur la Figure 4.26.
Les Figures 4.26(b) et (d) montrent les composantes horizontales et verticales, res-
pectivement, de la différence entre les solutions analytique et reconstruite sur tout
le domaine. On observe que la reconstruction du champ de déplacements sur tout
le domaine Ω, à partir de mesures partielles et perturbées (δ = 10%) sur la grille
de données Ωd, est de très bonne qualité (voir également le Tableau 4.5). Les er-
reurs, bien qu’elles restent faibles, sont principalement localisées près des coins du
domaine.



134 Chapitre 4. Régularisation évanescente pour la complétion de champs partiels

0 0.25 0.5 0.75 1

0

0.5

1

1.5

2

-0.01 0 0.01 X

Y

Z

déplacement uΩ
1

(a)

0 0.25 0.5 0.75 1

0

0.5

1

1.5

2

0 1.15e-05 2.3e-05 X

Y

Z

|uan
1 − uΩ

1 |

(b)

0 0.25 0.5 0.75 1

0

0.5

1

1.5

2

-0.101 0 0.101 X

Y

Z

déplacement uΩ
2

(c)

0 0.25 0.5 0.75 1

0

0.5

1

1.5

2

0 0.000727 0.00145 X

Y

Z

|uan
2 − uΩ

2 |

(d)

Figure 4.26 – Reconstructions des composantes (a) horizontale, uΩ
1 et (c) verti-

cale, uΩ
2 , du champ de déplacements sur Ω et les composantes (b) |uan

1 − uΩ
1 | et

(d) |uan
2 − uΩ

2 |, de la différence entre la solution calculée et la solution analytique
sur Ω, pour des données bruitées (δ = 10%) de champ de déplacements sur Ωd et
c = 10−1.
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4.4.2.4 Influence de la taille de la grille de données

Nous étudions la sensibilité des résultats à la taille de la grille de données Ωd.
Afin d’utiliser des données comparables quel que soit le paramètre ζ , nous procédons
de la même manière que pour les résultats obtenus avec la méthode des solutions fon-
damentales et présentés au paragraphe 4.4.1.4, pour générer la donnée du champ de
déplacements sur Ωd.
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Figure 4.27 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour différentes valeurs du paramètre ζ , δ = 5% et
c = 10−1.

Les conditions aux limites reconstruites le long de Γ (Figure 4.27) sont peu sen-
sibles à la taille de la grille de données. Ces derniers résultats sont confirmés par
le Tableau 4.6 qui liste le nombre d’itérations k requis pour converger et les termes
d’erreurs en fonction du paramètre ζ , pour c = 10−1 et δ = 5%.
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Figure 4.28 – Les composantes verticales du champ de déplacements (a) donné, ud
2

et (b) reconstruit, u2, sur Ωd, (c) le champ de déplacements, uΩ
2 , reconstruit sur tout

le domaine Ω et (d) l’erreur, |uan
2 − uΩ

2 |, calculée sur Ω, pour ζ =
1

9
, c = 10−1 et

δ = 5%.

Les Figures 4.28(a) et (b) représentent les composantes verticales des champs
de déplacements donné, ud

2 et reconstruit, u2, respectivement, sur la grille Ωd para-
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métrée par ζ =
1

9
. La composante verticale, uΩ

2 , du champ de déplacements calculé

sur tout le domaine à partir de données partielles et bruitées sur Ωd est représentée
sur la Figure 4.28(c). Le terme d’erreur |uan

2 − uΩ
2 | représenté sur le maillage de Ω

(Figure 4.28(d)) montre que la solution calculée sur tout le domaine reste précise

malgré la petite taille de la grille de données (|Ωd| =
1

9
|Ω|).

ζ k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

25

36
4 0.07 0.07 0.05

4

9
4 0.32 0.32 0.33

1

4
4 0.47 0.47 0.52

4

25
4 0.41 0.49 0.47

1

9
6 0.44 0.45 0.44

1

16
7 0.68 0.69 0.70

Tableau 4.6 – Influence de la taille de la grille de données (paramètre ζ) sur le nombre
d’itérations k requis pour converger et sur les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur.

4.4.3 Comparaison des résultats obtenus par les deux méthodes

numériques

De manière générale, les algorithmes proposés qui utilisent une modélisation par
la méthode des solutions fondamentales ou par la méthode des éléments finis donnent
de très bons résultats numériques. Un des avantages de la méthode des solutions fon-
damentales est qu’elle ne nécessite pas de discrétisation du domaine tandis qu’avec
la méthode des éléments finis, la discrétisation du domaine, en particulier le type
d’éléments finis, doit être choisie judicieusement.
Les Tableaux 4.2 et 4.5 montrent que les résultats, obtenus en utilisant les deux mé-
thodes, sont indépendants de la valeur du coefficient de régularisation c. Les deux
méthodes numériques permettent de débruiter les données et on observe, en compa-
rant les Figures 4.8 et 4.24 et les Figures 4.7 et 4.25, que les résidus obtenus par les
deux méthodes sont équivalents.

La méthode utilisant la méthode des solutions fondamentales permet d’obtenir
des résultats plus précis. L’évolution des quantités de contrôle (Figure 4.3 et Figure
4.16) montre que ces dernières tendent vers zéro lorsque l’itération optimale est
atteinte mais nous observons des valeurs oscillantes et plus petites, de l’ordre de la
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précision de la machine, lorsque la méthode des solutions fondamentales est utilisée.
Ceci s’explique par le fait que la méthode des éléments finis génère des erreurs d’ap-
proximation numérique, tandis que la méthode des solutions fondamentales exprime
la solution dans une base des solutions fondamentales de l’équation d’équilibre. Les
résultats plus précis avec la méthode des solutions fondamentales sont remarquables
lorsque la solution est reconstruite à partir de données partielles et bruitées. Le Ta-
bleau 4.7 compare le nombre d’itérations nécessaires pour converger et les erreurs
obtenues avec les deux méthodes numériques pour différents niveaux de bruit et
c = 10−1. Les erreurs sont très faibles et proportionnelles au niveau de bruit pour
les deux méthodes mais les erreurs obtenues en utilisant la méthode des solutions
fondamentales sont plus faibles que celles obtenues en utilisant les éléments finis.
Par exemple, l’erreur uΩ

erreur obtenue avec la méthode des éléments finis, pour des
données perturbées par 3% de bruit, est du même ordre de grandeur que celle obte-
nue, en utilisant la méthode des solutions fondamentales, pour un niveau de bruit δ
égal à 5%.

δ c Méthode
numérique

k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

1% 10−1 MFS 187 0.053 0.06 0.03

EF 4 0.09 0.09 0.16

3% 10−1 MFS 199 0.16 0.19 0.1

EF 4 0.28 0.28 0.31

5% 10−1 MFS 204 0.27 0.31 0.17

EF 4 0.47 0.47 0.52

10% 10−1 MFS 216 0.54 0.63 0.33

EF 4 0.93 0.94 1

Tableau 4.7 – Comparaisons des erreurs uΩ
erreur, u

Γ
erreur et u′

erreur, obtenues en uti-
lisant les deux méthodes numériques pour différents niveaux de bruit δ et c = 10−1.

Nous obtenons, avec les deux méthodes numériques, des reconstructions précises
pour des petites tailles de grille de données (paramètre ζ). Le Tableau 4.8 permet de
comparer le nombre d’itérations nécessaires pour converger et les termes d’erreurs
obtenus avec les deux méthodes. On remarque que, plus la taille de la grille de don-
nées est petite et plus le nombre d’itérations k est élevé, en utilisant la méthode des
solutions fondamentales. A contrario, la taille de la grille n’influence pas le nombre
d’itérations requises pour converger avec la méthode des éléments finis. En utilisant
les éléments finis, les erreurs augmentent de manière significative lorsque ζ aug-

mente alors qu’elles n’augmentent de manière remarquable qu’à partir de ζ ≥ 1

9
avec la méthode des solutions fondamentales. Les erreurs obtenues, en utilisant les
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éléments finis, sont plus petites que celles calculées avec la méthode des solutions

fondamentales, sauf lorsque ζ =
1

4
.

ζ Méthode
numérique

k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

25

36
EF 4 0.07 0.07 0.05

MFS 10 0.27 0.35 0.37
4

9
EF 4 0.32 0.32 0.33

MFS 13 0.39 0.50 0.54
1

4
EF 4 0.47 0.47 0.52

MFS 37 0.27 0.31 0.17
1

9
EF 5 0.44 0.45 0.44

MFS 210 0.66 0.80 0.79
1

16
EF 5 0.68 0.69 0.70

MFS 1205 0.99 1.20 0.75

Tableau 4.8 – Comparaisons des erreurs uΩ
erreur, u

Γ
erreur et u′

erreur, obtenues en uti-
lisant les deux méthodes numériques pour différentes tailles de grille de données
(paramètre ζ), δ = 5% et c = 10−1.

4.5 Applications à des situations réelles

La généralisation de la méthode de régularisation évanescente aux problèmes
de complétion de données à partir de mesures de champs partielles est appliquée à
des données expérimentales afin de compléter et débruiter des champs de déplace-
ments issus de corrélation d’images numériques (CIN) et d’identifier les conditions
aux limites. Les essais ont été réalisés à Bourges, en collaboration avec J.L. Ha-
nus du laboratoire LaMé de l’INSA-Centre Val de Loire. Ils ont été filmés par une
caméra Photron Fastcam SA5 de fréquence 7000 images/seconde et de résolution
1024 ×1024 pixels. Afin d’obtenir des images qui présentent une bonne distribution
du niveau de gris, un mouchetis aléatoire est réalisé sur la surface du solide observée
lorsque cela est nécessaire. Le champ de déplacements est obtenu, sur une zone cen-
trale Ωd, par CIN en utilisant le logiciel Icasoft [196]. Les images sont subdivisées
en motifs carrés dont nous fixons la taille à 20 × 20 px2 et le pas entre deux points
de mesures à 20 px.
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Nous étudions des essais de compression, sur des éprouvettes en polyéthylène
et en béton, en utilisant la méthode implémentée grâce à la méthode des solutions
fondamentales. Pour chaque essai, nous mesurons un champ de déplacements par-
tiel qui est constitué d’un petit déplacement dû au caractère déformable du solide
sollicité, du bruit de mesure et d’un mouvement de solide rigide. Les conditions aux
limites sont incomplètes puisqu’elles ne sont pas accessibles à la mesure près des
zones de contact. Nous pouvons simplement exploiter des informations de bord libre
d’effort en dehors des zones de contact.

Nous montrons que la méthode permet également d’obtenir des informations sur
le comportement du solide et les propriétés mécaniques du matériau.

4.5.1 Contribution à l’analyse d’essais de compression diamé-

trale

Nous nous intéressons à des essais de compression, il s’agit d’éprouvettes de
forme cylindrique comprimées diamétralement entre deux supports rigides paral-
lèles (Figures 4.29(a) et 4.40). Le chargement en compression est réalisé par le pla-
teau supérieur auquel un déplacement vertical, u0, est imposé. Le plateau inférieur
est quant à lui immobile. Les essais sont donc pilotés en déplacement et suivis à
l’aide du capteur d’effort de la machine. L’analyse de ce type d’essai est difficile
puisque le champ de déplacements est bruité et qu’il ne peut pas être mesuré près
des zones de contact. L’extension des zones de contact et la distribution du char-
gement sont inconnues et un mouvement de solide rigide apparaît dès le début des
essais.

Nous avons modélisé ces essais (Figure 4.29(b)) en représentant la face avant de
l’éprouvette sollicitée par un disque comprimé entre deux plateaux. Le disque décrit
le domaine Ω, borné par sa frontière Γ qui est composée de Γd et Γi. La partie Γd

représente les morceaux du bord libre et la partie complémentaire Γi décrit les zones
de contact. Nous n’avons donc aucune information le long de Γi, hormis l’effort
appliqué par le plateau supérieur. Ωd décrit la zone centrale sur laquelle le champ de
déplacements est mesuré.

Nous présentons des résultats obtenus en appliquant l’algorithme qui utilise la
méthode des solutions fondamentales à des mesures réalisées lors d’essais de com-
pression sur un cylindre en polyéthylène et sur un disque de béton. Nous choisissons
de travailler en premier lieu avec le polyéthylène pour son niveau de déformation
plus élevé que celui du béton, qui est un matériau dit quasi-fragile.

4.5.1.1 Essai de compression d’un cylindre en polyéthylène

Le cylindre de polyéthylène, comprimé entre deux plateaux, est de rayon R =

61.6 mm et d’épaisseur e = 2 × R. Les résultats présentés sont issus de calculs ef-
fectués avec un coefficient de Poisson du matériau égal à 0.46 et un module d’Young
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E fixé à 1 N.m−2. Ce choix de paramètre matériau permet de traiter, dans un premier
temps, un problème adimensionnel et d’identifier, par la suite, le module d’Young.

(a) (b)

Figure 4.29 – (a) Essai de compression d’un cylindre de polyéthylène et (b) modéli-
sation 2D de l’essai de compression.

L’étude est réalisée à partir de mesures de champs sur Ωd issues de la CIN
entre les images 500 et 2000, pour lesquelles nous comptons 0.1535 millimètres
par pixel. Grâce aux mesures de l’intensité de la force appliquée sur le plateau su-
périeur, obtenues avec le capteur d’effort de la machine, on calcule l’accroissement
d’effort correspondant : 15120 N. Les vecteurs contraintes sont considérés nuls sur
les parties du bord libre Γd (Figure 4.29(b)). L’extension des zones de contact Γi

n’étant pas parfaitement connue, nous ne connaissons pas la taille réelle de Γd et
Γi. Afin de définir complètement notre problème mécanique, nous choisissons une
extension de la zone de contact Γi supérieure à l’extension réelle en la fixant à
β = π

20
. Nous pouvons alors définir Γd et Γi tels que Γd = {x ∈ Γ|0 ≤ θ(x) ≤

π
2

− β
2
} ∪ {x ∈ Γ|π

2
+ β

2
≤ θ(x) ≤ 3π

2
− β

2
} ∪ {x ∈ Γ|3π

2
+ β

2
≤ θ(x) ≤ 2π} et

Γu = {x ∈ Γ|π
2

− β
2
< θ(x) < π

2
+ β

2
} ∪ {x ∈ Γ|3π

2
− β

2
< θ(x) < 3π

2
+ β

2
} où θ(x)

est l’angle des coordonnées polaires de x.

Les résultats présentés sont réalisés en utilisant une discrétisation par la mé-
thode des solutions fondamentales pour laquelle on considère, en accord avec les
notations introduites au paragraphe 4.3.1.2, N = 120 sources uniformément répar-

ties sur le cercle Γ̃ tel que Γ̃ =
{
x = (x1, x2) ∈ R2

∣∣∣∣x
2
1 + x2

2 = d2

}
et d = 65.

Md = 120 et Mi = 40 points de collocation décrivent Γd et Γi, respectivement.
Le domaine Ωd est représenté par 630 points de mesure définis par (xd, yd) tel que
−30.1 mm < xd < 31.3 mm et −43.5 mm < yd < 45.6 mm, ce qui correspond à
un paramètre ζ ≈ 1

2
.

Les Figures 4.30(a), (b), (c) et (d) montrent les composantes horizontale, uCIN
1 et

verticale, uCIN
2 , du champ de déplacements obtenu par CIN entre les images 500 et
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2000 et les composantes horizontale, u1 et verticale, u2, du champ de déplacements
reconstruit, respectivement sur Ωd. Les composantes du résidu, qui exprime l’écart
entre les champs de déplacements mesuré et calculé, sur Ωd sont représentées sur la
Figure 4.31. L’algorithme permet de débruiter les données et le niveau de bruit peut
être estimé à environ 10% pour les deux composantes du champ de déplacements.
On remarque, sur la Figure 4.31(b), que le résidu est important près des zones de
contact.
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Figure 4.30 – Les composantes (a) horizontale, uCIN
1 et (b) verticale, uCIN

2 , du champ
de déplacements obtenu par CIN sur Ωd et les composantes (c) horizontale, u1 et (d)
verticale, u2, du champ de déplacements reconstruit sur Ωd.
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Figure 4.31 – Les composantes (a) horizontale, |u1−uCIN
1 | et (b) verticale, |u2−uCIN

2 |,
du résidu calculé sur Ωd.

Nous nous attardons sur les cartographies de la composante verticale u2 du champ
reconstruit sur Ωd et les résidus correspondants, pour des mesures de champ rele-
vées à différents instants. On observe ces cartographies, sur les Figures 4.32, 4.33 et
4.34, pour des mesures issues de la CIN entre l’image 500 et les images 1500, 2500

et 3000, respectivement.
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Figure 4.32 – Les composantes verticales, (a) u2, du champ de déplacements recons-
truit sur Ωd et (b) |u2 −uCIN

2 |, du résidu calculé sur Ωd, à partir de mesures issues de
la CIN entre les images 500 et 1500.
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Figure 4.33 – Les composantes verticales, (a) u2, du champ de déplacements recons-
truit sur Ωd et (b) |u2 −uCIN

2 |, du résidu calculé sur Ωd, à partir de mesures issues de
la CIN entre les images 500 et 2500.
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Figure 4.34 – Les composantes verticales, (a) u2, du champ de déplacements recons-
truit sur Ωd et (b) |u2 −uCIN

2 |, du résidu calculé sur Ωd, à partir de mesures issues de
la CIN entre les images 500 et 3000.
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On remarque que les valeurs de la composante verticale du résidu augmentent
au cours de l’essai et la localisation près de la zone de contact supérieure est de plus
en plus importante. On peut donner plusieurs interprétations à cette observation :
un éventuel changement de comportement du matériau, vers un comportement non
linéaire ou une erreur de modélisation du problème de contact.

L’évolution des quantités de contrôle JΩd
et Jk

reg. en fonction de k est observable
sur les Figures 4.35(a) et (b), respectivement, pour des mesures relevées à différents
instants. Le terme de régularisation Jk

reg. a le même comportement pour chaque si-
tuation analysée alors que le terme de relaxation JΩd

, quant à lui, ne tend pas vers
la même valeur. La constante, vers laquelle le terme JΩd

tend, augmente au fil de
l’essai. Cela peut signifier un changement de comportement du solide, qui ne cor-
respond plus à celui supposé dans la modélisation, ou une augmentation du niveau
de bruit.
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Figure 4.35 – Évolution des termes (a) JΩd
et (b) Jk

reg., en fonction de k pour des
mesures relevées à différents instants.

L’algorithme nous permet de reconstruire le champ de déplacements sur tout le
domaine Ω, les composantes uΩ

1 et uΩ
2 de la solution calculée sur tout le domaine

sont représentées sur les Figures 4.36(a) et (b). Nous remarquons, surtout en ob-
servant la composante horizontale uΩ

1 , que les cartographies des solutions calculées
ne ressemblent pas à celles attendues pour un essai de compression diamétrale. Le
champ de déplacements mesuré est composé des petits déplacements dus au carac-
tère déformable du polyéthylène, d’un bruit de mesure et d’un déplacement de solide
rigide. Nous retrouvons, avec notre approche, un champ de déplacements débruité
qui est composé des déplacements déformable et rigide. Nous avons ôté a poste-
riori, avec une procédure d’optimisation non linéaire (Annexe B), le mouvement de
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solide rigide pour obtenir le déplacement déformable. En accord avec les notations
utilisées au paragraphe 4.4.1.3, nous identifions les paramètres qui caractérisent le
déplacement de solide rigide : a = 0.1212 mm, b = −1.0509 mm et α = 0.0405◦.
Nous retrouvons le même déplacement de solide rigide que celui obtenu à partir des
mesures de CIN. On observe sur les Figures 4.36(c) et (d) les composantes udefΩ

1

et udefΩ
2 , respectivement, du champ de déplacements déformable calculé sur tout le

disque Ω.
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Figure 4.36 – Les composantes, (a) uΩ
1 et (b) uΩ

2 , du champ de déplacements recons-
truit sur Ω et les composantes, (c) udefΩ

1 et (d) udefΩ

2 , de la partie déformable du champ
de déplacements retrouvé sur Ω.

Les conditions aux limites en termes de déplacements et de vecteurs contraintes
sont représentées sur les Figures 4.37(a) et (b) et les Figures 4.37(c) et (d), respecti-
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vement. Nous observons, sur les Figures 4.37(a) et (b), que le déplacement retrouvé
le long de Γ est également constitué du déplacement déformable et du mouvement
de solide rigide. Les composantes du vecteur contraintes sont nulles sur Γd, ce qui
signifie que la condition de bord libre est vérifiée (Figures 4.37(c) et (d)).
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Figure 4.37 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ.

Nous connaissons désormais la distribution du chargement le long des zones de
contact Γi. La Figure 4.37(d) nous permet d’observer la répartition de u′

2 le long de
Γ et nous représentons un zoom sur la partie supérieure de Γi, où le chargement est
appliqué, sur la Figure 4.38(a). En faisant le lien entre la répartition de u′

2 sur la zone
de contact supérieure et la force appliquée sur le plateau supérieur, mesurée par le
capteur d’effort de la machine, nous identifions le module de rigiditéE = 907 MPa.
Nous avons appliqué l’algorithme entre plusieurs acquisitions du champ de dépla-
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cements, après une CIN entre l’image 500 et des images enregistrées à des instants
différents, ce qui nous a permis de calculer l’évolution du module d’Young E en
fonction de l’intensité F de l’effort appliqué. Nous traçons sur la Figure 4.38(b) le
quotient F

Re
(MPa) en fonction de F

ERe
(homogène à une déformation), ce graphe

peut être interprété comme la réponse macroscopique de la structure.
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Figure 4.38 – (a) Zoom sur la composante verticale, u′
2, du vecteur contraintes re-

trouvé près de la zone de contact supérieure et (b) tracé de F
Re

(MPa) en fonction
de F

ERe
(homogène à une déformation), représentant la réponse macroscopique de la

structure.
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Figure 4.39 – Les composantes, (a) ε11, (b) ε22, du champ de déformations retrouvé
sur Ω.
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Grâce à l’utilisation de la méthode des solutions fondamentales, nous pouvons
calculer a posteriori les déformations de manière analytique sur tout le domaine Ω.
Les composantes ε11, ε22 du champ de déformations sont représentées sur la Figure
4.39.

4.5.1.2 Essai de traction indirecte sur un matériau quasi-fragile

Nous avons montré au paragraphe précédent que l’algorithme utilisant la mé-
thode des solutions fondamentales permet de compléter et débruiter des mesures de
champs de déplacements pour un essai de compression sur un solide en polyéthylène.
Nous identifions également les conditions aux limites, qui nous permettent d’iden-
tifier a posteriori le module de rigidité du matériau. Nous analysons maintenant un
essai dit Brésilien où il s’agit d’un essai de traction indirecte (ou de fendage) sur
une éprouvette cylindrique de béton (Figure 4.40). Contrairement au polyéthylène,
le béton est un matériau dit quasi-fragile, c’est à dire qu’il s’endommage pour un
niveau de déformation beaucoup plus faible que celui du polyéthylène.

Le cylindre de béton est de rayon R = 37 mm et d’épaisseur e = 9 mm et nous
traitons un problème adimensionnel avec E = 1 N.m−2 et ν = 0.2. Nous analysons
des mesures de champs sur Ωd issues de la CIN entre les images 1 et 4953, pour
lesquelles nous comptons 0.0779 millimètres par pixel. La première image peut être
utilisée puisque l’éprouvette a été pré-contrainte et l’image 4953 correspond à un
instant qui précède la fissuration de l’éprouvette. On enregistre pour ces mesures,
un accroissement d’effort d’intensité F = 2870 N sur le plateau supérieur. Nous
utilisons les mêmes définitions de Γd et Γi que celles du paragraphe précédent. Les
vecteurs contraintes sont considérés nuls sur le bord libre Γd et l’extension des zones
de contact Γi est fixée à β = π

12
. Nous fixons les paramètres de la méthode des

solutions fondamentales avecN = 150 sources uniformément réparties sur le cercle

Γ̃ tel que Γ̃ =
{
x = (x1, x2) ∈ R2

∣∣∣∣x
2
1 + x2

2 = d2

}
et d = 50.15. Nous considérons

Md = 120 et Mi = 40 points de collocation qui décrivent Γd et Γi, respectivement.
Les mesures sont effectuées en 630 points, qui décrivent Ωd, de coordonnées (xd, yd)

tel que −17.30 mm < xd < 13.87 mm et −22.59 mm < yd < 22.59 mm.

Figure 4.40 – Essai de fendage.
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Nous observons sur les Figures 4.41(a), (b), (c) et (d), les composantes horizon-
tale, uCIN

1 et verticale, uCIN
2 , du champ de déplacements obtenu par CIN entre les

images 1 et 4953 et les composantes horizontale, u1 et verticale, u2, du champ de
déplacements reconstruit par l’algorithme, respectivement, sur Ωd.
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Figure 4.41 – Les composantes (a) horizontale, uCIN
1 et (b) verticale, uCIN

2 , du champ
de déplacements obtenu par CIN sur Ωd et les composantes (c) horizontale, u1 et (d)
verticale, u2, du champ de déplacements reconstruit sur Ωd.

Nous observons sur la Figure 4.42 les conditions aux limites retrouvées le long
de Γ. Nous remarquons, en analysant les Figures 4.42(a) et (b), que le déplacement
de solide rigide est prépondérant. Nous identifions les paramètres qui le caracté-
risent : a = −0.0161 mm, b = −0.7677 mm et α = −0.0029◦. Les composantes
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horizontale et verticale du déplacement ôté du mouvement de solide rigide et re-
trouvé le long de Γ sont observables sur les Figures 4.43(a) et (b), respectivement.
Les Figures 4.43(c) et (d) montrent les cartographies des composantes horizontale,
udef.Ω

1 , et verticale, udef.Ω
1 , du champ de déplacements déformable, respectivement,

sur tout le disque Ω. Le déplacement déformable calculé sur Ωd est très faible, il
est de l’ordre du résidu (Figure 4.46) pour la composante verticale et égal à environ
5% du déplacement calculé sur Ωd. Il est plus important pour la composante hori-
zontale du champ de déplacements, avec une valeur d’environ 14% du déplacement
horizontal obtenu sur Ωd.
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Figure 4.42 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ.
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Figure 4.43 – Les conditions aux limites en terme de déplacements, retrouvées le
long de Γ et ôtées du mouvement de solide rigide, (a) udef

1 et (b) udef
2 et les compo-

santes, (c) udef.Ω
1 et (d) udef.Ω

2 , du champ de déplacements déformable retrouvé sur
Ω.

Bien que les déformations soient très faibles, les Figures 4.42(c) et (d) montrent
la capacité de l’algorithme à reconstruire les conditions aux limites en terme de
vecteur contraintes. Ce qui nous permet, de la même manière que pour l’essai sur
le polyéthylène analysé au paragraphe précédent, d’identifier le module d’Young du
matériau. La réponse macroscopique de la structure est tracée sur la Figure 4.44(d).
Les composantes du champ de déformations calculées de manière analytique grâce
aux solutions fondamentales sont représentées sur les Figures 4.44(a), (b) et (c).
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déformation), représentant la réponse macroscopique de la structure.

En comparant les données expérimentales et les résultats numériques, nous no-
tons la précision des reconstructions sur Ωd et la capacité de l’algorithme à débruiter
les mesures. Nous observons sur la Figure 4.45, les composantes du résidu calculé
sur Ωd à partir d’une CIN entre les images 1 et 934. Il s’agit de mesures relevées
avant que l’éprouvette soit endommagée et pour lesquelles, un accroissement d’ef-
fort F = 1669 N est enregistré. Les Figures 4.46(a) et (b) montrent les composantes
du résidu calculé à partir d’une CIN entre les images 1 et 4953. Les valeurs du
champ de déplacements et des résidus sont beaucoup plus faibles pour les mesures
entre les images 1 et 934 (Figure 4.45) que celles observées pour les mesures entre
les images 1 et 4953 (Figures 4.41 et 4.46). En analysant les cartographies des rési-
dus, nous pouvons estimer le niveau de bruit mais nous remarquons surtout que les
résidus sont très localisés pour les mesures entre les images 1 et 4953 (Figure 4.46)
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alors qu’on ne remarque pas de localisation particulière pour les mesures entre les
images 1 et 934 (Figures 4.45(c) et (d)). La composante verticale du résidu (Figure
4.46(b)) montre une concentration en bas de la zone de mesure, cela s’explique par
le trait de scie qui figure sur l’éprouvette (Figure 4.47). Hormis quelques points pour
lesquels le résidu correspond à des erreurs de corrélation, la composante horizontale
semble se localiser au centre de la zone Ωd (Figure 4.46(a)).
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Figure 4.45 – Les composantes horizontale et verticale, du champ de déplacements
reconstruit sur Ωd (a,b) et du résidu calculé sur Ωd (c,d), pour des mesures de CIN
entre les images 1 et 934.
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du résidu calculé sur Ωd, pour des mesures de CIN entre les images 1 et 4953.

En superposant l’image 4953 et la cartographie de la composante horizontale du
résidu (Figure 4.47(a)), la localisation du résidu peut correspondre au contourne-
ment d’un grain. En effet, la Figure 4.47(b) montre que la fissure contourne ce grain
central. De plus, pour ce type d’essai, la fissure est initiée au centre de l’éprouvette,
ce qui explique pourquoi les premières localisations du résidu apparaissent au centre
du disque.

(a) (b)

Figure 4.47 – (a) Superposition de l’image 4953 et du résidu |uΩd
1 − uCIN

1 | corres-
pondant. (b) Image 4954 représentant l’éprouvette fissurée.

Nous traçons sur la Figure 4.48, pour des mesures relevées à différents instants,
l’évolution du terme de relaxation JΩd

en fonction de k
c
. Nous remarquons une aug-

mentation au fil de l’essai de la constante vers laquelle le terme JΩd
tend. La valeur
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de la différence entre les constantes obtenues pour des mesures entre les images 1 et
2934 et les images 1 et 3934 est la plus importante (environ 0.017). Cette valeur est
deux fois plus élevée que celle obtenue en faisant la différence des constantes cal-
culées pour des mesures entre les images 1 et 1934 et les images 1 et 2934 (environ
0.009). Nous supposons que cette augmentation remarquable traduit l’endommage-
ment de l’éprouvette par la présence de la fissure bien qu’elle soit encore invisible à
l’image 3934.
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Figure 4.48 – Évolution du terme de relaxation JΩd
en fonction de k pour des mesures

relevées à différents instants.

4.5.2 Conclusions sur l’application de la méthode à des situa-

tions réelles

Nous nous sommes intéressés à des essais de compression diamétrale sur des
éprouvettes en polyéthylène et en béton. L’étude préliminaire sur un cylindre en po-
lyéthylène est justifiée pour le niveau de déformation du matériau, qui est supérieur
à celui du béton. L’application de l’algorithme utilisant la méthode des solutions
fondamentales nous a permis de reconstruire les champs de déplacements sur tout
le domaine. Le champ de déplacements reconstruit est composé du déplacement dé-
formable et d’un déplacement de solide rigide qui est prépondérant. Le déplacement
de solide rigide peut être ôté a posteriori du champ de déplacements calculé afin de
retrouver la partie déformable du champ de déplacements.
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En analysant les résidus calculés, nous pouvons estimer le niveau de bruit et
nous supposons que le résidu est composé d’une composante de bruit, d’erreurs de
corrélation et d’erreurs de modèle. En effet, dans les deux cas, nous observons une
localisation du résidu, près de la zone de contact supérieure dans le cas du poly-
éthylène et au centre de l’éprouvette dans le cas du béton. Ces valeurs importantes
du résidu peuvent traduire un changement de comportement du matériau et/ou une
erreur de modélisation. Il est possible que cette localisation corresponde, dans le
cas du polyéthylène, à la plastification du matériau près de la zone contact et, dans
le cas du béton, à l’endommagement puis à la fissuration. Cela peut être interprété
comme une erreur de modèle puisque l’éprouvette s’endommageant, le champ de
déplacement mesuré ne correspond plus à la loi de comportement supposée, alors
que la méthode permet de trouver une solution élastique linéaire isotrope qui vérifie
exactement l’équilibre et qui s’approche au mieux des données.

L’algorithme permet également d’identifier les conditions aux limites inacces-
sibles à la mesure. Nous retrouvons la distribution des vecteurs contraintes au ni-
veau de la zone de contact, ce qui nous permet d’identifier un module de rigidité
équivalent du matériau et de donner une réponse macroscopique de la structure.

4.6 Bilan du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté la généralisation de la méthode de régu-
larisation évanescente aux problèmes de complétion de données à partir de mesures
de champs partielles. La mise en œuvre numérique de l’approche proposée a été
réalisée en utilisant les méthodes des solutions fondamentales et des éléments finis
et les reconstructions numériques des données manquantes et des conditions aux li-
mites, obtenues par ces deux méthodes, ont été étudiées. Les approches proposées
permettent de reconstruire de manière précise le champ de déplacements sur tout
le domaine ainsi que les conditions aux limites en termes de déplacements et de
vecteurs contraintes le long de toute la frontière à partir de données partielles et
bruitées.

Des simulations numériques ont prouvé la stabilité des algorithmes par rapport
au bruit sur les données et leur capacité à débruiter le champ de déplacements donné
sur un sous-domaine. Les résultats numériques obtenus sont indépendants du coef-
ficient de régularisation c et peu sensibles à la taille de la grille de données. Les
deux méthodes permettent de reconstruire des conditions aux limites sur une fron-
tière qui présente des discontinuités du vecteur normal, on remarque cependant que
les erreurs commises sont localisées près des coins du domaine. Dans le cas d’une
modélisation par éléments finis, les éléments de type QUA8 donnent de meilleurs
résultats que les éléments de type QUA4.

Des mesures réelles de champ de déplacements ont ensuite été exploitées. Nous
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avons étudié les reconstructions numériques des champs de déplacements sur toute la
surface des solides et des conditions aux limites sur toute la frontière. La méthode de
régularisation évanescente implémentée grâce à la méthode des solutions fondamen-
tales a été utilisée. L’étude d’essais de compression diamétrale sur des éprouvettes
en polyéthylène et en béton a prouvé la précision et la stabilité de l’algorithme par
rapport à un bruit de mesure expérimental. Nous avons remarqué, en nous attardant
sur les cartographies des résidus de déplacements, des valeurs importantes de ces
derniers, près de la zone de contact supérieure pour le polyéthylène et au centre de
l’éprouvette pour le béton. Nous interprétons ces localisations des résidus comme
des changements de comportement des matériau ou/et des erreurs de modélisation.
La reconstruction des conditions aux limites inaccessibles à la mesure, et notamment
de la distribution des vecteurs contraintes sur la zone de contact, permet d’identifier
un module de rigidité équivalent du matériau et de donner une réponse macrosco-
pique de la structure.

Il a été montré que l’approche proposée permet de traiter des données (numé-
riques ou mesurées) partielles perturbées par un mouvement de solide rigide. Le
déplacement de solide rigide est calculé a posteriori grâce à une procédure d’opti-
misation non linéaire et on en déduit la composante déformable du champ de dé-
placements sur tout le domaine. Grâce à l’utilisation de la méthode des solutions
fondamentales, nous calculons de manière analytique le champ de déformations sur
tout le domaine.
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Conclusion de la partie II

Le développement récent des caméras numériques et du traitement d’images
avancé rendent les techniques de mesures optiques très attrayantes. Dans cette partie,
nous nous sommes intéressés aux mesures de champs issues de corrélation d’images
numériques. Actuellement très exploitées dans le cadre de l’identification de pro-
priétés matérielles, nous avons présenté plusieurs stratégies d’identification à partir
de données de champs cinématiques. Toutes ces méthodes connaissent des limites
lorsque les données sont issues d’expériences réelles. En effet, les mesures sont brui-
tées et les conditions aux limites sont souvent incomplètes. Nous avons alors pro-
posé la généralisation de la méthode de régularisation évanescente aux problèmes
de complétion de données à partir de mesures de champs partielles, avec pour ob-
jectifs principaux d’identifier les conditions aux limites manquantes et de compléter
et débruiter les champs cinématiques partiels. La méthode des solutions fondamen-
tales et la méthode des éléments finis sont utilisées pour discrétiser le processus
itératif. La validation des algorithmes avec deux exemples numériques (le deuxième
exemple est en annexe C) souligne la précision et la stabilité de l’approche proposée
ainsi que sa capacité à débruiter les données. La méthode permet de reconstruire les
conditions aux limites avec, cependant, quelques imprécisions près des singularités
géométriques du bord du domaine.

L’approche développée a été appliquée à des mesures réelles pour des essais de
compression diamétrale sur des cylindres en polyéthylène et en béton. L’étude des
essais confirme la précision et la stabilité de la méthode ainsi que sa capacité à dé-
bruiter des données réelles issues de CIN. Nous nous sommes attardés sur l’étude des
résidus des déplacements calculés. Ces derniers permettent d’estimer le niveau de
bruit et de détecter un éventuel changement de comportement du matériau. Pour les
deux essais, nous remarquons une localisation du résidu, significative d’une erreur
de modèle. En effet, la solution recherchée par la méthode de régularisation éva-
nescente vérifie exactement l’équilibre, avec une loi de comportement homogène
supposée élastique linéaire et isotrope, alors que le champ de déplacements mesuré
tient compte du changement de comportement du matériau.

Les conditions aux limites inaccessibles à la mesure sont également reconstruites
le long du bord du solide. La distribution des vecteurs contraintes le long de la zone
de contact, où est appliqué le chargement, permet d’identifier un module de rigidité
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équivalent du matériau et de donner une réponse macroscopique de la structure, qui
correspondent aux champs de déplacements homogènes calculés.
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Conclusion générale et perspectives

Au cours de cette thèse, nous avons porté notre intérêt à la résolution de pro-
blèmes de complétion de données par la méthode de régularisation évanescente.

Nous nous sommes tout d’abord intéressés aux problèmes de type Cauchy et plus
particulièrement, à celui associé à l’équation d’Helmholtz. Bien connu pour son ca-
ractère mal posé, nous avons résolu ce problème avec la méthode de régularisation
évanescente. Initialement introduite pour résoudre le problème modèle de Cauchy
associé à l’équation de Laplace, la méthode de régularisation évanescente est ori-
ginale par le fait que nous recherchons une solution de l’équation d’équilibre qui
s’approche au mieux des conditions aux limites disponibles. Le problème de Cau-
chy est remplacé par une suite de problèmes d’optimisation et la solution calculée
ne dépend pas d’un coefficient de régularisation.

La méthode inverse a été implémentée avec une nouvelle méthode numérique, la
méthode des solutions fondamentales. Cette méthode, sans maillage, permet de re-
chercher la solution de notre problème dans une base de solutions exactes de l’équa-
tion d’Helmholtz. Des simulations numériques ont montré la capacité de l’algo-
rithme à reconstruire les conditions aux limites en tout point de la frontière. Il a
cependant été noté que les reconstructions dans le cas d’un domaine à singularités
géométriques sont moins précises que celles obtenues dans le cas d’un domaine ré-
gulier. La méthode de régularisation évanescente a ensuite été étendue à la résolution
de problèmes tridimensionnels, les résultats numériques montrent un comportement
similaire du processus itératif à celui observé en dimension deux. Toutes les simu-
lations numériques soulignent la robustesse de la méthode vis à vis du bruit sur les
données, qui sont recalculées et de ce fait débruitées. Les reconstructions sont in-
dépendantes du paramètre de régularisation mais les paramètres de la méthode des
solutions fondamentales influencent la qualité des reconstructions. La méthode des
solutions fondamentales est peu utilisée du fait qu’elle génère un système d’équa-
tions mal conditionné. La méthode de régularisation évanescente pourrait alors éga-
lement être utilisée pour régulariser la discrétisation par la méthode des solutions
fondamentales de problèmes directs de conditions aux limites, de type Neumann,
Dirichlet ou mixtes. La difficulté de la mise en œuvre numérique de l’algorithme,
avec la méthode des solutions fondamentales, réside dans le choix des paramètres
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de la méthode sans maillage, tels que la position et surtout le nombre de sources.

La méthode de régularisation évanescente a ensuite été étendue à la résolution
de problèmes de complétion de données à partir de mesures de champs partielles.
Les mesures de champs sont actuellement surtout exploitées dans le cadre de l’iden-
tification de propriétés matérielles. Les techniques d’identification existantes sont
cependant limitées lorsque les données de champs sont des mesures réelles. En effet,
la mise en place des essais, les dispositifs expérimentaux et le processus de corréla-
tion d’images numériques entachent d’erreurs les mesures, qui sont parfois partielles
et les perturbent également avec l’ajout d’un déplacement de solide rigide, parfois
prépondérant. De plus, les conditions aux limites sont souvent inaccessibles à la
mesure au moins sur une partie de la frontière. Nous avons proposé une approche
qui permet de compléter et de débruiter les mesures de champs cinématiques par-
tielles et d’identifier les conditions aux limites en tout point de la frontière, tout en
s’affranchissant du mouvement de solide rigide.

L’algorithme a été implémenté avec la méthode des éléments finis et la méthode
des solutions fondamentales. Les résultats obtenus pour des exemples numériques
de compression (uniforme et non uniforme) d’un solide rectangulaire ont mis en évi-
dence la précision et la stabilité de l’approche développée, ainsi que sa capacité à
débruiter les données. Les imprécisions notables concernent la reconstruction des
vecteurs contraintes près des coins du domaine. Il a été noté que, dans le cas d’une
discrétisation par éléments finis, l’utilisation d’éléments de type QUA8 permet d’ob-
tenir des résultats plus précis que ceux obtenus avec des éléments de type QUA4.

Des essais de compression diamétrale ont ensuite été analysés. Nous retrouvons
des reconstructions précises et un débruitage efficace des mesures de champs par-
tielles, en utilisant la méthode des solutions fondamentales. Nous nous sommes at-
tardés sur l’étude des résidus des déplacements calculés. Ils permettent d’estimer
le niveau de bruit des mesures mais également de détecter des erreurs de modèle.
L’application de la méthode de régularisation évanescente, qui recherche une solu-
tion élastique linéaire et isotrope qui vérifie exactement l’équilibre et qui s’approche
au mieux des données, fait apparaître une localisation du résidu. Cette concentra-
tion peut être interprétée comme l’écart à la loi de comportement engendré par la
plastification (polyéthylène) ou la fissuration (béton) de l’éprouvette. Nous avons
montré que la reconstruction de la distribution des contraintes le long de la zone où
est appliqué le chargement permet d’obtenir un module de rigidité équivalent du ma-
tériau. Les modules identifiés à différents instants de l’essai nous autorisent à donner
seulement une réponse macroscopique de la structure puisque la loi de comporte-
ment postulée est celle d’un matériau homogène.

Concernant les problèmes de complétion de données de type Cauchy, ces tra-
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vaux de thèse ont permis d’implémenter la méthode de régularisation évanescente
avec une nouvelle méthode numérique, d’étendre la méthode inverse aux problèmes
gouvernés par l’équation d’Helmholtz et de résoudre, pour la première fois, un pro-
blème tridimensionnel. Ces problèmes sont rencontrés dans le domaine médical et
en acoustique, ces travaux numériques, qui ont prouvé la robustesse de la méthode
par rapport au bruit sur les données, pourraient alors être appliqués, par exemple,
à des mesures réelles en acoustique stationnaire ou thermique. La qualité des ré-
sultats obtenus pour une solution à valeurs singulières nous amène à penser à des
problèmes réels d’identification de sources (microphone, point chaud, tumeur,...).
Le réglage des paramètres (position des sources essentiellement) de la méthode des
solutions fondamentales est la plus grande difficulté qui a été rencontrée lors de la
mise en œuvre numérique de l’algorithme.

La généralisation de la méthode de régularisation évanescente aux problèmes de
complétion à partir de données partielles nous a menés vers une première application
de la méthode inverse à des données issues d’expérimentations réelles. L’approche
développée, qui permet de reconstruire les conditions aux limites et de compléter et
débruiter les champs partiels mesurés, pourrait être couplée aux méthodes d’iden-
tification de propriétés matérielles qui nécessitent la connaissance du champ de dé-
placements sur tout le domaine et/ou les conditions aux limites en tout point de la
frontière. L’analyse des résidus des déplacements est une piste d’amélioration de nos
travaux avec, par exemple, la modification du modèle de comportement au fur et à
mesure de l’essai (endommagement, plasticité). Afin d’analyser des essais sur des
matériaux hétérogènes, nous pourrions travailler sur la mise à jour du modèle de
comportement dans le but d’identifier des modules de rigidité du matériau par zone,
nous serions ainsi plus à même d’en apprécier ses caractéristiques mécaniques.
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Annexe A

Résultats numériques obtenus pour

une solution régulière du problème

de Cauchy associé à l’équation

d’Helmholtz tridimensionnelle
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Dans cette annexe, nous nous intéressons au problème de Cauchy associé à l’équa-
tion d’Helmholtz tridimensionnelle. Nous présentons des résultats numériques com-
plémentaires à ceux présentés au paragraphe 2.5. Semblables à ceux présentés dans
le cas bidimensionnel, nous analysons les résultats numériques obtenus pour une
solution régulière sur un domaine cubique (Figure 2.18).

On considère dans un premier temps le cas où les données φd et ψd ne sont pas
bruitées. L’évolution des termes de contrôle JΓd

, Jk
Γ et Jk et des erreurs relatives

(uerreur)
2 et (u′

erreur)
2 en fonction du nombre d’itérations k pour c = 10−5 est ob-

servable sur la Figure A.1. Toutes les quantités deviennent constantes à partir de
l’itération optimale kopt = 31 à laquelle le processus itératif est arrêté. On rappelle
que l’algorithme s’arrête dès que le terme de régularisation Jk

Γ augmente. Ce der-
nier devient négligeable devant le terme de relaxation JΓd

et tend vers zéro, ce qui
prouve que l’algorithme converge dans le cas tridimensionnel. On constate, comme
dans le cas bidimensionnel, que l’erreur u′

erreur commise sur la dérivée normale est
plus grande que celle commise sur la solution (uerreur).

10
-16

10
-14

10
-12

10
-10

10
-8

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

 1  10  100

JΓd

Jk
Γ

Jk

(uerreur)
2

(u′
erreur)

2

k

Figure A.1 – Évolution des quantités de contrôle en fonction du nombre d’itérations
k pour c = 10−5.

Influence du coefficient de régularisation c

Il est nécessaire d’étudier l’influence du coefficient de régularisation c sur les re-
constructions dans le cas tridimensionnel. Les Figures A.2 et A.3 représentent les
solutions analytique et numérique ainsi que leurs dérivées respectives sur les seg-
ments Sfront et Smax, respectivement pour quatre valeurs de c. Les reconstructions
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numériques de la solution et sa dérivée normale sont très précises, quelle que soit la
valeur de c, que ce soit sur un segment appartenant à Γd (Sfront) ou à Γi (Smax). On
observe sur les Figures A.4(c) et A.4(d) qu’en effet les erreurs relatives (uerreur)

2 et
(u′

erreur)
2 tendent vers zéro quel que soit le choix de c (voir également Tableau A.1).

Les termes de la fonctionnelle se comportent de la même manière qu’en dimension
2 (Figures A.4(a) et (b)) et le choix de c affecte uniquement le nombre d’itérations
requis pour converger.
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Figure A.2 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur le segment Sfront pour
différentes valeurs de c.
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Figure A.4 – Évolution des normes (a) JΓd
et (b) JΓ et des erreurs relatives (c)

(uerreur)
2 et (d) (u′

erreur)
2 en fonction de k

c
pour différentes valeurs de c.

c k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

10−8 4 1.65 × 10−4 7.78 × 10−4

10−7 5 1.65 × 10−4 7.87 × 10−4

10−6 8 1.96 × 10−4 9.49 × 10−4

10−5 31 1.68 × 10−4 6.52 × 10−4

Tableau A.1 – Influence du coefficient de régularisation c sur le nombre d’itérations
k requis pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur.

Reconstructions dans le cas de données bruitées

Nous considérons désormais le cas où les données φd et ψd sont bruitées et définies
par la relation (2.22). Le nombre de sources N doit être ajusté à N = 54 sources,
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c’est à dire que l’on utilise moins de sources que dans le cas de données exactes.
Elles sont distribuées uniformément sur les faces du cube Ω̃, de manière à ce que
chacune d’entre elles supportent 3 × 3 sources.

La Figure A.5 et le Tableau A.2 nous permettent de tirer les même conclusions
que dans le cas bidimensionnel :

— à niveau de bruit fixé, le terme de relaxation JΓd
tend vers la même valeur

quelle que soit la valeur de c et le terme de régularisation Jk
Γ tend vers zéro,

— les erreurs relatives uerreur et u′
erreur évoluent de manière linéaire avec le niveau

de bruit δ,

— à niveau de bruit fixé, les erreurs relatives uerreur et u′
erreur sont identiques pour

les différentes valeurs de c, ce qui confirme que l’algorithme converge vers la
même solution quelle que soit c,

— le coefficient de régularisation c joue un rôle d’accélérateur de convergence,

— l’indépendance par rapport à c observée dans le cas de données non bruitées
est valable dans le cas où elles sont entachées d’erreurs.

On présentera alors par la suite des résultats pour une valeur du coefficient c fixée.

δ c k uerreur (en%) u′
erreur (en%)

1% 10−4 11 0.28 1.06

10−2 138 0.28 1.06

1 9356 0.28 1.06

3% 10−4 11 0.79 2.85

10−2 138 0.79 2.85

1 8869 0.79 2.85

5% 10−4 13 1.32 4.69

10−2 136 1.32 4.69

1 8517 1.32 4.69

Tableau A.2 – Influence du niveau de bruit δ et du coefficient de régularisation c sur
le nombre d’itérations k requis pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur.
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Figure A.5 – Évolution des normes (a) JΓd
et (b) JΓ et des erreurs relatives (c)

(uerreur)
2 et (d) (u′

erreur)
2 en fonction de k

c
pour différentes valeurs de c.

Les reconstructions de la solution u et de sa dérivée normale u′ obtenues pour
δ = {1, 3, 5%} et c = 10−2 sur Sfront sont représentées respectivement sur les Fi-
gures A.6(a) et A.6(b). La précision des résultats numériques ainsi que le débruitage
des données sont remarquables. Les résultats numériques obtenus dans les mêmes
conditions sur le segment Smax sont observables sur la Figure A.7 et les recons-
tructions sont également très précises malgré que Smax soit un segment de la partie
inaccessible du bord Γi.
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Figure A.6 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Sfront pour différentes
valeurs de δ et c = 10−2.
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Figure A.7 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur Smax pour différentes
valeurs de δ et c = 10−2.

Influence du nombre de sources N

Les Figures A.8(a) et A.8(b) montrent l’influence du nombre de sources N sur les
reconstructions de u et u′, respectivement sur Sfront pour δ = 5%. On observe que
les résultats les plus précis sont obtenus pour N = 54 (6 × 3 × 3) sources. Les ré-
sultats numériques obtenus sur Smax (Figure A.9), où les données sont inaccessibles,
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montrent également que les reconstructions sont très sensibles au choix du nombre
de sources, avec notamment de très mauvaises approximations de la dérivée normale
pour N = 24 (6 × 2 × 2) et N = 150 (6 × 5 × 5). Le Tableau A.3 confirme ces ob-
servations avec des erreurs uerreur et u′

erreur très satisfaisantes et inférieures au niveau
de bruit δ = 5% seulement pour N = 54 (6 × 3 × 3) sources.

-0.4

-0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1  0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

u

abscisse curviligne

Analytique

Données (5%)

N = 24

N = 54

N = 150

(a)

-2.2

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 0

-0.5-0.4-0.3-0.2-0.1  0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

u′

abscisse curviligne

Analytique

Données (5%)

N = 24

N = 54

N = 150

(b)

Figure A.8 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur le segment Sfront pour
différentes valeurs de N , δ = 5% et c = 10−1.
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Figure A.9 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur le segment Smax pour
différentes valeurs de N , δ = 5% et c = 10−1.
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N k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

24(6 × 2 × 2) 451 3.97 7.31

54(6 × 3 × 3) 1100 1.32 4.69

96(6 × 4 × 4) 2425 3.74 11.40

150(6 × 5 × 5) 11 9.63 27.57

Tableau A.3 – Influence du nombre de sourcesN sur le nombre d’itérations k requis
pour converger et les erreurs uerreur et u′

erreur pour δ = 5% et c = 10−1.

Influence de la distance d séparant les sources du domaine

L’influence de la distance d sur les reconstructions sur Sfront et Smax est observable
sur les Figures A.10 et A.11, respectivement pour δ = 5%. Les résultats numériques
semblent moins sensibles à la position des sources qu’à leur nombre. Le Tableau A.4
indique que tant que les sources sont suffisamment loin du bord du domaine (d ≥ 2)
les erreurs uerreur et u′

erreur sont inférieures au niveau de bruit δ = 5%. A partir de
d ≥ 5 le nombre d’itérations k requis pour converger est quasiment identique et les
erreurs sont constantes.
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Figure A.10 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur le segment Sfront pour
différentes valeurs de d, δ = 5% et c = 10−1.
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Figure A.11 – (a) Les solutions analytique, uan et numérique, u et (b) les dérivées
normales analytique, u′an et numérique, u′, reconstruites sur le segment Smax pour
différentes valeurs de d, δ = 5% et c = 10−1.

d k uerreur (en %) u′
erreur (en %)

1 2954 2.70 10.54

2 1317 1.38 4.98

5 1100 1.32 4.69

10 1075 1.32 4.69

100 1057 1.32 4.68

Tableau A.4 – Influence de la distance d sur le nombre d’itérations k requis pour
converger et les erreurs uerreur et u′

erreur pour δ = 5% et c = 10−1.
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Annexe B

Détermination du mouvement de

solide rigide par une procédure

d’optimisation non linéaire
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Le mouvement d’un solide déformable u peut être décomposé comme la com-
position d’un mouvement de solide rigide et d’un mouvement dû au caractère dé-
formable du solide. Le mouvement de solide rigide est défini par la somme d’une
translation et d’une rotation.

α

α
x0

x1

y0y1

O

a
b

M

M ′

Figure B.1 – Modélisation d’un mouvement de solide rigide. Le pointM ′ est l’image
du point M par la translation de vecteur (a,b) et par la rotation d’angle α autour de
(Oz0) et de centre O.

On exprime le déplacement de solide rigide urig. :

urig. = OM ′ −OM

=

(
a

b

)

︸ ︷︷ ︸
Translation

+

[
cosα − sinα

sinα cosα

](
xM

yM

)
−
(
xM

yM

)

︸ ︷︷ ︸
Rotation

(B.1)

Afin de déterminer le mouvement de solide rigide, nous devons résoudre le pro-
blème d’optimisation non-linéaire :

min
a,b,α

[
u− urig.

]2
Ω

(B.2)

avec u le déplacement du solide et (a,b,α) les inconnues du système non linéaire.

La méthode de Newton-Raphson est ensuite utilisée pour résoudre le système
d’équations non linéaire (B.2). Les paramètres (a,b,α) qui caractérisent le mouve-
ment de solide rigide étant ainsi déterminés, nous obtenons le déplacement rigide, à
ôter du déplacement calculé afin de déterminer la partie déformable du déplacement
du solide.
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Annexe C

Résultats numériques obtenus pour

un test de compression avec des

conditions aux limites non constantes
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Dans cette annexe, nous présentons des résultats numériques complémentaires à
ceux présentés au paragraphe 4.4, pour un exemple plus complexe. On considère la
même solution analytique (4.33) que celle analysée au paragraphe 4.4 mais avec des
conditions de chargement différentes. Le domaine, représenté sur la Figure C.1, est
un sous-domaine du domaine de solution représenté sur la Figure 4.2. Cette confi-
guration particulière permet d’appliquer l’approche proposée à une géométrie im-
pliquant une composante verticale u′

2 non constante du vecteur contraintes sur Γi.

Γd Γd

Γi

Γi

Ωd

x1

x2

(0, 0)

A
(1, 0)

B

(0, 2)

D

(1, 2)

C

Figure C.1 – Domaine.

Nous présentons des résultats obtenus en utilisant la méthode des solutions fon-
damentales et le critère d’arrêt introduit au paragraphe 4.3.1.3.

Le champ de déplacements u = ud est accessible sur le sous-domaine Ωd ⊂ Ω

modélisé par une grille de données paramétrée par le coefficient ζ =
1

4
. Γ décrit la

frontière du domaine telle que Γ = Γd ∪ Γi. La partie Γd de la frontière est un bord
libre et cette unique information sur les conditions aux limites est imposée sous la
forme de contraintes égalités. Aucune information n’est accessible sur la partie Γi

de la frontière.
Les paramètres de discrétisation par la méthode des solutions fondamentales sont les
mêmes que ceux utilisés pour le domaine rectangulaire. Le domaine Ω est discrétisé
par MΩ = 1552 points et la frontière Γ est discrétisée par MΓ = 300 points.

Pour représenter les conditions aux limites le long de la frontière, nous définis-
sons une abscisse curviligne s, qui croît respectivement, de 0 à 1 quand M décrit
le segment [AB], de 1 à 2.56 quand M décrit [BC], de 2.56 à 3.56 quand M décrit
[CD] et de 3.56 à 5.12 quand M décrit [DA] (voir Figure C.1).
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Nous étudions la qualité des reconstructions lorsque les données ud = (ud
1, u

d
2)

sont perturbées et définies par (4.34). Nous observons sur la Figure C.2 que la préci-
sion des reconstructions des conditions aux limites le long de Γ lorsque les données
sont perturbées d’un bruit de niveau δ = {1, 3, 5, 10}% est équivalente à celle ob-
servée pour un chargement uniforme (Figure 4.9). Le Tableau C.1 liste le nombre
d’itérations k requis pour converger ainsi que les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur,
en fonction du niveau de bruit δ, pour c = 10−1. Les termes d’erreurs calculés sont
presque identiques à ceux calculés dans le cas du domaine rectangulaire (Tableau
4.2), elles sont très faibles et proportionnelles au niveau de bruit, ce qui montre la
stabilité de l’algorithme.
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Figure C.2 – Les composantes (a) horizontale, u1 et (b) verticale, u2, du champ de
déplacements et les composantes (c) horizontale, u′

1 et (d) verticale, u′
2, du vecteur

contraintes, retrouvées sur Γ pour plusieurs niveaux de bruit δ et c = 10−1.
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Les Figures C.3(a), (b), (c) et (d) représentent les composantes horizontale, |ud
1 − u1|

et verticale, |ud
2 − u2|, du résidu calculé et les composantes horizontale, |uan

1 − u1|
et verticale, |uan

2 − u2|, de l’erreur calculée, sur Ωd pour des données perturbées par
δ = 10% de bruit.
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Figure C.3 – Les composantes, (a) |ud
1 − u1| et (b) |ud

2 − u2|, du résidu calculé et
les composantes, (c) |uan

1 − u1| et (b) |uan
2 − u2| de l’erreur calculée, sur Ωd pour

c = 10−1 et δ = 10%.

Les termes d’erreur sont très petits comparés aux termes résiduels, qui corres-
pond aux 10% de bruit ajoutés aux données. Ces cartographies montrent que l’algo-
rithme (4.19) permet de débruiter les données sur Ωd.
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δ k uΩ
erreur (en %) uΓ

erreur (en %) u′
erreur (en %)

0% 51 1.95 × 10−8 2.77 × 10−8 1.11 × 10−7

1% 99 0.05 0.06 0.033

3% 109 0.15 0.17 0.1

5% 112 0.25 0.29 0.16

10% 120 0.50 0.58 0.33

Tableau C.1 – Influence du niveau de bruit δ et du coefficient c sur le nombre d’ité-
rations k, requis pour converger et sur les erreurs uΩ

erreur, u
Γ
erreur et u′

erreur.

Nous observons sur les Figures C.4(a) et (b), les composantes horizontale, uΩ
1 et

verticale, uΩ
2 , du champ de déplacements calculé sur tout le domaine Ω pour δ = 10%

et c = 10−1.
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Figure C.4 – Reconstructions de (a) la composante horizontale, uΩ
1 et (b) la compo-

sante verticale, uΩ
2 , du champ de déplacements, calculées sur Ω pour δ = 10% et

c = 10−1.

Les résultats présentés dans cette annexe montrent la précision et la stabilité de
l’algorithme (4.19), ainsi que sa capacité à débruiter les données, lorsque les condi-
tions aux limites sur la partie inaccessible Γi de la frontière ne sont pas constantes.
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Méthodes de régularisation évanescente pour la complétion de données

Résumé : Les problèmes de complétion de données interviennent dans divers domaines de la physique,

tels que la mécanique, l’acoustique ou la thermique. La mesure directe des conditions aux limites se

heurte souvent à l’impossibilité de placer l’instrumentation adéquate. La détermination de ces données

n’est alors possible que grâce à des informations complémentaires. Des mesures surabondantes sur une

partie accessible de la frontière mènent à la résolution d’un problème inverse de type Cauchy. Cependant,

dans certains cas, des mesures directes sur la frontière sont irréalisables, des mesures de champs plus faci-

lement accessibles permettent de pallier ce problème. Cette thèse présente des méthodes de régularisation

évanescente qui permettent de trouver, parmi toutes les solutions de l’équation d’équilibre, la solution du

problème de complétion de données qui s’approche au mieux des données de type Cauchy ou de champs

partiels. Ces processus itératifs ne dépendent pas d’un coefficient de régularisation et sont robustes vis

à vis du bruit sur les données, qui sont recalculées et de ce fait débruitées. Nous nous intéressons, dans

un premier temps, à la résolution de problèmes de Cauchy associés à l’équation d’Helmholtz. Une étude

numérique complète est menée, en utilisant la méthode des solutions fondamentales en tant que méthode

numérique pour discrétiser l’espace des solutions de l’équation d’Helmholtz. Des reconstructions précises

attestent de l’efficacité et de la robustesse de la méthode. Nous présentons, dans un second temps, la

généralisation de la méthode de régularisation évanescente aux problèmes de complétion de données à

partir de mesures de champs partielles. Des simulations numériques, pour l’opérateur de Lamé, dans le

cadre des éléments finis et des solutions fondamentales, montrent la capacité de la méthode à compléter

et débruiter des données partielles de champs de déplacements et à identifier les conditions aux limites

en tout point de la frontière. Nous retrouvons des reconstructions précises et un débruitage efficace des

données lorsque l’algorithme est appliqué à des mesures réelles issues de corrélation d’images numériques.

Un éventuel changement de comportement du matériau est détecté grâce à l’analyse des résidus de dé-

placements.

Fading regularization methods for data completion

Abstract : Data completion problems occur in many engineering fields, such as mechanical, acoustical and

thermal sciences. Direct measurement of boundary conditions is often confronting with the impossibility

of placing the appropriate instrumentation. The determination of these data is then possible only through

additional informations. Overprescribed measurements on an accessible part of the boundary lead to the

resolution of an inverse Cauchy problem. However, in some cases, direct measurements on the boundary

are inaccessible, to overcome this problem field measurements are more easily accessible. This thesis

presents fading regularization methods that allow to find, among all the solutions of the equilibrium

equation, the solution of the data completion problem which fits at best Cauchy or partial fields data.

These iterative processes do not depend on a regularization coefficient and are robust with respect to the

noise on the data, which are recomputed and therefore denoised. We are interested initially in solving

Cauchy problems associated with the Helmholtz equation. A complete numerical study is made, using

the method of fundamental solutions as a numerical method for discretizing the space of the Helmholtz

equation solutions. Accurate reconstructions attest to the efficiency and the robustness of the method. We

present, in a second time, the generalization of the fading regularization method to the data completion

problems from partial full-field measurements. Numerical simulations, for the Lamé operator, using the

finite element method or the method of fundamental solutions, show the ability of the iterative process

to complete and denoise partial displacements fields data and to identify the boundary conditions at any

point. We find precise reconstructions and efficient denoising of the data when the algorithm is applied to

real measurements from digital image correlation. A possible change in the material behavior is detected

thanks to the analysis of the displacements residuals.

Mots clés : Identification ; Problèmes inverses ; Problèmes de Cauchy ; Problèmes de complétion de

données ; Régularisation ; Méthode des solutions fondamentales ; Méthode des éléments finis ; Corrélation

d’images numériques
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