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Brocardove figure trokuta i

Zdenka Kolar—Begovic’l, Goran Knez?

Zaista je oCaravajuce koliko je tako jednostavan lik, kao Sto je trokut, neiscrpan
u svojim svojstvima. Koliko joS svojstava, kojih nismo svjesni, moZe imati?

August Leopold Crelle

Upravo ove rije¢i njemackog matemati¢ara A. L. Crellea govore o vrijednosti prouca-
vanja i velikom broju jo§ neotkrivenih svojstava trokuta. Neka od njih su i rezultati
vezani uz proucavanje Brocardovih figura trokuta, Sto je tema ovog ¢lanka.

Brocardove tocke i Brocardov kut trokuta
A Promatrajmo trokut ABC i tocku T unutar njega.

Spojimo ju s vrhovima trokuta i promatramo kutove
koje duzine TA, TB i TC zatvaraju sa stranicama
AB, BC i CA. Dobiveni kutovi su opéenito razli¢iti
(slika 1). MoZemo lako dobiti da su dva od ta tri
kuta jednaka, ali nije odmah jasno postoji li to¢ka za
koju su sva tri spomenuta kuta jednaka.

Dokazat ¢emo da postoji jedinstvena tocka s tim
svojstvom. Medutim, moZe se dokazati da postoji i

B C jedinstvena tocka T’ za koju spojnice T’A, T'B i
Slika 1. T'C zatvaraju sa stranicama AC, BA i CB jednake
kutove.

Problem odredivanja takvih tocaka, rijeSio je 1875. godine francuski vojni Casnik koji
se bavio matematikom, Henri Brocard (1845.—1922.) pa se stoga i nazivaju Brocardovim
tockama.

Prema nekim izvorima ove tocke otkrio je jo§ 1816. godine njemacki matematicar
August Leopolde Crelle (1780.—1855.). Nakon njegova otkrica, to¢ke su u jednom
kratkom periodu privukle pozornost eminentnih matemati¢ara onog vremena, ali kasnije
je taj interes nestao. Medutim, nakon Brocardovog ponovnog otkria 1875. godine
pojavio se veliki broj radova na tu temu. Medu najpoznatijim matemati¢arima tog doba
koji su se bavili ovom tematikom, osim Brocarda, su Lemoine, Neuberg, Mc Cay, Tucker
i Schoute. Neki od autora navode kako bi povijesno bila opravdana upotreba termina
Crelle-Brocardove tocke, dok veéina suvremenih referenci koristi termin Brocardove
tocke.

Dokazimo najprije tvrdnju koja ¢e nam omoguditi dokaz postojanja tocaka koje
zadovoljavaju navedena svojstva.
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Teorem 1. Za dani trokut ABC dane su tri kruznice: k, koja prolazi tockom B i
dira stranicu AC u tocki C, k koja prolazi tockom C i dira stranicu AB u todki A,
k. koja prolazi tockom A i dira stranicu BC u tocki B (slika 2). KruZnice ko, kp i ke
sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Kruznice k, i k. osim za-
jednicke tocke B imaju jo§ jednu za-
jednicku tocku trokuta ABC, oznaCimo
je s Q. Kako je BC tangenta kruZni-
ce k., JAQB = 180° — B i analogno
IBQC = 180° — y. Odavde imamo
JAQC = 360° — (180° — B) — (180° — v)

=pB+7=180° — ¢,
gdje su o, B i y unutrasnji kutovi trokuta
ABC, odakle slijedi da tocka € pripada

luku kruznice k; unutar trokuta ABC, §to
daje tvrdnju teorema. [

Na sli¢an nacin se dokazuje sljedeca tvrdnja.

Slika 2.

Teorem 2. Za dani trokut ABC dane su tri o
kruznice: k, koja prolazi vrhom C i dira stranicu AB u vrhu B, kj, koja prolazi tockom
A i dira stranicu BC u tocki C, k. koja prolazi tockom B i dira stranicu AC u tocki
A. KruZnice ki, k;, i k.. sijeku se u jednoj tocki, Q' (slika 2).

Dokazimo sada vazno svojstvo toaka Q i Q.

Teorem 3. Neka su Q i Q' tocke iz teorema 1 i 2. Tada vrijede tvrdnje:

i) SQAB = JQBC = JQCA i tocka Q je jedina tocka s tim svojstvom.

ii) IQ'AC = SQ'CB = JQ'BA i tocka Q' je jedina tocka s tim svojstvom (slika 2 ).
Dokaz. 1) JQAB je jednak polovini sredi$njega kuta kruznice k. nad tetivom QB, jer

je BC tangenta kruZnice k. taj sredisnji kut iznosi 24QBC odakle je 4QBC = JQAB.
Analogno se dokaze 4QBC = JQCA.

Ako je Q; tocka za koju vrijedi ¥QAB = 4Q;BC tada ¢e kruZnica na kojoj leZe
tocke Q;, A, B dirati BC u to¢ki B, odakle slijedi da €; leZi na k.. Sli¢no, iz uvjeta
JQBC = 4Q,;CA dobivamo da to¢ka Q; lezi na k,. Dakle Q; = Q.

Slicno se dokazuje tvrdnja ii). [

Definicija 1. Za dani trokut ABC tocku Q za koju vrijedi
JQAB = 4QBC = 4QCA
zovemo prvom ili pozitivnom Brocardovom tockom trokuta ABC, a tocku Q' za koju
vrijedi
JQO'AC = 4Q'CB = 4QO'BA
zovemo drugom ili negativnom Brocardovom tockom trokuta ABC.

Prije navodenja svojstava Brocardovih to¢aka prisjetimo se pojma izogonalnih pravaca
1 izogonalno konjugiranih toc¢aka.

HS | Matematicko-fizicki list, LXVIII 1 (2017. - 2018.)



Definicija 2. Par pravaca koji prolaze vrhom kuta i sa simetralom tog kuta Cine
sukladne kutove naziva se izogonalama tog kuta.

MozZe se dokazati da ako se tri pravca
poloZena vrhovima danog trokuta ABC sijeku
u jednoj tocki T;, tada se i njihove izogonale
takoder sijeku u nekoj tocki, ozna¢imo je s 7.

Tocke T; 1 T, zovemo izogonalno konjugi-
ranim tockama ili krace, izogonalnim toCkama
trokuta ABC.

k: i Izogonalno konjugirana tocka srediStu upisa-
\ € ne kruZnice trokuta je sama ta tocka, izogonalno
Slika 3. konjugirana tocka ortocentra trokuta je srediSte
opisane kruZnice trokuta, a izogonalno konjugirana tocka teZiSta se zove simedijani
centar trokuta (slika 3).

Vrijedi sljedeca tvrdnja.

Teorem 4. Brocardove tocke Q i Q' su izogonalno konjugirane tocke.
Dokaz. Neka je ) izogonalno konjugirana tocka Brocardovoj tocki Q. Tada vrijedi
JOAB = 4Q,AC, JQBC = 4QBA, JQCA = 4Q,CB
i zbog
JQAB = SQBC = 4QCA
dobivamo
JOQAC = 4Q1BA = 4Q,CB,

odakle je Q; = Q' §to je i trebalo dokazati. [

Definicija 3. <QAB = JQ'AC zove se Brocardov kut trokuta ABC i oznacava s ®.

Navedimo jo§ jedan nacin konstrukcije prve
Brocardove tocke. Konstruiramo Kkruznicu k; i
kroz to¢ku A paralelu s BC. Oznadimo drugo
sjeciSte te paralele i kruznice k, s D. Tada
BD sijeCe kruznicu k;, u tocki Q, a IDBC je
Brocardov kut trokuta ABC (slika4). Naime,
vrijedi

JOQAB = 4QCA = QDA = 4QBC.

Slicna je konstrukcija druge Brocardove
tocke.

Promotrimo li trokute ACD, ACB dobiva- Slika 4.
mo JADC = 4BAC, 4DAC = JACB odakle
dobivamo JACD = JABC, pa je pravac CD tangenta opisane kruZnice trokuta ABC.
Stoga se tocka D moZe dobiti kao sjeciSte paralele s BC kroz A i tangente na opisanu
kruZnicu trokuta ABC kroz tocku C. Dakle, Brocardov kut trokuta moze se dobiti bez
pomoénih kruZnica, a Brocardovu tocku mozemo dobiti ako dva puta napravimo ovu
konstrukciju.

Ako su A’ i D’ noZista okomica iz A i D na BC. Tada vrijedi jednakost

|BD'|  |BA| |A’C| |CcD'| |CD'| |BA'| ~|A'C]

IpD'|— |D'D|  [D'D| " D'D| - [D'D| - AAY] [AA]

Iz ove jednakosti direktno slijedi naredna tvrdnja.
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Teorem 5. Dan je trokut ABC i njegovi unutarnji kutovi o, B i y. Tada vrijedi
ctgw =ctgo +ctgff +ctgy (1)
gdje je @ Brocardov kut trokuta ABC.

Prethodna tvrdnja govori na koji nac¢in moZemo odrediti mjeru Brocardovog kuta
poznavajuéi mjere unutraSnjih kutova trokuta. Identitet (1) bi mogao posluziti kao
osnovni definicijski identitet za Brocardov kut jer odreduje @ zbog nejednakosti

1
0 < o < min{e, 8,7} < 37

Nejednakosti za Brocardov kut

U ovom poglavlju éemo dokazati niz zanimljivih nejednakosti koje vrijede za
Brocardov kut trokuta.

Teorem 6. Za Brocardov kut @ trokuta ABC vrijedi nejednakost

T
a)gg.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut ABC jednakostranican.

Dokaz. DokaZimo najprije jednakost koja povezuje Brocardov kut trokuta i povrSinu
trokuta. PovrSina P trokuta ABC je jednaka

P = %bcsin a, (2)
a prema kosinusovom poucku
a* = b* + ¢* — 2bccos a. (3)
Posljedica prethodnih dviju jednakosti je formula
4Pctgo = —a*+ b+ 2, (4)

Sli¢ne formule, zbog simetrije, vrijede za ctgf8, ctgy. Primjenom jednakosti (1)
dobivamo formulu
4Pctgw = a* + b + 2.
DokaZzimo sada nejednakost
@ +b* + 2 > 4PV3. (5)
Jednakosti (2) i (3) daju

P+ 0+ —4PV3 =267 26— 4bccos<§ —a) >2(b—c)
$to dokazuje (5). Stovise, jednakost vrijedi ako i samo ako je o = g ib=c,t.,akoi

samo ako je trokut ABC jednakostrani¢an. (4) i (5) impliciraju nejednakost ctg @ > /3

. T
odnosno traZenu nejednakost @ < rE ]

Poopéenje prethodnog teorema su dali ruski matemati¢ari N. A. Dmitriev i E. B.
Dynkin.
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Teorem 7. Neka je P tocka unutar konveksnog n-terokuta AjA;...A, i oznacimo
A1 = Ay, Tada je

rlz{in JPAA 41 <
=1

S}
e

Jednakost vrijedi ako i samo ako je n-terokut AjA;...A, pravilan, a P njegovo
srediste.

Dokaz njihove tvrdnje moze se naci u [1]. Za n = 3, tvrdnja povlaci da Brocardov
. . L .. T . R . .
kut trokuta moZe imati najvecu vrijednost re a jednakost vrijedi u slucaju da je trokut

jednakostrani¢an. Stovise, ako postoji Brocardova tocka konveksnog n-terokuta tj.,

tocka za koju su kutovi PAyA;+; jednaki, Brocardov kut moze imati navecu vrijednost
T

5 pri ¢emu jednakost vrijedi u slucaju pravilnog n-terokuta. Postoje n-terokuti
n

koji nemaju Brocardovu tocku.

Teorem 8. Brocardov kut ® zadovoljava nejednakost
®* < (0 — 0)(B - 0)(y - o). (6)

Jednakost vrijedi ako i samo ako je trokut jednakostranican.

Dokaz. Razmotrimo funkciju f : (0, m) — R, f(x) = ln(,i> = Inx — Insinx.
sinx
1 1
sin2x X%’
Za 0 <x < m vrijedi f'(x) >0 i f”(x) > 0. Dakle, funkcija f je rastuca na intervalu
(0, ) . Stovise konveksna je na navedenom intervalu, tj. vrijedi:

f(llxl—l—---—i-lnxn)<7LLf(x1)+--~+7Lnf(xn), X; € <0,77.7>, A=0, i=1,...n,
M+ +24 =1

1
Prva i druga derivacija funkcije f dane susa f'(x) = ——ctgx i f"(x) =
X

Vrijedi
T o+(a-—0)+o+p-0)+o+(y— o)
f(E) :f( 6 )
< S (0) + (@~ 0) +£(@) +£ (B~ 0) + (@) +/ (1 - )
Imamo -
6 1

o— o B— o Y— o
In :—( In — + In — + In — +In — )
sin % 6 sin @ sin(a — @) sin(ff — o) sin(y — o)

Prema poucku o sinusima za trokute ABQ2, BCQ, CAQ vrijedi
|JAQ|  sin(B—w) [BQ| sin(y—w) |CQ| sin(o— o)
IBQ|  sino ' |CQ|  sinw ' |JAQ|  sinew
PomnoZimo li gornje tri jednakosti dobivamo

sin(a — ) sin(B — ) sin(y — ) = sin’ o.
C L . Coge e . X ; .. .
Koristeéi prethodnu jednakost, i Cinjenicu da je —— rastuda funkcija na inetrvalu
sinx

<0, g] te nejednakost @ < g dobivamo
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(o) < 0o~ )(B — )(y - o)

sin ® sin® | ~ sin’ wsin(o — o) sin(f — o) sin(y - )
6

odakle dobivamo trazenu nejednakost. [

Teorem 9. Brocardov kut ® zadovoljava nejednakost 8> < afy. Jednakost vrijedi
ako i samo ako je trokut jednakostranic¢an.

Dokaz. 1z (6) dobivamo
640° < 40 (0 — 0)40(B — 0)4o(y — ©).
Jer je 40(a — ) < o ekvivalentno (o —2w)? > 0 odakle slijedi trazena nejednakost.
O
P. Yff je 1963. godine pretpostavio da vrijedi nejednakost iz prethodnog teorema.
Iako je nejednakost zaintrigirala mnoge matematicare, proslo je viSe od deset godina
prije pojavljivanja prvog dokaza ove nejednakosti. Osnovni razlog za$to je ona posebno

interesantna je njezin neobican oblik. Naime, potpuno je neobi¢no da u izrazu u kojem
se susrecu kutovi trokuta nema funkcija sinus, kosinus ili tangens.

Brocardova kruznica

U ovom poglavlju ¢emo definirati joS jedan vaZzan pojam vezan uz Brocardove tocke
trokuta. Oznacimo sjeciSte pravaca AQ i BQ' s C; i analogno sjecita pravaca BQ i
CQ',te CQ1iAQ s Ay, odnosno B; (slika 5). Tocke A, By i C; su vrhovi trokuta
koji smo mogli definirati i na ovaj nacin.

Definicija 4. Neka su Ay, By i C; vrhovi jednakokracnih trokuta konstruiranih nad
stranicama danog trokuta ABC kao osnovicama, u unutrasnjosti danog trokuta, a s
kutom uz bazu jednakom Brocardovom kutu. Trokut A\BCy zovemo prvim Brocardovim
trokutom trokuta ABC.

Definicija 5. Kruznicu kg opisanu prvom Brocardovom trokutu trokuta ABC zovemo
Brocardovom kruznicom trokuta ABC (slika 5 ).

Dokazimo sada sljedecu tvrdnju.

Teorem 10. Brocardove tocke trokuta leZe na njegovoj Brocardovoj kruZnici.

Dokaz. Kako za trokut ABQ vrijedi
JAQB = 180° — f3, vanjski kut trokuta
ABQ dobivamo

JAIQC = B. (7
Na isti nacin, promatranjem trokuta
BCQ' dobivamo

JA,Q'Cy = B. (8)
Vrijedi i
JASC, =B 9

Slika 5.

B2 Matematicko-fizicki list, LXVIII 1 (2017. — 2018.)



jer su krakovi tog kuta okomiti na BC i AB. Kutove (7), (8) i (9) moZemo promatrati
kao obodne kutove iste kruZnice nad tetivom A;C;. Prema tome, tocke A;, Ci, Q, Q'
i S leZe na jednoj kruznici, oznac¢imo je k, (slika 5).

Sli¢no dobijemo 4B;QC, = o, ¥B1Q'Cy = 180° — ¢ i 4B SC; = 180° — o odakle
slijedi da to¢ke By, Cy, Q, Q' i § leZe na jednoj kruZnici, ozna¢imo je kq, . Medutim,
to¢ke C;, Q, Q' i S zajedni¢ke su objema kruZnicama kg i kg, pa se one podudaraju.

[l

Sljedeca tvrdnja povezuje trokut ABC i njegov prvi Brocardov trokut.

Teorem 11. Dani trokut ABC i prvi Brocardov trokut A1B|C| su slicni.
Dokaz. Iz dokaza prethodnog teorema slijedi da su JA;Q'C; i JA1B;C; obodni
kutovi kruZznice k, nad tetivom A;C; pa imamo

JAQ'Cy = B = JAB, ().

%ZBIQCI =0 = <}B1A1C1,
odakle slijedi tvrdnja teorema. [J

Sliéno dobivamo

Dokazali smo da vrhovi prvog Brocardovog trokuta, Brocardove tocke i srediste
trokutu opisane kruZnice leZe na Brocardovoj kruZnici. MoZe se dokazati da Brocardova
to¢ka prolazi i simedijanim centrom K trokuta, Stovise SK je njezin promjer, gdje je
S srediSte trokutu opisane kruZnice (slika 5). Kako spomenutih sedam tocaka leZi na
Brocardovoj kruZnici ¢esto se ona u literaturi susrece i pod imenom kruZnica sedam
tocaka.

MozZe se definirati jo§ jedan trokut ¢iji vrhovi leZe na Brocardovoj kruZnici, a to
je drugi Brocardov trokut, onaj €iji su vrhovi sjeciSta medijana i Brocardove kruZnice
danog trokuta. Taj trokut je takoder zanimljiv po svojim svojstvima. Niz znacajnih
svojstava Brocardove kruZnice, prvog i drugog Brocardovog trokuta moZe se naci u [3],

[4]1 [5].
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