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1 Einleitung

Heutzutage entwickelt sich der Industriebereich sehr schnell weiter. Man strebt nach nicht
nur héher Produktqualitdt, sondern auch immer kirzer werdenden Entwicklungszeiten.
Deswegen werden stetige Verbesserungen im Produktentstehungsprozess immer erfor-
dert. Eine SchlUsselrolle spielt dabei die Systembeschreibung und die Systemsimulation.
Systemsimulationen bieten den Ingenieuren eine anschauliche und direkte Betrachtung
der Produkte, was erheblich schneller und reproduzierbar ist als der Aufbau von Muster-
teilen. Aus diesem Grund steigt in der Produktentwicklung der Anteil von Simulationsauf-
gaben an. Deshalb bendtigen Ingenieure ein interdisziplinares Systemverstandnis, mit

dem komplexe Systeme erfasst, beschrieben und simuliert werden kénnen.

An der Hochschule Mittweida besteht der Unterricht in der Regel aus zwei Teilen: Theorie
und Praxis im Labor. Fur die praktischen Versuche der Vorlesung Signal- und Systemthe-
orie von Prof. Dr.-Ing Alexander Lampe sind Dipl.-Ing. Stephan Wnuck und Dipl.-Ing.
Susanne Zimmer zustandig. In zwei der Praktikumsversuche werden analoge Signale an
verschiedenen analogen Systeme angeschlossen, um die Auswirkung das Filter abhangig
von der Frequenz auf die Amplitude und Phase der Signale zu analysieren. Dabei sind die
Systeme ein analoges Tiefpassfilter, ein analoges Hochpassfilter, ein analoges Bandpass-
filter oder ein analoges Allpassfilter. Innerhalb der praktischen Versuche werden nur die
zeitkontinuierlichen Signale und Systeme untersucht, auch wenn die digitale Signalverar-

beitung heutzutage auch eine wichtige Rolle spielt.

Die vorliegende Arbeit wird in theoretische Untersuchungen von zeitkontinuierliche und
zeitdiskreten Signalen und Systemen und einen praktischen Versuch unterteilt. Der prak-
tische Versuch befasst sich mit Entwurf, Aufbau und Erprobung eines digitalen Tiefpassfil-

ters und Bandpassfilters.

Das Hauptziel ist aber, den Zusammenhang zwischen Zeit- und Frequenzverhalten zeit-
kontinuierlicher und zeitdiskreter Systeme zu diskutieren und mithilfe des Abtasttheorems

die digitalen Tiefpass- und Bandpassfilter in der Praxis zu untersuchen.

Des Weiteren soll die Arbeit zum Verstandnis von zwei praktischen Versuchen der Vorle-
sung ,Signal und Systemtheorie” beitragen. Die im Rahmen dieser Bachelorarbeit erstellte
Leiterplatte mit den digitalen Filtern kann als neuer, weiterer praktischer Versuch zur Vor-

lesung eingesetzt werden.
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Die Bachelorarbeit besteht aus sechs Kapiteln.

Im Kapitel 2 die Grundlagen verschiedener Signaltype vorgestellt. Es wird noch erlautert,
wie ein zeitkontinuierliches Signal in ein zeitdiskretes Signal umgewandelt wird sowie das
Abtasttheorem. Zusatzlich wird die z-Transformation eingeflihrt, was in Kapitel 4 intensiv

beschrieben wird.

AnschlieBend wird im Kapitel 3 auf die unterschiedlichen zeitkontinuierlichen Systeme
und die Eigenschaften im Zeit- und Frequenzbereich dieser Systeme eingegangen. Dar-
Uber hinaus werden die Eigenschaften verglichen, damit der Zusammenhang zwischen

ihnen abgeleitet werden kann.

Danach wird im Kapitel 4 die verschiedenen zeitdiskreten Systeme behandelt. Genau wie
im Kapitel 3 erfolgt bei den zeitdiskreten Systemen die Herleitung der Differenzenglei-
chungen und Systemfunktionen. Zunachst geht es um die Eigenschaften im Zeit-und Fre-

quenzbereich. Dieses Elementarwissen soll der gesamten Arbeit als Grundlage dienen.

Im Kapitel 5 wird die Realisierung des neuen Praktikumsversuchs beschrieben. Dazu
wird zuerst der Schaltungsentwurf mithilfe der ausgewahlten Software implementiert. Zum
besseren Verstandnis dieser Schaltung erfolgt eine ausfihrliche Funktionsbeschreibung.
AnschlieBend wird ein grundsatzlicher Funktionstest fir die Leiterplatte erstellt. Darauf

aufbauend erfolgt die Realisierung des Versuchs.

Schliellich werden im Kapitel 6 die gewonnenen Erkenntnisse der Bachelorarbeit noch
einmal zusammengefasst. Hier wird ebenfalls ein Ausblick auf zuklnftige mogliche An-

wendungen gegeben.
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2 Signale

2.1 Signaldefinition

Ein System verknipft einen Zusammenhang von Signalen am Systemeingang und
-Ausgang. Dabei kénnen Signale von unterschiedlicher Natur sein. Ein System ist zum
Beispiel ein elektrisches Netzwerk, das durch Eingangs- und Ausgangsspannung be-
schrieben werden kann. Ein weiteres System ist z.B. ein Regler, der den Flllstand eines
Behalters regelt. Dann haben die Signale, die die zwei unterschiedliche Systeme bear-

beiten, ganz andere Eigenschaften.

Signale kénnen uber unterschiedliche Merkmale klassifiziert werden. Wie o.g. gibt es
zeitkontinuierliche und zeitdiskrete Signale, determinierte und zuféllige Signale, zeitbe-
grenzte und kausale Signale usw. In dieser Arbeit wird nur die Einteilung in zeitkontinu-

ierliche Signale und zeitdiskrete Signale beschrieben.

2.1.1 Zeitkontinuierliche Signale

Bei den bisher betrachteten Signalen ist der Signalparameter zu jedem beliebigen Zeit-
punkt definiert. Man spricht dann von einem zeitkontinuierlichen Signal. Abbildung 1
zeigt hierzu ein Beispiel, bei dem die kontinuierlich mit der Zeit variierenden Funktions-
werte x(t) den reellen Zahlen entnommen sind, die Funktionswerte gelten also flr jeden
beliebigen Zeitpunkt. Derartige Signale treten normalerweise z.B. als elektrische Span-

nung oder Stréme auf.

x(2)

Abbildung 1: Zeitkontinuierliches Signal

Quelle: [6] Seite 1-2
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2.1.2 Zeitdiskrete Signale

Ein zeitdiskretes Signal ist im Wesentlichen eine Folge z(k) mit £ € Z. Wenn der Defini-
tionsbereich nicht explizit auf einen Wertebereich £ <k <k, eingeschrankt ist, wird

davon ausgegangen, dass z(k) fur alle ke Z definiert ist. Die grafische Darstellung

erfolgt dabei wie in Abbildung 2 dargestellt. Zeitdiskrete Signale sind Folgen, die aus
kontinuierlichen Amplitudenwerten bestehen. Ubrigens sind digitale Signale Folgen mit
diskreten Amplitudenwerte.

Definition 1.1 (zeitdiskretes Signal)

a[k] ={..., z[-1], 2[0], z[1], ...}  z[k]eC, keZ

z(k]

[ ?

5 6 7 8

? h 4
2

(UN] —.

=~V

Abbildung 2: Zeitdiskretes Signal

Quelle: [6] Seite 2-4

2.2 Umwandlung von zeitkontinuierlichen Signalen in zeit-

diskrete Signale

Im Vergleich zum zeitkontinuierlichen Signal sind die Funktionswerte bei einem zeitdis-
kreten Signal nur zu diskreten Zeitpunkten t,, definiert. Bei der Folge z[k] kann es sich
zum Beispiel um Abtastwerte eines kontinuierlichen Signals z 4(¢) handeln, die in ei-

nem zeitlichen Abstand T' enthommen wurden. Nun stellt sich die Frage, wie sich das
zeitkontinuierliches Signal diskretisieren lasst. Was muss man bei der Umwandlung be-

ricksichtigen? Die Antworten auf diese Frage werden im Kapitel 2.2.1 erlautert.
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2.2.1 Abtastung

Unter Abtastung eines zeitkontinuierlichen Signals z(t) versteht man die Entnahme von
Signalwerten z(t,) mithilfe eines Abtastsignals zu diskreten Zeitpunkten ¢, mit

ty =k-Ty, neZ. Das Zeitintervall T' wird als Abtastintervall bezeichnet und dessen

1
Kehrwert fy = R als Abtastfrequenz. Der Augenblickwert = 4(n74 ) ist der Abtastwert.
A

Ideale Abtastung Fur eine ideale Abtastung wird das Signal exakt zum Abtastzeit-

punkt k-T'4 ausgewertet. Hier werden Dirac-impulse als Abtastsignal eingesetzt und

mathematisch betrachtet und das Signal z(¢) mit den Dirac-impulsen multipliziert. In

Abbildung 3 sieht man ein Beispiel.

() : p,.(t) = z,(k-T,)

Abbildung 3: Ideale Abtastung mit Dirac-impulsen

Mathematisch lautet das abgetastete Signal z(k-74) dann:

400
wp(k-Ty)=a(t)-Ty- D, 6(t—k-Ty) (2.1)

k=—o0

Reale Abtastung Da in der Realitat keine perfekten Dirac-impulse erzeugt werden kon-
nen, wird das Signal z(¢) in der Praxis mit einem Abtast- und Haltglied (S&H) gearbeitet.
Hier wird der Dirac-impuls durch eine Rechteckfunktion mit Rechteckimpulsen der Lange
to ersetzt. Das bedeutet, die Abtastung wird mit einer S&H Schaltung realisiert, die den
Wert einer Abtastung flr die Lange des Rechteckimpulses ¢, konstant halt. Abbildung 4

zeigt die reale Abtastung.
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(t)

L.

||||||||

[N 4

—>
y

Ty

Abbildung 4: Reale Abtastung

Quelle: [4] Seite 4-14, [6] Seite 6-16

2.2.2 Abtasttheorem

Mithilfe der Abtastung kann ein zeitkontinuierliches Signal zu einem zeitdiskreten Signal
diskretisiert werden. Da im Original-Zeitbereich zeitkontinuierliche Signal oder zeitdiskre-
te Signale mathematisch schwer zu analysieren sind, transformiert man die beiden Sig-

nale in den Bildbereich (Frequenzbereich).

Nach den Regeln der Fourier-Reihendarstellung wird eine beliebige periodische reelle

Funktion x(t) in eine Summe von harmonischen Schwingungen zerlegt.

x(t) = Ay + i Ay cos(k2m ft) + By sin(k27 ft), fo = TL’ I =nfy (2.2)
k=1 0
1 ¢ o o g o
=— [a@dt, A ==—1|a(t)cos@nf t)dt, B, == |z(t)sin2rf t)dt (2.3)
% Ty £ Ty g b ({

Die Fourier-Transformation von periodischen Funktionen ergibt diskrete Linien im Fre-

quenzbereich.
Beispiel fur die Fourier-Transformation einer periodischen Funktion:

Die Zeitfunktion eines periodischen wiederholten Rechtecks lautet:
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= : 1
a(t) = Ay + ];AK cos(k2m ft) + By sin(k27 ft), fo = T_o (2.4)
[T, 3T,
4 4
Ay = [ Adt + [ odt _A
Ty T 7 2
4 4
B 31, , (25
4 4 : —
A, _2 I Acos(k2mfy)dt + _[ Ocos(k2 fy)dt :%M 4
TO T, T TO k27Tf0 _&
L 4 4 4
4 = % : {sin(k‘ g) —sin(—k g)} = i% (2.6)
1 a1,
4 4
B, = Tl J- Asin(k2m fy)dt + J. Osin(k27 fy)dt | =0 (2.7)
0l 1 1,
4 4

Die Fourier-Reihe der Rechteckfolge lautet damit:

z(t) = A + %cos(z—ﬂ)t - %003(3 2—7T)t + %cos@ 2—W)t + ... (2.8)
2 7 Ty 3T 1, o 1y

Aus der Korrespondenztabelle fir die komplexe Exponentialschwingung erhalt man

e_jzﬂ-f;)t o—e 5(f + fy)

(2.9)
Durch Anwendung der Eulersche Formel folgt
cos(2mfyt) = %{eﬂm‘bt + e—j27Tf0t} (2.10)
Ergibt sich die Fourier-Transformierte der Cosinus-Funktion
cos(2rt) o—e %[5(f+ )+~ )] o1
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Die Fourier-Reihe eines periodischen Rechtecks lautet somit:

X(0) = S[80]+ 2[00+ )+ 6 - fp)] -5

™

[5(f+3f0)+5(f—3f0)]+.. (2.12)

Die Abbildung 5 zeigt die Fourier-Transformation der periodischen Rechteckfunktion.

A
<“— > .
A \
\
X
;= \\ f
> . o »
T
—» T, /2 —

Abbildung 5: Fourier-Transformation der periodischen Rechteckwelle

Auch aperiodische Vorgange kann man in harmonische Schwingungen zerlegen. Dazu

wird die Rechteckfunktion schrittweise zu einem einzelnen Rechteckimpuls verandert.

Wenn sich die Periode 7 bis Unendlich vergréRert, wird die Grundfrequenz f; gleich 0.

Dann wird das Spektrum eine kontinuierliche Funktion (siehe Abbildung 6).

|70 T, )
e
t = f
A X(f)
AT
h0 T f

Abbildung 6: Fourier-Transformation des Rechteckimpulses
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Die Fourier-Transformation von aperiodischen Funktionen im Zeitbereich ergibt kontinu-

ierliche Spektren im Frequenzbereich (und umgekehrt).

Als Beispiel wird hier ein beliebiges Signal genommen und X (f) steht fir das Fourier-

transformierte Spektrum. Darin ist fg Grenzfrequenz bzw. Bandbreite des Signals z(t)

mit X(f)=0, |f|>fg.

1X()
x(t)

f 5 f

Abbildung 7: FT eines beliebigen Signals

Aber die Transformation eines zeitdiskreten Signals g mithilfe der Fourier-
Transformation ist fast unmdglich, weil ein zeitdiskretes Signal nur aus verschiedenen
diskreten Werten besteht. Das abgetastete zeitdiskrete Signal . wird in den Frequenz-

bereich transformiert, indem man den Multiplikationssatz der Fourier-Transformation

anwendet. Der Multiplikationssatz lautet:

z(t) - y(t) = 2(t) o—e X(f)*xY(f)=Z(f) (2.13)

Wie bei der idealen Abtastung schon erklart, wird die Abtastung durch Multiplikation des
zeitkontinuierlichen Signals mit Dirac-impulsen realisiert. Deswegen ist die Fourier-
Transformierte eines abgetasteten Signals laut dem Multiplikationssatz die Faltung zwi-

schen dem Spektrum X(f) des zeitkontinuierlichen Signals und den Dirac-impulsen im

Frequenzbereich.

Fir eine periodische Funktion gibt es zwei Bedingungen, mit denen man die periodische

Funktion z(t) in komplexer Fourier-Reihendarstellung beschreiben kann. Die erste Be-
dingung ist, dass das Zeitintervall (0, 7") sich in endliche viele Teilintervalle zerlegen
lasst, in denen z(t) stetig und monoton ist. Zweitens: Ist bei ¢ = 7 eine Unstetigkeitsstel-

le, so existieren der rechtseitige z(7+) und linkeseitige Grenzwert z(7—), damit gilt:
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© , T .
S X, -eRemht :%j 2(1) - e IR2Tft gy (2.14)

k=—o0 0

+00
Die Dirac-impulse p(t)= Z 0(t —kTy) genigen den beiden Bedingungen und die

n=—00

komplexe Fourier-Reihe lasst sich wie folgt beschreiben:

Z 5(t - kTy) = Z X, - eIt (2.15)
k=—00
T,
2 - 1
Xp=m | o()-e M A= (2.16)
Iy T,
2

Das Spektrum eines periodischen Signals kann auch direkt aus der Fourier-

Reihendarstellung ermittelt werden:

0 .
- ¥ wpe”Momex(= 3o

Daraus ergibt sich das Spektrum der Dirac-impulse:

+00 1 +00

p(t)="> 8(t-nT) o—e P(f)=? > 6(f—T£)

o =0 A (2.18)

Zusammenfassend kann man sagen, dass die periodischen Dirac-impulse im Zeitbereich
zu einer periodischen Impulsfolge im Frequenzbereich transformiert werden. Die grafi-

sche Darstellung erfolgt in Abbildung 8.

Abbildung 8: FT der Dirac-Impulsfolge
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Laut Multiplikationssatz werden die periodische Impulsfolge und das transformierte Sig-

nal im Frequenzbereich gefaltet, um das Spektrum des abgetasteten Signals X 4(f) zu

erhalten. Nach der Faltung der beiden Spektren sieht man in der Abbildung 9, dass das

Spektrum des abgetasteten Signals die Summe der um k-fA verschobenen ,Ko-

pien“ X(f —k- f4) des Spektrums X(f) des zeitkontinuierlichen Signals z(t) ist.

X(f) P(f) X
-ty |t f ) o f “f 2 £ Ty
fA_fa fA+f(1

Abbildung 9: Faltung im Frequenzbereich

Man erkennt, dass dieses Spektrum eine periodische Funktion ist (Periode ist gleich der

Abtastungsfrequenz f4). Das Spektrum im Bereich von —fg bis fg ist identisch mit

dem Spektrum des zeitkontinuierlichen Signals z(t¢). Das heif3t, das Spektrum zwischen

—fg und fg enthalt die vollen und identischen Informationen wie das zeitkontinuierliche

Signal. Dabei ist lediglich ein Tiefpass -Filter einzusetzen, damit die anderen spektralen-
Anteile herausgefiltert werden kénnen. Aber bevor das Filter eingesetzt wird, muss noch
bertcksichtigt werden, dass sich die periodisch wiederkehrenden Spektren nicht Uber-

lappen, damit das abgetastete Signal fehlerfrei rekonstruiert werden kann. Es gilt:
fA‘ngfg :>fA22fg (2.19)

Diese Bedingung wird als Abtasttheorem bezeichnet.

Quelle: [11] Seite 3-7, [4] Seite 44-45

2.2.3 Aliasingeffekt

Im Kapitel 2.2.2 wurde gezeigt, dass es flr die Abtastung eine Beschrankung f4 > 2fg

gibt. Wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist, wird das Signal z(¢) aus z 4(¢) auf Grund

der Spektralanteil-Uberschneidung der periodischen Wiederholung X(f—kfq) nicht
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fehlerfrei rekonstruiert. Diese Situation wird als Aliasingeffekt bezeichnet. Im Folgenden

wird der Aliasingeffekt mithilfe einiger Beispiele genau erlautert.
Hier ein Beispiel:

Beispielsweise liegt die Abtastungsfrequenz bei 4kHz, Eingangssignale sind drei ver-
schiedene Cosinus-Signale, die von einem Generator geliefert werden. Mit der Glei-

chung (1.11) aus Kapitel 2.2.2 kann die Fourier-Transformierte ermittelt werden

1. Cosinus Signal aus Generator: z(t) = cos(27 - 100Hz - t) mit f, =100Hz, Tiefpass

Grenzfrequenz fg =200Hz . (Bedingung f4 > 2fg ist erfillt.)
Das Spektrum des Cosinus-Signals cos(27 - 100Hz - t) lautet:

X(f) =%[5(f+’|OOHZ)+6(f—1OOI-|Z)]. Das Spektrum des abgetasteten Cosinus-Signals

ist in Abbildung 10 dargestelit.

X(f) 4
0,55(f + fo)| 0.55(f - )

| , | | >
—4,1kHz -3,9kHz 100Hz | 100Hz 3,9kHz  4,1kHz f

Abbildung 10: Spektrum eines abgetasteten Cosinus mit fo =100Hz

Nun wird ein Tiefpass-Filter verwendetet, um das Signal herauszufiltern. Die Grenzfre-

quenz fir das Tiefpass-Filter betragt fg = 200Hz . Deswegen ist die noch verbleibende

positive Frequenz 100Hz, das heilt: feingang = fausgang = 100HZ (fehlerfrei rekonstru-

iert).

2. Cosinus-Signal aus Generator: z(t) = cos(27 - 1,8kHz - t) mit f; =1,8kHz, Tiefpass
Grenzfrequenz fg =2kHz. (fq 2 2fg)

Wenn die Eingangsfrequenz f; = 1,8kHz ist, dann sieht das Spektrum des abgetasteten

Signals wie in Abbildung 11 aus:
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0,55(f + fy) 0,56(f - /o)

>
-5,8kHz -2,2kHz —1,8kHz 1,8kHz 2,2kHz 5,8kHz f

Abbildung 11: Spektrum eines abgetasteten Cosinus mit f, = 1,8kHz

Nach dem Tiefpass-Filter mit fg = 2kHz ist die Frequenz des Ausgangssignal 1,8kHz.

In diesem Fall: feingang = fausgang = 1 8kHz (fehlerfrei rekonstruiert).

3. Cosinus-Signal aus Generator: z(t) = cos(2r - 3,8kHz - t) mit f; =3,8kHz , Tief-

pass Grenzfrequenz fg =4kHz. (fyq < 2fg)

Die grafische Darstellung des Spektrums des abgetasteten Cosinus Signal mit

Jo = 3,8kHz erfolgt in Abbildung 12.

X5t
0,55(f + fy) 0,56(f - fo)

>
—4,2 kHz -3,8kHz —200kHz|200Hz 3,8kHz  4,2kHz f

Abbildung 12: Spektrum eines abgetasteten Cosinus mit f, =3, 8kHz

Man erkennt, dass es zwei positive Frequenzen 200Hz und 3,8kHz = (4kHz- 200Hz)
unter der Grenzfrequenz des Tiefpasses gibt. In diesem Fall tritt der Aliasingeffekt auf

(nicht fehlerfrei rekonstruiert).

Quelle: [7] Seite 4-8
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2.2.4 Anti-Aliasing

Zur Vermeidung von Aliasing-Effekten gibt es verschiedene Vorgehensmdglichkeiten,
z.B: Erhéhen der Abtastfrequenz, unregelmafige Abtastabstidnde und Tiefpassfilterung.

Diese Verfahren werden nun genauer erlautert.
1. Erhéhung der Abtastungsfrequenz

Da Aliasing ausschlieBlich auftrifft, wenn die Abtastfrequenz kleiner als zweimal Grenz-
frequenz des Eingangssignals ist, kann man einfach die Abtastungsfrequenz erhéhen,

damit diese Bedingung des Abtasttheorems erfllt ist.
2. Tiefpassfilter

Tiefpassfilter sind Filter, die Signalanteile mit Frequenzen oberhalb einer gewissen Fre-
quenz stark abschwachen, wahrend sie Anteile mit niedriger Frequenz annadhernd unge-
dampft passieren lassen. Hierdurch wird also das Eingangssignal in einem bestimmten
Grenzfrequenzbereich gefiltert, was die Erfullung des Abtasttheorems bei der eigentli-

chen Abtastung vereinfacht.

Quelle: [7] Seite 8-10

2.3 z-Transformation

2.3.1 Einfuhrung in die z-Transformation

Wenn man einen dynamischen Vorgang, die Ubertragungsfunktion eins Netzwerks oder
die Stabilitdt eines Systems analysieren will, kommt normalerweise die Laplace-
Transformation zum Einsatz. Die Laplace-Transformierte und die inverse Laplace-

Transformierte werden damit folgendermafRlen definiert.

Definition (Laplace-Transformierte und inverse Laplace-Transformierte)

0
LT: X(s)= J.x(t)-e_‘gtdt, s=c+jweC
0 1 0+ jo0 (2.20)
Lt z(t) = — I X(s)-eStds
27y .
O-—]OO
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Dabei muss der Integrationsweg von s im Konvergenzbereich liegen.

Die Laplace-Korrespondenz von z(t) wird gekennzeichnet als:

z(t) o—e X(s) (2.21)
Die mathematische Beschreibung des abgetasteten Signals lautet:
Die Laplace-Transformation des abgetasteten Signals ist:
0 400 00 —+00
Xp()=[ > alk]-6(t—k-Ty)-e e =" afk] [ 8t —k-Ty)-e dt
0 k=0 k=0 0 (2.22)
< —skT
= z k] e shedy
k=0

Mit dieser Gleichung kann die zeitdiskrete Laplace-Transformation der Folge z[n] defi-

niert werden:

Definition (zeitdiskrete Laplace-Transformation)
< —s-k-T

X(s)= Zx[k] e TR (T, ist die Abtastperiode) (2.23)
0

Dann wird folgendes gemacht, um diese Formel zu vereinfachen:

—s-k-T 1 1 1 1 _
es. . 4 (es. 4 ) es. 4 z
Das heildt: eS'TA wird durch z ersetzt, diesen Vorgang nennt man z-Transformation.

Definition (z-Transformation)

o0

X(2)= Zx[k] . z_k, zeC (2.25)
0

Die z-Transformierte von x[k] wird gekennzeichnet als:

2[k] o—e X(2) (2.26)
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Zusammenfassung:

Die Laplace-Transformation ist ein mathematisches Verfahren der Systemtheorie zur
Behandlung und Berechnung von kontinuierlichen Signalen und linea-

ren zeitinvarianten dynamischen Systemen.

Die z-Transformation ist ein mathematisches Verfahren der Systemtheorie zur Behand-
lung und Berechnung von Kontinuierlich abgetasteten Signalen und linea-
ren zeitinvarianten zeitdiskreten dynamischen Systemen. Ein zeitdiskretes dynamisches

System wird durch Differenzengleichungen oder die Z-Transformierte beschrieben.

Quelle: [4] Seite 325-326, Seite 334 und Seite 347.

2.3.2 Aliasingeffekt bei der z-Transformation

Es muss noch beachtet werden, dass s bei der Laplace-Transformation im Frequenzbe-

reich normalerweise mit s=o0+ jw, c =0 ersetzt wird ( w=2rf ). Bei der z-

Transformation ergibt sich dann: z =¢*% — ¢/®Li . Zur Vereinfachung wird

wT, = eingeflhrt. Die Z-Transformierte der Systemfunktion lautet damit fol-

gendermalden:
H(z)= H(j)=|H|-e/? (2.27)
Bei der z-Transformation gibt es als Vereinfachung: @ =wTy,T, ist die Abtast-

periode und wird als TA:fi(fA ist die Abtastfrequenz). Dann ergibt sich:
A

Q=wTy = wfi. Unter Berlcksichtigung des Abtasttheorems ergibt sich somit:
A

i—Zﬂ'f—A'iZTF. Das bedeutet, um Aliasingeffekte
max fA 2 fA

zu vermeiden, darf in der Praxis Q nur im Bereich zwischen 0 und = liegen.

2.3.3 Verschiebungssatz der z-Transformation

Der Verschiebungssatz der z-Transformation lautet:
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x(t) o—e X(s)

ts-,
z(t+t,) o—e X(s)-e7°0 (2.28)
Far ty = TA folgt:
(t+T,) X(s)-eT57T4
2(t+T,) o—e X(s)-€ (2.29)

Fir zeitdiskrete Signale bedeutet z(t+74) eine Verzégerung/zeitliche Verschiebung
um eine Periodendauer 74 von z(t). Im diesen Fall lautet der Verschiebungssatz:

T =2t +T,)) o—e X(2)- 2
* (2.30)

Der Verschiebungssatz der z-Transformation verdeutlicht, dass die Z-Transformierte von

1

1;._1 die Multiplikation von X(Z) und 2 ist. Wie bereits erwahnt ist z;._; zeitlich

eine Abtastperiode spater als Ty - Wenn man in der z-Transformation T1._1 beschreiben

will, kann man entweder z_l oder TA verwenden.

-1
L= ¢ [T+

Abbildung 13: Verschiebung in z-Transformation

Quelle: [4] Seite 357

2.3.4 Stabilitatsgrenze bei der z-Transformation

Ein LTI-System 2.0rdnung ist nur stabil, wenn die Realteile der Polstelle in der System-

funktion H(s) negativ sind, d.h. im Pol- und Nullstellen-Diagramm eines zeitkontinuierli-

chen Systems ist die Stabilitdtsgrenze Re{s} < 0. Im Kapitel 2.3.1 wurde definiert, dass
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es'TA bei der Laplace-Transformation z in der z-Transformation ersetzt. Deswegen gilt
auch:
=Ty <@L =15 2 <1 (2.31)

Gleichzeitig wird noch eine Abkirzung in der z-Transformation eingeflhrt. Die Abkur-

zung Iautet:w-TA = Q. Wenn man diese Abkirzung in z = eS'TA eingesetzt, dann

ergibt sich in der komplexen Schreibweise:

z = e]wTA = ejQ =cos) + jsin Q) (2.32)

Mit dieser Gleichung kann man sofort erkennen, dass z mit wachsendem Q einen Ein-
heitskreis bildet und die Stabilitdtsbedingung ist z < 1. Die Abbildung 14 stellt den Zu-

sammenhang grafisch dar.

Im {z}

Stabilitatsgrenze

iQ
\ z=e’

Abbildung 14: Stabilitatsgrenze in der z-Ebene

Quelle: [4] Seite 351 und 356.
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3 Zeitkontinuierliche Systeme

In diesem Kapitel werden einige zeitkontinuierliche Systeme mit Beispielen vorge-
stellt, z.B. RC-Tiefpass- und Bandpassfilter. Zu jedem Beispiel werden als erstens
das Zeitverhalten und danach das Frequenzverhalten erklart. Zum Schluss wird der

Zusammenhang zwischen Zeit- und Frequenzverhalten erldutert.

3.1 RC-Tiefpass

Ein Tiefpass ist eine Schaltung, die tiefe Frequenzen unverandert Ubertragt und bei
hohen Frequenzen eine Abschwachung und Phasen-Nacheilung bewirkt. Abbildung

15 zeigt die einfachste Schaltung eines RC-Tiefpasses.

u() ) C |== | w®

O

Abbildung 15: RC-Tiefpass

3.1.1 Beschreibung des Zeitverhaltens

Die Beschreibung elektrischer Systeme erfolgt unter anderem tber mathematische
Gleichungen fir die beteiligten passiven Bauelemente. Tabelle 1 stellt die Bauele-

mente-Gleichung fur Widerstand, Kapazitat und Induktivitdt zusammen.

Bauelemente Bauelement-Gleichung
Widerstand ux(t) =R-ig(t , ugr (¢
Kapazitat t , du,
“C(t):%' J- ic(T)dT ZC(t):C'd_tC
. di t

Tabelle 1:Bauelemente-Gleichung
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Mithilfe der Knotenregel ergibt sich:

%1“2“)_@“):0 (3.1)

In der Tabelle steht die mathematische Beschreibung der Kapazitat. Mit

d
ic =4(t)=C- (;LtC =C- d"szt(t) folgt daraus die Differentialgleichung:

w(t) = up(£) + Ry -C-d“st(t) (3.2)

Mit der Zeitkonstanten 7 = R4 - Cfolgt:

() = (1) + 7 (1) (33)

Mit der DGL kann die Sprungantwort des RC-Tiefpass berechnet werden. Die L6-

sung besteht aus einem homogenen und einem inhomogenen Teil. Um den homo-

genen Teil zu erhalten, muss u4(¢) gleich null gesetzt werden.

up(t)+ Ry .c-%zo (3.4)

Mit dem allgemeinen Ansatz uy(t)=A- e>‘t erhalt man die homogene Lésung der

DGL:

ANy A Moo
= (r A A t-o

=>7-A+1= (3.5)
1

> A=——
T 1

Eine partikulare Losung der DGL erhalt man fir ¢ — oo, denn dann flie3t in den
Kondensator kein Strom mehr (i=0), d.h. der Kondensator ist vollstandig aufgela-

denur =0 — uy(t) = un(?).

Damit hat man die allgemeine Lésung:
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{
us(t) =uy+A-e 7

(3.6)

Fur ¢ =, , d.h. der Kondensator ist noch nicht geladen (uc = up = 0), erhalt man

somit:
_l
“2(to)=0=u1t+A'e T (3.7)
-0
=>A=-u4-e 7T
Damit lautet die gesamte Losung der DGL.:
io ot to—t
Un(t) =uqg—uq-e7 e T =u(1—e T )
2 1™ Lt 1 (3.8)
uy(t) =uy(1—-e 7 )
Die grafische Beschreibung der Sprungantwort erfolgt in Abbildung 16.
A ’U,(t)
. w(t)
u,(¢)
"
Abbildung 16: Sprungantwort eines Tiefpasses
Quelle: [3] Kapitel Zeitkontinuierliches Signal, [5] Kapitel RC Sprungantwort
3.1.2 Eigenschaft eines RC-Tiefpass im Zeitbereich
Wie im Kapitel 3.1.1 schon erwahnt lautet die DGL eines RC-Tiefpasses:
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Wenn man die Systemfunktion eines Netzwerkes herleiten will, kommt normaler-
weise die Laplace-Transformation zum Einsatz. Mithilfe der Laplace-Transformation

wird die DGL des RC-Tiefpasses in den Bildbereich transformiert.

Uy(s)+R-C-s-U,(s) =Uy(s)

(3.10)
Uy(s)-(1+ R-C-5)=U,(s)
Deshalb lautet die Systemfunktion des RC-Tiefpass:
1
U, (s
H(s):Uz()z S'Cl :1 IC R:1 1 (3.11)
1(8) R4 +s-C- +s-T
s-C

Um die Eigenschaften des RC-Tiefpasses zu untersuchen, wird ein Sagezahn-

Signal als Eingangsspannung ul(t) angenommen. Ein Sagezahn-Signal ist ein pe-
riodisches Signal mit der Periode 2¢,. Die mathematische Beschreibung des Sage-

zahn-Signals mit ¢, = 50us ist:

—f <t<t (3.12)

v

bl 4

Abbildung 17: Sagezahn-Signal

Laut Korrespondenztafel ist die Laplace-Transformierte U, (s) =

Berechnung zu vereinfachen, wird

als k bezeichnet. Nun kann man U, (s)
00us

mit Hilfe der Ubertragungsfunktion berechnen:
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k1 Kk (3.13)
g2 1+s:7 82(1+3-r)

Uy(s) = Uy(s)- H(s) =

Bei der Laplace-Transformation wird s = j27f gesetzt. Bei hohen Frequenzen

kann man 1 im Nenner vernachlassigen, d.h. bei hohen Frequenzen in RC-Tiefpass

lautet das Ausgangssignal im Bildbereich:

Uy (s) = —— (3.14)

3
2 s (3.15)

Mithilfe der Korrespondenz wird das Ausgangssignal im Zeitbereich ermittelt:

uz(t):lt2.5: vV 1 g2 2V 1 42
2 7 100us 20KQ-10nF 100us \% A-s
20K—-10n—— (3.16)
A \Y
v 11

t2 =50s72-10% . 2

" 100us 200us 2

Bei ¢, = 50us ist der Wert des Ausgangssignals u, (¢, = 50us) = 0.125V=125mV .

Abbildung 18 zeigt die grafische Darstellung.

50us t

Abbildung 18: Systemantwort auf Sdgezahn-Signal am Eingang
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Am Beispiel mit einem Eingangs-Sagezahn-Signal sieht man, dass eine Gerade

y = kt bei hohen Frequenzen durch das zeitkontinuierliche RC-Tiefpass-System in

eine Parabel y = 2 umgewandelt wird. In der Mathematik wird diese ,Umwand-

lung® als Integration bezeichnet. Zusammenfassend kann man sagen, dass ein RC-

Tiefpass im Zeitverhalten flr hohen Frequenzen wie ein Integrator funktioniert.

3.1.3 Realistische Impulsantwort und Dachabfall

Die Impulsfunktion besteht aus einem Nadelimpuls &(¢) mit der Flache 1, den man

als Dirac-Impuls bezeichnet. Die Definition des Dirac-Impulses ist:

oo fuert =0

~ 0 fuer sonst’ Ié(t)dt =1 (317)

/Flache =1

Abbildung 19: Dirac-Impuls

Die Antwort eines LTI Systems auf Erregung mit der Impulsfunktion &(t) ist die Im-

pulsantwort h(t) . Die Berechnung der Impulsantwort beim RC-Tiefpass System ist:

() = aft) *h(t) = 5(t) * h(t) = h(t) = LT~ (H(s)) = LT [ L ] - % e 7-off)
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Abbildung 20: Impulsantwort eines RC-Tiefpasses

Die Erzeugung einer Impulsfunktion, deren Amplitude unendlich ist, ist unméglich. In
diesem Fall wird der Dirac-Impuls durch eine Rechteckfunktion mit sehr kurzer Im-

pulsdauer ersetzt, damit man die Impulsantwort simulieren kann. Eine praktische

Anndherung an &(t) ware z.B.:
x(t) = 10V - (s(t) — s(t —100ns)) (3.19)

AS()

10V )
/Flache =AV- tz.

>
t. = 100ns t

Abbildung 21: Praktische realisierte Impulsfunktion

Die ,realistische” Impulsantwort ist eigentlich eine Subtraktion von um ti zeitver-
schobene zwei Sprungantworten. Die Sprungantwort a(t) ist die Antwort eines LTI

Systems auf Erregung mit der Sprungfunktion s(t).

t t—100ns
y(t) =10V -(a(t) —a(t —100ns)) =10V-| (1-e T)-s(t)-(1-e T )-s(t—100ns)

(3.20)
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100ns t

Abbildung 22: Impulsantwort in der Praxis

Aber die Impulszeit 100ns ist so kurz, dass das System auf die Sprungfunktion gar
nicht reagieren kann. Deshalb ist die oben geschriebene Impulsantwort nicht korrekt.
(Abbildung 22)

In der Theorie wird bei Sprungfunktion und Sprungantwort keine Maleinheit ange-

geben. Die Impulsfunktion hat theoretisch immer eine Flache 1. Fir die Impulsant-

t
T 1 1

1
ort h(t)=—-¢ 7 -s(t) ist die Maleinheit ——=—.
w ()Te s(t) ist di i Ix.ﬁs
AV
Im Gegensatz dazu muss in der Praxis eine Spannung fur die Sprung- und Impuls-
funktion angenommen werden. In der Praxis sehen die Sprung- und Impulsfunktion

SO aus:

s(t)= A-s(t), S(t)=A-t;-5(t) (3.21)

Abbildung 23: Praktische Sprung- und Impulsfunktion mit MaBeinheit
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3.1.4 RC-Tiefpass im Frequenzbereich

Die Systemfunktion des RC-Tiefpasses (siehe Abbildung 15) lautet:

1

1 1

H(s) = __s-C _ = 3.22
Q Uy(s) R4 1 l+s-C-R 1+4s-7 (3.22)
s-C

In komplexer Schreibweise schreibt man:

H(s) = H(jw) = 1+ju11-RC - \/H(:}Rc)z _ej-(—arctan(wRC)) (3.23)

Durch Zerlegung gemaR H(s) = ‘H‘ . ej(p erhalt man den Frequenzgang des Be-

trags und der Phasenverschiebung:

|H(jw)| = ; ¢ = -arctanwRC (3.24)
1+ (wRC)?

A(w)/dB = 2010g£m] = 2010g( 1+(wRO)2 ], ¢ = -arctanwRC  (3.25)

Die beide Kurvenverlaufe sind in Abbildung 24 dargestellt.

dB Amplitude

0 1

10 7

20 1

-30

-40

-50 1

60 .3 2 -1 0 1 2 3 H
10 10 10 10 10 10 10 Mz

degree Phase

O |

-10

-20 1

-30 1

-40

50 1

-60

70

-80

90 .3 2 -1 0 1 2 34
10 10 10 10 10 10 10 Mz

Abbildung 24: Bode-Diagramm eines Tiefpasses
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Zur Berechnung der 3 dB-Grenzfrequenz setzt man den Frequenzgang des Betrags
1

N

|H(jw) = ——o—=—F (3.26)
1+ (wgRC)? V2

Dann lautet die Grenzfrequenz fg:

gleich

1 1

=—w = 3.27
fg 27z 9  2zRC ( )

Die Phasenverschiebung betragt bei dieser Frequenz nach dem Frequenzgang

¢=-45°. Zusammenfassend kann man sagen:

1. Beitiefen Frequenzen f <« fg ist |H(jw)| =1=0dB

2. Bei hohen Frequenzen f > fg gilt |H(jw)| :%C’ d.h. die Verstarkung ist um-
w

gekehrt proportional zur Frequenz. Bei einer Verzehnfachung der Frequenz ver-
ringert sich die Verstarkung demnach um den Faktor 10, d.h. sie nimmt mit 20dB

pro Dekade bzw. 6dB pro Oktave ab. Die grafische Darstellung erfolgt in Abbil-
dung 25.

1
3. Bei f=fy ist |H(jw)| = 5 -3dB
Cekade Dekade
dB iy Oktawve
I:I - b - . h
-10+ -3dB —X
—15,7 dB

_2|:|_

_3|:|_
t=———— Durchlassbereich —————=+

- 35,7 dB
_5|:|_
55,7 dB

-60 T T f
1Hz 10Hz 100Hz 1kHz 10kHz 100 kHz
Dampfungsmaf: © dB / Oktave 20 dB / Dekade

Abbildung 25: Betrags-Frequenzgang des Betrags

Quelle: [1] Seite 9-13
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3.2 RC-Hochpass

Ein Hochpass ist eine Schaltung, die hohe Frequenz unverandert tbertragt und bei
tiefen Frequenzen eine Abschwachung und Phasenvoreilung bewirkt. Die einfachste

Schaltung eines RC-Hochpasses zeigt Abbildung 26.

Uc .
I z’a
(o, I I - 4 > O
C, 3 |
u(1)) | @)
\ EA
o ® -0

Abbildung 26: RC-Hochpass

3.2.1 DGL und Sprungantwort im Zeitbereich

Die Maschengleichung des RC-Hochpasses liefert: u;(t) = uy(t)+uc(t). Fir den

t
Kondensator gilt: uC(t):éjiC(t)dt. Mit g () = UZR( ) und g () =ic(t) entsteht

die Gleichung:

ul(t)zéj%(t)dtmz(t):Ricjuz(t)dtmz(t) (3.28)

Mit 7 = RC und differenzieren ergibt sich die DGL zu:

up(t)+7-up(t)=17-u(t) (3.29)

Die Loésung der Sprungantwort des RC-Hochpasses im Zeitbereich besteht aus ei-
ner homogenen und einer speziellen Loésung. Fir die homogene Ldsung wird die

rechte Seite der DGL, die sogenannte Sprungfunktion, zu 0 gesetzt.

uz(t)—i-r-uz.(t): 0 (3.30)
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Nun wird ein exponentieller Ansatz “Zhomogen(t): K-e_’“, K: Konstant in diese

1
Gleichung eingesetzt, und man erhalt: 4 =—.
T

t
uhomogen (t)=K-e T, K: Konstante, 7=RC (3.31)

Die spezielle Lésung wird aus einem speziellen Systemzustand gewonnen, in dem
t — o geht und der Kondensator im RC-Hochpass voéllig aufgeladen ist, d.h. der
Strom und die Spannung am Widerstand sind alle zu 0 gesetzt. Deswegen lautet in

diesem Zustand die spezielle Losung:

wspeziell () = v (t > ) = uR ( > ) =0V (3.32)

Die Konstante K der homogenen Loésung berechnet sich aus einer Anfangsbedin-
gung, z.B. wenn die Zeit ¢ =0 ist, beginnt sich der Kondensator aufzuladen, des-
wegen ist die Spannung am Kondensator bei t =0 gleich 0. Mit dem ,Wert“ der

Sprungfunktion gleich U hat man:

uy(t=0)=Ke? = Uy =K = Uy (3.33)
Zusammengefasst lautet die Sprungantwort des RC-Hochpasses:

t
u2(t) = uahomogen (t) + U2speziell () = Uge 7 (3.34)

Quelle: [1] Seite 14-17

3.2.2 Eigenschaften im Zeitbereich

Die DGL des RC-Hochpasses lautet:

uy(t)+7-up(t)=7-1(t) (3.35)
Mit der Laplace-Transformation wird die DGL in den Frequenzbereich transformiert:

Uy (s)+7sUr(s) =zsUj(s) (3.36)
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Die Systemfunktion des RC-Hochpasses lautet:

_Uy(s) s
His)= Uy (s) 1+7s (3:37)

Um die Eigenschaften des RC-Hochpasses im Zeitbereich zu untersuchen, wird ein
Testsignal als Eingangssignal in das Hochpass-System gegeben. Beim Hochpass
wird wie beim Tiefpass ein Sdgezahn-Signal genommen, die mathematische Glei-

chung des periodischen Sage-Signals ist:

—t. <t<t (3.38)

Die grafische Beschreibung sieht man wieder in der Abbildung 16. Laut Korrespon-

denz der Laplace-Transformation ist U, (s) =

L Um die Berechnung zu
100us (2

vereinfachen, wird als k bezeichnet. Nun kann man Uz(s) mit der System-

00us

funktion herleiten:

kK sz __kz __K (3.39)
2 . . '
2 l+s-t s(l+s-7) s(l+s)

T

Bei der Laplace-Transformation wird s durch jw ersetzt. In der RC-Hochpass-

Schaltung ist die Zeitkonstante r hundert Mikrosekunde. Das bedeutet, der Kehr-

wert von der Zeitkonstante ist so grof3, dass man s bei Niederfrequenz einfach ver-

nachlassigen kann. Nach der Vernachlassigung sieht U2(3> SO aus:

U, (s) = Kk _kr (3.40)

1
—-8
T
1
In der Laplace-Transformation entspricht — im Frequenzbereich der Sprungfunktion
S

s(t) im Zeitbereich. Laut dieser Korrespondenz ist das Ausgangssignal im Zeitbe-

reich:

uy(t)=kr-s(t) (3.41)
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kz

Abbildung 27: Systemantwort auf von Sdagezahn-Signal am Hochpass-Eingang

Das Beispiel mit einem Sagezahn-Signal am RC-Hochpass-Eingang hat schon ver-

deutlicht, dass eine niederfrequente lineare Funktion beim RC-Hochpass eine kon-

stante Funktion am Ausgang zur Folge hat. In der Mathematik wird das als Differen-

tiation beschrieben. Zusammenfassend kann man sagen, dass ein RC-Hochpass-

System bei tiefen Frequenz als Differenzier-Glied fungiert.

3.2.3 Frequenzverhalten des RC-Hochpasses

Der Frequenzgang der Verstarkung und der Phasenverschiebung wird wieder aus

der komplexen Schreibweise Uber die Systemfunktion hergeleitet:

1
; jarctan—
Tjuw 1 1 Joey

—+1 1+ 12
TIjw (wr)

H(7 = =
(jw) l+zjw 1

Daraus ergibt sich der Amplituden- und Phasengang im Frequenzbereich:

|H(jw)| =, = arctanL
1 wr

1 1
—_— |, = arctan —
(wz_)z ¢ wr

A(w)/ dB =20log (m] =20log| [1+

(3.42)

(3.43)

(3.44)

Die beiden Frequenzverlaufe sind in Abbildung 28 dargestellt. Fur die Grenzfre-

quenz gilt genau wie beim Tiefpass.

1
27RC

g =

(3.45)
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s B < nl2p

:

g =)

S -20f G /4

c w

QD 1]

o =

2 a

£ 40 0

< i ‘ .
10 100 1000 10000 10 100 1000 10000

Kreisfrequenz o / rad/s Kreisfrequenz o / rad/s

Abbildung 28: Bode-Diagramm des RC-Hochpasses
Aus Abbildung 28 ergeben sich folgende Schlussfolgerungen:
1. Bei hohen Frequenzen f > fg ist |H(jw)|=1=0dB

2. Bei tiefen Frequenzen f < fg gilt |H(jw)|=wRC, d.h. die Verstarkung ist um-

gekehrt proportional zur Frequenz. Die Steigerung betragt laut Amplitudengang
in Abbildung 28 also +20dB pro Dekade bzw. +6dB pro Oktave

3. Bei f= fy istwie beim Tiefpass |H(jw)| =—==-3dB

sl

Quelle: [1] Seite 14-17

3.3 System 2. Ordnung Bandpass-Filter

Als Bandpass-Filter wird ein System bezeichnet, welches nur Signale in einem be-
stimmten Frequenzband passieren lasst. Andere Signale, deren Frequenzen entwe-
der oberhalb oder unterhalb des beschrankten Frequenzbereiches sind, werden
gesperrt und abgeschwacht. In diesem Abschnitt wird ein System 2.0rdnung, ein
Bandpass-Filter in Form einer Sallen-Key-Schaltung (Abbildung 29) eingeflihrt, um

die Eigenschaften eines Bandpasses zu analysieren.
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Abbildung 29: Sallen-Key-Bandpass-Schaltung

3.3.1 Systemfunktion

Die Sallen-Key-Schaltung aus Abbildung 29 kann man mit einer DGL nicht einfach

beschreiben. Um die Systemfunktion der Sallen-Key-Schaltung zu erhalten, werden

3 Methoden vorgestellt.

1. Gerichtete Graphen

Beim gerichteten Graphen wird die ganze Schaltung unter Zuhilfenahme von Knoten

und Linien vereinfacht, siehe Abbildung 30.

H2

o—»5_ 50

U1s) H1 Ux(s) V U2(s)

Abbildung 30: Gerichtete Graphen

Damit ergibt sich:

Uy(s)=v-[Uy(s)- Hy + Hy(s)- H,]

Uy(s)-(1=v-Hy) = Uy(s)- Hy - v (3.46)
H(s) = Uy (s) _ Hy-v
Uys) 1-v-H,
U,(s)=H|-U(s)+ Hy - Uy(s)
wenn U(s) =0 wenn U, (s) =0 (3.47)
U,(s)=Hy -U,(s) U,(s)=H-U(s)
H,y = Uy () (U,(s) = 0) H, = Uy (8 (U,(s) = 0)
Uy(s) Uy(s)
34
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Netzwerk flr Hl ; Netzwerk flr H2 ;

v} == / R2  R3 ] V2| c1== / T Ux}

Abbildung 31: Netzwerke

In der Abbildung 31 kann man sehen, dass die Netzwerke von H;(s) und Hy(s)

die gleiche Struktur haben. Nur R; und R, sind umgekehrt (R} < R, ), d.h. wenn

die eine Systemfunktion bestimmt wird, erhalt man die andere ebenfalls durch Ver-

tauschen.

Bestimmung von H,(s):

C2
ol e

C1l / R2 R3 l

Abbildung 32: Netzwerk fir H1
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m Ul
1
1 1 sCy
1 270 1
- 1 1 1
}{24-L 802 Rz'i‘T 5 2
SCI Rl+ 31 1
Base I
L)
Ry +—— 2
2 801
(3.48)
1
1
Byt g
SCI
250, 1 2 50y ]
Ry -( 11 +(R3+SCZ))+ 11 (R +@)
RQJFE Rz+E
(3.49)
H(S)— 2 3 SCI
: Ri-Ry-—L +(R -R +i).(R UL S S B
1 2 SCl 1 3 802 2 SCI 2 801 3 802
(3.50)
Hy(s)

(3.51)
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Zur Vereinfachung:

2
(3.52)

Re-R.-C
Hl(s)zs i) Z3 2 (3.53)

Wie bereits erwahnt, kann man sofort die Systemfunktion von H2(5> herleiten:

s R -Ry-C
Hy(s) = 1Z3 2 (3.54)

2. Matrix-Parameter

Mit Matrix-Parametern kann man Folgendes formulieren:

Up=A41-Uy+4, -1

(3.55)
I} = Ay Uy +Ayy - I

Die 4 Ketten-Parameter:

(3.56)

Im Verfahren 1 wurde schon erklart, dass die Sallen-Key-Schaltung aus 2 Netzwer-

ken besteht. Die Netzwerke von H{(s) und H,(s) haben die gleiche Struktur, nur

R| und R, werden vertauscht. ( R & R, )
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Netzwerk H,(s):

Cl == / R2 R3 |

Abbildung 33: Netzwerk H1
Bei diesem Verfahren wird das Netzwerk Hl(s) in zwei Teile zerlegt.
R1
I
O O O
1
C1
u1) Ct _l_ R[] uv2| 1] rif] v2|

O O O

O

Abbildung 34: Zwei Teile der Netzwerke

Aus den beiden Graphen kann man die Ketten-Parameter der zwei Teilen ermitteln.

R~ -
2 SCI
R1+ 1
Ry +
Ay = 2L Z ) = G (3.57)
1 =7, G 1 :
2 sz
S Cl
1
Ry +
2 SC]
R -Ry + R ! + R !
1° 1° 2
_ SCI 501:R1%501+R1+R2 (358)
R, - 1 1)
SCI
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U
_ "1 —_0) —
I
Ry+—
Ayyry = — (I, =0) = = = (3.60)
21(1) U, 2 ] ] R
2 R, - R, - 2
2 SCl 801
1
Ry +
2 SCI
I
_ 1 _
U B+ 10 1+s-Cy-R
S- S. .
Ay = -1y =0) = 2 = 2
(1) U, R, 5-Cy- Ry
U 1
——1 = =
Aam) =7, (U3 =0) 0 (3.62)
I 1
——1 = = —
A21(H)—U2 (I =0) 7y
I
_ 1 _
Aoty = E(Uz =0)=
_ iy :
4 = 1+s-C) R, |
o (3.63)
1+802R3 1
$-Ch- R s-C
A(H): 21 3 2
— 1
1
Deswegen
_ ) _ RZ SCZR?) 802
Agesamt_A(I) A(H)_ 1+s-C|- Ry 1 .
1) Iy
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(3.64)

R1R2801+R1+R21+802R3+ﬁ

A =
11gesamt
Allgesamt
B A (3.65)
s Ry -0
U
1 . Igesamt :
Hy(s) = y weil Allgesamt = g—(12 = 0)ist. (3.66)
11gesamt 2gesamt
U
Und H(s) = —2esamt. (3.67)
Igesamt
s Ry -Ry-C
Hy(s) = —2 ZRS 2 (3.68)
s R -Ry-C
Hy(s) = —1 ;3 2 (3.69)
Systemfunktion H(s) = = (3.70)

Uy(s) _l—V-H2

H(s)= = (3.71)
1_V502R1R3 Z—V802R1R3
A
\%
H(s) =
Rl'Cl
) S
Ry +
52+s(1+1+1+1+v)+ 1+ 1
Oy OBy Cp-R Cy-By Cp-Ry C-Cy-By-Ry Iy
(3.72)
Zur Vereinfachung: Y _k (3.73)

Rl 'Cl
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1 1 1 1 v

+ + + + =q (3.74)
Ci By OBy Cp-B Cy-Ry C-Ry
R +R
, 12 = q, (3.75)
CI'CZ'RI'RZ'R3
Zusammenfassung fur die Systemfunktion:
H(s)=k- i mit (3.76)
52 + (Il - S+ ao
k=—y (3.77)
Rl * Cl
a = L S L , (3.78)
Cp-By OG-l OB Cy-By Ry
R +R
12 (3.79)

(ZO =
Cp-Cy By -1y - Iy
3. Knotenpunkt-Verfahren

Das Knotenpunkte-Verfahren wurde schon in der Praxismodul-Arbeit erlautert und

die genauen Berechnungen werden deshalb nur im Anhang dargestellt.

3.3.2 Messtechnische Bestimmung der PN-Daten (o, und w, )

Fir die Sallen-Key-Schaltung wird angenommen:

v=+3.LR =R =R =100k( C=1.5nF, R, =33.1k€) 33.3k() 50kC) 120kC) 170k} 183kC

Durch Umformung der Systemfunktion kénnen die Extremwerte ermittelt werden.

> H(jw) =k - (3.80)
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a
Bei der Frequenz, bei der (w——o]:o ist, wird ‘H(jw)‘ maximal und

w
Jao

2.

der Fall. Im Maximum ist dann

arg(H(jw)) =0 . Das ist bei fi\ =

‘H(Jw)‘ = — . Somit kénnen alle Zahlenwerte fir alle Widerstande ausgerechnet
a
1

werden und in Tabelle 2 werden alle berechneten Zahlenwerte aufgelistet.

R3 /Q 33,1k 33,3k 50k 120k 170k

o, / Hz -14,64k/- | -16,3k -9,66k | -1,88k | -0,254k
18,02k

w, / Hz - - 9,18k 8,39 | 7,23k
g |_ 0,627 0,633 1,07 5,47 40,53

MAX |~

\/CT 2,6k 2,59k 2,12k 1,37k | 1,15k
fMAX = Tﬁu/ Hz

alt), . 0462 | 0465 | 069 | 177 | 27
bei ¢t / ms 0,0609 0,061 0,083 0,16 0,212

Tabelle 2: Zahlenwerte der KenngréRBen des Frequenzverhaltens bei verschiedenen
Widerstianden

Fir die Stabilitdt der Sallen-Key-Bandpass-Schaltung gibt es bei der Sprungantwort
fur diese Schaltung verschiedene Falle. Die genaue Berechnung der Sprungantwor-

ten a(t) wird schon in der Praxisarbeit vorgestellt (sieche Anhang). Fir

Ry > 33,3kOhm ergeben sich zwei einfache konjugiert komplexe Pole (der Oszilla-

tionsfall). Im PN-Diagramm Sp =0y + ja)x liegen die zwei Polstellen in der linken

Halfte der s-Ebene. Die Sprungantwort «a(t) fur diesen Fall ist:

a(t) = K ot -sin(w,t) (Abbildung 35). (3.81)
w

X
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I F
1

Periodendauer

Sprungantwort hit)

T

L S

feait i

Abbildung 35: Sprungantwort a(t) des Bandpasses

Um die PN-Daten (o und wy ) zu bestimmen, werden zwei Spannungswerte

upunduy mit entsprechenden Zeitpunkten # und ¢, mit der Cursorfunktion im Os-

zZilloskop in jeweils einem lokalen Maximum ermittelt. Zu diesen zwei Zeitpunkten ist

der Sinus gleich 1, deswegen ergibt sich:

a(ty) - Kot =1
Wy
k .
(I(tz)——'eo-'" tz —Uz
Wy,
lnﬂ
al(t)ﬂzeaz(tftz) ey ™
@, =2r-f. > f ! ! >, =27 !
T = "y T~ 5 T T = '
T, t©H-14 th -1
Uy - W Uy - W
und k =1 tx: 2 tx
Oh o

Quelle: [15] Seite 1-3

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)
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3.3.3 Frequenzverhalten

Der Betrag und die Phasenverschiebung der Sallen-Key-Schaltung wird mit der Sys-

temfunktion in komplexer Schreibeweise beschrieben:

H(jw) =k - ! - K e g (3.87)

- 0 2 gy 2
ap+j-(w—-—) \/a +(w--"2
1 w 1 ( w)

Daraus ergibt sich Amplitudengang und Phasengang:

k w-"2
|H(jw) = , ¢ =—arctan—Y (3.88)
a
\/alz +(w— a—o)z 1
w
Bei f — 0 ist der Amplitudengang |H(jw)| =0 und Phasengang ¢ = +90°.
Bei f — ooist der Amplitudengang |H(jw)| =0 und Phasengang ¢ = —90°.
a
Bei f=Jmax= 2—0 hat der Amplitudengang den maximale Wert
T
|H(jw)| _k und der Phasengang ¢ = 0°.
max

Grenzfrequenz ist diejenige Frequenz, bei der die Ubertragungsfunktion gegeniiber

. . . |H(w) ey k .
dem Maximalwert |H(]w)|max auf einen Wert = abgefallen ist.

\/5 \/Eal

Dies entspricht einem Abfall um 3dB.

|H(jw)| =

(3.89)
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Fir die Ermittlung der Grenzfrequenz der Bandpass-Schaltung sind nur die positi-

ven Grenzfrequenzen relevant:

2
ag
YT 2 2_a 4, a9
=l->w" -quwtay=0—->f"-—f+t——=0 (3.90)
ay 277 42

Mit Umformung der Gleichung

(=l =fg2) =0 fg1-fga =25 (3.91)
T
Mit ag > 0 gilt:

=20 2 3.92
fg-Tg2 Py Jmax (3.92)

Die untere und obere Grenzfrequenzen liegen geometrisch symmetrisch zur Maxi-

mum Frequenz fmax -

Die Zahlenwerte fir Verstarkung und Phasenverschiebung bei den Widerstanden

R3 =120kOhmund 170kOhm wurden praktisch gemessen. Tabelle 3 und 4 zeigen

die Messwerte.

fIHz |H|/ mV 20log|H|/dB ¢/°
20 3,1 -30,9 90
50 7,7 -22,09 88
100 15,4 -16,24 87
200 31,12 -10,139 86
500 85,38 -1,938 83
1000 254 8,09 62
2000 293 9,37 -60
5000 70,32 -4,43 -83
10000 33,2 -9,577 -84
20000 16,4 -15,9 -86
50000 6,67 -23,517 -88
100000 3,45 -29,243 -90

Tabelle 3: Messwerte bei Widerstand R3=120kOhm
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fIHz |H|/ mV 20log|H|/dB ¢/°
20 48,6 -6,26 90
50 121 1,655 88
100 242 7,67 87
200 495,7 13,89 86
200 1484 22,42 83
1000 3600 31,12 62
2000 1683 24,5 -60
5000 649,14 16,244 -83
10000 313,07 9,91 -84
20000 134,39 2,542 -86
50000 63,67 -4,013 -88
100000 3,54 -30,45 -90

Tabelle 4: Messwerte bei Widerstand R3=170kOhm

Abbildung 36 zeigt die logarithmische Darstellung der Verstarkung in Abhangigkeit
von der Frequenz. Die Flankensteilheit bei R; =120kOhm und 170kOhm betragt je-

weils 20dB pro Dekade.

Einheit/dB
ss . 50
40 + 4 + . ‘ ‘ ‘ 4 4 4 4 40
30 | | | | o | | | | | | =0

20.../.'..\_....20

£ . £
< 10 ? = 10
S S N 2 Gl E | ™ 1 c
[ ] x
8 / \o 2
-0 | o | LAl 1] | B | | oS
S / R <
& ® o
= L ] c
= -10 | | | | | | | | | =10 =
@ %
1) .

@ -20 2 @
=

-30 -30

4 | | | | bbb ]

50 | _ -50

S B e S S S S B B - 3
PP PSSP LFSESE S S Einheit/Hz
NP S S L RN \Q@

Abbildung 36: Logarithmische Darstellung der Verstarkung bei
R; =120kOhm und R; =170kOhm
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3.4 Aktives Allpassfilter 1. Ordnung

Bei einem Allpassfilter liegt der Amplitudengang unabhangig von der Frequenzande-
rung bei einem konstanten Wert, wahrend sich die Phasenverschiebung mit der
Frequenz verandert. In diesem Abschnitt wird ein aktives Allpassfilter 1. Ordnung

(Abbildung 37) diskutiert.

R

Abbildung 37: Aktive Allpassfilter

3.4.1 Systemfunktion und Frequenzverhalten

Um die Systemfunktion des Allpasses zu untersuchen, werden zwei Maschenglei-

chungen aufgestellt.

Uy -U u,-U Up+U
2 "z 2l Ly, =172 (3.93)
R4 Ry 2
-U U,-U
137 = xR 1 — Uy =(1+RCs)U,, (3.94)
Cs
Mit den zwei Maschengleichungen wird die Systemfunktion hergeleitet:
U _
22 pysy= LoRC (3.95)
Uy 1+ sRC

In komplexer Schreibweise hat man den Amplitudengang und die Phasenverschie-

bung:
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—arctan wRC)

, 2
H(jw)= 1- juRC _ 1+(wRC)” -e :l.e—zarctan(wRC) (3.96)
14 juRC > arctan wRC)
1+(wRC)" -e
|H(jw)| =1, ¢ =-2arctan(wRC) (3.97)

Bei f — 0 ist der Amplitudengang |H(jw)| =1 und Phasengang ¢ = 0°. Bei niedri-

gen Frequenzen ist die Ein-und Ausgangsspannung identisch.

Bei f — ooist der Amplitudengang |H(jw)|=1 und Phasengang ¢ =-180°, bei

hohen Frequenzen Uy =-U,.

Bei f —>Lcist der Amplitudengang |H(jw)| =1lund die Phasenverschiebung zwi-

schen Ein- und Ausgang betragt ¢ = -90°.

3.4.2 Sprungantwort des Allpassfilters
Die Transformierte einer Sprungfunktion s(t) lautet l somit folgt:
S

1 1-sRC
Uy =~ H(s) = — 3.98
275 (5 s(1+ sRC) (3.98)

Mithilfe der Rucktransformation mit dem Residuen-Kalkil kann man die zugehorige

Zeitfunktion berechnen:

Nach Umformung erhalt man:

S
Uy(s)= RE (3.99)

Mithilfe der Korrespondenztabelle folgt:

_
uy(t) = (1 - 2e RCt)-s(t} (3.100)
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Abbildung 38 zeigt die grafische Darstellung der Sprungantwort des Allpassfilters.

a4

Abbildung 38: Sprungantwort des Allpassfilters

Wenn nun ein Rechtecksignal mit f = 10Hz als Eingangssignal angelegt wird, lau-
tet die Rechteckantwort: uy(¢) = a(t) — a(t — 7). Abbildung 39 stellt die Rechteck-

antwort dar.

v

Abbildung 39: Rechteckantwort Allpassfilter

Die Sprungantwort verdeutlicht, dass die Dauer des Anstiegs und Abfalls der

Sprungantwort von RC abhangig ist, d.h. mit einem grofen RC steigt die

Sprungantwort schneller an. Wenn die Impulsdauer T; des Rechtecks f =10Hz

sehr kurz und 7 = RC der Allpass-Schaltung sehr groR ist, wird die Sprungantwort

ahnlich wie ein Dreieck aussehen, bei einer sehr hohen Frequenz, z.B. f = 10KHz,

ist das Ausgangssignal u, = —u; (wegen der Phasenverschiebung —180°).

Zeitkontinuierliche Systeme

49



3.4.3 Anwendung des Allpassfilters

Die Phasenverschiebung ¢(t), die ein harmonisches Signal z(t) = cos(2z ft) bei

Durchgang durch ein System erfahrt, kann man auch als Verzdégerung bezeichnen:
cos(2zft + @) = cos(2z f(t + %) = cos(2zf [t - z'p(f)}) (3.101)
V4
Diese frequenzabhangige Zeitverschiebung wird als Phasenlaufzeit beschrieben.
ey (f) = ——-2 (3.102)
p 2 f '
Die meisten Signale bestehen aus mehreren Harmonischen. In diesem Fall tritt die

Gruppenlaufzeit (engl: Delay) auf, die wie folgt definiert ist:

__ 1 doe
7,(f) = PRY (3.103)

Die Gruppen- und Phasenlaufzeit spielt z.B. eine wichtige Rolle bei der Signalmodu-
lation, in der ein Signal mit einer Tragerschwingung moduliert wird. Die Abbildung
40 zeigt ein tragermoduliertes Signal nach dem Durchlauf durch ein System. In der

Abbildung 40 sieht man, dass die informationstragende Einhillende mit der Grup-

penlaufzeit Tg verzogert wird, wahrend die Tragerschwingung mit der Phasenlauf-

zeit verzogert wird.

Zeit [s]

Abbildung 40: Gruppen- und Phasenlaufzeit eines amplitudenmodulierten Signals
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Ein besonderer Fall gilt fir die lineare Phasenverschiebung ¢ = -27f -k, dabei ist
k eine Konstante. In diesem Fall stimmen die Phasen- und Gruppenlaufzeit Gberein,
das bedeutet, dass die Phasenlaufzeit gleich der Gruppenlaufzeit fir alle Frequen-

zen ist und alle Signalanteile sind um die gleiche Laufzeit verzégert sind.

_2afk_,_d(2rf k) 3107)

Tp —27z'f g 27 -df

Quelle: [4] Seite 281- 284
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4 Zeitdiskrete Systeme

Im Industriebereich werden immer mehr analoge Signale mit digitalen Systeme wie z.B.
Computer oder Mikrocontroller erfasst und verarbeitet. Der wichtigste Grund dafir ist die
kostengiinstige Umwandlung von analogen Signalen in digitale Signale, die unter Ver-
wendung von Mikrocontrollern oder hochintegrierten Schaltungen realisiert werden kén-
nen. In Kapitel 4 werden im Vergleich zum Kapitel 3 verschiedene zeitdiskrete Systeme
vorgestellt. Zu jedem digitalen System werden zuerst die Differenzengleichung und die
Systemfunktion berechnet. Danach werden Frequenz- und Zeitverhalten diskutiert. Kapitel
4 liefert auch die theoretischen Grundlagen fur die praktische Realisierung der digitalen

Systeme.

4.1 Zeitdiskreter Tiefpass

Zeitdiskretes Tiefpassfilter haben die gleichen Eigenschaften wie zeitkontinuierliches Tief-
passfilter, d.h. zeitdiskretes Tiefpassfilter weisen eine Systemfunktion auf, die niederfre-
quente Anteile durchlasst und hochfrequente Anteile sperrt. Abbildung 41 stellt ein einfa-

ches zeitdiskretes Tiefpassfilter dar.

T, o -+ »oy,

Abbildung 41: Zeitdiskreter Tiefpass

4.1.1 Differenzengleichung und Systemfunktion

Aus der Abbildung 41 kann die Differenzengleichung abgelesen werden:
Yo =Tp T4 (4.1)

Laut Korrespondenztabelle und Verschiebungssatz der z-Transformation ergibt sich:
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Y(2) = X(2) + X(2) -~ 4.2)

W@=M@ﬂ+§ (4.3)

Somit lautet die Systemfunktion:

Y(z) _z+1

H(z) = X(z) z

(4.4)

4.1.2 Amplituden- und Phasengang des zeitdiskreten Tiefpasses

Im Abschnitt 2.3 wurde bereits erwahnt, dass es 2 Vereinfachungen bei der z-

Transformation gibt.
=Q (4.5)

Wie beim zeitkontinuierlichen Tiefpass wird in der Systemfunktion jw durch s ersetzt, um

den Amplituden- und Phasengang zu untersuchen.

z= ejw.TA = ejQ (4.6)
e e L a| -7 2

H(Q):e s =(e2+e 2)-e 2 =2cos—|-e zz‘H‘-e 2 (4.7)
e/ 2

Amplituden- und Phasengang des gegebenen Tiefpasses lauten somit::

Q) =2 L o(Q)=—= (4.8)

coS —
2

Bevor man die Amplituden- und Phasengang zeichnet, muss noch eine Beschrankung

beachtet werden. Im Abschnitt Aliasingeffekt wurde schon erwahnt, dass die Abtastfre-

quenz fA mindestens zweimal grofer als die Systemfrequenz f sein muss (f < fTA )

um Aliasingeffekte zu vermeiden.
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Mit Q = w- T =

folgt Q < 7.

2rf

A

fa

, mit f <

Bei QQ > 7 andert sich der Phasengang. Die Systemfunktion lautet:

H(Q) = —20052-6
2

o)
_;2
2 > HQ)

= 2cosg-ejﬂ-
2

!
e 2 =2cos

Q
Deswegen ist bei (2 > 7 der Phasengang ¢ = 7 — —.

2

Q

_.e

(4.9)

Mit diesen Beschrankungen sehen Amplituden- und Phasengang wie in Abbildung 42 und

43 aus.

] =2

Q
cos —
2

Abbildung 42: Amplitudengang des zeitdiskreten Tiefpasses

SVV

Abbildung 43: Phasengang des zeitdiskreten Tiefpasses

Zeitdiskrete Systeme

55



4.1.3 Zeitverhalten des zeitdiskreten Tiefpasses

1. Sprungantwort des zeitdiskreten Tiefpass-Filters

Die Systemfunktion des zeitdiskreten Tiefpass-Filters mit der Differenzengleichung lautet:

Y(z) _z+1

H(z)= X(z) =z

(4.11)

0 k>0

1 k>0 hat am Ausgang eine

Die Erregung des Systems mit einer Sprungfolge {s;. } = {

Folge {a, } zur Folge (siehe Tabelle 5)

F =g | ot [ Hod = () = od + (o}
-2 0 0 0
-1 0 0 0
0 1 0 1
1 1 1 2
2 1 1 2
3 1 1 2
4 1 1 2

Tabelle 5: Erregung des zeitdiskreten Tiefpasses mit einer Sprungfolge

) 4

g2 =il :

Abbildung 44: Sprungantwort des zeitdiskreten Tiefpasses

2. Impulsantwort des zeitdiskreten Tiefpass-Filters
Die Impulsantwort /. des zeitdiskretem Tiefpass-Filters, dessen Differenzengleichung

gegeben ist, kann man numerisch ermitteln durch Erregung des Systems mit der Impuls-
folge {0, }.

0 sonst

Die Impulsfolge lautet: {9, } = {1 L0
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. . . . . V() =
Die Systemfunktion der zeitdiskreten Tiefpass-Filter lautet: H(2) =——=——"_ Die Im-
X(z) z+1

pulsantwort des Tiefpasses mit Differenzengleichung y;. = x;. + x;,_; berechnet sich durch

Auswertung der Differenzengleichung mit {y, } = {h, } und {7, } = {9, }.

k {z;.} ={0} | {m i} | W} =1y} ={z} +{z}
-2 0 0 0
-1 0 0
0 1 0 1
1 0 1 1
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0 0

Tabelle 6: Erregung des zeitdiskreten Tiefpasses mit einer Impulsfolge

Abbildung 45: Impulsantwort des zeitdiskreten Tiefpasses

4.2 Zeitdiskreter Hochpass

Mit einem zeitdiskreten Tiefpass sieht die Differenzengleichung eines einfachen zeitdis-
kreten Hochpasses fast gleich aus. Abbildung 46 zeigt den einfachsten zeitdiskreten

Hochpass.

Abbildung 46: Struktur eines zeitdiskreten Hochpasses
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4.2.1 Differenzengleichung und Systemfunktion
Aus der Abbildung 46 kann man sofort die Differenzengleichung ablesen:
Y =Tk ~ T (4.12)

Mit der z-Transformation wird die Differenzengleichung umgeformt und in den Bildbereich

transformiert:

1 (4.13)
Y(2)=X(z)-(1--)
Nun ergibt sich die Systemfunktion zu:
Y(2) z-1
G(z) = = 4.14
=30 (4.14)

4.2.2 Amplituden- und Phasengang des zeitdiskreten Hochpasses

In komplexer Schreibweise lautet die Systemfunktion:

p =T 2 o0 (4.15)

Q .Q Q

Q Q Q
H(Q) = =(e'2-¢e 2)-e Ty

_ji _]7
2j-sin%-e 2:‘H‘-e 2 (4.16)

Damit lauten sind die Amplituden- und Phasengang:

, gp=-9 (4.17)

2] = ;

. Q
sin —
2

Q
2j-sin—| =2
jn

Genau wie beim zeitdiskreten Tiefpass gibt es zwecks Aliasingeffekt die Beschrankung
Q < 7 fur den Amplitudengang. Bei Q > 27 ist die Sinus-Funktion negativ, deswegen

ergibt sich die Systemfunktion bei QQ > 27 :

Q
H(Q)=—2j-sin9~e 2=2-sin9-e 2-6‘7”22-Sin9-e 2 (4.18)
2 2
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Die grafische Darstellung von Amplituden- und Phasengang erfolgt in Abbildung 47 und
48.
A

|H| =2

. Q
sin —
2

Abbildung 47: Amplitudengang von zeitdiskretem Hochpass

Abbildung 48: Phasengang von zeitdiskretem Hochpass

4.2.3 Zeitverhalten des zeitdiskreten Hochpasses

1. Sprungantwort des zeitdiskreten Hochpass-Filters

Die Systemfunktion des zeitdiskreten Hochpass-Filters lautet:

H(z)= =— (4.19)

0 k>0

L E>0 lautet die Ausgangsfolge {a, } wie

Bei Erregung mit einer Sprungfolge {sk} = {

in Tabelle 7 dargestellt.
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o) =1 | e [ =1y ={a} —{= )
2 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 1
1 1 1 0
2 1 1 0
3 1 1 0
4 1 1 0

Tabelle 7: Erregung des zeitdiskreten Hochpasses mit einer Sprungfolge

Yy,

Abbildung 49: Sprungantwort des zeitdiskreten Hochpasses

2. Impulsantwort des zeitdiskreten Tiefpass-Filters
Die Impulsantwort {hk} des zeitdiskretem Tiefpass-Filter, dessen Differenzengleichung

gegeben ist, kann man numerisch ermitteln durch Erregung des Systems mit der Impuls-

folge {4}, }.

, ¢ s 0 sonst
Die Impulsfolge lautet: {}.} = L koo
. . . . . Y(2) z-1 _
Die Systemfunktion des zeitdiskreten Tiefpass-Filters lautet: H(z)= X( ):—_ Die
z z

Impulsantwort des Tiefpasses mit der Differenzengleichung yi =z} + xj.—1 berechnet

sich durch Auswertung der Differenzengleichung mit {y;.} = {h;.} und {z;.} = {}.}.

{k} {xk} = {5k} {xk—l} {hk} = {i‘/k} = {l“k} - {xk—l}
-2 0 0 0

-1 0 0 0

0 1 0 1

1 0 1 -1

2 0 0 0

3 0 0 0

4 0 0 0

Tabelle 8: Erregung des zeitdiskreten Hochpasses mit einer Impulsfolge
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Abbildung 50: Impulsantwort des zeitdiskreten Hochpasses

4.3 Zeitdiskretes Bandpassfilter

Bevor auf das zeitdiskrete Bandpassfilter eingegangen wird, wird die Ermittlung der

Amplituden- und Phasengang mithilfe des Pol-Nullstellen-Plans in der z-Ebene vorgestellt.

4.3.1 Ermittlung der Frequenz- und Phasengang aus dem PN-Plan

Firr z = e/ erhalt man aus der Systemfunktion H(s) den Amplituden- und Phasengang

H(jQ) = ‘H(jQ)‘ -JP() it einem grafischen Verfahren lassen sich Amplituden- und

Phasengang aus dem PN-Plan gewinnen. Als Beispiele werden nachfolgend Systeme 1.

Ordnung und System 2. Ordnung erlautert.

Fir ein System 1. Ordnung wird angenommen, dass die Systemfunktion lautet:

z — ZO
H(s)=k- , k=Konstante (4.20)
zZ = Zp

Im PN-Plan der Z-Ebene werden die Polstelle zp und Nullstelle 20 jeweils mit Punkt

markiert. IO und Ip steht jeweils flr den Abstand zu einer beliebigen Stelle auf dem Ein-

heitskreis (z = ejQ ), ¢ und P bedeuten die Phasenwinkel dazwischen. Die grafische

Darstellung erfolgt in Abbildung 51. Mit dem grafischem Verfahren ergibt sich:

I
Amplitudengang: ‘H(s)‘ = I_<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>