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CANÓNICO ASIMÉTRICO
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Resumen: El análisis de canónico asimétrico o redundancia busca para dos grupos de variables las combinaciones
lineales en un grupo que maximicen la varianza explicada del otro por dicha combinación lineal. En este trabajo se
propone un método robusto para el análisis de redundancia basado en estimadores para regresión lineal multivariada.
Se mostrará el buen desempeño de los métodos propuestos comparado con el método clásico y otros métodos basados
en matrices de correlación robustas, mediante un estudio de simulación utilizando muestras con y sin contaminación.
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1. INTRODUCCIÓN

El problema de encontrar relaciones entre grupos de variables es central en el análisis multivariado. Una
gran cantidad de métodos fueron sugeridos para lograr este objetivo pero el análisis de correlación canónica
es el más utilizado. Clásicamente el análisis canónico se realiza obteniendo las combinaciones lineales de ca-
da grupo de variables que maximizan su correlación restringido a que las varianzas de dichas combinaciones
sean iguales a uno. El análisis de correlación canónica es simétrico en las variables: si las intercambiamos, el
número de variables canónicas no se modifica, las correlaciones entre las variables canónicas son idénticas
y los vectores que definen las variables canónicas se intercambian. Existen situaciones donde esta simetrı́a
no es deseable. Puede ocurrir que un grupo, x, sea de variables exógenas que queremos utilizar para prever
a las endógenas, y, y queremos un procedimiento que tenga en cuenta esta asimetrı́a, es decir que maximice
la explicación de las variables y. El análisis de correlaciones canónicas no resuelve el problema. Podemos
tener una alta correlación entre las variables canónicas de x e y y una baja correlación entre cada variable
del conjunto y y la variable canónica asociada a x. Para resolverlo Steward y Love [11] propusieron el
coeficiente de redundancia. Este coeficiente es una medida de la capacidad predictiva de un grupo de varia-
bles respecto al otro. Wollemberg [13] desarrolló el análisis canónico asimétrico o de redundancia como el
procedimiento en el que se obtienen combinaciones lineales incorrelacionadas de las variables predictoras,
con varianza uno, tales que maximizan el coeficiente de redundancia entre una de las combinaciones lineales
antes mencionadas y el otro grupo. El análisis de redundancia (AR) ha sido aplicado en distintas áreas, como
ser genética [14], medicina [2], ecologı́a [5] y psicologı́a [1]. Para estimar el coeficiente de redundancia y las
combinaciones lineales que lo maximizan se utilizan versiones muestrales de las matrices de correlaciones,
las cuales son altamente sensibles a observaciones atı́picas, lo que lleva a la necesidad de desarrollar una
alternativa robusta. En primer lugar formalizaremos la definición de coeficiente de redundancia y el método
de estimación clásico para el análisis de redundancia, esto ayudará a abordar el problema de la estimación
robusta en el AR y en particular para introducir el método robusto propuesto basado en regresión robusta
multivariada. Finalmente se desarrolló un estudio de simulación con el fin de comparar el desempeño de los
estimadores propuestos con otros basados en matrices robustas de covarianza y regresión alternada.

2. COEFICIENTE Y ANÁLISIS DE REDUNDANCIA

Consideremos y = (y1, ..., yq)
′ el grupo de variables respuesta y x = (x1, ..., xp)

′ el grupo de variables
explicativas. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que y y x están ambas estandarizadas (tienen media
cero y varianza unitaria) y que la matriz de correlaciones conjunta puede escribirse

R =

(
Ryy Ryx

Rxy Rxx

)
,
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donde Ryy y Rxx son matrices no singulares.

El coeficiente de redundancia de y dada la variable u está definido como R (y |u) =
q∑

i=1

corr2 (yi, u)/q.

De manera análoga, se define el coeficiente de redundancia de x dada la variable v como R (x |v ) =
p∑

i=1

corr2 (xi, v)/p.

El AR busca las combinaciones lineales u1 = α
′
1
x (primera variable de redundancia), que maximizan

el coeficiente de redundancia R (y |α′x), bajo la restricción var (α′x) = 1. La segunda variable de re-
dundancia, u2 = α

′
2
x, se define como la combinación lineal incorrelacionada con u1, que maximiza el

coeficiente de redundancia R (y |α′x) bajo la restricción var (α′x) = 1. Continuando de esta manera, se
pueden calcular un máximo de r = rango(Rxy) variables de redundancia. Debido a como fueron definidos
los coeficientes de redundancia y que generalmente p es distinto de q, es claro que al intercambiar x con y

no se obtienen los mismos máximos para ambos coeficientes. Por lo tanto el AR no es simétrico como el de
correlación canónica.

Wollenberg [13] probó que la solución al AR son los vectores αi, normalizados con varianza uno, solu-
ciones de

(RxyRyx − λRxx)α = 0, (1)

donde los λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr asociados verifican R (y |α′
ix) = λi.

3. ESTIMACIÓN ROBUSTA

El método clásico para estimar las variables de redundancia consiste en estimar la matriz de correlación
R mediante la matriz de correlación muestral y luego calcular los vectores propios de (1), esto hace que las
estimaciones del AR sean altamente sensibles a observaciones atı́picas. Un enfoque simple para la estima-
ción robusta es robusificar la matriz de correlación y luego aplicar el método tradicional. Ası́, a partir de una
estimación robusta de la matriz de correlación, se calculan los vectores propios de (1) para estimar los αi.

En [9], para la estimación de la matriz de correlación robusta utilizaron un M-estimador como se des-
cribe en [7] y el estimador con determinante mı́nimo de la matriz de covarianza propuesto en [10]. En este
trabajo, se propone también utilizar estimadores robustos de posición y escala multivariados del tipo MM y
τ (propuestos en [12] y [6] respectivamente).

3.1. RELACIÓN CON REGRESIÓN LINEAL MULTIVARIADA

En el modelo lineal multivariado con predictores aleatorios, se tiene que el conjunto de variables y puede
explicarse a través del grupo de variables x mediante:

y = B′
0x+ u, (2)

donde B0 ∈ R
p×q es la matriz de los parámetros de regresión y u es un vector de dimensión q independiente

de x.

El estimador clásico de B0, está dado por

B̂0 = (x′x)−1x′y = R−1

xxRxy

debido a que las variables están estandarizadas.
Ahora consideremos la siguiente transformación ortogonal T = (R′

xx)
−1/2, la cual satisface T′RxxT =

Ip. Luego, denotemos x∗ = T′x y calculemos el estimador del modelo lineal multivariado de y dado x∗, al
cual llamaremos B̂1. Observemos que B̂1 = T′Rxy.

Muller [8] mostró que la solución de la ecuación (1) es equivalente a resolver el siguiente sistema de
vectores propios: (

T′RxyRyxT− λIp
)
a∗ = 0 (3)

donde a∗ = T−1
α.



La ecuación (3) puede reescribirse como
(
B̂1B̂

′
1 − λIp

)
a∗ = 0 (4)

Nuestra propuesta robusta para el análisis de redundancia es utilizar un estimador robusto de regresión
lineal multivariada para estimar B1 y luego utilizar una estimación robusta de T para transformar las direc-
ciones obtenidas al resolver (4) reemplazando B̂1 por su correspondiente versión robusta.

Los estimadores de regresión lineal multivariada que proponemos utilizar son los MM propuestos en [4]
y los τ propuestos en [3].

4. ESTUDIO DE SIMULACIÓN

En esta sección se presentará un estudio de simulación realizado a fin de evaluar el desempeño de los
estimadores propuestos con los ya existentes en la literatura bajo muestras sin y con contaminación.

Consideramos yi,xi ∈ R
4 que satisfacen el modelo lineal multivariado dado por (2) con

B0 =




3 3 3 0
2 3 2 0
4 5 5 0
2 2 1 10


 .

Los errores ui y los predictores xi son generados a partir de una distribución N4(0, I).
Bajo este modelo los coeficientes de redundancia son R (y |α′

1
x) ≈ 0,744, R (y |α′

2
x) ≈ 0,220,

R (y |α′
3
x) ≈ 0,005 y R (y |α′

4
x) ≈ 0,001. Siendo entonces las dos primeras direcciones, α1 y α2,

las más significativas.
Se generaron 200 muestras de tamaño 200. Consideramos muestras no contaminadas y muestras que

contienen un 10% de datos atı́picos idénticos de la forma (x0,y0) con

x0 = (−1, 1, 0, 1) y y0 = mx0.

Tomamos una malla de valores m, entre −50 y 50.
Para cada réplica j (j = 1, . . . , 200) se obtuvieron las estimaciones de las direcciones αi y de los coefi-

cientes de redundancia R (y |α′
ix) para i = 1, . . . , 4, denotados por α̂j

i y R̂j
(
y

∣∣∣α̂j′
i x

)
, respectivamente.

Como medida de desempeño para cada coeficiente de redundancia, se calculó el error cuadrático medio
dado por

ECM
(
R̂
(
y
∣∣
α̂

′
ix

))
=

1

200

200∑

j=1

(
R
(
y
∣∣
α

′
ix

)
− R̂j

(
y

∣∣∣α̂j′
i x

))2

para i = 1, . . . , 4.

Mientras que, para cada dirección se utilizó como medida de desempeño la media de los ángulos entre la
dirección estimada y la verdadera, dada por

ADE(α̂i) =
1

200

200∑

j=1

cos−1




∣∣∣α′
iα̂

j
i

∣∣∣

‖αi‖
∥∥∥α̂j

i

∥∥∥


 .

Se comparó el desempeño de los siguientes estimadores: el clásico (CL), los basados en matrices de corre-
lación robustas (CR-MCD, CR-M, CR-MM, CR-τ ), el método robusto RAR propuesto por [9] basado en
regresiones alternadas y los métodos propuestos basados en estimadores de regresión robusta (RR-MM y
RR-τ ).

Para las muestras sin contaminar el menor ADE para todas las direcciones fue alcanzado por los métodos
CL y CR-M. Pero estos estimadores, cuando se utilizaron en muestras contaminadas, como era de esperarse,
mostraron un crecimiento no acotado del ADE para las dos primeras direcciones cuando el valor absoluto



de m crece. Mientras que RR-MM posee el siguiente menor ADE para todas las direcciones cuando se
consideraron muestras sin contaminación y posee en casi todos los valores de m el menor ADE para todas las
direcciones cuando se lo aplicó a las muestras contaminadas, siendo estos valores cercanos a los obtenidos
para muestras sin contaminación. El desempeño de los restantes métodos robustos es aceptable, excepto el
método RAR el cual evidencia los mayores valores de ADE para las dos direcciones más significativas al
utilizar muestras sin contaminación y en casi todos los valores de m para muestras contaminadas.

El desempeño de todos los métodos para los coeficientes de redundancia utilizando muestras no con-
taminadas es aceptable y con valores del ECM muy similares, salvo el método RAR el cual evidencia los
mayores valores del ECM para los dos primeros coeficientes. Para muestras contaminadas el mejor desem-
peño lo presenta el método CR-MCD, el cual posee los menores valores del ECM para todos los m, y es
seguido por el método RR-MM con valores del ECM muy cercanos.
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[6] LOPUHAÄ H., Highly efficient estimators of multivariate location with high breakdown point. Annals of Statistics, 20 (1992),

pp. 398-413.
[7] MARONNA, R.A., Robust M-Estimators of Multivariate Location and Scatter, Annals of Statistics, 4 (1976), pp. 51-67.
[8] MULLER K., Relationships between redundancy analysis, canonical correlation and multivariate regression. Psychometrika,

Vol 46 No 2 (1981), pp. 139-142.
[9] OLIVEIRA, M.R., BRANCO, J.A., CROUX, C. AND FILZMOSER, P.,Robust Redundancy Analysis by Alternating Regression.

N. Balakrishnan (Ed.), Statistics for industry and technology, Birkhäuser Verlag (2004), pp. 235–246.
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