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Abstract. Let G isconnected graphand W = ,ws,..,wpf = ). Therepresentation a
vertex vE ) with respect to W is the ordered k-tuple
| = wyld  wyl...d wy)) where w) represents the distance

between vertices ¥ and w. The set W is called aresolving set for & if every vertex of & has
adistinct representation. A resolving set containing a minimum number of verticesis called
basis for . The metric dimension of & denoted 1, is the number of verticesin a
basis of €. A resolving set W of & is connected if the subgraph induced by W is a
connected subgraph of . The connected resolving number is the minimum cardinality of a
connected resolving set in a graph G, denoted by ). In this paper, determined metric
dimension and connected resolving set number of pyramid graph and truncated pyramid
graph. The pyramid graph is form by snake graph, denoted by and truncated pyramid
graph isform by deleting vertex of vertices pyramid graph. The result from this paper are

)=2 =2, j:“%zfor-nzl 7, 1==42 for
n=24 6, ) =2, }=2,and )=3.

Keywords: basis; metric dimension; connected resolving set number; pyramid graph

1. Pendahuluan

Graf G  didefiniskan  sebagai  himpunantitik  tak  kosongV  dan
himpunansis £  yang menghubungkanduatitiktak terurut padal’ . Kardinditas V',
dinotasikan dengan | | disebut ordo dari graf . Graf & dikatakan terhubung jika
setigp dua titik 1 dan v di graf & sdlalu dihubungkandengansuatu lintasan.Jarak antara
duatitik u dan v dinotasikan di suatu graf terhubung & adalah panjang lintasan
terpendek dari u ke v di G.[3]

Misalkan; graf terhubung dan  himpunanW = euW C V.
Representasititikv £ , terhadspW  adalah  pasangan  terurut  k-tuple

= ),d )....d . Himpunan 1w disebut himpunan pembeda
dari graf @7 jikarepresentas setiap titik v di 7 terhadap himpunan 1 berbeda. Himpunan
pembeda darigraf G yang mempunyai kardinaitas minimum disebut basis dari graf G dan
kardinalitas basis disebut dimensi metrik dari graf & yang dinotasikan dengan
Himpunanpembedal4” dari & terhubung jika subgraf yang terinduksi oleh 1 merupakan

suatusubgrafterhubungdari (. Kardinalitas minimum
dari himpunanpembedaterhubungdi sebutbilanganpembedaterhubungdarigraf & dan
dinotasikan dengan [1].

Konseptentangdimensimetrikpadagraf diperkenalkanpertama  kali  olen  Slater
padatahun 1975 danHararydkkpadatahun 1976. Merekamemperkenakan ide
tentanghimpunanpembeda, basis, dandimensimetrik. Kemudianpadatahun 2000,
Chartranddkkmengembangkandenganbai ktentangkonsepdi mensimetriksuatugraf sertamen
emukanketerkaitandenganbidangilmulainnya,  sal ahsatunyaadal ahdal ambidangkomputer
[7].Sgjaktahun 2000, kaji antentanghi mpunanpembeda, basis,

16



dandi mens metriksuatugraf mendapatkanbanyakperhatiandariahligrafteori.
Padapenditianini,

ditentukandi mensi metrikdanbilanganpembedaterhubungdarigraf pirami dadangraf piramida
terpancung.

2. Pembahasan

Pengubinanadal ahrangkai andarisegibanyak yang

digunakanuntukmenutupi suatubi dangdatartertentutanpatumpangti ndi hdantanpaadanyaper
potongan.
Subgraf berhinggadari hasil pengubi nandi sebutdengangraf ubin[ 4] .Mi sal kanterdapatsuatupe
ngubi nanpadabi dangdatarmenggunakansegitigasamasisi yang kongruen,
duasegiti gadikatakanterhubungjikaduasegitigatersebutbersekutupadasatusisi. Misalkan T
adal ahkumpulansegitiga-segitiga yang terhubung, maka T
adal ahgrafterhubungdengansi kel terpendekti gadanmasing-masingsegitiga paling
sedikitterdapatsatusiss  yang bersekutudengansisisegitiga yang lainnya. Kumpulan
segitigaterhubungdisebuttriomino. T disebutn-triominojika T merupakann buah graf
ubin. Graf ular, graf piramida, dan graf piramida terpancung terbentuk dari satu buah graf
ubin sehingga ketiga graf tersebut merupakan 1-triomino. [6]

Definis 2.2.1 Graf ulardenganpanjangk yang dinotasikan dengan merupakan 1-
triomino yang dibentuk dari & segitiga samasis dengan cara berikut:

Definis 2.2.2 Graf piramidadengantinggin, n = 1 ditulis Pr,, merupakan 1-triomino,
yang dibentuk dengan cara berikut:

Umn
terdiri dari , dengan ordo dari adaah 3.
- - ll;:
terdiri dari dan , dengan ordo dari Pry adalah 6.
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Ui
Pry terdiri dari , , dan , dengan ordo dari Pry adalah 10.

Graf piramidaPr,, dengan V = { i =1,2,3,..,n—1danj = ...,i} dan
E = { i=123,.,1+1, j=1,23,..,1 dan
k=ii+1 I=jj+1, k=n+1, = ). Pr, terdiri dari , , ,
.., dandan , dengan ordo dari Pr;, adalah E + +

Graf piramidaterpancungadalahgraf yang

dibentukdaripenghapusantitikpadapuncaksegitiga Pr;,, dan dinotasikan , dengan m

menunjukkan banyaknya lapisan graf piramida Pr,, yang dipancung dan c =n—m



adalah tinggi graf piramida terpancung. Graf piramida disajikan pada gambar

berikutini:

Graf
piramidaterpancung denganv ={ i=wnt+lmt2, . ntldanj = wyipd
ang ={ i =m+l, m+2,m+3,....n+l, j=123,.. i dan k = i,i+1,
I= +lLil<k=mntl, # } Ordodaigraf  addah= +2m+2) +1).

Lemma  1Misdkangr adalah graf terhubung dengan ordo n. Graf G mempunyai
dimensi metrik 1 jikadan hanyajikagraf ¢ adalah .[2]

Lemma 2 Misalkan( graf terhubungdanS’ = . Jika " memuat sebuah himpunan
pembeda pada & sebagai himpunan bagiannya, maka S’ juga merupakan

himpunan pembeda. [5]
Berikutiniadalahhasildari dan ) yang

disajikandalambentukteorema.

Teorema 2.1 =2
Bukti: Dipilihhimpunanterurutiv = A= dantitik-titikpadawW
tersebut membangun subgraf terhubung dari
Representasisetiaptitik C v terhadap himpunan [ adalah:

| =@G-1n-i+
K arenarepresentasi setiaptitik di Pr, terhadap himpunan W berbeda maka W
merupakan himpunan pembeda dari . Berdasarkan Lemma 1, karenagrafpiramida
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bukan merupakan graf lintasan maka = 2 sehinggahimpunani¥/ merupakan
himpunan pembeda minimal. Jadi W merupakan basis dari Pr, dan terbukti bahwa

=2u
Teorema 2.2 =2
Bukti: Dipilihhimpunanterurut= , ajcv dantitik-

titikpada tersebut membangun  subgraf  terhubung  dari
Representasisetiaptitik £ terhadaphimpunaniy® adal ah:

| = G-1n-(0G- ), i—j=m
(i — + wn—(i— i—j>m
Karenarepresentasi setiaptitik di terhadap himpunan W berbeda maka W
merupakan  himpunan pembeda dari . Bedasarkan Lemma 2.3.3,
karenagraf piramidaterpancung bukan  merupakan graf lintasan  maka
= 2 sehinggahimpunanl¥# merupakan himpunan pembeda minimal. Jadit/
merupakan basis dari graf piramida terpancung dan terbukti bahwa =2 .|

Setelahmenentukandi mensimetrikdarigraf piramidaPyr,, dan graf piramida terpancung

, selanjutnya ditentukan bilangan pembeda terhubung dari graf piramida Pr,, dan
graf piramida terpancung . Berikut ini disgjikan beberapa lemma untuk mendukung
penentuan bilangan pembeda terhubung dari grafpiramidaPr, dan graf piramida
terpancungPr,, .

Lemma 2.3MisdkanW < , Jika anggota himpunan W’ terdiri dari
tepatsatutiti kujungdantiti k-titi ksegari sdengantiti kuj ungtersebutmakaly
bukan merupakan himpunan pembeda.

Bukti: Misa kandiambilsebaranglv © yang anggotadari terdiri dari titik-

titik segaris tanpa titik ujung, maka terdapat 2 titik di & yang mempunyai representasi

yang sama terhadap himpunan I¥. Himpunan W tersebut adal ah:

W = es 1 m=n W= - }, p<1
W = . 1 kE=n W = . }.'i"":'l
W= - lsn o e Jrei
Tanpamengurangi keumumanbukti,
dipilihhimpunani = ...,  Jmengakibatkan
| = | . Kaena | = | maka
himpunan W tersebut bukan merupakanhi mpunanpembedadari Pr, B
Lemma  24MisakanW , jika anggota himpunan W terdiri dari titik-titik
segaris tanpa memuat titik ujung maka W bukan merupakan himpunan
pembeda.
Bukti: Diambilsebarangit” = yang anggota dari W terdiri dari titik-titik
segaris tanpa titik ujung dan titik-titik pada W tersebut membangun subgraf terhubung
dari Pr,. Himpunan W= #1;i,j=n+1, . Tanpa mengurangi
keumuman bukti, misalkan dipilih himpunan W = e cC=n
mengakibatkan — . Karena — maka himpunan

W tersebut bukan himpunan pembeda dari Py, ™

Lemma 25 =2
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Bukti: Dipilihhimpunani¥ = lc Vv Odantitik-titikpadald tersebut

membangun subgraf terhubung dari . Representasi setigp titik di terhadap
himpunan W sebagai berikut:

|W = W = |W =
Karenarepresentasisetiaptitik di terhadap himpunan W tersebut berbeda maka
himpunan ¥ tersebut merupakan himpunan pembeda terhubung dari . Berdasarkan
Lemma 1, karena bukan merupakan graf lintasan maka ) = 2 sehingga

himpunan W tersebut merupakan himpunan pembedaterhubung minimal dari dan
terbukti bahwa )=2.4

Lemma 26 }]=3
Bukti: DipilihhimpunaniW¥ = lcv Jdantitik-titikpadal¥’
tersebut membangun subgraf terhubung dari Pry. Representas setiap titik di Pr,
terhadap himpunan W sebagai berikut:

|W = |W = |W

W= 1, W = |w
Representasisetiaptitik di  Pr, terhadap himpunan W berbeda sehingga himpunan
W = 1 merupakan himpunan pembeda terhubung dari graf  Pra.
Sdanjutnya dibuktikan untuk himpunan W c ) dengan |W| = 2. Berdasarkan
Lemma 2.3dan Lemma 2.4, himpunani¥/ < ) dengan |W| = 2 bukan merupakan
himpunanpembedaterhubungdarigraf . Representasi  setiagp titik di terhadap
himpunan W dengan |W|=2 disgikan pada Lampiran 1. Karena
himpunani¥ = . 1 merupakan himpunan pembeda terhubung dan semua
himpunan W dengan |W| = 2 bukan merupakan himpunan pembeda terhubung dari Prs
maka himpunan W = . 1 merupakan himpunan pembeda terhubung minimal
dari graf dan terbukti bahwa =31

1,

Lemma 27 1=3

Bukti: Dipilihhimpunani¥ = }c v dantitik-titikpadaWW  tersebut
membangun subgraf terhubung dari . Representasi setiaptitik di terhadap
himpunan W diberikan pada Lampiran 4. Karena representas setiap titik di terhadap
himpunan W berbeda maka himpunan W = ] merupakan himpunan
pembeda terhubung dari graf . Sdlanjutnya dibuktikan untuk himpunan W « )
dengan |W| = 2. Berdasarkan Lemma 2.3dan Lemma 2.4, himpunani¥/ < ) dengan
|W| = 2 bukan merupakan himpunan pembeda terhubung dari graf . Representasi
setigp titik di terhadap himpunan W dengan | = 2 disgikanpadaLampiran 2.
Karenahimpunani/ = ] merupakan himpunan pembeda terhubung dan
semua himpunan W dengan|W| = 2 bukan merupakan himpunan pembeda terhubung
dari maka himpunan ¥ = ] merupakan himpunan pembeda terhubung
minimal dari graf Py dan terbukti bahwa )=31

Lemma 28 —4

Bukti: DipilihhimpunaniW = jX=84 dantitik-titikpada
tersebut membangun subgraf terhubung dari . Representasisetiaptitik di Pry
terhadap himpunan 1 diberikan pada Lampiran 4. Karena representasi setiap titik di Pry
terhadap himpunan W berbeda maka himpunan W = 1 merupakan
himpunan pembeda terhubung dari graf Pry. Sdanjutnya dibuktikan untuk
himpunani¥/ — dengan |#| = 3. Berdasarkan Lampiran 2, semua himpunan
W c dengan | = 3bukanmerupakanhimpunanpembedakarenase aluterdapat 2
titikpadagraf yang mempunya representasi sama terhadap himpunan W tersebut.
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Sehingga himpunan ' dengan || = 3 bukan merupakan himpunan pembeda

terhubung dari graf . TerbuktibahwawW= 1 merupakan himpunan
pembeda terhubung minimal dari graf Py, dan =4 H

Lemma 29 =4

Bukti: Dipilihhimpunani¥/ = Jc v dantitik-titikpada
tersebut membangun subgraf terhubung dari . Representasisetigptitik di Prg
terhadap himpunan 1 diberikan pada Lampiran 4. Karena representasi setiap titik di
Pryterhadap himpunan " berbeda maka himpunan W = ] merupakan
himpunan pembeda terhubung darigraf Pry.
Sel anjutnyadi buktikanuntukhimpunan I < ) dengan IW|=3. Semua
himpunani¥’ — ) dengan |[W| =3 mempunya karakterisasi yang sama seperti
himpunan W c dengan |W| = 3. Karena himpunan W c dengan
|[W| =3 bukan merupakan himpunan pembeda terhubungdariPyr, maka himpunan
W c J dengan |IW]| = 3 juga bukan merupakan himpunan pembeda terhubung dari
graf . Jaditerbuktibahwahimpunani¥/ = 1 merupakan himpunan
pembeda terhubung minimal dari graf Py dan )=41

Lemma  2.10 )J=5

Bukti: Dipilihhimpunani¥ = lcv  )dantitik-

titikpada  tersebut membangun subgraf terhubung dari . Representasi setiaptitik
di terhadap himpunan 14 diberikan pada Lampiran 4. Karena representasi setiap t|t|k
di terhadap himpunan W hberbedamakahimpunani =

merupakan himpunan pembeda terhubungdarigraf Sdanjutnya dibuktikan untuk
himpunan W ), dengan|W¥| = 4. Berdasarkan Lampiran 3, semua himpunan
Wc ) dengan [1W7] = 4bukanmerupakanhimpunanpembedakarenasel aluterdapat 2
titikpadagraf yang mempunyai representas sama terhadap himpunan W tersebut.
Sehingga himpunan W < J  dengan |W|=4 bukan merupakan himpunan
pembeda terhubung dari graf Pre. Jadi terbukti
bahwahimpunani¥ = lcv Jmerupakanhimpunanpembedater
hubung minimal darigraf Pr; dan terbukti bahwa )=sm

Lemma 211 )=5

Bukti: Dipilihhimpunani¥ = lcv  )dantitik-

titikpada  tersebut membangun subgraf terhubung dari . Representasi setiaptitik
di terhadap himpunan 1 diberikan pada Lampiran 4. Karena representasi setiap t|t|k
di terhadap himpunan W berbeda maka himpunani =

merupakan himpunan pembeda terhubung dari graf . Selanjutnya dibuktikan untuk
himpunan W c ), dengan|W|= 4. Semua himpunan W C J dengan
|[W|=4 mempunya Kkarakterisasi yang samasepertihimpunani¥” = J dengan
|W| = 4. Karena himpunan W c dengan |W| = 4 bukan merupakan himpunan
pembeda terhubung dari maka himpunan W = J dengan |1#'| — 4 juga bukan
merupakan himpunan pembeda terhubung dari graf .
Jaditerbukti bahwahimpunani¥/ = | merupakan himpunan pembeda
terhubung minimal dari graf dan.r H)=5H

Dari Lemma 2.5 sampaidengan Lemma

2.11dapatdisimpulkanbahwa,bilanganpembedadarigrafpiramidaPr,, untuk n = 7 adalah,
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. n= 5 7

2, n= 6

Sel anj utnyadi dapatkankonj ekturbilanganpembedaterhubungdarigraf piramida untuk
n € N, yaitu:

Konjektur 2.12Bilanganpembedaterhubungdarigraf piramidaPr, dengan nn = 7 adaah,

!
’ n

denganhimpunanpembedaterhubungminimal nyaadal ah,

. 1, n
W= , 1, n

Setelahmenentukancr , untuk n<7, selanjutnya disgjikan beberapa
lemma untuk bilangan pembeda terhubung dari graf piramida terpancung
Lemma 213 )=2
Bukti: Dipilihhimpunan = | = )dantitik-titikpadal¥
tersebut membangun subgraf terhubung dari . Representasi setiap titik di
terhadap himpunan W sebagai berikut:
r W= 1) r W= (1,1)
r W= ) T W= b |
] W=
Karenarepresentasi setiaptitik di terhadap himpunan  tersebut berbeda dan
subgraf dari yang terinduksi oleh adalah subgraf terhubung maka

himpunan W tersebut merupakan himpunan pembeda terhubung dari
Berdasarkan Lemma 2.3.3, himpunan# tersebut merupakan himpunan pembeda
terhubung minimal dari dan terbukti bahwa cr y=2m

Lemma 214 )=2

Bukti: Dipilihhimpunan = jc ) dan titik-titik pada W
tersebut membangun subgraf terhubung dari . Representasi setiap titik di
terhadap himpunan W sebagai berikut:

w= 1)

w=_ )

w= )

W = (

W =(11)

w=)

w= )

e T T T T B
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Karenarepresentasisetiaptitik di terhadap himpunan W tersebut berbeda dan
subgraf dari yang terinduksi oleh W adalah subgraf terhubung maka
himpunan tersebutmerupakanhi mpunanpembedaterhubungdari
Berdasarkan Lemma 2.3.3, karena bukan merupakan graf lintasan maka
himpunan  tersebut merupakan himpunan pembeda terhubung minimal dari

dan terbukti bahwa cr j=28

Lemma 215 )=3.

Bukti: Dipilihhimpunan = Jc ) dan titik-titik pada W
tersebut membangun subgraf terhubung dari . Karenav je= )
berdasarkan Lemma 4.3.4, maka = 1 merupakan hipunan
pembeda terhubungdari . Diambil sebaranghimpunaniir < ) dengan

| | =2 dan titik-titik pada  tersebut membangun subgraf terhubung dari
Semua kombinasi himpunan tersebut selalu beranggotakan tepat satu titik
ujung dan titik-tittk segaris dengannya  atautitik-titiksegaris  yang
tidakmemuattitikujung. Berdasarkan Lemma 4.3.1 dan Lemma 4.3.2,
himpunan = .., J merupakan himpunan pembeda terhubung minimal
dari graf dan terbukti bahwacr ) =38

Dari Lemma 2.13, Lemma 2.14, dan Lemma

2.15dapatdisimpulkanbahwabilanganpembedaterhubungdarigrafpiramidaterpancung

untukn = 2 3 adalah,

Sel anj utnyadi dapatkankonjekturbilanganpembedaterhubungdari graf pi rami daterpanc
ung untuk ¢, m € N, yaitu:

Konjektur
2.16Bilanganpembedaterhubungdari graf pi rami dagraf pi ramidaterpa
ncung adalah,
+1, c>m
er( )= , c=m
denganhimpunanpembedaterhubungnya,
W= ceirs 1. c':}ml
Fric. c=m

3. Kesimpulan
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4.
(1

(2]

(3]
[4]
(5]

6]
[7]

Graf piramidaPr,denganV = { i =1,23,.,ntldan j = ..., i} dan

B = { i=123,.,n+l, j=1,2,3,..,i
dan k—i,i+1, I —jj+1, k=n+1, v & 1 Dimensi metrik  dari
grafpiramidaPr,, adalah 2danbasisnyaadalah 1)

Graf piramidaterpancung dengan
V ={ I =m+l,m+2,...,n+ldanj = . ildanE =
{ i =m+l, m+2,m+3,..n+l, i=123,.,i dan k=1ii+l, [=" "+1,
=k =n+], # }. Dimensi metrik dari grafpiramidaterpancung adalah
2danbasisnyaadalah . )

BilanganpembedaterhubungdarigrafpiramidaPr,, dengan n = 7 adalah,

’ mn
. n
Bilanganpembedaterhubungdarigrafpiramidaterpancung untukn = 2 3
adalah,
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