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Bilangan Dominasi Lokasi Metrik pada Graf Kisi

Ratnaning Palupi, Liliek Susilowati,Nenik Estuningsih & Hazrul Iswadi
DepartemenM atematikaFakultasSainsdanT eknol ogi
Univer sitasAirlangga
ratnaning.pal upi @yahoo.com

Abstract. For an ordered setW =, wq, vy, ..., of vertices and a vertex = in a
connected graph G, the representation of v with respect to W is the ordered k-tuple
| = wyld Wyl Wi laeees w1, where represents  the

distance between the vertices x and y. The set W is called a locating set for & if every
vertex of G has adistinct representation. A set W isadominating set of & if every vertex in

— W is adjacent to a vertex of W. A dominating set W is a metric-locating-
dominating set, or an MLD-set, if W is both a dominating set and a locating set in G. The
metric location domination number y,, ) of 5 isthe minimum cardinality of an MLD-set
in &. The purpose of this paper is to find the metric location domination of grid graph. A
grid graph is defined as a cartesian product of two path graphs = F,;. The results are
metric location domination number for eachme = 4 and n =4,7,10,13is 4,7, 13 and
for m = n = 7is 12. Moreover, we found a conjecture that a metric location domination for
m=3k+1landn =3l +lis« + + 1

Keywords:grid graph, metric location domination number, and metric locating dominating set.

5 Latar Belakang

Graf G didefinisikan sebagai himpunantitik tak kosongl”  dan himpunangaris
E  yang menghubungkanduatitiktak terurut padal’ . Kardinalitas ¥, dinotasikan
dengan n disebut ordo dari graf &. Graf & disebut graf sederhana jika setiap garis
pada graf & menghubungkan dua titik yang berbeda dan setiap dua titik yang berbeda di
graf & hanya dihubungkan oleh satu garis. Graf & dikatakan terhubung jika setiap dua
titik u dan v di graf & selalu terdapat lintasan yaitu barisan selang-seling titik dan garis
yang menghubungkan u dengan ». Pada makaah ini, graf & yang ditinjau adalah graf
sederhana dan terhubung. Istilah dan notasi yang digunakan pada makalah ini mengacu
pada Chartrand dan Lesniak (1996).

Jarak antara dua titik u dan v dinotasikan d di suatu graf terhubung G adalah
panjang lintasan terpendek dari u ke v di G. Misakan v &€ . Representas dari ©
terhadap w di G adalah vektor dengan k unsur

| = ),d ).d )...,d dengan komponennya adalah
jarak dari v ke semua titik di W. Himpunan W disebut dengan himpunan pelokasian
untuk ¢ jika | = maka = = untuk semua wu, = di . Himpunan
W c disebut himpunan pendominasi dari « jika setigp titik di V - W

bertetangga dengan minimal sebuah titik dari 1#7. Bilanganpendominasiy adalah
kardinalitas minimum dari himpunan pendominasi pada ¢. Pada Gambar 1, titik-titik
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berwarna hitam merupakan salah satu himpunan pendominasi pada graf X,
sedangkan pada Gambar 2 titik-titik berwarna hitam merupakan salah satu himpunan
pelokasian padagraf  x

Gambar 1 Himpunan pendominasi pada graf

Gambar 2 Himpunan pelokasian pada graf

Henning dan Oellermann menggabungkan konsep himpunan pendominasi dan himpunan
pelokasian menjadi konsep himpunan pendominasi pelokasian metrik (Henning dan
Oedllermann, 2004). Himpunan-MLD W di graf terhubung ¢ adalah himpunan titik-titik
dari 7 yang bersifat sebagai himpunan pelokasian dan himpunan pendominas di &.
Bilangan dominasi lokasi metrik dari G addah kardinalitas minimum dari suatu
himpunan-MLD di ¢.

Makalah ini membahas penentuan bilangan dominasi lokasi metrik dari graf kisi X

dengagn m = +1 dan n = 31+ 1. Setiap indeks dalam pembahasan ini merupakan
bilangan adli.
6 Pembahasan

Graf kisi »  didefinisikan sebagai suatu graf yang dibentuk dari graf dan
dengan himpunan titik dan himpunan garisnya berturut-turut adalah

vV X = li=1,23, ..,mdanj =1,2,3, ..,
dan
E X = + U — | = X

dengan  adalah graf lintasan berordo m.

-
aanes



Gambar 1 Graf Kisi

Haynes dkk (Haynes dkk., 1998) telah menunjukkan kondisi sebuah himpunan
pendominasi minimal seperti yang dinyatakan pada teorema berikut.

Teorema 2.1 Sebuah himpunan pendominasi S merupakan himpunan pendominasi
minimal jika dan hanya jika untuk setiap titik 1 € 5, satu dari dua kondisi berikut
dipenuhi :

a wuadaahisolas pada s
b. terdapat sebuah titik padaV — S sedemikianhingga W N5 =

Iswadi (2010) telah menunjukkan bahwa super himpunan dari himpunan pelokasian juga
merupakan himpunan pelokasian seperti yang dinyatakan pada Lemma 2.2.

Lemma 2.2 Misd ¢ adalah sebuah graf dan U « ¥ . JikalJ memuat sebuah himpunan
pelokasian pada ¢ sebagai himpunan bagiannya, maka Ujuga himpunan pelokasian.

Lemma 2.3W = u u u cV x merupakan himpunan
dominas padagraf  x P

Bukti Jarak antar titik pada W addah tiga. Ini artinya setiap lintasan antar titik pada W,
misalkan u dan v selalu melaui duatitik yang masing-masing bertetangga dengan u atau
v. Dengan demikian setigp titik ddam V X merupakan anggota W atau
bertetangga dengan minimal satu anggota 1v/.m

Lemma 24W = u u u cV x merupakan himpunan
dominasi minimal padagraf  x

Bukti Jarak antar titik pada &/ adal ah tiga sehingga setiap titik pada W merupakan isolasi

pada W. Jadi, berdasarkan Teorema 2.1 maka himpunan W merupakan himpunan

dominasi minimal padagraf x . Selanjutnya himpunan W disebut sebagai himpunan
a

Lemma2.5 Himpunan dominasi minimal pada graf X adalah gabungan dari
himpunan dominasi minimal padatiap blok, yaitu 5 = UZ—_,

BuktiBerdasarkan Lemma 2.4, merupakan himpunan dominasi minima. Misalkan

dicerminkan terhadap lintasan - maupun terhadap
lintasan +1s 11 s +1 dan hasil pencerminannya disebut 1
makajarakantara  , dengan cermin akan sama dengan jarak antara dengan cermin.
Dengan  demikian, karena untuk setigp uw,vE d =2 maka
untuksetiapu, v € d = 2. Ini artinya 4 Mmerupakan himpunan dominasi
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minimal.Selanjutnya, jelas bahwa setigp hasil pencerminan dari merupakan
himpunan dominasi minimal.Setiap titik di selalu berjarak minimal dua dengan
kecudli titik yang terletak pada cermin. Dengan demikiangabungandari dengan
juga merupakan himpunan dominasi minimal yaitu

=0,2,4..kg=135,..,

5= - 1,3,5,...k q=246,..,1
e=1d=1

U N

-ukg=0724,..,
U q -

k,q=1,35,..,1

=2,4,6..kqgq=024,..,

Y 43,5, ..k q=1,35,..,1
|
L emma 2.6Himpunandominasi minimal S = U*_, U pada graf kis X

juga merupakan himpunan pelokasian dari graf tersebut.

Bukti Berikut ini adalah representas semua titik pada graf X terhadap
= u u u 2 CS§.

Untuki=1,2,3,4danj = 1,2,3,4

)= 1,5, )= 04
= 2,4 )= 1,3
= 3,3 = 2,2
= 4,2, = 3,1
= L3 = 2,4
= ZZ = 33
= 3,14 = 4,2

)— 4.0 )- 5,1,

Untuki=1,2,3,4dan5=j=31+1
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)-G-3ii— +1)

)=G-2j- -
)=U—1_j,f_ -
}: +1,j — _2)

Untuk5=i=3k 1 1danj=1,23,4

J=(G+1i-24i-
J- i—-1i—-1i-
J=(G—-14i-2i-

)= i+1,i-3,i-
Untuk 5=i= +1ldan 5=7=3l+1

J=0+j—4i —4i+j-Ti+j—
Karena representasi setiap titik wu € x terhadap berbeda, maka
merupakan himpunan pelokasian pada X . Himpunans = U*_, U
memuat sebagai himpunan bagiannya. Berdasarkan Lemma 2.2 maka S juga

merupakan himpunan pelokasian. m

Teorema 2.7Himpunandominas minimal S =U*_,U merupakan himpunan
pendominasi pelokasian metrik padagrafkis ®

Bukti Berdasarkan Lemma2.5 dan Lemma2.6, S = U¥*_, U merupakan himpunan
dominass  minima  sekaligus  himpunan  pelokasan. Dengan  demikian,
S=UEL,U merupakan himpunan dominasi |okasi metrik.m

Teorema 2.8 X =4

Bukti Andaikan x = 4. Misakan x  =3. Berikut adalah kombinasi

posis dari titik dominas yaitu pada titik ujung, titik tepi atau titik tengah dan banyaknya
titik dominasi pada posisi tersebut dengan asums bahwa untuk setiap titik dominasi u
danvmakaN dan N  tidak saling beririsan.

Tabel 1 Kombinas posisi titik dominasi padagraf 1

Titik Tengah | Titik Tepi | Titik Ujung K eterangan
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Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
semua titik ujung tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat tiga titik ujung yang tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat tiga titik ujung yang tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat duatitik ujung yang tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat duatitik ujung yang tidak terdominasi.

Titik Tengah

Titik Tepi

Titik Ujung

Keterangan

1

0

2

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat duatitik ujung yang tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat satu titik ujung yang tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat satu titik ujung yang tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat satu titik ujung yang tidak terdominasi.

Berdasarkan Observasi 6, kombinasi ini tidak
memenuhi himpunan dominasi minimal karena
terdapat satu titik ujung yang tidak terdominasi.

Karenatidakadakombinasitigatitikpada — x
dominasi minimal maka sebuah himpunan dengan kardinditas tiga pada
dominasi.

pengandai ansal ahsehinggaterbuktibahwa X

himpunan

yang memenuhi

ot
Dengan

=4m

Dengan carayang sama akan diperol eh beberapa teorema berikut.
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Teorema 2.9 X =7

Teorema 2.10 x =10
Teorema 2.11 = ) —13
Teorema 2.12 X J)=12
Teorema 2.13 x =17
Teorema 2.14 X )=
Teorema 2.15 X )=
Teorema 2.16 x =31
Selanjutnya untuk graf X diperoleh sebuah konjektur sebagai berikut.
Konjektur 2.17¥ X  s)=k+2kl+1
7 Kesimpulan
Himpunan dominai lokasi metrik pada graf X adalah
Himpunan dominai lokasi metrik pada graf X adalah
Kk ')
. B =0,24..,k¢=135,..,
B B 1,3,5...kg9=2,46,..,1
e=1d=1

U N

kg =072,4 ..
U ) ;q 01‘;41 )

k,qg =1,3,5,...,1
U =4,46..,kg=0124%..,

43,5, ..,kq9=1,35,_,1
Beberapa bilangan dominasi lokas metrik pada graf kis yaitu X =4,
X =17, x ) =10, x ) =13, x =12,
x J=17, x )=, x )=, x )=31.

Dari hasil di atas, diperoleh konjektur sebagai berikut.
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