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1  Einleitung

Es ist ein wichtiges Anliegen der physikalischen Beschreibung der Natur, die Vielfalt der
beobachtbaren Erscheinungen auf eine kleine Anzahl fundamentaler Tatsachen und Gesetze
zurlickzufiihren. Diesen Anspruch stellt sich insbesondere auch die Elementarteilchenphysik,
die die Untersuchung der elementaren Bausteine der Materie und deren Wechselwirkungen
zum Ziele hat. Nach heutigem Verstindnis lassen sich die Elementarteilchen in zwei Grup-
pen einordnen: die Leptonen und die Quarks, und beide Gruppen werden jeweils noch in
drei Familien unterteilt. Die beobachtbaren Phinomene sollten sich zumindest im Prin-
zip auf die Wechselwirkung dieser Elementarteilchen zuriickfithren lassen. Man kennt heute
vier fundamentale Krifte: die elektromagnetische, die schwache und die starke Kraft sowie
die Gravitation. Diese Wechselwirkungen lassen sich durch Eichfeldtheorien verstehen, die
durch ein einheitliches Prinzip aus den Invarianzeigenschaften der entsprechenden wech-
selwirkungsfreien Theorien unter gewissen Symmetrietransformationen folgen. Die Quan-
tisierung einer Eichfeldtheorie fithrt auf eine Quantenfeldtheorie (QFT), und die Quanten
der Eichfelder erginzen die Liste der Elementarteilchen. In Verbindung mit der Renormie-
rungstheorie hat sich die quantenfeldtheoretische Beschreibung der elektromagnetischen,
der schwachen und der starken Wechselwirkung bisher als iiberaus erfolgreich erwiesen. Die
Kombination dieser beiden an sich separaten Konzepte bildet den Rahmen des Standardmo-
dells der Wechselwirkung, das zur Erklirung der massiven Eichfelder der schwachen Kraft
zusétzlich noch die Existenz von Higgs-Teilchen annimmt. Obgleich die Gravitation bislang
noch nicht vollstindig als Quantentheorie verstanden ist und trotz einiger konzeptioneller
Schwierigkeiten, die auf die Notwendigkeit weiterfiihrender Entwicklungen hinweisen, liefert
das Standardmodell somit bereits ein recht einheitliches Bild fiir die Vielzahl der physikali-
schen Erscheinungen.

In der vorliegenden Arbeit werden im Rahmen des Standardmodells Systeme mit starker
Wechselwirkung sowie als exemplarisches Modell die skalare ¢*-Theorie betrachtet. Durch
die starke Kraft wird die Wechselwirkung zwischen Hadronen bestimmt. Ehe die Quan-
tenchromodynamik (QCD) als heute allgemein akzeptierte Theorie der starken Wechsel-
wirkung etabliert wurde, erfolgte die Beschreibung der Hadronen-Wechselwirkung zunéchst
durch verschiedene effektive Theorien. Auch heutzutage besitzen effektive Beschreibungen
der starken Wechselwirkung, die man nunmehr streng aus der QCD abzuleiten versucht,
eine grofe Bedeutung. Diese Tatsache liegt auch in einem Spezifikum der starken Wechsel-
wirkung begriindet, nimlich der normalerweise zu beobachtenden Confinement-Eigenschaft,
die kurz erlautert werden soll. Die QCD geht von Quarks als farbgeladenen fundamentalen
Teilchen (Fermionen) und Gluonen (Eichbosonen) als Vermittlern der Wechselwirkung aus,
welche aufgrund der nicht-Abelschen SU(3)-Eichsymmetriegruppe der QCD ebenfalls eine
Farbladung tragen. Aufgrund der daraus resultierenden Selbstkopplung der Gluonen nimmt
man an, daB Quarks und Gluonen nicht als freie Vakuumzustinde detektierbar sind, son-
dern als Partonensysteme farbneutrale Hadronenzustande aufbauen, die beobachtet werden
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kénnen. Dadurch erhilt der in jeder QFT verankerte Vielteilchenaspekt fiir die QCD von
vornherein eine besondere Bedeutung.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der QCD, die auch mit der des Confinements in Be-
ziehung steht, ist die sogenannte asymptotische Freiheit. Darunter versteht man, daf bei
Elementarprozessen mit groBem Impulsiibertrag bzw. auf kleinen Léngenskalen die Kopp-
lungsstérke klein ist. Dies war historisch ein erster Hinweis darauf, da8 sich die elementaren
Teilchen in hadronischen Systemen mit kleinen typischen Teilchenabsténden quasi-frei ver-
halten sollten.

Tatséchlich sprechen weitere heuristische Uberlegungen dafiir, daB hadronische Materie
bei extrem hohen Teilchendichten und/oder Temperaturen in einen Deconfinement-Zustand
iibergeht, in dem die Quarks und Gluonen iiber lingere Distanzen quasi-frei propagieren
kénnen, und der als Quark-Gluon-Plasma (QGP) bezeichnet wird. Obwohl bislang noch
nicht eindeutig geklért ist, ob es sich dabei um einen Phaseniibergang bzw. um einen konti-
nuierlichen Ubergang (crossover) handelt, soll hier der Einfachheit halber und einer iiblichen
Konvention in der Literatur folgend von dem Deconfinement-Phaseniibergang gesprochen
werden, zumal einige theoretische Hinweise auf einen Phaseniibergang erster Art deuten.
Der Begriff des Phaseniibergangs wird hier also nicht primér im thermodynamischen Sinne
gebraucht, sondern um zu betonen, daf§ sich die relevanten Freiheitsgrade von Hadronen zu
Quarks und Gluonen éndern.

In einem auf Polyakov zuriickgehenden Argument [Pol79] betrachtet man Mesonen in
einem naiven String-Modell. Wie in der Abbildung 1.1(a) schematisch dargestellt, werden

T=0 T+#0

(a) (b)

Abbildung 1.1: Ein Meson im naiven String-Modell bei (a) verschwindender
bzw. bei (b) endlicher Temperatur. Fiir endliche Temperaturen ist der mittlere
Abstand r der Quarks proportional zur Lange L des Strings.

die Mesonen hierbei als ein Quark-Antiquark-Paar angesehen, das durch ein schlauchférmi-

ges starkes Kraftfeld (string) gebunden wird. In einer groben Naherung kann das effektive
Potential zwischen den Quarks als

A«
V(’f‘) = -7-5 — ; + or
angenommen werden [Kap89]. Aufer der in gleicher Form im nichtrelativistischen 2-Kérper-
problem mit elektrischer Wechselwirkung auftretenden Zentrifugalrepulsion ~ =2 und dem
attraktiven Term ~ r~! existiert zwischen den farbgeladenen Quarks ein lineares Confine-
ment-Potential or. Der Parameter o wird als string tension bezeichnet. Der Abstand des
Quark-Antiquark-Paares, d. h., die GréBe des Mesons, wird bei verschwindender Tempera-
tur durch die Lage des Minimums des effektiven Potentials V/(r) festgelegt. Bei der endli-
chen Temperatur T bestimmt dagegen das Minimum der Freien Energie F = V — ST den



Grundzustand des Mesons; der String muf dann nicht mehr geradlinig zwischen den Quarks
verlaufen (siche Abbildung 1.1(b)). Die Entropie S als logarithmisches Ma8 fiir die Zah! der
moglichen Mikrokonfigurationen ist proportional zur Linge L des Strings, d.h., S = sL.
Daher wird die Stringlinge durch das Minimum der Funktion

P(L) =25~ S+ (o= sT)L

bestimmt. Daraus ist unmittelbar ersichtlich, dafl oberhalb einer bestimmten Temperatur
die Freie Energie #'(L) kein absolutes Minimum mehr besitzt und die Quarks nicht langer
gebunden sind, was als Deconfinement der Quarks interpretiert werden kann. Dieses Resultat
ist allein Folge des Vorzeichenwechsels des in L linearen Terms der Freien Energie F'(L) und
somit nicht von der genauen Gestalt des Quark-Potentials abhéngig.

Die Temperatur dieses Phaseniibergangs kann ebenfalls leicht abgeschétzt werden. Bei
hohen Temperaturen verhalten sich in einem Hadronengas die Dichten der leichten Hadronen
aus Dimensionsgriinden in erster Naherung wie T3/%3. Da die Hadronen eine typische Aus-
dehnung von 1fm besitzen, wird bei einer Temperatur ' ~ f/1fm ~ 200 MeV das gesamte
Volumen von Hadronen ausgefiillt sein. Dies ist ein Hinweis darauf, daB oberhalb dieser
Temperatur die Beschreibung der Materie durch Hadronenzustinde nicht langer addquat
ist.

Ein Ergebnis der gleichen GréSenordnung liefert in einem ganz anderen Zugang die
Hagedorn-Beschreibung [Hag73] des experimentell gefundenen Massenspektrums der Hadro-
nen. Wie sich auch theoretisch begriinden 138, besitzt die Zustandsdichte v der hadronischen
Resonanzen mit der Masse m néherungsweise die Form

v(m) ~ m™® exp{m/T},

wobei die Parameter als a ~ 3 und T ~ 160 MeV angegeben werden [Kap89]. Der Para-
meter T besitzt in diesem zunichst rein phinomenologischen Modell, welches urspriinglich
nicht von Quarks und Gluonen als Bestandteilen der Hadronen ausgeht, die Bedeutung einer
Grenztemperatur. Die durch die Integratmn mit dem Ma8 v(m) dm iiber das Massenspek-
trum bestimmte Zustandssumme eines Hadronensystems divergiert némlich fiir 7 — T und
ist oberhalb von T nicht definiert. Diese Eigenart der hadronischen Zustandsgleichung, die in
dhnlicher Weise auch in anderen Zugéingen, wie z. B. der relativistischen Transport-Theorie
[Bas98] bestitigt wird, weist wie die vorangegangene Uberlegung darauf hin, daff oberhalb
einer gewissen Temperatur von etwa 100...200 MeV keine Hadronen mehr existieren. Auf
genauere numerische Untersuchungen zum Phaseniibergang in stark wechselwirkenden Sy-
stemen durch die sogenannte Gitter-Eichfeldtheorie, welche die aufgefiihrten qualitativen
Betrachtungen bestitigen, wird an gegebener Stelle eingegangen.

Die Kenntnis der Eigenschaften des QGP sowie des Phaseniibergangs ist von grofler
Wichtigkeit fiir das Verstdndnis der kosmologischen Evolution. Viele Abschnitte dieser Ent-
wicklung kénnen in einer guten Approximation durch thermodynamische Betrachtungen
beschrieben werden. Dies liegt zum einen in der Tatsache begriindet, da8 die typische Zeit-
skala der lokalen Aquilibrierungsprozesse deutlich kleiner als jene der globalen dynamischen
Entwicklung ist; andererseits ist der Kosmos die beste iiberhaupt denkbare Realisierung
eines Vielteilchensystems. Demnach 148t sich der globale Zustand des Kosmos durch die
Angabe der Temperatur und durch die den erhaltenen Ladungen zugeordneten chemischen
Potentiale kennzeichnen.
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In seiner Friihphase bestand der Kosmos aus einem heiBen Elementarteilchen-Plasma,
das sich, von einigen m&glichen Phasen des Wiederaufheizens abgesehen, im Zeitverlauf
abkiiblte. Etwa 10~° Sekunden nach dem Urknall war die Temperatur des Kosmos auf etwa
200 MeV (das entspricht ca. 2 - 1012 Kelvin) abgesunken, worauf in dem einsetzenden Pha-
seniibergang der Quark-Gluon-Anteil des Elementarteilchen-Plasmas hadronisierte. Das im
Kosmos beobachtete Verhiltnis von Hadronen zu Photonen von 1:10° ist ein Anzeichen
dafiir, daB8 der kosmologische Phaseniibergang bei einem sehr kleinen hadro-chemischen Po-
tential, d. h., im Strahlungskosmos stattfand. Die genauen Bedingungen, unter denen diese
Hadronisierung vonstatten ging, sind heute, etwa 10'7 Sekunden spéter, nur noch indirekt
feststellbar. Daraus erwichst aber fiir viele kosmologisch bedeutsame Fragen die Notwen-
digkeit der genauen Kenntnis der Eigenschaften des heiflen Elementarteilchen-Plasmas und
insbesondere des QGP. Der kosmologische Hintergrund ist somit eine wichtige Motivation
fiir die intensive Forschung auf diesem Gebiet.

Im Zusammenhang mit der asymptotischen Freiheit wurde bereits die Vorstellung an-
gesprochen, dafl stark wechselwirkende Materie auch bei kleinen Temperaturen, aber sehr
groBer Hadronendichte (bzw. bei grofem hadro-chemischen Potential), in den Deconfine-
ment-Zustand {ibergehen kann. Auch die unter solchen Bedingungen vorliegende Zustands-
form der Materie, die als kaltes QGP oder auch Quarkmaterie bezeichnet wird, besitzt nach
theoretischen Uberlegungen eine grofie Relevanz fiir die Astrophysik. Es bestehen namlich
berechtigte Griinde zu der Annahme, daBl im Inneren kalter Neutronensterne die Materie
derart komprimiert ist, daB dort die kritische Teilchendichte fiir den Phaseniibergang er-
reicht wird. Die Groflenordnung dieser kritischen Dichte kann aus dhnlichen heuristischen
Uberlegungen wie im Falle des Hochtemperatur-Phaseniibergangs abgeschitzt werden. Sie
liegt bei verschwindender Temperatur bei etwa 1 Nukleon/fm3, was ungeféhr der 10-fachen
Kerndichte entspricht..

Es wird angenommen, dafl zwischen dem Phaseniibergang bei hoher Temperatur und
dem bei hoher Dichte die Phasengrenze durch eine kontinuierliche Funktion gegeben ist.
Damit ergibt sich das in der Abbildung 1.2 qualitativ dargestellte Phasendiagramm ha-
dronischer Materie. Dieses bislang noch hypothetische Bild nicht nur theoretisch zu fun-
dieren, sondern auch experimentell zu verifizieren, ist das erklarte Ziel einer Vielzahl von
Arbeitsgruppen und Kollaborationen. Im Labor 18t sich Materie durch Sté8e von hoch-
energetischen schweren Atomkernen derart verdichten bzw. erhitzen, dal das Erreichen der
extremen Bedingungen fiir den hadronischen Phaseniibergang mdoglich erscheint. Erste ex-
perimentelle Hinweise auf die Formierung eines QGP glaubt man in bereits existierenden
Schwerionen-Experimenten am AGS (Alternating Gradient Synchrotron, Brookhaven) und
am SPS (Super Proton Synchrotron, CERN) gefunden zu haben; ein eindeutiger Nachweis
steht jedoch noch aus. Diesen hofft man endgiiltig mit den sich im Bau bzw. in der Pla-
nung befindlichen Kollider-Maschinen RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider, Brookhaven)
und LHC (Large Hadron Collider, CERN) zu erbringen, bei denen mit Schwerpunktsenergi-
en von etwa 200 GeV bzw. 5 TeV pro Nukleon im Schwerionen-Betrieb die héchsten bisher
experimentell erreichten Energien zur Verfiigung stehen werden. RHIC ist ein dedizierter
Schwerionen-Kollider, und die geplanten Experimente zielen auf den Nachweis des QGP
ab. Erste experimentelle Ergebnisse werden bereits vor dem Jahr 2000 erwartet. Aber auch
am LHC wird ein Teil der Mefizeit der Suche nach dem QGP dienen. Entsprechend den
Schwerpunktsenergien kann davon ausgegangen werden, daB man bei LHC-Experimenten
noch weiter in den Deconfinement-Bereich vordringen kann und der Phaseniibergang bei
etwas héheren Temperaturen stattfinden wird als beim RHIC. In beiden Fillen kann jedoch
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Abbildung 1.2: Das Phasendiagramm hadronischer Materie (schematisch). An-
gedeutet sind die Verldufe der erwarteten Phaseniiberginge bei RHIC und
LHC sowie des kosmologischen Phaseniibergangs. Schraffiert markiert ist der
vermutete Materiezustand im Inneren kalter Neutronensterne. Hellgrau dar-
gestellt ist der im Falle eines Phaseniibergangs erster Ordnung zu erwartende
Phasen-Mischzustand.

im Unterschied zum kosmologischen Phaseniibergang die Hadronendichte ein Mehrfaches
der normalen Kerndichte ng betragen.

Ein wichtiges Problem der Schwerionen-Experimente ist die eindeutige Unterscheidung
eines moglicherweise kurzzeitig und in einem kleinen Volumen erzeugten QGP von einem
Zustand hochangeregter hadronischer Materie. Eine unter den vielen vorgeschlagenen Si-
gnaturen des QGP, die derzeit diskutiert werden, ist der Nachweis der Unterdriickung der
J/¥-Produktion in Schwerionen-Sté8en. Dieser auf Matsui und Satz [MS86)] zuriickgehende
Vorschlag beruht auf der Tatsache, daB das J/U-Meson als cé-Zustand im heiflen Plasma
aufgrund der Abschirmeffekte nicht stabil ist und daher schnell zerfallt. Dieser Mechanismus
ist aber wahrscheinlich schwer von dem zum konventionellen experimentellen Untergrund
beitragenden Effekt zu unterscheiden, daB der Zerfall des J/¥-Meson auch durch Stéfe und
Abschirmefiekte im heiflen Hadron-Medium katalysiert wird.

Eine zweite derzeit stark debattierte QGP-Signatur ist das Spektrum der in Kern-Kern-
StéBen emittierten Dileptonen und Photonen. Diese elektromagnetischen Proben geben di-
rekten AufschluB iiber die Bedingungen in der Reaktionszone, da sie nahezu chne jede
weitere Wechselwirkung in das Detektorsystem gelangen kénnen. Fiir die Analyse dieser
elektromagnetischen Signale ist ebenfalls ein genaues Verstéindnis der relevanten Prozessen
im hochangeregten hadronischen Medium vonnéten, da diese als starker Untergrund zu den
MeBergebnissen beitragen kénnen.

Bereits diese kurzen Diskussionen zeigen, dafl zur Auswertung der Experimente eine recht
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detaillierte theoretische Beschreibung notig ist. Diese Beschreibung kann jedoch aufgrund
der Komplexitit des physikalischen Prozesses ‘ultrarelativistischer Schwerionen-Stof’ (und
der Komplexitét der zugrunde liegenden QCD) nur unter vereinfachenden Annahmen erfol-
gen. Einen moglichen Rahmen fiir die Beschreibung der ersten Stadien des StoBes liefern z. B.
Kaskaden-Modelle, welche die dynamische Entwicklung der kollidierenden Kerne im wesent-
lichen durch binire Wechselwirkungsprozesse auf der Partonen-Ebene beschreiben [Gei95].
All diesen dynamischen Modellen ist gemein, daf sich in dem System durch die anfangli-
chen harten, durch die perturbative QCD beschreibbaren Wechselwirkungen zwischen den
Partonen sehr schnell ein lokales thermisches Gleichgewicht einstellt. Fiir RHIC-Energien
betrigt die typische Zeitskala der Thermalisierung etwa 0.5 fm/c.

Diese Tatsache rechtfertigt, das System nach der kurzen Pri-Aquilibriumphase durch
thermo-hydrodynamische Modelle [SG86] zu beschreiben, zumal viele observable Gréfien
durch die thermalisierte Phase mit einer Lebensdauer von einigen 10 fm/c bestimmt werden.
In diesem Bild, das auch durch andere relativistische Transport-Theorien gestiitzt wird, stellt
sich die Kern-Kern-Kollision als eine iberwiegend longitudinale Expansion eines anfanglich
sehr heiflen, stark komprimierten Mediums dar. Die relativistisch-hydrodynamische Expan-
sion wird dabei durch die Zustandsgleichung des Mediums bestimmt. Daraus ergeben sich
neben den zwei bereits erwahnten Signaturen weitere Méglichkeiten des Existenznachweises
des QGP. Diese sogenannten kinetischen Proben beruhen auf der im Vergleich zur hadro-
nischen Phase groBen Anzahl der thermodynamischen Freiheitsgrade des QGP, so da8 sich
beim Phaseniibergang der Druck und die Energiedichte in einem sehr kleinen Temperatur-
bereich stark dndern. Der hohe Druck des QGP fiihrt selbst in zentralen StéBen wahrend der
longitudinalen Expansion zu einer kollektiven transversalen Expansion (transverse flow), die
sich in verschiedenen observablen GréBen duflert. So erlaubt z. B. die Messung des mittleren
transversalen Impulses. (pr) und der Rapiditatsverteilung dN/dy der detektierten Hadronen
Riickschliisse auf die Zustandsgleichung. Daneben kdnnen durch Teilchen-interferometrische
Methoden [Pra86] Abmessungen und Lebensdauer des expandierenden Mediums bestimmt
werden, die ebenso auf die Zustandsgleichung schlielen lassen. Wie fiir die kosmologische
Evolution stellen sich somit trotz der initialen Nicht-Gleichgewichtsphase und der dynami-
schen Aspekte der Schwerionen-Kollision thermodynamisch-statistische Betrachtungen und
insbesondere die Kenntnis der Zustandsgleichung des QGP als sehr wichtig heraus.

Thermodynamische Groflen des QGP lassen sich mit den Methoden der Statistischen
QFT berechnen. Allgemein hat sich die Verbindung der Statistischen Physik mit der QFT
als sehr fruchtbar erwiesen, was sich in eleganten funktionalanalytischen Formulierungen
duflert [AGDT75], die dem Vielteilchenaspekt beider Theorien gerecht werden. Obwohl die
Statistische QFT prinzipiell auch die Beschreibung von Systemen auflerhalb des thermody-
namischen Gleichgewichts ermoglicht, werden in dieser Arbeit mit der angegebenen Moti-
vation nur thermisch &quilibrierte Systeme betrachtet.

Die Statistische QCD kann analytisch nur approximativ durch Stérungsentwicklungen
ausgewertet werden. Die Anwendung dieser perturbativen Resultate zur Beschreibung des
QGP im Bereich des Phaseniibergangs ist jedoch aufgrund der dort groBen Kopplungsstarke
nicht ohne weiteres mdglich. Numerische Monte-Carlo-Simulationen der QCD durch die
Gitter-Eichfeldtheorie erlauben hingegen auch im Regime starker Kopplung im Prinzip ex-
akte Berechnungen aller relevanten thermodynamischen Groflen, wobei der erforderliche
Rechenaufwand allerdings betrichtlich ist. Heute ist die Zustandsgleichung daher nur fiir
einige Modellsysteme wie das reine SU(3)-Gluon-Plasma [Boy96] und das stark wechselwir-
kende Plasma mit zwei oder vier leichten Quark-Flavors [Ber97, Eng97] verlaSllich bekannt,
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wobei die Quarkmassen aus technischen Griinden als my ~ 7' angenommen werden miissen.
Geniigend genaue Rechnungen, die von realistischen Quarkmassen ausgehen, oder fir den
physikalisch interessanten Fall endlicher chemischer Potentiale konnten bislang noch nicht
durchgefiihrt werden.

Dies ist eine Motivation, in der vorliegenden Arbeit die numerischen Ergebnisse existie-
render Gitterrechnungen im Sinne ‘experimenteller’ Tatsachen zu interpretieren. Es zeigt
sich, da die bekannten thermodynamischen Daten durch ein Modell zu verstehen sind, das
die stark wechselwirkenden Quarks und Gluonen als Quasiteilchen mit effektiven Eigenschaf-
ten annimmst. Mittels dieses Modells wird dann eine Abschitzung der Zustandsgleichung des
QGP mit realistischen Quarkmassen angegeben, wobei insbesondere die seltsamen Quarks
beriicksichtigt werden. Aufgrund ihrer Masse von etwa 150 MeV, die in der GréBenordnung
der QCD-Renormierungskonstante Aqep liegt, konnen die s-Quarks hdufig nicht wie die
u- und d-Quarks in guter Approximation als masselos angenommen werden. Andererseits
ist fiir viele Fragestellungen die Masse der seltsamen Quarks nicht gro genug, um sie als
schwere Teilchen-Freiheitsgrade zu vernachlissigen. DaB unterschiedliche Ndherungen dieser
Art durchaus auch zu qualitativ verschiedenen Resultaten fiihren koénnen, zeigt ein weiterer
wichtiger Gesichtspunkt der starken Wechselwirkung, auf den kurz eingegangen werden soll.

Die Lagrange-Dichte der QCD ist unter der Annahme masseloser Quarks chiral sym-
metrisch. Der nichtperturbative Niederenergiesektor der starken Wechselwirkung ist neben
der Confinement-Eigenschaft jedoch durch die spontane Brechung der chiralen Symmetrie
gekennzeichnet. Die Brechung einer exakten chiralen Symmetrie hitte die Existenz eines
masselosen hadronischen Goldstone-Multipletts zur Folge. Im Falle der u- und d-Quarks ist
die explizite Verletzung der chiralen Symmetrie klein, was die kleine Masse der Pionen durch
ihre Interpretation als Goldstone-Bosonen erklart.

Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie dufiert sich durch endliche Vakuumerwar-
tungswerte verschiedener Operatoren. In dem zu betrachtenden Zusammenhang ist dabei
insbesondere das sogenannte Quark-Kondensat (qg) ~ (240MeV)® wichtig. Der endliche
Wert des Quark-Kondensates resultiert beispielsweise darin, daf8 fast masselose (Strom-)
Quarks in Hadronen als Teilchen mit einer Konstituentenmasse von einigen 100 MeV er-
scheinen. Nun folgt aus Gitterrechnungen ebenso wie durch allgemeine Uberlegungen, daf
der Wert des Quark-Kondensates mit steigender Temperatur abnimmt und bei einer Tempe-
ratur der GréBenordnung von 150 MeV verschwindet [Leu91]. Die Moglichkeit einer solchen
Wiederherstellung einer spontan gebrochenen Symmetrie bei hohen Temperaturen ist durch
andere Erscheinungen wie dem ferromagnetischen Phaseniibergang wohlbekannt. Daher ist
die Annahme naheliegend, daB auch die Restauration der chiralen Symmetrie durch einen
Phaseniibergang erfolgt, wobei der Wert des Quark-Kondensats die Rolle eines Ordnungs-
parameters ibernimmt. Der Charakter dieses chiralen Phaseniibergangs wird wesentlich
durch die Anzahl der masselosen Quark-Flavors bestimmt. Aus Universalititsargumenten
kann man im Fall von zwei chiralen Flavors auf einen Phaseniibergang zweiter Ordnung
schlieBen, wihrend fiir drei masselose Flavor-Sorten ein Phaseniibergang erster Ordnung
vorausgesagt wird [PW84]. Dieses ist eins der Argumente, welche die genauere Betrachtung
des seltsamen Freiheitsgrades auch in anderen Zusammenhingen motivieren. Es wird noch
bemerkt, dafl einige Anzeichen darauf hindeuten, dal der Deconfinement- und der chira-
le Phaseniibergang zusammenfallen, obwohl dafiir bislang noch keine allgemeinen Griinde
gefunden werden konnten.

Trotz der relativ grofien Masse der s-Quarks existieren deutliche Anzeichen einer néhe-
rungsweisen chiralen 3-Flavor-Symmetrie, die historisch einen wichtigen Beitrag zum Ver-
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stindnis der starken Wechselwirkung lieferten. Als Konsequenz der stirkeren expliziten Bre-
chung der chiralen Invarianz der Theorie besitzen seltsame Hadronen und insbesondere die
als Goldstone-Moden interpretierbaren K-Mesonen eine héhere Masse als die entsprechen-
den nicht-seltsamen Partner. In einem engen Zusammenhang dazu steht die Tatsache, daf§
hadronische Materie unter normalen Bedingungen, d.h., in Atomkernen im Grundzustand,
explizit keine seltsamen Komponenten enthilt. Nach den vorangegangenen Diskussionen ist
aber klar, daB in hochenergetischen Schwerionenstéfien die seltsamen Freiheitsgrade ange-
regt werden, woraus sich weitere experimentell nachweisbare QGP-Signaturen ergeben. Eine
Ubersicht fiber aktuelle Entwicklungen zur Rolle des seltsamen Freiheitsgrades im QGP so-
wie weitere Referenzen dazu findet man in [Sto97].

Die allgemeine Einleitung abschlieBend, sollen hier noch die ausfiihrlichere Ubersicht
[HMO96] tiber die umfangreichen theoretischen und experimentellen Aspekte der Physik des
QGP erwdhnt werden, wo auch eine Vielzahl weiterer Referenzen aufgefiihrt ist, sowie

die Proceedings (Elsevier, Amsterdam) zu den regelmiBig stattfindenden Quark-Matter-
Konferenzen.

Wie oben bereits angedeutet, wird in der vorliegenden Arbeit aus dem skizzierten Themen-
kreis der Teilaspekt der Zustandsgleichung stark wechselwirkender Materie bei hohen Tem-
peraturen behandelt. Mit Methoden der Statistischen QFT werden selbstkonsistente Appro-
ximationen der Thermodynamik stark gekoppelter Systeme untersucht und die Moglichkeit
der Ableitung von Quasiteilchen-Modellen dargestellt.

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Der Teil I beginnt mit einer knappen Darstellung
des allgemeinen Formalismus der Statistischen QFT. Es schlieflen sich Betrachtungen zu den
Propagationseigenschaften von Anregungsmoden im heifen Medium an, die durch 2-Punkt-
Greensche Funktionen beschrieben werden. Im Mittelpunkt steht dabei die Frage nach dem
Giiltigkeitsbereich der effektiven HTL-Resummation von Propagatoren nach Braaten und
Pisarski [BP90a]. Die Anwendung dieser zunéchst nur fiir kleine Kopplungsstérken zu recht-
fertigenden Methode erweist sich bei einer Vielzahl von perturbativen Berechnungen als not-
wendig, um konsistente Resultate zu erzielen. Damit erhaltene Ergebnisse miissen dann zu
den praktisch interessierenden grofien Kopplungsstirken in der Hoffnung extrapoliert wer-
den, dafl man so eine zumindest qualitativ richtige Beschreibung des jeweiligen Phinomens
findet. Im Kapitel 3 werden Argumente dafiir angefithrt, daB dieses pragmatische Verfah-
ren tatsichlich hiufig gerechtfertigt ist. Betrachtet werden dazu als reprasentative Fille die
Propagatoren und die Selbstenergien in der Einschleifen-Niherung von Photonen und Elek-
tronen, deren Wechselwirkung durch die Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben wird,
sowie die von Quarks und Gluonen in QCD-Plasmen.

Diese Frage nach der Anwendbarkeit perturbativer Methoden bei groien Kopplungsstar-
ken stellt ein generelles Problem dar, auf das im Teil II, Kapitel 4 im Zusammenhang mit
der Berechnung thermodynamischer Grofen néher eingegangen wird. Die dort angefiihr-
ten Argumente belegen, daB perturbative Resultate auch bei der Extrapolation zu grofen
Kopplungsstarken noch brauchbare Informationen enthalten kénnen, wenn man sich da-
bei auf niedrige Ordnungen von eventuell geeignet umorganisierten Stérungsentwicklungen
beschriankt. Unter diesem Blickwinkel wird im Kapitel 5 die Thermodynamik der skala-
ren *-Theorie in der weitgehend analytisch behandelbaren Tadpole-Niherung betrach-
tet. Anwendung findet dabei der Luttinger-Ward-Formalismus, mit dessen Hilfe aus den
Einteilchen-Eigenschaften globale thermodynamische Gré8en des Systems elegant und kon-
sistent berechnet werden kénnen.
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Im Teil IIT dieser Arbeit wird die Thermodynamik des QGP in dem bereits erwdhnten
Quasiteilchen-Modell untersucht, wobei auf die Resultate der Teile I und II zuriickgegrif-
fen wird. Dieses Modell reproduziert zum einen die bekannten thermodynamischen Daten
aus Monte-Carlo-Simulationen stark wechselwirkender Systeme im Deconfinement-Zustand
durch Anpassen von (im wesentlichen) zwei Parametern, welche die Abhingigkeit der effek-
tiven Kopplungsstérke von der Temperatur festlegen. Andererseits geht die Quasiteilchen-
Beschreibung fiir sehr hohe Temperaturen in das bekannte stérungstheoretische Resultat
iiber, wobei zwischen dem nichtperturbativen und dem asymptotisch freien Regime glatt in-
terpoliert wird. Dariiber hinaus liefert das Quasiteilchen-Bild eine Basis fiir weiterfithrende
Betrachtungen. So wird gezeigt, dal das Modell auch Aussagen iiber mikroskopische Eigen-
schaften wie die Debye-Abschirmung in heilen Plasmen erlaubt. Als wichtige Vorhersage des
Modells wird im Kapitel 6 eine Abschitzung der Zustandsgleichung des QGP einschlieflich
der seltsamen Quark-Flavors angegeben. Diese Zustandsgleichung ist fiir dynamische Mo-
delle von Schwerionen-Reaktionen und damit fiir die Voraussage experimenteller Signaturen
des QGP bedeutsam. Einige mogliche Signaturen, die unmittelbar aus dem Quasiteilchen-
Charakter der Quarks und Gluonen im Plasma folgen, werden ebenfalls angefiihrt.

Um bei lingeren Rechnungen die Ubersicht zu wahren, wurden Nebenrechnungen in den
Anhang verlegt. Das Resumé und der Ausblick beschlieflen diese Arbeit.

Einige der hier vorgestellten Resultate und Vorarbeiten dazu wurden bereits in [PST97],
[Pes98] und [Pes94, Kim95a, Kam95b, Pes96, Kim97a] sowie in den Proceedings [Pes95a,
Kim95c, Kam96, Kam97b, K&m97c| publiziert.



Teil 1

Einschleifen-Selbstenergien bei
endlichen Temperaturen



2  Quantenfeldtheorie bei endlichen
Temperaturen

2.1 Zum Formalismus

Im folgenden wird der in diesem Teil der Arbeit benétigte Formalismus in einer recht ge-
dringten Form dargestellt. Ausfithrlichere Darstellungen, die jedoch zum Teil auf nicht-
relativistische Theorien beschrinkt sind, findet man z.B. in der Referenz [AGD75]. Die
statistische Beschreibung in verschiedenen Formulierungen mit dem Schwerpunkt auf relati-
vistischen Quantenfeldtheorien ist in [LW87] ausfiihrlich erldutert. Viele Aspekte der QFT
bei endlichen Temperaturen und endlichen chemischen Potentialen finden sich auch in den
Monographien [Kap89] und [IBe98].

Die kanonische Zustandssumme des durch den Hamilton-Operator H beschriebenen Sy-
stems ist definiert als

Z = Zexp{—En/T} = tr exp{—H/T}; (2.1)

wobei tr die Spur iiber alle physikalischen Zustinde des Systems bezeichnet, dessen Gleich-
gewicht durch die Temperatur T charakterisiert wird. Liegen im System erhaltene Ladungen
N; vor, so erfolgt der Ubergang zum groBkanonischen Ensemble durch die Einfithrung der
zugeordneten chemischen Potentiale u; sowie die Ersetzung H — H — p;N; in Gleichung
(2.1). Dies erlaubt eine einheitliche Formulierung der QFT bei endlicher Temperatur und
bzw. oder endlichen chemischen Potentialen. Z hingt dann aufer vom Systemvolumen V/
von den Zustandsgrofen 7" und y; ab.
Der thermische Erwartungswert eines Operators A ist definiert durch

(A) :=Z " tr [Aexp{—H/T} = tr [Aexp{(Q — H)/T}, (2.2)
wobei die Grofle
Q:=-Thz (2.3)

cingefiihrt wurde. Insbesondere sind die Erwartungswerte von Operatoren, die makroskopi-
schen GroBen entsprechen und somit Funktionen von H und N; sind, durch die Zustandssum-
me Z(T, p;, V) bzw. die Funktion (T, s;, V) und deren Ableitungen vollstindig bestimmt.
Q(T, pi, V) heiflt daher thermodynamisches Potential.

Im Grenzfall verschwindender Temperatur spielt bei der thermischen Mittelung (2.2) nur
noch der Grundzustand des Systems eine Rolle, und der Formalismus geht in die Beschrei-
bung des Vielteilchensystems im Vakuum iiber. Es ist daher klar, daB sich auch bei endlichen
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Temperaturen bis auf wenige Ausnahmen nur freie Quantenfeldtheorien in geschlossener ana-
lytischer Form lsen lassen. Bei der Behandlung physikalisch relevanter Theorien ist man
daher neben numerischen Simulationen auf perturbative Methoden angewiesen. Es zeigt
sich, daf8 die perturbative Auswertung einer QFT bei endlichen Temperaturen weitgehend
parallel zu dem bekannten Formalismus der Vakuum-Theorie erfolgen kann. Formal kann
man némlich das Boltzmann-MaB bei der Bildung des Erwartungswertes eines Operators

als Resultat der Wirkung eines Entwicklungsoperators in einer komplexen Zeitvariablen
auffassen,

eHITA()e ™ /T = At —iT7Y). (2.4)

Die auf diese Weise ins Komplexe fortgesetzte Zeit, deren Imaginirteil mit der inversen Tem-

peratur zusammenhéngt, kann aus analytischen Griinden nicht beliebige Werte annehmen.
So ist der Erwartungswert

(AWB()) = 27 e ™/ T(n| A(t)B(Y') In)

= 771 Y NG HT ] A(0) Im)(m| B(0) In) (2:5)

myn

offensichtlich nur fiir Zeiten, welche die Bedingung
~T7'<Im{t-t) <0 (2.6)

erfiillen, wohldefiniert. Eine wichtige Eigenschaft des Erwartungswertes (2.5), der auch Kor-
relator der Gréflen A und B genannt wird, folgt aus der zyklischen Vertauschbarkeit der
Operatoren vor der Spurbildung,

(A®BQE)) = tele™™TAR)BW)]
= tr{e”B/THTB(1) e HIT A(t)]
= (B —iT™HA(®®)). 2.7

Ein Spezialfall dieser Beziehung ist die Kubo-Martin-Schwinger-Relation, die weiter unten
verwendet wird.

Bei der perturbativen Auswertung der Theorie spielt der Korrelator von zwei Feldope-
ratoren, der sogenannte Propagator, eine zentrale Rolle. Aus Griinden der Einfachheit wird
im folgenden der Propagator-Begriff anhand der skalaren masselosen Feldtheorie diskutiert;
die Verallgemeinerung zu realistischen Theorien ist offensichtlich. Der Propagator ist als
eine Greensche Funktion durch eine definierende Differentialgleichung noch nicht eindeutig
festgelegt: unterschiedliche Randbedingungen ergeben unterschiedliche Formen des Propaga-
tors. Im folgenden werden einige dieser Propagatoren eingefiihrt sowie ihre Zusammenhénge
untereinander erldutert.

In der Formulierung der Stérungstheorie spielt insbesondere der sogenannte Kontur-
geordnete Propagator eine Rolle. Dieser ist definiert durch

De(z,2) = (Te(p()p(z)))
= Oc(zo — 25) D1(z,2") + Oc(zy — z0) D_(z,2")

mit Dy(z,2") = (p(z)p(z)), D-(z,2"):= {p(z')e(z)). (2.8)
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Der Kontur-Ordnungsoperator T¢ ist die Verallgemeinerung des Zeit-Ordnungsoperators
der Vakuum-QFT. Er ordnet Operatoren entlang des Weges C in der komplexen Ebene,
d.h., falls z§ in einer geeigneten Parametrisierung von C vor z¢ liegt, ist O¢(zo — z5) = 1,
sonst ist O¢ = 0. Die orientierte Kontur C unterliegt entsprechend der Bedingung (2.6) der
Einschrinkung, in der komplexen Zeit-Ebene nicht-steigend zu sein. Die konkrete Wahl der
Kontur bestimmt dann die jeweilige Formulierung der Stérungstheorie mit den entsprechen-
den Feynman-Regeln.

Wie man leicht sieht, hingen die Propagatoren D als Funktion von zo und zf nur von
deren Differenz ab. Fiir isotrope Systeme gilt dies entsprechend auch fiir die rdumlichen
Koordinaten. Zwischen den Propagatoren D, und D_ besteht dabei nach der Gleichung
(2.7) die Beziehung

D (20— z4) = D_ (w0 — (z}, — iT™1)) . (2.9)

Das ist die bereits erwéhnte Kubo-Martin-Schwinger-Relation, die auch kurz als KMS-
Relation bezeichnet wird.

Der Zusammenhang der Greenschen Funktionen Dy und D_ zueinander sowie zu den
anderen gebrauchlichen Propagatoren wird durch nur eine Funktion p bestimmt. Etwas lax
kann man sagen, daf§ diese nur Informationen iiber die definierende Differentialgleichung der
Greenschen Funktionen und damit {iber die Art der Wechselwirkung im System enthélt. Die
Informationen iiber die Randbedingungen folgen hingegen aus den entsprechenden Spekt-
raldarstellungen der Propagatoren, von denen weiter unten einige aufgefithrt werden.

Die Funktion p wird zunichst in der Impulsdarstellung angegeben. Dazu wird die Im-
pulsdarstellung der Propagatoren D. betrachtet,

Di(K) = / d*z ¢¥°D, (z).

Als Konsequenz der KMS-Relation (2.9) besteht zwischen den beiden Propagatoren in der
Fourier-Darstellung der Zusammenhang

D (K)=e*TD_(K).
Definiert man nun die sogenannte Spektralfunktion als

p(K) = Dy(K) - D_(K), (2.10)
so erhdlt man

D_(K) = np(K)p(K),
Dy(K) = (1+ns(K)p(K), (2.11)

wobei np die Bose-Einstein-Funktion bezeichnet,

1

Ausgedriickt durch die Spektralfunktion lautet der Kontur-geordnete Propagator

d*K

) e p(K) [Oc(zo) + np(K)] - (2.13)

Dc(;t') =
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Die Spektralfunktion p ist nach den Definitionen (2.8) und (2.10) der Erwartungswert des
Kommutators der Feldoperatoren. Als solcher ist p nicht nur reell, sondern besitzt zudem
noch einige weitere bemerkenswerte Eigenschaften wie

P(—ko) = "P(ko) ’
sgn(ko) p(ko) 2 0,

i %kop(ko) _1. (2.14)
Diese Eigenschaften folgen z. B. aus der Lehmann-Darstellung der Spektralfunktion, deren
explizite Form in der Literatur angegeben ist (siehe z. B. [AGD75]).

Aufgrund der formalen Beziehung (2.4) ist es klar, daB man wie in der Vakuum-QFT
auch bei endlichen Temperaturen ein generierendes Funktional fiir den Propagator sowie
fiir andere Greensche Funktionen angeben kann. Dieses Funktionalintegral kann niherungs-
weise durch eine perturbative Entwicklung, formuliert durch freie Greensche Funktionen,
bestimmt werden. Diese Tatsache erklért die oben gemachte Feststellung iiber die Relevanz
des Kontur-geordneten Propagators, da zur perturbativen Auswertung des Funktionalinte-
grals die Kontur in der komplexen Zeit-Ebene festgelegt werden mu8. Unter allen denkbaren
Konturen, die der Bedingung geniigen, in der komplexen Zeit-Ebene nicht-steigend zu sein,
ist die einfachste die sogenannte Matsubara-Kontur. Diese geht von ¢ = 0 aus und verlduft
in einer vertikalen Linie zu ¢ = —iT~!. Die Wahl dieser Kontur bestimmt die Feynman-
Regeln im Imaginérzeit-Formalismus. Dieser wird so bezeichnet, weil es bequem ist, von der
Zeitvariablen ¢ zu der imaginéren Zeit —i7 {iberzugehen.

Der Imaginarzeit-Propagator A ist als Funktion der Zeit ~ in dem Intervall [—-7"1, 7]
definiert. Entsprechend ist die Fourier-Darstellung von A nur fiir diskrete Energien, ndmlich
fiir ganzzahlige Vielfache von nT erklart. Nach der KMS-Bedingung (2.9) 148t sich A jedoch
als eine auf dem Intervall [0,7!] definierte, periodisch fortgesetzte Funktion auffassen.
Daher gilt fiir die Impulsdarstellung des Imaginérzeit-Propagators

&k )
_ —kor ike
Alr,e) = T Eko /(271-)36 e~  Alko, k),

T N
Alko,k) = /0 dr [ P e REN(r 2. (2.15)

Die Bezeichnung >, wird symbolisch fiir die Summe iiber die natiirlichen Zahlen —co <
n < +oo verwendet, welche die bosonischen Matsubara-Frequenzen

ko =i 2naT (2.16)

definieren.

Aus der Schreibweise (2.13) kann man durch die Fourier-Transformation (2.15) die Spek-
traldarstellung des Matsubara-Propagators erhalten,

11 . £37¢d .
Alko, k) = /(; d'i'/d?’a: e’“”e—‘ka’/ﬂe‘d{ “p(K")[O(7) + ne(K")]

(27)*
T-1 +oo i
_ kn-r o pwT
= [ are [ 22 p(w, )L+ np(w)
+oo diy 1 . .
= /:_m gp(w,k)m mit kg =1 2n7T. (2'17)
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Diese Darstellung kann mit der des sogenannten analytischen Propagators, der fiir beliebige
komplexe Energien ko, Im(ko) # 0, durch

" k) (2.18)

w-—ko

+
Dana(K) := /
definiert ist, verglichen werden. Offensichtlich ist A(K) gerade die Einschriankung des ana-
lytischen Propagators auf die diskrete Menge der Matsubara-Frequenzen,

A(K) = Dana( K)lgymi et - (2.19)

Bei der Berechnung von Selbstenergien im Imaginérzeit-Formalismus, wie im néchsten Ka-
pitel ausgefiihrt, ist jedoch die folgende Feststellung, gewissermafien eine Umkehrung des
gerade gezeigten Zusammenhangs, wichtiger. Der analytische Propagator kann ndmlich auch
aus dem Matsubara-Propagator A(kg, k) bestimmt werden. Zunichst kann A(kg, k) in die
komplexe ko-Ebene fortgesetzt werden, indem man statt der Matsubara-Frequenzen ko belie-
bige komplexe Werte fiir ko zuldBt. Diese triviale Fortsetzung 7 ist allerdings nicht eindeutig,
da auch die Fortsetzungen f(éxp{ko7~'})7 mit Funktionen f der Eigenschaft f(1) =1 auf
den Matsubara-Frequenzen mit 7 iibereinstimmen. Jede andere als die triviale Fortsetzung
kann jedoch ausgeschlossen werden, wenn man fordert, daB die auf die Weise erhaltene
Funktion tatsichlich die analytischen Eigenschaften eines Propagators besitzt [BM60]. Der
Beweis beruht auf dem bekannten Satz von Cauchy aus der Funktionentheorie iiber die
Fortsetzbarkeit von punktweise definierten Funktionen [CH93].

Als letzte der hier betrachteten Ausfithrungen der 2-Punkt-Greenschen Funktion werden
der sogenannte retardierte und der avancierte Propagator eingefithrt. Diese ergeben sich als
Grenzwerte des analytischen Propagators bei der Anndherung an die reelle kg-Achse von
oben bzw. unten als

Dret(kO) = Dana(kO -+ i0+) 3
Dov(ko) = Dana(ko —407)  mit ko reell. (2.20)

Sie beschreiben das dynamische Verhalten des untersuchten Systems in der wirklichen Zeit
unter Beriicksichtigung der Kausalitit. So lautet z. B. die Darstellung von D, im Konfigu-
rationsraum

Drer(z,2") = O(t — t')([eo(), p(=")])-

In der Spektraldarstellung

D) = [ % s & 1 9.21)
wlho) = [ 5 k) sy (22
wird die Kausalstruktur durch den infinitesimalen positiven Imaginirteil bestimmt. Wie
iiblich, ist dieser im Cauchyschen Sinne zu handhaben, d.h., wenn P den Hauptwert be-

zeichnet, gilt
1 L

A+h:PA

ind(A). (2.22)
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Die kausalen Propagatoren (2.20) treten beispielsweise in der linearen Antwort-Analyse der
Zeitentwicklung des Systems bei kleinen Abweichungen vom Gleichgewicht auf und bestim-
men daher auch die Dispersionsrelationen von Anregungen im System. Aus der Paritatsei-
genschaft der Spektralfunktion (2.14) folgt

Dyet(—ko) = Drey(ko) (2.23)

d.h., daB der Realteil (Imaginérteil) des retardierten Propagators eine gerade (ungerade)
Funktion von kg ist.

Nach dem bisher gesagten ist es klar, wie man z. B. den retardierten Propagator aus dem
Matsubara-Propagator erhélt, ndmlich durch die analytische Fortsetzung

Alko, ) komiznar 255 Ak + 0%, k) = Drey(ko, k). (2.24)

Mit Hilfe dieser Vorschrift lassen sich somit Resultate, die im Imaginirzeit-Formalismus
abgeleitet wurden und daher zunéchst keine Dynamik beschreiben, zu reellen Energien bzw.
Zeiten fortsetzen. Umgekehrt kann man aus Do und D,y auch leicht die Spektralfunktion
p erhalten, da diese gerade die Diskontinuitit des analytischen Propagators an der reellen
Achse ist,

p(ko) [Da_na(kg + ZO+) - Da.na.(ko — ZO+)]

Il

|t oo |

= [Dret(ko) — Dav(ko)] - | (2.25)

Durch die analytische Fortsetzung (2.24) kann man aus dem Matsubara-Propagator somit
auf einfache Weise auch die Spektralfunktion bestimmen.

Gegeniiber anderen Formulierungen der Stérungstheorie besitzt der Imagmarzmt—Forma—
lismus den Vorteil, daB die Feynman-Regeln fast die gleichen wie in der Vakuum-QFT
sind!. Die einzige und intuitiv leicht einzusehende Modifikation ergibt sich aus der bereits
diskutierten Tatsache, daf8 die Zeit hier euklidisch und beschriankt ist. Daher ist auch der
freie Imagindrzeit-Propagator nur auf den Matsubara-Frequenzen (2.16) definiert und lautet

Ao(K) = mit ko = 12nnT. (2.26)

1
k2 — k2
In entsprechender Weise ist die Schleifen-Integration iiber intermedisre Teilchenzustéinde zu
ersetzen,

'K
&y TZ / Gy (2.27)

Abgesehen von zusitzlichen Tensor- oder Spinorstrukturen lassen sich auch die frei-
en Propagatoren in realistischen Theorien auf skalare Propagatoren zuriickfithren. Dabei
muS8 fiir den fermionischen Propagator allerdings bemerkt werden, daf§ dieser nicht auf den

1Wie bereits bemerkt wurde, werden die Feynman-Regeln durch die Wahl der Kontur € in der komplexen
Zeit-Ebene bestinmt. Im sogenannten Keldysh-Formalismus verliuft die Kontur zum Teil auf der reellen
Achse. Als eine Realzeit-Methode erlaubt dieser Formalismus daher die direkie Bestimmung dynamischer
GroBen. Allerdings wird hier der Propagator matrixwertig, und es muf ein neuer Typ von Vertizes eingefiihrt
werden.
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geraden bosonischen Matsubara-Frequenzen wie in (2.26), sondern nur fiir die ungeraden
Energien

ko =i(2n +1)xT (2.28)

definiert ist. Das folgt aus der Tatsache, dafl spinorwertige Feldoperatoren antikommutie-
rende Objekte sind. Daher mufl im Gegensatz zum bosonischen Fall (2.15) die Fortsetzung
des auf dem r-Intervall [0, T~"] eingeschrinkt erklirten Propagators antiperiodisch erfolgen,
um den Propagator auf dem gesamten Definitionsbereich [-7*,T~!] zu erhalten. Um den
statistischen Charakter der skalaren Propagatoren deutlich zu machen, werden diese kiinftig
mit den Indizes B bzw. F' gekennzeichnet.

2.2 Die Hochtemperatur- und die HTL-Approximation

Im folgenden Kapitel werden die Selbstenergien von elektromagnetisch und stark wechsel-
wirkenden Teilchen bei endlichen Temperaturen untersucht. Fir diese Selbstenerglen erhilt
man selbst in der Einschleifen-Néherung, die die Quantenkorrektur niedrigster Ordnung zu
den freien Propagatoren ergibt, recht komplizierte Ausdriicke, die sich nicht durch elemen-
tare Funktionen darstellen lassen.

Im weiteren sind insbesondere Systeme bei sehr hohen Temperaturen von Interesse.
Gelegentlich werden solche heifle, wechselwirkende Vielteilchensysteme auch als Plasmen
bezeichnet. Deren Temperatur T wird dabei im folgenden oft als wesentlich grofer als die
Masse der Teilchen angenommen, so dafl die Teilchen dann als masselos angesehen werden
kénnen. Diese Annahme ist fiir Elektronen und die u- und d-Quarks insbesondere im Hin~
blick auf die spater betrachteten stark wechselwirkenden Plasmen bei Temperaturen um
T ~ 200MeV gerechtfertigt. Unter dieser Voraussetzung hoher Temperatur lassen sich fiir
die im folgenden Kapitel betrachteten Selbstenergien, die die Wechselwirkung des jeweiligen
Teilchens mit dem Plasma beschreiben, Approximationen in analytischer Form angeben.
Diese Approximationen konnen als Entwicklung nach dem dimensionslosen Parameter P/T
angesehen werden, wobei P der Impuls des betrachteten Teilchens ist?. Im Falle der Selbst-
energie von z. B. Photonen, Gluonen und Elektronen bzw. Quarks besitzt das fithrende Glied
dieser Hochtemperatur-Entwicklung bemerkenswerte Eigenschaften. Bevor diese diskutiert
werden, soll jedoch zunéchst exemplarisch die Einschleifen-Selbstenergie der skalaren Feld-
theorie mit Selbstkopplung, die durch die Lagrange-Dichte

1 1
=3 [(80)? ~m?¢?] — 5 87 * (2.29)

beschrieben wird, untersucht werden. Nicht gezeigt sind in (2.29) die nétigen Vakuum-
Counterterme. Dieses denkbar einfachste Beispiel einer wechselwirkenden und renormierba-~
ren QFT ermoglicht eine iibersichtliche Darstellung der Auswertemethoden und zeigt zudem
bereits einige der relevanten Eigenschaften von Selbstenergien in realistischen Theorien. ITm
folgenden wird dabei hdufig von dem Spezialfall masseloser Teilchen mit m = 0 ausgegangen.

Der fithrende Term der perturbativen Entwicklung der skalaren Selbstenergie ist der
in der Abbildung 2.1 dargestellte Einschleifen-ProzeB. Im Vakuum ergibt das Feynman-

Im Imaginirzeit-Formalismus ist P eine kleine GroBe, wenn jede Komponente klein ist. Fiir einen min-
kowskischen 4-Vektor miifite man entsprechend die Kleinheit der zeitlichen und riumlichen Komponenten
getrennt fordern.



24 2 Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen

Abbildung 2.1: Der Einschleifen-Beitrag zur Selbstenergie in der skalaren Feld-
theorie mit p*-Wechselwirkung.

Diagramm einen quadratisch divergenten Beitrag,

z' d‘*K . 1

Es ist klar, daf§ d1e Selbstenergle, die durch die Selbstwechselwirkung an einem Punkt im
Konfigurationsraum bestimmt wird, keine Impulsabhéngigkeit besitzen kann. Nach der Se-
paration der Divergenz in der Selbstenergie &uflerte sich die Einschleifen-Selbstwechselwir-
kung daher lediglich in der renormierten (physikalischen) Masse des Teilchens.

Bei der Temperatur T" erhilt man entsprechend den modifizierten Feynman-Regeln (2.26)
und (2.27) im Imaginiirzeit -Formalismus fiir die Selbstenergie den Ausdruck

. 1

Die Summe iiber die Matsubara—Frequenzen ky = i2n7T kann in bekannter Weise durch
ein Wegintegral in der komplexen ko-Ebene ausgedriickt werden [Kap89]. Zunichst wird die
Summe iiber ko als Summe iiber die Residuen des Produkts f(w)np(w) bei den Polstellen
w = ko der Bose-Verteilungsfunktion np(w) = [exp{w/T}~1]"* formuliert, was aufgrund der
Beziehung Res[ng(w)]|w=k, = T moglich ist. Ist die Funktion f(w) entlang der Imaginérachse
regulir, folgt durch Anwendung der Cauchyschen Integralformel nach einer Deformation des

o ||
&
. |

HT=O —

CI

Abbildung 2.2: Die Deformation des Integrationswegs zur Auswertung der
Matsubara-Summe.

Integrationsweges entsprechend der Abbildung 2.2 und einer Koordinatentransformation
w—y —w

oo 100
TS fEonaT) = 5-17;{ _’;o dw f(w)

n=—co

H f:,:f dw (f(w) + f(~w))na(@)| , (2.32)
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wobei die Relation ng(—w) = —(1 4+ np(w)) ausgenutzt wurde. Diese Schreibweise macht
deutlich, daB8 die Selbstenergie (2.31) die Summe von zwei separaten Termen ist, II =
II7=0 4+ TIT. Der erste Term ist temperaturunabhingig und gerade der Vakuum-Anteil (2.30)
der Selbstenergie. Der zweite Summand ist daher der temperaturabhéngige Anteil der Selbst-
energie. Fiir diesen erhélt man

3k
g / @k 1 nB(k) mit w=+vm2+ k2. (2.33)

Es ist bereits in dleser Form leicht zu sehen, daB IIT endlich ist; die im Vakuum-Anteil
fiir die UV-Divergenz verantwortlichen Beitridge werden durch die thermische Verteilung np
unterdriickt. Der thermische Anteil der Selbstenergie bedarf daher keiner Renormierung, er
ist also renormierungsunabhéingig. Dariiber hinaus kann man einfach sehen, da II7 mit der
Temperatur wie T2 skaliert®. Daher ist der im folgenden oft betrachtete reine Temperatur-
Anteil von Selbstenergien in heilen Plasmen zugleich eine gute Approximation der gesamten
Selbstenergie.

Die Schleifen-Summation in (2.31) kann auch elegant mit der sogenannten Saclay-Metho-
de ausgewertet werden, siche z.B. [Pi88]. Angewendet auf den vorliegenden Fall, beruht
diese auf der Feststellung, daB8 T'Y"; f(ko) = T 34, exp{ko7}f(ko)|-=0 gerade die Fourier-
Transformierte f von f(ko) zum Zeitpunkt 7 = 0 ist,

TZ F(ko) = f(r =0). (2.34)

Um die Ma.tsuba,ra—Summe in der Gleichung (2.31) zu berechnen, bendtigt man nur noch die
sogenannte T-Darstellung des Propagators. Diese kann man z. B. mit Hilfe der Beziehung
(2.32) direkt berechnen und erhél

1
Ap(r k) =T 3o b7 Ap(ko, k) = —5— (1 + np(w)e™ +np(w)e”]. (2.35)
ko
Noch einfacher ist es, die Giiltigkeit der Umkehr-Transformation zu zeigen,

71
Ap(ko, k) = /0 dr e Ap(r, k), (2.36)

die aufgrund der Eindeutigkeit der Fourier-Transformation auch die Darstellung (2.35) be-
weist. So erhilt man mit (2.34) und Ag(r = 0) = —(1 + 2np)/(2w) wieder die Darstellung
(2.33) fiir 17,

Im Falle einer nicht-verschwindenden Masse m in der Lagrange-Dichte (2.29) 148t sich
der Ausdruck fiir II” nicht durch elementare Funktionen darstellen, sondern fithrt auf die
Integraldarstellung

1 o0 K? 1

Ahnlich wie oben bereits fiir die QED- und QCD-Selbstenergien erwihnt, 148t sich auch fiir
diese Darstellung eine Hochtemperatur-Entwicklung angeben. Diese lautet [Ber74]

1 3m m
T 22 9 9Q
I =09 T {l ~ 7 +0 ((T) In— T)] . (2.38)

3Dijes ist insbesondere im masselosen Fall klar, weil dann 7" die einzige zur Verfiigung stehende GroBe
der Dimension einer Energie ist.
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Bereits an dem einfachsten nicht-trivialen Beispiel einer wechselwirkenden QFT wird deut-
lich, da88 die Hochtemperatur-Entwicklung von Selbstenergien keinesfalls trivial ist. Aufler
im speziellen Fall masseloser Teilchen ist die Entwicklung der Selbstenergie nach dem dimen-
sionslosen Parameter (m/T)? nicht-analytisch. Einige Uberlegungen zur Konvergenz solcher
Reihenentwicklungen findet man in [Pes95b].

Eng verkniipft mit der Hochtemperatur-Approximation sind die Begriffe der sogenannten
hard thermal loops und das Resummations-Schema nach Braaten und Pisarski [BP90a). Ei-
nige wichtige Grundgedanken dazu sollen zunéchst anhand der skalaren *-Theorie erldutert
werden.

Die Dyson-Gleichung

ATl = At -1 (2.39)

verkniipft die Selbstenergie II mit dem inversen vollen Propagator A~!. Der volle Propagator
beschreibt ndmlich auch sogenannte reduzible Wechselwirkungsprozesse, die schematisch
durch

— @ + @@ + ..., 2.40)

dargestellt werden kénnen, wobei der Vollkreis die irreduzible Selbstenergie und die Linie den
freien Propagator Ag symbolisieren. Diese Resummation des Propagators wird im allgemei-
nen dann besonders wesentlich sein, wenn die Selbstenergie von der gleichen Gré8enordnung
wie der inverse freie Propagator ist.

Im vorliegenden Fall ist II bzw. 1T eine Konstante. Bei der Integration in (2.37) geben
aufgrund des Integrationsmafles k®np die Impulse & ~ T die Hauptbeitriige zu der Selbst-
energie, die selbst von der Ordnung g7 ist (2.38). Nach der Konvention von Braaten und
Pisarski [BP90a] werden diese Impulse als hart bezeichnet. Damit ist klar, daf8 die Resumma-
tion (2.39) insbesondere fiir duere Impulse der GréBenordnung g7 oder kleiner wesentlich
ist. Die Verwendung der Einschleifen-Approximation fiir die Selbstenergie ist aber von vorn-
herein nur fiir kleine Kopplungsstarken g < 1 zu rechtfertigen. Daher sind in diesem Fall
die Skalen der weichen dufleren Impulse P ~ ¢T, fiir welche die Resummation besonders
wichtig ist, und die der harten Impulse, welche die Hauptbeitrage zur Selbstenergie liefern,
deutlich verschieden.

Durch Braaten und Pisarski [BP90a] wurde gezeigt, daf$ der eben dargestelite Sachver-
halt nicht nur fiir die betrachtete skalare QFT giiltig ist. Auch in anderen Theorien kann
sich die Resummation von Propagatoren ebenso wie die weiterer Greenscher Funktionen als
wesentlich erweisen, weil bei weichen dufleren Impulsen Anteile der Wechselwirkungskorrek-
turen von der gleichen Gré8enordnung wie die nackten Gréfien sein kénnen. Diese relevanten
Wechselwirkungsbeitridge werden nach Braaten und Pisarski als hard thermal loops bezeich-
net, weil sich generell zeigen 188t, daf diese aus Schleifen-Integrationen iiber harte Impulse
stammen®. Fiir die Bezeichnung hard thermal loops wird im folgenden oft die gebrauchliche
Abkiirzung HTL verwendet.

Die Propagatoren in realistischen Quantenfeldtheorien sind tensor- oder spinorwertig.
Diese Theorien besitzen daher eine wesentlich kompliziertere Struktur als die skalare Theo-
rie. Zudem hingen alle Selbstenergien, die nicht durch Feynman-Diagramme mit Tadpole-
Topologie (wie das in der Abbildung 2.1) beschrieben werden, vom Zufleren Impuls ab. In

4SchlieBt man z. B. bei der Schleifen-Integration (2.33) fiir die skalare Selbstenergie die weichen Impulse
aus, indert das das Resultat nur in der Ordnung O(g3T?).
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solchen Fillen existieren neben der Temperatur auch weitere GréBen von der Dimension
einer Energie. Es ist daher nicht von vornherein klar, welche Greensche Funktionen HTL-
Anteile haben. Die Greenschen Funktionen mit HTL-Komponenten wurden in [BP90a] ge-
nau klassifiziert. Auflerdem sind dort und in [Pi89a, Pi89b] Eigenschaften der HTL sowie
niitzliche power-counting Regeln angegeben.

Wie aus dem vorangegangenen hervorgeht, sind die HTL-Anteile von Selbstenergien
gerade die Terme der Ordnung O(g*T?) der entsprechenden Hochtemperatur-Entwicklung.
Als solche sind die HTL-Resultate Approximationen der Einschleifen-Selbstenergien. Somit
ist auch der durch die HTL-Selbstenergie resummierte Propagtor eine approximierte Gréfle,
in der nur einige der wichtigsten Wechselwirkungsbeitrige beriicksichtigt sind.

Es werden nun einige wichtige Eigenschaften der hard thermal loops anhand des re-
préasentativen Beispiels des sogenannten transversalen Gluon-Propagators aufgefithrt, der
im Abschnitt 3.2 genau definiert wird. Die Ableitung der HTL-Selbstenergie ist im Anhang
B.3 angegeben und liefert das Resultat

nETL p 2Po [1_(1_ )Pol P0+P] 9.41
T ()= 5m p§) 2p" po—p)’ (241
wobei m2 = 3g*T? definiert wurde, g die starke Kopplungskonstante bezeichnet, und

P = (po,p) der 4-Impuls des Gluons ist. Dieser Ausdruck fiir die transversale Gluon-
Selbstenergie besitzt verniinftige physikalische Eigenschaften, die die Bedeutung der HTL-
Approximation erkliren. Zunichst kann man feststellen, daB die Approximation TIZZ ent-
sprechend den Ausfithrungen im Abschnitt 2.1 eine Spektralfunktion pZ7T definiert, wel-
che den grundlegenden Erfordernissen (2.14) geniigt. So ist pZ7% semi-positiv definit, und
transversale Gluon-Anregungen im Plasma werden geddmpft, da fiir positive Energien po
der Imaginirteil der retardierten Selbstenergie nicht-negativ ist. Ebenso besitzt p#7% die
Paritétseigenschaft von Spektralfunktionen. Zudem ist diese so bestimmte approximative
Spektralfunktion richtig normiert, d. h., p#TZ erfiillt die in (2.14) angegebene Summenregel
exakt, und zwar fiir beliebige Werte der Kopplungskonstante g bzw. von m,. Wie in der
Abbildung 2.3 dargestellt ist, sind dabei die Beitrige, die von den Singularitdten und den
Schnitten von p# 77 stammen, je nach Wert der Kopplungskonstante g unterschiedlich grof.
Fiir kleine Kopplungsstérken ist die Summenregel fast ausschlieflich durch den Polbeitrag
ausgeschopft, weshalb man in diesem Fall die Gluonen als Quasiteilchen ansehen kann. Ob-
wohl sich bei starker Kopplung die Lage des Pols deutlich von der im wechselwirkungsfreien
Fall mit po = p unterscheidet, ist auch dann die Summenregel in guter Néherung durch den
Polbeitrag allein erfiillt®.

Des weiteren sind die verschiedenen Fortsetzungen der HTL-Selbstenergie in den jeweili-
gen Gebieten der komplexen po-Ebene analytisch, so dafl die entsprechenden resummierten
Propagatoren den allgemeinen Kausalititsforderungen geniigen, die im Abschnitt 2.1 be-
sprochen wurden. Dies 188t sich nicht nur fiir die skalaren Projektionen des Propagators
zeigen. sondern auch fiir den tensorwertigen Gluon-Propagator selbst [Hen96)]. Ein analoges
Argument fiir den Fermion-Propagator in der HTL-Niherung findet man z. B. in [Elm97].

SchlieBlich ist fiir das effektive Resummations-Schema nach Braaten und Pisarski die
Eichinvarianz der HTL-Selbstenergien von grofler Bedeutung. Obwohl im allgemeinen die
Gluon-Selbstenergie eichabhingig ist, ergeben die eichabhingigen Terme keinen Beitrag in

SBemerkenswerterweise wichst fitr groBere Werte der Kopplung der Quasiteilchen-Anteil in der Sum-
menregel wieder.
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Abbildung 2.3: Die transversale Gluon-Spektralfunktion p¥TZ(po,p) in der
HTL-Approximation fir p/T" = 1. Durch unterschiedliche Linientypen sind
die Resultate fiir Werte von m,/T = 0.1, 0.5, 1 und 1.5 dargestellt. Unterhalb
von po/T = p/T = 1 liegen die Beitrige aus den Schnitten der Selbstener-
gie, oberhalb liegen die singuléren Pol- bzw. Quasiteilchen-Anteile. Diese sind
schematisch durch Gauf-Funktionen kleiner endlicher Breite dargestellt, deren
Hohe proportional zum Anteil der Pole in der Summenregel (2.14) ist, wobei
die volle Ordinatenlinge 100% entspricht.

der fithrenden Ordnung der Hochtemperatur-Entwicklung®. Dies wurde fiir verschiedene
Klassen von Eichungen explizit gezeigt. Die Eichinvarianz beliebiger Greenscher Funktio-

nen im HTL-Limes kann unter recht allgemeinen Voraussetzungen der QFT auch formal
bewiesen werden [KKR91].

Die HTL-Greenschen Funktionen erfiillen Ward-Identitaten, und es 1i8t sich eine nicht-
lokale effektive Lagrange-Dichte angeben, aus der die HTL-Propagatoren als nackte, effektive
Gréflen folgen [BP92, FT92]. Im Sinne der Renormierungsgruppentheorie beschreibt diese
Lagrange-Dichte eine effektive Theorie, in der die harten Freiheitsgrade der urspriinglichen
Theorie ausintegriert wurden. Perturbative Entwicklungen in dieser effektiven Theorie stel-
len eine Umordnung der urspriinglichen St6érungsreihe dar. Dieses Vorgehen erméglicht eine
konsistente perturbative Berechnung von bestimmten GréBen, die in der urspriinglichen
Storungstheorie nicht durch eine naive, endliche Schleifen-Entwicklung zugénglich sind. Bei
endlichen Temperaturen kénnen némlich unter Umstinden aufgrund des Verhaltens der

5Das steht in einem gewissen Zusammenhang mit der Tatsache, daBl die HTL-Approximation fiir Abelsche
und nicht-Abelsche Bosonen-Selbstenergien bis auf einen Faktor iibereinstimmen. Die Eichinvarianz der
Abelschen Selbstenergie in der Einschleifen-Naherung ist aber offensichtlich.
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Bose-Verteilung bei weichen Impulsen p/T ~ g < 1,
1 T 1

Sl
Diagramme beliebig hoher Ordnung in der Schleifen-Entwicklung zu einer bestimmten Ord-
nung der Storungsreihe in der Kopplungskonstanten g beitragen. Mit anderen Worten: die
effektive Resummation nach Braaten und Pisarski beriicksichtigt zumindest in fiihrender
Ordnung, daB bei endlichen Temperaturen der Zusammenhang zwischen den Ordnungen
der Entwicklung nach der Zahl der Schleifen bzw. den Potenzen von g nicht mehr streng
gilt.

Eine Grofle, die bereits in niedrigster Ordnung O(g) eine Resummation der HTL-Anteile
der Selbstenergie entsprechend (2.40) erfordert, ist die weiter unten diskutierte Gluon-Damp-
fungsfunktion. Hier sei nur bemerkt, dafl eine naive Schleifen-Entwicklung zu inkonsistenten
Resultaten fiir diese Grée fiithrt, weil dadurch nicht alle fiir eine gegebene Ordnung rele-
vanten Beitrage erfaBt werden.

Wie aus den oben dargestellten Uberlegungen hervorgeht, erlauben Vorgehensweisen wie
die effektive HTL-Resummation im Prinzip die konsistente perturbative Berechnung aller
interessierender Eigenschaften heifier Plasmen. Betont werden sollen an dieser Stelle noch
einmal die Voraussetzungen der Braaten-Pisarski-Methode. Diese sind

g X 1,
Pweich K Khart :A"' gT<<T (2.42)

Die erste Forderung sichert, daff die in der Schleifen-Entwicklung einer Greenschen Funktion
fiihrenden Terme wesentlich gré8er als die folgenden Glieder sind. Aus dieser Forderung kann
dann durch die gleichlautende zweite Voraussetzung der in der Hochtemperatur-Entwicklung
fithrende Beitrag bestimmt werden. In stark wechselwirkenden Plasmen, die héchstwahr-
scheinlich in naher Zukunft in relativistischen Schwerionenstéfien erzeugt werden kénnen,
wird die Kopplungsstirke jedoch mit Sicherheit nicht klein sein. Es stellt sich daher die
Frage nach der Anwendbarkeit der HTL-Resummation bei starker Kopplung.

Nun kann die HTL-Resummation zunichst als eine rein formale Berechnungsmetho-
de angesehen werden, um Divergenzen der Theorie bzw. relevante Anteile in reduziblen
Wechselwirkungsprozessen handhaben zu kénnen und so zu formal korrekten Resultaten zu
gelangen. Als solche ist diese Resummation mit einer gewissen Willkiir behaftet. Das be-
deutet aber, dal man generell, und z. B. auch bei groBen Kopplungsstirken, mit effektiven,
resummierten Einschleifen- oder auch HTL-Propagatoren rechnen kann (was aber eventuell,
wie es sich auch tatsichlich andeutet, nicht alle Divergenzen beseitigt).

Die Resummation gerade der hard thermal loops ist jedoch physikalisch motiviert. Diese
Resummation berticksichtigt die Modifikation der in einem bestimmten (perturbativen) Sin-
ne wichtigsten Teilchenzustinde im Medium. Die entsprechend organisierte Stérungstheorie
geht dann von diesen als ‘freien’ Zustinden aus und liefert so eine angepafitere Beschrei-
bung als bei Verwendung der eigentlichen freien Zustinde als perturbative Basis. Mit dieser
Interpretation der HTL-Propagatoren stehen auch die oben aufgezihlten Eigenschaften im
Zusammenhang, welche die hard thermal loops in gewisser Weise vor anderen Resummati-
onsmdglichkeiten auszeichnen.

Unter diesen Gesichtspunkten ist daher insbesondere die zweite der Voraussetzungen
(2.42) wichtig, wenn mittels der Braaten-Pisarski-Methode berechnete Resultate zu grofieren
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Kopplungsstirken extrapoliert werden. Die zu untersuchende Frage ist also: Sind die HTL-
Selbstenergien, zu Impulsen g7 ~ T fiir g ~ 1 extrapoliert, noch immer die Hauptbeitrige
der Einschleifen-Selbstenergien wie im eigentlichen Giiltigkeitsbereich der Approximation?
Diese Frage wird im folgenden Kapitel fiir heifle Plasmen untersucht, deren Wechselwirkung

durch die Quantenelektrodynamik (QED) bzw. durch die Quantenchromodynamik (QCD)
beschrieben wird.



3  Einschleifen-Selbstenergien in QED

und QCD bei endlichen
Temperaturen

3.1 Die Photon-Selbstenergie

In diesem Abschnitt wird der Einschleifen-Beitrag zur Photon-Selbstenergie II}, bei endli-
chen Temperaturen berechnet. Gelegentlich wird II7, auch als Polarisationstensor bezeich-
net. Das relevante Feynman-Diagramm ist in der Abbildung 3.1 dargestellt. Unter Verwen-

K

Q
Abbildung 3.1: Einschleifen-Beitrag zur Photon-Selbstenergie.

dung der Konventionen und Feynman-Regeln nach [IZ80] lautet der Vakuum-Beitrag zum
Polarisationstensor

I0,(P) = —ie* [ G5 s 3,5~ @ SO(K)), (31)

wobei SO(K) = [K — m.]™* der freie Elektron-Propagator und @ = P — K ist. Die-
ser Ausdruck ist divergent und erfordert eine Renormierung [1Z80]. Auf diese Vakuum-
Renormierung wird an dieser Stelle nicht eingegangen, da hier ausschlieflich die Effekte der
endlichen Temperatur des Mediums studiert werden sollen.

Bei der Berechnung der Photon-Selbstenergie bei sehr hohen Temperaturen T 3> m. ~
0.5MeV kann man die Masse m,. der Elektronen vernachlissigen und den Propagator S
als

SO(K)= KAr(K) mit Ap(K)=1/K? (3.2)

schreiben. Der Index an Ap(K) deutet auf den fermionischen Charakter des skalaren Pro-
pagators hin. Im Imaginirzeit-Formalismus ist $®(K) nur fiir die ungeraden Matsubara-
Frequenzen ky = i {2n + 1) T definiert.
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Nach dem Auswerten der Spur,

tr ['7#@'7116(] =4 [Kqu + KUQM - (KQ) g;w] )

und der Ersetzung der ko-Integration in (3.1) durch die Summe iiber die Matsubara-Frequen-
zen entsprechend (2.27) folgt fiir den Polarisationstensor im thermischen Medium

I, (P) = 4 [ 5 TY(KQ +KQu - (KQaul ArKIANQ). (33

Es ist klar, da8 nicht alle Komponenten des Polarisationstensors unabhéngig voneinander
sind!. Vielmehr schrinkt die Forderung nach lokaler Eichinvarianz, formal durch die Slavnov-
Taylor-Identitaten ausgedriickt, die allgemeine Gestalt des Photon-Propagators D7, (P) ein.
Dieser muf} der Beziehung

1
Pz
geniigen, wobei ¢ der Parameter der gewshlten kovarianten Eichung ist [IZ80]. Die Giiltigkeit
der Identitét (3.4) bei endlichen Temperaturen ist in [Wel97] bewiesen.

Im Lorentz-symmetrischen Vakuum ist II7, eine Linearkombination der Tensoren gy,
und P,P,. Aus der Beziehung (3.4) folgt dann die Ward-Identitdt P#IIY,(P) = 0. Damit
hingt die Selbstenergie hier von nur einer skalaren Funktion II(P?) der Lorentz-Invarianten
P? ab, d.h., es gilt I}, = (g, — P.P,/P?)TI(P?).

Bei endlichen Temperaturen zeichnet das thermische Medium ein Bezugssystem aus.
Die Lorentz-Symmetrie O(1,3) des Vakuums ist daher zur O(3)-Symmetrie, charakterisiert
durch die 4-Geschwindigkeit des Mediums, gebrochenen. Die Darstellung eines allgemei-
nen O(3)-symmetrischen Tensor erfordert aber eine grofilere Basis als die eines Lorentz-
symmetrischen Tensors. Wenn u, die 4-Geschwindigkeit des Warmebades ist, kann die
Tensor-Basis [g,., P, P,] beispielsweise um die Tensoren u,u, und P,u,+ P,u, erweitert wer-
den. Zur Darstellung des Polarisationstensors und des Propagators ist es jedoch zweckmiBig,
zu einer anderen, den physikalischen Freiheitsgraden besser angepafiten Tensor-Basis liber-
zugehen. Durch Linearkombinationen der vier Tensoren lassen sich genau zwei zueinan-

der orthogonale Tensoren bilden, die beziiglich des 4-Impulses P transversal sind, die also
PLE P# = 0 erfiillen. Diese haben die Darstellung

P*DY, = (6~ )P, (3.4)

PP, PL
T v v
o (B )
. P,Pu—u,P?
PL = nyn, mit n,:= —————————(“Pu)g — ‘;32 (3.5)

Die Transversalitat dieser Tensoren zu P sowie ihre Orthogonalitit untereinander sind auf-
grund der Relationen Pn = 0 und (PL)? = n? P unmittelbar klar. Die Indizes T und L
wurden in (3.5) eingefiihrt, weil die angegebenen Tensoren auf den zum 3-Vektor p transver-
salen bzw. longitudinalen Unterraum projizieren. Diese Eigenschaften sind bei der expliziten

IDie Selbstenergie ist nach der Dyson-Gleichung der Wechselwirkungsbeitrag im inversen Propagator. Als
Erwartungswert eines Korrelators zweier Feldoperatoren enthilt dieser, wie im vorliegenden Falle, redun-
dante Informationen, wenn die Feldoperatoren neben den physikalischen auch unphysikalische Freiheitsgrade
beschreiben.
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Darstellung der Tensoren im lokalen Ruhesystem des Mediums offensichtlich. So hat bei-
spielsweise PT dort die Gestalt

A 0
ruh 0 é‘mn e ﬁmﬁn )

Hier bezeichnet p,, entsprechend den im Anhang A aufgefiihrten Konventionen die m-te
Komponente von p. Zur expliziten Darstellung der verbleibenden zwei Tensoren wird auf
[Wel97] verwiesen, da diese im weiteren keine Rolle spielen. Aus (3.4) folgt némlich auch bei
endlichen Temperaturen und trotz der 4-dimensionalen O(3)-Tensor-Basis die Transversa-
litédt des Polarisationstensors, P*IIY,(P) = 0. Dies ist auch von vornherein zu erwarten, da
die Ward-Identitat Ausdruck der Stromerhaltung ist und daher auch bei endlichen Tempe-
raturen gelten mu8.

Die Photon-Selbstenergie hingt somit bei endlichen Temperaturen von zwei skalaren
Funktionen des Impulses ab und lautet in allgemeiner Form?

1,.,(P) = PLI(P) + PLIL(P). (3.6)

PT

uv

Die Funktionen IIt und Iz, heiflen transversale bzw. longitudinale Selbstenergie. Betont
werden muf an dieser Stelle noch, daf diese Gréflen zunichst beliebige Funktionen von pg
und p sein kénnen, wihrend im Vakuum Lorentz-invariante GréBen nur von der Kombination
P? = p? — p? abhingen kénnen.

In der angegebenen Notation lautet der Eichboson-Propagator
F,P,

pi

1 1
—_— A=
Pz — HT ’ L p2 -1I L

Dy = PLAr+PLAL+¢

14

mit AT = (37)
Der erste Term beschreibt die Propagation der tr [PT] = 2 transversalen Vakuum-Moden
im thermischen Medium. Die durch den zweiten Term beschriebene, longitudinale Anregung
existiert im Vakuum nicht als physikalischer Freiheitsgrad, sondern ist ein kollektiver Effekt
und Konsequenz der gebrochenen Lorentz-Symmetrie. Es ist klar, daB dieser Freiheitsgrad
fiir sehr harte Bosonen, auf die die Einwirkung des Mediums sehr gering ist, verschwinden
muf.

Explizit lauten die Komponenten der Selbstenergie im lokalen Ruhesystem des Mediums

(w* = (1,0))

HOO = 1--[L ’
e = Illu= _pd;o Uz,
2
IL; = (65 —5:p;) Ur + ﬁiﬁj;; I,

so daB man fiir IIr und g
L, cii mind
Ir = 5(5‘1 - ') 1,

?Einige der folgexiden Tensor-Darstellungen finden spiter auch fiir die Betrachtung der Gluon-
Polarisation in der Feynman-Eichung Verwendung. In diesen wird daher der Index 7 weggelassen.
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erhilt.

In der Einschleifen-Approximation folgt aus der Gleichung (3.3) fiir die beiden Kompo-
nenten der Photon-Selbstenergie

m(p) = —ae [ (f)BTZ(koqo (6k)(5a)) Ar(K)AR(Q),

HZ(P) = —4¢e* (2 )3 —T Z(koQo + kq) AF( )AF(Q) . (3.9)

Wie im Anhang B.1 gezeigt wird, ist die Berechnung der auftretenden Summen elegant
mit der bereits im Abschnitt 2.2 verwendeten Saclay-Methode durchzufithren. Als Ergebnis
erhilt man

FGY = TY kogo Ar(K)AR(Q)
ko

_ % {[1 - np'(q) —np(k)] (po +1k +q po —179 - (I)

1 1
+ e = e (5~ =) |
Ff) = T Ar(K)Ar(Q)
ko

o [ R i)

- el =) (=~ 5= ) | (3.10)

wobei np(k) die Fermi-Verteilungsfunktion bezeichnet,

1
= —m— .
nr(k) exp{k/T}+1 (3.11)
Damit sind II7. und II7 auf 3-dimensionale Integrale zuriickgefiihrt,
d3k
mHP) = Fiy) — (bk)(ba) FE7|
dsk
— 402 (1,1) (0)
M(P) = —de / o [F +kqF). (3.12)

Die hier berechneten Selbstenergien (bzw. die Gréfien F; Is}l}l) und (0)) sind als Funktionen
von pp zundchst nur fiir die bosonischen Matsubara-Frequenzen 7 2nnT' definiert. Wie jedoch
im Kapitel 2 diskutiert wurde, kann man aus diesen leicht die retardierten Selbstenergien
fiir die reelle Energie py durch die analytische Fortsetzung der Matsubara-Frequenzen zu
po + 20 erhalten (vergleiche dazu (2.24)). Bei der Diskussion der Real- und Imaginirteile
der retardierten Selbstenergien kann man sich auf die Betrachtung von positiven Energien po
beschrénken, da entsprechend der Beziehung (2.23) fiir den Propagator auch fiir retardierte
Selbstenergien

Hret(“‘PG) = n:et(pﬂ) (3.13)
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gelten muf.

In den Ausdriicken (3.12) fiir die Photon-Selbstenergie ist der Vakuum-Anteil (3.1) ent-
halten. Zu diesem tragen alle Terme der Funktionen Fg]}l) und F{ } aus (3.10) bei, die
fiir T — 0 nicht verschwinden, d.h., alle Terme, die keine thermische Verteilungsfunkti-
on enthalten. Da der verbleibende Mediumanteil endlich ist, erfolgt die Renormierung der
Selbstenergie bei endlichen Temperaturen wie im Vakuum, was II, = IIZ=0 4+ II7 ergibt. Bei
allen folgenden Diskussionen der Realteile von Selbstenergien wird immer nur der eigentliche
Mediumanteil [T betrachtet werden. Dieser ist unabhingig von der Renormierungsskala und
liefert fiir hohe Temperaturen T aufgrund des Skalierungsverhaltens II7 ~ T2 den Hauptbei-
trag zur Selbstenergie. Die Imaginérteile sind, wie sich herausstellen wird, ohnehin endlich
und daher nicht von der Renormierung abhingig. Die Imaginérteile der Selbstenergien wer-
den in den folgenden Abschnitten sowohl mit als auch ohne Vakuum-Anteil dargestellt.

Die Integraldarstellungen (3.12) der Selbstenergien kénnen nicht durch elementare Funk-
tionen ausgedriickt werden. Allerdings kénnen fiir sie unter der Hochtemperatur-Voraus-
setzung P/T <« 1 Approximationen in analytischer Form abgeleitet werden. Fiir die hier
betrachtete transversale und longitudinale Photon-Selbstenergie fithrt dies gerade auf die be-
kannten HTL-Ergebnisse [KK80, Wel82b]. Deren Ableitung kann analog zu der Berechnung
der Gluon-Selbstenergie im Anhang B.3 erfolgen. Hier werden nur die Ergebnisse angegeben:

3 .18 Po, Po+pP
HTL _ 2
7P = 3™ ;7% [1 - (1 Po) In )

2p po—p
HL(P) = —3m? [ Py p““’} 3.14
L (P) i (3.14)

Diese Darstellung liefert neben den Realteilen auch die entsprechenden Imaginérteile. In
(3.14) wurde die Gréfle -

my = %eT (3.15)

definiert, deren Bezeichnung als thermische Photonmasse spéter klar werden wird.

Die Realteile

Zur Bestimmung der Realteile der analytisch fortgesetzten Selbstenergien (3.12) verbleiben
drei Integrationen, die in Kugelkoordinaten ausgefithrt werden. Die Integration iiber ¢ ist
trivial und ergibt [dy = 27. Auch die Integration iiber cos§ = pk =: z kann analytisch
durchgefiihrt werden. Dazu bemerkt man, daB bei einer Substitution & — p — k in allen
Termen, welche die Verteilungsfunktion np(q) enthalten, diese durch np(k) ersetzt wird.
nr(k) hingt aber nicht mehr von z ab und die Integrationen iiber /(A 4 ¢) mit ¢ =
(p® + k? — 2pkz)'/? sind elementar. Die verbleibende Integration iiber k& hat die Gestalt
f° dk knp(k) f(k, P) mit einer gewissen Funktion f und muB numerisch ausgefithrt werden.
Bei allen numerischen Integrationen in diesem Kapitel findet ein adaptives Gauf-Chebyshev-
Verfahren Anwendung [Pre92], welches die logarithmischen Polstellen der Funktion f(%, P)
beriicksichtigt. Alle numerischen Rechnungen wurden mit doppelter (16 Byte-) Stellenzahl
durchgefiihrt, wobei die Genauigkeit der Resultate stets durch Verdnderung der maximalen
Intervallbreite kontrolliert wurde.

Es wird nun auf die in Abschnitt 2.2 aufgeworfene Frage zuriickgekommen, inwiefern die
Fortsetzung der unter der Voraussetzung po,p < T abgeleiteten HTL-Resultate (3.14) zu
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beliebigen Impulsen gerechtfertigt ist. Dazu sind in den Abbildungen 3.2 und 3.3 die Ergeb-
nisse fiir die Realteile der beiden Komponenten der Photon-Polarisation in der vollstdndi-
gen Einschleifen-Rechnung denen der HTL-Approximationen (3.14) gegeniibergestellt. Der

po/T

Abbildung 3.2: Der Realteil der longitudinalen Photon-Selbstenergie in der
Einschleifen- und der HTL-Approximation (volle bzw. gestrichelte Linien) fiir
die Impulse p/T = 0.5, 1, 1.5. Die Selbstenergie zeigt bei py = p ein singulires
Verhalten, was in der Abbildung aufgrund der endlichen Linienbreite nur an-
deutungsweise zum Ausdruck kommt.

Vergleich erfolgt dabei in einem Gebiet, wo der Parameter P/T der Hochtemperatur-Ent-
wicklung von der GroBenordnung Eins ist, also fiir Impulse, welche die HTL-Voraussetzung
Do, p K T verletzen.

Wie in der Abbildung 3.2 dargestellt ist, stimmen im Falle der longitudinalen Kom-
ponente die Resultate beider Zuginge iiberraschend gut iiberein. Abweichungen werden
bei den gewéhlten Impulsen p lediglich fiir kleine Werte von po/T deutlich. In diesem
Grenzfall wird in der vollstindigen Rechnung der EinfluB der in der Hochtemperatur-
Entwicklung dem HTL-Beitrag folgenden Terme deutlich. Der nichst-folgende Term ist von
der Ordnung O(PT) und dominiert gegeniiber den nachfolgenden Termen offensichtlich auch
bei Impulsen p ~ T durch néherungsweise lineare Abweichungen von dem HTL-Resultat
I (py = 0,p) = -—3m?1. Der entsprechende Term wird spéter fiir die Gluon-Selbstenergie
genauer diskutiert. Fiir grofe Energien pp > p stimmen beide Approximationen wieder
sehr gut iiberein. In der Nihe des Lichtkegels, d.h., fiir pg ~ p, 148t sich die Aquiva-
lenz beider Approximationen sogar analytisch zeigen. Wie im Anhang B.2 begriindet wird,
liefert die vollstindige Rechnung fiir po — p das gleiche singuldre Verhalten wie die HTL-
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Re(I1}) / m-,

05 1.0 1.5
po/T

Abbildung 3.3: Einschleifen- und HTL-Resultate (volle bzw. gestrichelte Li-
nien) fiir den Realteil der transversalen Photon-Selbstenergie. Die Impulse p
wurden wie in der Abbildung 3.2 gewihlt.

Approximation (3.14), nmlich

y ~ — 2 BE pﬂ‘l“P
I} (po ~ p) = 3m [Qp lnpo*p—i'”'] . (3.16)

Fiir die transversale Selbstenergie sind die Abweichungen der extrapolierten HTL-Resul-
tate von der vollstdndigen Rechnung fiir die gleichen Impulse etwas gréBer. Die Abbildung
3.3 zeigt insbesondere im Limes po/T — 0, p # 0 wieder Unterschiede zwischen beiden
Zugingen. Diese sind offensichtlich auch hier durch das dem HTL-Term folgende Glied
O(PT) der Hochtemperatur-Entwicklung bestimmt, da sich Re (II7(0, p)) annéhernd linear
zu pT/m?2 ~ p/T verhilt. Fiir pp = 0, p — 0 gehen beide Approximationen gegen Null. Das
ist aufgrund der allgemein (nichtperturbativ) giiltigen Tatsache, daf die magnetische Pho-
tonmasse verschwindet [Fra65], zu erwarten. Es wird jedoch auch im Falle der transversalen
Selbstenergie deutlich, dafl beide Approximationen nicht nur im eigentlichen Giiltigkeitsbe-
reich der HTL-N&herung, sondern auch fiir groBe Impulse in der Umgebung des Lichtkegels
ibereinstimmen.

Diese Tatsache ist insofern von Bedeutung, als daB die physikalischen Eigenschaften
der Photonen wesentlich von den Eigenschaften ihres Propagators (3.7) an dessen Polen be-
stimmt werden. Dispersionsrelationen und Dampfung beschreiben die Lage der Pole, und die
Residuen sind ein MaB fiir den Quasiteilchen-Charakier der Photonen. Wie nun aber festge-
stellt wurde, sind die Abweichungen der Hochtemperatur-Approximation von der vollstindi-
gen Rechnung gerade nahe des Lichtkegels klein und somif auch, zumindest fiir nicht allzu
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groBe Kopplungsstérken, in der Nahe der Pole. Daher kann man erwarten, daB die genannten
Charakteristika im allgemeinen gut durch die HTL-Resultate beschrieben werden.

Die Photon-Dispersionsrelationen

Um die gemachte Aussage quantitativ zu belegen, wird hier untersucht, wie stark sich die
Unterschiede zwischen der Einschleifen-Rechnung und der HTL-Approximation in den Dis-
persionsrelationen der Photonen &ufert. Allgemein ist die Dispersionsrelation w(p) als Re-
alteil der Polstellen des Propagators definiert. Der inverse Propagator kann zu einem ge-
gebenen Impuls p mehrere Nullstellen besitzen. In diesem Fall sagt man, da§ die Disper-
sionsrelation mehrere Zweige besitzt. Fiir den Photon-Propagator (3.7) erhilt man zwei
Zweige entsprechend den zwei propagierenden Photon-Moden. Unter der Annahme kleiner
Imaginérteile des Propagators nahe der Pole, was einer schwachen Dampfung der propagie-
renden Moden entspricht, folgen die Dispersionsrelationen aus den Nullstellen des Realteils
des inversen Propagators. Inwiefern diese Annahme gerechtfertig ist, wird im folgenden Un-
terabschnitt deutlich.

In der Abbildung 3.4 sind die Resultate fiir die Dispersionsrelation transversaler und lon-

w(p) / My

05+ -

hd 1 | 1 | ] 1 L

0.5 1.0 1.5
p/ M~y

Abbildung 3.4: Transversale und longitudinale Photon-Dispersionsrelation (je-
weils oberer bzw. unterer Zweig) in der Einschleifen- (volle Linien) und der
HTL-Approximation (gestrichelt) fiir eine angenommene Kopplungsstérke von
e = 3. Die Dispersion freier Photonen auf dem Lichtkegel w = p ist gepunktet
dargestellt.

gitudinaler Photonen dargestellt. Die HTL-Selbstenergien (3.14) fithren dabei nach der Glei-
chung (3.7) auf eine implizite, aber analytische Darstellung der HTL-Dispersionsrelation. In
beiden Approximationen haben diese zwei Zweige fiir kleine Impulse den gleichen Grenzwert.
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Dies ist klar, da Photonen mit verschwindendem Impuls keine Polarisation zugeschrieben
werden kann, was allein aus der Tensor-Darstellung (3.6) folgt. In der HTL-N&aherung ist
dieser Grenzwert gerade die in der Gleichung (3.15) eingefithrte Gréfe m., = eT'/3, was
deren Bezeichnung als thermische Photonmasse rechtfertigt.

Im Grenzfall verschwindender Kopplungsstirke, e — 0, gehen die Einschleifen-Disper-
sionsrelationen in die HTL-Resultate {iber. Diese Tatsache ist fiir Impulse p ~ m,, offen-
sichtlich, da dann sowohl pg als auch p von der Gréenordnung ¢g7' < T sind und somit der
HTL-Voraussetzung geniigen. Es zeigt sich jedoch, daf die Einschleifen-Dispersionskurven
auch fiir groBere Impulse durch die HTL-Resultate beschrieben werden. Dieses Ergebnis
bestatigt quantitativ die im Anhang B.2 vorgenommene Abschétzung. Entsprechend gut ist
die Extrapolation der HTL-Resultate zu grofieren Kopplungsstérken. Selbst wenn fiir die
Kopplungsstérke ein fiktiver Wert von e = 3 angenommen wird, liegen die Abweichungen
zwischen beiden Zugéngen unter 5%. Dabei ist zu bemerken, dal Abweichungen nur fiir wei-
che Impulse deutlich werden. Auch das ist nach dem Ergebnis des Anhangs B.2 zu erwarten.
SchlieBlich wird noch festgestellt, da durch geeignetes Skalieren von m., die Ubereinstim-
mung zwischen beiden Approximationen noch wesentlich verbessert werden kann.

Das ist ein Indiz dafiir, daB die Verwendung der Hochtemperatur-Selbstenergien (3.14)
in resummierten HTL-Propagatoren auch fiir groBe Kopplungsstérken e, wenn wegen P ~
el' ~ T die HTL-Voraussetzung P < T nicht erfiillt ist, noch zu zumindest qualitativ
richtigen Aussagen fithren sollte.

Die Imaginarteile

AbschlieBend werden in diesem Abschnitt die Imaginérteile der Einschleifen-Selbstenergien
betrachtet. Bei deren Berechnung erlauben die auftretenden é-Funktionen entsprechend
Gleichung (2.22) die vollstindig analytische Auswertung der Integrale (3.12). Die Ima-
ginirteile sind endlich und bediirfen keiner Renormierung. Um jedoch auch hier die Medium-
Effekte in beiden Approximationen zu vergleichen, wird in der Einschleifen-Néherung neben
dem vollstindigen Imaginérteil (also einschlieBlich des Vakuum-Beitrags) zusitzlich der tem-
peraturabhingige Anteil Im(I17) := Im(II — I17=9) betrachtet®. Dabei handelt es sich nicht
um eine renormierte GroéBe. Inshesondere mufl dieser Anteil der retardierten Selbstenergie
daher auch nicht der allgemeinen Forderung Im(II¥)(py) < O fiir reelle Energien pp > 0
geniigen, was einer positiven Dampfungsrate entspricht. Es ist weiter klar, daB Im(II) und
Im(I7T) fiir Impulse po < p, d. h., unterhalb der Schwelle fiir die Produktion der hier als mas-
selos angenommenen Elektronen, zusammenfallen. Allerdings ist auch klar, da8 nur Im(II7)
eine integrierbare Funktion ist, da Im(II) iiber die Dispersionsrelation mit dem divergen-
ten, nicht-renormierten Realteil der Selbstenergie verkniipft ist. Insbesondere verschwindet
Im(TI7) fiir groBe Impulse, da harte Teilchen kaum mit dem Medium wechselwirken, nicht
aber Im(II).

Zum Imgaginarteil der Photon-Selbstenergie in der Einschleifen-Approximation tragen
die in der Abbildung 3.5 schematisch dargestellten Prozesse der Paar-Erzeugung sowie der
Absorption eines Teilchens bzw. Antiteilchens aus dem Wirmebad durch das Photon bei.
Die Zuordnung jedes dieser Prozesse zu den Energie-Nennern in Gleichung (3.10) ist dabei
offensichtlich. Wihrend die Paar-Erzeugung auch im Vakuum mdglich ist, handelt es sich bei

307 ist nicht zu verwechseln mit der transversalen Komponente Iy des Polarisationstensors.
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k
Po

Abbildung 3.5: Die Beitrige zum Imaginérteil der Photon-Selbstenergie.

den Absorptionsprozessen um einen typischen Mediumefiekt, der auch als Landau-Damp-
fung bezeichnet wird.

Die Selbstenergie besitzt in der HTL-Approximation (3.14) nur fiir Impulse py < p nicht-
verschwindende Imaginérteile. Photonen werden in dieser Naherung also ausschlieBlich durch
Teilchen aus dem Medium Landau-geddmpft. Das ist aus kinematischen Griinden klar. Ein
entsprechend der HTL-Annahme weiches Photon kann nicht das harte Elektron-Positron-
Paar erzeugen, welches den HTL-Beitrag zur Selbstenergie liefert. Im Gegensatz dazu tragen
in der vollstindigen Einschleifen-Rechnung alle in der Abbildung 3.5 gezeigten Prozesse zum
Imaginérteil der Selbstenergie bei.

Der quantitative Vergleich beider Rechnungen ist in den Abbildungen 3.6 und 3.7 darge-
stellt. Ahnlich wie fiir die Realteile wird auch fiir die Imaginaranteile der Selbstenergie der
Ubergang der Einschleifen-Resultate in die HTL-Ergebnisse schon bei Impulsen po,p ~ T
deutlich. Auerdem stimmen wieder beide Naherungen am Lichtkegel iiberein.

Neben den eigentlichen Medium-Anteilen zur Einschleifen-Selbstenergie sind in den Ab-
bildungen 3.6 und 3.7 auch die Resultate einschliefllich der Vakuum-Beitrige [1Z30]

- 3 p—p*
H},T ¢ = —471' 0T2 36(17(2) "p2)7
H"I,T:O _ 3 p2 2 @( 2 2) (3 17)
LT gt '

angegeben. Wie bereits vorwegnehmend diskutiert, geben diese nur oberhalb des Lichtkegels
einen endlichen, und zwar negativen Beitrag. Dieser kompensiert den positiven Medium-
Beitrag der Imaginérteile. Photonen-Anregungen werden also in der Einschleifen-Approxi-
mation, entsprechend der Bedingung Im(IT) < 0, im Plasma tatsachlich gedimpft, was der
Erwartung an eine verniinftige Approximation entspricht.

In dieser Hinsicht unterscheiden sich die beiden Approximationen also qualitativ, wenn
auch die quantitativen Abweichungen selbst bei Impulsen P ~ T nicht sehr grof sind.
Der qualitative Unterschied zwischen beiden Niherungen wird jedoch in anderen Groflen
deutlicher, z. B. der Erzeugungsrate von Dileptonen im Plasma. Diese ist entsprechend

dN o 1 1 "
R= dip 127t erolT —1 P2 Im(IL(P)) (3.18)

mit dem Imagindrteil der Spur des retardierten Photon-Polarisationstensors verkniipft, siehe
z. B. [I1Be96]. Wahrend die Dileptonenrate in der Einschleifen-Approximation der Selbstener-
gie endlich ist und den Born-Term der Stérungsentwicklung von R darstellt, ist die Spur des
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Abbildung 3.6: Der Vergleich der Imaginirteile der longitudinalen Photon-
Selbstenergie in der HTL-Approximation (gestrichelt) und der Einschleifen-
Néherung (volle Linien). Durch die strich-punktierten Linien ist der eigentliche
Einschleifen-Medium-Anteil Im(TI7) dargestellt, die vollen Kurven enthalten
zusétzlich den Vakuum-Beitrag. Die 3-Impulse sind auch hier p/T = 0.5, 1,
1.5.

HTL-Polarisationstensors rein reell, tr [II#7Z] = —3m2. Ein so beschriebenes Plasma wiirde
iiberhaupt keine Dileptonen emittieren kénnen.

Dieser Abschnitt schlieBt mit zwei Bemerkungen. Zum einen wird festgestellt, da die
bei der Betrachtung der Dispersionsrelation gemachte Annahme iiber die Imaginérteile der
Polarisationsfunktionen tatséchlich gerechtfertigt ist. Der Vergleich der Abbildungen 3.2 und
3.6 bzw. 3.3 und 3.7 zeigt ndmlich, daB die Imaginérteile knapp oberhalb des Lichtkegels
erheblich kleiner als die Realteile sind und somit in guter Naherung vernachléssigt werden
kénnen.

Die zweite Bemerkung betrifft die Vernachliissigung der Masse der intermedidren Fer-
mionenzustande. Diese hier vorgenommene Vereinfachung der Betrachtung ist fiir die im
weiteren relevanten Plasmen bel Temperaturen von oder iiber T ~ 200 MeV fiir Elektronen
sowie fiir u- und d-Quarks gerechtfertigt. Einige Betrachtungen zum EinfluB der schwereren
s-Quarks werden im Abschnitt 6.4 durchgefiihrt.
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Abbildung 3.7: Wie Abbildung 3.6, hier jedoch fiir den Imaginirteil der trans-
versalen Photon-Selbstenergie.
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3.2 Die Gluon-Selbstenergie

Im Gegensatz zum Polarisationstensor der QED tragen zur Gluon-Selbstenergie I8 selbst
in der Einschleifen-Néherung infolge der nicht-Abelschen Selbstwechselwirkung auch Gluo-
nen bei. Bereits diese Tatsache ist ein Hinweis darauf, dafl II# eine eichabhingige Grofe
und daher nicht von der gleichen physikalischen Relevanz wie der QED-Polarisationstensor
ist. In der Tat wiirde eine mefbare, eichinvariante Polarisierbarkeit II1& die Existenz klas-
sischer Color-Ladungen erfordern. Es ist jedoch intuitiv klar, daf8 physikalisch relevante,
in II® enthaltene Informationen, wie z. B. die Dispersionsrelation physikalischer Freiheits-
grade, eichinvariant sein miissen. Dies 148t sich fiir den exakten Gluon-Polarisationstensor
tatsachlich formal beweisen [KKR90]. Andererseits ist es jedoch auch klar, dafl dies fiir (z. B.
durch Entwicklung nach der Zahl der Schleifen) approximierte Selbstenergien im allgemei-
nen nicht gelten muB. Diese Frage der durch Approximation entstehenden Eichabhéngigkeit
prinzipiell mefibarer Gréflen wird im folgenden Abschnitt fiir Fermionen anhand ihrer Di-
spersionsrelationen betrachtet. Die Berechnung der Gluon-Selbstenergie erfolgt dagegen hier
in einer festen Eichung.

Auch in diesem Abschnitt finden die Konventionen und Feynman-Regeln entsprechend
[1Z80] Verwendung. Im folgenden wird fiir den Gluon-Propagator die Feynman-Fichung
gewihlt. Diese Festlegung der Eichung hat fiir die sich anschlieenden Betrachtungen einige
Vorteile. Zum einen 188t sich namlich dann die Selbstenergie in einer Weise darstellen, die
der Abelschen Form (3.3) recht nahe ist und dadurch eine einfache Diskussion des HTL-
Limes erlaubt. Zum anderen ist in einer allgemeinen kovarianten Eichung die nicht-Abelsche
Selbstenergie nicht transversal und hangt dann von drei skalaren Funktionen ab [Wel97]. Nur
in der Feynman-Eichung gilt in der Einschleifen-Niherung wie in der QED die Beziehung
Pr11,,(P) = 0, und die-Selbstenergie kann wieder durch die zwei Projektionen Ilr und Iz
beschrieben werden.

Zur Gluon-Polarisation tragen nur jene ny Quark-Flavors bei, deren Ruheenergie my nicht
wesentlich grofer ist als die typische Energie T', die jedes Teilchen im Medium besitzt. Die
Quark-Kopplung an ein a-farbiges Gluon ist aber bis auf ¢*, dem Generator der Eich-Gruppe
in der Fundamentaldarstellung, gleich dem Elektron-Photon-Vertex. In der Einschleifen-
Niherung entsprechen die Quark-Beitrige daher bis auf die Ersetzung e? — tr (°t*) n; g* =
82 ns g* der Photon-Polarisation. Im folgenden werden deshalb nur die in der Abbildung
3.8 dargestellten, reinen Eichanteile der Gluon-Polarisation betrachtet, und es wird ny = 0
angenommen. Es ist klar, daBl auch diese Beitrige zur Gluon-Polarisation diagonal in der

I,’Q\\
€111} ] yoou
\\.."I

Abbildung 3.8: Einschleifen-Eichbeitriige zur Gluon-Selbstenergie. Durch die
gestrichelten Linien sind die Geist-Felder dargestelit.
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Farbstruktur sein miissen und somit 1% = §°*II erfiillen, so daB die Farbindizes von nun an
unterdriickt werden.
Bei endlichen Temperaturen lautet der freie Gluon-Propagator in der Feynman-Eichung

DO(K) = —gu, Ap(K) mit Ap(K)=1/K?. (3.19)

Der skalare Propagator Ap(K) ist bosonisch, d.h., er ist nur fiir die geraden Matsubara-
Frequenzen ko = i 2nnT definiert.

Die unphysikalischen Freiheitsgrade von D{(K) werden durch Faddeev-Popov-Geister
kompensiert. Obwohl diese durch antikommutierende, fermionische Hilfsfelder beschrieben
werden, miissen sie sich entsprechend der adjungierten Darstellung der Eich-Gruppe trans-
formieren, um die globale Invarianz der Lagrange-Dichte zu gewéhrleisten [1Z80]. Dement-
sprechend ist bei endlichen Temperaturen der in der Abbildung 3.8 gestrichelt dargestellte
Geist-Propagator G nur fiir die bosonischen Matsubara-Frequenzen definiert,

G(K) = Ap(K). (3.20)

Durch eine geeignete Wahl der Schleifen-Impulse ist es méglich, die Selbstenergie in
Feynman-Eichung in der Form

ngy(P) = cgf(z )3TZ 2Gus — P, P,

~2(K,Qu + K. Qu— KQgu) | Ap(K)A5(Q) (3:21)

zu schreiben. In dieser Darstellung setzt sich II9F aus einem offensichtlich transversalen
Anteil II; ~ (P2g,, — P,P,) und einem Beitrag II,, dessen Struktur analog zum Photon-
Polarisationstensor II” ist, zusammen. Damit ist die oben vorweggenommene Behauptung
iiber die Transversalitit von II9F gezeigt. Es ist weiter klar, da im Hochtemperatur-Limes
der Anteil II; in (3.21) vernachlissigt werden kann, da er von der Ordnung O(P?) ist.
Der verbleibende Anteil II; unterscheidet sich von II" in (3.3) nur durch den statisti-
schen Charakter der Propagatoren. Wie im Anhang B.3 gezeigt wird, macht dies jedoch
im Hochtemperatur-Limes lediglich einen konstanten Faktor aus. Man erhilt somit fiir die
Gluon-Selbstenergie im Hochtemperatur-Limes die gleichen Ausdriicke wie fiir die Photon-
Selbstenergie (3.14), wenn dort m? durch
%’i g T? (3.22)

ersetzt wird. Dabei bezeichnet N, die Zahl der Farbladungen, d.h., die Ordnung der nicht-
Abelschen Eichgruppe SU(N.) der Wechselwirkung. Fiir die QCD gilt N, = 3. Nimmt
man zu dem reinen Eichanteil der Polarisation noch den der Quarks hinzu, so ist m2 =
L(N, + L)) T2

Wie bereits diskutiert, wird der Einschleifen-Polarisationstensor in der Feynman-Eichung
durch die zwei in der Gleichung (3.8) definierten skalaren Funktionen beschrieben. Nach
Ausfithrung der Summation in der Gleichung (3.21) lauten die transversale und longitudinale
Gluon-Selbstenergie

mF = N.g / (2 )3 Fgi + (93 — p* — 2(pk)(P9)) F53]

2 __
mg-—

mF = N.g f &y )3 [2FS + (7 + 2kq) FSY) - (3.23)
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Die Funktionen F }31&1) und F gg entsprechen bis auf die Ersetzung —nrp — np den fer-
mionische Funktionen (3.10) (siehe Anhang B.1). Dies sieht man am einfachsten an der
r-Darstellung der skalaren Propagatoren, die ebenfalls im Anhang B.1 angefiihrt sind.

Die Einschleifen-Ndherung und die HTL-Approximation

Hier wird die Gluon-Selbstenergie in der Einschleifen-Approximation dem HTL-Resultat
gegeniibergestellt.

Der quantitative Vergleich der Realteile in den Abbildungen 3.9 und 3.10 zeigt fiir die
gleichen dufleren Impulse wie im Abschnitt 3.1 deutlichere Unterschiede zwischen beiden
Approximationen als im nicht-Abelschen Fall. Beiden Fillen ist jedoch gemein, daf§ bei

po/T

Abbildung 3.9: Vergleich der Einschleifen- und der HTL-Approximation (volle
bzw. gestrichelte Linien) des Realteils der longitudinalen Gluon-Selbstenergie
in der Feynman-Eichung fiir die Impulse p/T = 0.5, 1, 1.5. Die gepunkteten
Linien stellen die Hochtemperatur-Entwicklung einschlieBlich des Terms der
nachst-folgenden Ordnung dar. Das singulire Verhalten der Selbstenergie bei
po = p kommt darstellungsbedingt nur andeutungsweise zum Ausdruck.

der Extrapolation der HTL-Approximation die longitudinale Komponente weniger sensitiv
als die transversale ist. Erwartungsgemifl verschwinden die Abweichungen fiir kleine Im-
pulse; praktisch werden sie schon fiir pg,p $0.57 klein. Es wird jedoch wie im Abelschen
Fall festgestellt, daB die Abweichungen zudem auch fiir groBe Impulse nahe des Lichtkegels
verschwinden. Bei harten Impulsen p ~ T und kleinen Energien po <p ergeben sich Ab-
weichungen zwischen den betrachteten Niherungen der Selbstenergie, die in dhnlicher Form
bereits fiir die Photon-Polarisation festgestellt wurden. Diese lassen sich qualitativ selbst bei
den grofien betrachteten Werten der Impulse durch das in der Hochtemperatur-Entwicklung
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Abbildung 3.10: Wie Abbildung 3.9, hier ist jedoch der Realteil der transver-
salen Gluon-Selbstenergie dargestellt.

dem HTL-Term nachst-folgende Glied §"'°TI beschreiben. Die Korrektur-Terme zu den HTL-
Resultaten sind von der Ordnung O(PT) und lauten [Wel82a] (nach einer typographischen
Korrektur)

sesF = T > 0( —p—g O(p” ~ 1),
9 m? 1 pg
(SnloH%F 4TQ ( _ _2_ %0_) 9(}72 — pg) . (3-24)

Obwohl! diese Terme fiir p 2T und p; < p die fithrenden HTL-Terme etwas iiberkom-
pensieren, geben sie, wie aus den Abbildungen 3.9 und 3.10 deutlich wird, dennoch die
richtige Tendenz zu den Einschleifen-Resultaten an. Bemerkenswert ist die Konvergenz der
Hochtemperatur-Entwicklung auch in der nichst-fiilhrenden Ordnung nahe des Lichtkegels.

Der Vergleich der beiden Approximationen fiir die Imaginirteile der Selbstenergie ist
in den Abbildungen 3.11 und 3.12 gezeigt. Die Einschleifen-Imaginirteile bediirfen da-
bei einer etwas genaueren Erlduterung. Wie bereits im Abschnitt 3.1 diskutiert wurde,
erfiillen die Imagindrteile der durch hard thermal loops gendherten Selbstenergien die For-
derung Im(ITHTL) < 0 fiir po > 0. Diese Forderung wird aber offensichtlich von den
Einschleifen-Selbstenergien fiir py > p verletzt¥ Der Imaginérteil der Selbstenergie bestimmt
jedoch die Gluon-Dampfungsrate «y,. Diese beschreibt die Aquilibrierung eines durch die
Verteilungsfunktion f(P,t) charakterisierten Nichtgleichgewichts-Zustandes entsprechend

“Im Falle der Photon-Selbstenergie kompensierten die Vakuum-Anteile den positiven Medium-Beitrag.
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Abbildung 3.11: Der Vergleich der Einschleifen- mit der HTL-Approximation
(gestrichelte Linien), hier fiir den Imaginérteil der longitudinalen Gluon-
Selbstenergie in Feynman-Eichung. Die volle Linien kennzeichnen den kom-
pletten Einschleifen-Beitrag, die strich-punktierten hingegen nur den eigentli-
chen Medium-Anteil. Die Funktion wurde fiir die Impulse p/T" = 0.5, 1, 1.5
dargestellt.

F(P,t) = fo(P) + (f(P,0) — fo(P)) exp{—~,t}. Die positiven Imagindrteile der Selbstener-
gie ergében aber fiir die Gluon-Dampfung +, einen negativen Wert und ein Gluon-Plasma
besiBe daher keinen stabilen Gleichgewichtzustand [KK80]. Wie ebenfalls lange bekannt ist,
erweist sich dariiber hinaus die im Prinzip me8bare Grdfie v, in der Einschleifen-N&aherung
als eichabhingig (wobei es auch Eichungen mit «, > 0 gibt).

Dieses Problem fiihrte in der Vergangenheit zu kontroversen Diskussionen. Geldst wurde
es durch Braaten und Pisarski [BP90b], die ausgehend von der Annahme, daB -y, physikalisch
und daher wohldefiniert sei, argumentierten, daB die bis dahin durchgefithrten Einschleifen-
Rechnungen unvollstindig sind, da auch komplexere als Einschleifen-Diagramme in gleicher
Ordnung wie diese zu 7, beitragen. In der Tat ist das Ergebnis der in der Kopplungskonstante
g vollstindigen Berechnung von v, durch HTL-resummierte effektive Propagatoren frei von
den genannten formalen Widerspriichen [BP90b].

Diese Argumentation kann man auch umkehren. Wenn man von einer konsistenten
Gluon-Polarisation mit negativem Imaginirteil ausgeht, zeigt die vollstindige Einschleifen-
Rechnung, wie grof der Beitrag aller Diagramme jenseits der Einschleifen-Ordnung sein
muB. Aus den Abbildungen 3.11 und 3.12 erkennt man, daB diese oberhalb des Lichtke-
gels fiir die betrachteten Impulse von der gleichen Gréfienordnung wie die HTL-Beitrége
unterhalb des Lichtkegels sein miissen.
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Abbildung 3.12: Betrachtung des Imaginirteils der transversalen Gluon-
Selbstenergie in Feynman-Eichung entsprechend der Abbildung 3.11.

Die Gluon-Dispersionsrelationen

Abschliefend werden in diesem Abschnitt die Dispersionsrelationen der Gluon-Anregungen
im Medium betrachtet. Der Gluon-Propagator besitzt wie der Photon-Propagator die Ge-
stalt (3.7) und somit zwei auch physikalisch relevante Polstellen, deren Realteile die Dispersi-
onsgesetze der transversalen und longitudinalen Gluonen ergeben. Die Dispersionsrelationen
werden wie fiir die Photonen wieder unter der Annahme kleiner Dampfungsraten aus den
Realteilen der Polarisationsfunktionen bestimmt. Aufgrund der soeben diskutierten Inkonsi-
stenzen der Imaginarteile der Gluon-Polarisation in der naiven Einschleifen-Approximation
kann hier diese Annahme nur durch eine konsistente Bestimmung der Polarisation gerecht-
fertigt werden. Diese Berechnung iiberstiege die hier verfolgte Zielsetzung jedoch bei weitem,
so dafB die im folgenden bestimmten Dispersionsrelationen als eine erste Abschitzung iiber
die bekannten HTL-Resultate hinaus angesehen werden miissen.

Die im Vergleich zur Photon-Selbstenergie grofieren Abweichungen zwischen der Ein-
schleifen- und HTL-Approximation sollten sich auch in den Gluon-Dispersionsrelationen
widerspiegeln. Tatséchlich findet sich das quantitativ in der Abbildung 3.13 bestitigt, wobei
fiir einen direkten Vergleich mit der Photon-Dispersion in der Abbildung 3.4 die starke
Kopplungskonstante ebenfalls als ¢ = 3 angenommen wurde.

Die Einschleifen-Dispersionsrelation der Gluonen ist im Gegensatz zu der der Photo-
nen ‘weicher’ als in der HTL-Approximation. Insbesondere ist die sogenannte Gluon-Plas-
mafrequenz wy := w(p = 0) im Vergleich zu dem Resultat fiihrender Ordnung wl§ = m, =
i v/N: ¢T kleiner. Die in der Hochtemperatur-Entwicklung dem HTL-Term folgenden Glie-
der liefern jedoch nur einen der Beitrdge bei der konsistenten Berechnung der Plasma-
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Abbildung 3.13: Transversale und longitudinale Gluon-Dispersionsrelation (je-
weils oberer bzw. unterer Zweig) fiir g = 3. Die vollen Linien ergeben sich aus
den Einschleifen-Selbstenergien in der Feynman-Eichung, die gestrichelten aus
den HTL-Approximationen. Der Lichtkegel w = p ist gepunktet dargestellt.

frequenz iiber die fithrende Ordnung O(g)-hinaus. Die weiteren Beitrége ergeben sich aus
den resummierten Einschleifen-Diagrammen sowie aus nackten Zweischleifen-Diagrammen.
Die perturbative Korrektur der Plasmafrequenz longitudinaler Gluonen wurde mittels der
Braaten-Pisarski-Methode durch Schulz [Sch94] berechnet und erweist sich als negativ. Die
longitudinale Gluon-Energie fiir verschwindenden Impuls lantet

wpl(g) = mg(l — 0.18Ncg +.. ) . (3.25)

Dieses perturbative Ergebnis geniigt bei einer spekulativer Extrapolation zu grofien Werten
von g der intuitiven Erwartung, daf bei einer kritischen Kopplung die kollektiven Anregun-
gen verschwinden und das System in den Confinement-Zustand iibergeht®.

Die genaue Analyse in [Sch94] ergibt, daB die nichst-folgenden Terme der Hochtempe-
ratur-Entwicklung der Einschleifen-Selbstenergie zu wy, nur einen g* In g-Beitrag liefern und
somit nicht in die dort betrachtete Ordnung eingehen. In der Tat 188t sich die Abhéngigkeit
der Einschleifen-Plasmafrequenz von g durch einen Ansatz

wl =m2 (1 — 7ig? In(ag)) (3.26)

5Es ist klar, daB das angegebene Ergebnis wie auch das fiir den Gluon-Druck, p/T* ~ (1 —cg® +...)
zunichst nur als ein perturbatives Indiz gewertet werden kann [Sch94]. Allerdings erlauben die fiihren-
den Glieder einer Stdrungsentwicklung oft einen qualitativen SchluB auf das exakte Ergebnis. Ein Beispiel
dafiir ist die Hochtemperatur-Entwicklung der Gluon-Selbstenergie in nichst-fithrender Ordnung im voran-
gegangenen Unterabschnitt. Weitere Beispiele dafiir sind im zweiten Teil dieser Arbeit der Gegenstand der
Untersuchung.




50 3 Einschleifen-Selbstenergien in QED und QCD bei endlichen Temperaturen

bis zu groflen Werten der Kopplungskonstanten parametrisieren. In der Abbildung 3.14
beschreibt die Wahl 4 = 0.073, a = 0.16 die Funktion w?(g) sehr gut in dem Fit-Intervall
g €1[0,3].

Abbildung 3.14: Die Abhéngigkeit der Gluon-Plasmafrequenz von der Kopp-
lungskonstante g. Dargestellt sind die fithrende und néchst-fiihrende perturba-
tive Ordnung wzl,‘,’ bzw. w;‘{° und die Einschleifen-N&herung (Feynman-Eichung)
sowie strich-punktiert deren Parametrisierung durch den Ansatz (3.26). Gefit-

tet wurden die Parameter 7j und « fiir g € [0, 3].

Es kann noch bemerkt werden, daf§ die Verwendung der Plasmafrequenz wy; anstelle der
thermischen Gluonmasse m, in den HTL-Selbstenergien nicht nur fiir langwellige Gluonen-
Anregungen eine recht gute Approximation der Einschleifen-Dispersionsrelationen ergibt.
Die entsprechend skalierten HTL-Dispersionskurven sind in der Abbildung 3.15 gezeigt.
Dies ist ein weiteres Indiz dafiir, daB8 die Voraussagen, die durch die Resummation der
HTL-Selbstenergien gewonnen werden, auch bei der Extrapolation zu groferen Werten der
Kopplungskonstante noch qualitativ korrekte Resultate liefern.
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Abbildung 3.15: Die Gluon-Dispersionsrelationen in der HTL-Néherung (ge-
strichelt) bei Verwendung der Einschleifen-Plasmafrequenz wy anstelle von m,
in den Selbstenergien im Vergleich zur Einschleifen-Approximation. Wie in der
Abbildung 3.13 wurde auch hier g = 3 gewahlt.
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3.3 Die Fermion-Selbstenergie

In diesem Abschnitt wird die Fermion-Selbstenergie in der Einschleifen-Niherung berechnet
und mit der HTL-Approximation verglichen. Das Augenmerk wird hier insbesondere auf die
Eichabhéangigkeit der Einschleifen-Resultate gerichtet. Diese Fragestellung ist interessant,
weil in der HTL-Approximation alle eichabhéngige Terme der Selbstenergie verschwinden,
wie bereits im Abschnitt 2.2 bemerkt wurde. Um die abzuleitenden Ausdriicke itbersichtlich
zu halten, wird sich bei den anschlieBenden Betrachtungen auf den reprisentativen Fall
masseloser Fermionen beschrinkt. Zur Rechtfertigung dieser vereinfachenden Annahme wird
auf die Bemerkungen am Ende des Abschnittes 3.1 verwiesen.

Der Betrachtung der Selbstenergie in der Einschleifen- Approximation seien einige allge-
meine Bemerkungen vorangestellt. Die Brechung der Lorentz-Symmetrie des Vakuums fiihrt
dazu, daB im Medium ein Fermion-Mode propagieren kann, der im Vakuum nicht existiert.
Dieser Mode ist kollektiver Natur und besitzt als solcher eine gewisse Analogie zu den schon
diskutierten longitudinalen Boson-Anregungen im Medium. Die O(3)-Symmetrie des ther-
mischen Mediums erlaubt der Fermion-Selbstenergie im chiralen Limes, bei im Vergleich zur
Fermionmasse hohen Temperaturen 7' > m, von einer Linearkombination der Spinoren P
und ¢ abzuhingen, wobei P der 4-Impuls des Fermions und u die 4-Geschwindigkeit des
Wirmebades sind®. Im lokalen Ruhesystem, wo u# = (1, 0) gilt, hat die chiral symmetrische
Selbstenergie somit die allgemeine Gestalt

Y(P)=—aP —by. (3.27)
Die skalaren Funktionen ¢ und b sind Funktionen von P. Sie lassen sich durch die Gréfen
T, = ftr[y],
T, = tr[PX] " (3.28)
ausdriicken,
Ty —poTh
= 7
P 2Tl — poTs
b = T ] (3.29)

Die in der Abbildung 3.16 dargestellte Einschleifen-Korrektur zum freien Fermion-Propa-
gator unterscheidet sich fiir die Fille der starken bzw. der elektromagnetischen Wechselwir-
kung nur durch einen Faktor. Dieser beriicksichtigt in der QCD im Vergleich zur QED die
Farbstruktur #* des Quark-Gluon-Vertex und ergibt sich daher als quadratische Casimir-
Konstante Cp = (N?—1)/(2N,) der adjungierten Darstellung der Color-Gruppe SU(N.), da
t*t, = Cr1 gilt. Aus dem im weiteren betrachteten Ausdruck fiir die Quark-Selbstenergie
erhélt man also durch die Ersetzung Cg g2 — €? die Elektron-Selbstenergie.

Werden die Impulse entsprechend Abbildung 3.16 gewahlt, ist der Vakuum-Anteil der
Quark-Selbstenergie

S(P) = iCrg? [

d4
Gy D@ SOy (3.30)

51m Vakuum beschreibt eine chiral invariante Lagrange-Dichte unabhsngig von perturbativen Entwick-
lungen eine Theorie mit chiraler Symmetrie . Insbesondere werden durch die Wechselwirkung keine divergen-
ten Beitrige generiert, welche die Einfiihrung von nicht chiral invarianten Countertermen erfordern wiirden.
Es ist klar, daB dies auch bei endlichen Temperaturen gelten mufl [Wel82b].
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Abbildung 3.16: Einschleifen-Beitrag zur Quark-Selbstenergie. Wird das um-
laufende Gluon durch ein Photon ersetzt, erhilt man die QED-Selbstenergie.

Die Festlegung der Eichung erfolgt innerhalb der Klasse der linearen kovarianten Eichungen.
In dieser lautet der freie Gluon-Propagator (die Farb-Indizes sind wieder unterdriickt)

@@y
Q*
Die Wahl des Eichparameters { = 0 heiBt Feynman-Eichung, oft verwendet wird auch die
Landau-Eichung mit £ = 1.
Der Ausdruck fiir die Selbstenergie bei endlicher Temperatur folgt aus der Gleichung
(3.30) nach der Ersetzung der ko-Integration durch die Summe iiber die Matsubara-Frequen-
zen kg = %(2n 4 1)7T des Fermion-Propagators (3.2). Bei der Ausfithrung der Frequenz-

Summen erweist es sich als zweckméflig, den im Gluon-Propagator auftretenden Term 1/Q*
umzuschreiben [BKS92),

1 1

- m?2 ——_—“'—2 2 .
Q4 Q —m m2=0

Damit lautet der kovariant geeichte Gluon-Propagator bei endlichen Temperaturen

DN(Q) = (—guw + £ Qu@uOm2) AB(Q)lm2=0 , (3.32)

wobei jetzt Ap(Q) den skalaren Propagator eines Bosons der Masse m bezeichnet. Diese
Darstellung des Propagators hat den Vorteil, dafi die Frequenz-Summation wieder iiber
Ausdriicke erfolgt, die das Produkt von nur zwei Termen enthalten, welche die Gestalt von
skalaren Propagatoren haben. Damit ist die Struktur der Summen die gleiche wie die in
den vorangegangenen Abschnitten. Nach der Summation erfolgt die Ableitung nach m? und
anschlieBend wird m = 0 gesetzt.

Entsprechend der Struktur (3.32) des Gluon-Propagators ergibt sich auf diese Weise di®
Darstellung der Quark-Selbstenergie als Summe des Anteils in der Feynman-Eichung mit
¢ = 0 und eines zu £ proportionalen Beitrags,

o(P) = ZF(P)+ZHP), (3.33)
mit  SF(P) = —2Chg / TZKAF(K)AB(Q),

DO(@) = —gw g +¢ (331)

(27)?

d3k
YE(P) = —¢ Crg? Oma f o )3TZ KQIK As(K)ARQ)
m=0
In dem &-abhingigen Beitrag wurde dabei eine Substitution K > @ vorgenommen, was
die folgende Auswertung etwas vereinfacht. Die Matsubara-Summation erfolgt in diesem
Ausdruck iiber die bosonischen Frequenzen k, des Propagators Ag{K).
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Der Feynman-Beitrag ©7 zur Selbstenergie

In diesem Unterabschnitt wird die Selbstenergie L¥ in der Feynman-Eichung untersucht.
Diese ist entsprechend der Gleichung (3.33) einer der beiden Beitrége zur Selbstenergie in
einer beliebigen kovarianten Eichung,.

Der Feynman-Eichbeitrag zu den in (3.28) definierten Funktionen 7 und T ergibt sich
mit der Beziehung tr [y, K] = 4K, aus der Gleichung (3.33) zu

¥ = —8Cad | js’;gTZkoAF K)A5(Q)
— —8Chg’ / o FQ (3.34)
und
TF = —8Chg? / (2 )BTZ(poko pk) Ar(K)A5(Q)
= _8CRg’ / ooy (poFS) — pkFS) . (3.35)

Die Bezeichnungsweise der hier eingefiihrten Funktionen F( ) und Fg}% folgt der vorange-
gangener Abschnitte. Die Berechnung der Frequenz—Summatlonen erfolgt im Anhang B.1
und ergibt

0 - [N R ( 1 3 1
P = g e st (-

+ [nr(k) + n5(q)] (po +1k “7 7 —1k + ‘1)} ’

1 1 1
F& = ———{1— k ( )
ag P s e T k=

+ (k) + ns(g)] (po +1k —+ — q)} . (3.36)

In dieser Darstellung sind wieder die Vakuum-Anteile (3.30) der Selbstenergie enthalten.
Die Realteile der Vakuum-Beitrige miissen renormiert werden und konnen dann bei hohen
Temperaturen gegeniiber den Medium-Anteilen, wie in den vorangegangenen Abschnitten
diskutiert, vernachlassigt werden. Formal werden also bei der Berechnung der Realteile der
Funktlonen TF und Tf wieder alle Terme in den Funktionen F; }g und FFg, die nicht die
thermischen Verteﬂungsfunktmnen enthalten, weggelassen.

Im Hochtemperatur-Limes gehen die Einschleifen-Selbstenergien in die HTL-Resultate
iiber. Diese erweisen sich wie die hard thermal loops der Eichbosonen als eichunabhingig,.
Der Hochtemperatur-Limes fiir die Funktionen 77 und 7, kann mit den im Anhang B.3
verwendeten Vereinfachungen leicht berechnet werden. Hier werden wieder nur die Resultate
angegeben,

1. po+p
THTYP) = 2m?~In ,
e (P) "p "m-p
TPy = 4m}. (3.37)
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Die GroBe

mf = éCR g*T? (3.38)
hat, wie sich bei der Betrachtung der Quark-Dispersionsrelation herausstellen wird, die Be-
deutung einer thermisch generierten Masse. Diese Masse ist dynamischer Natur und bricht,
wie einleitend diskutiert, nicht die chirale Symmetrie, da die Selbstenergie und daher auch
der resummierte Propagator mit v5 kommutieren. Insbesondere ist die Tatsache, dal my
mit der Temperatur steigt, streng von der Fragestellung der Restaurierung der chiralen
Symmetrie bei hohen Temperaturen zu trennen.

Der Ubergang von den im Imaginirzeit-Formalismus definierten Funktionen zu den ent-
sprechenden retardierten Groflen erfolgt wieder durch die Fortsetzung der Funktionen von
den Matsubara-Frequenzen i(2n + 1)7nT zu den reellen Energien po + i0%, versehen mit ei-
nem infinitesimalen positiven Imaginérteil. Die so erhaltenen Ergebnisse der vollstindigen
Einschleifen-Berechnung der Realteile der Funktionen 7¥ und 7{ sind in den Abbildungen
3.17 und 3.18 denen der HTL-Approximation gegeniibergestellt. Wie fiir die bosonischen

7
- 15
-~ .
&~ 10
&
D
e

<o ot

Po/T

Abbildung 3.17: Realteil der Selbstenergie-Funktion Ty in Feynman-Eichung in
der Einschleifen- und der HTL-Approximation (volle bzw. gestrichelte Linien)
fiir die Impulse p/T" = 0.5, 1, 1.5. Am Lichtkegel ist 7} logarithmisch divergent.

Selbstenergien in den vorangegangenen Abschnitten wird auch hier fiir die Funktionen Tf o
festgestellt, daB sie sich neben der erwarteten Ubereinstimmung bei weichen Impulsen auch
fiir groBe Impulse nahe des Lichtkegels an die HTL-Resultate angleichen. So gilt insbeson-
dere Re(T¥ (po = p)) = 4m} = Re(THTL).

Zum Vergleich der Imaginérteile in beiden Approximationen werden in den Abbildun-
gen 3.19 und 3.20 nicht nur die vollstindigen Einschleifen-Beitrige dargestellt, sondern mif
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Abbildung 3.18: Die Einschleifen-Ergebnisse (volle Linien) fiir den Realteil der
Funktion T§". Die Impulse p sind hier die gleichen wie in der Abbildung 3.17.
Die HTL-Approximation von T (gestrichelte Linie) ist impulsunabhingig.

Im(T7T) = Im(T) — Im(T7T=°) ebenfalls die temperaturabhéngigen Medium-Anteile. Auch
diese reinen Medium-Beitrige verschwinden nicht fiir pg > p, wo die HTL-Selbstenergien
aus den gleichen kinematischen Griinden, die fiir die bosonischen Selbstenergien in den
vorangegangenen Abschnitten erliutert wurden, nicht zum Imaginirteil beitragen”. In dem
vollstindigen Einschleifen-Imaginérteil ist zusétzlich noch der Vakuum-Beitrag des Prozes-
ses g — gq enthalten, der erst oberhalb der Schwelle p = p moglich ist.

Der Beitrag 3¢ zur Selbstenergie

Wie bereits mehrfach erwahnt wurde, ist der fiihrende Term der Hochtemperatur-Ndherung,
d.h., die HTL-Approximation, auch im Falle der Fermion-Selbstenergie eichunabhéngig.
Das bedeutet aber, daB die vom Eichparameter ¢ abhingige Grofie %¢, die den Feynman-
Beitrag ©F zur Selbstenergie in einer beliebigen kovarianten Eichung erginzt, in der HTL-
Approximation verschwindet. Somit ist X¢ eine GroSe, durch welche die in diesem Teil
der vorliegenden Arbeit diskutierten Unterschiede zwischen der HTL-Néherung und der
vollstindigen Einschleifen-Rechnung direkt zum Ausdruck kommen.

Die {-abhingigen Beitrige der Selbstenergie zu den in (3.28) definierten Groflen 71 und
T enthalten Spuren iiber 4 Spinoren. Diese lassen sich als Polynome in der Summationsva-

TTHTL besitzt z.B. iiberhaupt keinen Imaginirteil.
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Abbildung 3.19: Darstellung der den in der Abbildung 3.17 gezeigten Realteilen
der Funktion 7T} entsprechenden Imaginirteile. Die strich-punktierten Linien
zeigen den reinen Medium-Anteil, die vollen Linien dagegen den Einschleifen-
Beitrag einschlieBlich des Vakuum-Anteils. Gestrichelt dargestellt ist die HTL-

Approximation. -

riable ky darstellen,

tr[oKQK] = 4 Z a{"ky

n=0

tr[PRQK] = 420«:‘"’

Die Koeffizienten a;, 3 hingen von dem ZuBeren Impuls P sowie von k ab und sind im Anhang

B.4 explizit angegeben
Die Funktionen Tf: , lassen sich in der nun bereits geliufigen Weise als Integrale iiber den

3-Impuls schreiben,

Tf, = —4Crég’ f GryF maZaWTZ k Ap(K)Ar(Q)

n=0 m=0

(3.39)

- e [ e St

n=0 m:ﬁ

Es ist zu bemerken, daB sich die Funktionen F“’} und Fm von den bereits bekannten
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Abbildung 3.20: Vergleich von Einschleifen- und HTL-Approximation fiir den
Imaginérteil der Selbstenergie-Funktion 7§ analog zur Abbildung 3.19.

Ausdriicken F },. und Frg () nicht nur in ihrem statistischen Charakter unterscheiden®. Viel-

mehr ist entsprechend der Formulierung (3.32) des kovarianten freien Gluon-Propagators in

Ap(K) und somit auch in den Funktionen Fgp ©) und F 1(311);' die formal eingefithrte Bosonmasse

m zu beriicksichtigen. Die Masse darf erst nach der Operation 0,2 Null gesetzt werden.
Die weitere Auswertung der Funktionen Tf: o erfolgt im Anhang B.4 und ergibt

&k

& _ 2 (0) (1) 2 ©) )

T = ~4Gréd [ G 5 [PoFER — FER+ 200 (pok*Fip — R FEH)|
&k

E . 2 2 2 ; ( (1)

Ts = —4Créyg / e [(po +7° +Pk)Fpr ~ poFpr

+2 0 ((P2* + (Pk)?) FS) — 2popk FiR)| . (3.40)

Im weiteren werden nur die Realteile der analytisch fortgesetzten Funktionen Tf’ o betrach-
tet, da diese die spdter untersuchten Dispersionsrelationen bestimmen. Von den in den
Ausdrucken (3.40) verbleibenden Integrationen konnen wieder die iiber die Raumwinkel
analytisch ausgefiithrt werden. Uber k ist numerisch zu integrieren.

Das Ergebnis der kompletten Auswertung ist in den Abbildungen 3.21 und 3.22 darge-
stellt. Der Vergleich dieser Resultate mit der entsprechenden HTL-Naherung eriibrigt sich an
dieser Stelle fast bis auf die Bemerkung, da8 T und 7§ fiir pg = p verschwinden und daher
am Lichtkegel wieder mit den generell verschwindenden HTL-Ergebnissen iibereinstimmen.

8Die Vertauschung der statistischen Indizes entspricht der Vertauschung der Impulse k und g, von denen
diese Funktionen abhingen.
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Abbildung 3.21: Der Realteil der Selbstenergie-Funktion T; * in der Einschleifen-
Approximation. Um den Ubergang zum HTL-Limes (gestrichelte Linie), der
fiir T¢ identisch verschwindet, zu verdeutlichen, wurde die Funktion hier nicht
nur fiir die bisher immer gew&hlten Impulse p/T' = 0.5, 1 und 1.5 dargestellt,
sondern zusdtzlich noch fiir p/T = 0.1 (am weitesten links liegende Kurve).

Im Limes kleiner Impulse gehen die Einschleifen-Resultate fiir Tf,z gegen Null, was eben-
falls dem Ubergang zu den HTL-Ergebnissen entspricht. Jedoch zeigt die Abbildung 3.21,
daB dieser Ubergang fiir TF etwas diffiziler ist als in den bisher betrachteten Fsllen, da T}
fiir po < p auch fiir kleine Werte von p nicht generell klein wird®. AuSlerdem skalieren die
Funktionen Tf,2 zusétzlich mit dem im Prinzip frei wihlbaren Parameter £. Wie stark der
Einflufl dieser eichabhangigen Terme auf die physikalisch relevante Dispersionsrelation ist,
wird im folgenden Unterabschnitt untersucht.

Die Fermion-Dispersionsrelationen

Die Dispersionsrelationen der Fermionen im Medium werden durch die Lage der Pole des
Propagators beschrieben. Aus der Dyson-Gleichung §~* = (S(®)~!—E folgt mit der Darstel-
lung (3.27) der Selbstenergie die allgemeine Form des chiral invarianten Fermion-Propaga-
tors als

(1+a)P +b%
(1+a)?P? +2(1 + a)bko + b (341)

S(P) =

SAllerdings ist auch die logarithmische Divergenz des Feynman-Anteils TF fiir kleine Impulse p zuneh-
mend stiirker ausgeprégt {vergleiche Abbildung 3.17).
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Abbildung 3.22: Die Darstellung des Realteils der Selbstenergie-Funktion 7%
entsprechend der Abbildung 3.21. Knapp unterhalb des Lichtkegels ps = p
wird T¢ positiv.

Der physikalische Gehélt der in S enthaltenen Informationen wird jedoch in einer alterna-
tiven Darstellung des Propagators deutlicher. In der Gestalt
PY | Dot Py (3.42)

_ Yo~
S(P) = 2D, LT

ist der Propagator in einen Anteil mit positivem Helizitdts- zu Chiralitédtsverhaltnis und
einen mit negativem Verhéltnis zerlegt. Die GréBen D, und D_ sind als inverse skalare
Propagatoren der auf diese Weise klassifizierten Anregungen anzusehen. Ausgedriickt durch
die Funktionen T; und T; lauten sie

Di(P)=—potp+ ;j;(ﬂa(m ~ (dpo — PT(P)) - (3.43)

Die Fermion-Dispersionsrelation besitzt daher zwei Zweige, die durch die Realteile der Null-
stellen der Funktionen D4 bestimmt werden.

Bei verschwindender Temperatur muf in dem allgemeinen Ausdruck (3.27) fiir die Selbst-
energie im Plasma der die Lorentz-Symmetrie brechende Term verschwinden, d. h., im Vaku-
um muB b = 0 gelten. Somit erhilt man entsprechend der Propagator-Darstellung (3.41) im
Vakuum auch unter Beriicksichtigung der Wechselwirkungseffekte nur einen propagierenden
Mode mit der trivialen Dispersionsrelation P? = 0. Die Gleichungen w = *p beschreiben
dabei die Propagation von Fermionen bzw. Anti-Fermionen auf dem Lichtkegel. Die Wech-
selwirkung unterliegt hier neben der chiralen auch noch der Lorentz-Symmetrie und kann
daher nur die Residuen des Propagators, nicht aber die Lage seiner Pole &ndern [Wel82b).
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Durch die Existenz eines ausgezeichneten Bezugssystems, ndmlich des thermischen Me-
diums, wird die Einschrinkung b = 0 aufgehoben. Aus den graphischen Darstellungen der
Funktionen 71 und T, sowohl in der HTL- als auch in der Einschleifen-Approximation wird
deutlich, da§ die Funktion b insbesondere auf dem Lichtkegel von Null verschieden ist. Das
hat zwei wesentliche Konsequenzen. Zum einen besitzt die Dispersionsrelation dann nicht
mehr die triviale Form w? = p?. Zum anderen ergibt sich eine Verdoppelung der Zahl pro-
pagierender Moden.

Im HTL-Limes lassen sich die Dispersionsrelationen analytisch in impliziter Form ange-

ben [KK80, Wel82a]; aus den Gleichungen (3.37) und (3.43) folgt

2 —
[:!:1 _toop et (3.44)

4p+ 4
w==®%p+— .
p 2p w—p

Aus dem im Vakuum existenten Zweig w? = p? ergibt sich durch (3.44) mit dem oberen
Vorzeichen die durch den Mediumeinflu modifizierte, nicht-triviale Dispersionsrelation von
Fermionen- (bzw. Anti-Fermionen-) Anregungen. Wie aus (3.44) ersichtlich, wird dieser
Zweig asymptotisch durch w = p 4+ m?/p bzw. durch

w=4/p*+2m} fir p— oo (3.45)

beschrieben. Zusatzlich findet man einen weiteren Zweig, dessen positiver Ast von Wel-
don [Wel82b] aufgrund der Darstellung (3.42) als Anti-Fermion-Lochanregung interpretiert
wurde. Der kollektive Charakter dieser auch Plasmino genannten Anregung kommt durch
ihr Verschwinden bei grofleren Impulsen, d. h., bei der Annéherung an den Lichtkegel, zum
Ausdruck. Ein weiteres auffallendes Merkmal der Plasmino-Dispersionsrelation ist das Mi-
nimum der Energie wmin := w(Pmin) bei dem nicht-verschwindenden Impuls py;,. Die Exi-
stenz dieses Minimums folgt aus der Tatsache, daB in beiden Néherungen die Anti-Loch-
Dispersionsrelation bei p = 0 den umgekehrten Anstieg wie die Teilchen-Dispersionskurve
(und damit einen negativen Anstieg) besitzt. Andererseits muf sie sich bei grofien Impulsen
dem Lichtkegel annéhern.

Die aus den Nullstellen von Re(D.) unter der Annahme einer hinreichend schwachen
Déampfung folgenden Dispersionsrelationen in der HTL- und in der Einschleifen-Approxi-
mation sind in der Abbildung 3.23 jeweils fiir die Fermion- und die Plasmino-Anregung
dargestellt. Ausgegangen wurde zunichst von der Selbstenergie in der Feynman-Eichung,
wobei der Vergleich der Real- und Imaginirteile der Bestimmungsgleichung (3.43) zeigt,
daff die gemachte Annahme schwacher Dimpfung auch bei der hier betrachteten Kopp-
lungsstirke verniinftig ist. Der Unterschied zwischen beiden Approximationen duflert sich
hauptséchlich in einer Modifikation der Ruheenergie der Anregungen. Im HTL-Limes kleiner
Kopplungsstirken ist diese fiir beide Zweige gleich der thermischen Fermionmasse my, was
die gewihlte Bezeichnung rechtfertigt. Fiir wachsende Kopplungen nimmt auch die Ruhe-
energie zu, besitzt aber aufgrund der O(3)-Symmetrie des Warmebades fiir beide Anregun-
gen den gleichen Wert. Diese nichtperturbativ giiltige Tatsache folgt aus der allgemeinen
Diskussion im Anhang B.5.

Die Anstiege beider Dispetsionskurven unterscheiden sich sowohl in der HTL-N&herung
als auch in der Einschleifen-Rechnung bei beliebiger kovarianter Eichung nur durch ihr Vor-
zeichen. Dieser Fakt hingt mit den analytischen Eigenschaften der beiden Approximationen
der Selbstenergie fiir kleine Impulse zusammen. Inwiefern diese Tatsache allgemeingiiltig ist,
muf} weiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben.
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Abbildung 3.23: Dispersionsrelationen der Fermion- und der Plasmino-Anre-
gung (jeweils oberer bzw. unterer Zweig) in der HTL-Niherung (gestrichelt)
und der Einschleifen-Approximation (Feynman-Eichung, volle Linien) fiir g =
3. Gepunktet ist der Lichtkegel w = p dargestellt.

Wie in der Abbildung 3.24 genauer gezeigt, ist die Lage des Minimums des Plasmino-
Zweiges in der Einschleifen-Naherung bei pyin & 0.4 m; in einem grofien Intervall der Kopp-
lungsstirke g recht stabil. Die minimale Energie des Plasmons skaliert dagegen dhnlich wie
die Ruheenergie; es gilt ndmlich wpix & 0.9w(p = 0).

AbschlieBend wird die Eichabhéngigkeit der Fermion-Dispersionsrelation diskutiert. Di-
spersionsrelationen sind prinzipiell meBbar und miissen daher unabhingig von der Wahl der
Eichung sein. Fiir die im vorangegangenen Unterabschnitt bei der Berechnung der Fermion-
Selbstenergie gewahlte Klasse der kovarianten Eichungen sollten die Dispersionsrelationen
also unabhingig von dem Parameter ¢ sein. Die Eichinvarianz der Lage der Pole 1a8t sich fiir
den exakten Fermion-Propagator formal beweisen [KKR91]. Es ist allerdings keinesfalls zu
erwarten, daB auch die Polstellen eines approximierten Propagators eichinvariant sind. Ins-
besondere erweisen sich die Dispersionsrelationen, die man aus Propagatoren in einer naiven,
endlichen Schleifen-Entwicklung erhalt, als eichabhéngig. Der formale Beweis der Eichinva-
rianz der physikalischen Polstellen des Propagators macht explizit deutlich, wie sich in einer
Entwicklung die eichabhingigen Terme in verschiedenen Ordnungen kompensieren.

In der Abbildung 3.25 ist die Abhédngigkeit der Fermion-Dispersionsrelationen von der
Eichfixierung anhand von drei speziellen Eichungen gezeigt. Unterschiede werden insbeson-
dere fiir kleine Impulse p S g7 sichtbar. Das ist zu erwarten, da der volle Propagator bei wei-
chen Impulsen sensitiver als bei harten auf die Resummation der Wechselwirkungseffekte ist,
so dafl Inkonsistenzen einer approximierten Selbstenergie dort am deutlichsten werden. Die
bereits fiir die Feynman-Eichung diskutierten Konsequenzen der O(3)-Symmetrie, ndmlich
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Abbildung 3.24: Die Lage des Minimums ppm;, der Plasmino-Dispersion und die
zugehorige Energie wmin. Die gestrichelten Kurven sind dabei auf my skaliert,
die vollen Linien dagegen auf die Ruheenergie w(p = 0).

der gleiche Grenzwert und der entgegengesetzte Anstieg der beiden Zweige fiir verschwinden-
den Impuls, gelten natiirlich in einer beliebigen Eichung. Auch die Existenz des Minimums
im Plasmino-Zweig ist ein Merkmal, welches nicht an spezielle Eichungen gebunden ist.

Uberraschenderweise fallen die Resultate der HTL-Nsherung als Limes kleiner Kopplun-
gen und die Ergebnisse der Einschleifen-Rechnung in der Landau-Eichung fast zusammen,
siehe dazu Abbildung 3.25. In der Tat stellen sich die Dispersionsrelationen in der Landau-
Eichung als fast unabhéngig von der Kopplungskonstanten heraus. Dies ist in der Abbildung
3.26 fiir Werte der Kopplung bis g = 3 dargestellt.
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Abbildung 3.25: Die Eichabhingigkeit der fermionischen Dispersionsrelationen.
Die Pole des Propagators wurden in der Landau-Eichung (¢ = 1, kurz strich-
punktiert), in der Feynman-Eichung (¢ = 0, volle Linien) und fiir { = —1
(lang strich-punktiert) bestimmt. Zum Vergleich ist auch die HTL-Dispersion
gestrichelt angegeben, diese fallt fast mit den Resultaten fiir £ = 1 zusammen.
Der Wert der Kopplungskonstante wurde hier wieder als g = 3 angenommen.
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Abbildung 3.26: Die Fermion-Dispersionsrelationen in der Landau-Eichung mit

= 1 fiir verschiedene Kopplungskonstanten. Gestrichelt dargestellt ist das
HTL-Resultat, was g — 0 entspricht. Die offenen Quadrate kennzeichnen g = 1
und die vollen Symbole g = 3.



Teil 11

Perturbative Thermodynamik



4  Betrachtungen zu perturbativen
Entwicklungen

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde anhand verschiedener Selbstenergien untersucht, wie
zuverlissig die Resultate der Hochtemperatur-Niherung sind, wenn sie auflerhalb ihres ei-
gentlichen Giiltigkeitsbereiches angewandt werden. In diesem Teil soll eine dhnliche Frage-
stellung betrachtet werden, ndmlich die nach der Aussagekraft perturbativer Entwicklungen
bei Kopplungsstirken, die nicht ‘klein’ sind. Die Frage, was im mathematisch exakten Sinne
‘klein’ heiBt, also wie verlaBlich ein perturbatives Resultat wirklich ist, 148% sich im allgemei-
nen fiir die stérungstheoretische Auswertung von Quantenfeldtheorien bislang nicht streng
beantworten. Das dafiir hdufig pauschal angenommene Kriterium ‘Kopplungsstérke klein ge-
gen Eins’ ist recht willkiirlich, da als Entwicklungsparameter z. B. auch ‘m*-Kopplungsstérke’
in Frage kame.

4.1 Ein einfaches Beispiel

Die umrissene Fragestellung soll hier an einem Beispiel diskutiert werden, welches hinrei-
chend einfach ist, um explizite Aussagen abzuleiten, zugleich aber auch wesentliche allge-
meine Merkmale aufweist. In [IZ80] wird, allerdings unter einem etwas anderen Blickwinkel,
das Integral
2y . *° _d_.’l)_ —Llg2_ g2yt

Z(g*) = = \/2—7;6 2 (4.1)
betrachtet. Dieses Integral stellt gewissermafien ein 0-dimensionales Funktionalintegral dar,
bei dem das Feld, hier mit z bezeichnet, nur auf einem Raum-Zeit-Punkt lebt. Als solches
ist es eine Karikatur der Zustandssumme der skalaren @* Theorie, wobei 1 z? dem freien
kinetischen Teil der Lagrange-Funktion entspricht und g?z* zu dem Wechselwirkungsanteil
korrespondiert. Auf den Zusammenhang dieses Integrals mit der *-Theorie wird weiter
unten noch einmal eingegangen.

Selbst das einfache Integral Z(g?) hat mit physikalisch relevanten Funktionalintegralen
gemein, dafB es sich bis auf den ‘wechselwirkungsfreien’ Fall mit g* = 0 nicht durch elemen-
tare Funktionen ausdriicken liBt. Allerdings kann Z(g?) leicht numerisch berechnet werden.
Dies stellt das Analogon zu der numerischen Auswertung physikalischer Quantenfeldtheorien
durch Monte-Carlo-Rechnungen dar.

Auch die perturbative Entwicklung eines Funktionalintegrals zur Beschreibung einer
QFT besitzt eine einfache Analogie in dem betrachteten Beispiel. Durch eine Entwicklung

des Wechselwirkungsanteils im Integranden,
_Llg2_ 2.4 12 e 1
I =T ) ()
s *
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ergibt sich eine Reihe von Termen steigender Ordnung in der ‘Kopplungskonstante’ g2, die
Mittelungen iiber die Zustinde des freien Systems darstellen. Nach einer formalen Vertau-
schung der Integration mit der Summe iiber m kann man schreiben

1

200) = 3 |7 G Lmam et o

. IN™ (4m)!
Fr () .
mzzzoz (¢°) mit z 1) miEm) (4.2)
und den Grenzfall » — co mit .
Z(g") = lim Z™(¢%) (4.3)

bezeichnen. Die oben formulierte Fragestellung betrifft also den Zusammenhang zwischen
Z(g*) und den Entwicklungen Z ")(g?) baw. Z(g?). Es muB zunichst betont werden, daB der
angegebene Ausdruck fiir Z(g?) rein formal ist. Es kann namlich einfach festgestellt werden,
daf die Entwicklung (4.2) divergent ist. In einer geniigend hohen Ordnung der Entwicklung
gehen die Koeffizienten in die asymptotische Form

movce ae _ (Z16" ¢ 16m\™ 1
o "I 25 = ) (-= > T (4.4)

iiber. Das Quotientenkriterium

Zm+1(g2)m+1

zm(g%)™
ergibt dann, daf8 die Reihe fiir jeden endlichen Wert von g¢? divergiert. Dieses Ergebnis ist
leicht einzusehen. Da der Konvergenzradius einer Laurent-Reihe von der Entwicklungsstelle
bis zum néchsten Punkt einer Nicht-Analytizitat reicht, die Funktion Z(g?) in der komplexen
g*-Ebene aber einen Schnitt entlang der negativen reellen Achse besitzt!, muB die Reihe fiir
jeden endlichen Wert von ¢g? divergieren.

Auch in diesem Punkt deutet sich eine Gemeinsamkeit des Integrals Z(g?) mit realisti-
schen Funktionalintegralen an. Da man davon ausgehen kann, daB der Ubergang von einer
physikalischen Theorie zu der entsprechenden Theorie mit dem entgegengesetzten Vorzei-
chen der Kopplungskonstante nicht analytisch ist, werden auch die perturbativen Entwick-
lungen solcher Theorien keine konvergenten Reihen sein. Da aber andererseits die mit am
besten bestitigte Ubereinstimmung zwischen Experiment und einer physikalischen Theorie
iberhaupt durch die stérungstheoretische Auswertung der QED erzielt wird, miissen diese
perturbativen Reihen, von denen man meist nur einige der fithrenden Terme kennt, dennoch
wesentliche Informationen iiber das exakte Funktionalintegral enthalten.

Diese Aussage wird nun fiir das Integral Z(g*) und die Reihenentwicklung (4.2) unter-
sucht. Dazu wird der Fehler der bei der Ordnung n abgebrochenen Reihe Z(™(g?) betrachtet.
Dieser ergibt sich zu

Ru(g®) = |2(¢®) - 2")(¢®)|

2 1

©  dx 1,2 4 1.2
— — —g“z* __ A _Aym -z 2m' 4-5
L= e = o e et ) (45)

!Fiir Werte von g mit negativem Realteil, die nicht auf der reellen Achse liegen, kann der Integrationsweg
so deformiert werden, daf§ das Integral wohldefiniert ist.
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 148t sich

e—g"’z" _ = 1 (_m4)m e—%xQ(g2)m _ 1 x4(n+1)e—0g2z4

~ (n+1)!

m!
= m!

abschéatzen, wobei # zwischen 0 und 1 liegt. Daher kann man fiir das Restglied eine obere
Schranke angeben, ndmlich

Ru(9%) < lznsa(g®)™]. (4.6)

Es ist einfach zu sehen, daB bei einem gegebenen Wert von g2 ein gewisses n* existiert, bei
welchem das Restglied R, minimal wird. Verwendet man z. B. fiir die Koeffizienten z, die
trivial ins Reelle fortsetzbare, asymptotische Form (4.4), so liegt das Minimum der Funktion
R(n) := |22(¢%)"] ~ (16ng?)" bei

1

o A7
" T6g (4.7)

Fiir groBe Kopplungsstirken g? muB die perturbative Reihe fiir Z(g?) also schon bei einer
kleinen Ordnung entsprechend (4.7) abgebrochen werden, um eine mdoglichst gute Appro-
ximation des exakten Resultats zu erhalten. Diese prinzipielle Aussage, an der auch die
Verwendung der exakten Form der Koeffizienten z, nichts dndert, entspricht nicht der in-
tuitiven Vorstellung, daB bei starker Kopplung méglichst viele Terme der perturbativen
Reihe berechnet werden miissen, um eine verniinftige Naherung zu erhalten. In der Abbil-
dung 4.1 ist dieser Sachverhalt fiir die ersten sechs Naherungen Z(™(g?) dargestellt. Daraus

| i L { 1

01 02 03 04

2
g

Abbildung 4.1: Die Funktion Z(g?) sowie die perturbativen Approximationen
Z™ in den Ordnungen n = 1,...,6.
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wird deutlich, daff die Approximationen in einer hohen Entwicklungsordnung das exakte
Resultat fiir geniigend kleine Werte von g* recht gut beschreiben. In diesem Bereich sind
allerdings die Abweichungen von Z(g*) zu den Approximationen in niedrigeren Ordnungen,
also beispielsweise zu Z(), ohnehin gering. Andererseits werden fiir grofiere Werte von g2 die
Approximationen Z™ mit wachsendem n zunehmend schlechter, wobei die optimale Ord-
nung auch fiir die betrachteten kleinen Werten von n gut durch die abgeschitzte Relation
(4.7) beschrieben wird.

Es sollte aus den motivierenden Bemerkungen zur Betrachtung des Integrals (4.1) klar
sein, daB ahnliche Uberlegungen auch fiir physikalisch relevante Funktionalintegrale geltend
zu machen sind. Tatséchlich kann beispielsweise auch fiir perturbative Entwicklungen in der
QCD die Aussage, dafl bei stirkerer Kopplung Terme héherer Ordnung die Approximation
nicht verbessern, durch weitere Argumente gestiitzt werden, worauf im Abschnitt 4.3 niher
eingegangen wird.

SchlieBlich soll noch einmal auf den Zusammenhang des Integrals (4.1) mit der ¢*-
Theorie zuriickgekommen werden. Die Koeflizienten z, hingen nimlich mit der Anzahl bzw.
dem Symmetriefaktor der Diagramme in der n-ten Ordnung der perturbativen Entwicklung
der thermodynamischen Zustandssumme der @*-Theorie zusammen [IZ80]. Dies ist eine ein-
fache kombinatorische Folgerung aus dem Wickschen Theorem. So ist z.B. |z = 3/1! und

entsprechend gibt es drei Zweischleifen-Diagramme der Topologie (I) . Fiir Diagram-
me héherer Ordnung muf beriicksichtigt werden, daB darunter einige unverbundene Gra-
phen existieren. So ist beispielsweise |z;| = 105/2! und es gibt insgesamt 105 Dreischleifen-
Diagramme. Im einzelnen sind dies

2000 + 26O + 3288 :

Physikalisch relevant sind jedoch nur die beiden ersten Topologien, da nur diese einen Bei-
trag zum thermodynamischen Potential (2 liefern. Es kann namlich allgemein gezeigt werden,
daB in der perturbativen Entwicklung meBbarer GréBen alle unverbundenen Graphen ver-
schwinden?. Die analoge Feststellung ist aus der Vakuum-QFT wohlbekannt. Wihrend aus
dem generierenden Funktional Z[J] sémtliche Greenschen Funktionen durch Funktionala-
bleitung folgen, erzeugt das Funktional W[J] := —iln Z[J] ausschlieflich die verbundenen
Greenschen Funktionen [IZ80]. Der dafiir verantwortliche logarithmische Zusammenhang
zwischen beiden Funktionalen ist aber der gleiche wie der zwischen der Zustandssumme und
dem thermodynamischen Potential (2.3).

Dieser Zusammenhang zwischen den Koeflizienten der perturbativen Entwicklung von
Z(g?) und den Symmetriefaktoren des thermodynamischen Potentials ) der ¢*-Theorie ist
auch ein erstes Indiz fiir die Divergenz der Reihenentwicklung von 2, da man keineswegs
annehmen kann, daf8 die unbegrenzt wachsende Zahl der Feynman-Graphen insgesamt einen
endlichen Beitrag ergibf.

4.2 Approximationen fiir Z(g?)

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, daB8 die perturbative Entwicklung (4.2) des
Parameter-(Funktional)-Integrals Z(g?) zwar divergiert, aber fiir nicht zu grofie Werte von

2Die Zustandssumme an sich ist natiirlich nicht direkt meBbar.
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g* dennoch wichtige Informationen iiber Z(g?) enthilt. Bei einer Reihe von physikalischen
Problemen, wie beispielsweise in der QED, ist die Kopplungsstirke tatsichlich hinreichend
klein und perturbative Approximationen erweisen sich dann als sehr erfolgreich bei der
Beschreibung von Experimenten. In vielen Fragestellungen, z. B. jenen, die die starke Wech-
selwirkung betreffen, ist die Kopplung jedoch nicht klein. In diesen Fillen ist der Sinn
perturbativer Entwicklungen jeweils griindlich zu untersuchen. AuBerdem ist es angebracht,
nach approximativen Methoden zu suchen, die {iber die naive perturbative Entwicklung
hinausgehen. In den folgenden Unterabschnitten werden einige solcher Verfahren fiir das
Integral Z(g?) erlautert.

Konvergenz-Verbesserung durch Borel-Transformation

Das divergente Verhalten der naiven perturbativen Entwicklung (4.2) liegt, wie im vorange-
gangenen Abschnitt festgestellt wurde, an dem unbeschrinkten Wachsen der Glieder dieser
Reihe mit zunehmender Ordnung, was z. B. an der asymptotischen Form (4.4) der Koeflizi-

enten zu erkennen ist. Es ist daher naheliegend, als eine Naherung von Z(g?) den formalen
Ausdruck

IO = Y@ 3o

m=0 m=nt1

(1 £ lem (g2>m) Y (48)

m=1 m=1

I

zu betrachten. Der Ausdruck in der runden Klammer ist offenbar fiir beliebige, endliche
Werte von n wohldefiniert. Die fiir die Divergenzen verantwortlichen Anteile wurden in (4.8)
in Form des zweiten Summanden abgespalten. Es zeigt sich allerdings, da dieser Anteil,

der hier als

7o) =3 ) (4.9)

m=1

bezeichnet wird, Borel-summierbar ist [IZ80]. Die Borel-Transformation von Z2 wird dabei
definiert als

BIZI(6) = 3 — 2 ()" (4.10)

m=1

Der hierbei im Vergleich zu den Gliedern der Reihendarstellung (4.9) von Z* eingefiihrte
Vorfaktor (m!)~! sichert im vorliegenden Fall die Existenz von B[Z>]. Es ist formal leicht
zu sehen, daf} die Operation

Z3(h) = [ dteBIZ*ig?) (411)

die Faktoren (m!)~! in der Borel-Transformation in jeder Ordnung kompensiert, und, falls
alle auftretenden Ausdriicke wohldefiniert sind, somit gerade die Riicktransformation zu
(4.10) ist.

Im betrachteten Fall sind die Koeffizienten 22* durch (4.4) gegeben und die Borel-
Transformation (4.10) liefert das analytische Resultat

B[Z*)(g?) = — \/‘12% In(1 + 16g?).




74 4 Betrachtungen zu perturbativen Entwicklungen

Auch die Riicktransformation 1d8t sich analytisch ausfiihren, und man erhilt das endliche
Ergebnis

. 1 1
Z3(g%) = — o =1/ 08e”) Ei( ) , (4.12)

1642

wobei Ei(z) die Exponentialintegral-Funktion bezeichnet. Entsprechend (4.8) erhilt man
auf diese Weise fiir Z(g?) die approximative Darstellung

ZM (4" = (1 + ijl[zm — 23 (gz)’“) - —\/-%-7; e~/ (166%) ( - 61g2> . (4.13)

Z™(g?) beschreibt die Funktion Z(g2) bei einem gegebenen Wert von n wesentlich besser
als die entsprechende naive perturbative Entwicklung (4.2), was durch den Vergleich der
Abbildungen 4.1 und 4.2 deutlich wird. Insbesondere sind die Bereiche, in denen die Funk-

Z(d), 7™

Abbildung 4.2: Die Funktion Z(g?) sowie die Borel-Approximationen Z™ in
den Ordnungen n = 1,...,6.

tionen Z( sinnvolle Approximationen von Z(g?) darstellen, wesentlich groBer als fiir die
entsprechenden naiven Entwicklungen (4.2).

Es muB bemerkt werden, da das beschriebene Verfahren in dieser Art kaum auf nicht-
triviale Funktionalintegrale angewandt werden kann, da es z. B. die explizite Kenntnis aller
Koeffizienten der naiven perturbativen Entwicklung voraussetzt, was aber im allgemeinen
nicht gegeben ist.
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Eine asymptotische Darstellung von Z(g?)

Fiir die Funktion Z(g?) kann durch eine Umformung vor der Integration (4.1) eine Darstel-
lung gefunden werden, die eine konvergierende Reihenentwicklung um g = oo besitzt. Ein
analoges Vorgehen zur Auswertung physikalisch relevanter Funktionalintegrale ist jedoch
auch hier nicht ohne weiteres moglich, da dazu die Kenntnis der Zustande des Systems bei
starker Kopplung nétig wire und man allerdings meist nur die freien Zustdnde kennt.

Durch die Substitution gz? = z in dem Integral (4.1) erhilt man fiir Z(g*) die Darstellung

N 0 dz 1
2y _ -1 —2/(29)-
Z(g%) /0 mz Ze . (4.14)
Die Entwicklung
> 1 1\™
Z—% e—z/(Zg)—zz - mE=0 —m! (——2g> Zm_% 6_22

fithrt dann auf eine Reihe von elementaren Integralen fiir die in der Ordnung n abgebrochene
Entwicklung von Z,

. 1 & IEm+d 1\"
n 2y 2
ARCOE h—%gn;) o <—~2g) : (4.15)

Das Quotientenkriterium fiir die Glieder dieser Reihe,

F(%(m+1)+i)( 1)’"“ -

2(m +1)! 2g 1
Gm+3) (_1\" 2gv/2m”
2m! 2g

zeigt, daB die Reihe fiir alle nicht-verschwindenden Werte von g konvergiert, und zwar umso
besser, je groBer g ist. In der Abbildung 4.3 wird diese Tatsache anhand der dargestell-
ten ersten sechs Approximationen deutlich. Dieses Konvergenzverhalten, was man natiirlich
auch wieder einfach aus den analytischen Eigenschaften des Integrals (4.14) ablesen kann,
rechtfertigt die Bezeichnung asymptotische Darstellung fiir (4.15).

Padé-Approximation

Die beiden in den vorangegangenen Unterabschnitten diskutierten Verfahren eignen sich
praktisch kaum zur Approximation von physikalisch relevanten Funktionalintegralen. Im
folgenden werden zwei Methoden beschrieben, die sich auch auf kompliziertere Fille iiber-
tragen lassen. Begonnen wird mit der sogenannten Padé-Approximation, die z.B. im Fall
der Beschreibung von thermodynamischen Grofien des QCD-Plasmas Verwendung findet
[Kas97, Hat97]. Auf speziell diese Anwendung wird an geeigneter Stelle noch einmal einge-
gangen.
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Z(), Z™ (g

Abbildung 4.3: Die Funktion Z(g?) (volle Linie) sowie die asymptotischen Ap-
proximationen Z in den ersten sechs Ordnungen.

Die Idee der Padé-Approximation besteht darin, eine endliche Reihe, wie z. B. die fiithren-
den Glieder der Reihendarstellung einer Funktion, durch eine rationale Funktion zu néhern.
Die (1 + N) Koeffizienten des Ansatzes

Z Pk (92)k
f[m,n](gz) — k=0n mit m +n= N (4.16)
14 a (%)
k=1

kénnen so gewihlt werden, daB die fithrenden (1 + N) Glieder der Reihenentwicklung von
flmn] gerade mit denen der zu approximierenden Reihe

N
() = e (9% (4.17)

k=0

iibereinstimmen. Die weiteren Glieder der Reihenentwicklung von fI™™ setzen dann die ur-
spriingliche Reihe (4.17) entsprechend den analytischen Eigenschaften des rationalen Ansat-
zes fort. Dieses Verfahren wird dann erfolgreich sein, wenn die analytischen Eigenschaften
der Funktion f, von der man nur den endlichen Teil (4.17) der Reihendarstellung kennt,
und die des rationalen Ansatzes zhnlich sind. Dann ist es moglich, dafi durch die Padé-
Approximation einer eingeschrinkten Reihe fpr mit M < N die verbleibenden, nicht in der
Niherung beriicksichtigten Koeffizienten von fy richtig reproduziert werden. Dies wird als
Erfolg der Methode angesehen; fiir weitere Details dazu siehe z. B. [Hat97].
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Im vorliegenden einfachen Beispiel 148t sich das Padé-Verfahren objektiver bewerten, da
die Funktion Z(g?) numerisch bekannt ist. Als Beispiele werden hier die Padé-Approxima-
tionen der endlichen perturbativen Reihen Z®) und Z® betrachtet, die durch (4.2) ge-
geben sind. Es sind also die Funktionen Z@1 7% und Z0 sowie die entsprechenden
Approximationen fiir Z© zu untersuchen. Die Funktion Z1*(g?) kann dabei als sinnvolle
Niherung fiir Z(g®) von vornherein ausgeschlossen werden, da sie mit wachsendem Ar-
gument linear und daher unbeschrankt abfillt, wihrend Z(g?) gegen Null geht. Von den
verbleibenden zwei Moglichkeiten stellt sich Z[V¥ als eine durchaus akzeptable Approxima-
tion heraus, die Z wesentlich besser als Z() beschreibt (vergleiche dazu Abbildung 4.4).
Von den Padé-Approximationen héherer Ordnung, die aus der perturbativen Naherung Z(©)

1 02 03 04

2
g

Abbildung 4.4: Z(g?) (volle Linie) und die Padé-Approximationen, die aus
der perturbativen Niherung Z®) folgen. Die gepunktet dargestellte Funktion
Z[211(4?) kann von vornherein als sinnvolle Niherung ausgeschlossen werden.

folgen, konnen alle bis auf eine als nicht sinnvoll verworfen werden. Die drei Funktionen
ZIm6-ml( g2 mit m < 3 besitzen némlich Polstellen fiir positive Werte von g°, wihrend die
Funktionen |Z™~™|, m > 3 mit dem Argument unbeschrankt wachsen. Die verbleibende
Funktion ZP besitzt zwar fiir g> — oo im Gegensatz zu Z(4?) einen endlichen Grenzwert,
beschreibt aber dennoch, wie aus der Abbildung 4.5 hervorgeht, Z{g¢®) in einem grofien Be-
reich der Kopplungsstirke recht gut. Auch hier ist es bemerkenswert, wie groff der Bereich, in
dem der Funktionsverlauf von Z(g?) durch die Padé-Approximation qualitativ reproduziert
wird, im Vergleich zu dem von Z®) ist.
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Abbildung 4.5: Die Padé-Approximationen der gestrichelt dargestellten Ap-
proximation Z(®). Die gepunktet dargestellten Funktionen kénnen wieder von
vornherein ausgeschlossen werden. Ein Teil der Funktion Z©® fillt in dieser
Darstellung fast mit Z(®) zusammen.

Eine effektive Approximation

Auch die hier vorgestellte Approximation 188t sich auBer auf das einfache Integral Z(g?)
auch leicht auf andere Fille anwenden, da sie an eine physikalisch motivierte Methode
zur Beschreibung von Vielteilchensystemen angelehnt ist. Es zeigt sich namlich, da8f haufig
Eigenschaften eines wechselwirkenden Systems denen eines freien Modellsystem weitgehend
dquivalent sind. Die Effekte der Wechselwirkung zwischen den Teilchen werden dabei durch
entsprechende effektive Eigenschaften der sogenannten Quasiteilchen des freien Systems
beriicksichtigt. Dieses Konzept der Quasiteilchen geht auf Landau zuriick (siehe z. B. [LL89]),
der damit eine Reihe Fragestellungen der Festkorperphysik halb-phinomenologisch erkliren
konnte.
Als Niherung fiir die Funktion Z(g?) wird der Ansatz

o 1 i
Zui= [ et - (4.18)

—00 27

betrachtet. Dieser Ansatz entspricht der Quasiteilchen-Idee: Z g geht ndmlich aus dem In-
tegral Z(g?) mit g* = 0 durch eine Modifikation des freien Anteils der Lagrange-Funktion
hervor und kann analytisch angegeben werden,

(4.19)
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Der Parameter p wird nun wie folgt festgelegt. Da die Funktion Z(g?) durch Z.g insbesondere
bei kleinen Werten von g? (im ‘perturbativen Limes’) approximiert werden soll, wird die
formale Entwicklung (4.2) mit der Reihe

1 3
w=1l—cp+t=p*+...
Lot 5P + 4 +
verglichen. Da aber andererseits die Approximation von Z in dem Bereich grofier Werte von
g% gefragt ist, dort aber die Storungsreihe in hohen Ordnungen keine adédquate Beschrei-
bung liefert, wird der Vergleich nur fiir die fiihrende Ordnung vorgenommen. Das legt den
Parameter p als Funktion von g? fest als

plg) =64". (4.20)

Der so fixierte Parameter gewéhrleistet nicht nur im Limes g — 0 eine in Anbetracht der
simplen Néherung gute Ubereinstimmung zwischen Z und Z.z. Wie in der Abbildung 4.6
dargestellt ist, gibt Zeg auch fiir gréfere Werte von g2 den Verlauf von Z qualitativ recht gut
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Abbildung 4.6: Die effektive Approximation Zeg (kurz gestrichelt) von Z(g?).
Gezeigt sind zum Vergleich auch die naive perturbative Naherung Z() (lang
gestrichelt), die Padé-Approximation ZIV (strich-punktiert) sowie die asym-
ptotische und die Borel-Approximation (jeweils erste Ordnung).

wider. Von den bisher diskutierten Verfahren liefern nur einige der Padé-Approximationen
eine bessere Beschreibung als Z.4%. Dazu muf allerdings bemerkt werden, daBl zur Konstruk-
tion von z. B. ZI? die Kenntnis von drei Gliedern der Stérungsreihe ndtig ist, wihrend Zg

3Die asymptotische Entwicklung und die Borel-Methode sind jedoch nicht ohne weiteres zur Auswertung
nicht-trivialer Funktionalintegrale anwendbar.
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bereits aus dem Term niedrigster Ordnung folgt. Aulerdem verschwinden fiir g — co einige
der Padé-Funktionen nicht wie Z und Z.g, obwohl sie in einem bestimmten Intervall eine
gute Niherung darstellen kénnen.

AbschlieBend wird die Wahl (4.20) des Parameters p noch unter einem anderen Gesichts-
punkt interpretiert. p kann namlich entsprechend des Ansatzes (4.18) als eine Modifikation
des in der Definition (4.1) als 1 angenommenen Masseterms in der Lagrange-Funktion an-
gesehen werden. Daher muf ein Zusammenhang zwischen p und dem Analogon der Selbst-
energie fiir das Modell-Funktionalintegral Z(g®) bestehen. Nach der Dyson-Gleichung ist
die Selbstenergie gerade die Differenz zwischen dem Inversen des exakten und des freien
Korrelators des Feldes. In dem betrachteten Beispiel ware also

o= (z?)" — (=)',
wobei der volle Korrelator durch

oo
/’ dz 2 e—%-:cz—g2w4

—
2y __ Y- LY 27
(m ) - o0 dw 1

L2 g2g4

—00 \/27["6 ’

gegeben ist; (z2)g" folgt aus diesem fiir g = 0. Die perturbative Entwicklung von II lautet
IM=12g°> —240g"* +.... (4.21)

Entsprechend den Ausfithrungen am Ende des Abschnittes 4.1 hingen die Koeffizienten
dieser Entwicklung wieder mit der Anzahl der Diagramme fiir die Selbstenergie der ¢*-
Theorie zusammen. Der Vergleich von (4.20) mit (4.21) ergibt nun, dafl der Parameter p
gerade die Halfte der Selbstenergie in fiihrender Ordnung I betrigt,

p= -;-Hb . (4.22)

Auf den entsprechenden Zusammenhang bei der effektiven Beschreibung des thermodyna-
mischen QCD-Potentials wird im Kapitel 6 noch einmal eingegangen.

4.3 Perturbative QCD bei endlichen Temperaturen

Die bisher angestellten Betrachtungen zur Konvergenz perturbativer Reihen anhand eines
einfachen Beispiels erfolgten nicht ohne die Motivation, daf bereits dieser Fall wesentliche
allgemeine Merkimale aufweist. Fiir perturbative Reihenentwicklungen der QCD kénnen al-
lerdings keine solch strengen Aussagen iiber deren Konvergenzverhalten wie beispielsweise
(4.7) fiir das dort betrachtete Integral Z(g?) gemacht werden, da hier nur einige wenige
Glieder der Reihen bekannt sind. Um jedoch die Aussage, dal im Bereich grofier Kopp-
lungsstirken perturbative Entwicklungen niedriger Ordnung eine bessere Approximation
als solche hoher Ordnung liefern, auch fiir die QCD zu belegen, werden hier zwel weitere
Argumente dafiir angefiihrt.
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Die Abhiangigkeit des thermodynamischen Potentials von der
Renormierungsskala

Perturbative Rechnungen in Quantenfeldtheorien fithren oft auf divergente Resultate, die
renormiert werden miissen. Beispiele dafiir sind die im Teil I diskutierten Selbstenergien.
Durch die Renormierung wird in den Ergebnissen eine zusatzliche Skala p eingefiihrt?. Phy-
sikalische Groflen diirfen aber natiirlich nicht von dieser artifiziellen Skala abhingen, was
formal durch Renormierungsgruppen-Gleichungen ausgedriickt wird. Wird aber eine (z. B.
perturbative) Entwicklung einer physikalischen Gréfie in einer bestimmten Ordnung ab-
gebrochen, so verbleibt eine Restabhingigkeit von der Renormierungsskala, die von einer
hoheren als der betrachteten Ordnung ist. Diese Tatsache bietet aber auch eine unabhingi-
ge Moglichkeit, die Verlafllichkeit einer Approximation einzuschitzen. Die Approximation
einer physikalischen Gréfien kann namlich nur dann gut sein, wenn die Restabhangigkeit des
Ergebnisses von der Skala p nicht signifikant ist.

Dieses Kriterium wird nun auf das perturbative Resultat fiir das thermodynamische
Potential  des ultrarelativistischen Quark-Gluon-Plasmas angewendet. §) ist als Reihe in
der Kopplungskonstante g bis zur Ordnung O(g®) bekannt [ZK95). Es gibt Argumente dafiir,
daf diese Ordnung die letzte perturbativ berechenbare ist [Lin80]. Der Beitrag eines (! +1)-
Schleifen-Diagramms mit [ 4-Vertizes und 2/ Propagatoren zu £ kann fiir | > 3 némlich
durch

21‘ 1 2T -3
Q(l+1) ~ (gz)l Ti ...Ti Illm ~~ g6T4 (%_n__)

N et 12
41

abgeschidtzt werden, wobei Tz die Summe und Integration iiber einen Schleifenimpuls

und @Q; die inneren Impulse bezeichnen. Dasselbe Ergebnis liefert auch die Abschitzung des
Beitrags eines Graphen mit 2/ 3-Vertizes und 3! Propagatoren bzw. beliebige (I-+1)-Schleifen-
Topologien. In dem Propagator (Q? + m?)~! spielt m die Rolle einer Abschirmmasse. Die
dafiir in Frage kommende magnetische Gluonmasse wird allgemein als von der Ordnung
O(g*T) angenommen. Damit kénnen aber Diagramme beliebig hoher Ordnung einen Beitrag
O(¢®T*) zu Q liefern und die Stérungstheorie bricht an dieser Schranke zusammen®.

Bei hohen Temperaturen, wenn die Massen aller n; beitragenden Quark-Flavors ver-
nachléssigt werden konnen, besitzt die perturbative Entwicklung des thermodynamischen
Potentials eines stark wechselwirkenden, durch die Eichgruppe SU(3) beschriebenen Systems
bei verschwindendem chemischen Potential die Gestalt

Q  nirt

P=7V ™ "0

In dem hier interessierenden thermodynamischen Grenzfall V — oc ist der negative Quotient
von ! und dem Volumen V gerade der Druck p des Systems. Die Koeffizienten der Reihe
(4.23) lauten [ZK95]

[co+ 2 +cag® +cag® + s g+ O(°)] . (4.23)

o = 16+ Zns,

“Im folgenden wird stets die dimensionale Regularisierung im sogenannten M5-Schema {Bar78] verwen-
det, die auch im Kapitel 5 Anwendung findet.

5Weitere Glieder der Storungsreihe kénnen aber durchaus durch nichtperturbative Methoden bestimmt
werden, z. B. durch entsprechende Gitterrechnungen {Lue97].
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= —1.592(1+%nf),
ez = 1.9¢° (1+lnf)3/2,

¢ = [14(1+ nf)ln(gm>—021(l+ ny) (1= &) n bt

+0.28 — 0.12n; — 0.014 nf] ,

s = g1+ 1n [0.40 (1+in) (1-2my) lnT

—2.0 — 0.11 ny + 0.0043 n}] . (4.24)

Die Koeflizienten c; sind in analytischer Form und auch fiir andere Eichgruppen als die
SU(3) bekannt, wurden aber hier aus Platzgriinden nur numerisch genzhert angegeben. Fiir
g = 0 ist der Druck p gerade der eines idealen Stefan-Boltzmann-Gases mit 16 bosonischen
Freiheitsgraden der Gluonen und 3-2-2-n; Freiheitsgraden der ny Farb- und Spin-entarteten
Quarks und Antiquarks,

2T4

Bei der Berechnung des thermodynamischen Potentials bei einer endlichen Kopplungsstirke
g ist deren Abhingigkeit von der Renormierungsskala in der entsprechend gensherten Form

W) =g~ foln b + %ln (1-bogmmE) (4.26)

zu beriicksichtigen [ZK95]. Die Konstanten Gy, f: sind dabei durch

= 51 —
gegeben.

Die Untersuchung der Abhéngigkeit des perturbativen Resultats (4.23) fiir Q bei einer
fest vorgegebenen Kopplungsstarke o, = ¢?/(47) erfolgt hier fiir ein rein gluonisches System
mit n; = 0. Die Ergebnisse fiir eine endliche Zahl von Quark-Flavors sind &hnlich. Wie in
der Abbildung 4.7 erkennbar ist, unterstiitzt auch das Renormierungsskalen-Argument die
zu belegende Behauptung, daB bei grofien Kopplungsstirken perturbative Entwicklungen
niedriger Ordnung geeignetere Approximationen als solche hoher Ordnung sind. Bei gréeren
Kopplungsstirken o, 2 0.1 weisen namlich die Naherungen niedriger Ordnung eine weit
weniger signifikante Abhangigkeit von p auf als jene hoher Ordnung. Erst bei sehr kleinen
Werten von o, zeigen diese besser als z. B. das O(g*)-Resultat die erwartete, niherungsweise
Unabhingigkeit von p. Fir derart kleine Kopplungsstarken sind aber die Abweichungen
zwischen den verschiedenen Ordnungen ohnehin sehr gering,.

Zwischen der Kopplungsstirke und der Temperatur des Systems besteht eine Relation,
die in erster N3herung durch

a(T) = 2(:1 ) ?—? In* (Z,,TL) (4.27)
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Abbildung 4.7: Die Abhéngigkeit des Druckes in Einheiten von psp von der
Renormierungsskala fiir die perturbativen Ordnungen O(g?) bis O(¢®). In den
Teilabbildungen wurden die Kopplungsstirken wie folgt gewéhlt: o, = 0.1 2
T ~ 100GeV (a), a, = 0.02 £ T ~ 102GeV (b) und @, = 0.005 £ T' ~
10 GeV (c).

gegeben ist [Kap89], wobei T™* von der GréBenordnung 100 MeV ist. Diese Beziehung ergibt
die in der Abbildung 4.7 ebenfalls angegebenen Richtwerte fiir die den gewzhlten Wer-
ten von «, entsprechenden Temperaturen. Daraus wird ersichtlich, daB zur thermodyna-~
mischen Beschreibung von zukiinftigen Experimenten, in denen Maximaltemperaturen von
einigen 100 MeV erwartet werden, das perturbative O(g®)-Resultat kaum geeignet sein wird.
Vom Gesichtspunkt des dargelegten Renormierungsgruppen-Arguments ist dieses Resultat
ndmlich nur bei Kopplungsstirken sinnvoll, die erst bei Temperaturen iiber der Planck-
Temperatur T ~ 10'° GeV erreicht werden.

Vergleich mit Gitterrechnungen

Ein weiterer Test der Aussagekraft der perturbativen Reihe (4.23) fiir den Druck p in ver-
schiedenen Ordnungen kenn durch einen direkten Vergleich mit Ergebnissen numerischer
Simulationen erfolgen. Diese sogenannten Gitterrechnungen sind technisch recht anspruchs-
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voll, und es ist erst in jiingster Zeit gelungen, dadurch verlaBliche Aussagen iiber die Ther-
modynamik stark wechselwirkender Vielteilchensysteme zu erhalten [Boy96, Eng97, Ber97].
Eine der Schwierigkeiten bei diesen Rechnungen ist die Extrapolation der auf einem Git-
ter mit der Gitterkonstante ¢ und der rdumlichen Ausdehnung n,a berechneten Daten zu
dem interessierenden Kontinuumlimes ¢ — 0 sowie entsprechend des thermodynamischen
Grenzfalls zu n, — 0. Die Rechenleistung verfiigbarer Computer beschrinkt die Gitter-
groBe. Eine typische GittergroBe ist n, = 32, wobei das imaginire Zeitintervall 77! = a
noch etwa n, = 12 mal unterteilt werden kann. Geschickte Diskretisierungen der Konti-
nuumstheorie ermoglichen jedoch trotz dieser ‘kleinen’ Gitter eine verlaBliche Extrapolati-
on zum thermodynamischen Grenzfall, was z. B. durch das Skalierungsverhalten einer auf
verschiedenen Gittern berechuneten Groé8e gepriift werden kann. Die so erhaltenen Ergeb-
nisse sind prinzipiell nichtperturbativ und somit geeignet, das Regime starker Kopplung
zu untersuchen. Insbesondere erlauben sie eine Beurteilung des Konvergenzverhaltens der
Stérungsreihe (4.23).

Der Vergleich der perturbativen Reihe mit den Gitterdaten erfolgt hier fiir ein reines
SU(3)-Gluon-Plasma, da dessen thermodynamischen Eigenschaften numerisch genauer als
fiir Systeme mit Quarks bekannt sind. Dies stellt jedoch wie bei den Betrachtungen im voran-
gegangenen Unterabschnitt keine wesentliche Einschrénkung dar. Um die in der Abbildung
4.8 gezeigten Abhangigkeiten zu erhalten, wird nach dem Festlegen der Renormierungsskala
p/T. die perturbative Approximation durch Bestimmumg der Kopplungsstirke g(7) an die
Gitterkurve bei der Temperatur T' angepafit. Damit sind auch der Wert g(x) und somit die
Abhéngigkeit der Kopplungsstérke von der Temperatur bekannt. Dazu miissen zwei Bemer-
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Abbildung 4.8: Der Vergleich der perfurbativen Approximationen mif den
SU(3)-Gitterdaten [Boy96] (volle Linie). Die Kurven wurden bei 7/7, = 1 (a)
bzw. bei T/T. = 2 (b) angepaBt. Schraffiert dargestellt ist die Abhingigkeit
von der Renormierungsskala fiir die verschiedenen Ordnungen; dabei kenn-
zeichnen die begrenzenden gepunkteten Linien jeweils den kleinsten Wert von
p und die gestrichelten den gréften. Fiir die Ordnung O(g®) wurde p/T. von
1...60 variiert, fir O(g*) von 1.1 - 10°...10° und fiir O(g?) von 1...10% In der
Abbildung (b) ist die Skalenabhingigkeit der O(g?)-Niherung innerhalb der
Linienstérke nicht mehr erkennbar.



4.3 Perturbative QCD bei endlichen Temperaturen 85

kungen gemacht werden. Das O(g®)-Resultat fiir den Druck (4.23) 148t sich n&mlich in dem
hier betrachteten Temperaturintervall T, < T' < 4T, iiberhaupt nicht an die Gitterdaten
mit p/psg < 0.9 anpassen, da L) /psp als Funktion von g nie kleiner als etwa 0.99 wird.
Auch die O(g*)-Approximation kann nur unter Annahme von /T 2 10° an die Gitterda-
ten angepaBt werden. Derartige Werte fiir die Renormierungsskala sind aber physikalisch
nicht zu begriinden, so da§ auch dieser Ordnung der Approximation kaum eine Bedeutung
beigemessen werden kann. Von den verbleibenden Kurven approximiert das O(g*)-Resultat
die Gitterdaten besser als das der Ordnung O(g®). AuBerdem ist dieses wieder nur wenig
sensitiv von p abhingig, wihrend die O(g®)-Niherung insbesondere fiir T' ~ T, stark mit
p variiert. Wie in der Abbildung 4.8(b) deutlich wird, ist diese Aussage in dem Tempera-
turbereich, fiir den Gitterdaten verfigbar sind, nicht daran gebunden, wo die perturbativen
Resultate an die Gitterdaten angepafit werden.

Wenn die O(g?)-Naherung die Gitterdaten auch nicht quantitativ erkldren kann, so zeigt
dieses Ergebnis von allen betrachteten Ordnungen die beste qualitative Ubereinstimmung,
Auch dieses Argument belegt somit die Aussage, daBf bei grofilen Kopplungsstarken Ap-
proximationen niedriger Ordnung (im Gegensatz zu Entwicklungen hoher Ordnung) noch
brauchbare Informationen enthalten.

Dieses Kapitel wird mit einem Hinweis auf den Teil III dieser Arbeit abgeschlossen. Dort
wird nimlich eine effektive Beschreibung der Thermodynamik stark wechselwirkender Syste-
me vorgestellt, die durch diese Erkenntnis motiviert ist. Durch eine geeignete Modifikation
des perturbativen Resultats lassen sich die in der Abbildung 4.8 gezeigten Gitterdaten dann
auch quantitativ reproduzieren.



5 Konsistente thermodynamische
Approximationen

Im vorangegangenen Kapitel standen Betrachtungen zum Konvergenzverhalten pertur-
bativer Reihen im Hinblick auf die Zustandssumme bzw. auf das thermodynamische Poten-
tial im Mittelpunkt. Hier soll dagegen, und zwar auch unter Beachtung der dort gefundenen
Erkenntnisse, der Schwerpunkt des Interesses auf der Konsistenz von Approximationen lie-
gen.

5.1 Eine funktionalanalytische Formulierung der
Thermodynamik

Das thermodynamische Potential ) als Funktion der Temperatur T, eventuell des chemi-
schen Potentials p sowie des Systemvolumens V hingt entsprechend der Gleichung (2.3) mit
der Zustandssumme Z = tr exp{—H/T} zusammen,

T, p,V)y=-ThZ.

Es ist méglich, die Zustandssumme und damit auch Q als einen Erwartungswert beziiglich
der Zustinde des wechselwirkungsfreien Systems (gekennzeichnet durch den Index 0) aus-
zudriicken [AGD75],

Q=0o—T <T, exp [ [ cm] - 1> : (5.1)
0

T, bezeichnet hier den bereits im Kapitel 2.1 eingefiihrten Ordnungsoperator beziiglich der
Imaginirzeit 7, in welcher auch die Wirkung im Exponenten formuliert ist. Die diagramma-
tische Auswertung dieser Beziehung fiihrt auf geschlossene und verbundene (in (5.1) durch
den Index c gekennzeichnet) Feynman-Graphen und liefert die perturbative Reihe fiir Q.
Da diese Diagramme entsprechend dem Wick-Theorem aus freien Propagatoren aufgebaut
sind, spricht man hier zuweilen auch von der naiven Stérungsreihe fiir 2.

Wie sich jedoch herausstellt, ist diese naive Entwicklung nicht in jedem Falle zweckmaBig
zur Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften eines Systems. Stattdessen ist oft,
wie auch in den nachfolgenden Untersuchungen, eine partielle Summation von bestimmten
Diagrammen ndtig, um physikalisch verniinftige Resultate zu erhalten, Fiir gewisse in der
Vakuum-Theorie interessierende GréBen kann eine solche Aufsummation graphisch durch
das Ersetzen des freien Propagators durch die exakte Greensche Funktion in den entspre-
chenden Diagrammen erfolgen. Ein solches Vorgehen ist aber zur Auswertung des Ausdrucks
(5.1) fiir das thermodynamische Potential nicht moglich [AGD75]. Da nimlich der im Glied
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n-ter Ordnung der Entwicklung von Q auftretende Faktor 1/n! nicht vollsténdig durch die
Anzah! der nach der Wick-Kontraktion topologisch gleichen Graphen kompensiert wird,
hingt der Symmetriefaktor der Diagramme stark von deren Ordnung (und Topologie) ab.

Ein weiteres Problem ist das der Konsistenz von notwendigerweise vorzunehmenden
Naherungen bei der Berechnung von  [Bay62]. So ist beispielsweise die (mittlere) Teilchen-
zahl im System durch die thermodynamische Relation

Q

N=_2%
ou

bestimmt. Da aber andererseits der Propagator der Erwartungswert des Produkts zweier

Feldoperatoren ist, kann die Teilchenzahl auch durch

N.—:/d?’:z:A(t,:v; t+ 0", )

bestimmt werden (vergleiche dazu Abschnitt 2.1). In einer konsistenten Beschreibung der
Thermodynamik des Systems miissen natiirlich beide Ausdriicke fiir die Teilchenzahl ebenso
wie entsprechende Ausdriicke fiir andere Groflen {ibereinstimmen. Beliebig vorgenommene
Approximationen kénnen dagegen in dem dargelegten Sinne trotz mikroskopischer, d. h., an
den Vertizes geltender Erhaltungssitze fundamentale globale Erhaltungssatze verletzen.

Ein funktionalanalytischer Zugang zur Bestimmung des thermodynamischen Potenti-
als, der vom exakten Propagator ausgeht, wurde von Luttinger und Ward bei der Un-
tersuchung nicht-relativistischer Fermionensysteme bei niedrigen Temperaturen gefunden
[LW60]. Durch Baym [Bay62] wurde gezeigt, daB in dieser Formulierung in einer systemati-
schen Weise Approximationen angegeben werden kdénnen, die in dem oben diskutierten Sinne
konsistent sind. Diese Formulierung beruht wesentlich auf einer allgemeinen, bereits von Lee
und Yang [LY60] gefundenen Stationarititseigenschaft des thermodynamischen Potentials,
welche auch eine Verallgemeinerung des Luttinger-Ward-Zugangs auf andere Wechselwir-
kungstheorien zuldfit. So wurde die Formulierung in [FW71] auf Bosonensysteme angewendet
und in [NC75] auf relativistische Theorien erweitert. Hier wird der Luttinger-Ward-Ausdruck
fiir das thermodynamische Potential im Hinblick auf die Anwendung im folgenden Abschnitt
fiir die bereits exemplarisch betrachtete skalare ¢*-Theorie mit der Lagrange-Dichte (2.29)
abgeleitet. Da sich das Theorem jedoch nicht wesentlich auf spezifische Aussagen stiitzt, ist
die Verallgemeinerung auf andere quantenfeldtheoretische Modelle evident.

Die exakte Selbstenergie II kann bei endlichen Temperaturen aus dem Wechselwirkungs-
anteil Z! der Zustandssumme durch den funktionalen Zusammenhang

§InZ!

0P =2 558,

(5.2)

erhalten werden [Kap89]. Diese Relation ist in der perturbativen Entwicklung leicht einzu-
sehen, da die Funktionalableitung graphisch gerade dem Aufschneiden einer der Propaga-
torlinien entspricht. So ist z. B.
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was graphisch durch

mz® = 3 8

H(1)=2[3 +35]=12Q

reprasentiert werden kann. In (5.2) gehen nur die mit 1pi gekennzeichneten 1-Teilchen-
irreduziblen Anteile der Funktionalableitung in die Selbstenergie ein. Wenn In Z{") namlich
den perturbativen Beitrag n-ter Ordnung zu In Z bezeichnet, so ist

N §ln Zz™
m(py =922 " (2 )
I(P) =2 555y ~ (9) (5.3)
zwar ebenfalls von n-ter Ordnung in der Kopplungskonstante, aber im allgemeinen nicht
1-Teilchen-irreduzibel. Aus [T kann man umgekehrt auch leicht In Z" erhalten, und zwar
durch

11 i
(») = = ZZ: (). p-1 =
InZ'" = 5 2nT Al - TV, (5.4)

Der Faktor 1/(2n) beriicksichtigt dabei, daB die Feynman-Graphen fiir In Z(® gerade 2n Pro-
pagatoren besitzen und daB die Funktionalableitung (5.3) somit wieder auf das richtige Re-

sultat fiihrt. Der Faktor 7~V stammt entsprechend der graphischen Darstellung @ von
(5.4) aus der 4-Tmpulserhaltung am Selbstenergieeinschub 11, der als 2-Vertex aufgefaBt
werden kann. Der Beitrag n-ter Ordnung zum thermodynamischen Potential Q = ~T'InZ
ergibt sich daher als

m__L1 it
0 = —= Tvi Aofi™ . (5.5)
Die Existenz eines Zusammenhanges zwischen der (reduziblen) Selbstenergie und dem ther-
modynamischen Potential ist zwar intuitiv klar, jedoch zeigt der in der Entwicklung (5.5)
stark von der Entwicklungsordnung n abhingige Faktor 1/(2n), daff dieser Zusammenhang
nicht trivial ist. Um zwischen diesen Gréfen eine nicht nur perturbativ giiltige Relation
abzuleiten, wird nach einer Idee, die urspriinglich auf Pauli zuriickgeht, formal die Kopp-
lungsstarke skaliert: g2/4! — Ag?/4!. Mit A = 1 erhilt man gerade wieder die urspriingliche
Theorie, und A = 0 entspricht dem wechselwirkungsfreien Fall. Alle von der Kopplung
abhéngigen Gréflen hingen dann auch von A ab, was durch einen entsprechenden Index
gekennzeichnet wird. Nach der Gleichung (5.3) ist nun II{” eine homogene Funktion der
Ordnung = in A, so daB die Reihe fiir den Ausdruck

aQ}. _ 6 (0) haid (n)
‘o = {” +2.0

1 frin
- —};Z;Tviéonﬁf\’

= —éwi Aoll,



90 5 Konsistente thermodynamische Approximationen

exakt aufsummiert werden kann. Die reduzible Selbstenergie II 158t sich jetzt noch leicht
durch die irreduzible Selbstenergie II ausdriicken,

D=1+ TAJM +... = =2 = AFAIL.

Diese Beziehung gilt entsprechend auch fiir die A-skalierten GroBen. Somit ergibt sich die
wichtige, nichtperturbative Relation

RN
A ar
Die weitere Ableitung des Luttinger-Ward-Theorems erfolgt nun konstruktiv. Zunichst wird
dazu das Hilfsfunktional

v = 27V {inf-A~]+ AlT} + ¥ | (5.7)

1
=37V A, (5.6)

betrachtet, wobei der Term Y’ weiter unten niher bestimmt wird. Die Variation von Y nach
IT bzw. A ergibt

I

!

v = y1vyhs {ln[—(Agl —10)]

o1l
- %TVi {_m+6HA+H6A}+6YI

= trvYmsa+ay.

Fiir das weitere ist es wesentlich, dafl das Funktional Y bei dieser Variation stationir ist,
d.h., es wird nun gefordert

§Y =0. (5.8)
Dies ist entsprechend (5.7) genau dann erfiillt, wenn die Variation von Y’ durch

1
1 _ L
§Y' = 2TVZ) ISA (5.9)

gegeben ist. Wenn II{™ der Skelett-Anteil' n-ter Ordnung zur Selbstenergie ist, besitzt der
Ausdruck

1
N (n)
V==Y 4 TV AT (5.10)
gerade diese Eigenschaft. Die Variation von Y” ist dann namlich
1
"= =Y —TVY §(Ant

% i 3 sane)

1
= —5TvY mea,

weil II{" aus (2n— 1) Propagatoren A aufgebaut ist und die Summe iiber alle Skelettanteile
der Selbstenergie nach der Dyson-Gleichung gerade die exakte Selbstenergie ergibt.

! Als Skelett-Graphen werden 2-Teilchen-irreduzible Diagramme bezeichnet.
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Als néchstes wird der Ausdruck Y fiir das Funktional (5.7) bei der skalierten Kopp-
lungsstarke betrachtet. Wegen der Stationaritatseigenschaft (5.8) braucht bei der Ableitung

Yy, d 1 v
A = il (n)
A E3) ; in TVZZS ALY
- 1 (n)
= -5 TV, Aynly
1
= - TVZt AL, (5.11)

nur die explizite A-Abhéngigkeit der n Vertizes von Hg’t\) beriicksichtigt werden, was in der
ersten Zeile von (5.11) durch den Pfeil angedeutet wurde. Der Vergleich von (5.11) mit (5.6)
zeigt, daB 2, und Y, als Funktionen von ) derselben (definierenden) Differentialgleichung
geniigen. Kann man jetzt noch zeigen, daB ) und Y) fiir einen bestimmten Wert von
) iibereinstimmen, so ist damit durch den Satz iiber die Eindeutigkeit der Losung von
Differentialgleichungen (unter weiteren, hier als gegeben angenommenen Voraussetzungen)
die Aquivalenz dieser GréBen fiir beliebige A gezeigt.

Dieser letzte Ableitungsschritt ist aber einfach, da Y) fiir A = 0 analytisch ausgewertet
werden kann. Es ist

1 -
Y=o = 3 Tvi 111[“‘Ao 1]

1 d3p ) .
= §V_/(2 )3T21nm +p* —p3] mit po=1i2naT.

Dieses Summenintegral wird im Anhang C.1 berechnet und ergibt bis auf eine additive
infinite Konstante, die in diesem Zusammenhang keine Rolle spielt,

Yimo = VT f G (1], (5.12)

wobei w, = (m? + p?)!/? abgekiirzt wurde. Dies ist aber gerade der Ausdruck fiir das ther-
modynamische Potential eines freien Bose-Gases einschliellich des divergenten Vakuuman-
teils. Damit ist die Aquivalenz der GréBen Y3 und 5 bewiesen. Insbesondere stimmt daher
die GréB8e Yy~; mit dem thermodynamischen Potential {2 {iberein, welches somit in der
Luttinger-Ward-Formulierung

Q = %TVZt {ln[-A™"+ AL} + @,

o= -3 21'15 Tvi AL (5.13)

lautet. Aus der Beweisfithrung wird ebenfalls klar, daB die in (5.13) vorgenommene Entwick-
lung des thermodynamischen Potentials (' in Skelett-Diagramme eindeutig ist. Im folgenden
soll (5.13) als Ausgangspunkt fiir eine systematisch approximierte Berechnung des thermo-
dynamischen Potentials verwendet werden.
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5.2 Zur Thermodynamik der ¢*-Theorie

In diesemn Abschnitt wird die Thermodynamik der skalaren ¢*-Theorie betrachtet. Zunichst
soll jedoch der Zusammenhang der Luttinger-Ward-Formulierung mit der naiven Stdrungs-
entwicklung noch einmal aus einer anderen Sicht deutlich gemacht werden. Dabei sollen
insbesondere die kombinatorischen Symmetriefaktoren jedes Diagramms, auf deren Bedeu-
tung bereits bei der Ableitung im vorangegangenen Abschnitt eingegangen wurde, explizit
aufgefiihrt werden.

Naive St6rungstheorie und Luttinger-Ward-Formulierung

Die Entwicklung des thermodynamischen Potentials (5.1) formuliert als Erwartungswert des
wechselwirkungsfreien Ensembles lautet

Q— Qo

—— = -3 00 -36 OO0 -288 080 -864 OOCO +--
—120) +-- - (5.14)

Unter den in der ersten Zeile dargestellten Topologien findet man die sogenannten Ringdia-
gramme (der erste, zweite und vierte Graph), auf die spéter noch einmal zuriickgekommen
wird. In der zweiten Zeile folgen aufler dem gezeigten Basketball-Diagramm kompliziertere
Topologien, die auch als Diagramme mit entsprechender Vertexkorrektur angesehen werden
kdnnen. Da die Linien in (5.14) freie Propagatoren darstellen, spricht man hier auch von
der naiven Storungsreihe fiir 2.

Um Q in der Luttinger-Ward-Formulierung zu erhalten, geht man zweckmiBigerweise
von dem folgenden Ausdruck fiir die exakte Selbstenergie aus,

H:12Q+96/@\+.... (5.15)

Hier reprisentiert die Doppellinie den exakten Propagator und da dieser nach der Dyson-
Gleichung wiederum die Selbstenergie enthalt, ist (5.15) eine implizite Gleichung fiir II.
Entsprechend der Relation (5.13) lassen sich die Beitrige zu dem Funktional ¥’/V graphisch
durch

%=_3 —12«@+... (5.16)

darstellen. Um den Vergleich mit der naiven Entwicklung (5.14) vorzunehmen, mu8 in (5.15)
und (5.16) der exakte durch den freien Propagator ausgedriickt werden,

A = —

o1
= +12© +122Q—Q—+12 +...

+ 96@ .

Somit erhilt man fir ¥

12
o 12 12 12()12 12
= = —3{()@ +2 +2 + +2 +]
|4 12
~120) +... - (5.17)
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Ganz &hnlich kann der zweite Anteil im Luttinger-Ward-Ausdruck fiir Q formal entwickelt
werden,

% = o1 {ml-a71+ AT} + V
!

_ %Ti {1af=A5" +1n[1 — Ao} + AT} + 5
Q/

- -;—Ti In[-AZ"] + %Ti 3 (1 - %) (Boll)" + 37 - (5.18)

n=2

Da der erste Summand in der letzten Zeile gerade g /V ist, entspricht dies diagrammatisch

12 12 12 1922 12 12 12
Q-0 111 2
Vo = 5{5(0(___)0-!- +...)+-§C&>+...}

QI
v

- _ 1 g,
= 3QQ.+ (22 12 32-12)@@@

22 1 2 080
+(23 12° -3 2-12)

11 2 2 2
+(§2 12.122 -3 .12 —3-2-12) OOO0 +---
—12@ TR (5.19)

Der Vergleich dieser Entwicklung mit der naiven Stérungsreihe (5.14) zeigt die Aquivalenz
beider Zugange fiir die fiihrenden Terme der naiven Schleifenentwicklung.

Dazu muf noch eine wichtige Bemerkung gemacht werden. Wie man leicht sehen kann,
sind in der naiven Stérungsentwicklung der masselosen Theorie die Ringdiagramme hoherer
als zweiter Ordnung IR-divergent. Die inneren Schleifen besitzen namlich fiir statisch, d.h.,
mit po = 0 umlaufende Teilchen die Struktur 7' f dp®1/p*. Es ist aber bekannt (siehe z. B.
[Kap89]), daB die Aufsummation dieser fiir sich divergenten Beitrige ein endliches Ergeb-
nis liefert. Obwohl die einzelnen Diagramme proportional zu (g?)* mit natiirlichen Zahlen
n > 2 sind, ist ihre Summe von der Ordnung (g%)%/2. Dieses endliche, in der Kopplungskon-
stante nicht-analytische Resultat folgt in dem Luttinger-Ward-Zugang ganz natiirlich aus
der Tatsache, daB die Teilchen im thermischen Medium eine dynamisch generierte Masse m
besitzen. Diese Masse ist durch die Selbstenergie bei verschwindendem Impuls gegeben und
lautet in erster Naherung (vergleiche (2.38) bzw. (5.22) und (5.24))

_ 9T
=75
Bei den Schleifen-Integrationen iiber Ausdriicke, die den vollen Propagator enthalten, re-
gularisiert m dann als Abschneideparameter die IR-Divergenzen der Ringdiagramme. Auch
in diesem formalen Sinne stellt der Luttinger-Ward-Ausdruck fiir das thermodynamische
Potential eine geeignetere Formulierung dar als die naive Stérungsreihe. In (5.13) werden
namlich durch die Verwendung des exakten Propagators die im Medium modifizierten Teil-
cheneigenschaften direkt beriicksichtigt, wihrend die durch freie Propagatoren beschriebene
Reihe erst teilweise umgeordnet werden mufl, um auch formal verniinftige Ergebnisse zu
erzielen.

Mo

(5.20)
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Thermodynamik in der Tadpole-Approximation

Es folgt nun die Beschreibung der Thermodynamik eines entsprechend der ¢*-Theorie wech-
selwirkenden Modellsystems in der Formulierung (5.13) nach Luttinger und Ward. Der Ein-
fachheit halber werden die Teilchen wieder als masselos angenommen. Die Relation (5.13)
liefert durch Festlegen des Funktionals ()’ konsistente Approximationen des thermodynami-
schen Potentials [Bay62] und damit aller thermodynamischen Eigenschaften. Hier wird als
Niherung fiir Q' von dem Ausdruck

1
o= _ZTVZE AI® = -3 OO (5.21)

ausgegangen; das ist der filhrende Term der allgemeinen Entwicklung (5.13). Entsprechend
der Gleichung (5.9) erhélt man daraus die Selbstenergie in der sogenannten Tadpole-Appro-
ximation,

g _
e = 12 (—:ﬁ) Ti A=12 Q. (5.22)

In dieser Néherung ist die Selbstenergie impulsunabhingig, da die Wechselwirkung des pro-
pagierenden Teilchens mit dem Medium an einem Raumzeit-Punkt erfolgt. Diese Tatsache
vereinfacht die Auswertung erheblich. Da sich II{} zudem als positiv und reell herausstellt
(siehe unten), unterscheidet sich in dieser Naherung der volle von dem freien Propagator
nur durch eine Modifikation des Masseterms.

Die im folgenden auftretenden Summen und Integrale iiber die Schleifen-Impulse er-
weisen sich als UV-divergent. Zur Regularisierung werden die Ausdriicke in d = 4 — 2¢
Dimensionen im MS-Schema berechnet, d.h., es gilt [ZK95]

Ty = (e"ﬂ> Ty / gjr )ZE .  (5.23)

wobei i die Renormierungsskala von der Dimension einer Masse und v = 0.577... die Euler-
sche Konstante ist. Wie im Anhang C.1 gezeigt ist, gilt

I(m?) = Ti Az

2 m2
- (Zr)g[ +1n 7 —In T2+1]

T or? / \/m2 +p7 exp{m/T} + o9 (5.24)
Hier bezeichnet m? den Masseterm im Propagator A, 2(P) = [P2—m?]~1. Der erste Term in
(5.24) ist der die Divergenz enthaltende Vakuum-Anteil der Matsubara-Summe, wihrend der
zweite Term explizit temperaturabhingig ist. Weil im vorliegenden Fall II{!( P) = const. gilt,
kann die Selbstenergie mit dem Masseterm identifiziert werden und die Gleichung (5.22)
kann mit Hilfe von (5.24) ausgewertet werden.

An dieser Stelle muB eine wichtige Bemerkung gemacht werden. Da der volle Propagator
auf der rechten Seite von (5.22) die Selbstenergie enthilt und die Gleichung selbstkonsistent
zu 16sen ist, wird der divergente Anteil ~ ¢~ II/(47)? selbst temperaturabhingig und kann
daher nicht durch Vakuum-Counterterme kompensiert werden. In [KPP97] wurde in einem
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anderen Zugang zu einer umgeordneten thermodynamischen Stérungstheorie, auf dessen Zu-
sammenhang zur Luttinger-Ward-Formulierung noch eingegangen wird, sinngem3a8 folgende
Annahme gemacht:

Observable GroBen sind endlich und nicht von dem Regularisierungsschema
abhingig. Daher werden die thermisch divergenten Beitrége in einer bestimmten
Approximation durch in der gegebenen Niherung nicht berticksichtigte Terme
hoherer Ordnung kompensiert. Dies gilt entsprechend auch fiir die von der Re-
normierungsskala abhéngigen Terme.

Geht man davon aus, da perturbative Entwicklungen prinzipiell méglich sind, scheint
diese Annahme physikalisch durchaus gerechtfertigt. Allerdings existiert dafiir bislang kein
allgemeiner Beweis. Es ist aber einfach, die gemachte Annahme anhand bestimmter Ord-
nungen zu priifen. Betrachtet man z. B. die Divergenzen der Ordnung e ¢*T?, so trigt dazu
aufler dem Tadpole-Diagramm noch der sogenannte rising-sun-Graph bei; auflerdem mu8
noch die Vertexkorrektur in der Tadpole-Topologie beriicksichtigt werden. Summiert man
die relevanten Beitrége der einzelnen Diagramme (siehe z. B. [Par92}),

) —gz m2 1 g2 m2 !z

2 Q 12( 4!) @n)? e’ 12 ("4!) ary 277
2\ 2 2 4 2 =2

Y S N B

% /@\ ' 96( 4!) (4r)? 4e’ @t 12 T

) 3g2 1 g2 T2 g4 T2 'a2
12 Q 012 (471')2 .2—6 (—Z" *"ﬁ‘ , —(471_)2 i—é— In 7 (5.25)

so ist leicht zu sehen, daB sich in der betrachteten Ordnung die divergenten Anteile weg-
heben, da der relevante Masseterm im ersten Term entsprechend (5.20) in erster Ndherung
mi, = ¢*T?/4! ist. Hervorgehoben werden muf in diesem Zusammenhang zum einen die
nicht-triviale Tatsache, dafi die thermische Divergenz des rising-sun-Diagramms in der be-
trachteten Ordnung tatséchlich impulsunabhingig ist. Andererseits besitzen die beiden letz-
ten Diagramme neben temperaturunabhingigen auch noch thermische Divergenzen von den
héheren Ordnungen O(e'¢%T?), I > 1, die ihrerseits entsprechend der gemachten Annah-
me erst durch Diagramme hoherer Ordnung kompensiert werden. In (5.25) sind ebenfalls
die relevanten skalenabhingigen Terme aufgefiihrt. Auch diese heben sich in der betrachte-
ten Ordnung O(g*T?) auf, was die gemachte Annahme eines von der Renormierungsskala
unabhingigen Pols des Propagators belegt.

Unter der gemachten Annahme lautet die selbstkonsistent zu losende Gleichung fiir die
Selbstenergie II{Y, die im folgenden stets als m? bezeichnet wird,

2

g2 1 oo p‘2 1
= L\ T4
m 2 {271'2 /o P VmZT+ p? exp{v/mZ ¥ p2/T}—1
m? m? .
+_(47r)2 (111 "TE — 1)] . (3'26)

Die Lésung dieser zuweilen auch als Gap-Gleichung bezeichneten Relation ist in der Ab-
bildung 5.1 als Funktion der Kopplungsstirke gezeigt. Dargestellt ist dort ebenfalls das
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m/m,

Abbildung 5.1: Die selbstkonsistente thermische Masse (volle Linie) in Ein-
heiten von my, in Abhsngigkeit von der Kopplungsstirke. Das perturbative
Resultat in nédchstfithrender Ordnung my, ist gepunktet dargestellt.

Resultat in der nichstfithrenden Ordnung

3 g

mrleo = ml20 (1 - ; "\/'_4'—'!') 3 (5.27)

welches aus der Entwicklung von (5.24) folgt. Die selbstkonsistent bestimmte Masse ist
kleiner als das Resultat mi, (5.20) in fithrender Ordnung in g. Die Nherung (5.27) stellt
dagegen eine Abschéitzung von m nach unten dar und beschreibt fiir kleine Kopplungsstéirken
g S 1 den exakten Verlauf recht gut. Fiir groBere Werte von g ist my, aber eine offensichtlich
ungeeignete Approximation, da myj, sogar komplexe Werte annehmen kann.

Mit der so bestimmten Selbstenergie bzw. der thermischen Masse m folgt das thermo-
dynamische Potential nach Luttinger und Ward in der Tadpole-Approximation aus (5.13)
und (5.21) zu

v 1 1,
= 5Ti {ln[——A I+5m A}. (5.28)
In dieser Darstellung setzt sich Q aus einem Anteil, der dem Potential eines Gases nicht-
wechselwirkender Teilchen entspricht, und einem Korrekturterm zusammen. Die gemachte
Naherung erlaubt daher eine einfache Quasiteilchen-Interpretation: Der Effekt der Wech-
selwirkung im System la8t sich durch freie Teilchen mit modifizierten Eigenschaften be-
schreiben. Im vorliegenden Falle erhalten die urspriinglich masselosen Teilchen eine thermi-
sche Masse, die durch die Gap-Gleichung bestimmt wird. Der Korrekturterm beschreibt in
diesem Sinne eine Modifikation des Grundzustandes des Systems. Diese Interpretation ist
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auch durch die Tatsache gerechtfertigt, daf§ die durch die Gap-Gleichung (5.26) bestimmte
Selbstenergie keine Imaginérteile besitzt, so dafi die Quasiteilchen tatsichlich eine unendlich
lange Lebensdauer besitzen. Es ist klar, daB in der in dem konsistenten Schema (5.13) fol-
genden Ordnung eine solch zwanglose Interpretation nicht ohne weiteres maoglich ist. Der fiir
die Selbstenergie in der folgenden Ordnung relevante rising-sun-Graph besitzt ndmlich so-
wohl eine nicht-triviale Impulsabhingigkeit als auch, damit zusammenh&ngend, einen nicht-
verschwindenden Imaginirteil. Die Teilchen besitzen somit im Medium eine spektrale Breite
und lassen sich daher nicht allein durch einen Masseparameter beschreiben. Es gibt aber
Hinweise darauf, dafl auch in der nachst-fithrenden Ordnung einer selbstkonsistenten Appro-
ximation eine Quasiteilchen-Beschreibung der Thermodynamik gerechtfertigt ist. Es zeigt
sich ndmlich, daf auch unter Einbeziehung des rising-sun-Diagramms die Teilchen selbst
bei Kopplungsstarken von g 2 1 eine recht kleine spektrale Breite, d. h., eine lange Lebens-
dauer besitzen [WH96), insbesondere bei den thermisch relevanten Impulsen p ~ T'. Dazu
muf} bemerkt werden, daB die Betrachtungen in [WH96] in dem hier interessierenden Sinne
nicht vollstindig selbstkonsistent sind. Die Selbstenergie wurde namlich dort in den umlau-
fenden Propagatoren nur in der Tadpole-Niherung beriicksichtigt; Rechnungen mit einem
resummierten rising-sun-Anteil der Selbstenergie im Propagator wurden bisher noch nicht
durchgefiihrt. Es kann aber davon ausgegangen werden, da ein selbstkonsistent bestimmter
Propagator das Ergebnis einer kleinen Spektralbreite zumindest nicht qualitativ verdndert.

Der Beitrag des massiven Quasiteilchen-Gases zu (! kann entsprechend Anhang C.1
einfach aus der in (5.24) definierten Funktion I(m?) erhalten werden, da O,,2 In[—A73] =
—Amz gilt,

Jm?) = T3 In[-

1 m 1 a? m?2 3
2(471')2[ +1nT2 —ln F’Lﬁ]

+F/o dpp®ln (1 — exp {—\/Tl—‘&;_-}-_p;/T}> + Ofe) . (5.29)

Durch den Vergleich von (5.24) und (5.29) ist leicht zu sehen, daB sich in dem Ausdruck
(5.28) fiir Q(1), der nunmehr fiir € — 0 als

0)

v = —l—J(m2)+-1-m2I(m2)

= 2ﬂ_2f dp p* ln(l—exp{ \/m"’—}—p/T})

m*
" 8n? / dpy” s\/mz + p? exp{\/m? +p 2/T}—1  128a?

geschrieben werden kann, die divergenten Anteile kompensieren. In diesem Sinne ist (") eine
konsistente Approximation des thermodynamischen Potentials, da im Gegensatz zur Gap-
Gleichung (5.26) formal keine weiteren Beitrige nétig sind, um Divergenzen zu beseitigen
bzw. da diese nicht (nach der gemachten Annahme) durch Wegstreichen der entsprechenden
Terme ‘regularisiert’ werden miissen, wie es in dem Zugang [KPP97] ndtig ist. AuBerdem
erweist sich Q) als unabhangig von der Renormierungsskala. Diese Tatsache muBte erwartet
werden, da in der gegebenen Approximation auch die Kopplungskonstante -unabhéngig ist,
und nur so eine skaleninvariante Naherung fiir das thermodynamische Potential folgt.

(5.30)
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Das Ergebnis fiir den Druck p = —Q/V in dem beschriebenen Zugang ist in der Ab-
bildung 5.2 als Funktion der Kopplungsstirke dargestellt. Zum Vergleich gezeigt sind auch

0.75 |- N

p/psa

0.5 |- e A

0.25 .

Abbildung 5.2: Der Druck in Einheiten des Stefan-Boltzmann-Drucks psg in
der Tadpole-Approximation (5.30) (durchgezogene Linie) als Funktion der
Kopplungsstirke. Die gestrichelte Linie zeigt dabei den regularisierten An-
teil des idealen massiven Gases ohne den Korrekturterm. Gepunktet bzw.
strich-punktiert dargestellt sind die perturbativen Resultate in fithrender bzw.
nichst-fiihrender Ordnung.

die perturbativen Resultate fiir p in fithrender und nichst-fiihrender Ordnung O(g?) bzw.
O(g?) in der Kopplungskonstante [Kap89], die ebenfalls fi-unabhingig sind,

15 (g 15 [(g?\** . 2
szSB[l‘gﬁ(:ﬁ)Hﬁ(z oo mit pm = go T (.31

Wie bereits diskutiert wurde, folgt dieses Ergebnis aus der Entwicklung der Gleichung (5.28)
nach Potenzen von g bzw. aus der naiven Stdrungsreihe nach einer partiellen Summation
der Ringdiagramme. Qualitativ findet man hier ein #hnliches Bild wie bei den Betrach-
tungen der perturbativen Entwicklungen des 0-dimensionalen Funktionalintegrals Z(g) im
Abschnitt 4.1: Die naive Storungsreihe zeigt bei groferen Kopplungsstérken ein mit der Ord-
nung zunehmendes fluktuierendes Verhalten, wihrend man fiir das exakte Resultat einen
glatten Verlauf dhnlich wie fiir Z(g) im Abschnitt 4.1 erwartet?. AuBerdem zeigen sowoh! die
Betrachtungen zu Z(g) als auch des thermodynamischen Potentials der QCD, da8 bei mitt-
leren Kopplungsstirken, bei denen Approximationen durch Stérungsentwicklungen bereits
unbrauchbar sind, die exakten Resultate noch immer recht dicht am freien Limes liegen.

2Das gilt sinngemiB auch fiir das Verhalten der Selbstenergie; vergleiche dazu Abbildung 5.1
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Die Luttinger-Ward-Approximation (5.28) besitzt, wie in der Abbildung 5.2 gezeigt, beide
Merkmale und kann daher als eine verniinftige Approximation betrachtet werden.

Vergleich mit der Debye-abgeschirmten Stérungstheorie

Das gefundene Resultat ist vergleichbar mit dem Ergebnis der bereits im Zusammenhang
mit den thermischen Divergenzen zitierten Arbeit [KPP97]. Dort wird ein Zugang gewahlt,
der durch die bekannte Tatsache motiviert ist, da sich Ergebnisse numerischer Simulationen
thermodynamischer Systeme oft recht gut durch ein Gas massiver Quasiteilchen beschreiben
lassen®. Das thermodynamische Potential der wieder als intrinsisch masselos angenommenen
Teilchen wird dort nicht durch eine endliche Schleifen-Entwicklung in freie Propagatoren
approximiert; vielmehr erfolgt die Entwicklung um den Limes eines freien massiven Gases.
Formal wird dies durch eine Umordnung der Lagrange-Dichte erreicht,

1 2 9 41 2 2 9 a1 2,
= - — = == — - = . 5.32

L= 5(00) - G o' = 5 (09)" = m??) = Tr g + Zme (5.32)
Nicht gezeigt sind hier die ndtigen Vakuum-Counterterme. Die in [KPP97] betrachtete Ver-
allgemeinerung auf den Fall der skalaren O(N)-symmetrischen Theorie ist in dem hier in-
teressierenden Zusammenhang ohne wesentliche Bedeutung. Durch die Addition und die
Subtraktion des Masseterms 1 m?p? in (5.32) ergibt sich zum einen ein freier Propagator
A2, der die Ausbreitung eines massiven Teilchens beschreibt. Andererseits enthélt der um-
geordnete Lagrangian einen zusétzlichen ‘Wechselwirkungsterm’, der in der perturbativen
Entwicklung durch den 2-Vertex

—x— m?
beriicksichtigt werden muB. In der Zweischleifen-Naherung der umgeordneten Stérungstheo-
rie, die der oben betrachteten Tadpole-Approximation entspricht, erhdlt man § als

1 1
2—loo _ - — -
Q'm = 9 O 3 CD + 2 O
1 2
= 5J(m* -3 (—Z—!) I*(m?) + %mzl(mz) : (5.33)

wobei die Linien hier freie massive Propagatoren darstellen®. In diesem Ausdruck muf (im
Gegensatz zu der Luttinger-Ward-Approximation (5.28)) von der angenommenen Vorschrift
zur ‘Regularisierung’ der thermischen Divergenzen Gebrauch gemacht werden, da z.B. der
zweite Summand einen € 2-Term enthilt, der in dieser Niherung nicht kompensiert wird.
Die Kompensation der divergenten Anteile der Ordnung O(e~*¢*T*) erfolgt erst bei Beriick-
sichtigung der 3-Schleifen-Diagramme

O, O OO 000, O, (5:34)

so daf unter diesem formalen Aspekt der Luttinger-Ward-Zugang in sich konsistenter er-
scheint.

3Eine eingehende Betrachtung dieses Sachverhalts erfolgt im dritten Teil der vorliegenden Arbeit.
*Die hier verwendete Funktion I unterscheidet sich von der in [KPP97] verwendeten Definition im Vor-
zeichen,
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Weiterhin ist die Festlegung des Masseparameters m in der umgeordneten Stérungs-
theorie an sich beliebig. Wihrend der Luttinger-Ward-Zugang zwangslaufig auf die Gap-
Gleichung fiihrt, ist in der umgeordneten Stérungstheorie dieselbe Wahl des Masseparame-
ters nur physikalisch-intuitiv begriindet und geht als externe Information ein [KPP97]. Nur
unter dieser zusatzlichen Annahme kann dann auch tatséchlich von der Debye-abgeschirmten
Stérungstheorie gesprochen werden. Auch das formale, im Anschiuf an die Gleichung (5.25)
aufgefithrte Argument, dafl der Masseparameter durch die Gap-Gleichung bestimmt werden
muf, damit sich dort die thermisch divergenten Terme aufheben, kann fiir die Schleifen-
Entwicklung (5.33) und (5.34) nicht angefiihrt werden, da sich hier die Divergenzen fiir
beliebige Werte von m kompensieren. Die Wahl des Masseparameters ist daher mit einer
gewissen Willkiir behaftet, und die freie Variation diese Parameters iiberfithrt die Debye-
abgeschirmte Stérungsreihe stetig in das naiv perturbative Resultat.

Selbst bei der Wahl des gleichen Propagators unterscheiden sich die beiden Zugénge. Da
niémlich in endlichen Entwicklungen der abgeschirmten Stérungstheorie nicht alle Beitrége
des zusitzlichen ‘“Wechselwirkungsanteils’ beriicksichtigt werden, wird die vorgenommene
Resummation des Masseterms nicht exakt kompensiert. Die sich ergebenden Unterschiede
sind von einer hoheren Ordnung in der Kopplungsstiarke und daher erst bei groferen Werten
von g relevant. Wie in dem Vergleich der Resultate der beiden Zugénge in der Abbildung
5.3 deutlich wird, stimmen die im jeweiligen Sinne fiithrenden Approximationen fiir g <5
praktisch iiberein.

8 om0 T T

Q, . ]
2

Q, 0.5 - -

0.25 - —

] ' [ 1 [ 1 | I ] 1 -

Abbildung 5.3: Der Vergleich der Approximationen fiir den skalierten Druck im
Luttinger-Ward-Formalismus (durchgezogene Linie) und in der abgeschirmten
Stérungstheorie (gestrichelte Linie). Die gepunktete Kurve zeigt den Anteil des
idealen massiven Gases, der in beiden Niherungen iibereinstimmt.
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Ausblick auf die Thermodynamik der QCD

Es wére wiinschenswert, den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Forma-
lismus zur konsistenten Beschreibung der Thermodynamik von heilen, stark wechselwir-
kenden Systemen anzuwenden. Solche Systeme sind bei Temperaturen, die nicht extrem
iiber der Temperatur des Confinement-Phaseniibergangs liegen, durch eine starke Kopplung
zwischen den dann als elementare Teilchen vorliegenden Konstituenten des Plasmas, den
Quarks und Gluonen, gekennzeichnet. Entsprechend den Uberlegungen im Kapitel 4 scheint
daher gerade eine Approximation durch ausschliefllich den fithrenden Beitrag des Luttinger-
Ward-Funktionals (5.13) als durchaus gerechtfertigt. Doch bereits in dieser ersten Naherung
ergeben sich im Vergleich zu der ¢*-Theorie einige Komplikationen technischer Natur.

Zum einen besitzt die Selbstenergie bereits in der Einschleifen-Approximation eine nicht-
triviale Impulsabhingigkeit, wie im Teil I der vorliegenden Arbeit ausgefithrt wurde. Auch
die damit im Zusammenhang stehenden Imaginirteile erschweren die selbstkonsistente Be-
stimmung der Selbstenergie. Weiterhin existieren in der thermischen QCD unterschiedlichen
Masseskalen. Die sogenannte elektrische Masse der Gluonen ist definiert als Grenzwert der
longitudinalen Selbstenergie II;(w = 0,p = 0) ~ O(¢?T?), wihrend die magnetische Mas-
se mit der Transversalkomponente des Polarisationstensors zusammenhingt (siehe Kapitel
3). Im Gegensatz zur elektrischen Masse verschwindet die magnetische Masse in der nai-
ven Einschleifen-Néherung und wird allgemein als von der Ordnung O(g?T') angenommen.
Da aber wahrscheinlich selbst in der fithrenden Ordnung einer konsistenten Approximation
beide Masseskalen relevant sind®, ergibt sich hieraus eine weitere technische Komplikation.
Nach den vielversprechenden Ergebnissen zur Thermodynamik der ¢*-Modelltheorie miissen
daher Betrachtungen zur QCD im Luttinger-Ward-Formalismus zukiinftigen Uberlegungen
vorbehalten bleiben.

Anhand der im folgenden vorgestellten Resultate zum Quark-Gluon-Plasma zeichnet es
sich jedoch ab, daB solche Betrachtungen unbedingt angestellt werden sollten. Im dritten
und letzten Teil dieser Arbeit wird ndmlich die Thermodynamik der Hochtemperatur-QCD
erfolgreich durch ein Quasiteilchen-Modell beschrieben, welches zwar eher phénomenologisch
motiviert ist, aber dennoch starke Parallelen zum Luttinger-Ward-Formalismus besitzt.

5Beide Massen scheinen bei der Kompensation der thermischen Divergenzen eine wichtige Rolle zu spie-
len.
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6 Ein effektives Quasiteilchen-Modell
fur das heiBe QCD-Plasma

Im Teil II der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, wie prinzipiell in konsistenter Weise
Approximationen fiir das thermodynamische Potential eines heilen wechselwirkenden Quan-
tensystems anzugeben sind. Wie dort ebenfalls diskutiert wurde, sind im Regime starker
Kopplung naiv perturbative Resultate hoher Ordnung in der Kopplungskonstante weni-
ger zur Beschreibung des Systems geeignet als konsistente Naherungen niedriger Ordnung.
Wie aber aus den das Kapitel 5 beschlieBenden Worten klar wird, ist die konsistente ther-
modynamische Beschreibung des Quark-Gluon-Plasmas selbst in fithrender Ordnung vom
technischen Aspekt her recht kompliziert. Im folgenden wird daher eine einfachere, effektive
Beschreibung des heiflen Quark-Gluon-Plasmas gew#hlt. Diese beruht auf der sich bereits
als niitzlich erwiesenen Quasiteilchen-Vorstellung und orientiert sich an der Luttinger-Ward-
Formulierung des thermodynamischen Potentials. Wie bereits in den vorangegangenen Ka-
piteln sollen auch hier die wesentlichen Gedanken zunichst exemplarisch anhand der ¢*-
Theorie erldutert werden.

6.1 Effektive Thermodynamik der ¢*-Theorie

In den Kapiteln 2.2 und 5.2 wurde gezeigt, daBl durch die bei groBen Kopplungsstérken
relevanten Wechselwirkungsprozesse mit Tadpole-Struktur (vergleiche Abbildung 2.1) die
urspriinglich masselosen Bosonen eine dynamisch generierte, thermische Masse erhalten.
Formal kann dies durch die bereits in Gleichung (5.32) angefilhrte Umorganisation der
Lagrange-Dichte deutlich gemacht werden,

1 2 9 4 Pt 5
L = 50¢) -3¢ = Lo+ Ly,

o= }_ 80) — m22% . fy = g 4 2 2
0 = 2[(99) msa], 1= gy tmy,
die auch als Ausgangspunkt fiir die abgeschirmte Stérungstheorie dient. Wird dabei als

Masseterm gerade die Einschleifen-Selbstenergie gewahlt, also
m2 = H(l) ) (61)

so beschreibt der Wechselwirkungsanteil £; der umgeordneten Theorie Effekte der Ordnung
O(g*) in der Kopplungsstirke. Nach der Diskussion im Kapitel 4 ist es daher bei grofien
Kopplungsstirken gerechtfertigt, den Anteil £y als eine Approximation fiir die Lagrange-
Dichte £ anzunehmen. Dieser Anteil entspricht der Beschreibung eines idealen Bose-Gases,
d. h., eines Systems wechselwirkungsfreier Teilchen mit der Dispersionsrelation

w(k, T) = \/k? + m(T)2. (6.2)



106 6 Ein eflektives Quasiteilchen-Modell fiir das heifle QCD-Plasma

Die Dispersionsrelation dieser streng® als Quasiteilchen interpretierbaren Zustinde mit der
thermischen Masse m(7') ist implizit temperaturabhéngig. Der zugehorige Hamilton-Opera-
tor ergibt sich als [GY95]

Hg = Y Ha = Y nw(k,T)+ Eo(m(T))
= Hiq + FEo(m(T)). (6.3)

Der Anteil H;q dieses effektiven Hamilton-Operators entspricht gerade dem renormierten
Hamilton-Operator eines idealen Gases. Im Gegensatz zu dem bekannten Fall des idealen
massiven Gases kann hier die divergente Grundzustandsenergie jedoch nicht vollstindig re-
normiert werden; es verbleibt der endliche, temperaturabhingige Term Eo(m(T')). Dieser
erweist sich auch als formal notwendig, um die thermodynamische Konsistenz der effektiven
Beschreibung zu sichern. In dieser Approximation ergibt sich némlich im thermodynami-
schen Limes der Druck als

peﬂ'(T) = V"lTln{Tr [CXP{—'Heﬂ'/T}]}

VT In {Tr [exp{—Hia/T}| exp{—Eo/T}}
= V' (InTrlexp{—Hia/T} — Eo/T].

It

Der erste Summand ist der Ausdruck fiir den Druck des idealen Gases, der sowohl von
der Temperatur als auch von m abhéngt. Wird nun fir die auf das Volumen bezogene
Grundzustandsenergie noch die Bezeichnung

B(m(T)) = -Ei(ﬁ’v—(@ (6.4)

eingefithrt, so erhalt man fiir den Druck

pe(T) = pia(T, m(T)) — B(m(T)). (6.5)
Ahnlich wie fiir den Druck ergeben sich auch fiir die Energiedichte zwei Terme,

i Tr {Heﬁ' exp{_Heff/T}]

V  Trlexp{—Hea/T}]

1 Tr|(Hia + Eo) exp{—Hia/T} exp{—Eo/T}]
|4 Tr [exp{—Hia/T'} exp{—Eo/T}]

1 [Tr[Hiaexp{—Hia/T}]

= V| Trlexpl—Hua/TH +E°]'

eest(T) =

Der erste Term ist die Energiedichte e, des idealen Gases, und mit (6.4) erhilt man
eeq(T) = ea(T,m(T)) + B(m(T)). (6.6)

Zwischen dem Druck, der Energiedichte und der Entropiedichte s besteht die nach Gibbs
benannte Relation

e+p=Ts. (6.7)

11 dieser Niherung besitzt die Dispersionsrelation keine Imaginirteile, die Quasiteilchen-Zusténde be-
sitzen daher nicht nur, wie gefordert, eine lange Lebensdauer, sondern zerfallen iiberhaupt nicht.
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Nach den Gleichungen (6.5) und (6.6) wird die effektive Entropiedichte daher gerade durch
den Ausdruck fiir das ideale Gas bestimmt,

set(T) = sa(T, m(T)). (6.8)

Dies ist verstdndlich, da die Entropie als kombinatorische Gré8e nicht von der Grundzu-
standsenergie Eo bzw. B(m(T")) abhéngen kann. Andererseits ist die Entropiedichte aber
als Temperaturableitung des Druckes bestimmt,
op
5= om- (6.9)
Die Ausdriicke (6.7) und (6.9) fiir se¢ stimmen genau dann iiberein, wenn zwischen der
thermischen Masse und der Funktion B(m(T')) der Zusammenhang

dB 3pxd dm
dT ~ 8m dT (6.10)
besteht. In der Form
Jpeff _ .
ST = 0 (6.11)

geschrieben, entspricht diese Bedingung thermodynamischer Selbstkonsistenz der allgemei-
nen Stationarititseigenschaft (5.8) des thermodynamischen Potentials. Die Gleichungen
(6.5) und (6.10) legen somit ein selbstkonsistentes, effektives thermodynamisches Modell
fest. Ausgangspunkt dafiir ist allein die Méglichkeit der approximativen Beschreibung des
Systems durch Quasiteilchen mit einer effektiven, thermischen Masse ohne eine spektrale
Breite.

Der Vollstindigkeit wegen werden nun noch die Ausdriicke fiir die thermodynamischen
Grofen des idealen massiven Gases sowie fiir die Funktion B angegeben. Der Druck piq 148t
sich in der Form

pa(T,m) = .—2% /Ooo dpp*In (1 - exp{—w/T}) (6.12)

schreiben, wobei wieder w = (p? + m?)Y/? ist. Die Funktion B ist daher nach Gleichung
(6.10) durch die Integraldarstellung

B(m(T)) = Bo — / ar T2 dm(T) m(T) 3 (6.13)

/ dpp’ exp{w/T} 1
gegeben. Im Spezialfall einer konstanten effektiven Masse gilt insbesondere B = const., und
der effektive Druck und die Energiedichte unterscheiden sich von den Ausdriicken fiir das
ideale Gas nur durch die Konstante — By bzw. +By. Angewandt auf heifle stark wechselwir-
kende Systeme fithrte diese vereinfachte Annahme konstanter Quasiteilchenmassen in der
Vergangenheit auf die sogenannten Bag-Zustandsgleichungen fiir das QGP. Diese beruht
auf der Vorstellung, daB Quarks in Hadronen bis zum Confinement-Phaseniibergang durch
den nichtperturbativen Vakuumdruck, dessen Wert durch die Bag-Konstante gegeben ist,
gebunden sind?; siehe z. B. [Pes95b]. Daher wird im folgenden die Funktion B in Anlehnung
an die Bag-Konstante zuweilen auch als Bag-Funktion bezeichnet.

?Diese Vorstellung stellte sich jedoch als zu simplistisch fiir die addquate Beschreibung der Thermody-
namik des QGP heraus.
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Die Entropie- und die Energiedichte des idealen Gases erhilt man aus (6.12) durch
Ableiten nach T bzw. durch die Gibbs-Relation,

sia(T,m) ! /Ood 2 (1P + -
(L = o0z T Tt
d or? Jo PP \3 0w exp{w/T}—1

ea(T,m) = (6.14)

1 [ P 1

o2 fo 4 wexp{w/T} -1
Die thermische Masse m der Quasiteilchen skaliert mit der Kopplungsstarke. Wie leicht fest-
zustellen ist, geht fiir kleine Werte von g die effektive Beschreibung in die iibliche Stérungs-
theorie iiber. Die dazu nétigen Entwicklungen der Ausdriicke (6.12) und (6.14) nach dem
kleinen Parameter m /T ~ g sind beispielsweise in [Pes95b] zu finden und lauten unter Ver-
nachléssigung von Termen der Ordnung O(m*/T*) bzw. O(In(m/T) m*/T*) sowie hoherer
Ordnungen

15 m? 15 m®
= -2 o m
pia(T,m) PsB [ 472 T2 + on3 T3 + } )

4 15 m?2 15 m3
Sid(T7 m) = T'pSB [1 — _87r2 TE + _——871'3 ?—5- -+ ] ,
5 m?

Hierbei bezeichnet psg den Stefan-Boltzman-Druck des freien masselosen Bose-Gases. Fiir
ein System mit d thermischen Freiheitsgraden gilt als Verallgemeinerung von (5.31) (im
vorliegenden Fall ist d = 1)

=d ~ T* (6.16)
DsB = 90 . .
Im perturbativen Grenzfall wird das Skalenverhalten der Kopplungsstirke durch das Resul-
tat fithrender Ordnung der Renormierungsgruppentheorie bestimmt. Die funktionale Abhin-
gigkeit der Kopplung von der Temperatur ist daher durch die Beziehung

1
2 ~ o
g (T) T

gegeben [Kap89]. Demnach ist die thermische Masse m(T') ~ ¢gT von der Gestalt

T
m(T) ~ T
Fiir effektive Massen dieser Struktur 148t sich, wie imm Anhang D.1 ausgefithrt ist, fur die
Integraldarstellung (6.13) der Bag-Funktion die Entwicklung

15 m? 45 m?®
B(T) = —psB {8?5 T2 8n3 T8 + ] (6.17)
angeben. Im asymptotischen Limes ergibt der Beitrag der Bag-Funktion eine positive Kor-
rektur zu dem idealen Gas-Anteil des Druckes; dies ist in Analogie zu den Ergebnissen der
Tadpole-Approximation im Luttinger-Ward-Zugang (siehe Gleichung (5.30) bzw. Abbildung
5.2). Mit den angefithrten Entwicklungen (6.15) folgen unter Verwendung der thermischen
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Masse (5.27) in der néchst-fiihrenden Ordnung die perturbativen Resultate fiir die thermody-
namischen Gré8en. So lautet z. B. die Entwicklung des Drucks in dem Quasiteilchen-Modell

15 ¢¢ 15 (g*\**
Pef = PSB [1—8_71'2-ZT+§;T-§ (Zl‘ + ... (618)

Die Dichten fiir effektive Entropie und Energie sind durch die entsprechenden Stefan-
Boltzmann-Werte multipliziert mit dem Ausdruck in der eckigen Klammer in der Gleichung
(6.18) gegeben, da die Temperaturableitung von g nur Terme hoherer Ordnung liefert. Diese
Ausdriicke stimmen in der betrachteten Ordnung O(g®) mit den auf iibliche Weise perturba-
tiv abgeleiteten Resultaten iiberein (siehe Gleichung (5.31)). Erwartungsgemaf unterschei-
den sich die beiden Zuginge jedoch ab der Ordnung O(g*). In dem im folgenden interes-
sierenden Bereich grofier Kopplungsstarken weist die naive perturbative Entwicklung kein
konvergentes, sondern vielmehr ein oszillierendes Verhalten auf [ZK95]. Dies ist in Analo-
gie zu den Eigenschaften der Reihen-Entwicklung des in Kapitel 4.1 betrachteten Integrals
Z(g)- Die hier angegebene effektive Quasiteilchen-Approximation dhnelt dagegen der effek-
tiven Néherung Zeg(g) im Abschnitt 4.2, welche das Integral Z(g) bis zu groflen Werten
von g recht gut approximiert. Wie auch die Funktion Zg(g) extrapoliert auch der Druck
pest glatt vom perturbativen Limes zu grofen Kopplungsstirken und kann auch nach der
Diskussion im Kapitel 4.1 als verniinftige Approximation angesehen werden.

An dieser Stelle kann noch auf einen weiteren Zusammenhang zu der effektiven Ndherung
fiir Z(g) hingewiesen werden. Dort wurde némlich festgestellt (siehe Gleichung (4.22)), daf8
als effektiver Masseterm gerade die Hilfte der Selbstenergie gewdhlt werden mufl, damit
Z(g) und Zeg(g) fiir kleine Werte von g iibereinstimmen. Wiirde in dem Quasiteilchen-
Modell die Bag-Funktion vernachlissigt, so miite auch hier die halbe Selbstenergie als
Masseterm verwendet werden, damit die Entwicklung (6.15) des idealen Gas-Druckes mit
dem perturbativen Druck, der durch (6.18) gegeben ist, wenigstens in fiithrender Ordnung
iibereinstimmt. Dies wire jedoch eine ad hoc Annahme und wiirde auerdem die thermody-
namische Konsistenz verletzen, die hier als zusétzliche Bedingung eingeht.

6.2 Das SU(3)-Gluon-Plasma nahe des
Deconfinement-Phaseniibergangs

Seit jiingster Zeit existieren verlafliche numerische Gitterrechnungen zu thermodynamischen
GroBen von heiflen stark wechselwirkenden Plasmen, insbesondere zu reinen Eichbosonen-
Systemen [Boy96] (ohne Fermionen). Auch mit analytischen Methoden wurden unlingst
beachtliche Fortschritte erzielt, so dafi heute mit der perturbativen Ordnung O(¢°) das
thermodynamische Potential von heifien nicht-Abelschen Plasmen bis zu der stérungstheo-
retischen Grenze bekannt ist, die im Abschnitt 4.3 diskutiert wurde. Diese analytischen Re-
sultate lassen sich jedoch nicht unmittelbar mit den numerischen Ergebnissen in Einklang
bringen. Wie im Abschnitt 4.3 dargelegt wurde, besteht neben formalen Schwierigkeiten wie
dem Konvergenzverhalten und der (Rest-) Abhéngigkeit von der Renormierungsskala auch
die Tatsache, daB sich die Gitterdaten nicht durch die Stérungsreihe reproduzieren lassen.
Dies ist nach den allgemeinen Uberlegungen im Kapitel 4 iiber das Verhalten von Stdrungs-
reihen hoher Ordnung bei hohen Kopplungsstiarken auch von vornherein zu erwarten.
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Als alternativer Zugang zu einem qualitativen und quantitativen Verstindnis der Gitter-
daten wird daher hier das im vorangegangenem Abschnitt betrachtete Quasiteilchen-Modell
untersucht, das in vereinfachten Formen z.B. bereits in [BLM90] und [GY95] zur Inter-
pretation dlterer Gitterdaten verwendet wurde. Dieses Quasiteilchen-Modell wird in diesem
Abschnitt zunédchst auf das heiBe SU(3)-Plasma (ohne Fermionen) angewandt. Nachdem
die Modellparameter durch Anpassen an die thermodynamischen Daten festgelegt sind,
wird durch eine zusitzliche Uberlegung das Abschirmverhalten der Wechselwirkung in dem
Plasma abgeschatzt.

Es existiert in der Literatur eine Reihe weiterer Ansétzen zur Interpretation von thermo-
dynamischen Gitterdaten. An dieser Stelle soll auf die Arbeit [Ris92] verwiesen werden sowie
auf [LH97] mit einer ausfithrlichen Zitatsammlung. Wahrend in [Ris92] ein cutoff-Modell mit
perturbativen Korrekturen Anwendung findet, folgt [LH97] im wesentlichen dem hier vor-
gestellten Modell und kommt zu dhnlichen Resultaten wie in den [K&3m97a] vorgestellten.

Thermodynamik

In dem betrachteten Modell wird das wechselwirkendes System niherungsweise durch ein
System freier Quasiteilchen mit einer effektiven Masse beschrieben. Wiahrend sich diese Mas-
se in der skalaren Theorie in der im Abschnitt 6.1 gewahlten Approximation unmittelbar
aus der Selbstenergie in der Einschleifen-Ndherung ergibt, bedarf der Begriff der Quasi-
teilchenmasse fiir ein QCD-Plasma einer etwas eingehenderen Diskussion. Entsprechend
der Intention, das QCD-Plasma nahe des Deconfinement-Phaseniibergangs, also bei grofen
Kopplungsstarken zu beschreiben, werden im folgenden stets die perturbativen Resultate in
fithrender Ordnung zur Approximation herangezogen (siehe Teil II dieser Arbeit). Ausge-
gangen wird hier zundchst von der Gluon-Selbstenergie in der HTL-N&herung, wobei nach
der Diskussion im Kapitel 3 klar ist, daB die abgeleiteten Resultate nicht nur fiir kleine, son-
dern fiir beliebige Impulse bzw. bei groBeren Kopplungsstarken in der Einschleifen-Naherung
giiltig sein werden. '

Die Energie der longitudinalen und transversalen Gluon-Anregungen mit verschwinden-
dem Impuls sind aus Symmetriegriinden gleich. In fiilhrender Ordnung ist sie durch die in
(3.22) eingefithrte thermische Gluonmasse gegeben,

mg = % T2,
Fiir endliche Impulse unterscheiden sich die beiden Anregungsmoden jedoch qualitativ. Die
longitudinale Anregung ist fiir Impulse p 2 gT exponentiell stark gedimpft, so daB sie prak-
tisch nicht propagiert [KK80]. Im Gegensatz dazu ist die Dampfung der transversalen Moden
von héherer Ordnung in der Kopplungsstirke g [KK80]. AuBlerdem 148t sich fiir harte Im-
pulse die Dispersionsrelation der transversalen Anregungen durch die einfache Relation

w o= ﬁzj + K2,
~ 3 N,
e = §mz = -6—ng2 (6.19)

approximieren. Dies folgt aus der Tatsache, dafi sowohl in der HTL- als auch in der Ein-
schleifen-Naherung die transversale Selbstenergie fiir fast lichtartige Impulse durch

H’I‘(pﬁa p) w ﬁlﬁ
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gegeben ist (vergleiche (2.41)). Da somit fiir grofie Impulse der Pol des transversalen Propa-
gators durch die Beziehung (6.19) festgelegt wird, wird 77, auch asymptotische Gluonmasse
genannt. 6.19 Aus der Abbildung 6.1 wird deutlich, daf diese asymptotische Approximation

QT-Anteil zur SR

p/m,

Abbildung 6.1: Die HTL-Disperionsrelation der transversalen Gluon-Anregung
(volle Line) und deren asymptotische Approximation (gestrichelt). Zum Ver-
gleich ist strich-punktiert die durch die thermische Gluonmasse festgelegte
Massenschale dargestellt. Diese beschreibt die HTL-Dispersion zwar gut fiir
kleine Impulse, besitzt aber fiir die relevanten Impulse p ~ T' aufgrund des
Unterschiedes zwischen der thermischen und der asymptotischen Gluonmasse
eine systematische Abweichung. SchlieBlich zeigt die lang strich-punktierte Li-
nie den Quasiteilchen-Anteil der transversalen Anregung an der Summenregel
(eine Ordinaten-Einheit auf der rechten Ordinate entspricht 100%).

bereits fiir p 2 gT recht gut ist. Ebenfalls gezeigt ist dort, daf der Quasiteilchen-Beitrag der
transversalen Moden die Summenregel des Gluon-Propagators nahezu sittigt.

Die thermodynamischen Eigenschaften des Plasmas werden aufgrund des thermischen
Phasenraumes d®pnp(p) hauptsichlich durch die Zusténde mit harten Impulsen p ~ T be-
stimmt. Der Beitrag der Zustinde mit Impulsen p S m, ~ ¢gT' ist dagegen von einer hdheren
Ordnung in der Kopplung g. So ist beispielsweise der Beitrag dieses Phasenraumgebietes
zur idealen Energiedichte

‘ o 7
€iq ~ dpwnp(p) ~ / dpp*w— ~ T*0(g%),
p<gT 0 w

wihrend die vollstindige Energiedichte durch

eia ~ T*[1 — O(g%)]
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gegeben ist (vergleiche (6.15)). Damit kann die in einfacher Form approximierte Dispersi-
onsrelation (6.19) bis auf einen hier unwichtigen Fehler hoherer Ordnung auch fiir Impulse
P < g7 zu Berechnung thermodynamischer Gréflen angewendet werden.

Somit ergibt sich mit der bereits ausfiihrlich diskutierten Motivation, bei grofen Kopp-
lungsstérken nur die perturbativen Korrekturen niedrigster Ordnung in konsistenter Weise
zu beriicksichtigen, das folgende Quasiteilchen-Bild des heilen Gluon-Plasmas:

Es existieren im Plasma zwei transversale massive bosonische Quasiteilchen-
Anregungen mit der Dispersionsrelation (6.19), die fiir den gesamten Phasen-
raum angewendet werden kann. Die Dampfung dieser propagierenden Quasiteil-
chen sowie die Existenz langwelliger longitudinaler Moden kénnen in der ange-
strebten Approximation vernachlissigt werden.

Da in diesem Sinne 7, in (6.19) als Quasigluonmasse angesehen werden kann, kann die ef-
fektive Beschreibung (6.5) und (6.10) der Thermodynamik der skalaren Theorie unmittelbar
auf das Gluon-Plasma verallgemeinert werden. Mit w, = (72 + p?)*/? und d, als Zahl der
thermischen Gluon-Freiheitsgrade erhélt man fiir den Druck des Gluon-Plasmas

T oo
Po(T) = dyss [ dpp?In (1 - expl~wy/T}) = B(T),
diing(T) . . d 1 1
T) = 2 — . .
daT "y )27r2 /o PP wy exp{wy [T} —1 (6.20)

T
B(T) = Bo—/To dT

Die aus (6.7) und (6.9) folgende Energie- bzw. Entropiedichte besitzen wieder die Gestalt
(6.6) bzw. (6.8).

Es verbleibt die Angabe der Temperaturabhingigkeit der Kopplungsstirke in der Qua-
sigluonmasse in (6.19). Im folgenden wird von dem durch die Renormierungsgruppentheorie
in niedrigster Ordnung motivierten Ansatz

2
G2(T) = 48’; — T 1) (6.21)
+T,
llNcln (—Tc-]'A—')

ausgegangen [Pes94]. Der Parameter T stellt hierbei eine phinomenologische Regularisie-
rung der Kopplungsstédrke nahe der kritischen Temperatur dar, und die Renormierungsskala
wurde als T,/ X geschrieben. Fiir grofle Temperaturen T' > T geht G(T') in die gebriuchliche
Form g(T') der Temperaturabhéngigkeit der Kopplung iiber [Kap89].

Im asymptotischen Grenzfall stimmt das effektive Quasiteilchen-Modell mit der iiblichen
perturbativen Reihe fiir das thermodynamische Potential des Gluon-Plasmas in der fithren-
den Ordnung in g iiberein. Dies 1a8t sich leicht fiir die Eichgruppen SU(NV.) mit beliebigen
N, mit Hilfe der Beziehungen (6.15) und (6.17) zeigen.

Im nichtperturbativen Regime nahe des Phaseniibergangs wurden systematische Simu-
lationen des SU(3)-Gluon-Plasmas auf Gittern der Gréfien 16® x 4 bis 32® x 8 durchgefiihrt
[Boy96]. In dem Temperaturbereich der thermodynamischen Gitterrechnungen erlaubt das
effektive Modell eine nahezu perfekte Beschreibung der vorhandenen Daten. Die Interpola-
tion zwischen diesem Regime starker Kopplung zu dem asymptotischen Grenzfall ist dabei
wieder glatt. Bei dem in der Abbildung 6.2 gezeigten Fit der Daten [Boy96] wurde neben
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T/T,

Abbildung 6.2: Der Vergleich der Kontinuum-extrapolierten Gitter-SU(3)-
Daten [Boy96] mit dem Quasiteilchen-Modell (Linien). Dargestellt sind die
Daten fiir den skalierten Druck § = p/T* (Kreise), die skalierte Entropiedichte
§ = 3/T® (Quadrate) und die Energiedichte & = ¢/T"* (Rauten). Die gestrichel-
te Linie zeigt den Verlauf der skalierten Bag-Funktion B(T')/T*, die fiir Druck
und Energiedichte die Abweichungen von den Groflen fiir das ideale massive
Gas angibt.

den Parametern A und T,/T, in der Kopplungsstirke (6.21) auch die Zahl d; der thermody-
namischen Freiheitsgrade der Quasigluonen angepaft. Dies liefert das Ergebnis

A=417, T)T.=-071, d,=17.2. (6.22)

Damit liegt die Zahl der gluonischen Freiheitsgrade nahe des erwarteten Werts von d, =
2(NZ —1) = 16, wobei die geringfiigigen Abweichungen zum einen durch die schwer vorzu-
nehmende absolute Skalierung der Gitterdaten oder in dem effektiven Modell durch Beitrige
héherer Ordnung®, wie z. B. auch die der longitudinalen Gluonen, begriindet sein kénnten.
Auch der gefittete Wert fiir den Parameter A ist verniinftig. Im asymptotischen Limes ist
némlich die Abhingigkeit der Kopplung vom Impuls ) durch die Beziehung

4872

)

3Tatsichlich liefert die Verwendung des Zweischleifen-Resultats fiir die Kopplungsstirke einen optimalen
Fit mit dy = 16.6.

FQ%) =
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gegeben [I1Z80], wobei der Wert der Skala Aqcep (abhingig vom verwendeten Renormierungs-
schema) etwa 200 MeV betrigt. In dem heiBen Plasma ist der mittlere quadratische Impuls
aber von der Grofle

(@)T) ~(3.2T)%,
so dafl man durch den Vergleich mit (6.21) bei grofen Temperaturen die Beziehung

1.

A~32
Aqep

(6.23)

erhilt. Die Ubergangstemperatur fiir den gluonischen Deconfinement-Phaseniibergang 148t
sich durch Betrachtungen zur string tension in den Gitterrechnungen mit T, ~ 260 MeV
angeben [Boy96]. Damit folgt aus der Abschétzung (6.23) gerade der in (6.22) angegebene
Wert fiir A. Obgleich diese genaune Ubereinstimmung sicher zufallig ist, zeigt sie dennoch die
Konsistenz der Betrachtungen. In &hnlicher Weise kann der Parameter T,/7T, abgeschitzt
werden, da dieser in enger Beziehung zu der latenten Warme des Phaseniibergangs steht,
deren absoluter Wert ebenfalls aus den Gitterrechnungen bestimmt werden kann.

Da die Bag-Funktion durch die Integraldarstellung (6.13) gegeben ist, muf der Wert
der Integrationskonstante By noch festgelegt werden. By wurde hier nicht als zusitzlicher
Fitparameter angenommen, sondern durch das Anpassen des effektiven Modells an die Git-
terdaten bei der Ubergangstemperatur zu

Bo = B(T,) = 0.16 T* (6.24)

bestimmt. Auch dieser Wert kann aufgrund des erwahnten Zusammenhangs zum Bag-Modell
als sinnvoll angesehen werden, da fiir die Bag-Konstante ein Wert der Gréfenordnung von
(200 MeV)* angegeben wird. Im Gegensatz zu der zu einfachen Parametrisierung der Ther-
modynamik von QCD-Plasmen durch das Bag-Modell wechselt die Funktion B(T') in dem
hier betrachteten Zugang jedoch das Vorzeichen bei T ~ 2 T, was aufgrund der asymptoti-
schen Form (6.17) fiir B(T') auch zu erwarten ist.

Aus den bereits betrachteten thermodynamischen Eigenschaften lassen sich weitere in-
teressante Groflen ableiten. Eine dieser Groflen ist das sogenannte Wechselwirkungsmafl
(e — 3p)/T*, welches fiir ein freies System identisch verschwindet. In dem einfachen Bag-
Modell mit der Zustandsgleichung p = pq — B, e = e;q + B wird klar, dafi das Wechsel-
wirkungsmaB hauptsichlich nichtperturbative Effekte beschreibt, die hier durch die Bag-
Konstante parametrisiert werden. Dies gilt &hnlich auch fiir realistischere Plasma-Modelle.
Das Wechselwirkungsma$ ist bei numerischen Rechnungen auf dem Gitter von besonderer
Bedeutung, da es weniger als andere Grolen sensitiv auf finite-size Effekte ist. Wie in der
Abbildung 6.3 dargestellt ist, stimmen insbesondere oberhalb des ausgeprigten Maximums
des Wechselwirkungsmafes bei 1.2 T, die auf verschiedenen Gittern berechneten Daten so-
wohl untereinander als auch mit dem Ergebnis des Quasiteilchen-Modells gut iiberein.

Eine Grofle, die fiir die Beantwortung experimenteller Fragestellungen grofie Relevanz
besitzt, ist die Schallgeschwindigkeit ¢, im Plasma. Diese wird aus der Zustandsgleichung
durch die Relation

Op
2 e
€= 30 (6.25)

bestimmt und ist in der Abbildung 6.4 dargestellt. Es ist klar, daB ¢, nahe des Phaseniiber-
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gL I —— 16°x4 ]
P\ = 32° x6

T/T,

Abbildung 6.3: Das WechselwirkungsmaB (e — 3p)/T* als Funktion der Tem-
peratur entsprechend der Gitterrechnungen [Boy96] fiir verschiedene Gitter-
grofen und das Ergebnis des Quasiteilchen-Modells (volle Linie).

gangs klein wird, da dort die Wechselwirkung zwischen den Teilchen stark abgeschirmt
wird. Die Schallgeschwindigkeit erreicht aber schon bei Temperaturen T' ~ 27T, etwa 95%
der asymptotischen Schallgeschwindigkeit von ¢/3.

Als eine letzte Grofle wird in der Abbildung 6.5 das Verhaltnis 3p/e als Funktion der
Energiedichte betrachtet. Dieses Verhéltnis geht fiir grole Werte von e gegen Eins. Fiir T' —
T. nimmt es ab, erreicht bei 7, den sogenannten weichsten Punkt der Zustandsgleichnung
(softest point), um unterhalb der Phaseniibergangstemperatur wieder anzusteigen. Die dabei
freigesetzte latente Warme bestimmt dort das hydrodynamische Verhalten des Plasmas.

Die Diskussion der angefiihrten thermodynamischen GréBen zeigt®, dafl das vorgestellte
Quasiteilchen-Modell nicht nur eine einfache physikalische Interpretation der numerischen
Gitterdaten erlaubt. Vielmehr stellt es eine recht einfache Mdglichkeit der Parametrisie-
rung der Zustandsgleichung des Gluon-Plasmas fiir weiterfiihrende Untersuchungen, wie
z. B. hydrodynamische Evolutionsmodelle, dar. Des weiteren erlaubt das Modell nach einer
einfach vorzunehmenden Verallgemeinerung eine Abschitzung der Zustandsgleichung des
realen QGP, welche derzeit durch Gitterrechnungen aus technischen Griinden noch nicht
unmittelbar bestimmbar ist. Dies bildet den Gegenstand des Abschnittes 6.4. Zuvor soll
aber noch die sogenannte Debye-Masse der Gluonen betrachtet werden, eine Grofe, die
in dem Quasiteilchen-Modell ebenfalls einfach zu berechnen ist, die aber mit den bisher
betrachteten thermodynamischen Eigenschaften des Plasmas nicht in einem unmittelbaren
Zusammenhang steht.

4Obgleich der Fit des Druckes als thermodynamisches Potential recht gut ist, ist dies fiir differentielle
GroBen wie das WechselwirkungsmaB oder die Schallgeschwindigkeit nicht von vornherein gegeben.
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T/T,

Abbildung 6.4: Die Vorhersagen aus den Gitterdaten [Boy96] (Symbole) und
des Quasiteilchen-Modells (volle Linie) fiir die Schallgeschwindigkeit als Funk-
tion der Temperatur. Asymptotisch gilt ¢ — 1/3.

Debye-Masse

Die Debye-Masse ist eine statische Grofe, die das langreichweitige Abschirmverhalten der
Wechselwirkung in einem Plasma beschreibt. Um den Begriff der Debye-Masse an einem
einfachen Beispiel zu illustrieren, wird zunéchst ein klassisch beschreibbares, elektromagne-
tisch wechselwirkendes Plasma wie z. B. ein Ionen-Plasma betrachtet. Viele Eigenschaften
dieses Systems kénnen mit der Methode von Debye und Hiickel qualitativ verstanden und
berechnet werden. Nach deren Vorstellungen und wie in der Abbildung 6.6 schematisch
dargestellt, betrachtet man die Dichte n, der Teilchensorte ¢ mit der elektrischen Ladung
e, = z,e im Feld ¢, eines Teilchens mit der Ladung ¢, = z;e. Diese Dichteverteilung ist in
Analogie zu der bekannten barometrischen Hohenformel durch die Relation

na(r) = nl) exp{—zae go(r)/T}

gegeben, wobei n{®) die Teilchendichte im feldfreien Raum ist. Fiir fast-ideale Plasmen (auf

diese Voraussetzung wird gleich noch einmal eingegangen) wird n, niherungsweise durch
gegang

die Approximation

ne 72 0 [1 — zee ¢y /T (6.26)

bestimmt. Somit ergibt sich die Gesamtladungsdichte um die Ladung e; als

2
e
Py =€ Z Zallg & — z ngo)zz rd b, (6.27)
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3ple

Abbildung 6.5: Die Zustandsgleichung des SU(3)-Gluon-Plasmas in der Form
p/e als Funktion der Energiedichte e.

Abbildung 6.6: Die Verteilung der Ladungen e, = z,e im Feld der Ladung
€p — Zpe.

da fiir ein neutrales Plasma 3, n{%¢, = 0 gilt. Die Poisson-Gleichung Ay = —4mp;, die das
elektrische Feld um die Ladung e, bestimmst, nimmt somit die Gestalt

Adp— A2, =0 (6.28)

an, wobeil der Parameter A durch die Relation

a

2
A2 =4rx -;—; S n{02 (6.29)

gegeben ist.
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Wihrend die bisherigen Uberlegungen recht allgemeiner Natur waren, werden im folgen-
den Plasmen bei hohen Temperaturen untersucht. Zundchst wird die gemachte Annahme
eines fast-idealen Plasmas genauer formuliert. Die GroBenordnung der Teilchendichten lassen
sich bei hohen Temperaturen durch den Ausdruck fiir das masselose Stefan-Boltzmann-Gas
abschétzen,

n© = % = d%?;lT?’ ~0.12dT°, (6.30)

wobei d die Entartung der jeweiligen Teilchenspezies angibt. Der mittlere Teilchenabstand
ro ist daher von der Gréflenordnung

—1/3 -
ro~n0/ ~T 1,

Dem entsprechend betrigt die Coulomb-Energie e¢ eines Teilchens im Plasma typischerweise

e? 1 2
€C~ET';_;NGT~ (6.31)
Unter der Annahme einer schwachen elektromagnetischen Kopplung, d.h., e <« 1, ist die
gemachte Voraussetzung iiber das fast-ideale Plasma tatséchlich erfiillt, da die kinetische
Energie der Teilchen von der Groflenordnung

ex~T (6.32)

ist.
Das elektrische Feld um die Ladung e; wird als Losung von (6.28) durch eine Yukawa-
Funktion bestimmt,

$o(r) = 3:— exp{;r/A}, (6.33)

wobei der in der Gleichung (6.29) eingefiihrte Parameter A die Abschirmlinge des Feldes im
Plasma bestimmt. Unter der Annahme der thermischen Teilchendichte (6.30) ist A von der
Groflenordnung

A~ (eT)T. (6.34)

Dieser typischen Liénge 138t sich eine Grofle von der Dimension einer Masse zuordnen,
némlich

m~ A"t~ eT. (6.35)

In diesem Sinne kann die Wechselwirkung in dem betrachteten Plasma durch den Austausch
massiver Teilchen verstanden werden. Deren Masse ist proportional zu der Kopplung e und
(aus Dimensionsgriinden) zu der Temperatur. Wie bereits diskutiert wurde, ist die durch
diese Masse beschriebene Abschirmung ein kollektiver Effekt der Wechselwirkung im Plasma;
die Photonen als eigentliche Vermittler der Wechselwirkung bleiben natiirlich masselos. Es
zeigh sich allerdings auch unter dem hier betrachteten Gesichtspunkt, dafl die Vorstellung
massiver Quasiteilchen als Konstituenten des Plasmas durchaus hilfreich ist.

In einer mehr formalen Art und Weise kann fiir Plasmen mit Abelscher Wechselwirkung
die Debye-Masse definiert werden als

my = ix_zg g&% Tlgo(w, k). (6.36)



6.2 Das SU(3)-Gluon-Plasma nahe des Deconfinement-Phaseniibergangs 119

Der doppelte Grenziibergang fiir die longitudinale Komponente des Polarisationstensors
entspricht der eingangs gemachten Bemerkung, da die Debye-Masse ein Ma$ fiir die lang-
reichweitige Abschirmung der statischen elektrischen Wechselwirkung darstellt. In Analogie
zu (6.36) wird die Abschirmung der magnetischen Wechselwirkung im Plasma durch die
transversalen Komponenten des Polarisationstensors bestimmt.

Fiir QCD-Plasmen erweist sich die obige Definition der Debye-Masse jedoch nicht als
sinnvoll. Wahrend nimlich der elektromagnetische Polarisationstensor und damit auch die
durch (6.36) definierte GroBe explizit eichunabhéngig sind, ist dies fiir nicht-Abelsche Eich-
theorien nicht der Fall: eine entsprechend (6.36) definierte Gréfe erweist sich hier als sowohl
eich- als auch renormierungskalenabhéngig. Gleichwohl sollten physikalische (d. h., mefbare)
GroBen, die sich aus dem Polarisationstensor ergeben, wie z. B. die Dispersionsrelation bzw.
die Abschirmlénge, wohldefiniert sein. Rebhan konnte zeigen [Reb93], da fiir nicht-Abelsche
Plasmen die modifizierte Definition

m3 = kl&{ﬁo (}g% Hoo(w, k) - (6.37)
die geforderten Figenschaften (in der nichst-fiilhrenden Ordnung der Storungstheorie) be-
sitzt. Die durch (6.37) definierte Debye-Masse beschreibt als Pol des vollen Propagators so-
mit tatsichlich selbstkonsistent die statische Abschirmung der farb-elektrischen Kraft {iber
lange Distanzen im Plasma.

Der fiir das weitere bendtigte Zusammenhang der longitudinalen Polarisation mit der
phénomenologisch eingefiihrten Dielektrizititsfunktion e(w, k) ist durch die Beziehung

Hoo(w, k) = k*(—1 + €(w, k)) (6.38)

gegeben [AGD75]. Im Rahmen der kinetischen Theorie 148t sich fiir die farb-dielektrische
Funktion der Ausdruck

N8 Ep kp Kl
—1+e(w, k) = N 22 / 5 F EG) ke T (k 3p) (p) (6.39)

angeben [EH89], wobei f(p) die thermische Verteilungsfunktion, E(p) die Energie und 7
die Entartung der Teilchenanregungen bezeichnen. Diese Relation entspricht dem bekannten
Lindhard-Ausdruck fiir die dielektrische Funktion eines entarteten Elektronengases (siche
z.B. [Zim92]). Im vorliegenden Fall ist f(p) durch die Bose-Verteilungsfunktion np der
Quasiteilchen gegeben und hingt nur von p = |p| ab, so daB gilt

s} kp 0
(&)0-7 o

Den zwei propagierenden Freiheitsgraden entsprechend ist 4 = 2. Somit ergibt sich nach
(6.37) und (6.38) nach Ausfithren der Winkelintegration in (6.39) fiir die Debye-Masse der
Ausdruck

1 feo )
mp = Neg® — fo dpp* exp{p® + M2} nk(p). (6.40)

Fiir verschwindende Quasigluonmasse 7, — 0, d.h., im asymptotischen Grenzfall, geht
dieser Ausdruck in das bekannte Resultat in der fiihrenden Stérungsordnung iiber [Kap89],

m} 23 Ne gopa. (6.41)
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Dieses Ergebnis ist wohl zu unterscheiden von der thermischen Gluonmasse m, bzw. der
Quasigluonmasse 7,, welche durch nicht-statische Grenzwerte der Gluon-Polarisation ge-
geben sind. Im asymptotischen Limes verhalten sich die Quadrate der Debye-Masse und
der Quasigluonmasse (6.19) wie 1:2. Dieses asymptotische Verhaltnis unterscheidet sich be-
trachtlich von dem bei Temperaturen um die kritische Temperatur T, d.h., bei gréBeren
Kopplungsstarken. Die numerische Auswertung von (6.40) mit der durch die Parameter
(6.22) bestimmten effektiven Gluonmasse ist in der Abbildung 6.7 im Temperatur-Intervall
[T,,4T,] dargestellt. Wahrend die Quasigluonmasse fiir T — T, stark ansteigt, fallt die

T/T,

Abbildung 6.7: Die Quasigluonmasse 7, (gestrichelte Linie) und die Debye-
masse mp (volle Linie) im kinetischen Zugang. Die Symbole sind die Ergebnisse
der numerischen Gitterrechnung [Gao90] der Debye-Masse.

Debye-Masse nach einem leichten Anstieg dort steil ab. Das Massenverhéltnis stellt somit
ein MaB fiir nichtperturbative Effekte im Plasma dar. Wie in [Pes96] angefiihrt, kann ein
solch ausgepragt nichtperturbatives Verhalten interessante Konsequenzen fiir Signale des
Deconfinement-Phaseniibergangs in Schwerionenstdfen liefern. Derartige Signale sind z. B.
die J/U-Unterdriickung, elektromagnetische Proben und die Strangeness-Verstarkung tiber
den Zerfall ¢ — s massiver Gluonmoden. Fiir Temperaturen 27, ST S47, sind beide
Massen etwa gleich groB. Das Verhiltnis beider Massen nihert sich fiir T — oo aufgrund
der logarithmischen Temperaturabhingigkeit der Kopplungskonstante (6.21) nur sehr lang-
sam dem asymptotischen Limes.

Damit gibt der kinetische Zugang mit der durch die thermodynamischen Daten para-
metrisierten Quasigluonmasse den Verlauf der vorhandenen Gitterrechnungen [Gao90] zur
SU(3)-Debye-Masse qualitativ recht gut wider. Auflerdem stellt sie auch eine akzeptable
quantitative Abschétzung der Gitterdaten dar, obgleich die systematische Abschatzung der
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finite size Effekte und insbesondere die Skalierung dieser auf einem (243 x 6)-Gitter berech-
neten Daten derzeit noch aussteht.

6.3 Das QCD-Plasma mit vier leichten Quark-Flavors

Im vorangegangenen Abschnitt wurde das reine Gluon-Plasma betrachtet. Ein real exi-
stierendes stark wechselwirkendes Plasma enthélt jedoch einen gewissen Fermionen-Anteil.
Daher ist die theoretische Untersuchung solcher Systeme von einer besonderen Relevanz,
wahrend die Betrachtung des reinen Gluon-Plasmas (was der Annahme unendlich schwe-
rer Quarks entspricht) eher dem allgemeinen Verstindnis nicht-Abelscher Eichtheorien bei
endlichen Temperaturen sowie der Entwicklung numerischer Methoden dient.

Die algorithmische Implementierung von Fermionen auf einem diskreten Raumzeit-Gitter
ist wesentlich schwieriger als jene zur Beschreibung rein gluonischer Systeme [Cre83], so
daBl zu diesen Systemen erst seit kurzem verlifliche thermodynamische Daten verfiigbar
sind. Eine technische Schwierigkeit liegt beispielsweise in der Simulation sehr leichter bzw.
masseloser Quarks; die fiir endliche Quarkmassen berechneten Daten miissen zu dem zur
Beschreibung der u- und d-Flavors geeigneten chiralen Limes extrapoliert werden.

Die fiir das folgende zugrunde liegenden Daten [Eng97] wurden auf einem 16 x 4-Gitter
mit staggered Quarks in 4 Flavors berechnet. Aus den urspriinglichen Daten mit den Quark-
massen mq = 0.4 T bzw. m, = 0.2T (jeweils fiir jede Flavor-Art) wurde zu dem interessieren-
den chiralen Limes extrapoliert. Die finite-size Effekte wurden dabei noch nicht (wie manch-
mal iiblich) durch ein Skalieren entsprechend der wechselwirkungsfreien Theorie auf dem
endlichen Gitter vorgenommen. Daher wird bei dem Anpassen des Quasiteilchen-Modells
die Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade der Gluonen d, und jener der Quarks dy
wieder als Parameter zugelassen, um die finite-size Effekte zu parametrisieren.

Zur Beschreibung des Quark-Gluon-Plasmas kann das im vorangegangenen Abschnitt auf
das heifle Gluon-System angewandte Quasiteilchen-Modell leicht verallgemeinert werden. Da
sich das thermodynamische Potential des Systems aus dem Quasiteilchen-Anteil und dem
Wechselwirkungsterm, der die Selbstkonsistenz gewshrleistet, entsprechend Gleichung (6.5)
zusammensetzt, muB hier noch die effektive Masse der Quarks bestimmt werden. Dies erfolgt
in Analogie zu dem rein gluonischen Fall. Obwohl auch die Dispersionsrelation der Quarks
im heiflen Medium bereits in der Einschleifen- oder der HTL-N#herung recht kompliziert ist,
nimmt sie, wie in (3.45) gezeigt, fiir die relevanten thermischen Impulse die einfache Gestalt

w® =l + kK (6.42)

an. Die Dampfung dieser wie freie Teilchen der Masse 1, propaglerenden Moden kann
dabei in der hier betrachteten Niherung vernachlissigt werden®. Ahnlich wie die longitu-
dinalen Gluon-Moden (Plasmonen) sind auch die Antiquark-Loch-Anregungen (Plasminos)
bei thermischen Impulsen iiberdimpft. Dies ist von vornherein klar, denn die Existenz die-
ser Anregungen ist an das ausgezeichnete Bezugssystem des Mediums gebunden, dessen
Einflul auf sehr energiereiche Teilchen aber gering ist. Der Beitrag dieser weiteren Quark-
Anregungsmoden zu thermodynamischen Grofen kann daher in der angestrebten Niherung

5Das ist aufgrund des analytischen Zusammenhangs von Real- und Imaginérteilen der Selbstenergie iiber
Dispersionsrelationen klar.
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vernachlissigt werden, so daf die Quarks im Plasma allein durch ideale Quasiteilchen mit
der Masse

G N2 -1
= 2m} =2 g7 = 59T (6.43)

approximativ beschrieben werden konnen (vergleiche dazu (3.45)). Die Massen m, und g,
die die Ruheenergie bzw. die asymptotische Dispersionsrelation der Quark-Anregungen be-
stimmen, unterscheiden sich dhnlich wie im Falle der gluonischen Anregungen nur um einen
Faktor.

Das gesamte thermodynamische Potential bzw. der Druck des Systems kann als Summe
des Quasigluon- und des Quasiquark-Anteils summiert iiber alle Flavor-Arten sowie des
Wechselwirkungsbeitrages aufgeschrieben werden,

p(T) = pla(T,0g) + 3° pla(T, 1) — B(T). (6.44)

flavors

Die Wechselwirkung zwischen den bosonischen und den fermionischen Quasiteilchen duflert
sich in diesem Zugang in der Bag-Funktion B(T'), die infolge der Stationaritit des thermo-
dynamischen Potentials (6.11) durch die zu (6.10) analoge Beziehung

i@ _ Opia(T, fg) ding + Z Opu(T, 7ny) ding
dl ~ 9y AT &2 0m, dT

(6.45)

gegeben ist. Schliefilich muf der Beitrag der vorhandenen Quark-Flavors auch noch in der
laufenden Kopplungsstéirke beriicksichtigt werden, die in Verallgemeinerung von (6.21) in
der Gestalt

4872

GX(T) = " (6.46)

2
(11N, — 2n) In (T + T’)

T./\

wieder durch die Gré8en T, und A parametrisiert wird. Fiir groie Temperaturen, im asym-
ptotischen Limes, geht G(T') in das bekannte perturbative Resultat [Kap89] iiber.

Wie eingangs diskutiert, werden bei dem Vergleich des Modells mit den Gitterdaten
[Eng97] nicht nur die Parameter T, und A in der Kopplung (6.46) angepaBt, sondern auch
die Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade. Da im vorliegenden Fall die Quarks Spin-,
Teilchen/Antiteilchen-, Farb- und Flavor-entartet sind, wird in (6.44) die Summe iiber die
Quark-Flavors durch Multiplikation mit der Zahl d; der Quark-Freiheitsgrade beriicksich-
tigt. Um den Parameterraum nicht unnétig zu vergréBern, wird das Verhéltnis der Zahl
der gluonischen zu jener der fermionischen Freiheitsgrade entsprechend des perturbativen
Resultats festgelegt, d.h., fiir N, = 3 und ny = 4 durch

dy  2-2-Nemy
d,  2(N2-1)
Wie in der Abbildung 6.8 dargestellt ist, ermoglicht das Quasiteilchen-Modell bereits unter

dieser Einschrinkung der méglichen Parameter einen nahezu optimalen Fit der Gitterdaten.
Die Parameter wurden hierbei als

3.

A=667, TfT.=-081, d, =206, d;=3d, (fixiert) (6.47)
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Abbildung 6.8: Die zum chiralen Limes extrapolierten thermodynamischen
Gitter-Daten [Eng97] mit ny = 4 Quark-Flavors und die Resultate des
Quasiteilchen-Modells (Linien). Die Kreise markieren die Daten fiir den Druck,
die Quadrate die Entropiedichte und Rauten die Energiedichte. Gestrichelt
dargestellt ist die Bag-Funktion B(T). Die Resultate wurden wie in der Abbil-
dung 6.2 auf dimensionslose Einheiten skaliert. Die Lange der Ordinaten-Achse
entspricht dem freien Limes.

gewihlt. Aufgrund der im Abschnitt 6.2 angegebenen Diskussion der Bedeutung der Gréfen
X und T;/T, ist zu erwarten, daB sich diese Werte nicht wesentlich von denen fir das rei-
ne Gluon-Plasma unterscheiden. Diese Annahme wird durch den Vergleich von (6.47) mit
(6.22) bestitigt. Auch die Zahl der effektiven thermodynamischen Freiheitsgrade d, bzw. d;
ist verniinftig. Bei relativ kleinen GittergroBen wie im vorliegenden Fall spielen finite-size Ef-
fekte eine in Betracht zu ziehende Rolle. Eine erste Abschétzung dieser Effekte kann durch
die Untersuchung eines entsprechenden Systems ohne Wechselwirkung auf dem endlichen
Gitter gegeben werden, die weitgehend analytisch mdglich ist. Die Berechnung von thermo-
dynamischen Gré8ien wie Druck und Energiedichte im freien Limes liefert auf dem hier vor-
liegenden 162 x 4-Gitter gerade das 1.2fache der entsprechenden Stefan-Boltzmann-Werte.
Die entsprechende Zahl der effektiven gluonischen Freiheitsgrade von 1.2-2{N? —1) ~ 19.2
im wechselwirkungsfreien Fall ist eine erste grobe Naherung fiir den in (6.47) bestimmten
Wert von d, = 20.6.

Fine letzte Bemerkung betrifft die in [Fng97] vorgenommene Extrapolation der mit end-
lichen Quarkmassen vorgenommenen Gitterrechnungen zum masselosen chiralen Limes. Als
typisches und auch durch weitere Simulationen [Ber97] beststigtes Merkmal der Gitterrech-
nungen wird ein UberschieSen der Energiedichte knapp oberhalb der Phaseniibergangstem-
peratur festgestellt. Dieses in Abhéangigkeit von der Gittergrofie mehr oder weniger ausge-
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pragte Verhalten stellt sich jedoch als ein Artefakt der auf dem Gitter (notwendigerweise)
anzunehmenden Strom-Quarkmassen m, ~ T" heraus. Umgekehrt wird dieses Verhalten der
Energiedichte aber auch durch das effektive Quasiteilchen-Modell reproduziert, wenn dabei
die Ruhemasse der Quarks (neben dem durch die Wechselwirkung generierten thermischen
Anteil) als proportional zur Temperatur angenommen wird.

6.4 Das Quark-Gluon-Plasma mit seltsamen Quarks

Die beiden vorangegangenen Abschnitte haben gezeigt, dafl das vorgestellte Quasiteilchen-
Modell die thermodynamischen Gitter-Daten fiir verschiedene QCD-Systeme in der Decon-
finement-Phase beschreiben kann. Hier soll nun mit Hilfe dieses Modells eine Abschatzung
der Zustandsgleichung des realen QGP gegeben werden, die iiber bisherige einfache Pro-
gnosen wie durch das Bag-Modell oder naiv-perturbative Resultate, die im offensichtlichen
Widerspruch zu den Gitterdaten sind, hinausgehen. Dabei soll insbesondere der Einfluf}
der seltsamen Quarks untersucht werden. Dies ist interessant, weil in vielen analytischen
Ansitzen die u- und d-Quarks berechtigterweise als masselos approximiert werden, die s-
Quarks aber aufgrund ihrer Masse von m, ~ 150 MeV héufig als thermisch unterdriickt an-
genommen und vernachléssigt werden. Bei numerischen Simulationen zur Thermodynamik
stark wechselwirkender Systeme hingegen liegt derzeit das Interesse auf der Extrapolation
der Resultate zum masselosen Limes; Berechnungen mit realistischen Quarkmassen konnten
bislang noch nicht durchgefiithrt werden. Andererseits hat jedoch gerade der seltsame Quark-
Anteil des QGP interessante Konsequenzen [Sto97]. Da in Atomkernen im Grundzustand
seltsame Quarks nur im See-Anteil existieren und erst in Kern-Kern-St68en explizit angeregt
werden, bieten sich zum experimentellen QGP-Nachweis gerade seltsame Signaturen an.

Zu einer Abschitzung der Zustandsgleichung des QGP mit massiven s-Quarks kénnen
die Parameter des Quasiteilchen-Modells durch sinnvolle Annahmen eingeschrénkt werden.
Zunichst wird hier angenommen, dafl der Deconfinement-Phaseniibergang bei einer Tem-
peratur von

T, = 170 MeV (6.48)

stattfindet. Dies ist eine in der Literatur oft angegebene Temperatur; die im folgenden
vorgenommene Abschétzung hingt allerdings nur wenig sensitiv von dem genauen Wert
von T, ab.

Die Zustandgleichung der hadronischen Materie unterhalb von T, wird durch das Re-
sonanzgas-Modell [CKS97] mit den 100 leichtesten Hadronen-Zusténden approximiert. Die
Gibbs-Bedingung fiir den Phaseniibergang,

phadron(Tc) — pqg(Tc) .
mit p(T) = ply(Tiing) + 3. (T, ) — B(T), (6.49)

flavors
liefert einen Zusammenhang zwischen den Gréflen A und 7/7T., welche die Kopplungsstirke
(6.46) bzw. die effektiven Quasiteilchenmassen 7, und 7, parametrisieren, und dem Wert
der Bag-Funktion B(T') bei T,. Wie im Abschnitt 6.1 diskutiert wurde, ist es naheliegend,
B(T.) mit der iiblicherweise angegebenen Bag-Konstante B zu identifizieren. Im folgenden
wird von dem oft verwendeten Wert

B = B(T.) = (180 MeV)* (6.50)
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ausgegangen®.

Die effektiven Masse m, der Gluonen ist durch (6.19) gegeben. Unter der Vorausset-
zung, da die Masse mg der Strom-Quarks in der GréBenordnung des thermisch generier-
ten Anteils ~ gT' der Ruheenergie liegt oder kleiner ist, kann die einfache Quasiteilchen-
Dispersionsrelation (6.42, 6.43) auch zur approximativen Beschreibung massiver Quarks
verwendet werden, wenn m, dort durch

1 NZ -1
my = 3 (mo + \/ma + =% g2T2) (6.51)

ersetzt wird [Pi89b]. Aus dieser Beziehung ist ersichtlich, dafl in dem betrachteten Tempera-
turbereich auch die s-Quarks eine wesentliche Rolle fiir die Thermodynamik spielen, da der
thermische Anteil der effektiven Quarkmasse von einigen 100 MeV groBer als die Strommasse
mo der seltsamen Quarks ist. Die leichten u- und d-Quarks kénnen dagegen sinnvollerwei-
se als (Strom-) masselos angenommen werden. Andererseits ist klar, da8 die Beitrédge der
schwereren Flavors mit m, > m, ~ 1.4 GeV so klein ist, daB sie im Rahmen der angestrebten
Genauigkeit vernachlissigt werden konnen; auBerdem ist dann die Beziehung (6.51) nicht
giiltig.

Damit verbleibt nur ein freier Parameter in dem Quasiteilchen-Modell, da der Zusam-
menhang zwischen A und T;/7T, durch die Gibbs-Bedingung (6.49) bestimmt ist. Fiir die
folgenden Abschitzungen wird der Parameter ) iiber den weiten Bereich von

3.6<A<10.7 entsprechend 04<T,/T.<0.8 (6.52)

varilert. In der Abbildung 6.9 sind die auf diese Weise erhaltenen effektiven Massen der Qua-
sigluonen und der verschiedenen Quasiquarks sowie die Abhéingigkeit der effektiven Kopp-
lungsstirke von der Temperatur dargestellt. Die Masse der Quasigluonen ist aufgrund ihrer
starkeren Wechselwirkung mit dem Medium gréBer als die der Quasiquarks. Unterschiede
zwischen den leichten Flavors und den s-Quarks werden nur nahe T; deutlich. Bereits bei
Temperaturen von 4T, ~ 700 MeV, die méglicherweise in Schwerionen-Kollisionen am LHC
erreicht werden, differieren die thermischen Quarkmassen nur noch um 10%. Man kann des-
halb erwarten, daB sich bei sehr hochenergetischen SchwerionenstdBen die seltsamen Quarks
dhnlich verhalten wie die leichten u- und d-Quarks. In der Tat hat man schon bei SPS-
Energien eine im Vergleich zu pp-Sto8en erhohte Produktionsrate von seltsamen Hadronen
gefunden.

Diese Tatsache kommt auch in den Quasiteilchen-Dichten der Gluonen und der verschie-
denen Quark-Flavors zum Ausdruck, die durch

1 oo 1
(D) =diz— [ dpp’ ——— 6.53
ni(T) 211'2/0 PP exp{w;/T}+1 (6:53)

gegeben und in der Abbildung 6.10 dargestellt sind. Der Faktor d; gibt dabei die Entar-
tung der jeweiligen Teilchenspezies an, fiir Gluonen gilt d, = 2(N? — 1), und d3* = 2.\,
beriicksichtigt die Spin- und Farb-Entartung der jeweiligen Quark-Flavors. Es wird betont,
daB die Teilchendichte der Quasiquarks bereits bei Temperaturen knapp oberhalb von T,

®Eine obere Schranke fiir B(T,) ergibt sich aus den Tatsachen, daB p%? < pli gilt und der Druck p9%(T)
positiv definit ist: B < w2/90 (dy + £ dg) TA. Mit dy = 16,dg =2-2-3 - ny = 36 und T, = 170 MeV folgt
B < (260 MeV)*
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Abbildung 6.9: Das Verhalten der effektiven Quasiteilchenmassen in Abhiingig-
keit von der Temperatur bei der Variation (6.52) des freien Parameters A. In
dieser und in den folgenden Abbildungen gibt die Pfeilrichtung die Funktio-
nen mit kleineren Werten von A an. Dargestellt ist ebenfalls die Variation der
effektiven Kopplungsstirke o, = G?/(4x).

ein Sattigungsverhalten zeigt und bei T 2 27T, etwa 90% des freien Limes erreicht. Die Qua-
sigluonen besitzen dagegen selbst bei Temperaturen von T = 47, nur etwa die halbe Stefan-
Boltzmann-Dichte. Dieser qualitative Unterschied liegt in dem Verhalten der fermionischen
bzw. bosonischen Verteilungsfunktionen bei kleinen Anregungsenergien w begriindet,

@) = e = 5+

nr T oexp{w/T}+1 2 77
1 w

nplw) = ———m——— = =+....

exp{w/T}—-1 T

Wihrend fiir das wechselwirkungsfreie System mit w(p) = p ein betrdchtlicher Beitrag
zu thermodynamischen Groflen von den Zustinden mit kleinem Impuls stammt (Bose-
Verstirkung), wird fiir das wechselwirkende System die Bose-Verstirkung aufgrund der
endlichen Quasiteilchenmasse reduziert.

Damit 148t die Abbildung 6.10 eine interessante Interpretation zu. Nach dem Quasi-
teilchen-Modell kann man in der Nihe von 7, ein QGP mit wenigen, aber massiven Gluo-
nenzustinden erwarten. Diese Vorstellung ist in Ubereinstimmung mit anderen Modellen
[ZBL97], in denen das QGP knapp oberhalb von T, sogar als Plasma massiver Quarks oh-
ne Gluonen beschrieben wird. Das Quasiteilchen-Modell liefert damit den Hinweis, nach
experimentellen Signalen des QGP zu suchen, die sensitiv die Besetzung gerade der Gluo-
nenzustinde testen. Eine Moglichkeit dazu bietet sich beispielsweise durch die Untersuchung
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Abbildung 6.10: Die Dichte der verschiedenen Quasiteilchen in Abhingigkeit
von der Temperatur. Der freie Modell-Parameter A wurde dabei wie in der
Abbildung 6.9 variiert; der Pfeil markiert wieder kleinere Werte von A. Die
gepunktete Linie gibt den Stefan-Boltzmann-Limes der Quasiquark-Dichte an.
Der freie Limes der Quasigluonen-Dichte liegt bei n,/T® =~ 2. Da das QGP
hier bei verschwindendem chemischen Potential betrachtet wird, sind die Teil-
chendichten von Quarks und Antiquarks gleich, so da die Netto-Quark-Dichte
verschwindet.

der thermischen Charm-Erzeugung [K&m97a].

Die Abbildung 6.11 zeigt schlieflich die Zustandsgleichung des QGP im Quasiteilchen-
Modell. Die globalen thermodynamischen Gréfen Druck und Energiedichte werden in einem
starken Mafle durch die Quarks bestimmt; im Vergleich zu der Zahl der Freiheitsgrade der
Gluonen von d, = 16 betragt die der Quarks unter Beriicksichtigung der Teilchen/Antiteil-
chen- sowie der néherungsweisen Flavor-Entartung 2-2- N, - n; = 36. Entsprechend der
Diskussion zu den Quasiteilchen-Dichten gehen daher die Funktionen p(T)/T* baw. e(T')/T*
ghnlich wie die Quark-Dichten bereits bei T' 2 2T, in eine Sattigung iiber, wobei etwa 80%-
90% der jeweiligen Stefan-Boltzmann-Werte erreicht werden. Es wird festgestellt, da8 in dem
betrachteten Temperaturbereich die Quasiteilchen-Beschreibung des QGP einen nichtper-
turbativen Charakter trigt. Wihrend die angegebenen Integraldarstellungen der thermody-
namischen Funktionen nahe T, ein den Gitterrechnungen entsprechendes, glattes Verhalten
zeigen, liefern die Entwicklungen (6.15) nach den Grofien ;/T ~ g Reihen mit stark fluk-
tuierenden Termen.

An dieser Stelle kann hervorgehoben werden, daB die Vorhersage des Quasiteilchen-
Modells fiir die Zustandsgleichung des QGP bei einer freien Variation des Parameters A dber
einen weiten Bereich recht stabil ist. Der formale Grund dafiir ist die Annahme der Existenz
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Abbildung 6.11: Druck und Energiedichte des QGP unter Beriicksichtigung der
seltsamen Quark-Flavors bei Variation des Parameters A entsprechend Glei-
chung (6.52) sowie die Wechselwirkungsfunktion B(T') der Quasiteilchen. Ge-
punktet dargestellt ist die Abschitzung der hadronischen Zustandsgleichung
durch das Resonanzgas-Modell [CKS97]. Die Gro8en wurden wie in der Abbil-
dung 6.2 mit T* skaliert.

eines Phaseniiberganges tiberhaupt; die Gibbs-Bedingung (6.49) schriankt die moglichen Va-
riation der Zustandsgleichung bereits sehr stark ein.

Eine zweite Bemerkung betrifft den Vergleich der Zustandsgleichung des hier betrachte-
ten 3-Flavor-QGP mit der des reinen SU(3)-Gluonen-Plasmas im Abschnitt 6.2. Die qua-
litative Ahnlichkeit der Thermodynamik beider Systeme wird besonders in der Darstel-
lung 6.12 deutlich, wo die Zustandsgleichungen auf die entsprechenden Stefan-Boltzmann-
Werte skaliert wurden. Insbesondere deutet die endliche latente Warme in der Quasiteilchen-
Beschreibung beider Systeme darauf hin, daf der Deconfinement-Phaseniibergang in beiden
Fillen von erster Ordnung ist. Fiir das SU(3)-Plasma ist dies aufgrund der Isomorphie die-
ses Systems zu dem Dreizustands-Potts-Modell, welches in der Statistischen Physik intensiv
untersucht wird, tatsichlich zu erwarten [Zin94]. Die Verhiltnisse bei einer endlichen Zahl
von Quark-Flavors sind komplizierter und strengere Aussagen iiber die Ordnung des Pha-
seniibergangs sind bislang nur fiir den chiralen Limes méglich. Aus Universalitdtsargumenten
erwartet man fiir ny > 3 masselose Quark-Flavors ebenfalls einen Phaseniibergang erster
Ordnung [1Be96], so daf die hier fiir das QGP mit drei massiven Quark-Flavors gefundene
grofe latente Warme physikalisch plausibel erscheint.

Aufgrund der Ahnlichkeit der Zustandsgleichungen kénnen die im Abschnitt 6.2 auf-
gefithrten Betrachtungen zum Abschirmverhalten des Gluon-Plasmas, der Schallgeschwin-
digkeit ¢, sowie zu der hydrodynamisch wichtigen Abhéngigkeit p(e)/e mit dem softest point
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Abbildung 6.12: Vergleich der skalierten Zustandsgleichung p(T") (gestrichelte
Linien) und e(T) (durchgezogen) fiir das reine SU(3)-Gluon-Plasma (diinn)
und das QGP mit drei Quark-Flavors (dicke Linien).

sinngemaB auf das QGP iibertragen werden. Einige der sich daraus mdglicherweise ergeben-
den experimentellen Signaturen des QGP in Schwerionensté8en wurden bereits hier bzw. in
[Pes96, K&am97a] diskutiert.

Die angegebene Zustandsgleichung des QGP kann in hydrodyamischen Modellen [SG36)
zur Beschreibung von Schwerionenstéfien Verwendung finden. Die sich in einem kleinen Tem-
peraturbereich stark d&ndernde Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade kann, wie in der
Einleitung erwéihnt, experimentelle Konsequenzen haben (kinetische QGP-Signaturen). Die
relativ grofen effektiven Quarkmassen konnen weitere beobachtbare Effekte haben; wie in
[Pes94] diskutiert, kann in Schwerionenstdfen z. B. eine Schwelle in der Dileptonenemissi-
on auftreten. Wenn Quark-Anregungen in der Reaktion ¢§ — v* — e€ annihilieren, kann
die Dileptonenmasse nicht kleiner als 2m, sein. Um allerdings zu quantitativen Aussagen
zu der Dileptonen-Emissivitit zu gelangen, sollte das Quasiteilchen-Modell noch ausgebaut
werden, um die endlichen spektralen Breiten der Quasiteilchen konsistent zu beschreiben.



7 Resumé und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden neben exemplarischen Modellbetrachtungen Plasmen
stark wechselwirkender Teilchen im thermodynamischen Gleichgewicht in der Deconfine-
mentphase untersucht. Kennzeichnend fiir diese Systeme ist die starke Kopplung zwischen
den Plasma-Konstituenten. Dieser Umstand erfordert eine sorgfiltige Interpretation von
analytischen Voraussagen, die durch die Storungstheorie erhalten werden kénnen. Die Ar-
beit beschéftigt sich daher auch mit der Frage, inwiefern perturbative Resultate eine Extra-
polation zu dem héaufig interessierenden Fall groBer Kopplungsstirken erlauben.

Im ersten Teil wurden dazu die in-Medium Eigenschaften von Photonen und Gluonen
sowie Elektronen und Quarks untersucht. Diese Betrachtungen geben Aufschluf iiber die
Giiltigkeit der Niherung von Selbstenergien durch die wesentlichen kard thermal loop Anteile
der hier berechneten vollstindigen Einschleifen-Approximation. Die HTL-Naherung erlaubt
eine konsistente Berechnung von einer Reihe experimentell sehr bedeutsamer Grofen, ist
aber zunéchst nur im Limes kleiner Kopplung gerechtfertigt. Wie hier gezeigt werden konn-
te, stimmen beide Approximationen auch auBerhalb des eigentlichen Giiltigkeitsbereiches
der HTL-Annahme iiberein, insbesondere nahe der physikalisch wichtigen Pole der Propa-
gatoren. Dies rechtfertigt die bisher in der Literatur oft vorgenommene Extrapolation der
HTL-Vorhersagen zu Kopplungsstiarken, die fiir Schwerionen-Experimente relevant sind.

Im Teil II wurden perturbative Niherungen von thermodynamischen GréSen im Re-
gime starker Kopplung betrachtet. Es zeigt sich, daff Storungsreihen trotz ihres divergenten
Verhaltens brauchbare Informationen enthalten. Durch eine geeignete Umorganisation der
Stérungstheorie, die aus Griinden der Selbstkonsistenz notwendig ist und die von einer
Ensemble-Mittelung iiber das wechselwirkende System, d.h., von vollen Greenschen Funk-
tionen ausgeht, konnen Aussagen zur Thermodynamik stark gekoppelte Systeme gemacht
werden. Dies wurde hier fiir die heifle skalare ¢*-Theorie in der Tadpole-Approximation
exemplarisch gezeigt, wobei der in der Festkorper-Theorie eingefiihrte Luttinger-Ward-For-
malismus Anwendung fand.

Anliegen des Teils ITI ist die konsistente thermodynamische Beschreibung des QGP nahe
der Phasengrenze zur Hadron-Materie. Die bereits in der fithrenden Ordnung recht kom-
plizierte Beschreibung der QCD-Thermodynamik kann durch die Einschrinkung auf rele-
vante Beitrige vereinfacht werden. Das resultierende effektive Quasiteilchen-Modell wird
durch bisher untersuchte thermodynamische Monte-Carlo-Simulationen von stark wech-
selwirkenden Modellsystemen gestiitzt. Es erlaubt eine Voraussage der Zustandsgleichung
des QGP mit Strangeness-Anteil, dessen Beriicksichtigung sich als wesentlich herausstellt.
Die Zustandsgleichung stellt sich dabei als recht unabhingig von den konkreten Modell-
annahmen heraus. Einige experimentelle Konsequenzen dieser Zustandsgleichung und des
Quasiteilchen-Modells werden dargelegt.

Die weitere Fortfithrung der Untersuchungen der in dieser Arbeit betrachteten Themen
ist wiinschenswert. Dabei ist zum einen die genauere Beschreibung der thermodynamischen
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Eigenschaften des QGP im Luttinger-Ward-Formalismus interessant, die in einem engen
Zusammenhang zu weiteren offenen Fragestellungen wie z. B. der nach der magnetischen
Gluonmasse steht. Andererseits gewinnt die Frage nach der Zustandsgleichung des QGP bei
endlichen hadro-chemischen Potentialen zunehmend an Wichtigkeit.

Beide Aspekte betreffen den bedeutsamen Schnittpunkt zwischen Theorie und Experi-
ment. Obgleich einige Betrachtungen durchaus auch ihren formalen Reiz besitzen, resultieren
sie in experimentell tiberpriifbaren Voraussagen und erméglichen nicht zuletzt eine Vorstel-
lung tiber das faszinierende, aber der unmittelbaren Anschauung nicht zugéngliche System
Quark-Gluon-Plasma.



Teil IV

Anhang



A  Konventionen und Bezeichnungen

Der in der Hochenergie-Physik iiblichen Konvention folgend, werden in dieser Arbeit Ge-
schwindigkeiten in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit ¢ = 2.99 792 458-10% ms~! angegeben.
Formal wird also

c=1 . (A1)

gesetzt. Demnach sind Lange und Zeit von der gleichen physikalischen Dimension. Die in der
Hochenergie-Physik relevante Lingenskala 1 fm = 107'° m entspricht dabei der typischen
Zeitskala :

1fm £ —lc-10"15m ~ 3.335-107%s.

Die angepafite Energie-Einheit ist durch die Elementarladung e ~ 1.602-107*° As bestimmt,
1MeV =10%°¢V =¢€-10°V »~ 1.602-107*Nm.

In dieser Einheit und nach der Konvention (A.1) ist das Plancksche Wirkungsquantum % =
197.3 MeV fm. Es ist jedoch zweckmiBig, Wirkungen in elementaren Einheiten anzugeben,
d. h., formal auch

=1 (A.2)

zu setzen. Somit erhalten Energie und inverse Linge die gleiche physikalische Dimension.
Der typischen Léngenskala 1fm entspricht dann die Energie

1
—— 2 197.3MeV.
hlfm 97.3MeV

Des weiteren ist es gebrauchlich, Temperaturen in Einheiten der Energie anzugeben, d.h.,
die Boltzmann-Konstante

kg =1 (A.3)

zu setzen. Die iibliche Kelvin-Temperaturskala wird durch den Proportionalitatsfaktor ]s:g{)
~ 1.381-10~2*Nm K~! gegeben. Die Temperatur in der MeV-Skala entspricht daher in Kelvin

1MeV £ ;(117) 1MeV =~ 1.160-10°K.
B

Nachfolgend werden die verwendeten Bezeichnungen eingefiihrt. Vektoren werden in
Boldface gesetzt und ihre Komponenten beziiglich einer Basis mit lateinischen Buchstaben
indiziert. So hat beispielsweise der Ortsvektor die Darstellung

z: ;=2 = (z1,29,%3).
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Die kontravariante Darstellung von 4-Vektoren ist durch griechische, obere Indizes gekenn-
zeichnet:

z: z' = (zo, ).

In Anlehnung an den 4-Ortsvektor, dessen Komponente zo die Zeit ¢ ist, wird gelegent-
lich auch die 0-Komponente eines beliebigen 4-Vektors als dessen Zeitkomponente und die
verbleibenden Komponenten als dessen Raumanteil bezeichnet.

Fiir die Bezeichnung von 4-Impulsen finden groBe Buchstaben Verwendung,

K* = (ko, k) .

Es ist weiterhin zweckmaBig, fiir den Betrag und die Richtung des rdumlichen Anteils k die
Schreibweisen

ko= I
. k
E = %

zu vereinbaren.

Der Ubergang von der kontravarianten Darstellung A* = (A%, A) eines 4-Vektors zu
dessen kovarianter Form A, erfolgt durch den metrischen Tensor g. Dessen kovariante Dar-
stellung ist

gur = Diag(1,-1).
Die kovarianten Komponenten des Vektors A ergeben sich dann als
A, = gnA” = (A%—-A).

Hierbei wurde von der auch im weiteren verwendeten Einsteinschen Konvention, iiber dop-
pelt auftretende Indizes zu summieren, Gebrauch gemacht. SchlieBlich ergibt die Schreib-
weise

AB := A,B*

eine noch kompaktere Notation und bringt auBlerdem besser zum Ausdruck, daB Vektoren
nicht an eine Darstellung beziiglich einer Basis gebunden sind.

Werden die Diracschen y-Matrizen formal als v = (49,...,4%) geschrieben, kann die
eingefiihrte Schreibweise auch fiir Ausdriicke wie 3-5_ v* P, Verwendung finden. Noch kom-
pakter ist die Feynman-Konvention

P:=~P.
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B.1 Die Frequenzsummen T'Y ; ki'qh A, (K) As,(Q)

Hier werden die im Kapitel 3 zur Bestimmung der Selbstenergien benétigten Matsubara-
Summen iiber Produkte von zwei skalaren Propagatoren angegeben. In einer einheitlichen
Notation lauten diese Funktionen

Fggﬁ =T kyasAs (K)A,(Q) mit Q=P—~K, mneN, (B.1)
ko . -

wobei im Fall n = 0 kurz Fs(l";z geschrieben wird. Die Indizes s; stehen hier fiir den statisti-
schen Charakter der Propagatoren. Dabei bezeichnet s = +1 die bosonische und entspre-
chend s = —1 die fermionische Statistik.

Die Frequenzsummen kénnen elegant unter Beriicksichtigung von Eigenschaften der dis-
kreten Fourier-Transformation ausgewertet werden, shnlich wie im Abschnitt 2.2 der Aus-
druck T'Y;, Ap(K). Dieses Verfahren wird oft als Saclay-Methode bezeichnet. Bevor die
Frequenzsummen abgeleitet werden, erfolgt eine Zusammenstellung von Eigenschaften der
freien skalaren Imaginérzeit-Propagatoren. Diese Ubersicht erlaubt dann eine recht kompak-
te Auswertung der Frequenzsummen.

Die Fourier-Darstellungen des bosonischen und des fermionischen Propagators lassen
sich in der einheitlichen Form

-1
A(r, k) = -2—E—k- 2} I (Ex) e~ vERT (B.2)
v=%£1

schreiben, wobei Ey = v/m? + k2% und m die Masse des Teilchens ist. Die Koeffizienten f

wurden fiir den bosonischen Fall bereits im Abschnitt 2.2 abgeleitet. Fiir beide Statistiken
lassen sie sich einheitlich als

I (By) = sns(Ex), [ (Ex) =1+ sn,(E) (B.3)
angeben. Dabei sind die Verteilungsfunktionen n, durch

1

na(Bk) = g

(B.4)
gegeben. Diese Darstellung der Propagatoren besitzt eine einfache physikalische Interpreta-
tion. Emission und Absorption von Teilchen kénnen im allgemeinen als ein ProzeB aufgefaBt
werden, der in unterschiedlichen Zeitrichtungen abliuft. In dem auf dem eingeschrankten
Zeitintervall [0, T~'] definierten Propagator (B.2) ist jedoch die Zeitrichtung festgelegt. Der
volle, auch fiir negative Zeiten definierte Propagator folgt erst nach dessen Fortsetzung mit
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entsprechenden Periodizititseigenschaften; siehe dazu Abschnitt 2.1. Dementsprechend las-
sen sich die beiden Summanden in (B.2) interpretieren. Der Term mit v = —1 beschreibt die
Emission eines Teilchens bei der Temperatur T mit der Wahrscheinlichkeit n,. Die Wahr-
scheinlichkeit 1 & np 7 der Absorption ist dagegen entweder Bose-verstirkt oder Pauli-
unterdriickt.

Bei den folgenden Umformungen werden zwei Relationen genutzt, die zwischen den Ko-
effizienten (B.3) bestehen und einfach bewiesen werden kénnen, nimlich

f7UE) = se BT (),
o (B[ (B2) — [ (Bn) £, (B2)
1
=3 (v1 4+ v2) + vasins, (E1) + visans, (). (B.5)
Die gesuchten Frequenzsummen lassen sich nun leicht berechnen. Begonnen wird mit

FO = TY A, (K)A,(Q)
. .

81382

11—1
/0 dr 27 A, (7, k) Ay (7, ) - (B.6)

Hier wurde die bekannten Eigenschaft der Fourier-Transformation ausgenutzt, um die Kon-
volution in ein Produkt im adjungierten Raum umzuschreiben. Die Berechnung der Riick-
transformation ist elementar und fiihrt mit der expliziten Darstellung (B.2) der Propagato-
ren auf
po - L 1 1 5 () 22 (By) (em/TenBs/ T-nBs/T _ 1)
%2 2F; 2F, S, po — v1Ep — v BT ¢ v

Unter Berticksichtigung der leicht zu verifizierenden Relation e?/T = s;s, zwischen den
Statistiken des propagierenden Teilchens und der intermediiren Zwischenzustinde sowie
der beiden Eigenschaften (B.5) ergibt sich schlieBlich

Z 5 (U1 + '02) + '023177'31(Ek) + 'U132n82(Eq)

FO
Po— vi By — v E,

s1s2 2Ek

(B.7)

q V1,V

Aus dieser allgemeinen Darstellung folgen alle im Kapitel 3 verwendeten Frequenzsummen
iiber das Produkt von zwei skalaren Propagatoren.
In dhnlicher Weise 1aB3t sich
FQ), = T3 kolsy (K)AL(Q) : (B.8)

5132
ko

berechnen. Da eine Differentiation unter der Fourier-Transformation in eine Multiplikation
mit der konjugierten Variablen iibergeht, erhilt man

-1
), = [ drem(6,a,(n k)AL (0
1
— v2 (po—v1 Bx—w2 Bg)7
> om TR A CATAE) [ e
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Nach der elementaren T-Integration und der Anwendung der Relationen (B.5) erhélt man

1y 4 Z 2 ('Ul + UZ) + v231n31(Ek) -+ 0152n32(Eq) .

12 2 2Eq vy,v2 Do — lek - szq

(B.9)

Die zur Bestimmung der eichabhéngigen Anteile der Fermion-Selbstenergie benétigten Funk-
tionen F{™), mit n = 2,3 lassen sich nun einfach durch F{®), und F{Y), ausdriicken. Mit der
Relation

BALK) = (K~ B —m® + (8 +m?) - =

2 _ 12 _ 2
5 —k2—m

folgt

8182

FO = TYRAL(K)ALQ)
ko

= TY A,(@)+ E}TY  Ap(K)ArF(Q)
ko ko
= FO+EF),. (B.10)

Wie bereits im Abschnitt 2.2 diskutiert wurde, kann die GréBe F(® als Propagator in der
Fourier-Darstellung fiir 7 = 0 angesehen werden. Somit ist

FO=TY A(K) = % (14 2,y (E)). (B.11)
ko

Ganz analog folgt
F® =pFO + EIF() . (B.12)

8182 8182 °

Hier wurde noch beriicksichtigt, daff die Summe F(M) = T' Y, ko A,(K) verschwindet, weil
der Summand als Produkt einer in der Summationsvariablen geraden mit einer ungeraden
Funktion wieder ungerade ist.

Was jetzt noch verbleibt, ist, die Frequenzsummen F{;) anzugeben. Auch diese lassen

sich einfach durch die bereits bekannten Funktionen ausdriicken,

Fs(lls:) T Z kquA-u (K)A82 (Q)
ko
= poT Z kol (K)A,(Q) — T kA (K)A,,(Q)
ko

= F(1> F@ (B.13)

8182 s182 °

]

B.2 1I}(py,p) fiir py ~ p

Hier wird die Einschleifen-Selbstenergie I}, longitudinaler Photonen in der Nhe des Licht-
kegels entwickelt. Die Integraldarstellung von II} lautet in expliziter Form

e? foo
Mi(pop) = —=5 | diknr(k) B(k,p,p),

k2 + kpo + 3(p? — p? k 2 _ (& 2
N e

+] o —po |} (B.14)
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Die Entwicklung der Funktion B(k, p, p) um po = p ergibt

Po—p D
— o|p e _P 4 — ). .
B(k,po,p) =4+2In P +r (k) + O(po — p) (B.15)

Die beiden ersten Terme sind unabhingig von k und liefern als Vorfaktor des Integrals

J3° dk knp(k) = & m*T? gerade den Ausdruck der HTL-Selbstenergie im Limes py — p.
Die regulare Funktion r(z) := —2 + In[l — 2% + 7' In[(1 + z)/(1 — z)] geht fiir grofe

Werte von z in die Funktion —2 4 2In(z) iiber und ist in der Abbildung B.1 dargestellt.

Aufgrund des thermischen Phasenraum-MaBes knp(k) tragen bei der Integration (B.14)

-2 + 2 In(x)

Abbildung B.1: Der Realteil der Funktion r(z) := —2+1In[l — 2% +z ! In[(1 +
z)/(1 — z)] und —2 + 2In(z). Die Hauptbeitrige von r(z) zu I} kommen aus
der Region z ~ p/T.

hauptsichlich harte Impulse & ~ T' zu II](po,p) bei. Der Verlauf der Funktion r(z) isr
daher besonders in der Region z ~ z* = p/T wichtig. Fiir weiche duflere Impulse p K< T'
(entsprechend ist z* < 1) verschwinden die Beitrdge von r(z), und man erhilt den HTL-
Limes. Fiir harte dufiere Impulse p 2 T kommen die Hauptbeitrige von z ~ z* 2 1, wo r(z)
durch 2In(z) abgeschitzt werden kann. Daher ergibt die reguldre Funktion r(z) in diesem
Falle einen Beitrag ~ 2In(p/T"). Dieser ist aber im Vergleich zu dem singuldren Anteil
~ In{(py — p)/(2p)] vernachlissigbar fiir Impulse

!por; L (B.16)

Damit ist die Darstellung (3.16) der longitudinalen Einschleifen-Selbstenergie bewiesen.
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Die Dispersionsrelation ist fiir harte Impulse von der Gestalt w = +/p? + mZ, wobei
von der Gréfienordnung €T ist. Fiir Impulse p 2 €T folgt aus (B.16) dann die Bedingung

2 o P
e <L F (B.17)

dafiir, daB die Dispersionsrelation in einer Umgebung des Lichtkegels liegt, in der die
Einschleifen-Selbstenergie durch die HTL-Approximation beschrieben werden kann. Bei ei-
nem gegebenen Wert von e ist diese Bedingung fiir wachsende Impulse zunehmend besser
erfiillt. Aus der Betrachtung der filhrenden Terme der Entwicklung der Selbstenergie nahe
des Lichtkegels sollte man daher erwarten, dal die HTL-Dispersionsrelation auch fiir harte
Impulse eine gute Approximation darstellt.

B.3 II} in der HTL-Approximation

Hier wird als ein Beispiel fiir die im Kapitel 2 ansonsten nur zitierten Selbstenergien in der
HTL-Approximation die transversale Projektion des Gluon-Polarisationstensors berechnet.
Die anderen Selbstenergien konnen in &hnlicher Weise abgeleitet werden.

Da an dieser Stelle nicht die Eichinvarianz des HTL-Resultats verifiziert werden soll, wird
von der Einschleifen-Selbstenergie in der Feynman-Eichung ausgegangen. Die HTL-Anteile
der Selbstenergie konnen aus der angegebenen Integraldarstellung (3.23) erhalten werden.
Einfacher ist es allerdings, einige der nach der Hochtemperatur-Voraussetzung P <« T mogli-
chen Vereinfachungen schon vor der Matsubara-Summation und den Winkelintegrationen
vorzunehmen. Aus der Darstellung

&k
&F _ 2 /
folgt unter Vernachlissigung von Termen hoherer Ordnung in py oder p die N&herung

L~ Nog® [ (f’;Tzz[ B+ (3R] 26(K)A5(Q)

) [P + 2(kogo — (k) (pa)] A5(K)A5(Q)

Das ist bis auf den Vorfaktor und den statistischen Charakter der skalaren Propagato-
ren auch die Naherung, welche man fiir die transversale Photon-Selbstenergie erhali; Die
Matsubara-Summation fithrt auf die im Abschnitt B.1 berechneten Funktionen FBB und

F(Z) Da F(2) F(O) + kzF(O) gilt, kann mit pk = cos 8 k = zk fiir Iy geschrieben werden
1 0 1
My~ Nog' s /0 dk k? /_ (do2 [-FP - K (- ) FS)].

Es gilt FO = —(1+2n5(k))/(2k). Unter der HTL-Annahme ergibt sich auch fiir die Funkti-
on F }_E, 23 ein einfacher Ausdruck. Da die Ha.uptbeltrage des Integrals von den harten Impulsen
k ~ T stammen, kann man q = (k% — 2kpz + p?)7 & k — pe fiir p € k approximieren. Dann
folgt

k+q=~2k, ng(k)+ns(q)=2npk),

Onglk
k—q=~pz, np(k)—nslg~ ng,f )pw




142 B  Erginzungen zum Teil I

. . 2(0) . .
Somit kann man fiir F' 1(9 ]_2, naherungsweise

1 1 9na(k) 1 1
FO o~ — { 1+ 2ng(k B —
BB ™~ 112 (1+2n5( )) ok " \potpr  po—po

schreiben. Da in der betrachteten Niherung der zu renormierende Vakuum-Anteil keinen
Beitrag liefert, erhilt man fiir Iz

oo 1
Ir = Ncgz-l—/ dkk/1 dz [nB(k)(l + z?)

472 Jo
k Onp(k) 5 ( 1 1 )]
4= 1— - i
2 0Ok =l =) po/p+z  pofp—z

Die die Bose-Verteilungsfunktion enthaltenden Integrale
2 k
_[ dk k a”B( ) / dk knp(k) = —T2

unterschelden sich von dem fermionischen Fall nur durch einen Faktor 2, da f3° dk knp(k) =
T2 gilt. Daher besitzen die HTL-Selbstenergien fiir Gluonen und Photonen bis auf einen
Vorfaktor die gleiche Gestalt.
Die verbleibende Integration

HT%Ncgz—l—/ld$[1+:1:2—:1:(1-——$2)( 1 — 1 )]
24 J-1 Pofp+z mfp—=z

ist ebenfalls elementar und ergibt das im Kapitel 2 angegebene Resultat fiir die transversale
Gluon-Selbstenergie.

B.4 Die Integraldarstellungen von Tf,z

Die Integranden der Integraldarstellungen (3.39) der Funktionen 77, besitzen die Gestalt

I Z a(") (”)

n=0 m=0

Die Koeffizienten a§?3 sind explizit in der folgenden Tabelle angegeben.

n a™ a”

0 po k? (p3 — P> — pk) K* + 2(pk)?
1| &%>—2pk po(k? — 4pk)

2 Po 3+ p* +pk

3 -1 —Po

Die Funktionen Fp } folgen aus den allgemeinen, im Abschnitt B.1 angegebenen Frequenz-
Summationsformeln. Wie bereits im AnschluB an die Gleichung (3.39) bemerkt wurde, mufl
in diesen die in dem skalaren bosonischen Propagator formal eingefiihrte Masse m beriick-
sichtigt werden, welche die Schreibweise (3.32) des Gluon-Propagators erméglicht. Driickt
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man nun noch wie in B.1 die Funktionen F{% mit n = 2,3 durch F, ,(3(});, und Fjy () aus, erhalt
man als Integranden der Integraldarstellung von T¥ nach kurzer Umformung den Ausdruck

3
> a{VFS) = m? (poFS} — FEY) + 2 (pok* FE) — pkFSY) . (B.18)
n=0

Nach analoger Rechnung ergibt sich fiir den Integranden von Té

SR = o (8 + 9" + PR)ES} — poFS})

n=0
+2 ((53k* + (pk)*) FS) — popk FS2) — (p* + pk)FY . (B.19)

Beachtet man schliefllich noch, daB nach der Operation 8,,2 |m=o einige Terme der Ausdriicke
(B.18) und (B.19) keinen Beltrag liefern, ergeben sich unmittelbar die in (3.40) angegebenen
Integraldarstellungen fiir Tl 9-

B.5 Zur Fermion-Dispersionsrelation im chiralen Limes

Hier wird gezeigt, daf im Falle chiraler Symmetrie die Fermion-Dispersionsrelation in einem
isotropen thermischen Medium zwei Zweige besitzt, die fiir kleine Impulse den gleichen

Grenzwert haben. Dieser Beweis kann unter plausiblen Annahmen nichtperturbativ gefithrt
werden [Wel96].
Dazu ist es zweckmaBig, von der Notation des Abschnittes 3.3 zu der Darstellung

§7Y(P) = 1A(P) ~ 7 B(P)

des inversen exakten Fermion-Propagators iiberzugehen. In der Form

1 Y% -—9p 1 _ %+
S(P)=- + = B.20
(P) 2 A(P)-B(P) 2 A(P)+ B(P) ( )
geschrieben, entspricht der volle Propagator der Helizitits-Darstellung (3.42). Fiir ver-
schwindenden 3-Tmpuls kann § bzw. S~ nicht von p abhéngen. Daher besitzt die Funktion
B(P) die Eigenschaft

B(po,p=0) =0, (B.21)
und es gilt
Yo
S(po,0) = —1>—.
(#0:0) = 4, 0)

Der Propagator S(po,0) besitzt als Funktion von po einen Pol, der die thermische (mdgli-
cherweise komplexe) Ruheenergie m* der Quarks im Medium angibt. Somit gilt A(po,0) =
(po — m™) a**8(po), wobei a™8 eine bei m* regulire Funktion ist. Fiir endliche Impulse ist die
Funktion A(P) demnach durch

A(po, p) = (po — m*) a™5(po) + A(po, p) (B.22)
gegeben, wobei der Anteil A(P) die Eigenschaft
A(po,p=10)=0 (B.23)
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besitzt.
Fiir endliche, aber kleine Impulse p sind die durch die Nullstellen in p, von A(P)F B(P)

gegebenen Pole des Propagators (B.20) aufgrund der Relationen (B.21) und (B.23) sowie
(B.22) durch die Beziehung

—A(m*,p) + B(m*,p)
areg(m*)

wi(p) =m" + +... (B.24)
bestimmt, wobei Terme h6herer Ordnung in p vernachldssigt wurden. Das obere Vorzeichen
ist die Dispersionsrelation der Teilchen-Anregungen, das untere entsprechend die der Loch-
Anregungen.

Mit (B.24) ist gezeigt, daB beide Anregungsmoden die gleiche Ruheenergie besitzen!.
Aus der PCT-Invarianz folgt weiterhin, daBl der exakte Propagtor auch fiir po = —w+(p)
singuldr ist, was den Antiteilchen-Moden entspricht.

Die im Abschnitt 3.3 in der Einschleifen-N&herung festgestellte Tatsache, da die Di-
spersionsrelationen der beiden Moden fiir verschwindenden Impuls entgegengesetzt gleiche
Anstiege besitzen (entsprechend B(m*,p) ~ p, A(m* p) — 0 fir p — 0), steht in ei-
nem engen Zusammenhang zu den analytischen Eigenschaften der Selbstenergie. Inwiefern
sich solche und weitere allgemeine Aussagen {iber die fermionischen Anregungsmoden aus
nicht-perturbativen Uberlegungen wie den oben angefiihrten ergeben, muf aber weiteren
Untersuchungen vorbehalten bleiben.

1Es ist unmittelbar einsichtig, daB die gefithrte Argumentation und damit dieses Ergebnis wesentlich auf
der Annahme masseloser Quarks beruhen.
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C.1  Die Funktion TiAmz
Hier wird die im Kapitel 5 benétigte Summenintegration
I(m?) = Tj - (C.1)

iiber den Propagator An2(P) = (P? — m?)~! in dimensionaler Regularisierung berechnet.
Im MS-Schema in 4 — 2¢ Dimensionen ist das MaB der Integration iiber P durch

T

%: A (2m)3—2
gegeben, wobei fi die Renormierungsskala ist. Die Auswertung der Summe iiber die Matsu-
bara-Frequenzen po in (C.1) ergibt entsprechend (B.11)

1
T E Apz = —§w~.(1 + 2723(&)?))
Po b4

mit der Bose-Verteilungsfunktion np(w,) und w, = (m? + p?)/% Dementsprechend setzt
sich I(m?) aus einem temperaturunabhéngigen und einem 7T-abhingigen Anteil zusammen,

SN LU AN ﬁf’_"i_l_(l )
I(m?) = (471') (2m)3-2¢ 2+n5(wp)

= I°(m?) + I7(m?). (C.2)

Der Term I°(m?) enthélt in 4 Dimensionen die UV-Divergenz, was sich in der Regularisie-
rung als Pol in € duflert,

1 67[12 € dp —2¢ B
00,2y _ _= 2, 2\~1/2
I(m?) 2 ( drr ) (2m)3-2 (m™+7)
— l e’)’ﬁi’ ) P(—l + f) 2y1—¢
- 5(%) (@nya-er(g) ™)
2 1 2 )
= 1;;;2 [; —In % + 1} + O(e). (C.3)

Der temperaturabhingige Anteil I7(m?) ist dagegen reguldr, da die Verteilungsfunktion
np(w,) den Phasenraum einschrankt. Es gilt
dp®

1) = | o wipn,g(w,,) +0(d). (C.4)
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Insgesamt erhalt man aus den Gleichungen (C.2)-(C.4)

m? |1 2 1 1
[——1ﬂﬁz—+1] —W/dppzw——nB(wp)—l—(’)(e). (C.5)
P

€ 2

I(mz) = 1672

Im engen Zusammenhang mit der Funktion I(m?) steht das Summenintegral
Jm?) =T m[-a73]

welches im Kapitel 5 mehrfach benétigt wird. Aufgrund der Beziehung 02 In[—A7}] =
—A,,2 erhdlt man

J(m?) = - / dm?I(m?)
_ im i m 3
516n% ¢ L E 2

+;r7;~’ /000 dpp’In (l — exp {—\/n—z;-i-_p—z/T}) + O(e) . (C.6)



D Ergdnzungen zum Teil Il

D.1 Die Entwicklung der Bag-Funktion B(m(T))

Hier wird die im Abschnitt 6.1 angegebene Approximation der Bag-Funktion B(T) im
Grenzfall schwacher Kopplung g bzw. kleiner thermischer Masse m ~ gT' der Quasiteilchen

abgeleitet. Die ndherungsweise Auswertung des inneren Integrals in der Bestimmungsglei-
chung (6.13) fiir B(T') liefert (vergleiche z. B. [Pes95b])

1 o, 5,1 1 T? 3m m?
—2_;2-/0 dpp wexp{w/T}——l—TZ_[l_;r—T—}-O(F)]’

wobei w = +/p? + m? definiert war. Die Bestimmungsgleichung (6.13) der Bag-Funktion
nimmt fiir die im Kapitel 6 betrachteten thermischen Massen der Struktur

T2
2 a2 i
m*(T)= A T

nach der Substitution z.= InT die Gestalt

AT 1 1 3 , 12
B(T) = Bo — 5 [ do explaz} - (1--2;) [1-;14.@ +]

an. Der zu A? proportionale Term fiihrt auf eine Exponentialintegral-Funktion [RG57]
1 1 exp{4z} _.
4y = (1 __) = Py ,
/ dz exp{4z} = ( o 5 Ei(4z)
Der zu A® proportionale Anteil kann durch die Fehler-Funktion dargestellt werden,
1 1 1 1 LA/ .
— (1—-=)=__ hd v 9
/ dz exp{4z} ey (1 2$) =37 (2 + x) exp{da} +1 3 erf (4«,/5) .

Die Entwicklung dieser Integrale fiir groBe Werte von z. was kleinen Kopplungsstirken
entspricht, fithrt auf die angegebene Approximation (6.17).
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