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Einleitung 

Es ist ein wichtiges Anliegen der physikalischen Beschreibung der Natur, die Vielfalt der 
beobachtbaren Erscheinungen auf eine kleine Anzahl fundamentaler Tatsachen und Gesetze 
zurückzuführen. Diesen Anspruch stellt sich insbesondere auch die Elementarteilchenphysik, 
die die Untersuchung der elementaren Bausteine der Materie und deren Wechselwirkungen 
zum Ziele hat. Nach heutigem Verständnis lassen sich die Elementarteilchen in zwei Grup- 
pen einordnen: die Leptonen und die Quarks, und beide Gruppen werden jeweils noch in 
drei Familien unterteilt. Die beobachtbaren Phänomene sollten sich zumindest irn Prin- 
zip auf die Wechselwirkung dieser Elementarteilchen zurückführen lassen. Man kennt heute 
vier fundamentale Kräfte: die elektromagnetische, die schwache und die starke Kraft sowie 
die Gravitation. Diese Wechselwirkungen lassen sich durch Eichfeldtheorien verstehen, die 
durch ein einheitliches Prinzip aus den Invarianzeigenschaften der entsprechenden wech- 
selwirkungsfreien Theorien unter gewissen Symmetrietransformationen folgen. Die Quan- 
tisierung einer Eichfeldtheorie führt auf eine Quantenfeldtheorie (QFT), und die Quanten 
der Eichfelder ergänzen die Liste der Elementarteilchen. In Verbindung mit der Renormie- 
rungstheorie hat sich die quantenfeldtheoretische Beschreibung der elektromagnetischen, 
der schwachen und der starken Wechselwirkung bisher als überaus erfolgreich erwiesen. Die 
Kombination dieser beiden an sich separaten Konzepte bildet den Rahmen des Standardrno- 
dells der Wechselwirkung, das zur Erklärung der massiven Eichfelder der schwachen Kraft 
zusätzlich noch die Existenz von Higgs-Teilchen annimmt. Obgleich die Gravitation bislang 
noch nicht vollständig als Quantentheorie verstanden ist und trotz einiger konzeptioneller 
Schwierigkeiten, die auf die Notwendigkeit weiterführender Entwicklungen hinweisen, liefert 
das Standardmodell somit bereits ein recht einheitliches Bild für die Vielzahl der physikali- 
schen Erscheinungen. 

In der vorliegenden Arbeit werden im Rahmen des Standardmodells Systeme mit starker 
Wechselwirkung sowie als exemplarisches Modell die skalare cp4-Theorie betrachtet. Durch 
die starke Kraft wird die Wechselwirkung zwischen Hadronen bestimmt. Ehe die Quan- 
tenchromodynamik (QCD) als heute allgemein akzeptierte Theorie der starken Wechsel- 
wirkung etabliert wurde, erfolgte die Beschreibung der Hadronen-Wechselwirkung zunächst 
durch verschiedene effektive Theorien. Auch heutzutage besitzen effektive Beschreibungen 
der starken Wechselwirkung, die man nunmehr streng aus der QCD abzuleiten versucht, 
eine große Bedeutung. Diese Tatsache liegt auch in einem Spezifikum der starken Wechsel- 
wirkung begründet, nämlich der normalerweise zu beobachtenden Confinement-EigenschaR, 
die kurz erläutert werden soll. Die &CD geht von Quarks als farbgeladenen fundamentalen 
Teilchen (Fermionen) und Gluonen (Eichbosonen) als Vermittlern der Wechselwirkung aus, 
welche aufgrund der nicht-Abelschen SU(3)-Eichsymmetriegruppe der QCD ebenfalls eine 
Farbladung tragen. Aufgrund der daraus resultierenden Selbstkopplung der Gluonen nimmt 
man an, daß Quarks und Gluonen nicht als freie Vakuumzustände detektierbar sind, son- 
dern als Partonensysteme farbneutrale Hadronenzustände aufbauen, die beobachtet werden 
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können. Dadurch erhält der in jeder QFT verankerte Vielteilchenaspekt für die QCD von 
vornherein eine besondere Bedeutung. 

Eine weitere wichtige Eigenschaft der QCD, die auch mit der des Confinements in Be- 
ziehung steht, ist die sogenannte asymptotische Freiheit. Darunter versteht man, daß bei 
Elementarprozessen mit großem Impulsübertrag bzw. auf kleinen Längenskalen die Kopp- 
lungsstärke klein ist. Dies war historisch ein erster Hinweis darauf, daß sich die elementaren 
Teilchen in hadronischen Systemen mit kleinen typischen Teilchenabständen quasi-frei ver- 
halten sollten. 

Tatsächlich sprechen weitere heuristische Überlegungen dafür, daß hadronische Materie 
bei extrem hohen Teilchendichten undIoder Temperaturen in einen Deconfinement-Zustand 
übergeht, in dem die Quarks und Gluonen über längere Distanzen quasi-frei propagieren 
können, und der als Quark-Gluon-Plasma (QGP) bezeichnet wird. Obwohl bislang noch 
nicht eindeutig geklärt ist, ob es sich dabei um einen Phasenübergang bzw. um einen konti- 
nuierlichen Übergang (crossover) handelt, soll hier der Einfachheit halber und einer üblichen 
Konvention in der Literatur folgend von dem Deconfinement-Phasenübergang gesprochen 
werden, zumal einige theoretische Hinweise auf einen Phasenübergang erster Art deuten. 
Der Begriff des Phasenübergangs wird hier also nicht primär im thermodynamischen Sinne 
gebraucht, sondern um zu betonen, daß sich die relevanten Freiheitsgrade von Hadronen zu 
Quarks und Gluonen ändern. 

In einem auf Polyakov zurückgehenden Argument [Po1791 betrachtet man Mesonen in 
einem naiven String-Modell. Wie in der Abbildung 1.1 (a) schematisch dargestellt, werden 

Abbildung 1.1: Ein Meson im naiven String-Modell bei (a) verschwindender 
bzw. bei (b) endlicher Temperatur. Für endliche Temperaturen ist der mittlere 
Abstand r der Quarks proportional zur Länge L des Strings. 

die Mesonen hierbei als ein Quark-Antiquark-Paar angesehen, das durch ein schlauchförmi- 
ges starkes Kraftfeld (string) gebunden wird. In einer groben Näherung kann das effektive 
Potential zwischen den Quarks als 

angenommen werden [Kap89]. Außer der in gleicher Form im nichtrelativistischen 2-Körper- 
problem mit elektrischer Wechselwirkung auftretenden Zentrifugalrepulsion r-2 und dem 
attraktiven Term - r-I existiert zwischen den farbgeladenen Quarks ein lineares Confine- 
ment-Potential or. Der Parameter o wird als strz'ng tension bezeichnet. Der Abstand des 
Quark-Antiquark-Paares, d. h., die Größe des Mesons, wird bei verschwindender Tempera- 
tur durch die Lage des Minimums des effektiven Potentials V(r) festgelegt. Bei der endli- 
chen Temperatur T bestimmt dagegen das Minimum der Freien Energie F = V - ST den 



Grundzustand des Mesons; der String muß dann nicht mehr geradlinig zwischen den Quarks 
verlaufen (siehe Abbildung l.l(b)). Die Entropie S als logarithmisches Maß für die Zahl der 
möglichen Mikrokonfigurationen ist proportional zur Länge L des Strings, d. h., S = sL. 
Daher wird die Stringlänge durch das Minimum der Funktion 

bestimmt. Daraus ist unmittelbar ersichtlich, daß oberhalb einer bestimmten Temperatur 
die Freie Energie F(L) kein absolutes Minimum mehr besitzt und die Quarks nicht länger 
gebunden sind, was als Deconfinement der Quarks interpretiert werden kann. Dieses Resultat 
ist allein Folge des Vorzeichenwechsels des in L linearen Terms der Freien Energie F(L) und 
somit nicht von der genauen Gestalt des Quark-Potentials abhängig. 

Die Temperatur dieses Phasenübergangs kann ebenfalls leicht abgeschätzt werden. Bei 
hohen Temperaturen verhalten sich in einem Hadronengas die Dichten der leichten Hadronen 
aus Dimensionsgründen in erster Näherung wie T ~ / F ~ ~ .  Da die Hadronen eine typische Aus- 
dehnung von 1 fm besitzen, wird bei einer Temperatur T  - Fy/l fm W 200 MeV das gesamte 
Volumen von Hadronen ausgefüllt sein. Dies ist ein Hinweis darauf, daß oberhalb dieser 
Temperatur die Beschreibung der Materie durch Hadronenzustände nicht länger adäquat 
ist. 

Ein Ergebnis der gleichen Größenordnung liefert in einem ganz anderen Zugang die 
Hagedorn-Beschreibung [Hag731 des experimentell gefundenen Massenspektrums der Hadrc- 
nen. Wie sich auch theoretisch begründen läßt, besitzt die Zustandsdichte V der hadronischen 
Resonanzen mit der Masse m näherungsweise die Form 

wobei die Parameter als a m 3 und T N 16OMeV angegeben werden [Kap89]. Der Para- 
meter T besitzt in diesem zunächst rein phänomenologischen Modell, welches ursprünglich 
nicht von Quarks und Gluonen als Bestandteilen der Hadronen ausgeht, die Bedeutung einer 
Grenztemperatur. Die durch die Integration mit dem Maß v(m) dm über das Massenspek- 
trum bestimmte Zustandssumme eines Hadronensystems divergiert nämlich für T + T und 
ist oberhalb von T nicht definiert. Diese Eigenart der hadronischen Zustandsgleichung, die in 
ähnlicher Weise auch in anderen Zugängen, wie z. B. der relativistischen Transport-Theorie 
[Bas98] bestätigt wird, weist wie die vorangegangene Überlegung darauf hin, daß oberhalb 
einer gewissen Temperatur von etwa 100 ... 200 MeV keine Hadronen mehr existieren. Auf 
genauere numerische Untersuchungen zum Phasenübergang in stark wechselwirkenden Sy- 
stemen durch die sogenannte Gitter-Eichfeldtheorie, welche die aufgeführten qualitativen 
Betrachtungen bestätigen, wird an gegebener Stelle eingegangen. 

Die Kenntnis der Eigenschaften des QGP sowie des Phasenübergangs ist von großer 
Wichtigkeit für das Verständnis der kosmologischen Evolution. Viele Abschnitte dieser Ent- 
wicklung können in einer guten Approximation durch thermodynamische Betrachtungen 
beschrieben werden. Dies liegt zum einen in der Tatsache begründet, daß die typische Zeit- 
skala der lokalen Äquilibrierungsprozesse deutlich kleiner als jene der globalen dynamischen 
Entwicklung ist; andererseits ist der Kosmos die beste überhaupt denkbare Realisierung 
eines Vielteilchensystems. Demnach 1äDt sich der globale Zustand des Kosmos durch die 
Angabe der Temperatur und durch die den erhaltenen Ladungen zugeordneten chemischen 
Potentiale kennzeichnen. 



In seiner FrühPhase bestand der Kosmos aus einem heißen ~lementarteilchen-~lasma, 
das sich, von einigen möglichen Phasen des Wiederaufheizens abgesehen, im Zeitverlauf 
abkühlte. Etwa 10d6 Sekunden nach dem Urknall war die Temperatur des Kosmos auf etwa 
200 MeV (das entspricht Ca. 2 . 1012 Kelvin) abgesunken, worauf in dem einsetzenden Pha- 
senübergang der Quark-Gluon-Anteil des Elementarteilchen-Plasmas hadronisierte. Das im 
Kosmos beobachtete Verhältnis von Hadronen zu Photonen von 1:109 ist ein Anzeichen 
dafür, daß der kosmologische Phasenübergang bei einem sehr kleinen hadro-chemischen Po- 
tential, d. h., im Strahl~n~skosmos stattfand. Die genauen Bedingungen, unter denen diese 
Hadronisierung vonstatten ging, sind heute, etwa 1017 Sekunden später, nur noch indirekt 
feststellbar. Daraus erwächst aber für viele kosmologisch bedeutsame Fragen die Notwen- 
digkeit der genauen Kenntnis der Eigenschaften des heißen Elementarteilchen-Plasmas und 
insbesondere des QGP. Der kosmologische Hintergrund ist somit eine wichtige Motivation 
für die intensive Forschung auf diesem Gebiet. 

Im Zusammenhang mit der asymptotischen Freiheit wurde bereits die Vorstellung an- 
gesprochen, daß stark wechselwirkende Materie auch bei kleinen Temperaturen, aber sehr 
großer Hadronendichte (bzw. bei großem hadro-chemischen Potential), in den Deconfine- 
ment-Zustand übergehen kann. Auch die unter solchen Bedingungen vorliegende Zustands- 
form der Materie, die als kaltes QGP oder auch Quarkmaterie bezeichnet wird, besitzt nach 
theoretischen Überlegungen eine große Relevanz für die Astrophysik. Es bestehen nämlich 
berechtigte Gründe zu der Annahme, daß im Inneren kalter Neutronensterne die Materie 
derart komprimiert ist, daß dort die kritische Teilchendichte für den Phasenübergang er- 
reicht wird. Die Größenordnung dieser kritischen Dichte kann aus ähnlichen heuristischen 
Überlegungen wie im Falle des Hochtemperatur-Phasenübergangs abgeschätzt werden. Sie 
liegt bei verschwindender Temperatur bei etwa 1 Nukleon/fm3, was ungefähr der 10-fachen 
Kerndichte entspricht. 

Es wird angenommen, daß zwischen dem Phasenübergang bei hoher Temperatur und 
dem bei hoher Dichte die Phasengrenze durch eine kontinuierliche Funktion gegeben ist. 
Damit ergibt sich das in der Abbildung 1.2 qualitativ dargestellte Phasendiagramm ha- 
dronischer Materie. Dieses bislang noch hypothetische Bild nicht nur theoretisch zu fun- 
dieren, sondern auch experimentell zu verifizieren, ist das erklärte Ziel einer Vielzahl von 
Arbeitsgruppen und Kollaborationen. Im Labor läßt sich Materie durch Stöße von fioch- 
energetischen schweren Atomkernen derart verdichten bzw. erhitzen, daß das Erreichen der 
extremen Bedingungen für den hadronischen Phasenübergang möglich erscheint. Erste ex- 
perimentelle Hinweise auf die Formierung eines QGP glaubt man in bereits existierenden 
Schwerionen-Experimenten am AGS (Alternating Gradient Synchrotron, Brookhaven) und 
am SPS (Super Proton Synchrotron, CERN) gefunden zu haben; ein eindeutiger Nachweis 
steht jedoch noch aus. Diesen hofft man endgültig mit den sich im Bau bzw. in der PIa- 
nung befindlichen Kollider-Maschinen RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider, Brookhaven) 
und LHC (Large Hadron Collider, CERN) zu erbringen, bei denen mit S~hwerpunktsener~i- 
en von etwa 200 GeV bzw. 5 TeV pro Nukleon im Schwerionen-Betrieb die höchsten bisher 
experimentell erreichten Energien zur Verfügung stehen werden. RHIC ist ein dedizierter 
Schwerionen-Kollider, und die geplanten Experimente zielen auf den Nachweis des QGP 
ab. Erste experimentelle Ergebnisse werden bereits vor dem Jahr 2000 erwartet. Aber auch 
am LHC wird ein Teil der Meßzeit der Suche nach dem QGP dienen. Entsprechend den 
Schwerpunktsenergien kann davon ausgegangen werden, daß man bei LHC-Experimenten 
noch weiter in den Deconfinement-Bereich vordringen kann und der Phasenübergang bei 
etwas höheren Temperaturen stattfinden wird als beim RHIC. In beiden Fällen kann jedoch 
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I I RHIC. LHC 

Abbildung 1.2: Das Phasendiagramm hadronischer Materie (schematisch). An- 
gedeutet sind die Verläufe der erwarteten Phasenübergänge bei RHIC und 
LHC sowie des kosmologischen Phasenübergangs. Schraffiert markiert ist der 
vermutete Materiezustand im Inneren kalter Neutronensterne. Hellgrau dar- 
gestellt ist der im Falle eines Phasenübergangs erster: Ordnung zu erwartende 
Phasen-Mischzustand. 

im Unterschied zum kosmologischen Phasenübergang die Hadronendichte ein Mehrfaches 
der normalen Kerndichte no betragen. 

Ein wichtiges Problem der Schwerionen-Experimente ist die eindeutige Unterscheidung 
eines möglicherweise kurzzeitig und in einem kleinen Volumen erzeugten QGP von einem 
Zustand hochangeregter hadronischer Materie. Eine unter den vielen vorgeschlagenen Si- 
gnaturen des QGP, die derzeit diskutiert werden, ist der Nachweis der Unterdrückung der 
J/@-Produktion in Schwerionen-Stößen. Dieser auf Matsui und Satz [MS86] zurückgehende 
Vorschlag beruht auf der Tatsache, daß das J/Q-Meson als &-Zustand im heißen Plasma 
aufgrund der Abschirmeffekte nicht stabil ist und daher schnell zerfällt. Dieser Mechanismus 
ist aber wahrscheinlich schwer von dem zum konventionellen experimentellen Untergrund 
beitragenden Effekt zu unterscheiden, daß der Zerfall des J/@-Meson auch durch S t ö h  und 
AbschirmeEekte im heißen Hadron-Medium katalysiert wird. 

Eine zweite derzeit stark debattierte QGP-Signatur ist das Spektrum der in Kern-Kern- 
Stößen emittierten Dileptonen und Photonen. Diese elektromagnetischen Proben geben di- 
rekten Aufschluß über die Bedingungen in der Reaktionszone, da sie nahezu ohne jede 
weitere Wechselwirkung in das Detektorsystem gelangen können. Für die Analyse dieser 
elektromagnetischen Signale ist ebenfalls ein genaues Verständnis der relevanten Prozessen 
im hochangeregten hadronischen Medium vonnöten, da diese als starker trlntergrund zu den 
Illeßergebnissen beitragen können. 

Bereits diese kurzen Diskussionen zeigen, daB zur Auswertung der Experimente eine recht 
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detaillierte theoretische Beschreibung nötig ist. Diese Beschreibung kann jedoch aufgrund 
der Komplexität des physikalischen Prozesses 'ultrarelativistischer Schwerionen-Stoß' (und 
der Komplexität der zugrunde liegenden QCD) nur unter vereinfachenden Annahmen erfol- 
gen. Einen möglichen Rahmen für die Beschreibung der ersten Stadien des Stoßes liefern z. B. 
Kaskaden-Modelle, welche die dynamische Entwicklung der kollidierenden Kerne im wesent- 
lichen durch binäre Wechselwirkungsprozesse auf der Partonen-Ebene beschreiben [Gei95]. 
All diesen dynamischen Modellen ist gemein, daß sich in dem System durch die anfangli- 
chen harten, durch die perturbative &CD beschreibbaren Wechselwirkungen zwischen den 
Partonen sehr schnell ein lokales thermisches Gleichgewicht einstellt. Für RHIC-Energien 
beträgt die typische Zeitskala der Thermalisierung etwa 0.5 fmlc. 

Diese Tatsache rechtfertigt, das System nach der kurzen prä-Äquilibriumphase durch 
thermo-hydrodynamische Modelle [SG86] zu beschreiben, zumal viele observable Größen 
durch die thermalisierte Phase mit einer Lebensdauer von einigen 10 fmlc bestimmt werden. 
In diesem Bild, das auch durch andere relativistische Transport-Theorien gestützt wird, stellt 
sich die Kern-Kern-Kollision als eine überwiegend longitudinale Expansion eines anfänglich 
sehr heißen, stark komprimierten Mediums dar. Die relativistisch-hydrodynamische Expan- 
sion wird dabei durch die Zustandsgleichung des Mediums bestimmt. Daraus ergeben sich 
neben den zwei bereits erwiihnten Signaturen weitere Möglichkeiten des Existenznachweises 
des QGP. Diese sogenannten kinetischen Proben beruhen auf der im Vergleich zur hadro- 
nischen Phase großen Anzahl der thermodynamischen Freiheitsgrade des QGP, so daß sich 
beim Phasenübergang der Druck und die Energiedichte in einem sehr kleinen Temperatur- 
bereich stark ändern. Der hohe Druck des QGP führt selbst in zentralen Stößen während der 
longitudinalen Expansion zu einer kollektiven transversalen Expansion (transverse flow), die 
sich in verschiedenen observablen Größen äußert. So erlaubt z. B. die Messung des mittleren 
transversalen Impulses ( p T )  und der Rapiditätsverteilung dN/dy der detektierten Hadronen 
Rückschlüsse auf die Zustandsgleichung. Daneben können durch Teilchen-interferometrische 
Methoden [Pra86] Abmessungen und Lebensdauer des expandierenden Mediums bestimmt 
werden, die ebenso auf die Zustandsgleichung schließen lassen. Wie für die kosmologische 
Evolution stellen sich somit trotz der initialen Nicht-Gleichgewichtsphase und der dynami- 
schen Aspekte der Schwerionen-Kollision thermodynamisch-statistische Betrachtungen und 
insbesondere die Kenntnis der Zustandsgleichung des QGP als sehr wichtig heraus. 

Thermodynamische Größen des QGP lassen sich mit den Methoden der Statistischen 
QFT berechnen. Allgemein hat sich die Verbindung der Statistischen Physik mit der QFT 
als sehr fruchtbar erwiesen, was sich in eleganten funktionalanalytischen Formulierungen 
äußert [AGD75], die dem Vielteilchenaspekt beider Theorien gerecht werden. Obwohl die 
Statistische QFT prinzipiell auch die Beschreibung von Systemen außerhalb des thermody- 
namischen Gleichgewichts ermöglicht, werden in dieser Arbeit mit der angegebenen Moti- 
vation nur thermisch äquilibrierte Systeme betrachtet. 

Die Statistische QCD kann analytisch nur approximativ durch Störungsentwicklungen 
ausgewertet werden. Die Anwendung dieser perturbativen Resultate zur Beschreibung des 
QGP im Bereich des Phasenübergangs ist jedoch aufgrund der dort großen Kopplungsstärke 
nicht ohne weiteres möglich. Numerische Monte-CarleSimulationen der QCD durch die 
Gitter-Eichfeldtheorie erlauben hingegen auch im Regime starker Kopplung im Prinzip ex- 
akte Berechnungen aller relevanten thermodynamischen Größen, wobei der erforderliche 
Rechenaufwand allerdings beträchtlich ist. Heute ist die Zustandsgleichung daher nur für 
einige Modellsysteme wie das reine SU(3)-Gluon-Plasma [Boy961 und das stark wechselwir- 
kende Plasma mit zwei oder vier leichten Quark-Flavors [Ber97, Eng971 verläßlich bekannt, 



wobei die Quarkmassen aus technischen Gründen als m, T angenommen werden müssen. 
Genügend genaue Rechnungen, die von realistischen Quarkmassen ausgehen, oder für den 
physikalisch interessanten Fall endlicher chemischer Potentiale konnten bislang noch nicht 
durchgeführt werden. 

Dies ist eine Motivation, in der vorliegenden Arbeit die numerischen Ergebnisse existie- 
render Gitterrechnungen im Sinne 'experimenteller7 Tatsachen zu interpretieren. Es zeigt 
sich, daß die bekannten thermodynamischen Daten durch ein Modell zu verstehen sind, das 
die stark wechselwirkenden Quarks und Gluonen als Quasiteilchen mit effektiven Eigenschaf- 
ten annimmt. Mittels dieses Modells wird dann eine Abschätzung der Zustandsgleichung des 
QGP mit realistischen Quarkmassen angegeben, wobei insbesondere die seltsamen Quarks 
berücksichtigt werden. Aufgrund ihrer Masse von etwa 150 MeV, die in der Größenordnung 
der QCD-Renormierungskonstante AQcD liegt, können die s-Quarks häufig nicht wie die 
u- und d-Quarks in guter Approximation als masselos angenommen werden. Andererseits 
ist für viele Fragestellungen die Masse der seltsamen Quarks nicht groß genug, um sie als 
schwere Teilchen-Freiheitsgrade zu vernachlässigen. Da8 unterschiedliche Näherungen dieser 
Art durchaus auch zu qualitativ verschiedenen Resultaten führen können, zeigt ein weiterer 
wichtiger Gesichtspunkt der starken Wechselwirkung, auf den kurz eingegangen werden soll. 

Die Lagrange-Dichte der &CD ist unter der Annahme masseloser Quarks chiral sym- 
metrisch. Der nichtperturbative Niederenergiesektor der starken Wechselwirkung ist neben 
der Confinement-Eigenschaft jedoch durch die spontane Brechung der chiralen Symmetrie 
gekennzeichnet. Die Brechung einer exakten chiralen Symmetrie hätte die Existenz eines 
masselosen hadronischen Goldstone-Multipletts zur Folge. Im Falle der u- und d-Quarks ist 
die explizite Verletzung der chiralen Symmetrie klein, was die kleine Masse der Pionen durch 
ihre Interpretation als Goldstone-Bosonen erklärt. 

Die spontane Brechu.ng der chiralen Symmetrie äußert sich durch endliche Vakuumerwar- 
tungswerte verschiedener Operatoren. In dem zu betrachtenden Zusammenhang ist dabei 
insbesondere das sogenannte Quark-Kondensat (qq)  (240 MeV)3 wichtig. Der endliche 
Wert des Quark-Kondensates resultiert beispielsweise darin, daß fast masselose (Strom-) 
Quarks in Hadronen als Teilchen mit einer Konstituentenmasse von einigen 100 MeV er- 
scheinen. Nun folgt aus Gitterrechnungen ebenso wie durch allgemeine Überlegungen, daß 
der Wert des Quark-Kondensates mit steigender Temperatur abnimmt und bei einer Tempe- 
ratur der Größenordnung von 150 MeV verschwindet [Leugl]. Die Möglichkeit einer solchen 
Wiederherstellung einer spontan gebrochenen Symmetrie bei hohen Temperaturen ist durch 
andere Erscheinungen wie dem ferromagnetischen Phasenübergang wohlbekannt. Daher ist 
die Annahme naheliegend, daß auch die Restauration der chiralen Symmetrie durch einen 
Phasenübergang erfolgt, wobei der Wert des Quark-Kondensats die Rolle eines Ordnungs- 
parameters übernimmt. Der Charakter dieses chiralen Phasenübergangs wird wesentlich 
durch die Anzahl der masselosen Quark-Flavors bestimmt. Aus Universalitätsargumenten 
kann man im Fall von zwei chiralen Flavors auf einen Phasenübergang zweiter Ordnung 
schließen, während für drei masselose Flavor-Sorten ein Phasenübergang erster Ordnung 
vorausgesagt wird [PW84]. Dieses ist eins der Argumente, welche die genauere Betrachtung 
des seltsamen Freiheitsgrades auch in anderen Zusammenhängen motivieren. Es wird noch 
bemerkt, daß einige Anzeichen darauf hindeuten, daß der Deconfinement- und der chira- 
le Phasenübergang zusammenfallen, obwohl dafür bislang noch keine allgemeinen Gründe 
gefunden werden konnten. 

Trotz der relativ grokn Masse der s-Quarks existieren deutliche Anzeichen einer nghe- 
rungsweisen chiralen 3-Flavor-Symmetrie, die historisch einen wichtigen Beitrag zum Ver- 
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ständnis der starken Wechselwirkung lieferten. Als Konsequenz der stärkeren expliziten Bre- 
chung der chiralen Invarianz der Theorie besitzen seltsame Hadronen und insbesondere die 
als Goldstone-Moden interpretierbaren K-Mesonen eine höhere Masse als die entsprechen- 
den nicht-seltsamen Partner. In einem engen Zusammenhang dazu steht die Tatsache, daß 
hadronische Materie unter normalen Bedingungen, d. h., in Atomkernen im Grundzustand, 
explizit keine seltsamen Komponenten enthält. Nach den vorangegangenen Diskussionen ist 
aber klar, daß in hochenergetischen Schwerionenstößen die seltsamen Freiheitsgrade ange- 
regt werden, woraus sich weitere experimentell nachweisbare QGP-Signaturen ergeben. Eine 
Übersicht über aktuelle Entwicklungen zur Rolle des seltsamen Freiheitsgrades im QGP so- 
wie weitere Referenzen dazu findet man in [Sto97]. 

Die allgemeine Einleitung abschließend, sollen hier noch die ausführlichere Übersicht 
IHM961 über die umfangreichen theoretischen und experimentellen Aspekte der Physik des 
QGP erwähnt werden, wo auch eine Vielzahl weiterer Referenzen aufgeführt ist, sowie 
die Proceedings (Elsevier, Amsterdam) zu den regelmäßig stattfindenden Quark-Matter- 
Konferenzen. 

Wie oben bereits angedeutet, wird in der vorliegenden Arbeit aus dem skizzierten Themen- 
kreis der Teilaspekt der Zustandsgleichung stark wechselwirkender Materie bei hohen Tem- 
peraturen behandelt. Mit Methoden der Statistischen QFT werden selbstkonsistente Appro- 
ximationen der Thermodynamik stark gekoppelter Systeme untersucht und die Möglichkeit 
der Ableitung von Quasiteilchen-Modellen dargestellt. 

Die Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Der Teil I beginnt mit einer knappen Darstellung 
des allgemeinen Formalismus der Statistischen QFT. Es schließen sich Betrachtungen zu den 
Propagationseigenschaften von Anregungsmoden im heißen Medium an, die durch 2-Punkt- 
Greensche Funktionen beschrieben werden. Im Mittelpunkt steht dabei die Frage nach dem 
Gültigkeitsbereich der effektiven HTL-Resummation von Propagatoren nach Braaten und 
Pisarski [BP9Oa]. Die Anwendung dieser zunächst nur für kleine Kapplungsstäxken zu recht- 
fertigenden Methode erweist sich bei einer Vielzahl von perturbativen Berechnungen als not- 
wendig, um konsistente Resultate zu erzielen. Damit erhaltene Ergebnisse müssen dann zu 
den praktisch interessierenden großen Kopplungsstärken in der Hoffnung extrapoliert wer- 
den, daß man so eine zumindest qualitativ richtige Beschreibung des jeweiligen Phänomens 
findet. Im Kapitel 3 werden Argumente dafür angeführt, daß dieses pragmatische Verfah- 
ren tatsächlich häufig gerechtfertigt ist. Betrachtet werden dazu als repräsentative Fälle die 
Propagatoren und die Selbstenergien in der Einschleifen-Näherung von Photonen und Elek- 
tronen, deren Wechselwirkung durch die Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben wird, 
sowie die von Quarks und Gluonen in QCD-Plasmen. 

Diese Frage nach der Anwendbarkeit perturbativer Methoden bei großen Kopplungsstär- 
ken stellt ein generelles Problem dar, auf das im Teil 11, Kapitel 4 im Zusammenhang mit 
der Berechnung thermodynamischer Größen näher eingegangen wird. Die dort angeführ- 
ten Argumente belegen, daß perturbative Resultate auch bei der Extrapolation zu großen 
Kopplungsstärken noch brauchbare Informationen enthalten können, wenn man sich da- 
bei auf niedrige Ordnungen von eventuell geeignet umorganisierten Störungsentwicklungen 
beschränkt. Unter diesem Blickwinkel wird im Kapitel 5 die Thermodynamik der skala- 
ren cS4-Theorie in der weitgehend analytisch behandelbaren Tadpole-Näherung betrach- 
tet. Anwendung findet dabei der Luttinger-Ward-Formahms, mit dessen Hilfe aus den 
Einteilchen-Eigenschaften globale thermodynamische Größen des Systems elegant und kon- 
sistent; berechnet werden können. 



Im Teil I11 dieser Arbeit wird die Thermodynamik des QGP in dem bereits erwähnten 
Quasiteilchen-Modell untersucht, wobei auf die Resultate der Teile I und I1 zurückgegrif- 
fen wird. Dieses Modell reproduziert zum einen die bekannten thermodynamischen Daten 
aus Monte-Carlo-Simulationen stark wechselwirkender Systeme im Deconfinement-Zustand 
durch Anpassen von (im wesentlichen) zwei Parametern, welche die Abhängigkeit der efTek- 
tiven Kopplungsstärke von der Temperatur festlegen. Andererseits geht die Quasiteilchen- 
Beschreibung für sehr hohe Temperaturen in das bekannte störungstheoretische Resultat 
über, wobei zwischen dem nichtperturbativen und dem asymptotisch freien Regime glatt in- 
terpoliert wird. Darüber hinaus liefert das Quasiteilchen-Bild eine Basis für weiterführende 
Betrachtungen. So wird gezeigt, daß das Modell auch Aussagen über mikroskopische Eigen- 
schaften wie die Debye-Abschirmung in heißen Plasmen erlaubt. Als wichtige Vorhersage des 
Modells wird im Kapitel 6 eine Abschätzung der Zustandsgleichung des QGP einschließlich 
der seltsamen Quark-Flavors angegeben. Diese Zustandsgleichung ist für dynamische Mo- 
delle von Schwerionen-Reaktionen und damit für die Voraussage experimenteller Signaturen 
des QGP bedeutsam. Einige mögliche Signaturen, die unmittelbar aus dem Quasiteilchen- 
Charakter der Quarks und Gluonen im Plasma folgen, werden ebenfalls angeführt. 

Um bei längeren Rechnungen die Übersicht zu wahren, wurden Nebenrechnungen in den 
Anhang verlegt. Das Resum6' und der Ausblick beschließen diese Arbeit. 

Einige der hier vorgestellten Resultate und Vorarbeiten dazu wurden bereits in [PST97], 
[Pes98] und [Pes94, Käm95a, Käm95b, Pes96, Käm97al sowie in den Proceedings [Pes95a, 
Käm95c, Käm96, Käm97b, Käm97cl publiziert. 



Teil I 

Einschleifen-Selbstenergien bei 
endlichen Temperaturen 



2 Quantenfeldtheorie bei endlichen 
Temperaturen 

2.1 Zum Formalismus 

Tm folgenden wird der in diesem Teil der Arbeit benötigte Formalismus in einer recht ge- 
drängten Form dargestellt. Ausführlichere Darstellungen, die jedoch zum Teil auf nicht- 
relativistische Theorien beschränkt sind, findet man z. B. in der Referenz [AGD75]. Die 
statistische Beschreibung in verschiedenen Formulierungen mit dem Schwerpunkt auf relati- 
vistischen Quantenfeldtheorien ist in [LW871 ausführlich erläutert. Viele Aspekte der QFT 
bei endlichen Temperaturen und endlichen chemischen Potentialen finden sich auch in den 
Monographien [Kap891 und [1Be96]. 

Die kanonische Zustandssumme des durch den Hamilton-Operator H beschriebenen Sy- 
stems ist definiert als 

wobei tr die Spur über alle physikalischen Zustände des Systems bezeichnet, dessen Gleich- 
gewicht durch die Temperatur T charakterisiert wird. Liegen im System erhaltene Ladungen 
Ni vor, so erfolgt der Übergang zum großkanonischen Ensemble durch die Einführung der 
zugeordneten chemischen Potentiale p; sowie die Ersetzung H + H - p;N; in Gleichung 
(2.1). Dies erlaubt eine einheitliche Formulierung der QFT bei endlicher Temperatur und 
bzw. oder endlichen chemischen Potentialen. Z hängt dann außer vom Systemvolumen V 
von den Zustandsgrößen T und p; ab. 

Der thermische Erwartungswert eines Operators A ist definiert durch 

wobei die Größe 

eingeführt wurde. Insbesondere sind die Erwartungswerte von Operatoren, die makroskopi- 
schen Größen entsprechen und somit Funktionen von H und N; sind, durch die Zustandssum- 
me Z(T, P;, V) bzw. die Funktion Q(T, P;, V) und deren Ableitungen vollständig bestimmt. 
R(T, P;, V) heißt daher thermodynamisches Potential. 

Im Grenzfall verschwindender Temperatur spielt bei der thermischen Mittelung (2.3,) nur 
noch der Grundzustand des Systems eine Rolle, und der Formalismus geht in die Beschrei- 
bung des Vielteilchensystems im Vakuum über. Es ist daher klar, daß sich auch bei endlichen 
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Temperaturen bis auf wenige Ausnahmen nur freie Quantenfeldtheorien in geschlossener ana- 
lytischer Form lösen lassen. Bei der Behandlung physikalisch relevanter Theorien ist man 
daher neben numerischen Simulationen auf perturbative Methoden angewiesen. Es zeigt 
sich, daß die perturbative Auswertung einer QFT bei endlichen Temperaturen weitgehend 
parallel zu dem bekannten Formalismus der Vakuum-Theorie erfolgen kann. Formal kann 
man nämlich das Boltzmann-Maß bei der Bildung des Erwartungswertes eines Operators 
als Resultat der Wirkung eines Entwicklungsoperators in einer komplexen Zeitvariablen 
auffassen, 

Die auf diese Weise ins Komplexe fortgesetzte Zeit, deren Imaginärteil mit der inversen Tem- 
peratur zusammenhängt, kann aus analytischen Gründen nicht beliebige Werte annehmen. 
So ist der Erwartungswert 

offensichtlich nur für Zeiten, welche die Bedingung 

erfüllen, wohldefiniert. Eine wichtige Eigenschaft des Er~artun~swertes (2.5), der auch Kor- 
relator der Größen A und B genannt wird, folgt aus der zyklischen Vertauschbarkeit der 
Operatoren vor der Spurbildung, 

Ein Spezialfall dieser Beziehung ist die Kubo-Martin-Schwinger-Relation, die weiter unten 
verwendet wird. 

Bei der perturbativen Auswertung der Theorie spielt der Korrelator von zwei Feldope- 
ratoren, der sogenannte Propagator, eine zentrale Rolle. Aus Gründen der Einfachheit wird 
im folgenden der Propagator-Begriff anhand der skalaren masselosen Feldtheorie diskutiert; 
die Verallgemeinerung zu realistischen Theorien ist offensichtlich. Der Propagator ist als 
eine Greensche Funktion durch eine definierende Differentialgleichung noch nicht eindeutig 
festgelegt: unterschiedliche Randbedingungen ergeben unterschiedliche Formen des Propaga- 
tors. Im folgenden werden einige dieser Propagatoren eingeführt sowie ihre Zusammenhänge 
untereinander erläutert. 

In der Formulierung der Störungstheorie spielt insbesondere der sogenannte Kontur- 
geordnete Propagator eine Rolle. Dieser ist definiert durch 

mit D+(x, X') := (tp(x)cp(xl)) , D,(x, X') := (cp(~')~(x)) , 
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Der Kontur-Ordnungsoperator Tc ist die Verallgemeinerung des Zeit-Ordnungsoperators 
der Vakuum-QFT. Er ordnet Operatoren entlang des Weges C in der komplexen Ebene, 
d. h., falls X ;  in einer geeigneten Parametrisierung von C vor xo liegt, ist Oc(xo - X ; )  = 1, 
sonst ist Oc = 0. Die orientierte Kontur C unterliegt entsprechend der Bedingung (2.6) der 
Einschränkung, in der komplexen Zeit-Ebene nicht-steigend zu sein. Die konkrete Wahl der 
Kontur bestimmt dann die jeweilige Formulierung der Störungstheorie mit den entsprechen- 
den Feynman-Regeln. 

Wie man leicht sieht, hängen die Propagatoren D* als Funktion von xo und X ;  nur von 
deren Differenz ab. Für isotrope Systeme gilt dies entsprechend auch für die räumlichen 
Koordinaten. Zwischen den Propagatoren D+ und D- besteht dabei nach der Gleichung 
(2.7) die Beziehung 

Das ist die bereits erwähnte Kubo-Martin-Schwinger-Relation, die auch kurz als KMS- 
Relation bezeichnet wird. 

Der Zusammenhang der Greenschen Funktionen D+ und D- zueinander sowie zu den 
anderen gebräuchlichen Propagatoren wird durch nur eine Funktion p bestimmt. Etwas lax 
kann man sagen, daß diese nur Informationen über die definierende Differentialgleichung der 
Greenschen Funktionen und damit über die Art der Wechselwirkung im System enthält. Die 
Informationen über die Randbedingungen folgen hingegen aus den entsprechenden Spekt- 
raldarstellungen der Propagatoren, von denen weiter unten einige aufgeführt werden. 

Die Funktion p wird zunächst in der Irnpulsdarstellung angegeben. Dazu wird die Im- 
pulsdarstellung der Propagatoren D* betrachtet, 

D* ( K )  = 1 d4x e i K E ~ +  ( X )  . 

Als Konsequenz der KMS-Relation (2.9) besteht zwischen den beiden Propagatoren in der 
Fourier-Darstellung der Zusammenhang 

Definiert man nun die sogenannte Spektralfunktion als 

p ( K )  := D+(K)  - D - ( K )  , 

so erhält man 

wobei n~ die Bose-Einstein-Funktion bezeichnet, 

Ausgedrückt durch die Spektralfunktion lautet der Kontur-geordnete Propagator 
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Die Spektralfunktion p ist nach den Definitionen (2.8) und (2.10) der Erwartungswert des 
Kommutators der Feldoperatoren. Als solcher ist p nicht nur reell, sondern besitzt zudem 
noch einige weitere bemerkenswerte Eigenschaften wie 

Diese Eigenschaften folgen z. B. aus der Lehmann-Darstellung der Spektralfunktion, deren 
explizite Form in der Literatur angegeben ist (siehe z. B. [AGD75]). 

Aufgrund der formalen Beziehung (2.4) ist es klar, daß man wie in der Vakuum-QFT 
auch bei endlichen Temperaturen ein generierendes Funktional für den Propagator sowie 
für andere Greensche Funktionen angeben kann. Dieses Funktionalintegral kann näherungs- 
weise durch eine perturbative Entwicklung, formuliert durch freie Greensche Funktionen, 
bestimmt werden. Diese Tatsache erklärt die oben gemachte Feststellung über die Relevanz 
des Kontur-geordneten Propagators, da zur perturbativen Auswertung des Funktionalinte- 
grals die Kontur in der komplexen Zeit-Ebene festgelegt werden muß. Unter allen denkbaren 
Konturen, die der Bedingung genügen, in der komplexen Zeit-Ebene nicht-steigend zu sein, 
ist die einfachste die sogenannte Matsubara-Kontur. Diese geht von t = 0 aus und verläuft 
in einer vertikalen Linie zu t = -iT-l. Die Wahl dieser Kontur bestimmt die Feynman- 
Regeln irn Imaginärzeit-Formalismus. Dieser wird so bezeichnet, weil es bequem ist, von der 
Zeitvariablen t zu der imaginären Zeit - i ~  überzugehen. 

Der Imaginärzeit-Propagator A ist als Funktion der Zeit T in dem Intervall [-T-l, Tm'] 
definiert. Entsprechend ist die Fourier-Darstellung von A nur für diskrete Energien, nämlich 
für ganzzahlige Vielfache von nT erklärt. Nach der KMS-Bedingung (2.9) läßt sich A jedoch 
als eine auf dem Intervall [0, T-'1 definierte, periodisch fortgesetzte Funktion auffassen. 
Daher gilt für die Impulsdarstellung des Imaginärzeit-Propagators 

Die Bezeichnung Ck,, wird symbolisch für die Summe über die natürlichen Zahlen -W < 
n < +CO verwendet, welche die bosonischen Matsubara-Frequenzen 

definieren. 
Aus der Schreibweise (2.13) kann man durch die Fourier-Transformation (2.15) die Spek- 

traldarstellung des Matsubara-Propagators erhalten, 

k(lco, k) = L*->T / d3i d4 K' e-ilC'xp(~') [@(T) -F n~ (K')] 

1 
mit ?co = i 2nd'. 
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Diese Darstellung kann mit der des sogenannten analytischen Propagators, der für beliebige 
komplexe Energien ko, Im(ko) # 0, durch 

definiert ist, verglichen werden. Offensichtlich ist A(K) gerade die Einschränkung des ana- 
lytischen Propagators auf die diskrete Menge der Matsubara-Frequenzen, 

Bei der Berechnung von Selbstenergien im Imaginärzeit-Formalismus, wie im nächsten Ka- 
pitel ausgeführt, ist jedoch die folgende Feststellung, gewissermaßen eine Umkehrung des 
gerade gezeigten Zusammenhangs, wichtiger. Der analytische Propagator kann nämlich auch 
aus dem Matsubara-Propagator A(ko, k )  bestimmt werden. Zunächst kann A(k0, lc) in die 
komplexe ko-Ebene fortgesetzt werden, indem man statt der Matsubara-Frequenzen ko belie- 
bige komplexe Werte für ko zuläßt. Diese triviale Fortsetzung 7- ist allerdings nicht eindeutig, 
da auch die Fortsetzungen f ( e ~ p { k ~ T - ~ ) ) T  mit Funktionen f der Eigenschaft f (1) = 1 auf 
den Matsubara-Frequenzen mit T übereinstimmen. Jede andere als die triviale Fortsetzung 
kann jedoch ausgeschlossen werden, wenn man fordert, daß die auf die Weise erhaltene 
Funktion tatsächlich die analytischen Eigenschaften eines Propagators besitzt [BM60]. Der 
Beweis beruht auf dem bekannten Satz von Cauchy aus der Funktionentheorie über die 
Fortsetzbarkeit von punktweise definierten Funktionen [CH93]. 

Als letzte der hier betrachteten Ausführungen der 2-Punkt-Greenschen Funktion werden 
der sogenannte retardierte und der avancierte Propagator eingeführt. Diese ergeben sich als 
Grenzwerte des analytischen Propagators bei der Annäherung an die reelle h-Achse von 
oben bzw. unten als 

D„ (ko) : = D„(~o + i0') , 
D,(ko) := D„(ko - i0') mit ko reell. 

Sie beschreiben das dynamische Verhalten des untersuchten Systems in der wirklichen Seit 
unter Berücksichtigung der Kausalität. So lautet z. B. die Darstellung von D,t im Konfigu- 
rationsraum 

In der Spektraldarstellung 

wird die Kausalstruktur durch den infinitesimalen positiven Imaginärteif bestimmt. Wie 
üblich, ist dieser im Cauchyschen Sinne zu handhaben, d. h., wenn P den Hauptivert be- 
zeichnet, gilt 



22 2 Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen 

Die kausalen Propagatoren (2.20) treten beispielsweise in der linearen Antwort-Analyse der 
Zeitentwicklung des Systems bei kleinen Abweichungen vom Gleichgewicht auf und bestim- 
men daher auch die Dispersionsrelationen von Anregungen im System. Aus der Paritätsei- 
genschaft der Spektralfunktion (2.14) folgt 

d. h., daß der Realteil (Imaginärteil) des retardierten Propagators eine gerade (ungerade) 
Funktion von ko ist. 

Nach dem bisher gesagten ist es klar, wie man z. B. den retardierten Propagator aus dem 
Matsubara-Propagator erhält, nämlich durch die analytische Fortsetzung 

Mit Hilfe dieser Vorschrift lassen sich somit Resultate, die im Imaginärzeit-Formalismus 
abgeleitet wurden und daher zunächst keine Dynamik beschreiben, zu reellen Energien bzw. 
Zeiten fortsetzen. Umgekehrt kann man aus Dret und Dav auch leicht die Spektralfunktion 
p erhalten, da diese gerade die Diskontinuität des analytischen Propagators an der reellen 
Achse ist, 

Durch die analytische Fortsetzung (2.24) kann man aus dem Matsubara-Propagator somit 
auf einfache Weise auch die Spektralfunktion bestimmen. 

Gegenüber anderen Formulierungen der Störungstheorie besitzt der Imaginärzeit-Forma- 
lismus den Vorteil, daß die Feynman-Regeln fast die gleichen wie in der Vakuum-QFT 
sind1. Die einzige und intuitiv leicht einzusehende Modifikation ergibt sich aus der bereits 
diskutierten Tatsache, daß die Zeit hier euklidisch und beschränkt ist. Daher ist auch der 
freie Imaginärzeit-Propagator nur auf den Matsubara-Frequenzen (2.16) definiert und lautet 

In entsprechender Weise ist die Schleifen-Integration über intermediäre Teilchenzustände zu 
ersetzen, 

Abgesehen von zusätzlichen Tensor- oder Spinorstrukturen lassen sich auch die frei- 
en Propagatoren in realistischen Theorien auf skalare Propagatoren zurückführen. Dabei 
muß für den fermionischen Propagator allerdings bemerkt werden, daß dieser nicht auf den 

'Wie bereits bemerkt wurde, werden die Feynman-Regeln durch die Wahl der Kontur C in der komplexen 
Zeit-Ebene bestimmt. Im sogenannten Keldysh-Formalismus verläuft die Kontur zum Teil auf der reellen 
Achse. Als eine Realzeit-Methode erlaubt dieser Formalismus daher die direkte Bestimmung dynamischer 
Größen. Alterdings wird hier der Propagator matrixwertig, und es muß ein neuer Typ von Vertizes eingeführt 
werden. 
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geraden bosonischen Matsubara-Frequenzen wie in (2.26), sondern nur für die ungeraden 
Energien 

definiert ist. Das folgt aus der Tatsache, daß spinorwertige Feldoperatoren antikommutie- 
rende Objekte sind. Daher muß im Gegensatz zum bosonischen Fall (2.15) die Fortsetzung 
des auf dem T-Intervall [0, T-l] eingeschränkt erklärten Propagators antiperiodisch erfolgen, 
um den Propagator auf dem gesamten Definitionsbereich [-T-l, T-l] zu erhalten. Um den 
statistischen Charakter der skalaren Propagatoren deutlich zu machen, werden diese künftig 
mit den Indizes B bzw. F gekennzeichnet. 

2.2 Die Hochtemperatur- und die HTL-Approximation 

Im folgenden Kapitel werden die Selbstenergien von elektromagnetisch und stark wechsel- 
wirkenden Teilchen bei endlichen Temperaturen untersucht. Für diese ~elbstenergien erhält 
man selbst in der Einschleifen-Näherung, die die Quantenkorrektur niedrigster Ordnung zu 
den freien Propagatoren ergibt, recht komplizierte Ausdrücke, die sich nicht durch elemen- 
t are Funktionen darstellen lassen. 

Im weiteren sind insbesondere Systeme bei sehr hohen Temperaturen von Interesse. 
Gelegentlich werden solche heiße, wechselwirkende Vielteilchensysteme auch als Plasmen 
bezeichnet. Deren Temperatur T wird dabei im folgenden oft als wesentlich größer als die 
Masse der Teilchen angenommen, so daß die Teilchen dann als masselos angesehen werden 
können. Diese Annahme ist für Elektronen und die U- und d-Quarks insbesondere im Hin- 
blick auf die später betrachteten stark wechselwirkenden Plasmen bei Temperaturen um 
T N 200 MeV gerechtfertigt. Unter dieser Voraussetzung hoher Temperatur lassen sich für 
die im folgenden Kapitel betrachteten Selbstenergien, die die Wechselwirkung des jeweiligen 
Teilchens mit dem Plasma beschreiben, Approximationen in analytischer Form angeben. 
Diese Approximationen können als Entwicklung nach dem dimensionslosen Parameter P/T 
angesehen werden, wobei P der Impuls des betrachteten Teilchens ist2. Im Falle der Selbst- 
energie von z. B. Photonen, Gluonen und Elektronen bzw. Quarks besitzt das führende Glied 
dieser Hochtemperatur-Entwicklung bemerkenswerte Eigenschaften. Bevor diese diskutiert 
werden, soll jedoch zunächst exemplarisch die Einschleifen-Selbstenergie der skalaren Feld- 
theorie mit Selbstkopplung, die durch die Lagrange-Dichte 

beschrieben wird, untersucht werden. Nicht gezeigt sind in (2.29) die nötigen Vakuum- 
Counterterme. Dieses denkbar einfachste Beispiel einer wechselwirkenden und renormierba- 
ren QFT ermöglicht eine übersichtliche Darstellung der Auswertemethoden und zeigt zudem 
ixst*its einige der relevanten Eigenschaften von Selbstenergien in realistischen Theorien. Irn 
folgenden wird dabei häufig von dem Spezialfall mseloser Teilchen mit rn = 0 ausgegangen. 

Der führende Term der perturbativen Entwicklung der skalaren Selbstenergie ist der 
in der Abbildung 2.1 dargestellte Einschleifen-Prozeß. Tm Vakuum ergibt das Feynman- 

21m Imaginärzeit-Formalismus ist P eine kleine Gro%e, wenn jede Komponente kbin ist. Für einen min- 
kowskischen 4Vektor rnii%te man entsprechend die Kleinheit der zeitlichen und räumlichen Komponenten 
getrennt fordern. 
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Abbildung 2.1: Der Einschleifen-Beitrag zur Selbstenergie in der skalaren Feld- 
theorie mit v4-Wechselwirkung. 

Diagramm einen quadratisch divergenten Beitrag, 

*T=O = i 2 
d4K - Do(K) mit Do(K) = 

1 
-Tg J ( z T ) ~  K2 - m2 ' 

Es ist klar, daß die Selbstenergie, die durch die Selbstwechselwirkung an einem Punkt im 
Konfigurationsraum bestimmt wird, keine Impulsabhängigkeit besitzen kann. Nach der Se- 
paration der Divergenz in der Selbstenergie äußerte sich die Einschleifen-Selbstwechselwir- 
kung daher lediglich in der renormierten (physikalischen) Masse des Teilchens. 

Bei der Temperatur T erhält man entsprechend den modifizierten Feynman-Regeln (2.26) 
und (2.27) im Imaginärzeit-Formalismus für die Selbstenergie den Ausdruck 

Die Summe über die Matsubara-Frequenzen ko = i 2nnT kann in bekannter Weise durch 
ein Wegintegral in der komplexen ko-Ebene ausgedrückt werden [Kap89]. Zunächst wird die 
Summe über ko als Summe über die Residuen des Produkts f (w)nB(w) bei den Polstellen 
W = ko der Bose-Verteilungsfunktion nB (W) = [exp{w/T) - 11-l formuliert, was aufgrund der 
Beziehung Res[nB(w)] = T möglich ist. Ist die Funktion f (W) entlang der Irnaginärachse 
regulär, folgt durch Anwendung der Cauchyschen Integralformel nach einer Deformation des 

Abbildung 2.2: Die Deformation des Integrationswegs zur Auswertung der 
Matsubara-Summe. 

Integrationsweges entsprechend der Abbildung 2.2 und einer Koordinatentransformation 
@ + - W  
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wobei die Relation nB(-W) = -(1 + n B ( w ) )  ausgenutzt wurde. Diese Schreibweise macht 
deutlich, daß die Selbstenergie (2.31) die Summe von zwei separaten Termen ist, II  = 
IIT=O + IIT.  Der erste Term ist temperaturunabhängig und gerade der Vakuum-Anteil (2.30) 
der Selbstenergie. Der zweite Summand ist daher der temperaturabhängige Anteil der Selbst- 
energie. Für diesen erhält man 

1 d3k 1 
I I ~ = ~ ~ ~ l ~ ; n ~ ( k )  mit w = d m .  

Es ist bereits in dieser Form leicht zu sehen, daß IIT endlich ist; die im Vakuum-Anteil 
für die UV-Divergenz verantwortlichen Beiträge werden durch die thermische Verteilung n~ 
unterdrückt. Der thermische Anteil der Selbstenergie bedarf daher keiner Renormierung, er 
ist also renormierungsunabhängig. Darüber hinaus kann man einfach sehen, daß IIT mit der 
Temperatur wie T 2  ska1iert3. Daher ist der im folgenden oft betrachtete reine Temperatur- 
Anteil von Selbstenergien in heißen Plasmen zugleich eine gute Approximation der gesamten 
Selbstenergie. 

Die Schleifen-Summation in (2.31) kann auch elegant mit der sogenannten Saclay-Metho- 
de ausgewertet werden, siehe z. B. [Pi88]. Angewendet auf den vorliegenden Fall, beruht 
diese auf der Feststellung, daß T &, f (ko)  = T &, exp(k0r}  f (ko) gerade die Fourier- 
Transformierte f" von f (ko) zum Zeitpunkt T = 0 ist, 

T E f (ko)  = f " ( ~  = 0 )  . (2.34) 
ko 

Um die Matsubara-Summe in der Gleichung (2.31) zu berechnen, benötigt man nur noch die 
sogenannte T-Darstellung des Propagators. Diese kann man z. B. mit Hilfe der Beziehung 
(2.32) direkt berechnen .und erhält 

Noch einfacher ist es, die Gültigkeit der Umkehr-Transformation zu zeigen, 

die aufgrund der Eindeutigkeit der Fourier-Transformation auch die Darstellung (2.35) be- 
weist. So erhält man mit (2.34) und AB(7- = 0 )  = - ( I +  2nB) / (2w)  wieder die Darstellung 
(2.33) für lIT. 

Im Falle einer nicht-verschwindenden Masse m in der Lagrange-Dichte (2.29) läßt sich 
der Ausdruck für IIT nicht durch elementare Funktionen darstellen, sondern führt auf die 
Integraldarstellung 

Xhnlich wie oben bereits für die QED- und QCD-Selbstenergien erwähnt, liilft sich auch für 
diese Darstellung eine Hochtemperatur-Entwicklung angeben. Diese lautet [BeR.ij 

3Dies ist insbesondere im maiselosen Fa11 klar, weil dann T die einzige zur Visrfigung stehende Cr6h 
der Dimension einer Energie ist, 
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Bereits an dem einfachsten nicht-trivialen Beispiel einer wechselwirkenden QFT wird deut- 
lich, daß die Hochtemperatur-Entwicklung von Selbstenergien keinesfalls trivial ist. Außer 
im speziellen Fall masseloser Teilchen ist die Entwicklung der Selbstenergie nach dem dimen- 
sionslosen Parameter (rn/T)' nicht-analytisch. Einige Überlegungen zur Konvergenz solcher 
Reihenentwicklungen findet man in [Pes95b]. 

Eng verknüpft mit der Hochtemperatur-Approximation sind die Begriffe der sogenannten 
hard thermal loops und das Resummations-Schema nach Braaten und Pisarski [BPSOa]. Ei- 
nige wichtige Grundgedanken dazu sollen zunächst anhand der skalaren cp4-Theorie erläutert 
werden. 

Die Dyson-Gleichung 

verknüpft die Selbstenergie 11 mit dem inversen vollen Propagator A-l. Der volle Propagator 
beschreibt nämlich auch sogenannte reduzible Wechselwirkungsprozesse, die schematisch 
durch 

dargestellt werden können, wobei der Vollkreis die irreduzible Selbstenergie und die Linie den 
freien Propagator Ao symbolisieren. Diese Resummation des Propagators wird im allgemei- 
nen dann besonders wesentlich sein, wenn die Selbstenergie von der gleichen Größenordnung 
wie der inverse freie Propagator ist. 

Im vorliegenden Fall ist II bzw. II* eine Konstante. Bei der Integration in (2.37) geben 
aufgrund des Integrationsmaßes k 2 n ~  die Impulse k T die Hauptbeiträge zu der Selbst- 
energie, die selbst von der Ordnung g2T2 ist (2.38). Nach der Konvention von Braaten und 
Pisarski [BPSOa] werdendiese Impulse als hart bezeichnet. Damit ist klar, daß die Resumma- 
tion (2.39) insbesondere für äußere Impulse der Größenordnung gT oder kleiner wesentlich 
ist. Die Verwendung der Einschleifen-Approximation für die Selbstenergie ist aber von vorn- 
herein nur für kleine Kopplungsstärken g < 1 zu rechtfertigen. Daher sind in diesem Fall 
die Skalen der weichen äußeren Impulse P gT, für welche die Resummation besonders 
wichtig ist, und die der harten Impulse, welche die Hauptbeiträge zur Selbstenergie liefern, 
deutlich verschieden. 

Durch Braaten und Pisarski [BPSOa] wurde gezeigt, daß der eben dargestellte Sachver- 
halt nicht nur für die betrachtete skalare QFT gültig ist. Auch in anderen Theorien kann 
sich die Resurnmation von Propagatoren ebenso wie die weiterer Greenscher Funktionen als 
wesentlich erweisen, weil bei weichen äußeren Impulsen Anteile der Wechselwirkungskorrek- - - 

turen von der gleichen Größenordnung wie die nackten Größen sein können. Diese relevanten 
Wechselwirkungsbeiträge werden nach Braaten und Pisarski als hard thermal loops bezeich- 
net, weil sich generell zeigen läßt, daß diese aus Schleifen-Integrationen über harte Impulse 
stammen4. Für die Bezeichnung hard thermal loops wird im folgenden oft die gebräuchliche 
Abkürzung HTL verwendet. 

Die Propagatoren in realistischen Quantenfeldtheorien sind tensor- oder spinorwertig. 
- - 

Diese Theorien besitzen daher eine wesentlich kompliziertere Struktur als die skalare Theo- 
rie. Zudem hängen alle Selbstenergien, die nicht durch Feynrnan-Diagramme mit Tadpole- 
Topologie (wie das in der Abbildung 2.1) beschrieben werden, vom äußeren Impuls ab. In 

'SchlieBt man z. B. bei der Schleifen-Integration (2.33) für die skalare Selbstenergie die weichen Impulse 
aus, ändert das das Resultat nur in der Ordnung C 3 ( g 3 ~ 2 ) .  
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solchen Fällen existieren neben der Temperatur auch weitere Größen von der Dimension 
einer Energie. Es ist daher nicht von vornherein klar, welche Greensche Funktionen HTL- 
Anteile haben. Die Greenschen Funktionen mit HTL-Komponenten wurden in [BPSOa] ge- 
nau klassifiziert. Außerdem sind dort und in [Pi89a7 Pi89bl Eigenschaften der HTL sowie 
nützliche power-counting Regeln angegeben. 

Wie aus dem vorangegangenen hervorgeht, sind die HTL-Anteile von Selbstenergien 
gerade die Terme der Ordnung O(g2T2) der entsprechenden Hocht emperatur-Entwicklung . 
Als solche sind die HTL-Resultate Approximationen der Einschleifen-Selbstenergien. Somit 
ist auch der durch die HTL-Selbstenergie resummierte Propagtor eine approximierte Große, 
in der nur einige der wichtigsten Wechselwirkungsbeiträge berücksichtigt sind. 

Es werden nun einige wichtige Eigenschaften der hard thermal loops anhand des re- 
präsentativen Beispiels des sogenannten transversalen Gluon-Propagators aufgeführt, der 
im Abschnitt 3.2 genau definiert wird. Die Ableitung der HTL-Selbstenergie ist im Anhang 
B. 3 angegeben und liefert das Resultat 

wobei m,2 = ig2T2  definiert wurde, g die starke Kopplungskonstante bezeichnet, und 
P = (po,p) der 4-Impuls des Gluons ist. Dieser Ausdruck für die transversale Gluon- 
Selbstenergie besitzt vernünftige physikalische Eigenschaften, die die Bedeutung der HTL- 
Approximation erklären. Zunächst kann man feststellen, daß die Approximation lTFTL ent- 
sprechend den Ausführungen im Abschnitt 2.1 eine Spektralfunktion pZTL definiert, wel- 
che den grundlegenden Erfordernissen (2.14) genügt. So ist pTTL semi-positiv definit, und 
transversale Gluon-Anregungen im Plasma werden gedämpft, da für positive Energien po 
der Imaginärteil der retardierten Selbstenergie nicht-negativ ist. Ebenso besitzt die 
Paritätseigenschaft von Spektralfunktionen. Zudem ist diese so bestimmte approximative 
Spektralfunktion richtig normiert, d. h., pFTL erfüllt die in (2.14) angegebene Summenregel 
exakt, und zwar für beliebige Werte der Kopplungskonstante g bzw. von mg. Wie in der 
Abbildung 2.3 dargestellt ist, sind dabei die Beiträge, die von den Singularitäten und den 
Schnitten von stammen, je nach Wert der Kopplungskonstante g unterschiedlich groß. 
Für kleine Kopplungsstärken ist die Summenregel fast ausschließlich durch den Polbeitrag 
ausgeschöpft, weshalb man in diesem Fall die Gluonen als Quasiteilchen ansehen kann. Ob- 
wohl sich bei starker Kopplung die Lage des Pols deutlich von der im wechselwirkungsfreien 
Fall mit po = p unterscheidet, ist auch dann die Summenregel in guter Näherung durch den 
Polbeitrag allein erfüllt5. 

Des weiteren sind die verschiedenen Fortsetzungen der HTL-Selbstenergie in den jeweili- 
gen Gebieten der komplexen po-Ebene analytisch, so daß die entsprechenden resurnmierten 
Propagatoren den allgemeinen Kausalitätsforderungen genügen, die im Abschnitt 2.1 be- 
sprochen wurden. Dies läßt sich nicht nur für die skalaren Projektionen des Propagators 
zeigen. sondern auch für den tensorwertigen Gluon-Propagator selbst [Hen96]. Ein analoges 
Argument für den Fermion-Propagator in der HTL-Näherung findet man z. B. in [E'imSij. 

Schließlich ist für das effektive Resumrnations-Schema nach Braaten und Pisarski die 
Eichinvarianz der HTL-Selbstenergien von groi3er Bedeutung. Obwohl im allgemeinen die 
Gluon-Selbstenergie eichabhängig ist, ergeben die eichabhängigen Terme keinen Beitrag in 

%ernerkenswerterweise wächst für grokre Werte der Kopplung der Quasiteilchen-Anteil in der Surn- 
rnenregel wieder. 
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Abbildung 2.3: Die transversale Gluon-Spektralfunktion pFTL(po,p) in der 
HTL-Approximation für p/T = 1. Durch unterschiedliche Linientypen sind 
die Resultate für Werte von m,/T = 0.1, 0.5, 1 und 1.5 dargestellt. Unterhalb 
von po/T = p/T = 1 liegen die Beiträge aus den Schnitten der Selbstener- 
gie, oberhalb liegen die singulären Pol- bzw. Quasiteilchen-Anteile. Diese sind 
schematisch durch Gauß-Funktionen kleiner endlicher Breite dargestellt, deren 
Höhe proportional zum Anteil der Pole in der Summenregel (2.14) ist, wobei 
die volle Ordinatenlänge 100% entspricht. 

der führenden Ordnung der Hochtemperatur-Entwicklung6. Dies wurde für verschiedene 
Klassen von Eichungen explizit gezeigt. Die Eichinvarianz beliebiger Greenscher Funktio- 
nen im HTL-Limes kann unter recht allgemeinen Voraussetzungen der QFT auch formal 
bewiesen werden [KKRgl] . 

Die HTL-Greenschen Funktionen erfüllen Ward-Identitäten, und es läßt sich eine nicht- 
lokale effektive Lagrange-Dichte angeben, aus der die HTL-Propagatoren als nackte, effektive 
Größen folgen [BP92, FT921. Im Sinne der Renormierungsgruppentheorie beschreibt diese 
Lagrange-Dichte eine effektive Theorie, in der die harten Freiheitsgrade der ursprünglichen 
Theorie ausintegriert wurden. Perturbative Entwicklungen in dieser effektiven Theorie stel- 
len eine Umordnung der ursprünglichen Störungsreihe dar. Dieses Vorgehen ermöglicht eine 
konsistente perturbative Berechnung von bestimmten Größen, die in der ursprünglichen 
Störungstheorie nicht durch eine naive, endliche Schleifen-Entwicklung zugänglich sind. Bei 
endlichen Temperaturen können nämlich unter Umständen aufgrund des Verhaltens der 

@Das steht in einem gewissen Zusammenhang mit der Tatsache, da% die HTL-Approximation für Abelsche 
und nicht-Abefsche Bosonen-Selbstenergien bis auf einen Faktor übereinstimmen. Die Eichinvarianz der 
Abelschen Selbstenergie in der Einschleifen-Näherung ist aber offensichtlich. 
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Bose-Verteilung bei weichen Impulsen p/T g « 1, 

Diagramme beliebig hoher Ordnung in der Schleifen-Entwicklung zu einer bestimmten Ord- 
nung der Störungsreihe in der Kopplungskonstanten g beitragen. Mit anderen Worten: die 
effektive Resummation nach Braaten und Pisarski berücksichtigt zumindest in führender 
Ordnung, daß bei endlichen Temperaturen der Zusammenhang zwischen den Ordnungen 
der Entwicklung nach der Zahl der Schleifen bzw. den Potenzen von g nicht mehr streng 
gilt. 

Eine Größe, die bereits in niedrigster Ordnung O(g) eine Resummation der HTL-Anteile 
der Selbstenergie entsprechend (2.40) erfordert, ist die weiter unten diskutierte Gluon-Dämp- 
fungsfunktion. Hier sei nur bemerkt, daß eine naive Schleifen-Entwicklung zu inkonsistenten 
Resultaten für diese Größe führt, weil dadurch nicht alle für eine gegebene Ordnung rele- 
vanten Beiträge erfaßt werden. 

Wie aus den oben dargestellten Überlegungen hervorgeht, erlauben Vorgehensweisen wie 
die effektive HTLResummation im Prinzip die konsistente perturbative Berechnung aller 
interessierender Eigenschaften heißer Plasmen. Betont werden sollen an dieser Stelle noch 
einmal die Voraussetzungen der Braaten-Pisarski-Methode. Diese sind 

Die erste Forderung sichert, daß die in der Schleifen-Entwicklung einer Greenschen Funktion 
führenden Terme wesentlich größer als die folgenden Glieder sind. Aus dieser Forderung kann 
dann durch die gleichlautende zweite Voraussetzung der in der Hochtemperatur-Entwicklung 
führende Beitrag bestimmt werden. In stark wechselwirkenden Plasmen, die höchstwahr- 
scheinlich in naher Zukunft in relativistischen Schwerionenstößen erzeugt werden können, 
wird die Kopplungsstärke jedoch mit Sicherheit nicht klein sein. Es stellt sich daher die 
Frage nach der Anwendbarkeit der HTL-Resummation bei starker Kopplung. 

Nun kann die HTL-Resummation zunächst als eine rein formale Berechnungsmetho- 
de angesehen werden, um Divergenzen der Theorie bzw. relevante Anteile in reduziblen 
Wechselwirkungsprozessen handhaben zu können und so zu formal korrekten Resultaten zu 
gelangen. Als solche ist diese Resummation mit einer gewissen Willkür behaftet. Das be- 
deutet aber, daß man generell, und z. B. auch bei großen K~~plungsstärken, mit effektiven, 
resummierten Einschleifen- oder auch HTL-Propagatoren rechnen kann (was aber eventuell, 
wie es sich auch tatsächlich andeutet, nicht alle Divergenzen beseitigt). 

Die Resummation gerade der hard thermal loops ist jedoch physikalisch motiviert. Diese 
Resummation berücksichtigt die Modifikation der in einem bestimmten (perturbativen) Sin- 
ne wichtigsten Teilchenzustände im Medium. Die entsprechend organisierte Störungstheorie 
geht dann von diesen als 'freien' Zustanden aus und liefert so eine angepaatere Beschrei- 
bung als bei Verwendung der eigentlichen freien Zustande als perturbative Basis. Mit dieser 
Interpretation der HTL-Propagatoren stehen auch die oben aufgezählten Eigenschaften irn 
Zusammenhang, welche die hard thermal loops in gewisser Weise vor anderen Resummati- 
onsmöglichkeiten auszeichnen. 

Unter diesen Gesichtspunkten ist daher insbesondere die zweite der Voraussetzungen 
(2.42) wichtig, wenn mittels der Braaten-Pisarski-Methode berechnete Resultate zu gröfleren 
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Kopplungsstärken extrapoliert werden. Die zu untersuchende Frage ist also: Sind die HTL- 
Selbstenergien, zu Impulsen gT T für g - 1 extrapoliert, noch immer die Hauptbeiträge 
der Einschleifen-Selbstenergien wie im eigentlichen Gültigkeitsbereich der Approximation? 
Diese Frage wird irn folgenden Kapitel für heiße Plasmen untersucht, deren Wechselwirkung 
durch die Quantenelektrodynamik (QED) bzw. durch die Quantenchromodynamik (QCD) 
beschrieben wird. 



Einschleifen-Selbstenergien in QED 
und QCD bei endlichen 
Temperaturen 

Die P hoton-Selbstenergie 

In diesem Abschnitt wird der Einschleifen-Beitrag zur Photon-Selbstenergie IIzy bei endli- 
chen Temperaturen berechnet. Gelegentlich wird IIL auch als Polarisationstensor bezeich- 
net. Das relevante Feynman-Diagramm ist in der Abbildung 3.1 dargestellt. Unter Verwen- 

Abbildung 3.1: Einschleifen-Beitrag zur Photon-Selbstenergie. 

dung der Konventionen und Feynman-Regeln nach [I2801 lautet der Vakuum-Beitrag zum 
Polarisationstensor 

wobei s(O)(K) = [$ - meld' der freie Elektron-Propagator und Q = P - K ist. Die- 
ser Ausdruck ist divergent und erfordert eine Renormierung [IS80]. Auf diese Vakuum- 
Renormierung wird an dieser Stelle nicht eingegangen, da hier ausschließlich die EfFekte der 
endlichen Temperatur des Mediums studiert werden sollen. 

Bei der Berechnung der Photon-Selbstenergie bei sehr hohen Temperaturen T > m, 
0.5 MeV kann man die Masse rn, der Elektronen vernachlässigen und den Propagator Sfo) 
als 

s(')(K) = FAp(K) mit AF(K) = I/ K' (3.2) 

schreiben. Der Index an Ap(K) deutet auf den fermionischen Charakter des skahtien Pro- 
pagators hin. Im Imaginärzeit-Formalismurs ist Sfof(K) nur fiir die ungeraden Xa'tsubara- 
Frequenzen = i f2n $ 1)nT definiert. 
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Nach dem Auswerten der Spur, 

und der Ersetzung der ko-Integration in (3.1) durch die Summe über die Matsubara-Frequen- 
Zen entsprechend (2.27) folgt für den Polarisationstensor im thermischen Medium 

Es ist klar, daß nicht alle Komponenten des Polarisationstensors unabhängig voneinander 
sind1. Vielmehr schränkt die Forderung nach lokaler Eichinvarianz, formal durch die Slavnov- 
Taylor-Identitäten ausgedrückt, die allgemeine Gestalt des Photon-Propagators D;,(P) ein. 
Dieser muß der Beziehung 

genügen, wobei der Parameter der gewählten kovarianten Eichung ist [IZ80]. Die Gültigkeit 
der Identität (3.4) bei endlichen Temperaturen ist in [We197] bewiesen. 

Im Lorentz-symmetrischen Vakuum ist II;, eine Linearkombination der Tensoren g„ 
und P,Pu. Aus der Beziehung (3.4) folgt dann die Ward-Identität P,II;,(P) = 0. Damit 
hängt die Selbstenergie hier von nur einer skalaren Funktion II(P2) der Lorentz-Invarianten 
P2 ab, d. h., es gilt IIY„ = (g„ - P,P,/P2) D(P2). 

Bei endlichen Temperaturen zeichnet das thermische Medium ein Bezugssystem aus. 
Die Lorentz-Symmetrie 0(1,3) des Vakuums ist daher zur O(3)-Symmetrie, charakterisiert 
durch die &Geschwindigkeit des Mediums, gebrochenen. Die Darstellung eines allgemei- 
nen O(3)-symmetrischen Tensor erfordert aber eine größere Basis als die eines Lorentz- 
symmetrischen Tensors. Wenn U, die &Geschwindigkeit des Wärmebades ist, kann die 
Tensor-Basis [g„, P, P,] beispielsweise um die Tensoren u,u, und P,u, + P,u, erweitert wer- 
den. Zur Darstellung des Polarisationstensors und des Propagators ist es jedoch zweckmäßig, 
zu einer anderen, den physikalischen Freiheitsgraden besser angepaßten Tensor-Basis über- 
zugehen. Durch Linearkombinationen der vier Tensoren lassen sich genau zwei zueinan- 
der orthogonale Tensoren bilden, die bezüglich des 4-Impulses P transversal sind, die also 
PT;L P, = 0 erfüllen. Diese haben die Darstellung 

P,Pu - u,P2 
PEu = npnu mit n, := 

- P2 ' 

Die Transversalität dieser Tensoren zu P sowie ihre Orthogonalität untereinander sind auf- 
grund der Relationen P n  = 0 und = n2PL unmittelbar klar. Die Indizes T und L 
wurden in (3.5) eingeführt, weil die angegebenen Tensoren auf den zum 3-Vektor p transver- 
salen bzw. longitudinalen Unterraum projizieren. Diese Eigenschaften sind bei der expliziten 

'Die Selbstenergie ist nach der Dyson-Gleichung der Wechselwirkungsbeitrag im inversen Propagator. Als 
Erwartungswert eines Korrelators zweier Feldoperatoren enthält dieser, wie im vorliegenden Falle, redun- 
dante Informationen, wenn die Feldoperatoren neben den physikalischen auch unphysikalische Freiheitsgrade 
beschreiben. 
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Darstellung der Tensoren im lokalen Ruhesystem des Mediums offensichtlich. So hat bei- 
spielsweise PT dort die Gestalt 

Hier bezeichnet jm entsprechend den im Anhang A aufgeführten Konventionen die m-te 
Komponente von p. Zur expliziten Darstellung der verbleibenden zwei Tensoren wird auf 
[We197] verwiesen, da diese im weiteren keine Rolle spielen. Aus (3.4) folgt nämlich auch bei 
endlichen Temperaturen und trotz der 4-dimensionalen O(3)-Tensor-Basis die Transversa- 
lität des Polarisationstensors, PpII;L,(P) = 0. Dies ist auch von vornherein zu erwarten, da 
die Ward-Identität Ausdruck der Stromerhaltung ist und daher auch bei endlichen Tempe- 
raturen gelten muß. 

Die Photon-Selbstenergie hängt somit bei endlichen Temperaturen von zwei skalaren 
Funktionen des Impulses ab und lautet in allgemeiner Form2 

Die Funktionen IIT und BL -heißen transversale bzw. longitudinale Selbstenergie. Betont 
werden muß an dieser Stelle noch, daß diese Größen zunächst beliebige Funktionen von po 
und p sein können, während im Vakuum Lorentz-invariante Größen nur von der Kombination 
P2 = pi - p2 abhängen können. 

In der angegebenen Notation lautet der Eichboson-Propagator 

mit AT= . 
1 1 

7 AL = P2 - nT p 2 - n ~ '  

Der erste Term beschreibt die Propagation der t r  [pT] = 2 transversalen Vakuum-Moden 
im thermischen Medium. Die durch den zweiten Term beschriebene, longitudinale Anregung 
existiert im Vakuum nicht als physikalischer Freiheitsgrad, sondern ist ein kollektiver Effekt 
und Konsequenz der gebrochenen Lorentz-Symmetrie. Es ist klar, daß dieser Freiheitsgrad 
für sehr harte Bosonen, auf die die Einwirkung des Mediums sehr gering ist, verschwinden 
muß. 

Explizit lauten die Komponenten der Selbstenergie im lokalen Ruhesystem des Mediums 
(U" = (190)) 

so daß man für TIT und ~ I L  

=Einige der folgenden Tensor-Daarstellungen finden später auch für die Betrachtung der Gfuon- 
Polarisation in der Feynman-Eichung Verwendung. In diesen wird daher der Index weggelassen. 



34 3 Einschleifen-Selbs tenergien in QED und QCD bei endlichen Temperaturen 

erhält. 
In der Einschleifen-Approximation folgt aus der Gleichung (3.3) für die beiden Kompo- 

nenten der Photon-Selbstenergie 

Wie im Anhang B.l gezeigt wird, ist die Berechnung der auftretenden Summen elegant 
mit der bereits im Abschnitt 2.2 verwendeten Saclay-Methode durchzuführen. Als Ergebnis 
erhält man 

wobei nF (k) die Fermi-Verteilungsfunktion bezeichnet, 

Damit sind II; und II; auf 3-dimensionale Integrale zurückgeführt, 

Die hier berechneten Selbstenergien (bzw. die Größen F%) und F$>) sind als Funktionen 
von po zunächst nur für die bosonischen Matsubara-Frequenzen i 2nnT definiert. Wie jedoch 
im Kapitel 2 diskutiert wurde, kann man aus diesen leicht die retardierten Selbstenergien 
für die reelle Energie po durch die analytische Fortsetzung der Matsubara-Frequenzen zu 
po + iO+ erhalten (vergleiche dazu (2.24)). Bei der Diskussion der Real- und Imaginärteile 
der retardierten Selbstenergien kann man sich auf die Betrachtung von positiven Energien po 
beschränken, da entsprechend der Beziehung (2.23) für den Propagator auch für retardierte 
Selbstenergien 
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gelten mua. 
In den Ausdrücken (3.12) für die Photon-Selbstenergie ist der Vakuum-Anteil(3.1) ent- 

halten. Zu diesem tragen alle Terme der Funktionen F:;') und FFJ aus (3.10) bei, die 
für T + 0 nicht verschwinden, d. h., alle Terme, die keine thermische Verteilungsfunkti- 
on enthalten. Da der verbleibende Mediumanteil endlich ist, erfolgt die Renormierung der 
Selbstenergie bei endlichen Temperaturen wie im Vakuum, was H, = TI:=' + IIT ergibt. Bei 
allen folgenden Diskussionen der Realteile von Selbstenergien wird immer nur der eigentliche 
Mediumanteil IIT betrachtet werden. Dieser ist unabhängig von der Renormierungsskala und 
liefert für hohe Temperaturen T aufgrund des Skalierungsverhaltens IIT T2 den Hauptbei- 
trag zur Selbstenergie. Die Imaginärteile sind, wie sich herausstellen wird, ohnehin endlich 
und daher nicht von der Renormierung abhängig. Die Imaginärteile der Selbstenergien wer- 
den in den folgenden Abschnitten sowohl mit als auch ohne Vakuum-Anteil dargestellt. 

Die Integraldarstellungen (3.12) der Selbstenergien können nicht durch elementare Funk- 
tionen ausgedrückt werden. Allerdings können für sie unter der Hochtemperatur-Voraus- 
setzung P/T < 1 Approximationen in analytischer Form abgeleitet werden. Für die hier 
betrachtete transversale und longitudinale Photon-Selbstenergie führt dies gerade auf die be- 
kannten HTL-Ergebnisse [KK80, We182bl. Deren Ableitung kann analog zu der Berechnung 
der Gluon-Selbstenergie im Anhang B.3 erfolgen. Hier werden nur die Ergebnisse angegeben: 

Diese Darstellung liefert neben den Realteilen auch die entsprechenden Imaginärteile. In 
(3.14) wurde die Größe . 

definiert, deren Bezeichnung als thermische Photonmasse später klar werden wird. 

Die Realteile 

Zur Bestimmung der Realteile der analytisch fortgesetzten Selbstenergien (3-12) verbleiben 
drei Integrationen, die in Kugelkoordinaten ausgeführt werden. Die Integration über (;, ist 
trivial und ergibt 1 dy = 27r. Auch die Integration über cos ß = +k: =: s kann analytisch 
durchgeführt werden. Dazu bemerkt man, daß bei einer Substitution k + p - k in allen 
Termen, welche die Verteilungsfunktion nF(q) enthalten, diese durch nk-(k) ersetzt wird. 
nF(k) hängt aber nicht mehr von X ab und die Integrationen über z"/(A + g)  mit q = 
(p2 + k2 - 2pkx)1/2 sind elementar. Die verbleibende Integration uber k hat die Gestalt 
J; dk k nF(k) f (k, P) mit einer gewissen Funktion f und mu33 numerisch ausgeführt werden. 
Bei allen numerischen Integratioeen in diesem Kapitel findet ein aclaptives GaußCheByshev- 
Verfahren Anwendung [Pre92], welches die logarithmischen Polstellen der Funktion f (k? P) 
berücksichtigt. Alle numerischen Rechnungen wurden mit doppelter (16 Byte-) Stdbnzahl 
durchgeführt, wobei die Genauigkeit der Resultate stets durch Veränderung der maximalen 
Intervallbreite kontrolliert wurde. 

Es wird nun auf die in Abschnitt 2.2 aufgeworfene Frage zuruck-kommen, inwiefern. die 
Fortsetzung der unter der Voraussetzung po,p <( T abgeleiteten HTL-Eesuitate (3.18) zu 
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beliebigen Impulsen gerechtfertigt ist. Dazu sind in den Abbildungen 3.2 und 3.3 die Ergeb- 
nisse für die Realteile der beiden Komponenten der Photon-Polarisation in der vollständi- 
gen Einschleifen-Rechnung denen der HTL-Approximationen (3.14) gegenübergestellt. Der 

Abbildung 3.2: Der Realteil der longitudinalen Photon-Selbstenergie in der 
Einschleifen- und der HTL-Approximation (volle bzw. gestrichelte Linien) für 
die Impulse p/T = 0.5, 1, 1.5. Die Selbstenergie zeigt bei po = p ein singuläres 
Verhalten, was in der Abbildung aufgrund der endlichen Linienbreite nur an- 
deutungsweise zum Ausdruck kommt. 

Vergleich erfolgt dabei in einem Gebiet, wo der Parameter P/T der Hochtemperatur-Ent- 
wicklung von der Größenordnung Eins ist, also für Impulse, welche die HTL-Voraussetzung 
po, p << T verletzen. 

Wie in der Abbildung 3.2 dargestellt ist, stimmen im Falle der longitudinalen Kom- 
ponente die Resultate beider Zugänge überraschend gut überein. Abweichungen werden 
bei den gewählten Impulsen p lediglich für kleine Werte von po/T deutlich. In diesem 
Grenzfall wird in der vollständigen Rechnung der Einfluß der in der Eochtemperatur- 
Entwicklung dem HTL-Beitrag folgenden Terme deutlich. Der nächst-folgende Term ist von 
der Ordnung O(PT) und dominiert gegenüber den nachfolgenden Termen offensichtlich auch 
bei Impulsen p W T durch näherungsweise lineare Abweichungen von dem HTL-Resultat 
nFL(gio = 0,p) = -3m7. Der entsprechende Term wird später für die Gluon-Selbstenergie 
genauer diskutiert. Für große Energien po 2 p stimmen beide Approximationen wieder 
sehr gut überein. In der Nähe des Lichtkegels, d. h., für po W p, läßt sich die Äquiva- 
lenz beider Approximationen sogar analytisch zeigen. Wie im Anhang B.2 begründet wird, 
liefert die vollständige Rechnung für po + p das gleiche singuläre Verhalten wie die HTL- 
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Abbildung 3.3: Einschleifen- und HTL-Resultate (volle bzw. gestrichelte Li- 
nien) für den Realteil der transversalen Photon-Selbstenergie. Die Impulse p 
wurden wie in der Abbildung 3.2 gewählt. 

Approximation (3.14), nämlich 

Für die transversale Selbstenergie sind die Abweichungen der extrapolierten HTL-Resul- 
tate von der vollständigen Rechnung für die gleichen Impulse etwas größer. Die Abbildung 
3.3 zeigt insbesondere im Limes po/T + 0, p # 0 wieder Unterschiede zwischen beiden 
Zugängen. Diese sind offensichtlich auch hier durch das dem HTL-Term folgende Glied 
O(PT)  der Hochtemperatur-Entwicklung bestimmt, da sich Re (lIg(0, p ) )  annähernd linear 
zu pT/m; p/T verhält. Für po = 0, p + 0 gehen beide Approximationen gegen Null. Das 
ist aufgrund der allgemein (nichtperturbativ) gültigen Tatsache, daß die magnetische Pho- 
tonmasse verschwindet [Fra65], zu erwarten. Es wird jedoch auch im Falle der transversalen 
Selbstenergie deutlich, daß beide Approximationen nicht nur im eigentlichen Gültigkeitsbe- 
reich der HTL-Näherung, sondern auch für große Impulse in der Umgebung des Lichtkegels 
übereinstimmen. 

Diese Tatsache ist insofern von Bedeutung, als daß die physikalischen Eigenschaften 
der Photonen wesentlich von den Eigenschaften ihres Propagators (3.7) an dessen Polen be- 
stimmt werden. Dispersionsrelationen und Dämpfung beschreiben die Lage der Pole, und die 
Residuen sind ein Maß für den Quasiteilchen-Charakter der Photonen. Wie nun aber festge- 
stellt wurde, sind die Abweichungen der Hochtemperatur-Approximation von der vollständi- 
gen Rechnung gerade nahe des Lichtkegels klein und somit auch, zumindest für nicht allzu 
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große K~~plungsstärken, in der Nähe der Pole. Daher kann man erwarten, daß die genannten 
Charakteristika im allgemeinen gut durch die HTL-Resultate beschrieben werden. 

Die Photon-Dispersionsrelationen 

Um die gemachte Aussage quantitativ zu belegen, wird hier untersucht, wie stark sich die 
Unterschiede zwischen der Einschleifen-Rechnung und der HTL-Approximation in den Dis- 
persionsrelationen der Photonen äußert. Allgemein ist die Dispersionsrelation w(p) als Re- 
alteil der Polstellen des Propagators definiert. Der inverse Propagator kann zu einem ge- 
gebenen Impuls p mehrere Nullstellen besitzen. In diesem Fall sagt man, daß die Disper- 
sionsrelation mehrere Zweige besitzt. Für den Photon-Propagator (3.7) erhält man zwei 
Zweige entsprechend den zwei propagierenden Photon-Moden. Unter der Annahme kleiner 
Imaginärteile des Propagators nahe der Pole, was einer schwa~hen Dämpfung der propagie- 
renden Moden entspricht, folgen die Dispersionsrelationen aus den Nullstellen des Realteils 
des inversen Propagators. Inwiefern diese Annahme gerechtfertig ist, wird im folgenden Un- 
terabschnitt deutlich. 

In der Abbildung 3.4 sind die Resultate für die Dispersionsrelation transversaler und lon- 

Abbildung 3.4: Transversale und longitudinale Photon-Dispersionsrelation (je- 
weils oberer bzw. unterer Zweig) in der Einschleifen- (volle Linien) und der 
NTL-Approximation (gestrichelt) für eine angenommene Kopplungsstärke von 
e = 3. Die Dispersion freier Photonen auf dem Lichtkegel w = p ist gepunktet 
dargestellt. 

gitudinaler Photonen dargestellt, Die HTL-Selbstenergien (3.14) führen dabei nach der Glei- 
chung (3.1) auf eine implizite, aber analytische Darstellung der HTL-Dispersionsrelation. In 
beiden Approximationen haben diese zwei Zweige für kleine Impulse den gleichen Grenzwert. 



3.1 Die Photon-Selbstenergie 39 

Dies ist klar, da Photonen mit verschwindendem Impuls keine Polarisation zugeschrieben 
werden kann, was allein aus der Tensor-Darstellung (3.6) folgt. In der HTL-Näherung ist 
dieser Grenzwert gerade die in der Gleichung (3.15) eingeführte Größe m, = eT/3, was 
deren Bezeichnung als thermische Photonmasse rechtfertigt. 

Im Grenzfall verschwindender Kopplungsstärke, e + 0, gehen die Einschleifen-Disper- 
sionsrelationen in die HTL-Resultate über. Diese Tatsache ist für Impulse p N m, offen- 
sichtlich, da dann sowohl po als auch p von der Größenordnung gT < T sind und somit der 
HTL-Voraussetzung genügen. Es zeigt sich jedoch, daß die Einschleifen-Dispersionskurven 
auch für größere Impulse durch die HTL-Resultate beschrieben werden. Dieses Ergebnis 
bestätigt quantitativ die im Anhang B.2 vorgenommene Abschätzung. Entsprechend gut ist 
die Extrapolation der HTL-Resultate zu größeren Kopplungsstärken. Selbst wenn für die 
Kopplungsstärke ein fiktiver Wert von e = 3 angenommen wird, liegen die Abweichungen 
zwischen beiden Zugängen unter 5%. Dabei ist zu bemerken, daß Abweichungen nur für wei- 
che Impulse deutlich werden. Auch das ist nach dem Ergebnis des Anhangs B.2 zu erwarten. 
Schließlich wird noch fest gestellt, daß durch geeignetes S kalieren von m, die Übereinstim- 
mung zwischen beiden Approximationen noch wesentlich verbessert werden kann. 

Das ist ein Indiz dafür, daß die Verwendung der Hochtemperatur-Selbstenergien (3.14) 
in resummierten HTL-Propagatoren auch für große K~~plungsstärken e, wenn wegen P 
eT T die HTL-Voraussetzung P < T nicht erfüllt ist, noch zu zumindest qualitativ 
richtigen Aussagen führen sollte. 

Die Imaginärteile 

Abschließend werden in diesem Abschnitt die Imaginärteile der Einschleifen-Selbstenergien 
betrachtet. Bei deren Berechnung erlauben die auftretenden &Funktionen entsprechend 
Gleichung (2.22) die vollständig analytische Auswertung der Integrale (3.12), Die Ima- 
ginärteile sind endlich und bedürfen keiner Renormierung. Um jedoch auch hier die Medium- 
Effekte in beiden Approximationen zu vergleichen, wird in der Einschleifen-Näherung neben 
dem vollständigen Imaginärteil (also einschließlich des Vakuum-Beitrags) zusätzlich der tem- 
peraturabhängige Anteil Im(IIT) := Im(II - IIT=O) betrachtet3. Dabei handelt es sich nicht 
um eine renormierte Größe. Insbesondere muß dieser Anteil der retardierten Selbstenergie 
daher auch nicht der allgemeinen Forderung Im(IIT)(po) 5 0 für reelle Energien po $ 0 
genügen, was einer positiven Dämpfungsrate entspricht. Es ist weiter klar, daß Im(fi) und 
Im(TIT) für Impulsepo < p, d. h., unterhalb der Schwelle für die Produktion der hier als mas- 
selos angenommenen Elektronen, zusammenfallen. Allerdings ist auch klar, daß nur Irn(TaT) 
eine integrierbare Funktion ist, da Im(II) über die Di~~ersionsrelation mit dem divergen- 
ten, nicht-renormierten Realteil der Selbstenergie verknüpft ist. Insbesondere verschwindet 
Im(IIT) für große Impulse, da harte Teilchen kaum mit dem Medium wechselwirken, nicht 
aber Irn(H). 

Zum Imgaginärteil der Photon-Selbstenergie in der Einschleifen-.JLpproximar;iori tragen 
die in der Abbildung 3.5 schematisch dargestellten Prozesse der Paar-Erzeugung sowie der 
Absorption eines Teilchens bav. Antiteilchens aus dem Wärmebad durch das Photon bei. 
Die Zuordnung jedes dieser Prozesse zu den Energie-Nennern in Gleichung (3.10) ist dabei 
offensichtlich. Während die Paar-Erzeugung auch im Vakuum möglich ist, handelt es sich bei 

3n[T ist nicht zu verwechseln mit der transversden Komponente Iir des Polarisationstensors. 
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Abbildung 3.5: Die Beiträge zum Imaginärteil der Photon-Selbstenergie. 

den Absorptionsprozessen um einen typischen Mediumeffekt, der auch als Landau-Dämp- 
fung bezeichnet wird. 

Die Selbstenergie besitzt in der HTL-Approximation (3.14) nur für Impulse po < p nicht- 
verschwindende Imaginärteile. Photonen werden in dieser Näherung also ausschließlich durch 
Teilchen aus dem Medium Landau-gedämpft. Das ist aus kinematischen Gründen klar. Ein 
entsprechend der HTL-Annahme weiches Photon kann nicht das harte Elektron-Positron- 
Paar erzeugen, welches den HTL-Beitrag zur Selbstenergie liefert. Im Gegensatz dazu tragen 
in der vollständigen Einschleifen-Rechnung alle in der Abbildung 3.5 gezeigten Prozesse zum 
Imaginärteil der Selbstenergie bei. 

Der quantitative Vergleich beider Rechnungen ist in den Abbildungen 3.6 und 3.7 darge- 
stellt. Ähnlich wie für die Realteile wird auch für die Imaginäranteile der Selbstenergie der 
Übergang der Einschleifen-Resultate in die KTL-Ergebnisse schon bei Impulsen po,p - T 
deutlich. Außerdem stimmen wieder beide Näherungen am Lichtkegel überein. 

Neben den eigentlichen Medium-Anteilen zur Einschleifen-Selbstenergie sind in den Ab- 
bildungen 3.6 und 3.7 auch die Resultate einschließlich der Vakuum-Beiträge [IZSO] 

angegeben. Wie bereits vorwegnehmend diskutiert, geben diese nur oberhalb des Lichtkegels 
einen endlichen, und zwar negativen Beitrag. Dieser kompensiert den positiven Medium- 
Beitrag der Imaginärteile. Photonen-Anregungen werden also in der Einschleifen-Approxi- 
mation, entsprechend der Bedingung Im(D) 5 0, im Plasma tatsächlich gedämpft, was der 
Erwartung an eine vernünftige Approximation entspricht. 

In dieser Hinsicht unterscheiden sich die beiden Approximationen also qualitativ, wenn 
auch die quantitativen Abweichungen selbst bei Impulsen P N T nicht sehr groß sind. 
Der qualitative Unterschied zwischen beiden Näherungen wird jedoch in anderen Größen 
deutlicher, z. B. der Erzeugungsrate von Dileptonen im Plasma. Diese ist entsprechend 

mit dem Imaginärteil der Spur des retardierten Photon-Polarisationstensors verknüpft, siehe 
z. B. flBe96j. Während die Dileptonenrate in der Einschleifen-Approximation der Selbstener- 
gie endlich ist und den Born-Term der Störungsentwicklung von R darstellt, ist die Spur des 
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Abbildung 3.6: Der Vergleich der Imaginärteile der longitudinalen Photon- 
Selbstenergie in der HTLApproximation (gestrichelt) und der Einschleifen- 
Näherung (volle Linien). Durch die strich-punktierten Linien ist der eigentliche 
Einschleifen-Medium-Anteil Im(IIT) dargestellt, die vollen Kurven enthalten 
zusätzlich den Vakuum-Beitrag. Die %Impulse sind auch hier p/T = 0.5, 1, 
1.5. 

HTL-Polarisationstensors rein reell, t r  [IIHTL] = -3m$ Ein so beschriebenes Plasma würde 
überhaupt keine Dileptonen emittieren können. 

Dieser Abschnitt schließt mit zwei Bemerkungen. Zum einen wird festgestellt, daß die 
bei der Betrachtung der Dispersionsrelation gemachte Annahme über die Imaginärteile der 
Polarisationsfunktionen tatsächlich gerechtfertigt ist. Der Vergleich der Abbildungen 3.2 und 
3.6 bzw. 3.3 und 3.7 zeigt nämlich, daß die Imaginärteile knapp oberhalb des Lichtkegels 
erheblich kleiner als die Realteile sind und somit in guter Näherung vernachlässigt werden 
k onnen. .' 

Die zweite Bemerkung betrifft die Vernachlässigung der Masse der intermediären Fer- 
mionenzustände. Diese hier vorgenommene Vereinfachung der Betrachtung ist für die irn 
weiteren relevanten Plasmen bei Temperaturen von oder über T N 200 MeV für Elektronen 
sowie für u- und d-Quarks gerechtfertigt. Einige Betrachtungen zum EinAu8 der schwereren 
s-Quarks werden im Abschnitt 6.4 durchgeführt, 
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Abbildung 3.7: Wie Abbildung 3.6, hier jedoch für den Imaginärteil der trans- 
versalen Photon-Selbstenergie. 
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3.2 Die Gluon-Selbstenergie 

Im Gegensatz zum Polarisationstensor der QED tragen zur Gluon-Selbstenergie IP selbst 
in der Einschleifen-Näherung infolge der nicht-Abelschen Selbstwechselwirkung auch Gluo- 
nen bei. Bereits diese Tatsache ist ein Hinweis darauf, daß IIg eine eichabhängige Größe 
und daher nicht von der gleichen physikalischen Relevanz wie der QED-Polarisationstensor 
ist. In der Tat würde eine meßbare, eichinvariante Polarisierbarkeit die Existenz klas- 
sischer Color-Ladungen erfordern. Es ist jedoch intuitiv klar, daß physikalisch relevante, 
in IIg enthaltene Informationen, wie z. B. die Dispersionsrelation physikalischer Freiheits- 
grade, eichinvariant sein müssen. Dies läßt sich für den exakten Gluon-Polarisationstensor 
tatsächlich formal beweisen [KKRSO]. Andererseits ist es jedoch auch klar, daß dies für (z. B. 
durch Entwicklung nach der Zahl der Schleifen) approximierte Selbstenergien im allgemei- 
nen nicht gelten muß. Diese Frage der durch Approximation entstehenden Eichabhängigkeit 
prinzipiell meßbarer Größen wird im folgenden Abschnitt für Fermionen anhand ihrer Di- 
~~ersionsrelationen betrachtet. Die Berechnung der Gluon-Selbstenergie erfolgt dagegen hier 
in einer festen Eichung. 

Auch in diesem Abschnitt finden die Konventionen und Feynman-Regeln entsprechend 
[IZ80] Verwendung. Im folgenden wird für den Gluon-Propagator die Feynman-Eichung 
gewählt. Diese Festlegung der Eichung hat für die sich anschließenden Betrachtungen einige 
Vorteile. Zum einen läßt sich nämlich dann die Selbstenergie in einer Weise darstellen, die 
der Abelschen Form (3.3) recht nahe ist und dadurch eine einfache Diskussion des HTL- 
Limes erlaubt. Zum anderen ist in einer allgemeinen kovarianten Eichung die nicht-Abelsche 
Selbstenergie nicht transversal und hängt dann von drei skalaren Funktionen ab [We197]. Nur 
in der Feynman-Eichung gilt in der Einschleifen-Näherung wie in der QED die Beziehung 
PPII„(P) = 0, und die Selbstenergie kann wieder durch die zwei Projektionen IIT und I I L  
beschrieben werden. 

Zur Gluon-Polarisation tragen nur jene nf Quark-Flavors bei, deren Ruheenergie mj nicht 
wesentlich größer ist als die typische Energie T, die jedes Teilchen irn Medium besitzt. Die 
Quark-Kopplung an ein U-farbiges Gluon ist aber bis auf tu, dem Generator der Eich-Gruppe 
in der Fundamentaldarstellung, gleich dem Elektron-Photon-Vertex. In der Einschleifera- 
Näherung entsprechen die Quark-Beiträge daher bis auf die Ersetzung e2 4 tr (tatb) 9 g2 = 
Pb+ nj g2 der Photon-Polarisation. Im folgenden werden deshalb nur die in der Abbildung 
3.8 dargestellten, reinen Eichanteile der Gluon-Polarisation betrachtet, und es wird nj = 0 
angenommen. Es ist klar, daß auch diese Beiträge zur Gluon-Polarisation diagonal in der 

die Abbildung 3.8: Einschleifen-Eichbeitrgge zur Gluon-Selbstenergie. Durch I 

gestrichelten Linien sind die Geist-Felder dargestdlti. 
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Farbstruktur sein müssen und somit Hub = SabII erfüllen, so daß die Farbindizes von nun an 
unterdrückt werden. 

Bei endlichen Temperaturen lautet der freie Gluon-Propagator in der Feynman-Eichung 

D$(K) = -g, AB(K) mit AB(K) = l / K 2 .  (3.19) 

Der skalare Propagator AB(K) ist bosonisch, d. h., er ist nur für die geraden Matsubara- 
Frequenzen ko = i 2n7rT definiert. 

Die unphysikalischen Freiheitsgrade von D(') (K) werden durch Faddeev-Popov- Geister ." 
kompensiert. Obwohl diese durch antikommutierende, fermionische Hilfsfelder beschrieben 
werden, müssen sie sich entsprechend der adjungierten Darstellung der Eich-Gruppe trans- 
formieren, um die globale Invarianz der Lagrange-Dichte zu gewährleisten [IZ80]. Dement- 
sprechend ist bei endlichen Temperaturen der in der Abbildung 3.8 gestrichelt dargestellte 
Geist-Propagator G nur für die bosonischen Matsubara-Frequenzen definiert, 

Durch eine geeignete Wahl der Schleifen-Impulse ist es möglich, die Selbstenergie in 
Feynman-Eichung in der Form 

zu schreiben. In dieser Darstellung setzt sich I P F  aus einem offensichtlich transversalen 
Anteil Ei (P2g„ - PpPu) und einem Beitrag E2, dessen Struktur analog zum Photon- 
Polarisationstensor Ey. ist, zusammen. Damit ist die oben vorweggenommene Behauptung 
über die Transversalität von P r F  gezeigt. Es ist weiter klar, daß im Hochtemperatur-Limes 
der Anteil EI in (3.21) vernachlässigt werden kann, da er von der Ordnung O(P2) ist. 
Der verbleibende Anteil I I z  unterscheidet sich von in (3.3) nur durch den statisti- 
schen Charakter der Propagatoren. Wie im Anhang B.3 gezeigt wird, macht dies jedoch 
im Hochtemperatur-Limes lediglich einen konstanten Faktor aus. Man erhält somit für die 
Gluon-Selbstenergie im Kochtemperatur-Limes die gleichen Ausdrücke wie für die Photon- 
Selbstenergie (3.14), wenn dort rn; durch 

ersetzt wird. Dabei bezeichnet Nc die Zahl der Farbladungen, d. h., die Ordnung der nicht- 
Abelschen Eichgruppe SU(Nc) der Wechselwirkung. Für die QCD gilt N, = 3. Nimmt 
man zu dem reinen Eichanteil der Polarisation noch den der Quarks hinzu, so ist rn; = 
1 ( X  + S nf) g2T2. 

Wie bereits diskutiert, wird der Einschleifen-Polarisationstensor in der Feynman-Eichung 
durch die zwei in der Gleichung (3.8) definierten skalaren Funktionen beschrieben. Nach 
Ausführung der Summation in der Gleichung (3.21) lauten die transversale und longitudinale 
Gluon-Selbstenergie 
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Die Funktionen ~$2 ' )  und F$) entsprechen bis auf die Ersetzung -nF -+ n~ den fer- 
mionische Funktionen (3.10) (siehe Anhang B.1). Dies sieht man am einfachsten an der 
T-Darstellung der skalaren Propagatoren, die ebenfalls im Anhang B.1 angeführt sind. 

Die Einschleifen-Näherung und die HTL-Approximation 

Hier wird die Gluon-Selbstenergie in der Einschleifen-Approximation dem HTL-Resultat 
gegenübergestellt. 

Der quantitative Vergleich der Realteile in den Abbildungen 3.9 und 3.10 zeigt für die 
gleichen äußeren Impulse wie im Abschnitt 3.1 deutlichere Unterschiede zwischen beiden 
Approximationen als im nicht-Abelschen Fall. Beiden Fällen ist jedoch gemein, daß bei 

Abbildung 3.9: Vergleich der Einschleifen- und der HTL-Approximation (volle 
bzw. gestrichelte Linien) des Realteils der longitudinalen Gluon-Selbstenergie 
in der Feynman-Eichung für die Impulse p/T = 0.5, 1, 1.5. Die gepunkteten 
Linien stellen die Bochtemperatur-Entwicklung einschließlich des Terms der 
nächst-folgenden Ordnung dar. Das singuläre Verhalten der Selbstenergie bei 
po = p kommt dar~tellungsbedin~t nur andeutungsweise zum Ausdruck. 

der Extrapolation der HTL-Approximation die longitudinale Komponente weniger sensitiv 
als die transversale ist. Erwartungsgemäß verschwinden die Abtwichungen Wr kleine Im- 
pulse; praktisch werden sie schon für po,p 5 0.5 T klein. Es wird jedoch wie im Abelschen 
Fall festgestellt, d A  die Abweichungen zudem auch für große Impulse nahe des Lichtkegels 
verschwinden. Bei harten Impulsen p T und kleinen Energien po S p  ergeben sich Ab- 
weichungen zwischen den betrachteten Näherungen der Selbstenergie, dle in ähnlicher Form 
bereits für die Photon-Polarisation festgestellt wurden. Diese fassen sich qualitativ selbst bei 
den grof;ten betrachteten Werten der Impulse durch das in der Hochtemperatur-Entwicklung 
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Abbildung 3.10: Wie Abbildung 3.9, hier ist jedoch der Realteil der transver- 
salen Gluon-Selbstenergie dargestellt. 

dem HTL-Term nächst-folgende Glied Sn103CI beschreiben. Die Korrektur-Terme zu den HTL- 
Resultaten sind von der Ordnung O(PT) und lauten [We182a] (nach einer typographischen 
Korrektur) 

Obwohl diese Terme für p > T  und po < p die führenden HTL-Terme etwas Überkom- 
pensieren, geben sie, wie aus den Abbildungen 3.9 und 3.10 deutlich wird, dennoch die 
richtige Tendenz zu den Einschleifen-Resultaten an. Bemerkenswert ist die Konvergenz der 
Hochtemperatur-Entwicklung auch in der nächst-führenden Ordnung nahe des Lichtkegels. 

Der Vergleich der beiden Approximationen für die Imaginärteile der Selbstenergie ist 
in den Abbildungen 3.11 und 3.12 gezeigt. Die Einschleifen-Imaginärteile bedürfen da- 
bei einer etwas genaueren Erläuterung. Wie bereits im Abschnitt 3.1 diskutiert wurde, 
erfüllen die Imaginärteile der durch hard themnal loops genäherten Selbstenergien die For- 
derung lm(IIHTL) 5 0 für po 2 0, Diese Forderung wird aber ofEensichtlich von den 
Einschleifen-Selbstenergien für po > p verletzt4! Der Imaginärteil der Selbstenergie bestimmt 
jedoch die Gluon-Dämpfungsrate y,. Diese beschreibt die Äquilibrierung eines durch die 
Verteilungsfunktion f (P, t )  charakterisierten Nichtgleichgewichts-Zustandes entsprechend 

4fm Falb der Photon-Selbstenergie kompensierten die Vakuum-Anteile den positiven Medium-Beitrag. 
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Abbildung 3.11: Der Vergleich der Einschleifen- mit der HTL-Approximation 
(gestrichelte Linien), hier für den Imaginärteil der longitudinalen Gluon- 
Selbstenergie in Feynman-Eichung. Die volle Linien kennzeichnen den korn- 
pletten Einschleifen-Beitrag, die strich-punktierten hingegen nur den eigentli- 
chen Medium-Anteil. Die Funktion wurde für die Impulse p/T = 0.5, 1, 1.5 
dargestellt. 

f (P, t )  fo(P) + (f (P, 0) - fo(P)) exp(-.ygt). Die positiven Imaginärteile der Selbstener- 
gie ergäben aber für die Gluon-Dämpfung .yg einen negativen Wert und ein Gluon-Plasma 
besäße daher keinen stabilen Gleichgewichtzustand [KK80]. Wie ebenfalls lange bekannt ist, 
erweist sich darüber hinaus die im Prinzip meßbare Größe yg in der Einschleifen-Näherung 
als eichabhängig (wobei es auch Eichungen mit .yg > 0 gibt). 

Dieses Problem führte in der Vergangenheit zu kontroversen Diskussionen. Gelöst wurde 
es durch Braaten und Pisarski [BPSOb], die ausgehend von der Annahme, daB 3$ physikalisch 
und daher wohldefiniert sei, argumentierten, daß die bis dahin durchgeführten Einschleifen- 
Rechnungen unvollständig sind, da auch komplexere als Einschleifen-Diagramme in gleicher 
Ordnung wie diese zu .y, beitragen. In der Tat ist das Ergebnis der in der Kopplungsbnstante 
g vollständigen Berechnung von .yg durch HTL-resummierte effektive Propagatoren frei von 
den genannten formalen Widersprüchen [BPSOb]. 

Diese Argumentation kann man auch umkehren. Wenn man von einer konsistenten 
Gluon-Polarisation mit negativem Imaginärteil ausgeht, zeigt die voUständige Einschleifen- 
Rechnung, wie groß der Beitrag aller Diagramme jenseits der Einschleifen-Ordnung sein 
muß. Aus den Abbildungen 3.11 und 3.12 erkennt man, daß diese aberhalb des Lichtke- 
gels für die betrachteten Impufsce von der gleichen Cröknordnung wie die HTL-Beitrage 
unterhalb des Lichtkegels sein müssen. 
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Abbildung 3.12: Betrachtung des Imaginärteils der transversalen Gluon- 
Selbstenergie in Feynman-Eichung entsprechend der Abbildung 3.11. 

Die Gluon-Dispersionsrelationen 

Abschließend werden in diesem Abschnitt die Dispersionsrelationen der Gluon-Anregungen 
im Medium betrachtet. Der Gluon-Propagator besitzt wie der Photon-Propagator die Ge- 
stalt (3.7) und somit zwei auch physikalisch relevante Polstellen, deren Realteile die Dispersi- 
onsgesetze der transversalen und longitudinalen Gluonen ergeben. Die Dispersionsrelationen 
werden wie für die Photonen wieder unter der Annahme kleiner Dämpfungsraten aus den 
Realteilen der Polarisationsfunktionen bestimmt. Aufgrund der soeben diskutierten Inkonsi- 
stenzen der Imaginärteile der Gluon-Polarisation in der naiven Einschleifen-Approximation 
kann hier diese Annahme nur durch eine konsistente Bestimmung der Polarisation gerecht- 
fertigt werden. Diese Berechnung überstiege die hier verfolgte Zielsetzung jedoch bei weitem, 
so daP, die im folgenden bestimmten Dispersionsrelationen als eine erste Abschätzung über 
die bekannten HTL-Resultate hinaus angesehen werden müssen. 

Die im Vergleich zur Photon-Selbstenergie größeren Abweichungen zwischen der Ein- 
schleifen- und HTL-Approximation sollten sich auch in den Gluon-Dispersionsrelationen 
widerspiegeln. Tatsächlich findet sich das quantitativ in der Abbildung 3.13 bestätigt, wobei 
für einen direkten Vergleich mit der Photon-Dispersion in der Abbildung 3.4 die starke 
Kopplungskonstante ebenfalls als g = 3 angenommen wurde. 

Die Einschleifen-Dispersionsrelation der Gluonen ist im Gegensatz zu der der Photo- 
nen 'weicher' als in der BTL-Approximation. Insbesondere ist die sogenannte Gluon-Plas- 
mafrequenz wpi := w(p = 0) im Vergleich zu dem Resultat führender Ordnung W$ = m, = 
& ag2' kleiner. Die in der Hochtemperatur-Entwicklung dem HTL-Term folgenden Glie- 
der liefern jedoch nur einen der Beiträge bei der konsistenten Berechnung der Plasma- 
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Abbildung 3.13: Transversale und longitudinale Gluon-Dispersionsrelation (je- 
weils oberer bzw. unterer Zweig) für g = 3. Die vollen Linien ergeben sich aus 
den Einschleifen-Selbstenergien in der Feynman-Eichung, die gestrichelten aus 
den HTL-Approximationen. Der Lichtkegel W = p ist gepunktet dargestellt. 

frequenz über die führende Ordnung O(g) hinaus. Die weiteren Beiträge ergeben sich aus 
den resummierten Einschleifen-Diagrammen sowie aus nackten Zweischleifen-Diagrammen. 
Die perturbative Korrektur der Plasmafrequenz longitudinaler Gluonen wurde mittels der 
Braaten-Pisarski-Methode durch Schulz [Sch94] berechnet und erweist sich als negativ. Die 
longitudinale Gluon-Energie für verschwindenden Impuls lautet 

Dieses perturbative Ergebnis genügt bei einer spekulativer Extrapolation zu großen Werten 
von g der intuitiven Erwartung, daß bei einer kritischen Kopplung die kollektiven Anregun- 
gen verschwinden und das System in den Confinement-Zustand übergeht5. 

Die genaue Analyse in [Sch94] ergibt, daß die nächst-folgenden Terme der Hochtempe- 
ratur-Entwicklung der Einschleifen-Selbstenergie zu W,! nur einen g4 ln g-Beitrag liefern und 
somit nicht in die dort betrachtete Ordnung eingehen. In der Tat laßt sich die Abhhgigkeit 
der Einschleifen-Plasmafrequenz von g durch einen Ansatz 

5Es ist klar, daß das angegebene Ergebnis wie auch das für den Gluon-Druck, p/T"' - (1 - C$+ . . .) 
zunächst nur als ein perturbatives Indiz gewertet werden kann [Sch94]. Allerdings erlauben die fuhren- 
den Glieder einer Störungsentwicklung oft einen qualitativen Schfuß auf das exakte Ergebnis. Ein Beispiel 
dafür ist die Hochtemperatur-Entwicklung der Gluon-Selbstenergie irr nächst-führender Ordnung im voran- 
gegangenen Unterabschnitt. Weitere Beispiele dafür sind im zweiten Teil dieser Arbeit der Gegenstand der 
Untersuchung. 
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bis zu großen Werten der Kopplungskonstanten parametrisieren. In der Abbildung 3.14 
beschreibt die Wahl f j  = 0.073, a = 0.16 die Funktion wPl(g) sehr gut in dem Fit-Intervall 
s [0,31. 

Abbildung 3.14: Die Abhängigkeit der Gluon-Plasmafrequenz von der Kopp- 
lungskonstante g. Dargestellt sind die führende und nächst-führende perturba- 
tive Ordnung W$ bzw. W$' und die Einschleifen-Näherung (Feynman-Eichung) 
sowie strich-punktiert deren Parametrisierung durch den Ansatz (3.26). Gefit- 
tet wurden die Parameter ij und a für g E [O, 31. 

Es kann noch bemerkt werden, daß die Verwendung der Plasmafrequenz U,, anstelle der 
thermischen Gluonmasse m, in den HTLSelbstenergien nicht nur für langwellige Gluonen- 
Anregungen eine recht gute Approximation der Einschleifen-Dispersionsrelationen ergibt. 
Die entsprechend skalierten HTL-Dispersionskurven sind in der Abbildung 3.15 gezeigt. 
Dies ist ein weiteres Indiz dafür, daß die Voraussagen, die durch die Resummation der 
HTL-Selbstenergien gewonnen werden, auch bei der Extrapolation zu größeren Werten der 
Kopplungskonstante noch qualitativ korrekte Resultate liefern. 
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Abbildung 3.15: Die Gluon-Dispersionsrelationen in der HTL-Näherung (ge- 
strichelt) bei Verwendung der Einschleifen-Plasmafrequenz w,l anstelle von rn, 
in den Selbstenergien im Vergleich zur Einschleifen-Approximation. Wie in der 
Abbildung 3.13 wurde auch hier g = 3 gewählt. 
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3.3 Die Fermion-Selbstenergie 

In diesem Abschnitt wird die Fermion-Selbstenergie in der Einschleifen-Näherung berechnet 
und mit der HTL-Approximation verglichen. Das Augenmerk wird hier insbesondere auf die 
Eichabhängigkeit der Einschleifen-Resultate gerichtet. Diese Fragestellung ist interessant, 
weil in der HTL-Approximation alle eichabhängige Terme der Selbstenergie verschwinden, 
wie bereits im Abschnitt 2.2 bemerkt wurde. Um die abzuleitenden Ausdrücke übersichtlich 
zu halten, wird sich bei den anschließenden Betrachtungen auf den repräsentativen Fall 
masseloser Fermionen beschränkt. Zur Rechtfertigung dieser vereinfachenden Annahme wird 
auf die Bemerkungen am Ende des Abschnittes 3.1 verwiesen. 

Der Betrachtung der Selbstenergie in der Einschleifen-Approximation seien einige allge- 
meine Bemerkungen vorangestellt. Die Brechung der Lorentz-Symmetrie des Vakuums führt 
dazu, daß im Medium ein Fermion-Mode propagieren kann, der im Vakuum nicht existiert. 
Dieser Mode ist kollektiver Natur und besitzt als solcher eine gewisse Analogie zu den schon 
diskutierten longitudinalen Boson-Anregungen im Medium. Die O(3)-Symmetrie des ther- 
mischen Mediums erlaubt der Fermion-Selbstenergie im chiralen Limes, bei im Vergleich zur 
Fermionmasse hohen Temperaturen T » m, von einer Linearkombination der Spinoren P 
und f abzuhängen, wobei P der 4-Impuls des Fermions und u die CGeschwindigkeit des 
Wärmebades sind6. Im lokalen Ruhesystem, wo up = (1 ,O)  gilt, hat die chiral symmetrische 
Selbstenergie somit die allgemeine Gestalt 

Die skalaren Funktionen a und b sind Funktionen von P. Sie lassen sich durch die Größen 

ausdrücken, 

a = 
T2 - poT1 

4p2 
1 

Die in der Abbildung 3.16 dargestellte Einschleifen-Korrektur zum freien Fermion-Propa- 
gator unterscheidet sich für die Fälle der starken bzw. der elektromagnetischen Wechselwir- 
kung nur durch einen Faktor. Dieser berücksichtigt in der QCD im Vergleich zur QED die 
Farbstruktur ta des Quark-Gluon-Vertex und ergibt sich daher als quadratische Casimir- 
Konstante CR = ( N z  - 1) /(2Ncj der adjungierten Darstellung der Color-Gruppe SU(N,), da 
tata = C'l gilt. Aus dem im weiteren betrachteten Ausdruck für die Quark-Selbstenergie 
erhält man also durch die Ersetzung CR g2 + e2 die Elektron-Selbstenergie. 

Werden die Impulse entsprechend Abbildung 3.16 gewählt, ist der Vakuum-Anteil der 
Quark-Selbstenergie 

61m Vakuum beschreibt eine chiral invariante Lagrange-Dichte unabhängig von perturbativen Entwick- 
lungen eine Theorie mit chiraler Symmetrie. Insbesondere werden durch die Wechselwirkung keine divergen- 
ten Beiträge generiert, welche die Einführung von nicht chiral invarianten Countertermen erfordern würden. 
Es ist klar, daf3 dies auch bei endlichen Temperaturen gelten muß [Wel82b]. 
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Abbildung 3.16: Einschleifen-Beitrag zur Quark-Selbstenergie. Wird das um- 
laufende Gluon durch ein Photon ersetzt, erhält man die QED-Selbstenergie. 

Die Festlegung der Eichung erfolgt innerhalb der Klasse der linearen kovarianten Eichungen. 
In dieser lautet der freie Gluon-Propagator (die Farb-Indizes sind wieder unterdrückt) 

Die Wahl des Eichparameters J = 0 heißt Feynman-Eichung, oft verwendet wird auch die 
Landau-Eichung mit [ = 1. 

Der Ausdruck für die Selbstenergie bei endlicher Temperatur folgt aus der Gleichung 
(3.30) nach der Ersetzung der ko-Integration durch die Summe über die Matsubara-Frequen- 
Zen ko = i (2n + 1)rT des Fermion-Propagators (3.2). Bei der Ausführung der Frequenz- 
Summen erweist es sich als zweckmäßig, den im Gluon-Propagator auftretenden Term 1/Q4 
umzuschreiben [BKS92], 

Damit lautet der kovariant geeichte Gluon-Propagator bei endlichen Temperaturen 

wobei jetzt AB(&) den skalaren Propagator eines Bosons der Masse m bezeichnet. Diese 
Darstellung des Propagators hat den Vorteil, daß die Frequenz-Summation wieder über 
Ausdrücke erfolgt, die das Produkt von nur zwei Termen enthalten, welche die Gestalt von 
skalaren Propagatoren haben. Damit ist die Struktur der Summen die gleiche wie die in 
den vorangegangenen Abschnitten. Nach der Summation erfolgt die Ableitung nach m2 und 
anschließend wird m = 0 gesetzt. 

Entsprechend der Struktur (3.32) des Gluon-Propagators ergibt sich auf diese Weise die 
Darstellung der Quark-Selbstenergie als Summe des Anteils in der Feynman-Eichung mit 
J = 0 und eines zu J proportionalen Beitrags, 

In dem [-abhängigen Beitrag wurde dabei eine Substitution h' c) Q vorgenommen, tvas 
die folgende Auswertung etwas vereinfacht. Die Matsubara-Summation erfolgt in diesem 
Ausdruck über die bosonischen Frequenzen & des Propagators AB(K).  
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Der Feynman-Beitrag zF zur Selbstenergie 

In diesem Unterabschnitt wird die Selbstenergie CF in der Feynman-Eichung untersucht. 
Diese ist entsprechend der Gleichung (3.33) einer der beiden Beiträge zur Selbstenergie in 
einer beliebigen kovarianten Eichung. 

Der Feynman-Eichbeitrag zu den in (3.28) definierten Funktionen Ti und T2 ergibt sich 
mit der Beziehung tr [.yJ] = 4K, aus der Gleichung (3.33) zu 

und 

Die Bezeichnungsweise der hier eingeführten Funktionen F$J und F$J folgt der vorange- 
gangener Abschnitte. Die Berechnung der Frequenz-Summationen erfolgt im Anhang B.l 
und ergibt 

In dieser Darstellung sind wieder die Vakuum-Anteile (3.30) der Selbstenergie enthalten. 
Bie Realteile der Vakuum-Beiträge müssen renormiert werden und können dann bei hohen 
Temperaturen gegenüber den Medium-Anteilen, wie in den vorangegangenen Abschnitten 
diskutiert, vernachlässigt werden. Formal werden also bei der Berechnung der Realteile der 
Funktionen T: und T[ wieder alle Terme in den Funktionen F ' A  und ~ $ 2 ,  die nicht die 
thermischen Verteilungsfunktionen enthalten, weggelassen. 

Im Hochtemperatur-Limes gehen die Einschleifen-Selbstenergien in die HTL-Resultate 
über. Diese erweisen sich wie die hard thermal loops der Eichbosonen als eichunabhängig. 
Der Hochtemperatur-Limes für die Funktionen Ti und T2 kann mit den im Anhang B.3 
verwendeten Vereinfachungen leicht berechnet werden. Hier werden wieder nur die Resultate 
angegeben, 

HTL p T, ( ) = 4 4 .  
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Die Größe 

hat, wie sich bei der Betrachtung der Quark-Di~~ersionsrelation herausstellen wird, die Be- 
deutung einer thermisch generierten Masse. Diese Masse ist dynamischer Natur und bricht, 
wie einleitend diskutiert, nicht die chirale Symmetrie, da die Selbstenergie und daher auch 
der resummierte Propagator mit ys kommutieren. Insbesondere ist die Tatsache, da8 mf 
mit der Temperatur steigt, streng von der Fragestellung der Restaurierung der chiralen 
Symmetrie bei hohen Temperaturen zu trennen. 

Der Übergang von den im Imaginärzeit-Formalismus definierten Funktionen zu den ent- 
sprechenden retardierten Größen erfolgt wieder durch die Fortsetzung der Funktionen von 
den Matsubara-Frequenzen i(2n + 1 ) r T  zu den reellen Energien po + i O f ,  versehen mit ei- 
nem infinitesimalen positiven Imaginärteil. Die so erhaltenen Ergebnisse der vollständigen 
Einschleifen-Berechnung der Realteile der Funktionen T: und T: sind in den Abbildungen 
3.17 und 3.18 denen der HTL-Approximation gegenübergestellt. Wie für die bosonischen 

Abbildung 3.17: Realteil der Selbstenergie-Funktion Ti in Fkynman-Eichung in 
der Einschleifen- und der HTL-Approximation (volle bzw. gestrichelte Linien) 
für die Impulse p/T = 0.5,1, 1.5. Am Lichtkegel ist T: logarithmisch divergent. 

Selbstenergien in den vorangegangenen Abschnitten wird auch hier E r  die Funktionen 
festgestellt, daß sie sich neben der erwarteten Übereinstimmung bei weichen Impulsen auch 
für große Impulse nahe des Lichtkegels an die HTL-Resultate angleichen. So gilt insbesm- 

HTL dere Re(T:lpo = p)) = 4m2 = Re(T2 ). 
*-.. 

Zum Vergleich der Imagmarteile in beiden Approximationen werden in den Abbildun- 
gen 3.19 und 3.20 nicht nur die vollständigen Einschleifen-Beiträge dargestellt, sondern mit 
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Abbildung 3.18: Die Einschleifen-Ergebnisse (volle Linien) für den Realteil der 
Funktion T:. Die Impulse p sind hier die gleichen wie in der Abbildung 3.17. 
Die HTL- Approximation von T[ (gestrichelte Linie) ist impulsunabhängig. 

Im(TT) = Im(T) - lm(TT'O) ebenfalls die temperaturabhängigen Medium-Anteile. Auch 
diese reinen Medium-Beiträge verschwinden nicht für po 2 p, wo die HTL-Selbstenergien 
aus den gleichen kinematischen Gründen, die für die bosonischen Selbstenergien in den 
vorangegangenen Abschnitten erläutert wurden, nicht zum Imaginärteil beitragen7. In dem 
vollständigen Einschleifen-Imaginärteil ist zusätzlich noch der Vakuum-Beitrag des Prozes- 
ses q + gq enthalten, der erst oberhalb der Schwelle po = p möglich ist. 

Der Beitrag C< zur Selbstenergie 

Wie bereits mehrfach erwähnt wurde, ist der führende Term der Hochtemperatur-Näherung, 
d. h., die HTL-Approximation, auch im Falle der Fermion-Selbstenergie eichunabhängig. 
Das bedeutet aber, daß die vom Eichparameter abhängige Größe Ce, die den Feynman- 
Beitrag CF zur Selbstenergie in einer beliebigen kovarianten Eichung ergänzt, in der HTL- 
Approximation verschwindet. Somit ist C€ eine Größe, durch welche die in diesem Teil 
der vorliegenden Arbeit diskutierten Unterschiede zwischen der HTL-Näherung und der 
vollständigen Einschleifen-Rechnung direkt zum Ausdruck kommen. 

Die &abhängigen Beiträge der Selbstenergie zu den in (3.28) definierten Grökn Ti und 
T2 enthalten Spuren über 4 Spinoren, Diese lassen sich als Polynome in der Summationsva- 

7 T p L  besitzt z. B. überhaupt keinen Imaginärteil. 
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Abbildung 3.19: Darstellung der den in der Abbildung 3.17 gezeigten Realteilen 
der Funktion T; entsprechenden Imaginärteile. Die strich-punktierten Linien 
zeigen den reinen Medium-Anteil, die vollen Linien dagegen den Einschleifen- 
Beitrag einschließlich des Vakuum-Anteils. Gestrichelt dargestellt ist die HTL- 
Approximation. . 

riable ko darstellen, 

Die Koeffizienten al:2) hängen von dem äußeren Impuls P sowie von k ab und sind irn Anhang 
B.4 explizit angegeben. 

Die Funktionen ~t~ lassen sich in der nun bereits geläusgen Weise als Integrale iiber den 
3-Impuls schreiben, 

Es ist zu bemerken, daß sich die Funktionen PS und F#; von den bereits bekannten 
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Abbildung 3.20: Vergleich von Einschleifen- und HTL-Approximation für den 
Imaginärteil der Selbstenergie-Funktion T: analog zur Abbildung 3.19. 

Ausdrücken F% und F':! nicht nur in ihrem statistischen Charakter unterscheidens. Viel- 
mehr ist entsprechend der Formulierung (3.32) des kovarianten freien Gluon-Propagators in 
As(K) und somit auch in den Funktionen F% und F ' L  die formal eingeführte Bosonmasse 
rn zu berücksichtigen. Die Masse darf erst nach der Operation dm2 Null gesetzt werden. 

Die weitere Auswertung der Funktionen T:,, erfolgt im Anhang 3.4 und ergibt 

Im weiteren werden nur die Realteile der analytisch fortgesetzten Funktionen betrach- 
tet, da diese die später untersuchten Dispersionsrelationen bestimmen. Von den in den 
Ausdrücken (3.40) verbleibenden Integrationen können wieder die über die Raumwinkel 
analy ticch ausgeführt werden. Über k ist numerisch zu integrieren. 

Das Ergebnis der kompletten Auswertung ist in den Abbildungen 3.21 und 3.22 darge- 
stellt. Der Vergleich dieser Resultate mit der entsprechenden HTL-Näherung erübrigt sich an 
dieser Stelle fast bis auf die Bemerkung, daß ~f und T$ für po = p verschwinden und daher 
am Lichtkegel wieder mit den generell verschwindenden HTLErgebnissen übereinstimmen. 

*Die Vertauschung der statistischen Indizes entspricht der Vertauschung der Impulse k und q, von denen 
diese Funktionen atrllangen. 
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Abbildung 3.21: Der Realteil der Selbstenergie-Funktion T{ in der Einschleifen- 
Approximation. Um den Übergang zum HTL-Limes (gestrichelte Linie), der 
für T: identisch verschwindet, zu verdeutlichen, wurde die Funktion hier nicht 
nur für die bisher immer gewählten Impulse p/T = 0.5, 1 und 1.5 dargestellt, 
sondern zusätzlich noch für p/T = 0.1 (am weitesten links liegende Kurve). 

Im Limes kleiner Impulse gehen die Einschleifen-Resultate für T& gegen Null, was eben- 
falls dem Übergang zu den HTL-Ergebnissen entspricht. Jedoch zeigt die Abbildung 3.21, 
daß dieser Übergang für T{ etwas diffiziler ist als in den bisher betrachteten Fällen, da T{ 
für po 5 p auch für kleine Werte von p nicht generell klein wirds. Außerdem skalieren die 
Funktionen T:,, zusätzlich mit dem irn Prinzip frei wählbaren Parameter 6. Wie stark der 
Einfluß dieser eichabhängigen Terme auf die physikalisch relevante Dispersionsrelation ist, 
wird im folgenden Unterabschnitt untersucht. 

Die Fermion-Dispersionsrelationen 

Die Dispersionsrelationen der Fermionen im Medium werden durch die Lage der Pole des 
Propagators beschrieben. Aus der Dyson-Gleichung SI' = ($P)) -' - T: folgt mit der Darstel- 
lung (3.27) der Selbstenergie die allgemeine Form des cfiiral invarianten Fermion-Prupaga- 
tors als 

gAllerdings ist auch die logarithmische Divergenz des Feynrnan-Anteils T: fik kleine h p u l e  zrrneh- 
mend stärker ausgeprägt [vergleiche Abbildung 3.17). 
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Abbildung 3.22: Die Darstellung des Realteils der Selbstenergie-Funktion T$ 
entsprechend der Abbildung 3.21. Knapp unterhalb des Lichtkegels po = p 
wird T: positiv. 

Der physikalische Gehalt der in S enthaltenen Informationen wird jedoch in einer alterna- 
tiven Darstellung des Propagators deutlicher. In der Gestalt 

ist der Propagator in einen Anteil mit positivem Helizitäts- zu Chiralitätsverhältnis und 
einen mit negativem Verhältnis zerlegt. Die Größen D+ und D- sind als inverse skalare 
Propagatoren der auf diese Weise klassifizierten Anregungen anzusehen. Ausgedrückt durch 
die Funktionen Ti und Tz lauten sie 

1 
D*(P) = -Po f P + - (f T2(P)  - (f PO - p ) G ( P ) )  . (3.43) 

4~ 

Die Fermion-Dispersionsrelation besitzt daher zwei Zweige, die durch die Realteile der Null- 
stellen der Funktionen D* bestimmt werden. 

Bei verschwindender Temperatur muß in dem allgemeinen Ausdruck (3.27) für die Selbst- 
energie im Plasma der die Lorentz-Symmetrie brechende Term verschwinden, d. h., im Vaku- 
um muß b a 0 gelten. Somit erhalt man entsprechend der Propagator-Darstellung (3.41) im 
Vakuum auch unter Berücksichtigung der Wechselwirkungseffekte nur einen propagierenden 
Mode mit der trivialen Dispersionsrelation P2  = 0. Die Gleichungen W = k p  beschreiben 
dabei die Propagation von Fermionen bzw. Anti-Fermionen auf dem Lichtkegel. Die Wech- 
selwirkung unterliegt hier neben der chiralen auch noch der Lorentz-Symmetrie und kann 
daher nur die Residuen des Propagators, nicht aber die Lage seiner Pole ändern [We182bJ. 
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Durch die Existenz eines ausgezeichneten Bezugssystems, nämlich des thermischen Me- 
diums, wird die Einschränkung b 0 aufgehoben. Aus den graphischen Darstellungen der 
Funktionen Ti und T2 sowohl in der HTL- als auch in der Einschleifen-Approximation wird 
deutlich, daß die Funktion b insbesondere auf dem Lichtkegel von Null verschieden ist. Das 
hat zwei wesentliche Konsequenzen. Zum einen besitzt die Dispersionsrelation dann nicht 
mehr die triviale Form w2 = p2. Zum anderen ergibt sich eine Verdoppelung der Zahl pro- 
pagierender Moden. 

Im HTL-Limes lassen sich die .Dispersionsrelationen analytisch in impliziter Form ange- 
ben [KK80, We182al; aus den Gleichungen (3.37) und (3.43) folgt 

f w - p  
w = f p + $  P [+I- in -01 . 

2~ W-P 

~ Aus dem im Vakuum existenten Zweig w2 = p2 ergibt sich durch (3.44) mit dem oberen 
Vorzeichen die durch den Mediumeinfluß modifizierte, nicht-triviale Dispersionsrelation von 
Fermionen- (bzw. Anti-Fermionen-) Anregungen. Wie aus (3.44) ersichtlich, wird dieser 
Zweig asymptotisch durch W = p + m;lp bzw. durch 

beschrieben. Zusätzlich findet man einen weiteren Zweig, dessen positiver Ast von Wel- 
don [We182b] aufgrund der Darstellung (3.42) als Anti-Fermion-Lochanregung interpretiert 
wurde. Der kollektive Charakter dieser auch Plasmino genannten Anregung kommt durch 
ihr Verschwinden bei größeren Impulsen, d. h., bei der Annäherung an den Lichtkegel, zum 
Ausdruck. Ein weiteres auffallendes Merkmal der Plasmino-Dispersionsrelation ist das Mi- 
nimum der Energie wmin := ~(pmin) bei dem nicht-verschwindenden Impuls pmin. Die Exi- 
stenz dieses Minimums folgt aus der Tatsache, da8 in beiden Näherungen die Anti-Loch- 
Dispersionsrelation bei p = 0 den umgekehrten Anstieg wie die Teilchen-Dispersionskurve 
(und damit einen negativen Anstieg) besitzt. Andererseits rnuß sie sich bei groi3en Impulsen 
dem Lichtkegel annähern. 

Die aus den Nullstellen von Re(D*) unter der Annahme einer hinreichend schwachen 
Dämpfung folgenden Dispersionsrelationen in der HTL- und in der Einschleifen-Approxi- 
mation sind in der Abbildung 3.23 jeweils für die Fermion- und die Plasmino-Anregung 
dargestellt. Ausgegangen wurde zunächst von der Selbstenergie in der Feynman-Eichung, 
wobei der Vergleich der Real- und Imaginärteile der Bestimmungsgleichung (3.43) zeigt, 
daß die gemachte Annahme schwacher Dämpfung auch bei der hier betrachteten Kopp- 
lungsstärke vernünftig ist. Der Unterschied zwischen beiden Approximationen äußert sich 
hauptsächlich in einer Modifikation der Ruheenergie der Anregungen. Im HTL-Limes kleiner 
Kopplungsstärken ist diese für beide Zweige gleich der thermischen Fermlonmasse mj, was 
die gewählte Bezeichnung rechtfertigt. Für wachsende Kopplungen nimmt auch die Ruhe- 
energie zu, besitzt aber aufgrund der 0(3)-Symmetrie des Wärmebades für beide Anregun- 
gen den gleichen Wert. Diese nicht~erturbativ gültige Tatsache folgt aus der allgemeinen 
Diskussion im Anhang 3.5. 

Die Anstiege beider Dispersionskurven unterscheiden sich sowohl in der HTL-Näherung 
als auch in der Einschleifen-Rechnung bei beliebiger kovarianter Eichung nur durch ihr Vor- 
zeichen. Dieser Fakt hängt mit den analytischen Eigenschaften der beiden Approximationen 
der Selbstenergie für kleine Impulse zusammen, Inwiefern diese Tatsache allgemeingültig ist, 
muß weiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben. 
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Abbildung 3.23: Dispersionsrelationen der Fermion- und der Plasmino-Anre- 
gung (jeweils oberer bzw. unterer Zweig) in der HTL-Näherung (gestrichelt) 
und der Einschleifen-Approximation (Feynman-Eichung, volle Linien) für g = 
3. Gepunktet ist der Lichtkegel w = p dargestellt. 

Wie in der Abbildung 3.24 genauer gezeigt, ist die Lage des Minimums des P1-mim- 
Zweiges in der Einschleifen-Näherung bei p,;, % 0.4 mf in einem großen Intervall der Kopp- 
lungsstärke g recht stabil. Die minimale Energie des Plasmons skaliert dagegen ähnlich wie 
die Ruheenergie; es gilt nämlich w,i, B 0.9 w(p = 0). 

Abschließend wird die Eichabhängigkeit der Fermion-Dispersionsrelation diskutiert. Di- 
spersionsrelationen sind prinzipiell meßbar und müssen daher unabhängig von der Wahl der 
Eichung sein. Für die im vorangegangenen Unterabschnitt bei der Berechnung der Fermion- 
Selbstenergie gewählte Klasse der kovarianten Eichungen sollten die Dispersionsrelationen 
also unabhängig von dem Parameter J sein. Die Eichinvarianz der Lage der Pole Iäßt sich für 
den exakten Fermion-Propagator formal beweisen [KKRSl]. Es ist allerdings keinesfalls zu 
erwarten, daß auch die Polstellen eines approximierten Propagators eichinvariant sind. Ins- 
besondere erweisen sich die Dispersionsrelationen, die man aus Propagatoren in einer naiven, 
endlichen Schleifen-Entwicklung erhält, als eichabhängig. Der formale Beweis der Eichinva- 
rianz der physikalischen Polstel1.en des Propagators macht explizit deutlich, wie sich in einer 
Entwicklung die eichabhängigen Terme in verschiedenen Ordnungen kompensieren. 

In der Abbildung 3.25 ist die Abhängigkeit der Fermion-Dispersionsrelationen von der 
Eichfixierung anband von drei speziellen Eichungen gezeigt. Unterschiede werden insbeson- 
dere für kleine Impulse p 5 gT sichtbar. Das ist zu erwarten, da der volle Propagator bei wei- 
chen Impulsen sensitiver als bei harten auf die Resummation der Wechselwirkungseffekte ist, 
so daß Inkonsistenzen einer approxirnierten Selbstenergie dort am deutlichsten werden. Die 
bereits für die Feynman-Eichung diskutierten Konsequenzen der O(3)-Symmetrie, nämlich 
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Abbildung 3.24: Die Lage des Minimums P,;, der Plasmino-Dispersion und die 
zugehörige Energie W,;,. Die gestrichelten Kurven sind dabei auf mj skaliert, 
die vollen Linien dagegen auf die Ruheenergie w(p = 0). 

der gleiche Grenzwert und der entgegengesetzte Anstieg der beiden Zweige für verschwinden- 
den Impuls, gelten natürlich in einer beliebigen Eichung. Auch die Existenz des Minimums 
im Plasmino-Zweig ist ein Merkmal, welches nicht an spezielle Eichungen gebunden ist. 

Überraschenderweise fallen die Resultate der HTL-Näherung als Limes kleiner Kopplun- 
gen und die Ergebnisse der Einschleifen-Rechnung in der Landau-Eichung fast zusammen, 
siehe dazu Abbildung 3.25. In der Tat stellen sich die Dispersionsrelationen in der Landau- 
Eichung als fast unabhängig von der Kopplung&onstanten heraus. Dies ist in der Abbildung 
3.26 für Werte der Kopplung bis g = 3 dargestellt. 
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Abbildung 3.25: Die Eichabhängigkeit der fermionischen Dispersionsrelationen. 
Die Pole des Propagators wurden in der Landau-Eichung (J = 1, kurz strich- 
punktiert), in der Feynrnan-Eichung (J = 0, volle Linien) und für J = -1 
(lang strich-punktiert) bestimmt. Zum Vergleich ist auch die HTL-Dispersion 
gestrichelt angegeben, diese fällt fast mit den Resultaten für J = 1 zusammen. 
Der Wert der Kopplungskonstante wurde hier wieder als g = 3 angenommen. 
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Abbildung 3.26: Die Fermion-Di~~ersionsrelationen in der Landau-Eichung mit 
= 1 für verschiedene Kopplungskonstanten. Gestrichelt dargestellt ist das 

HTL-Resultat, was g -+ 0 entspricht. Die offenen Quadrate kennzeichnen g = 1 
und die vollen Symbole g = 3. 



Teil I1 

Perturbative Thermodynamik 



Betrachtungen zu perturbativen 
Entwicklungen 

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde anhand verschiedener Selbstenergien untersucht, wie 
zuverlässig die Resultate der Hochtemperatur-Näherung sind, wenn sie außerhalb ihres ei- 
gentlichen Gültigkei tsbereiches angewandt werden. In diesem Teil soll eine ähnliche Frage- 
stellung betrachtet werden, nämlich die nach der Aussagekraft perturbativer Entwicklungen 
bei Kopplungsstärken, die nicht 'klein' sind. Die Frage, was im mathematisch exakten Sinne 
'klein' heißt, also wie verläßlich ein perturbatives Resultat wirklich ist, läßt sich im allgemei- 
nen für die störungstheoretische Auswertung von Quantenfeldtheorien bislang nicht streng 
beantworten. Das dafür häufig pauschal angenommene Kriterium 'Kopplungsstärke klein ge- 
gen Eins' ist recht willkürlich, da als Ent~icklun~sparameter z. B. auch 'r2-Kopplungsstärke' 
in Frage käme. 

4.1 Ein einfaches Beispiel 

Die umrissene Fragestellung soll hier an einem Beispiel diskutiert werden, welches hinrei- 
chend einfach ist, um explizite Aussagen abzuleiten, zugleich aber auch wesentliche allge- 
meine Merkmale aufweist. In [I2801 wird, allerdings unter einem etwas anderen Blickwinkel, 
das Integral 

betrachtet. Dieses Integral stellt gewissermaßen ein 0-dimensionales Funktionalintegral dar, 
bei dem das Feld, hier mit X bezeichnet, nur auf einem Raum-Zeit-Punkt lebt. Als solches 
ist es eine Karikatur der Zustandssumme der skalaren 94-Theorie, wobei $ x2 dem freien 
kinetischen Teil der Lagrange-Funktion entspricht und g2x4 ZU dem Wechselwirkungsanteil 
korrespondiert. Auf den Zusammenhang dieses Integrals mit der ~~-Theorie  wird weiter 
unten noch einmal eingegangen. 

Selbst das einfache Integral Z ( g 2 )  hat mit physikalisch relevanten Funktionalintegralen 
gemein, daß es sich bis auf den 'wech~elwirkun~sfreien' Fall mit g2 = O nicht durch elemen- 
tare Funktionen ausdrücken läßt. Allerdings kann z ( ~ ~ )  leicht numerisch berechnet werden. 
Dies st e?lt das Analogon zu der numerischen Auswertung physikalischer Quantenfeldtheorien 
durch Monte-Carlo-Rechnungen dar. 

Auch die perturbative Entwicklung eines Funktionalintegrals zur Beschreibung einer 
QFT besitzt eine einfache Analogie in dem betrachteten Beispiel. Durch eine Entwicklung 
des Wechselwirkungsanteils im Integranden, 
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ergibt sich eine Reihe von Termen steigender Ordnung in der 'Kopplungskonstante' g2, die 
Mittelungen über die Zustände des freien Systems darstellen. Nach einer formalen Vertau- 
schung der Integration mit der Summe über m kann man schreiben 

und den Grenzfall n + CO mit 

2(g2) = lim 2(")(g2) 
n+w 

bezeichnen. Die oben formulierte Fragestellung betrifft also den Zusammenhang zwischen 
Z(g2) und den Entwicklungen Z(n)(g2) bzw. 2(g2). Es muß zunächst betont werden, daß der 
angegebene Ausdruck für Z(g2) rein formal ist. Es kann nämlich einfach festgestellt werden, 
daß die Entwicklung (4.2) divergent ist. In einer genügend hohen Ordnung der Entwicklung 
gehen die Koeffizienten in die asymptotische Form 

über. Das Quotientenkrit erium 

ergibt dann, daß die Reihe für jeden endlichen Wert von g2 divergiert. Dieses Ergebnis ist 
leicht einzusehen. Da der Konvergenzradius einer Laurent-Reihe von der Entwicklungsstelle 
bis zum nächsten Punkt einer Nicht-Analytizität reicht, die Funktion Z(g2) in der komplexen 
g2-Ebene aber einen Schnitt entlang der negativen reellen Achse besitzt1, muß die Reihe für 
jeden endlichen Wert von g2 divergieren. 

Auch in diesem Punkt deutet sich eine Gemeinsamkeit des Integrals Z(g2) mit realisti- 
schen Funktionalintegralen an. Da man davon ausgehen kann, daß der Übergang von einer 
physikalischen Theorie zu der entsprechenden Theorie mit dem entgegengesetzten Vorzei- 
chen der Kopplungskonstante nicht analytisch ist, werden auch die perturbativen Entwick- 
lungen solcher Theorien keine konvergenten Reihen sein. Da aber andererseits die mit am 
besten bestätigte Übereinstimmung zwischen Experiment und einer physikalischen Theorie 
überhaupt durch die störungstheoretische Auswertung der QED erzielt wird, müssen diese 
perturbativen Reihen, von denen man meist nur einige der führenden Terme kennt, dennoch 
wesentliche Informationen über das exakte Funktionalintegral enthalten. 

Diese Aussage wird nun für das Integral Z(g2) und die Reihenentwicklung (4.2) unter- 
sucht. Dazu wird der Fehler der bei der Ordnung n abgebrochenen Reihe ~ ( ~ ) ( g ~ )  betrachtet. 
Dieser ergibt sich zu 

'Für Werte von g2 mit negativem Redteil, die nicht auf der reellen Achse liegen, kann der Integrationsweg 
so deformiert werden, daß das Integral wohldefiniert ist. 
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung läßt sich 

abschätzen, wobei 6' zwischen 0 und 1 liegt. Daher kann man für das Restglied eine obere 
Schranke angeben, nämlich 

Es ist einfach zu sehen, daß bei einem gegebenen Wert von g2 ein gewisses n* existiert, bei 
welchem das Restglied R, minimal wird. Verwendet man z. B. für die Koeffizienten zn die 
trivial ins Reelle fortsetzbare, asymptotische Form (4.4), so liegt das Minimum der Funktion 
R(n) := Iz?(g2)"1 (16719~)~ bei 

Für große Kopplungsstärken g2 muß die perturbative Reihe für Z(g2) also schon bei einer 
kleinen Ordnung entsprechend (4.7) abgebrochen werden, um eine möglichst gute Appro- 
ximation des exakten Resultats zu erhalten. Diese prinzipielle Aussage, an der auch die 
Verwendung der exakten Form der Koeffizienten z, nichts ändert, entspricht nicht der in- 
tuitiven Vorstellung, daß bei starker Kopplung möglichst viele Terme der perturbativen 
Reihe berechnet werden müssen, um eine vernünftige Näherung zu erhalten. In der Abbil- 
dung 4.1 ist dieser Sachverhalt für die ersten sechs Näherungen z(")(~') dargestellt. Daraus 

Abbildung 4.1: Die Funktion Z(92) sowie die perturbativen Approximationea 
z(*) in den Ordnungen n = 1, **., 6.  
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wird deutlich, daß die Approximationen in einer hohen Entwicklungsordnung das exakte 
Resultat für genügend kleine Werte von g2 recht gut beschreiben. In diesem Bereich sind 
allerdings die Abweichungen von Z(g2) zu den Approximationen in niedrigeren Ordnungen, 
also beispielsweise zu ~ ( l ) ,  ohnehin gering. Andererseits werden für größere Werte von g2 die 
Approximationen z ( ~ )  mit wachsendem n zunehmend schlechter, wobei die optimale Ord- 
nung auch für die betrachteten kleinen Werten von n gut durch die abgeschätzte Relation 
(4.7) beschrieben wird. 

Es sollte aus den motivierenden Bemerkungen zur Betrachtung des Integrals (4.1) klar 
sein, da$ ähnliche Überlegungen auch für physikalisch relevante Funktionalintegrale geltend 
zu machen sind. Tatsächlich kann beispielsweise auch für perturbative Entwicklungen in der 
&CD die Aussage, daß bei stärkerer Kopplung Terme höherer Ordnung die Approximation 
nicht verbessern, durch weitere Argumente gestützt werden, worauf im Abschnitt 4.3 näher 
eingegangen wird. 

Schließlich soll noch einmal auf den Zusammenhang des Integrals (4.1) mit der (p4- 

Theorie zurückgekommen werden. Die Koeffizienten z, hängen nämlich mit der Anzahl bzw. 
dem Symmetriefaktor der Diagramme in der n-ten Ordnung der perturbativen Entwicklung 
der thermodynamischen Zu&andssumme der cp4-Theorie zusammen [IZSO]. Dies ist eine ein- 
fache kombinatorische Folgerung aus dem Wickschen Theorem. So ist z. B. lzll = 3/1! und 

entsprechend gibt es drei Zweischleifen-Diagramme der Topologie . Für Diagram- 
me höherer Ordnung muß berücksichtigt werden, daß darunter einige unverbundene Gra- 
phen existieren. So ist beispielsweise lz2l = 105/2! und es gibt insgesamt 105 Dreischleifen- 
Diagramme. Im einzelnen sind dies 

Physikalisch relevant sind jedoch nur die beiden ersten Topologien, da nur diese einen Bei- 
trag zum thermodynamischen Potential Ci liefern. Es kann nämlich allgemein gezeigt werden, 
daß in der perturbativen Entwicklung meßbarer Größen alle unverbundenen Graphen ver- 
schwinden2. Die analoge Feststellung ist aus der Vakuum-QFT wohlbekannt. Während aus 
dem generierenden Funktional Z[J] sämtliche Greenschen Funktionen durch Funktionala- 
bleitung folgen, erzeugt das Funktional W[J] := -i lnZ[J] ausschließlich die verbundenen 
Greenschen Funktionen [IZ80]. Der dafür verantwortliche logarithmische Zusammenhang 
zwischen beiden Funktionalen ist aber der gleiche wie der zwischen der Zustandssumme und 
dem thermodynamischen Potential (2.3). 

Dieser Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der perturbativen Entwicklung von 
Z(g2) und den Symmetriefaktoren des thermodynamischen Potentials R der y4-Theorie ist 
auch ein erstes Indiz für die Divergenz der Reihenentwicklung von Q, da man keineswegs 
annehmen kann, daß die unbegrenzt wachsende Zahl der Feynman-Graphen insgesamt einen 
endlichen Beitrag ergibt. 

Approximationen für Z(g2) 

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, daß die perturbative Entwicklung (4.2) des 
Parameter-(Funktional)-Integrals Z(g2) zwar divergiert, aber für nicht zu große Werte von 

'Die Zustandssumme an sich ist natürlich nicht direkt meßbar. 
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g2 dennoch wichtige Informationen über Z(g2) enthält. Bei einer Reihe von physikalischen 
Problemen, wie beispielsweise in der QED, ist die Kopplungsstärke tatsächlich hinreichend 
klein und perturbative Approximationen erweisen sich dann als sehr erfolgreich bei der 
Beschreibung von Experimenten. In vielen Fragestellungen, z. B. jenen, die die starke Wech- 
selwirkung betreffen, ist die Kopplung jedoch nicht klein. In diesen Fällen ist der Sinn 
perturbativer Entwicklungen jeweils gründlich zu untersuchen. Außerdem ist es angebracht, 
nach approximativen Methoden zu suchen, die über die naive perturbative Entwicklung 
hinausgehen. In den folgenden Unterabschnitten werden einige solcher Verfahren für das 
Integral Z(g2) erläutert. 

Konvergenz-Verbesserung durch Borel-Transformation 

Das divergente Verhalten der naiven perturbativen Entwicklung (4.2) liegt, wie im vorange- 
gangenen Abschnitt festgestellt wurde, an dem unbeschränkten Wachsen der Glieder dieser 
Reihe mit zunehmender Ordnung, was z. B. an der asymptotischen Form (4.4) der Koeffizi- 
enten zu erkennen ist. Es ist daher naheliegend, als eine Näherung von Z(g2) den formalen 
Ausdruck 

zu betrachten. Der Ausdruck in der runden Klammer ist offenbar für beliebige, endliche 
Werte von n wohldefiniert. Die für die Divergenzen verantwortlichen Anteile wurden in (4.8) 
in Form des zweiten Summanden abgespalten. Es zeigt sich allerdings, daß dieser Anteil, 
der hier als 

bezeichnet wird, Borel-summierbar ist [IZ80]. Die Borel-Transformation von gas wird dabei 
definiert als 

Der hierbei im Vergleich zu den Gliedern der Reihendarstellung (4.9) von ga eingeführte 
Vorfaktor (m!)-' sichert im vorliegenden Fall die Existenz von B[*]. Es ist formal leicht 
zu sehen, daß die Operation 

die Faktoren (m!)-I in der Borel-Transformation in jeder Ordnung kompensiert, und, falls 
alle auftretenden Ausdrücke wohldefiniert sind, somit gerade die Riicktransformation zu 
(4.10) ist. 

Im betrachteten Fall sind die Koeffizienten ZR durch (4.4) gegeben und die Bofel- 
Transformation (4.10) liefert das analytische Resultat 

1 ~ [ 2 7 ( ~ ~ )  = -- f i / 2 ,  ln(1 + 16d ) .  
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Auch die Rücktransformation läßt sich analytisch ausführen, und man erhält das endliche 
Ergebnis 

wobei Ei(x) die Exponentialintegral-Funktion bezeichnet. Entsprechend (4.8) erhält man 
auf diese Weise für Z(g2) die approximative Darstellung 

2(^)(g2) beschreibt die Funktion Z(g2) bei einem gegebenen Wert von n wesentlich besser 
als die entsprechende naive perturbative Entwicklung (4.2), was durch den Vergleich der 
Abbildungen 4.1 und 4.2 deutlich wird. Insbesondere sind die Bereiche, in denen die Funk- 

Abbildung 4.2: Die Funktion Z(g2) sowie die Borel-Approximationen ,@n) in 
den Ordnungen n = 1, . . . ,6. 

tionen .@") sinnvolle Approximationen von Z(gZ) darstellen, wesentlich größer als für die 
entsprechenden naiven Entwicklungen (4.2). 

Es muß bemerkt werden, daß das beschriebene Verfahren in dieser Art kaum auf nicht- 
triviale Funktionalintegrale angewandt werden kann, da es z. B. die explizite Kenntnis aller 
Koeffizienten der naiven perturbativen Entwicklung voraussetzt, was aber im allgemeinen 
nicht gegeben ist. 
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Eine asymptotische Darstellung von z ( ~ ~ )  
Für die Funktion Z(g2)  kann durch eine Umformung vor der Integration (4.1) eine Darstel- 
lung gefunden werden, die eine konvergierende Reihenentwicklung um g  = m besitzt. Ein 
analoges Vorgehen zur Auswertung physikalisch relevanter Funktionalintegrale ist jedoch 
auch hier nicht ohne weiteres möglich, da dazu die Kenntnis der Zustände des Systems bei 
starker Kopplung nötig wäre und man allerdings meist nur die freien Zustände kennt. 

Durch die Substitution gx2 = z in dem Integral (4.1) erhält man für Z(g2)  die Darstellung 

Die Entwicklung 

führt dann auf eine Reihe von elementaren Integralen für die in der Ordnung n abgebrochene 
Entwicklung von 2, 

Das Quotientenkriterium für die Glieder dieser Reihe, 

zeigt, daß die Reihe für alle nicht-verschwindenden Werte von g konvergiert, und zwar umsa 
besser, je größer g  ist. In der Abbildung 4.3 wird diese Tatsache anhand der dargestell- 
ten ersten sechs Approximationen deutlich, Dieses Konvergenzverhalten, was man natürlich 
auch wieder einfach aus den analytischen Eigenschaften des Integrais (4.14) ablesen kann, 
rechtfertigt die Bezeichnung asymptotische Darstellung für (4.15). 

Die beiden in den vorangegangenen Unterabschnitten diskutierten Verfahren eignen sich 
praktisch kaum zur Approximation von physikalisch relevmten Funktionalintegralen. Tm 
folgenden werden zwei Methoden beschrieben, die sich auch auf kompliziertere Falle über- 
tragen lassen. Begonnen wird mit der sogenannkn Pad&Approximation, die z. 3. irn Fall 
der Beschreibung von thermodynamischen Gröhn des QCD-Plasmas Verwendung findet 
[Kas97, Hat971. Auf speziell diese Anwendung wird an geeigneter Stelle noch einmal einge- 
gangen. 
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Abbildung 4.3: Die Funktion 2(g2) (volle Linie) sowie die asymptotischen Ap- 
proximationen Z(n) in den ersten sechs Ordnungen. 

Die Idee der Pad6-Approximation besteht darin, eine endliche Reihe, wie z. B. die führen- 
den Glieder der Reihendarstellung einer Funktion, durch eine rationale Funktion zu nähern. 
Die (1 + N) Koeffizienten des Ansatzes 

f h n l  (g2) = k=o mit m + n = N  

1 + C q k  (g2Ik 

können so gewählt werden, daß die führenden (1 + N) Glieder der Reihenentwicklung von 
f["+l gerade mit denen der zu approximierenden Reihe 

übereinstimmen. Die weiteren Glieder der Reihenentwicklung von f ["P] setzen dann die ur- 
sprüngliche Reihe (4.17) entsprechend den analytischen Eigenschaften des rationalen Ansat- 
zes fort. Dieses Verfahren wird dann erfolgreich sein, wenn die analytischen Eigenschaften 
der Funktion f ,  von der man nur den endlichen Teil (4.17) der Reihendarstellung kennt, 
und die des rationalen Ansatzes ähnlich sind. Dann ist es möglich, daß durch die Pad6- 
Approximation einer eingeschränkten Reihe fM mit M 5 I? die verbleibenden, nicht in der 
Niiherung berücksichtigten Koeffizienten von fN richtig reproduziert werden. Dies wird als 
Erfolg der Methode angesehen; für weitere Details dazu siehe z. B. [Hat97]. 
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Im vorliegenden einfachen Beispiel läßt sich das Pad6-Verfahren objektiver bewerten, da 
die Funktion Z(g2) numerisch bekannt ist. Als Beispiele werden hier die Pad6-Approxima- 
tionen der endlichen perturbativen Reihen z ( ~ )  und z@) betrachtet, die durch (4.2) ge- 
geben sind. Es sind also die Funktionen z[~J], z [ ~ J ~  und Z[0731 sowie die entsprechenden 
Approximationen für z ( ~ )  ZU untersuchen. Die Funktion ~ [ ~ 1 ~ ] ( ~ ~ )  kann dabei als sinnvolle 
Näherung für Z(g2) von vornherein ausgeschlossen werden, da sie mit wachsendem Ar- 
gument linear und daher unbeschränkt abfällt, während Z(g2) gegen Null geht. Von den 
verbleibenden zwei Möglichkeiten stellt sich .Z11y2] als eine durchaus akzeptable Approxima- 
tion heraus, die Z wesentlich besser als z (~ )  beschreibt (vergleiche dazu Abbildung 4.4). 
Von den Pad6-Approximationen höherer Ordnung, die aus der perturbativen Näherung z ( ~ )  

Abbildung 4.4: Z(g2) (volle Linie) und die Pad&Approximationen, die aus 
der perturbativen Näherung z (~ )  folgen. Die gepunktet dargestellte Funktion 
~ [ ~ 1 ~ ] ( ~ ~ )  kann von vornherein als sinnvolle Näherung ausgeschlossen werden. 

folgen, können alle bis auf eine als nicht sinnvoll verworfen werden. Die drei Funktionen 
z[","-"](~~) mit m < 3 besitzen nämlich Polstellen für positive Werte von g2: während die 
Funktionen I z [ ~ * ~ - ~ ] ~ ,  m > 3 mit dem Argument unbeschränkt wachsen. Die verbleibende 
Funktion ZPy31 besitzt zwar für g2 + m im Gegensatz zu Z(g2) einen endlichen Grenzwert, 
beschreibt aber dennoch, wie aus der Abbildung 4.5 hervorgeht, Zfg2) in einem groflen Be- 
reich der Kopplungsstärke recht gut. Auch hier ist es bemerkenswert, wie groß der Bereich, in 
dem der Funktionsverlauf von ZCg2) durch die Fade-Approximation qualitativ reproduziert 
wird, im Vergleich zu dem von Z@) ist. 
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Abbildung 4.5: Die Pad6-Approximationen der gestrichelt dargestellten Ap- 
proximation z@). Die gepunktet dargestellten Funktionen können wieder von 
vornherein ausgeschlossen werden. Ein Teil der Funktion z[O@] fällt in dieser 
Darstellung fast mit z@) zusammen. 

Eine effektive Approximation 

Auch die hier vorgestellte Approximation läßt sich außer auf das einfache Integral Z(g2) 
auch leicht auf andere Fälle anwenden, da sie an eine physikalisch motivierte Methode 
zur Beschreibung von Vielteilchensystemen angelehnt ist. Es zeigt sich nämlich, daß häufig 
Eigenschaften eines wechselwirkenden Systems denen eines freien Modellsystem weitgehend 
äquivalent sind. Die Effekte der Wechselwirkung zwischen den Teilchen werden dabei durch 
entsprechende effektive Eigenschaften der sogenannten Quasiteilchen des freien Systems 
berücksichtigt. Dieses Konzept der Quasiteilchengeht auf Landau zurück (siehe z. B. [LL89]), 
der damit eine Reihe Fragestellungen der Festkörperphysik halb-phänomenologisch erklären 
konnte. 

Als Näherung fiir die Funktion Z(g2) wird der Ansatz 

betrachtet. Dieser Ansatz entspricht der Quasiteilchen-Idee: Zen geht nämlich aus dem In- 
tegral Z(g2) mit g2 = 0 durch eine Modifikation des freien Anteils der Lagrange-Funktion 
hervor und kann analytisch angegeben werden, 



4.2 Approximationen für Z(g2) 79 

Der Parameter p wird nun wie folgt festgelegt. Da die Funktion Z(g2) durch Zeff insbesondere 
bei kleinen Werten von g2 (im 'perturbativen Limes') approximiert werden soll, wird die 
formale Entwicklung (4.2) mit der Reihe 

verglichen. Da aber andererseits die Approximation von Z in dem Bereich großer Werte von 
g2 gefragt ist, dort aber die Störungsreihe in hohen Ordnungen keine adäquate Beschrei- 
bung liefert, wird der Vergleich nur für die führende Ordnung vorgenommen. Das legt den 
Parameter p als Funktion von g2 fest als 

Der so fixierte Parameter gewährleistet nicht nur im Limes g2 + 0 eine in Anbetracht der 
simplen Näherung gute Übereinstimmung zwischen Z und ZeE. Wie in der Abbildung 4.6 
dargestellt ist, gibt Z e ~  auch für größere Werte von g2 den Verlauf von 2 qualitativ recht gut 

Abbildung 4.6: Die effektive Approximation Zen (kurz gestrichelt) von Z(g2). 
Gezeigt sind zum Vergleich auch die naive perturbative Käherung Z(l) (lang 
gestrichelt), die Pad6-Approximation Z[1*21 (strich-punktiert) sowie die asym- 
ptotische und die Borel-Approximation (jeweils erste Ordnung). 

wider. Von den bisher diskutierten Verfahren liefern nur einige der Pad&Approximationen 
eine bessere Beschreibung als ZeR3, Dazu mufj allerdings bemerkt werden, daO zur Konstruk- 
tion von z. B. Zpr21 die Kenntnis von drei Gliedern der Störungsreihe nötig ist, während ZeE 

3Die asymptotische Entwicklung und die Borel-Methode sind jedoch nicht ohne weiteres zur Auswertung 
nicht-trivialer Funktionalintegrale anwendbar. 
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bereits aus dem Term niedrigster Ordnung folgt. Außerdem verschwinden für g + ca einige 
der Pade-Funktionen nicht wie Z und Zen, obwohl sie in einem bestimmten Intervall eine 
gute Näherung darstellen können. 

Abschließend wird die Wahl (4.20) des Parameters p noch unter einem anderen Gesichts- 
punkt interpretiert. p kann nämlich entsprechend des Ansatzes (4.18) als eine Modifikation 
des in der Definition (4.11) als 1 angenommenen Masseterms in der Lagrange-Funktion an- 
gesehen werden. Daher muß ein Zusammenhang zwischen p und dem Analogon der Selbst- 
energie für das Modell-Funktionalintegral Z(g2)  bestehen. Nach der Dyson-Gleichung ist 
die Selbstenergie gerade die Differenz zwischen dem Inversen des exakten und des freien 
Korrelators des Feldes. In dem betrachteten Beispiel wäre also 

wobei der volle Korrelator durch 

gegeben ist; (x2}ö1 folgt aus diesem für g = 0. Die perturbative Entwicklung von rI lautet 

Entsprechend den Ausfiihrungen am Ende des Abschnittes 4.1 hängen die Koeffizienten 
dieser Entwicklung wieder mit der Anzahl der Diagramme für die Selbstenergie der cp4- 
Theorie zusammen. Der Vergleich von (4.20) mit (4.21) ergibt nun, daß der Parameter p 
gerade die Hälfte der Selbstenergie in führender Ordnung IIl0 beträgt, 

Auf den entsprechenden Zusammenhang bei der effektiven Beschreibung des thermodyna- 
mischen QCD-Potentials wird im Kapitel 6 noch einmal eingegangen. 

Perturbative QCD bei endlichen Temperaturen 

Die bisher angestellten Betrachtungen zur Konvergenz perturbativer Reihen anhand eines 
einfachen Beispiels erfolgten nicht ohne die Motivation, daß bereits dieser Fall wesentliche 
allgemeine Merkmale aufweist. Für perturbative Reihenentwicklungen der QCD können al- 
lerdings keine solch strengen Aussagen über deren Konvergenzverhalten wie beispielsweise 
(4.7) für das dort betrachtete Integral Z(g2)  gemacht werden, da hier nur einige wenige 
Glieder der Reihen bekannt sind. Um jedoch die Aussage, daß im Bereich großer Kopp- 
lungsstärken perturbative Entwicklungen niedriger Ordnung eine bessere Approximation 
als solche hoher Ordnung liefern, auch für die QCD zu belegen, werden hier zwei weitere 
Argumente dafür angeführt. 
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Die Abhängigkeit des thermodynamischen Potentials von der 
Renormierungsskala 

Perturbative Rechnungen in Quantenfeldtheorien führen oft auf divergente Resultate, die 
renormiert werden müssen. Beispiele dafür sind die im Teil I diskutierten Selbstenergien. 
Durch die Renormierung wird in den Ergebnissen eine zusätzliche Skala p eingeführt4. Phy- 
sikalische Größen dürfen aber natürlich nicht von dieser artifiziellen Skala abhängen, was 
formal durch Renormierungsgruppen-Gleichungen ausgedrückt wird. Wird aber eine (z. B. 
perturbative) Entwicklung einer physikalischen Größe in einer bestimmten Ordnung ab- 
gebrochen, so verbleibt eine Restabhangigkeit von der Renormierungsskala, die von einer 
höheren als der betrachteten Ordnung ist. Diese Tatsache bietet aber auch eine unabhängi- 
ge Möglichkeit, die Verläßlichkeit einer Approximation einzuschätzen. Die Approximation 
einer physikalischen Größen kann nämlich nur dann gut sein, wenn die Restabhängigkeit des 
Ergebnisses von der Skala p nicht signifikant ist. 

Dieses Kriterium wird nun auf das perturbative Resultat für das thermodynamische 
Potential IR des ultrarelativistischen Quark-Gluon-Plasmas angewendet. fl ist als Reihe in 
der Kopplungskonstante g bis zur Ordnung O(g5) bekannt [ZK95]. Es gibt Argumente dafür, 
daß diese Ordnung die letzte perturbativ berechenbare ist [Lin80]. Der Beitrag eines (1 + 1)- 
Schleifen-Diagramms mit 1 4-Vertizes und 21 Propagatoren zu S2 kann für 1 2 3 nämlich 
durch 

abgeschätzt werden, wobei T die Summe und Integration über einen Schleifenimpuls $ 
und Qi die inneren Impulse bezeichnen. Dasselbe Ergebnis liefert auch die Abschätzung des 
Beitrags eines Graphen mit 21 3-Vertizes und 31 Propagatoren bzw. beliebige (1+1)-Schleifen- 
Topologien. In dem Propagator (Q2 + m2)-I spielt m die Rolle einer Abschirmmasse. Die 
dafür in Frage kommende magnetische Gluonmasse wird allgemein als von der Ordnung 
O(g2T) angenommen. Damit können aber Diagramme beliebig hoher Ordnung einen Beitrag 
CJ(g6T4) zu fl liefern und die Störungstheorie bricht an dieser Schranke zusammen5. 

Bei hohen Temperaturen, wenn die Massen aller nj beitragenden Quark-Flavors ver- 
nachlässigt werden können, besitzt die perturbative Entwicklung des thermodynamischen 
Potentials eines stark wechselwirkenden, durch die Eichgruppe SU(3) beschriebenen Systeme; 
bei verschwindendem chemischen Potential die Gestalt 

In dem hier interessierenden thermodynamischen Grenzfall V + cc ist der negative Quotient 
von Q und dem Volumen V gerade der Druck p des Systems. Die Koeffizienten der Reihe 
(4.23) lauten [ZK95] 

4 ~ m  folgenden wird stets die dimensionale Regularisierung im sogenannten m-Schema [Eiari8] verwen- 
det, die auch im Kapitei 5 Anwendung findet. 

'Weitere Glieder der Störungsreihe können aber dürchaus durch nichtperturbative Methoden bestimmt 
werden, z. 3. durch entsprechende Gitterrechnungen fLueS71. 
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Die Koeffizienten C; sind in analytischer Form und auch für andere Eichgruppen als die 
SU(3) bekannt, wurden aber hier aus Platzgründen nur numerisch genähert angegeben. Für 
g = 0 ist der Druck p gerade der eines idealen Stefan-Boltzmann-Gases mit 16 bosonischen 
Freiheitsgraden der Gluonen und 3.2.2 - nf Freiheitsgraden der nf Farb- und Spin-entarteten 
Quarks und Antiquarks, 

Bei der Berechnung des thermodynamischen Potentials bei einer endlichen Kopplungsstärke 
g ist deren Abhängigkeit von der Renormierungsskala in der entsprechend genäherten Form 

P P1 
g-2 (P) = g-2 (T) - Po In - + - In (1 - ßo g2 (T) In E )  

T Po T 

zu berücksichtigen [ZK95]. Die Konstanten Po, ßl sind dabei durch 

gegeben. 
Die Untersuchung der Abhängigkeit des perturbativen Resultats (4.23) für R bei einer 

fest vorgegebenen Kopplungsstärke a, = g2/(47r) erfolgt hier für ein rein gluonisches System 
mit nf = 0. Die Ergebnisse für eine endliche Zahl von Quark-Flavors sind ähnlich. Wie in 
der Abbildung 4.7 erkennbar ist, unterstützt auch das Renormierungsskalen-Argument die 
zu belegende Behauptung, da6 bei großen Kopplungsstärken perturbative Entwicklungen 
niedriger Ordnung geeignetere Approximationen als solche hoher Ordnung sind. Bei größeren 
K~pplun~sstärken a, 2 0.1 weisen nämlich die Näherungen niedriger Ordnung eine weit 
weniger signifikante Abhängigkeit von p auf als jene hoher Ordnung. Erst bei sehr kleinen 
Werten von a, zeigen diese besser als z. B. das iO(g2)-Resultat die erwartete, näherungsweise 
Unabhängigkeit von p. Für derart kleine Kopplungsstärken sind aber die Abweichungen 
zwischen den versckiedenen Ordnungen ohnehin sehr gering. 

Zwischen der Kopplungsstärke und der Temperatur des Systems besteht eine Relation, 
die in erster Näherung durch 
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Abbildung 4.7: Die Abhängigkeit des Druckes in Einheiten von p s ~  von der 
Renormierungsskala für die perturbativen Ordnungen O(g2) bis O(g5). In den 
Teilabbildungen wurden die Kopplungsstärken wie folgt gewählt: a, = 0.1 2 

A T lOOGeV (a), a, = 0.02 T W 1012 GeV (b) und a, = 0.005 = T N 

1049 GeV (C). 

gegeben ist [Kap89], wobei T* von der Größenordnung 100 MeV ist. Diese Beziehung ergibt 
die in der Abbildung 4.7 ebenfalls angegebenen Richtwerte für die den gewählten Wer- 
ten von a, entsprechenden Temperaturen. Daraus wird ersichtlich, daß zur thermodyna- 
mischen Beschreibung von zukünftigen Experimenten, in denen Maximaitemperaturen von 
einigen 100 MeV erwartet werden, das perturbative O(g5)-Resultat kaum geeignet sein wird. 
Vom Gesichtspunkt des dargelegten Renormierungsgruppen-Arguments ist dieses Resultat 
nämlich nur bei Kopplungsstärken sinnvoll, die erst bei Temperaturen über der Planck- 
Temperatur T$ W 1019 GeV erreicht werden. 

Vergleich mit Gitterrechnungen 

Ein weiterer Test der Aussagekraft der perturbativen Reihe (4.23) für den Druck p in ver- 
schiedenen Ordnungen kann durch einen direkten Vergleich mit Ergebnissen numaischer 
Simuiationen erfolgen. Diese sogenannten Gitterrechnungen sind technisch recht anspruchs- 
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voll, und es ist erst in jüngster Zeit gelungen, dadurch verläßliche Aussagen über die Ther- 
modynamik stark wechselwirkender Vielteilchensysteme zu erhalten [Boy96, Eng97, Ber971. 
Eine der Schwierigkeiten bei diesen Rechnungen ist die Extrapolation der auf einem Git- 
ter mit der Gitterkonstante a und der räumlichen Ausdehnung n,a berechneten Daten zu 
dem interessierenden Kontinuumlimes a + 0 sowie entsprechend des thermodynamischen 
Grenzfalls zu n, -+ W. Die Rechenleistung verfügbarer Computer beschränkt die Gitter- 
größe. Eine typische Gittergröße ist n, = 32, wobei das imaginäre Zeitintervall T-' = a 
noch etwa n, = 12 mal unterteilt werden kann. Geschickte Diskretisierungen der Konti- 
nuumstheorie ermöglichen jedoch trotz dieser 'kleinen7 Gitter eine verläßliche Extrapolati- 
on zum thermodynamischen Grenzfall, was z. B. durch das Skalierungsverhalten einer auf 
verschiedenen Gittern berechneten Größe geprüft werden kann. Die so erhaltenen Ergeb- 
nisse sind prinzipiell nichtperturbativ und somit geeignet, das Regime starker Kopplung 
zu untersuchen. Insbesondere erlauben sie eine Beurteilung des Konvergenzverhaltens der 
Störungsreihe (4.23). 

Der Vergleich der perturbativen Reihe mit den Gitterdaten erfolgt hier für ein reines 
SU(3)-Gluon-Plasma, da dessen thermodynamischen Eigenschaften numerisch genauer als 
für Systeme mit Quarks bekannt sind. Dies stellt jedoch wie bei den Betrachtungen im voran- 
gegangenen Unterabschnitt keine wesentliche Einschränkung dar. Um die in der Abbildung 
4.8 gezeigten Abhängigkeiten zu erhalten, wird nach dem Festlegen der Renormierungsskala 
p/T, die perturbative Approximation durch Bestimmumg der Kopplungsstärke @) an die 
Gitterkurve bei der Temperatur angepaßt. Damit sind auch der Wert g(p)  und somit die 
Abhängigkeit der Kopplungsstärke von der Temperatur bekannt. Dazu müssen zwei Bemer- 

Abbildung 4.8: Der Vergleich der perturbativen Approximationen mit den 
SU(3)-Gitterdaten [Boy961 (volle Linie). Die Kurven wurden bei T/T, = 1 (a) 
bzw. bei FIT, = 2 (b) angepaßt. Schraffiert dargestellt ist die Abhängigkeit 
von der Renormierungsskala für die verschiedenen Ordnungen; dabei kenn- 
zeichnen die begrenzenden gepunkteten Linien jeweils den kleinsten Wert von 
p und die gestricheIten den größten. Für die Ordnung O(g5) wurde p/T, von 
1,..60 variiert, für O(g4) von 1.1 . 10 5...106 und für O(g2) von 1...106. In der 
Abbildung (b) ist die Skalenabhängigkeit der O(g2)-Näherung innerhalb der 
Linienstärke nicht mehr erkennbar. 
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kungen gemacht werden. Das O(g3)-Resultat für den Druck (4.23) läßt sich nämlich in dem 
hier betrachteten Temperaturintervall T, < T 5 4Tc überhaupt nicht an die Gitterdaten 
mit p j p s ~  5 0.9 anpassen, da p[u($)l /ps~ als Funktion von g nie kleiner als etwa 0.99 wird. 
Auch die O(g4)-Approximation kann nur unter Annahme von p/To 2 105 an die Gitterda- 
ten angepaßt werden. Derartige Werte für die Renormierungsskala sind aber physikalisch 
nicht zu begründen, so daß auch dieser Ordnung der Approximation kaum eine Bedeutung 
beigemessen werden kann. Von den verbleibenden Kurven approximiert das O(g2)-Resultat 
die Gitterdaten besser als das der Ordnung O(g5). Außerdem ist dieses wieder nur wenig 
sensitiv von ,u abhängig, während die O(g5)-Näherung insbesondere für T T, stark mit 
p variiert. Wie in der Abbildung 4.8(b) deutlich wird, ist diese Aussage in dem Tempera- 
turbereich, für den Gitterdaten verfügbar sind, nicht daran gebunden, wo die perturbativen 
Resultate an die Gitterdaten angepaßt werden. 

Wenn die O(g2)-Näherung die Gitterdaten auch nicht quantitativ erklären kann, so zeigt 
dieses Ergebnis von allen betrachteten Ordnungen die beste qualitative Übereinstimmung. 
Auch dieses Argument belegt somit die Aussage, daß bei großen Kopplungsstärken Ap- 
proximationen niedriger Ordnung (im Gegensatz zu Entwicklungen hoher Ordnung) noch 
brauchbare Informationen enthalten. 

Dieses Kapitel wird mit einem Hinweis auf den Teil I11 dieser Arbeit abgeschlossen. Dort 
wird nämlich eine effektive Beschreibung der Thermodynamik stark wechselwirkender Syste- 
me vorgestellt, die durch diese Erkenntnis motiviert ist. Durch eine geeignete Modifikation 
des perturbativen Resultats lassen sich die in der Abbildung 4,s gezeigten Gitterdaten dann 
auch quantitativ reproduzieren. 



5 Konsistente thermodynamische 
Approximationen 

Im vorangegangenen Kapitel standen Betrachtungen zum Konvergenzverhalten pertur- 
bativer Reihen im Hinblick auf die Zustandssumme bzw. auf das thermodynamische Poten- 
tial im Mittelpunkt. Hier soll dagegen, und zwar auch unter Beachtung der dort gefundenen 
Erkenntnisse, der Schwerpunkt des Interesses auf der Konsistenz von Approximationen lie- 
gen. 

5.1 Eine funktionalanalytische Formulierung der 
Thermodynamik 

Das thermodynamische Potential R als Funktion der Temperatur T, eventuell des chemi- 
schen Potentials ,u sowie des Systemvolumens V hängt entsprechend der Gleichung (2.3) mit 
der Zustandssumme Z = tr  exp{-HIT) zusammen, 

Es ist möglich, die Zustandssumme und damit auch fl als einen Erwartungswert bezüglich 
der Zustände des wechselwirkungsfreien Systems (gekennzeichnet durch den Index 0) aus- 
zudrücken [AGD75], 

Cl = - T (C exp [I d4z ,Cint] - 1)' . 
0 

T, bezeichnet hier den bereits im Kapitel 2.1 eingeführten Ordnungsoperator bezüglich der 
Imaginärzeit T ,  in welcher auch die Wirkung im Exponenten formuliert ist. Die diagramma- 
tische Auswertung dieser Beziehung führt auf geschlossene und verbundene (in (5.1) durch 
den Index C gekennzeichnet) Feynman-Graphen und liefert die perturbative Reihe für R. 
Da diese Diagramme entsprechend dem Wick-Theorem aus freien Propagatoren aufgebaut 
sind, spricht man hier zuweilen auch von der naiven Störungsreihe für 0. 

Wie sich jedoch herausstellt, ist diese naive Entwicklung nicht in jedem Falle zweckmäßig 
zur Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften eines Systems. Stattdessen ist oft, 
wie auch in den nachfolgenden Untersuchungen, eine partielle Summation von bestimmten 
Diagrammen nötig, um physikalisch vernünftige Resultate zu erhalten, Für gewisse in der 
Vakuum-Theorie interessierende Grökn kann eine solche Aufsummation graphisch durch 
das Ersetzen des freien Propagators durch die exakte Greensche Funktion in den entspre- 
chenden Diagrammen erfolgen. Ein solches Vorgehen ist aber zur Auswertung des Ausdrucks 
(5.1) für das thermodynamische Potential nicht möglich fAGD751. Da nämlich der im Glied 
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n-ter Ordnung der Entwicklung von 0 auftretende Faktor l/n! nicht vollständig durch die 
Anzahl der nach der Wick-Kontraktion topologisch gleichen Graphen kompensiert wird, 
hängt der Symmetriefaktor der Diagramme stark von deren Ordnung (und Topologie) ab. 

Ein weiteres Problem ist das der Konsistenz von notwendigerweise vorzunehmenden 
Näherungen bei der Berechnung von 0 [Bay62]. So ist beispielsweise die (mittlere) Teilchen- 
zahl im System durch die thermodynamische Relation 

bestimmt. Da aber andererseits der Propagator der Erwartungswert des Produkts zweier 
Feldoperatoren ist, kann die Teilchenzahl auch durch 

bestimmt werden (vergleiche dazu Abschnitt 2.1). In einer konsistenten Beschreibung der 
Thermodynamik des Systems müssen natürlich beide Ausdrücke für die Teilchenzahl ebenso 
wie entsprechende Ausdrücke für andere Größen übereinstimmen. Beliebig vorgenommene 
Approximationen können dagegen in dem dargelegten Sinne trotz mikroskopischer, d. h., an 
den Vertizes geltender Erhaltungssätze fundamentale globale Erhaltungssätze verletzen. 

Ein funktionalanalytischer Zugang zur Bestimmung des thermodynamischen Potenti- 
als, der vom exakten Propagator ausgeht, wurde von Luttinger und Ward bei der Un- 
tersuchung nicht-relativistischer Fermionensysteme bei niedrigen Temperaturen gefunden 
[LWGO]. Durch Baym [Bay62] wurde gezeigt, daß in dieser Formulierung in einer systemati- 
schen Weise Approximationen angegeben werden können, die in dem oben diskutierten Sinne 
konsistent sind. Diese Formulierung beruht wesentlich auf einer allgemeinen, bereits von Lee 
und Yang [LYGO] gefundenen Stationaritätseigenschaft des thermodynamischen Potentials, 
welche auch eine Verallgemeinerung des Luttinger-Ward-Zugangs auf andere Wechselwir- 
kungstheorien zuläßt. So wurde die Formulierung in [FW71] auf Bosonensysteme angewendet 
und in [NC75] auf relativistische Theorien erweitert. Hier wird der Luttinger-Ward-Ausdruck 
für das thermodynamische Potential im Hinblick auf die Anwendung im folgenden Abschnitt 
für die bereits exemplarisch betrachtete skalare cp4-Theorie mit der LagrangeDichte (2.29) 
abgeleitet. Da sich das Theorem jedoch nicht wesentlich auf spezifische Aussagen stützt, ist 
die Verallgemeinerung auf andere quantenfeldtheoretische Modelle evident. 

Die exakte Selbstenergie 11 kann bei endlichen Temperaturen aus dem Wechselwirkungs- 
anteil Zi der Zustandssumme durch den funktionden Zusammenhang 

erhalten werden fKap891. Diese Relation ist in der perturbativen Entwicklung leicht einzu- 
sehen, da die Funktionalabkitung graphisch gerade dem Aufschneiden einer der Propaga- 
torlinien entspricht. So ist z. B. 
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was graphisch durch 

repräsentiert werden kann. In (5.2) gehen nur die mit lpi gekennzeichneten 1-Teilchen- 
irreduziblen Anteile der Funktionalableitung in die Selbstenergie ein. Wenn In z(") nämlich 
den perturbativen Beitrag n-ter Ordnung zu In Z bezeichnet, so ist 

zwar ebenfalls von n-ter Ordnung in der Kopplungskonstante, aber im allgemeinen nicht 
1-Teilchen-irreduzibel. Aus fi(n) kann man umgekehrt auch leicht In z(") erhalten, und zwar 
durch 

Der Faktor 1/(2n) berücksichtigt dabei, daß die Fepman-Graphen für In z(") gerade 2n Pro- 
pagatoren besitzen und daß die Funktionalableitung (5.3) somit wieder auf das richtige Re- 

suItat führt. Der Faktor T-'V stammt entsprechend der graphischen Darstellung von 
(5.4) aus der 4-Impulserhaltung arn Selbstenergieeinschub fi("), der als 2-Vertex aufgefaßt 
werden kann. Der Beitrag n-ter Ordnung zum thermodynamischen Potential S1 = - T h  Z 
ergibt sich daher als 

Die Existenz eines Zusammenhanges zwischen der (reduziblen) Selbstenergie und dem ther- 
modynamischen Potential ist zwar intuitiv klar, jedoch zeigt der in der Entwicklung (5.5) 
stark von der Entwicklungsordnung n abhängige Faktor I/(%), daß dieser Zusammenhäng 
nicht trivial ist. Um zwischen diesen Größen eine nicht nur perturbativ gültige Relation 
abzuleiten, wird nach einer Idee, die ursprünglich auf Pauli zurückgeht, formal die Kopp- 
lungsstärke skaliert: g2/4! + Ag2 /4!. Mit X = 1 erhält man gerade wieder die ursprüngliche 
Theorie, und X = 0 entspricht dem wechselwirkungsfreien Fall, Alle von der Kopplung 
abhängigen Größen hängen dann auch von X ab, was durch einen entsprechenden Index 
gekennzeichnet wird. Nach der Gleichung (5.3) ist nun fit) eine homogene Funktion der 
Ordnung n in X, so daß die Reihe für den Ausdruck 
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exakt aufsummiert werden kann. Die reduzible Selbstenergie ft läßt sich jetzt noch leicht 
durch die irreduzible Selbstenergie II ausdrücken, 

Diese Beziehung gilt entsprechend auch für die X-skalierten Größen. Somit ergibt sich die 
wichtige, nichtperturbative Relation 

Die weitere Ableitung des Luttinger-Ward-Theorems erfolgt nun konstruktiv. Zunächst wird 
dazu das Hilfsfunktional 

betrachtet, wobei der Term Y' weiter unten näher bestimmt wird. Die Variation von Y nach 
II bzw. A ergibt 

Für das weitere ist es wesentlich, daß das Funktional Y bei dieser Variation stationär ist, 
d. h., es wird nun gefordert 

Dies ist entsprechend (5.7) genau dann erfüllt, wenn die Variation von Y' durch 

1 
SY' = -- TV$ nSA 

2 (5.9) 

gegeben ist. Wenn I@) der Skelett-Anteil1 n-ter Ordnung zur Selbstenergie ist, besitzt der 
Ausdruck 

gerade diese Eigenschaft. Die Variation von Y' ist dann nämlich 

weil Ifpf aus (2n - 1) Propagatoren A aufgebaut ist und die Summe über alle Skelettanteile 
der Selbstenergie nach der Dyson-Gleichung gerade die exakte Selbstenergie ergibt. 

'Als Skelett-Graphen werden 2-Teilchen-irreduzible Diagramme bezeichnet. 
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Als nächstes wird der Ausdruck Y, für das Funktional (5.7) bei der skalierten Kopp- 
lungsstärke betrachtet. Wegen der Stationaritätseigenschaft (5.8) braucht bei der Ableitung 

nur die explizite &Abhängigkeit der n Vertizes von I$:*) berücksichtigt werden, was in der 
ersten Zeile von (5.11) durch den Pfeil angedeutet wurde. Der Vergleich von (5.11) mit (5.6) 
zeigt, daß RA und Y, als Funktionen von X derselben (definierenden) Differentialgleichung 
genügen. Kann man jetzt noch zeigen, daß Clx und YA für einen bestimmten Wert von 
X übereinstimmen, so ist damit durch den Satz über die Eindeutigkeit der Lösung von 
Differentialgleichungen (unter weiteren, hier als gegeben angenommenen Voraussetzungen) 
die Äquivalenz dieser Größen'für beliebige X gezeigt. 

Dieser letzte Ableitungsschritt ist aber einfach, da YA für X = 0 analytisch ausgewertet 
werden kann. Es ist 

- 1 
- s V / & T z  ln[m2+p2-dl mit B =i2n*T. 

Po 

Dieses Summenintegral wird im Anhang C.1 berechnet und ergibt bis auf eine additive 
infinite Konstante, die in diesem Zusammenhang keine Rolle spielt, 

' I2 abgekürzt wurde. Dies ist aber gerade der Ausdruck für das ther- wobei U, = (m2 + p ) 
modynamische Potential eines freien Bose-Gases einschließlich des divergenten Vakuuman- 
teils. Damit ist die Äquivalenz der Größen 6 und RA bewiesen. Insbesondere stimmt daher 
die Größe YxZl mit dem thermodynamischen Potential R überein, welches somit in der 
Luttinger-Ward-Formulierung 

lautet. Aus der Beweisführung wird ebenfalls klar, daß die in (5.13) vorgenommene Entwick- 
lung des thermodynamischen Potentials G!' in Skelett-Diagramme eindeutig ist. Tm folgenden 
soll (5.13) als Ausgangspunkt für eine systematisch approxirnierte Berechnung des thermo- 
dynamischen Potentials verwendet werden. 
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5.2 Zur Thermodynamik der <p4-Theorie 

In diesem Abschnitt wird die Thermodynamik der skalaren cp4-Theorie betrachtet. Zunächst 
soll jedoch der Zusammenhang der Luttinger-Ward-Formulierung mit der naiven Störungs- 
entwicklung noch einmal aus einer anderen Sicht deutlich gemacht werden. Dabei sollen 
insbesondere die kombinatorischen Symmetriefaktoren jedes Diagramms, auf deren Bedeu- 
tung bereits bei der Ableitung im vorangegangenen Abschnitt eingegangen wurde, explizit 
aufgeführt werden. 

Naive Störungstheorie und Luttinger-Ward-Formulierung 

Die Entwicklung des thermodynamischen Potentials (5.1) formuliert als Erwartungswert des 
wechselwirkungsfreien Ensembles lautet 

n 

Unter den in der ersten Zeile dargestellten Topologien findet man die sogenannten Ringdia- 
gramme (der erste, zweite und vierte Graph), auf die später noch einmal zurückgekommen 
wird. In der zweiten Zeile folgen außer dem gezeigten Basketball-Diagramm kompliziertere 
Topologien, die auch als Diagramme mit entsprechender Vertexkorrektur angesehen werden 
können. Da die Linien in (5.14) freie Propagatoren darstellen, spricht man hier auch von 
der naiven Störungsreihe für 52. 

Um R in der Luttinger-Ward-Formulierung zu erhalten, geht man zweckmäßigerweise 
von dem folgenden Ausdruck für die exakte Selbstenergie aus, 

Hier repräsentiert die Doppellinie den exakten Propagator und da dieser nach der Dyson- 
Gleichung wiederum die Selbstenergie enthält, ist (5.15) eine implizite Gleichung für n. 
Entsprechend der Relation (5.13) lassen sich die Beiträge zu dem Funktional n'/V graphisch 
durch 

darstellen. Um den Vergleich mit der naiven Entwicklung (5.14) vorzunehmen, muß in (5.15) 
und (5.16) der exakte durch den freien Propagator ausgedrückt werden, 

Somit erhält man für 0' 
52' - = - 3 [ a  + 2  
V 2 12 + 2 + . . I  
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Ganz ähnlich kann der zweite Anteil im Luttinger-Ward-Ausdruck für SZ formal entwickelt 
werden, 

0 0' - = 1 T $ {in[-a-ll+ an} + T 
V 2 

Da der erste Summand in der letzten Zeile gerade SZo/V ist, entspricht dies diagrammatisch 

-12 @ +... . (5.19) 

Der Vergleich dieser Entwicklung mit der naiven Störungsreihe (5.14) zeigt die Äquivalenz 
beider Zugänge für die führenden Terme der naiven Schleifenentwicklung. 

Dazu muß noch eine wichtige Bemerkung gemacht werden. Wie man leicht sehen kann, 
sind in der naiven Störungsentwicklung der masselosen Theorie die Ringdiagramme höherer 
als zweiter Ordnung IR-divergent. Die inneren Schleifen besitzen nämlich für statisch, d. h., 
mit po = 0 umlaufende Teilchen die Struktur T Jdp3 l/p4. Es ist aber bekannt (siehe z. B. 
[Kap89]), daß die Aufsummation dieser für sich divergenten Beiträge ein endliches Ergeb- 
nis liefert. Obwohl die einzelnen Diagramme proportional zu (g2)" mit natürlichen Zahlen 
n 2 2 sind, ist ihre Summe von der Ordnung (g2)3/2. Dieses endliche, in der Koppluagskon- 
stante nicht-analytische Resultat folgt in dem Luttinger-Ward-Zugang ganz natürlich aus 
der Tatsache, daß die Teilchen im thermischen Medium eine dynamisch generierte Masse m 
besitzen. Diese Masse ist durch die Selbstenergie bei verschwindendem Impuls gegeben und 
lautet in erster Näherung (vergleiche (2.38) bzw. (5.22) und (5.24)) 

Bei den Schleifen-Integrationen über Ausdrücke, die den vollen Propagator enthalten, re- 
gularisiert m dann als Abschneideparameter die IR-Divergenzen der Ringdiagramme. Auch 
in diesem formalen Sinne stellt der Luttinger-Ward-Ausdruck für das thermodynamische 
Potential eine geeignetere Formulierung dar als die naive Störungsreihe. In (5.13) werden 
nämlich durch die Verwendung des exakten Propagators die im 3Aedium modifizierten Teil- 
cheneigenschaften direkt berücksichtigt, während die durch freie Propagatoren beschriebene 
Reihe erst teilweise umgeordnet werden muß, um auch formal verniinftige Ergebnisse zu 
erzielen. 
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Thermodynamik in der Tadpole-Approximation 

Es folgt nun die Beschreibung der Thermodynamik eines entsprechend der cp4-Theorie wech- 
selwirkenden Modellsystems in der Formulierung (5.13) nach Luttinger und Ward. Der Ein- 
fachheit halber werden die Teilchen wieder als masselos angenommen. Die Relation (5.13) 
liefert durch Festlegen des Funktionals IR' konsistente Approximationen des thermodynami- 
schen Potentials [Bay62] und damit aller thermodynamischen Eigenschaften. Hier wird als 
Näherung für R' von dem Ausdruck 

ausgegangen; das ist der führende Term der allgemeinen Entwicklung (5.13). Entsprechend 
der Gleichung (5.9) erhält man daraus die Selbstenergie in der sogenannten Tadpole-Appro- 
ximation, 

In dieser Näherung ist die Selbstenergie impulsunabhängig, da die Wechselwirkung des pro- 
pagierenden Teilchens mit dem Medium an einem Raumzeit-Punkt erfolgt. Diese Tatsache 
vereinfacht die Auswertung erheblich. Da sich I1L1) zudem als positiv und reell herausstellt 
(siehe unten), unterscheidet sich in dieser Näherung der volle von dem freien Propagator 
nur durch eine Modifikation des Masseterms. 

Die im folgenden auftretenden Summen und Integrale über die Schleifen-Impulse er- 
weisen sich als UV-divergent. Zur Regularisierung werden die Ausdrücke in d = 4 - 2t: 
Dimensionen im m-Schema berechnet, d. h., es gilt [ZK95] 

wobei ji die Renormierungsskala von der Dimension einer Masse und y = 0.577 ... die Euler- 
sche Konstante ist. Wie im Anhang C.l gezeigt ist, gilt 

Hier bezeichnet m2 den Masseterm im Propagator Am2(P) = [P2 - m2]-l. Der erste Term in 
(5.24) ist der die Divergenz enthaltende Vakuum-Anteil der Matsubara-Summe, während der 
zweite Term explizit temperaturabhängig ist. Weil im vorliegenden Fall I I ~ ) ( P )  = const. gilt, 
kann die Selbstenergie mit dem Masseterm identifiziert werden und die Gleichung (0.22) 
kann mit Hilfe von (5.24) ausgewertet werden. 

An dieser Stelle muff eine wichtige Bemerkung gemacht werden. Da der volle Propagator 
auf der rechten Seite von (5.22) die Selbstenergie enthält und die Gleichung selbstkonsistent 
zu lösen ist, wird der divergente Anteil C' I l / ( 4 ~ ) ~  seIbst temperaturabhängig und kann 
daher nicht durch Vakuum-Counterterme kompensiert werden. In [KPP97] wurde in einem 
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anderen Zugang zu einer umgeordneten thermodynamischen Störungstheorie, auf dessen Zu- 
sammenhang zur Luttinger-Ward-Formulierung noch eingegangen wird, sinngemäß folgende 
Annahme gemacht: 

Observable Größen sind endlich und nicht von dem Regularisierungsschema 
abhängig. Daher werden die thermisch divergenten Beiträge in einer bestimmten 
Approximation durch in der gegebenen Näherung nicht berücksichtigte Terme 
höherer Ordnung kompensiert. Dies gilt entsprechend auch für die von der Re- 
normierungsskala abhängigen Terme. 

Geht man davon aus, daß perturbative Entwicklungen prinzipiell möglich sind, scheint 
diese Annahme physikalisch durchaus gerechtfertigt. Allerdings existiert dafür bislang kein 
allgemeiner Beweis. Es ist aber einfach, die gemachte Annahme anhand bestimmter Ord- 
nungen zu prüfen. Betrachtet man z. B. die Divergenzen der Ordnung E-'g4T2, SO trägt dazu 
außer dem Tadpole-Diagramm noch der sogenannte rising-sun-Graph bei; außerdem muß 
noch die Vertexkorrektur in der Tadpole-Topologie berücksichtigt werden. Summiert man 
die relevanten Beiträge der einzelnen Diagramme (siehe z. B. [Par92]), 

g4 T2 p2 -- In-, 
( 4 ~ ) ~  12 T2 

so ist leicht zu sehen, daß sich in der betrachteten Ordnung die divergenten Anteile weg- 
heben, da der relevante Masseterm im ersten Term entsprechend (5.20) in erster Näherung 
mfo = g2T2/4! ist. Hervorgehoben werden muß in diesem Zusammenhang zum einen die 
nicht-triviale Tatsache, daß die thermische Divergenz des nsing-sun-Diagramms in der be- 
trachteten Ordnung tatsächlich impulsunabhängig ist. Andererseits besitzen die beiden letz- 
ten Diagramme neben temperaturunabhängigen auch noch thermische Divergenzen von den 
höheren Ordnungen 6(&-'g6T2), 1 2 1, die ihrerseits entsprechend der gemachten Annah- 
me erst durch Diagramme höherer Ordnung kompensiert werden. In ((5.25) sind ebenfalls 
die relevanten skalenabhängigen Terme aufgeführt. Auch diese heben sich in der betrachte- 
ten Ordnung 6(g4T2) auf, was die gemachte Annahme eines von der Renormierungsskala 
unabhängigen Pols des Propagators belegt. 

Unter der gemachten Annahme lautet die selbstkonsistent zu lösende Gleichung für die 
Selbstenergie TI?), die im folgenden stets als m2 bezeichnet wird, 

Die Lösung dieser zuweilen auch als GapGIeichung bezeichneten Relation Ist in der Ab- 
bildung 5.1 als Funktion der Kopplungsstärke gezeigt. Dargestellt ist dort ebenfalls das 
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Abbildung 5.1: Die selbstkonsistente thermische Masse (volle Linie) in Ein- 
heiten von ml, in Abhängigkeit von der Kopplungsstärke. Das perturbative 
Resultat in nächstführender Ordnung mni0 ist gepunktet dargestellt. 

Resultat in der nächstführenden Ordnung 

welches aus der Entwicklung von (5.24) folgt. Die selbstkonsistent bestimmte Masse ist 
kleiner als das Resultat ml, (5.20) in führender Ordnung in g. Die Näherung (5.27) stellt 
dagegen eine Abschätzung von m nach unten dar und beschreibt für kleine Kopplungsstärken 
g 5 1 den exakten Verlauf recht gut. Für größere Werte von g ist m,i, aber eine offensichtlich 
ungeeignete Approximation, da mnio sogar komplexe Werte annehmen kann. 

Mit der so bestimmten Selbstenergie bzw. der thermischen Masse m folgt das thermo- 
dynamische Potential nach Luttinger und Ward in der Tadpole-Approximation aus (5.13) 
und (5.21) zu 

In dieser Darstellung setzt sich C2 aus einem Anteil, der dem Potential eines Gases nicht- 
wechselwirkender Teilchen entspricht, und einem Korrekturterm zusammen. Die gemachte 
Näherung erlaubt daher eine einfache Quasiteilchen-Interpretation: Der Effekt der Wech- 
selwirkung im System Iäßt sich durch freie Teilchen mit modifizierten Eigenschaften be- 
schreiben. Im vorliegenden Falle erhalten die ursprünglich masselosen Teilchen eine thermi- 
sche Masse, die durch die GapGleichung bestimmt wird. Der Korrekturterm beschreibt in 
diesem Sinne eine Modifikation des Grundzustandes des Systems. Diese Interpretation ist 
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auch durch die Tatsache gerechtfertigt, daß die durch die Gap-Gleichung (5.26) bestimmte 
Selbstenergie keine Imaginärteile besitzt, so dai3 die Quasiteilchen tatsächlich eine unendlich 
lange Lebensdauer besitzen. Es ist klar, daß in der in dem konsistenten Schema (5.13) fol- 
genden Ordnung eine solch zwanglose Interpretation nicht ohne weiteres möglich ist. Der für 
die Selbstenergie in der folgenden Ordnung relevante rising-sun-Graph besitzt nämlich so- 
wohl eine nicht-triviale Impulsabhängigkeit als auch, damit zusammenhängend, einen nicht- 
verschwindenden Imaginärteil. Die Teilchen besitzen somit im Medium eine spektrale Breite 
und lassen sich daher nicht allein durch einen Masseparameter beschreiben. Es gibt aber 
Hinweise darauf, daß auch in der nächst-führenden Ordnung einer selbstkonsistenten Appro- 
ximation eine Quasiteilchen-Beschreibung der Thermodynamik gerechtfertigt ist. Es zeigt 
sich nämlich, daß auch unter Einbeziehung des rising-sun-Diagramms die Teilchen selbst 
bei Kopplungsstärken von g > 1 eine recht kleine spektrale Breite, d. h., eine lange Lebens- 
dauer besitzen [WH96], insbesondere bei den thermisch relevanten Impulsen p - T. Dazu 
muß bemerkt werden, daß die Betrachtungen in [WH961 in dem hier interessierenden Sinne 
nicht vollständig selbstkonsistent sind. Die Selbstenergie wurde nämlich dort in den umlau- 
fenden Propagatoren nur in der TadpoleNäherung berücksichtigt; Rechnungen mit einem 
resummierten rising-sun-Anteil der Selbstenergie im Propagator wurden bisher noch nicht 
durchgeführt. Es kann aber davon ausgegangen werden, daß ein selbstkonsistent bestimmter 
Propagator das Ergebnis einer kleinen Spektralbreite zumindest nicht qualitativ verändert. 

Der Beitrag des massiven Quasiteilchen-Gases zu fl(l) kann entsprechend Anhang C.1 
einfach aus der in (5.24) definierten Funktion I(m2) erhalten werden, da d,a ln[-L$] = 
-A,2 gilt, 

+T n /" o dpp2 ln (I - exp { - J ~ ~ + P T ) )  + ~ ( e ) .  

Durch den Vergleich von (5.24) und (5.29) ist leicht zu sehen, da6 sich in dem Ausdruck 
(5.28) für Q(l), der nunmehr für + 0 als 

geschrieben werden kann, die divergenten Anteile kompensieren. In diesem Sinne ist Q(') eine 
konsistente Approximation des thermodynamischen Potentials, da im Gegensatz zur Cap- 
Gleichung (5.26) formal keine weiteren Beiträge nötig sind, um Divergenzen zu beseitigen 
bzw. da diese nicht (nach der gemachten Annahme) durch Wegstreichen der entsprechenden 
Terme 'regularisiert' werden müssen, wie es in dem Zugang EKPP97J nötig ist. Außerdem 
erweist sich als unabhängig von der Renormierungsskala. Diese Tatsache mui3te erwarte% 
werden, da in der gegebenen Approximation auch die Kopplungskonstante Funabhängig ist, 
und nur so eine skaleninvariante Näherung für das thermodynamische Potential folgt, 
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Das Ergebnis für den Druck p = -R/V in dem beschriebenen Zugang ist in der Ab- 
bildung 5.2 als Funktion der Kopplungsstärke dargestellt. Zum Vergleich gezeigt sind auch 

Abbildung 5.2: Der Druck in Einheiten des Stefan-Boltzmann-Drucks p s ~  in 
der Tadpole-Approximation (5.30) (durchgezogene Linie) als Funktion der 
Kopplungsstärke. Die gestrichelte Linie zeigt dabei den regularisierten An- 
teil des idealen massiven Gases ohne den Korrekturterm. Gepunktet bzw. 
strich-punktiert dargestellt sind die perturbativen Resultate in führender bzw. 
nächst-führender Ordnung. 

die perturbativen Resultate für P in führender und nächst-führender Ordnung O(g2) bzw. 
O(g3) in der Kopplungskonstante [Kap89], die ebenfalls P-unabhängig sind, 

Wie bereits diskutiert wurde, folgt dieses Ergebnis aus der Entwicklung der Gleichung (5.28) 
nach Potenzen von g bzw. aus der naiven Störungsreihe nach einer partiellen Summation 
der Ringdiagramme. Qualitativ findet man hier ein ähnliches Bild wie bei den Betrach- 
tungen der perturbativen Entwicklungen des 0-dimensionalen Funktionalintegrals Z(g) im 
Abschnitt 4.1: Die naive Störungsreihe zeigt bei größeren Kopplungsstärken ein mit der Ord- 
nung zunehmendes fluktuierendes Verhalten, während man für das exakte Resultat einen 
glatten Verlauf ähnlich wie für Z(g) im Abschnitt 4.1 erwartet2. Außerdem zeigen sowohl die 
Betrachtungen zu Z(g) als auch des thermodynamischen Potentials der &CD, da8 bei mitt- 
leren Kopplungsstärken, bei denen Approximationen durch Störungsentwicklungen bereits 
unbrauchbar sind, die exakten Resultate noch immer recht dicht am freien Limes liegen. 

2Das gilt sinngemäß auch für das Verhalten der Selbstenergie; vergleiche dazu Abbildung 5.1 
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Die Luttinger-Ward- Approximation (5.28) besitzt , wie in der Abbildung 5.2 gezeigt, beide 
Merkmale und kann daher als eine vernünftige Approximation betrachtet werden. 

Vergleich mit der Debye-abgeschirmten Störungstheorie 

Das gefundene Resultat ist vergleichbar mit dem Ergebnis der bereits im Zusammenhang 
mit den thermischen Divergenzen zitierten Arbeit [KPP97]. Dort wird ein Zugang gewählt, 
der durch die bekannte Tatsache motiviert ist, daß sich Ergebnisse numerischer Simulationen 
thermodynamischer Systeme oft recht gut durch ein Gas massiver Quasiteilchen beschreiben 
lassen3. Das thermodynamische Potential der wieder als intrinsisch masselos angenommenen 
Teilchen wird dort nicht durch eine endliche Schleifen-Entwicklung in freie Propagatoren 
approximiert; vielmehr erfolgt die Entwicklung um den Limes eines freien massiven Gases. 
Formal wird dies durch eine Umordnung der Lagrange-Dichte erreicht, 

Nicht gezeigt sind hier die nötigen Vakuum-Counterterme. Die in [KPP97] betrachtete Ver- 
allgemeinerung auf den Fall der skalaren O(N)-symmetrischen Theorie ist in dem hier in- 
teressierenden Zusammenhang ohne wesentliche Bedeutung. Durch die Addition und die 
Subtraktion des Masseterms ;m2v2 in (5.32) ergibt sich zum einen ein freier Propagator 
A,2, der die Ausbreitung eines massiven Teilchens beschreibt. Andererseits enthält der um- 
geordnete Lagrangian einen zusätzlichen 'Wechselwirkungsterm', der in der perturbativen 
Entwicklung durch den 2-Vertex 

berücksichtigt werden muß. In der Zweischleifen-Näherung der umgeordneten Störungstheo- 
rie, die der oben betrachteten Tadpole-Approximation entspricht, erhält man Cl als 

wobei die Linien hier freie massive Propagatoren darstellen4. In diesem Ausdruck muß (im 
Gegensatz zu der Luttinger-Ward-Approximation (5.28)) von der angenommenen Vorschrift 
zur 'Regularisierung' der thermischen Divergenzen Gebrauch gemacht werden, da Z. B. der 
zweite Summand einen ~ -~ -Te rm enthält, der in dieser Näherung nicht kompensiert wird. 
Die Kompensation der divergenten Anteile der Ordnung 0(&-lg4T4) erfolgt erst bei Berück- 
sichtigung der 3-Schleifen-Diagramme 

so daß unter diesem formalen Aspekt der Luttinger-Ward-Zugang in sich konsistenter er- 
scheint. 

3Eine eingehende Betrachtung dieses Sachverhalts erfolgt im dritten Teil der vorliegenden Arbeit. 
4Die hier verwendete Funktion I unterscheidet sich von der in [KPPS?] verwendeten Definition irn Vor- 

zeichen. 
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Weiterhin ist die Festlegung des Masseparameters m in der umgeordneten Störungs- 
theorie an sich beliebig. Während der Luttinger-Ward-Zugang zwangsläufig auf die Gap- 
Gleichung führt, ist in der umgeordneten Störungstheorie dieselbe Wahl des Masseparame- 
ters nur physikalisch-intuitiv begründet und geht als externe Information ein [KPP97]. Nur 
unter dieser zusätzlichen Annahme kann dann auch tatsächlich von der Debye-abgeschirmten 
Störungstheorie gesprochen werden. Auch das formale, im Anschluß an die Gleichung (5.25) 
aufgeführte Argument, daß der Masseparameter durch die Gap-Gleichung bestimmt werden 
muß, damit sich dort die thermisch divergenten Terme aufheben, kann für die Schleifen- 
Entwicklung (5.33) und (5.34) nicht angeführt werden, da sich hier die Divergenzen für 
beliebige Werte von m kompensieren. Die Wahl des Masseparameters ist daher mit einer 
gewissen Willkür behaftet, und die freie Variation diese Parameters überführt die Debye- 
abgeschirmte Störungsreihe stetig in das naiv perturbative Resultat. 

Selbst bei der Wahl des gleichen Propagators unterscheiden sich die beiden Zugänge. Da 
nämlich in endlichen Entwicklungen der abgeschirmten Störungstheorie nicht alle Beiträge 
des zusätzlichen 'Wechselwirkungsanteils' berücksichtigt werden, wird die vorgenommene 
Resummation des Masseterms nicht exakt kompensiert. Die sich ergebenden Unterschiede 
sind von einer höheren Ordnung in der Kopplungsstärke und daher erst bei größeren Werten 
von g relevant. Wie in dem Vergleich der Resultate der beiden Zugänge in der Abbildung 
5.3 deutlich wird, stimmen die im jeweiligen Sinne führenden Approximationen für g 5 5 
praktisch überein. 

Abbildung 5.3: Der Vergleich der Approximationen für den skalierten Druck im 
Luttinges-Ward-Formalismus (durchgezogene Linie) und in der abgeschirmten 
Störungstheorie (gestrichelte Linie), Die gepunktete Kurve zeigt den Anteil des 
idealen massiven Gases, der in beiden Näherungen Gbereinstinmt. 
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Ausblick auf die Thermodynamik der QCD 

Es wäre wünschenswert, den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Forma- 
lismus zur konsistenten Beschreibung der Thermodynamik von heißen, stark wechselwir- 
kenden Systemen anzuwenden. Solche Systeme sind bei Temperaturen, die nicht extrem 
über der Temperatur des Confinement-Phasenübergangs liegen, durch eine starke Kopplung 
zwischen den dann als elementare Teilchen vorliegenden Konstituenten des Plasmas, den 
Quarks und Gluonen, gekennzeichnet. Entsprechend den Überlegungen im Kapitel 4 scheint 
daher gerade eine Approximation durch ausschließlich den führenden Beitrag des Luttinger- 
Ward-Funktionals (5.13) als durchaus gerechtfertigt. Doch bereits in dieser ersten Näherung 
ergeben sich im Vergleich zu der cp4-Theorie einige Komplikationen technischer Natur. 

Zum einen besitzt die Selbstenergie bereits in der Einschleifen-Approximation eine nicht- 
triviale Impulsabhängigkeit, wie im Teil I der vorliegenden Arbeit ausgeführt wurde. Auch 
die damit im Zusammenhang stehenden Imaginärteile erschweren die selbstkonsistente Be- 
stimmung der Selbstenergie. Weiterhin existieren in der thermischen QCD unterschiedlichen 
Masseskalen. Die sogenannte elektrische Masse der Gluonen ist definiert als Grenzwert der 
longitudinalen Selbstenergie IIi(w = 0,p = 0) N O(g2T2), während die magnetische Mas- 
se mit der Transversalkompoziente des Polarisationstensors zusammenhängt (siehe Kapitel 
3). Im Gegensatz zur elektrischen Masse verschwindet die magnetische Masse in der nai- 
ven Einschleifen-Näherung und wird allgemein als von der Ordnung O(g2T) angenommen. 
Da aber wahrscheinlich selbst in der führenden Ordnung einer konsistenten Approximation 
beide Masseskalen relevant sind5, ergibt sich hieraus eine weitere technische Komplikation. 
Nach den vielversprechenden Ergebnissen zur Thermodynamik der y4-Modelltheorie müssen 
daher Betrachtungen zur QCD im Luttinger-Ward-Formalismus zukünftigen Überlegungen 
vorbehalten bleiben. 

Anhand der im folgenden vorgestellten Resultate zum Quark-Gluon-Plasma zeichnet es 
sich jedoch ab, daß solche Betrachtungen unbedingt angestellt werden sollten. Im dritten 
und letzten Teil dieser Arbeit wird nämlich die Thermodynamik der Hochtemperatur-QCD 
erfolgreich durch ein Quasiteilchen-Modell beschrieben, welches zwar eher phänomenologisch 
motiviert ist, aber dennoch starke Parallelen zum Luttinger-Ward-Formalismus besitzt. 

53eide Massen scheinen bei der Kompensation der thermischen Divergenzen eine wichtige Rolle zu spie- 
len. 
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Zur Thermodynamik des 
Quark-Gluon-Plasmas 



Ein effektives Quasiteilchen-Modell 
für das heiße QCD-Plasma 

Im Teil I1 der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, wie prinzipiell in konsistenter Weise 
Approximationen für das thermodynamische Potential eines heißen wechselwirkenden Quan- 
tensystems anzugeben sind. Wie dort ebenfalls diskutiert wurde, sind im Regime starker 
Kopplung naiv perturbative Resultate hoher Ordnung in der Kopplungskonstante weni- 
ger zur Beschreibung des Systems geeignet als konsistente Näherungen niedriger Ordnung. 
Wie aber aus den das Kapitel 5 beschließenden Worten klar wird, ist die konsistente ther- 
modynamische Beschreibung des Quark-Gluon-Plasmas selbst in führender Ordnung vom 
technischen Aspekt her recht kompliziert. Im folgenden wird daher eine einfachere, effektive 
Beschreibung des heißen Quark-Gluon-Plasmas gewählt. Diese beruht auf der sich bereits 
als nützlich erwiesenen Quasiteilchen-Vorstellung und orientiert sich an der Luttinger-Ward- 
Formulierung des thermodynamischen Potentials. Wie bereits in den vorangegangenen Ka- 
piteln sollen auch hier die wesentlichen Gedanken zunächst exemplarisch anhand der y4- 
Theorie erläutert werden. 

6.1 Effektive Thermodynamik der cp4-Theorie 

In den Kapiteln 2.2 und 5.2 wurde gezeigt, daß durch die bei grouen Kopplungsstärken 
relevanten Wechselwirkungsprozesse mit Tad~ole-Struktur (vergleiche Abbildung 2.1) die 
ursprünglich masselosen Bosonen eine dynamisch generierte, thermische Masse erhalten. 
Formal kann dies durch die bereits in Gleichung (5.32) angeführte Umorganisation der 
Lagrange-Dichte deutlich gemacht werden, 

die auch als Ausgangspunkt für die abgeschirmte Störungstheorte dient. Wird dabei als 
Masseterm gerade die Einschleifen-Selbstenergie gewählt, also 

m2 = q 1 )  , W) 
so beschreibt der Wechselwirkungsanteil iI der umgeordneten Theorie Effekte der Ordnung 
O(g4) in der Kopplungsstärke. Nach der Diskussion im Kapitel 4 ist es daher bei g o k n  
Kopplungsstärken gerechtfertigt, den Anteil 2, als eine Approximation für die Lagränge- 
Dichte C anzunehmen. Dieser Anteil entspricht der Beschreibung eines idealen Bose-Gases, 
d. h., eines Systems wechselwirkungsfreier Teilchen mit der Dispersioncrelation 
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Die Dispersionsrelation dieser streng1 als Quasiteilchen interpretierbaren Zustände mit der 
thermischen Masse m(T) ist implizit temperaturabhängig. Der zugehörige Hamilton-Opera- 
tor ergibt sich als [GY951 

Der Anteil Hid dieses effektiven Hamilton-Operators entspricht gerade dem renormierten 
Hamilton-Operator eines idealen Gases. Im Gegensatz zu dem bekannten Fall des idealen 
massiven Gases kann hier die divergente Grundzustandsenergie jedoch nicht vollständig re- 
normiert werden; es verbleibt der endliche, temperaturabhängige Term Eo(m(T)). Dieser 
erweist sich auch als formal notwendig, um die thermodynamische Konsistenz der effektiven 
Beschreibung zu sichern. In dieser Approximation ergibt sich nämlich im thermodynami- 
schen Limes der Druck als 

peff (T) = v-l T ln {Tr [ex~{-Heff/T}]) 
= V-'T ln {Tr [exp{-H;d/T}] exp{- Eo/T}} 
= v - ~ T  [ln Tr [exp{- Hid/T}] - Eo/T] . 

Der erste Summand ist der Ausdruck für den Druck des idealen Gases, der sowohl von 
der Temperatur als auch von m abhängt. Wird nun für die auf das Volumen bezogene 
Grundzustandsenergie noch die Bezeichnung 

eingeführt, so erhält man für den Druck 

Ähnlich wie für den Druck ergeben sich auch für die Energiedichte zwei Terme, 

Der erste Term ist die Energiedichte e;d des idealen Gases, und mit (6.4) erhält man 

Zwischen dem Druck, der Energiedichte und der Entropiedichte s besteht die nach Gibbs 
benannte Relation 

'In dieser Näherung besitzt die Dispersionsrelation keine Imaginärteile, die Quasitekhen-Zustände be- 
sitzen daher nicht nur, wie gefordert, eine lange Lebensdauer, sondern zerfallen überhaupt nicht. 
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Nach den Gleichungen (6.5) und (6.6) wird die effektive Entropiedichte daher gerade durch 
den Ausdruck für das ideale Gas bestimmt, 

seff ( T )  = sid (T,  m ( T ) )  - 
Dies ist verständlich, da die Entropie als kombinatorische Größe nicht von der Grundzu- 
standsenergie E. bzw. B ( m ( T ) )  abhängen kann. Andererseits ist die Entropiedichte aber 
als Temperaturableitung des Druckes bestimmt, 

Die Ausdrücke (6.7) und (6.9) für s , ~  stimmen genau dann überein, wenn zwischen der 
thermischen Masse und der Funktion B ( m ( T ) )  der Zusammenhang . 

besteht. In der Form 

geschrieben, entspricht diese Bedingung thermodynamischer Selbstkonsistenz der allgemei- 
nen Stationaritätseigenschaft (5.8) des thermodynamischen Potentials. Die Gleichungen 
(6.5) und (6.10) legen somit ein selbstkonsistentes, effektives thermodynamisches Modell 
fest. Ausgangspunkt dafür ist allein die Möglichkeit der approximativen Beschreibung des 
Systems durch Quasiteilchen mit einer effektiven, thermischen Masse ohne eine spektrale 
Breite. 

Der Vollständigkeit wegen werden nun noch die Ausdrücke für die thermodynamischen 
Größen des idealen massiven Gases sowie für die Funktion B angegeben. Der Druck pid läßt 
sich in der Form 

schreiben, wobei wieder w = (p2 + m2)lI2 ist. Die Funktion B ist daher nach Gleichung 
(6.10) durch die Integraldarstellung 

gegeben. Im Spezialfall einer konstanten effektiven Masse gilt insbesondere B =: const., und 
der effektive Druck und die Energiedichte unte~scl&den sich von den Ausdrücken für das 
ideale Gas nur durch die Konstante -Bo bzw. +Bo. Angewandt auf he ik  stark wechselwir- 
kende Systeme führte diese vereinfachte Annahme konstanter Quasiteilchenmassen in der 
Vergangenheit auf die sogenannten Bag-Zustandsgleichungen für das QGP. Diese beruht; 
auf der Vorstellung, daB Quarks in Hadronen bis zum Confinement-Phasenübergrtng durch 
den nichtperturbativen Vakuumdruck, dessen Wert durch die Bag-Konstante gegeben ist, 
gebunden sind2; siehe z. B. [Pes95b]. Daher wird im folgenden die Flxnktion in Anlehnung 
an die Bag-Konstante zuweilen auch als Bag-Funktion bezeichnet. 

' ~ i e s e  Vorsteliung stellte sich jedoch als zu simplistisch fiir die adäquate Beschreibung der Thermody- 
namik des QGP heraus. 
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Die Entropie- und die Energiedichte des idealen Gases erhält man aus (6.12) durch 
Ableiten nach T bzw. durch die Gibbs-Relation, 

Die thermische Masse m der Quasiteilchen skaliert mit der Kopplungsstärke. Wie leicht fest- 
zustellen ist, geht für kleine Werte von g die effektive Beschreibung in die übliche Störungs- 
theorie über. Die dazu nötigen Entwicklungen der Ausdrücke (6.12) und (6.14) nach dem 
kleinen Parameter m/T g sind beispielsweise in [Pes95b] zu finden und lauten unter Ver- 
nachlässigung von Termen der Ordnung 8(m4/T4) bzw. O(ln(m/T) m4/T4) sowie höherer 
Ordnungen 

Hierbei bezeichnet p s ~  den Stefan-Boltzman-Druck des freien masselosen Bose-Gases. Für 
ein System mit d thermischen Freiheitsgraden gilt als Verallgemeinerung von (5.31) (im 
vorliegenden Fall ist d = 1) 

Irn perturbativen Grenzfall wird das Skalenverhalten der Kopplungsstärke durch das Resul- 
tat führender Ordnung der Renormierungsgruppentheorie bestimmt. Die funktionale Abhän- 
gigkeit der Kopplung von der Temperatur ist daher durch die Beziehung 

gegeben [Kap89]. Demnach ist die thermische Masse m(T) - gT von der Gestalt 

Für effektive Massen dieser Struktur läßt sich, wie im Anhang D.1 ausgeführt ist, für die 
Integraldarstellung (6.13) der Bag-Funktion die Entwicklung 

angeben. Im asymptotischen Limes ergibt der Beitrag der Bag-Funktion eine positive Kor- 
rektur zu dem idealen Gas-Anteil des Druckes; dies ist in Analogie zu den Ergebnissen der 
Tadpole-Approximation im Cuttinger-Ward-Zugang (siehe Gleichung (5.30) bzw. Abbildung 
5.2). Mit den angeführten Entwicklungen (6.15) folgen unter Verwendung der thermischen 
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Masse (5.27) in der nächst-führenden Ordnung die perturbativen Resultate für die thermody- 
namischen Größen. So lautet z. B. die Entwicklung des Drucks in dem Quasiteilchen-Modell 

Die Dichten für effektive Entropie und Energie sind durch die entsprechenden Stefan- 
Boltzmann-Werte multipliziert mit dem Ausdruck in der eckigen Klammer in der Gleichung 
(6.18) gegeben, da die Temperaturableitung von g nur Terme höherer Ordnung liefert. Diese 
Ausdrücke stimmen in der betrachteten Ordnung O(g3) mit den auf übliche Weise perturba- 
tiv abgeleiteten Resultaten überein (siehe Gleichung (5.31)). Erwartungsgemäß unterschei- 
den sich die beiden Zugänge jedoch ab der Ordnung In dem im folgenden interes- 
sierenden Bereich großer Kopplungsstärken weist die naive perturbative Entwicklung kein 
konvergentes, sondern vielmehr ein oszillierendes Verhalten auf [ZK95]. Dies ist in Analo- 
gie zu den Eigenschaften der Reihen-Entwicklung des in Kapitel 4.1 betrachteten Integrals 
Z(g). Die hier angegebene effektive Quasiteilchen-Approximation ähnelt dagegen der effek- 
tiven Näherung Zeff(g) im Abschnitt 4.2, welche das Integral Z(g) bis zu großen Werten 
von g recht gut approximiert. Wie auch die Funktion Zeff(g) extrapoliert auch der Druck 
peff glatt vom perturbativen Limes zu großen Kopplungsstärken und kann auch nach der 
Diskussion im Kapitel 4.1 als vernünftige Approximation angesehen werden. 

An dieser Stelle kann noch auf einen weiteren Zusammenhang zu der effektiven Näherung 
für Z ( g )  hingewiesen werden. Dort wurde nämlich festgestellt (siehe Gleichung (4.22)), daß 
als effektiver Masseterm gerade die Hälfte der Selbstenergie gewählt werden muß, damit 
Z(g) und Z&(g) für kleine Werte von g übereinstimmen. Würde in dem Quasiteilchen- 
Modell die Bag-Funktion vernachlässigt, so müßte auch hier die halbe Selbstenergie als 
Masseterm verwendet werden, damit die Entwicklung (6.15) des idealen Gas-Druckes mit 
dem perturbativen Druck, der durch (6.18) gegeben ist, wenigstens in führender Ordnung 
übereinstimmt. Dies wäre jedoch eine ad hoc Annahme und würde außerdem die thermody- 
namische Konsistenz verletzen, die hier als zusätzliche Bedingung eingeht. 

6.2 Das SU(3)-Gluon-Plasma nahe des 
Deconfinement-Phasenübergangs 

Seit jüngster Zeit existieren verläßliche numerische Gitterrechnungen zu thermodynamischen 
Größen von heißen stark wechselwirkenden Plasmen, insbesondere zu reinen Eichbosonen- 
Systemen [Boy961 (ohne Fermionen). Auch mit analytischen Methoden wurden unlängst 
beachtliche Fortschritte erzielt, so daß heute mit der perturbativen Ordnung O(g5) das 
thermodynamische Potential von heißen nicht-Abelschen Plasmen bis zu der störungstheo- 
retischen Grenze bekannt ist, die im Abschnitt 4.3 diskutiert wurde. Diese analytischen Re- 
sultate lassen sich jedoch nicht unmittelbar mit den numerischen Ergebnissen in Einklang 
bringen. Wie im Abschnitt 4.3 dargelegt wurde, besteht neben formalen Schwierigkeiten wie 
dem Konvergenzverhalten und der (Rest-) Abhängigkeit von der Renormierungsskala auch 
die Tatsache, daß sich die Gitterdaten nicht durch die Störungsreihe reproduzieren lasen. 
Dies ist nach den allgemeinen Überlegungen im Kapitel 4 über das Verhalten von Störungs- 
reihen hoher Ordnung bei hohen Kopplungsstarken auch von vornherein zu erwarten. 
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Als alternativer Zugang zu einem qualitativen und quantitativen Verständnis der Gitter- 
daten wird daher hier das im vorangegangenem Abschnitt betrachtete Quasiteilchen-Modell 
untersucht, das in vereinfachten Formen z. B. bereits in [BLMSO] und [GY951 zur Inter- 
pretation älterer Gitterdaten verwendet wurde. Dieses Quasiteilchen-Modell wird in diesem 
Abschnitt zunächst auf das heiße SU(3)-Plasma (ohne Fermionen) angewandt. Nachdem 
die Modellparameter durch Anpassen an die thermodynamischen Daten festgelegt sind, 
wird durch eine zusätzliche Überlegung das Abschirmverhalten der Wechselwirkung in dem 
Plasma abgeschätzt. 

Es existiert in der Literatur eine Reihe weiterer Ansätzen zur Interpretation von thermo- 
dynamischen Gitterdaten. An dieser Stelle soll auf die Arbeit [Ris92] verwiesen werden sowie 
auf [LH97] mit einer ausführlichen Zitatsammlung. Während in [Ris92] ein cuto$-Modell mit 
perturbativen Korrekturen Anwendung findet, folgt [LH97] im wesentlichen dem hier vor- 
gestellten Modell und kommt zu ähnlichen Resultaten wie in den [Käm97a] vorgestellten. 

Thermodynamik 

In dem betrachteten Modell wird das wechselwirkendes System näherungsweise durch ein 
System freier Quasiteilchen mit einer effektiven Masse beschrieben. Während sich diese Mas- 
se in der skalaren Theorie in der im Abschnitt 6.1 gewählten Approximation unmittelbar 
aus der Selbstenergie in der Einschleifen-Näherung ergibt, bedarf der Begriff der Quasi- 
teilchenmasse für ein QCD-Plasma einer etwas eingehenderen Diskussion. Entsprechend 
der Intention, das QCD-Plasma nahe des Deconfinement-Phasenübergangs, also bei großen 
Kopplungsstärken zu beschreiben, werden im folgenden stets die perturbativen Resultate in 
führender Ordnung zur Approximation herangezogen (siehe Teil I1 dieser Arbeit). Ausge- 
gangen wird hier zunächst von der Gluon-Selbstenergie in der HTL-Näherung, wobei nach 
der Diskussion im Kapitel 3 klar ist, daß die abgeleiteten Resultate nicht nur für kleine, son- 
dern für beliebige Impulse bzw. bei größeren Kopplungsstärken in der Einschleifen-Näherung 
gültig sein werden. 

Die Energie der longitudinalen und transversalen Gluon-Anregungen mit verschwinden- 
dem Impuls sind aus Symmetriegründen gleich. In führender Ordnung ist sie durch die in 
(3.22) eingeführte thermische Gluonmasse gegeben, 

Für endliche Impulse unterscheiden sich die beiden Anregungsmoden jedoch qualitativ. Die 
longitudinale Anregung ist für Impulse p N gT exponentiell stark gedämpft, so daß sie prak- 
tisch nicht propagiert [KK80]. Im Gegensatz dazu ist die Dämpfung der transversalen Moden 
von höherer Ordnung in der Kopplungsstärke g [KK80]. Außerdem Iäßt sich für harte Im- 
pulse die Dispersionsrelation der transversalen Anregungen durch die einfache Relation 

approximieren. Dies folgt aus der Tatsache, daß sowohl in der HTL- als auch in der Ein- 
schleifen-Näherung die transversale SeIbstenergie für fast lichtartige Impulse durch 
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gegeben ist (vergleiche (2.41)). Da somit für große Impulse der Pol des transversalen Propa- 
gators durch die Beziehung (6.19) festgelegt wird, wird fii, auch asymptotische Gluonmasse 
genannt. 6.19 Aus der Abbildung 6.1 wird deutlich, daß diese asymptotische Approximation 

Abbildung 6.1: Die HTL-Disperionsrelation der transversalen Gluon-Anregung 
(volle Line) und deren asymptotische Approximation (gestrichelt). Zum Ver- 
gleich ist strich-punktiert die durch die thermische Gluonmasse festgelegte 
Massenschale dargestellt. Diese beschreibt die HTL-Dispersion zwar gut für 
kleine Impulse, besitzt aber für die relevanten Impulse p T aufgrund des 
Unterschiedes zwischen der thermischen und der asymptotischen Gluonmasse 
eine systematische Abweichung. Schließlich zeigt die lang strich-punktierte Li- 
nie den Quasiteilchen-Anteil der transversalen Anregung an der Summenregel 
(eine Ordinaten-Einheit auf der rechten Ordinate entspricht 100%). 

bereits für p 2 g T  recht gut ist. Ebenfalls gezeigt ist dort, daß der Quasiteilchen-Beitrag der 
transversalen Moden die Summenregel des Gluon-Propagators nahezu sättigt. 

Die thermodynamischen Eigensch6en des Phimas werden aufgrund des thermischen 
Phasenraumes nB (p) hauptsächlich durch die Zustände mit harten Impulsen p - T be- 
stimmt. Der Beitrag der Zustände mit Impulsen p 5 m, W gT ist dagegen von einer höheren 
Ordnung in der Kopplung g. So ist beispielsweise der Beitrag dieses Phasenraumgebietes 
zur idealen Energiedichte 

während die vollständige Energiedichte durch 
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gegeben ist (vergleiche (6.15)). Damit kann die in einfacher Form approximierte Dispersi- 
onsrelation (6.19) bis auf einen hier unwichtigen Fehler höherer Ordnung auch für Impulse 
p 5 gT zu Berechnung thermodynamischer Größen angewendet werden. 

Somit ergibt sich mit der bereits ausführlich diskutierten Motivation, bei großen Kopp- 
lungsstärken nur die perturbativen Korrekturen niedrigster Ordnung in konsistenter Weise 
zu berücksichtigen, das folgende Quasiteilchen-Bild des heißen Gluon-Plasmas: 

Es existieren im Plasma zwei transversale massive bosonische Quasiteilchen- 
Anregungen mit der Dispersionsrelation (6.19), die für den gesamten Phasen- 
raum angewendet werden kann. Die Dämpfung dieser propagierenden Quasiteil- 
chen sowie die Existenz langwelliger longitudinaler Moden können in der ange- 
strebten Approximation vernachlässigt werden. 

Da in diesem Sinne T%, in (6.19) als Quasigluonmasse angesehen werden kann, kann die ef- 
fektive Beschreibung (6.5) und (6.10) der Thermodynamik der skalaren Theorie unmittelbar 
auf das Gluon-Plasma verallgemeinert werden. Mit wg = (T%: + p2)1/2 und dg als Zahl der 
thermischen Gluon-Freiheitsgrade erhält man für den Druck des Gluon-Plasmas 

T m  
pg (T) = dg 7 1 dpp2 ln (1 - exp{-wg/~}) - B(T) , 

2n o 

Die aus (6.7) und (6.9) folgende Energie- bzw. Entropiedichte besitzen wieder die Gestalt 
(6.6) bzw. (6.8). 

Es verbleibt die Angabe der Temperaturabhängigkeit der Kopplungsstärke in der Qua- 
sigluonmasse in (6.19). Im folgenden wird von dem durch die Renormierungsgruppentheorie 
in niedrigster Ordnung motivierten Ansatz 

ausgegangen [Pes94]. Der Parameter T, stellt hierbei eine phänomenologische Regularisie- 
rung der Kopplungsstärke nahe der kritischen Temperatur dar, und die Renormierungsskala 
wurde als T,/X geschrieben. Für große Temperaturen T » T, geht G(T) in die gebräuchliche 
Form g(T) der Temperaturabhängigkeit der Kopplung über [Kap89]. 

Im asymptotischen Grenzfall stimmt das effektive Quasiteilchen-Modell mit der üblichen 
perturbativen Reihe für das thermodynamische Potential des Gluon-Plasmas in der führen- 
den Ordnung in g überein. Dies läßt sich leicht für die Eichgruppen SU(Nc) mit beliebigen 
,ni, mit Hilfe der Beziehungen (6.15) und (6.17) zeigen. 

Im nichtperturbativen Regime nahe des Phasenübergangs wurden systematische Simu- 
lationen des SU(3)-Gluon-Plasmas auf Gittern der Größen 163 X 4 bis 323 X 8 durchgeführt 
[Boy96f. In dem Temperaturbereich der thermodynamischen Gitterrechnungen erlaubt das 
effektive Modell eine nahezu perfekte Beschreibung der vorhandenen Daten. Die Interpola- 
tion zwischen diesem Regime starker Kopplung zu dem asymptotischen Grenzfall ist dabei 
wieder glakt. Bei dem in der Abbildung 6.2 gezeigten Fit der Daten [Boy961 wurde neben 



6.2 Das SU(3)-G1 uon-Plasma nahe des Deconfinement-Phasenübergangs 113 

Abbildung 6.2: Der Vergleich der Kontinuum-extrapolierten Gitter-SU(3)- 
Daten [Boy961 mit dem Quasiteilchen-Modell (Linien). Dargestellt sind die 
Daten für den skalierten Druck fi = p/T4 (Kreise), die skalierte Entropiedichte 
S = s /T3  (Quadrate) und die Energiedichte 5 = e/T4 (Rauten). Die gestrichel- 
te  Linie zeigt den Verlauf der skalierten Bag-Funktion B(T)/T4, die für Druck 
und Energiedichte die Abweichungen von den Größen für das ideale massive 
Gas angibt. 

den Parametern X und Ts/Tc in der Kopplungsstärke (6.21) auch die Zahl d, der thermody- 
namischen Freiheitsgrade der Quasigluonen angepaßt. Dies liefert das Ergebnis 

Damit liegt die Zahl der gluonischen Freiheitsgrade nahe des erwarteten Werts von d, = 
2 (N: - 1) = 16, wobei die geringfügigen Abweichungen zum einen durch die schwer vorzu- 
nehmende absolute Skalierung der Gitterdaten oder in dem effektiven Modell durch Beiträge 
höherer Ordnung3, wie z. B. auch die der longitudinalen Gluonen, begründet sein könnten. 
Auch der gefittete Wert für den Parameter X ist vernünftig. Im asyrnptotischen Limes ist 
nämlich die Abhängigkeit der Kopplung vom Impuls & durch die Beziehung 

3Tatsächlich liefert die Verwendung des Zweischleifen-Ikmftats fiir die Koppfungsstärke einen optimalen 
Fit mit dg = 16.6. 
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gegeben [IZ80], wobei der Wert der Skala A Q c ~  (abhängig vom verwendeten Renormierungs- 
schema) etwa 200 MeV beträgt. In dem heißen Plasma ist der mittlere quadratische Impuls 
aber von der Größe 

so daß man durch den Vergleich mit (6.21) bei großen Temperaturen die Beziehung 

erhält. Die Übergangstemperatur für den gluonischen Deconfinement-Phasenübergang läßt 
sich durch Betrachtungen zur string tension in den Gitterrechnungen mit Tc - 260MeV 
angeben [Boy96]. Damit folgt aus der Abschätzung (6.23) gerade der in (6.22) angegebene 
Wert für X. Obgleich diese genaue Übereinstimmung sicher zufällig ist, zeigt sie dennoch die 
Konsistenz der Betrachtungen. In ähnlicher Weise kann der Parameter Ts/Tc abgeschätzt 
werden, da dieser in enger Beziehung zu der latenten Wärme des Phasenübergangs steht, 
deren absoluter Wert ebenfalls aus den Gitterrechnungen bestimmt werden kann. 

Da die Bag-Funktion durch die Integraldarstellung (6.13) gegeben ist, muß der Wert 
der Integrationskonstante B0 noch festgelegt werden. B. wurde hier nicht als zusätzlicher 
Fitparameter angenommen, sondern durch das Anpassen des effektiven Modells an die Git- 
terdaten bei der Übergangstemperatur zu 

bestimmt. Auch dieser Wert kann aufgrund des erwähnten Zusammenhangs zum Bag-Modell 
als sinnvoll angesehen werden, da für die Bag-Konstante ein Wert der Größenordnung von 
(200 MeV)4 angegeben wird. Im Gegensatz zu der zu einfachen Parametrisierung der Ther- 
modynamik von QCD-Plasmen durch das Bag-Modell wechselt die Funktion B(T) in dem 
hier betrachteten Zugang jedoch das Vorzeichen bei T N 2 Tc, was aufgrund der asymptoti- 
schen Form (6.17) für B(T) auch zu erwarten ist. 

Aus den bereits betrachteten thermodynamischen Eigenschaften lassen sich weitere in- 
teressante Größen ableiten. Eine dieser Größen ist das sogenannte Wechselwirkungsmaß 
(e - 3p) /T4 ,  welches für ein freies System identisch verschwindet. In dem einfachen Bag- 
Modell mit der Zustandsgleichung p = pid - B, e = eid + B wird klar, daß das Wechsel- 
wirkungsmaß hauptsächlich nichtperturbative Effekte beschreibt, die hier durch die Bag- 
Konstante parametrisiert werden. Dies gilt ähnlich auch für realistischere Plasma-Modelle. 
Das Wechselwirkungsmaß ist bei numerischen Rechnungen auf dem Gitter von besonderer 
Bedeutung, da es weniger als andere Größen sensitiv auf finite-size Effekte ist. Wie in der 
Abbildung 6.3 dargestellt ist, stimmen insbesondere oberhalb des ausgeprägten Maximums 
des Wechselwirkungsmaßes bei 1.2 Tc die auf verschiedenen Gittern berechneten Daten so- 
wohl untereinander als auch mit dem Ergebnis des Quasiteilchen-Modells gut überein. 

Eine Größe, die für die Beantwortung experimenteller Fragestellungen große Relevanz 
besitzt, ist die Schallgeschwindigkeit C, im Plasma. Diese wird aus der Zustandsgleichung 
durch die Relation 

bestimmt und ist in der Abbildung 6.4 dargestellt. Es ist klar, daß C, nahe des Phasenüber- 
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Abbildung 6.3: Das Wechselwirkungsmaß (e - 3p)/T4 als Funktion der Tem- 
peratur entsprechend der Gitterrechnungen [Boy961 für verschiedene Gitter- 
größen und das Ergebnis des Quasiteilchen-Modells (volle Linie). 

gangs klein wird, da dort die Wechselwirkung zwischen den Teilchen stark abgeschirmt 
wird. Die Schallgeschwindigkeit erreicht aber schon bei Temperaturen T 2Tc etwa 95% 
der asymptotischen Schallgeschwindigkeit von 4 3 .  

Als eine letzte Gröfie wird in der Abbildung 6.5 das Verhältnis 3p/e als Funktion der 
Energiedichte betrachtet. Dieses Verhältnis geht für große Werte von e gegen Eins. Für T -+ 
Tc nimmt es ab, erreicht bei Tc den sogenannten weichsten Punkt der Zustandsgleichnung 
(softest point), um unterhalb der Pha~enübergangstem~eratur wieder anzusteigen. Die dabei 
freigesetzte latente Wärme bestimmt dort das hydrodynamische Verhalten des Plasmas. 

Die Diskussion der angeführten thermodynamischen Größen zeigt4, daß das vorgestellte 
Quasiteilchen-Modell nicht nur eine einfache physikalische Interpretation der numerischen 
Gitterdaten erlaubt. Vielmehr stellt es eine recht einfache Möglichkeit der Parametrisie- 
rung der Zustandsgleichung des Gluon-Plasmas für weiterführende Untersuchungen, wie 
z. B. hydrodynamische Evolutionsmodelle, dar. Des weiteren erlaubt das Modell nach einer 
einfach vorzunehmenden Verallgemeinerung eine Abschätzung der Zustandsgleichung des 
realen QGP, welche derzeit durch Gitterre~hnun~en aus technischen Gründen noch nicht 
unmittelbar bestimmbar ist. Dies bildet den Gegenstand des Abschnittes 6 A  Zuvor soll 
aber noch die sogenannte Debye-Masse der Gluonen betrachtet werden, eine Große, die 
in dem Quasiteilchen-Modell ebenfalls einfach zu berechnen ist, die aber mit den bisher 
betrachteten thermodynamischen Eigenschaften des Placmas nicht in einem unmittelbaren 
Zusammenhang steht. 

40bgleich der Fit des Druckes als thermodynamischa Potential recht gut ist, ist dies fur differentielle 
Größen wie das Wechselwirkungsmaß oder die Schallgdwindigkeit nicht von vomherein gegeben. 
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Abbildung 6.4: Die Vorhersagen aus den Gitterdaten [Boy96] (Symbole) und 
des Quasiteilchen-Modells (volle Linie) für die Schallgeschwindigkeit als Funk- 
tion der Temperatur. Asymptotisch gilt c: + 113. 

Debye- Masse 

Die Debye-Masse ist eine statische Größe, die das langreichweitige Abschirmverhalten der 
Wechselwirkung in einem Plasma beschreibt. Um den Begriff der Debye-Masse an einem 
einfachen Beispiel zu illustrieren, wird zunächst ein klassisch beschreibbares, elektromagne- 
tisch wechselwirkendes Plasma wie z. B. ein Ionen-Plasma betrachtet. Viele Eigenschaften 
dieses Systems können mit der Methode von Debye und Hückel qualitativ verstanden und 
berechnet werden. Nach deren Vorstellungen und wie in der Abbildung 6.6 schematisch 
dargestellt, betrachtet man die Dichte n, der Teilchensorte a mit der elektrischen Ladung 
e, = z,e im Feld $b eines Teilchens mit der Ladung eb = zbe. Diese Dichteverteilung ist in 
Analogie zu der bekannten barometrischen Höhenformel durch die Relation 

gegeben, wobei nn) die Teilchendichte im feldfreien Raum ist. Für fast-ideale Plasmen (auf 
diese Voraussetzung wird gleich noch einmal eingegangen) wird n, näherungsweise durch 
die Approximation 

bestimmt. Somit ergibt sich die Gesamtladungsdichte um die Ladung eb als 
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Abbildung 6.5: Die Zustandsgleichung des SU(3)-Gluon-Plasmas in der Form 
p / e  als Funktion der Energiedichte e. 

Abbildung 6.6: Die Verteilung der Ladungen e, = zae im Feld der Ladung 
eb = zbe. 

da für ein neutrales Plasma C, nio)ea = 0 gilt. Die Poisson-Gleichung Ad6 = -47rpb, die das 
elektrische Feld um die Ladung eb bestimmt, nimmt somit die Gestalt 

Adb - X-2$b = 0 (6.28) 

an, wobei der Parameter X durch die Relation 

gegeben ist. 
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Während die bisherigen Überlegungen recht allgemeiner Natur waren, werden im folgen- 
den Plasmen bei hohen Temperaturen untersucht. Zunächst wird die gemachte Annahme 
eines fast-idealen Plasmas genauer formuliert. Die Größenordnung der Teilchendichten lassen 
sich bei hohen Temperaturen durch den Ausdruck für das masselose Stefan-Boltzmann-Gas 
abschätzen, 

wobei d die Entartung der jeweiligen Teilchenspezies angibt. Der mittlere Teilchenabstand 
ro ist daher von der Größenordnung 

-113 
 TON^, N T - ' .  

Dem entsprechend beträgt die Coulomb-Energie EC eines Teilchens im Plasma typischerweise 

Unter der Annahme einer schwachen elektromagnetischen Kopplung, d. h., e2 « 1, ist die 
gemachte Voraussetzung über das fast-ideale Plasma tatsächlich erfüllt, da die kinetische 
Energie der Teilchen von der Größenordnung 

ist. 
Das elektrische Feld um die Ladung eb wird als Lösung von (6.28) durch eine Yukawa- 

Funktion bestimmt, 

wobei der in der Gleichung (6.29) eingeführte Parameter X die Abschirmlänge des Feldes im 
Plasma bestimmt. Unter der Annahme der thermischen Teilchendichte (6.30) ist X von der 
Größenordnung 

Dieser typischen Länge läßt sich eine Größe von der Dimension einer Masse zuordnen, 
nämlich 

In diesem Sinne kann die Wechselwirkung in dem betrachteten Plasma durch den Austausch 
massiver Teilchen verstanden werden. Deren Masse ist proportional zu der Kopplung e und 
(aus Dimensionsgründen) zu der Temperatur. Wie bereits diskutiert wurde, ist die durch 
diese Masse beschriebene Abschirmung ein kollektiver Effekt der Wechselwirkung im Plasma; 
die Photonen als eigentliche Vermittler der Wechselwirkung bleiben natürlich masselos. Es 
zeigt sich allerdings auch unter dem hier betrachteten Gesichtspunkt, da8 die Vorstellung 
massiver Quasiteilchen als Konstituenten des Plasmas durchaus hilfreich ist. 

In einer mehr formalen Art und Weise kann für Plasmen mit Abelscher Wechselwirkung 
die Debye-Masse definiert werden als 
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Der doppelte Grenzübergang für die longitudinale Komponente des Polarisationstensors 
entspricht der eingangs gemachten Bemerkung, daß die Debye-Masse ein Maß für die lang- 
reichweitige Abschirmung der statischen elektrischen Wechselwirkung darstellt. In Analogie 
zu (6.36) wird die Abschirmung der magnetischen Wechselwirkung im Plasma durch die 
transversalen Komponenten des Polarisationstensors bestimmt. 

Für QCD-Plasmen erweist sich die obige Definition der Debye-Masse jedoch nicht als 
sinnvoll. Während nämlich der elektromagnetische Polarisationstensor und damit auch die 
durch (6.36) definierte Größe explizit eichunabhängig sind, ist dies für nicht-Abelsche Eich- 
theorien nicht der Fall: eine entsprechend (6.36) definierte Größe erweist sich hier als sowohl 
eich- als auch renormierungskalenabhängig. Gleichwohl sollten physikalische (d. h., meßbare) 
Größen, die sich aus dem Polarisationstensor ergeben, wie z. B. die Dispersionsrelation bzw. 
die Abschirmlänge, wohldefiniert sein. Rebhan konnte zeigen [Reb93], da6 für nicht-Abelsche 
Plasmen die modifizierte Definition 

2 r n ~  := lim lim IIoo(w, E )  . 
k + r m ~  w+O 

(6.37) 

die geforderten Eigenschaften (in der nächst-führenden Ordnung der Störungstheorie) be- 
sitzt. Die durch (6.37) definierte Debye-Masse beschreibt als Pol des vollen Propagators so- 
mit tatsächlich selbstkonsistent die statische Abschirmung der farb-elektrischen Kraft über 
lange Distanzen im Plasma. 

Der für das weitere benötigte Zusammenhang der longitudinalen Polarisation mit der 
phänomenologisch eingeführten Dielektrizitätsfunktion €(W, k) ist durch die Beziehung 

gegeben [AGD75]. Im Rahmen der kinetischen Theorie läßt sich für die farb-dielektrische 
Funktion der Ausdruck 

angeben [EH89], wobei f (p) die thermische Verteilungsfunktion, E(p) die Energie und 7 
die Entartung der Teilchenanregungen bezeichnen. Diese Relation entspricht dem bekannten 
Lindhard-Ausdruck für die dielektrische Funktion eines entarteten Eiek&ronengases (siehe 
z. B. [Zim92]). Im vorliegenden Fall ist f (P) durch die Bose-Verteiiungsfunktion ng der 
Quasiteilchen gegeben und hängt nur von p = Ipl ab, so daB gilt 

Den zwei propagierenden Freiheitsgraden entsprechend ist 7 = 2. Somit ergibt sich nach 
(6.37) und (6.38) nach Ausführen der Winkelintegration in (6.39) für die Debye-&lasse der 
Ausdruck 

Für verschwindende Quasighonmasse &, -+ 0, d. h., irn asyrnptotischen Grenzfall? geht 
dieser Ausdruck in das bekannte Resultat in der führenden St6rungsordnung über [KapSSj, 
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Dieses Ergebnis ist wohl zu unterscheiden von der thermischen Gluonmasse m, bzw. der 
Quasigluonmasse Ga„ welche durch nicht-statische Grenzwerte der Gluon-Polarisation ge- 
geben sind. Im asymptotischen Limes verhalten sich die Quadrate der Debye-Masse und 
der Quasigluonmasse (6.19) wie 1 :2. Dieses asymptotische Verhältnis unterscheidet sich be- 
trächtlich von dem bei Temperaturen um die kritische Temperatur Tc, d. h., bei gröl3eren 
Kopplungsstärken. Die numerische Auswertung von (6.40) mit der durch die Parameter 
(6.22) bestimmten effektiven Gluonmasse ist in der Abbildung 6.7 im Temperatur-Intervall 
[Tc,4Tc] dargestellt. Während die Quasigluonmasse für T + Tc stark ansteigt, fällt die 

Abbildung 6.7: Die Quasigluonmasse jiZg (gestrichelte Linie) und die Debye- 
masse r n ~  (volle Linie) im kinetischen Zugang. Die Symbole sind die Ergebnisse 
der numerischen Gitterrechnung [Ga0901 der Debye-Masse. 

Debye-Masse nach einem leichten Anstieg dort steil ab. Das Massenverhältnis stellt somit 
ein Maß für nichtperturbative Effekte im Plasma dar. Wie in [Pes96] angeführt, kann ein 
solch ausgeprägt nichtperturbatives Verhalten interessante Konsequenzen für Signale des 
Deconfinement-Phasenübergangs in Schwerionenstößen liefern. Derartige Signale sind z. B. 
die J/@-'linterdrückung, elektromagnetische Proben und die Strangeness-Verstärkung über 
den Zerfall g* + sS massiver Gluonmoden. Für Temperaturen 2Tc 5 T < 4Tc sind beide 
Massen etwa gleich groß. Das Verhältnis beider Massen nähert sich für T + ca aufgrund 
der logarithmischen Temperaturabhängigkeit der Kopplungskonstante (6.21) nur sehr lang- 
sam dem asymptotischen Limes. 

Damit gibt der kinetische Zugang mit der durch die thermodynamischen Daten para- 
rnetrisierten Quasigluanmasse den Verlauf der vorhandenen Gitterrechnungen [Ga0901 zur 
SU(3)-Debye-Macse qualitativ recht gut wider. Außerdem stellt sie auch eine akzeptable 
quantitative Abschatzung der Gitterdaten dar, obgleich die systematische Abschätzung der 
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finite size Effekte und insbesondere die Skalierung dieser auf einem (243 X 6)-Gitter berech- 
neten Daten derzeit noch aussteht. 

6.3 Das QCD-Plasma mit vier leichten Quark-Flavors 

Im vorangegangenen Abschnitt wurde das reine Gluon-Plasma betrachtet. Ein real exi- 
stierendes stark wechselwirkendes Plasma enthält jedoch einen gewissen Fermionen-Anteil. 
Daher ist die theoretische Untersuchung solcher Systeme von einer besonderen Relevanz, 
während die Betrachtung des reinen Gluon-Plasmas (was der Annahme unendlich schwe- 
rer Quarks entspricht) eher dem allgemeinen Verständnis nicht-Abelscher Eichtheorien bei 
endlichen Temperaturen sowie der Entwicklung numerischer Methoden dient. 

Die algorithmische Implementierung von Fermionen auf einem diskreten Raumzeit-Gitter 
ist wesentlich schwieriger als jene zur Beschreibung rein gluonischer Systeme [Cre83], so 
daß zu diesen Systemen erst seit kurzem verläßliche thermodynamische Daten verfügbar 
sind. Eine technische Schwierigkeit liegt beispielsweise in der Simulation sehr leichter bzw. 
masseloser Quarks; die für epdliche Quarkmassen berechneten Daten müssen zu dem zur 
Beschreibung der U- und d-Flavors geeigneten chiralen Limes extrapoliert werden. 

Die für das folgende zugrunde liegenden Daten [Eng971 wurden auf einem 163 X 4-Gitter 
mit staggered Quarks in 4 Flavors berechnet. Aus den ursprünglichen Daten mit den Quark- 
massen m, = 0.4 T bzw. m, = 0.2 T (jeweils für jede Flavor-Art) wurde zu dem interessieren- 
den chiralen Limes extrapoliert. Die finite-size Effekte wurden dabei noch nicht (wie manch- 
mal üblich) durch ein Skalieren entsprechend der wechselwirkungsfreien Theorie auf dem 
endlichen Gitter vorgenommen. Daher wird bei dem Anpassen des Quasiteilchen-Modells 
die Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade der Gluonen d, und jener der Quarks df 
wieder als Parameter zugelassen, um die finite-size Effekte zu parametrisieren. 

Zur Beschreibung des Quark-Gluon-Plasmas kann das im vorangegangenen Abschnitt auf 
das heiße Gluon-System angewandte Quasiteilchen-Modell leicht verallgemeinert werden. Da 
sich das thermodynamische Potential des Systems aus dem Quasiteilchen-Anteil und dem 
Wechselwirkungsterm, der die Selbstkonsistenz gewährleistet, entsprechend Gleichung (6.5) 
zusammensetzt, muß hier noch die effektive Masse der Quarks bestimmt werden. Dies erfolgt 
in Analogie zu dem rein gluonischen Fall. Obwohl auch die Dispersionsrelation der Quarks 
im heißen Medium bereits in der Einschleifen- oder der HTL-Näherung recht kompliziert ist, 
nimmt sie, wie in (3.45) gezeigt, für die relevanten thermischen Impulse die einfache Gestalt 

an. Die Dämpfung dieser wie freie Teilchen der Masse &, propagierenden Moden kann 
dabei in der hier betrachteten Näherung vernach&sigt werdens. Xbnlich wie die longitu- 
dinalen Gluon-Moden (Plasmonen) sind auch die Antiquark-Loch-Anregungen (Plasminos) 
bei thermischen Impulsen überdämpft, Dies ist; von vornherein klar, dem die Existenz die- 
ser Anregungen ist an das ausgezeichnete Bezugssystem des Mediums gebunden. dessen 
Einfluß auf sehr energiereiche Teilchen aber gering jst, Der Beitrag dieser weiteren Qztttrk- 
Anregungsmoden zu thermodynamischen Größtm kann daher in der angestrebten Xäherung 

'Das ist aufgrund des analytischen Zusammenhangs von Red- und lmagin5teilen der Selbstenergie Gber 
Dispersionsrelationen klar. 
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vernachlässigt werden, so daß die Quarks im Plasma allein durch ideale Quasiteilchen mit 
der Masse 

approximativ beschrieben werden können (vergleiche dazu (3.45)). Die Massen mq und 
die die Ruheenergie bzw. die asymptotische Dispersionsrelation der Quark-Anregungen be- 
stimmen, unterscheiden sich ähnlich wie im Falle der gluonischen Anregungen nur um einen 
Faktor. 

Das gesamte thermodynamische Potential bzw. der Druck des Systems kann als Summe 
des Quasigluon- und des Quasiquark-Anteils summiert über alle Flavor-Arten sowie des 
Wechselwirkungsbeitrages aufgeschrieben werden, 

Die Wechselwirkung zwischen den bosonischen und den fermionischen Quasiteilchen äußert 
sich in diesem Zugang in der Bag-Funktion B(T), die infolge der Stationarität des thermo- 
dynamischen Potentials (6.11) durch die zu (6.10) analoge Beziehung 

dB "Lg) dnlg -- - d~?d(T7 %q) dmq -+C am, c l ~  amg dT flavom d~ 

gegeben ist. Schließlich muß der Beitrag der vorhandenen Quark-Flavors auch noch in der 
laufenden Kopplungsstärke berücksichtigt werden, die in Verallgemeinerung von (6.21) in 
der Gestalt 

wieder durch die Größen T, und X parametrisiert wird. Für große Temperaturen, im asym- 
ptotischen Limes, geht G(T) in das bekannte perturbative Resultat [Kap891 über. 

Wie eingangs diskutiert, werden bei dem Vergleich des Modells mit den Gitterdaten 
[Eng971 nicht nur die Parameter T, und X in der Kopplung (6.46) angepaßt, sondern auch 
die Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade. Da im vorliegenden Fall die Quarks Spin-, 
Teilchen/Antiteilchen-, Farb- und Flavor-entartet sind, wird in (6.44) die Summe über die 
Quark-Flavors durch Multiplikation mit der Zahl d f  der Quark-Freiheitsgrade berücksich- 
tigt, Um den Parameterraum nicht unnötig zu vergrößern, wird das Verhältnis der Zahl 
der gluonischen zu jener der fermionischen Freiheitsgrade entsprechend des perturbativen 
hsul ta ts  festgelegt, d.h., für Nc = 3 und nj = 4 durch 

Wie in der Abbildung 6.8 dargestellt ist, ermöglicht das Quasiteilchen-Modell bereits unter 
dieser Einschränkung der möglichen Parameter einen nahezu optimalen Fit der Gitterdaten. 
Die Parameter wurden hierbei als 

X = 6.67, Ts/Tc = -0.81 , d, = 20.6, d f  = 3 d, (fixiert) (6.47) 
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Abbildung 6.8: Die zum chiralen Limes extrapolierten thermodynamischen 
Gitter-Daten [Eng971 mit nf = 4 Quark-Flavors und die Resultate des 
Quasiteilchen-Modells (Linien). Die Kreise markieren die Daten für den Druck, 
die Quadrate die Entropiedichte und Rauten die Energiedichte. Gestrichelt 
dargestellt ist die Bag-Funktion B(T). Die Resultate wurden wie in der Abbil- 
dung 6.2 auf dimensionslose Einheiten skaliert. Die Länge der Ordinaten-Achse 
entspricht dem freien Limes. 

gewählt. Aufgrund der im Abschnitt 6.2 angegebenen Diskussion der Bedeutung der Größen 
X und Ts/Tc ist zu erwarten, daß sich diese Werte nicht wesentlich von denen für das rei- 
ne Gluon-Plasma unterscheiden. Diese Annahme wird durch den Vergleich von (6.47) mit 
(6.22) bestätigt. Auch die Zahl der effektiven thermodynamischen Freiheitsgrade d, bzw. d3 
ist vernünftig. Bei relativ kleinen Gittergrößen wie im vorliegenden Fall spielen finite-ske Ef 
fekte eine in Betracht zu ziehende Rolle. Eine erste Abschätzung dieser Effekte kann dusch 
die Untersuchung eines entsprechenden Systems ohne Wechselwirkung auf d e n  endlichen 
Gitter gegeben werden, die weitgehend analytisch möglich ist. Die Berechnung von thermo- 
dynamischen Größen wie Druck und Energiedichte im freien Limes liefert auf dem hier vor- 
liegenden 163 X 4-Gitter gerade das 1.2fache der entsprechenden Stefan-Boltzmann-triefte. 
Die entsprechende Zahl der effektiven gluonischen Freiheitsgrade von 1.2.2 (:Y: - I) - 19.2 
im wechselwirkungsfreien Fall ist eine erste grobe Näherung fiir den in (6.47) bestimmten 
Wert von d, = 20.6. 

Eine letzte Bemerkung betrifft die in [Eng971 vorgenommene Extrapolation der mit end- 
lichen Quarkmassen vorgenommenen Gitterrechnungen zum masselosen chira'len Limes. Als 
typisches und auch durch weitere Simulationen fBer971 bestätigtes Merkmal der Gltterrecb- 
nungen wird ein Überschießen der Energiedichte knapp oberhalb der Phasenübergangstcm- 
peratur festgestellt, Dieses in Abhängigkeit von der Gittergröße mehr oder weniger wsge- 
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prägte Verhalten stellt sich jedoch als ein Artefakt der auf dem Gitter (notwendigerweise) 
anzunehmenden Strom-Quarkmassen m, M T heraus. Umgekehrt wird dieses Verhalten der 
Energiedichte aber auch durch das effektive Quasiteilchen-Modell reproduziert, wenn dabei 
die Ruhemasse der Quarks (neben dem durch die Wechselwirkung generierten thermischen 
Anteil) als proportional zur Temperatur angenommen wird. 

6.4 Das Quark-Gluon-Plasma mit seltsamen Quarks 

Die beiden vorangegangenen Abschnitte haben gezeigt, daß das vorgestellte Quasiteilchen- 
Modell die thermodynamischen Git ter-Daten für verschiedene Q CD-S pteme in der Decon- 
finement-Phase beschreiben kann. Hier soll nun mit Hilfe dieses Modells eine Abschätzung 
der Zustandsgleichung des realen QGP gegeben werden, die über bisherige einfache Pro- 
gnosen wie durch das Bag-Modell oder naiv-perturbative Resultate, die im offensichtlichen 
Widerspruch zu den Gitterdaten sind, hinausgehen. Dabei soll insbesondere der Einfluß 
der seltsamen Quarks untersucht werden. Dies ist interessant, weil in vielen analytischen 
Ansätzen die U- und d-Quarks berechtigterweise als masselos approximiert werden, die s- 
Quarks aber aufgrund ihrer Masse von m, 150 MeV häufig als thermisch unterdrückt an- 
genommen und vernachlässigt werden. Bei numerischen Simulationen zur Thermodynamik 
stark wechselwirkender Systeme hingegen liegt derzeit das Interesse auf der Extrapolation 
der Resultate zum masselosen Limes; Berechnungen mit realistischen Quarkmassen konnten 
bislang noch nicht durchgeführt werden. Andererseits hat jedoch gerade der seltsame Quark- 
Anteil des QGP interessante Konsequenzen [StoS?]. Da in Atomkernen im Grundzustand 
seltsame Quarks nur im SeeAnteil existieren und erst in Kern-Kern-Stößen explizit angeregt 
werden, bieten sich zum experimentellen QGP-Nachweis gerade seltsame Signaturen an. 

Zu einer Abschätzung der Zustandsgleichung des QGP mit massiven s-Quarks können 
dir: Parameter des Quasiteilchen-Modells durch sinnvolle Annahmen eingeschränkt werden. 
Zunächst wird hier angenommen, daß der Deconfinement-Phasenübergang bei einer Tem- 
peratur von 

T, = 170 MeV (6.48) 

stattfindet. Dies ist eine in der Literatur oft angegebene Temperatur; die im folgenden 
vorgenommene Abschätzung hängt allerdings nur wenig sensitiv von dem genauen Wert 
von T, ab. 

Die Zustandgleichung der hadronischen Materie unterhalb von T, wird durch das Re- 
sonanzgas-Modell [CKS9?] mit den 100 leichtesten Hadronen-Zuständen approximiert. Die 
Gibbs-Bedingung für den Phasenübergang, 

liefert einen Zusammenhang zwischen den Größen X und T,/T,, welche die Kopplungsstärke 
(6.46) bzw. die effektiven Quasiteil~henmassen G& und &, parametrisieren, und dem Wert 
der Bag-Funktion B(T) bei Z. Wie im Abschnitt 6.1 diskutiert wurde, ist es naheliegend, 
B&) mit der übliclterweise angegebenen Bag-Konstante B zu identifizieren. Im folgenden 
wird von dem oft verwendeten Wert 
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ausgegangen6. 
Die effektiven Masse m, der Gluonen ist durch (6.19) gegeben. Unter der Vorausset- 

zung, daß die Masse mo der Strom-Quarks in der Größenordnung des thermisch generier- 
ten Anteils N gT der Ruheenergie liegt oder kleiner ist, kann die einfache Quasiteilchen- 
Dispersionsrelation (6.42, 6.43) auch zur approximativen Beschreibung massiver Quarks 
verwendet werden, wenn m, dort durch 

ersetzt wird [Pi89b]. Aus dieser Beziehung ist ersichtlich, daß in dem betrachteten Tempera- 
turbereich auch die s-Quarks eine wesentliche Rolle für die Thermodynamik spielen, da der 
thermische Anteil der effektiven Quarkmasse von einigen 100 MeV größer als die Strommasse 
mo der seltsamen Quarks ist, Die leichten U- und d-Quarks können dagegen sinnvollerwei- 
se als (Strom-) masselos angenommen werden. Andererseits ist klar, da8 die Beiträge der 
schwereren Flavors mit m, 2 m, N 1.4 GeV so klein ist, daß sie im Rahmen der angestrebten 
Genauigkeit vernachlässigt werden können; außerdem ist dann die Beziehung (6.51) nicht 
gültig. 

Damit verbleibt nur ein freier Parameter in dem Quasiteilchen-Modell, da der Zusam- 
menhang zwischen X und T,/Tc durch die Gibbs-Bedingung (6.49) bestimmt ist. Für die 
folgenden Abschätzungen wird der Parameter X über den weiten Bereich von 

3 .65X510 .7  entsprechend 0.4<T,/TC<0.8 (6.52) 

variiert. In der Abbildung 6.9 sind die auf diese Weise erhaltenen effektiven Massen der Qua- 
sigluonen und der verschiedenen Quasiquarks sowie die Abhängigkeit der effektiven Kopp- 
lungsstärke von der Temperatur dargestellt. Die Masse der Quasigluonen ist aufgrund ihrer 
stärkeren Wechselwirkung mit dem Medium größer als die der Quasiquarks. Unterschiede 
zwischen den leichten Flavors und den s-Quarks werden nur nahe T, deutiich. Bereits bei 
Temperaturen von 4Tc - 700 MeV, die möglicherweise in Schwerionen-Kollisiongn am LHC 
erreicht werden, differieren die thermischen Quarkmassen nur noch um 10%. Man kann des- 
halb erwarten, daß sich bei sehr hochenergetischen Schwerionenstößen die seltsamen Quarks 
ähnlich verhalten wie die leichten U- und d-Quarks. In der Tat hat man schon bei 3%- 
Energien eine im Vergleich zu pp-Stößen erhöhte Produktionsrate von seltsamen Hadronen 
gefunden. 

Diese Tatsache kommt auch in den Quasiteilchen-Dichten der Gluonen und des verschie- 
denen Quark-Flavors zum Ausdruck, die durch 

gegeben und in der Abbildung 6.10 dargestellt sind. Der Faktor d, gibt dabei die Entar- 
tung der jeweiligen Teilchenspezies an, für Gluonen gilt d, = 2 (i\;' - I ) ,  und 6,"" = 2';, 
berücksichtigt die Spin- und Farb-Entartung der jeweitigen Quark-Flavcrrs. Es wird betont. 
daß die Teilchendichte der Quasiquarks bereits bei Temperaturen knapp oberhalb von T, 

"Eine obere Schranke für BIT,) ergibt sich aus den Tatsachen, daß p:ig < pgg giit und der Druck pqg/T) 
positiv definit ist: B < r2/9ß fdo + dq) C. Mit dg = 16, d, = 2 = 2 - 3  - nf = 36 und = f 70 folgt 
B _< (260MeV)4 
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Abbildung 6.9: Das Verhalten der effektiven Quasiteilchenmassen in Abhängig- 
keit von der Temperatur bei der Variation (6.52) des freien Parameters X. In 
dieser und in den folgenden Abbildungen gibt die Pfeilrichtung die Funktio- 
nen mit kleineren Werten von X an. Dargestellt ist ebenfalls die Variation der 
effektiven Kopplungsstärke ar, = G2/(47r). 

ein Sättigungsverhalten zeigt und bei T 2 2Tc etwa 90% des freien Limes erreicht. Die Qua- 
sigluonen besitzen dagegen selbst bei Temperaturen von T N 4Tc nur etwa die halbe Stefan- 
Boltzmann-Dichte. Dieser qualitative Unterschied liegt in dem Verhalten der fermionischen 
bzw. bosonischen Verteilungsfunktionen bei kleinen Anregungsenergien W begründet, 

Während für das wechselwirkungsfreie System mit w(p)  = p ein beträchtlicher Beitrag 
zu thermodynamischen Größen von den Zuständen mit kleinem Impuls stammt (Bose- 
Verstärkung), wird für das wechselwirkende System die Bose-Verstärkung aufgrund der 
endlichen Quasiteilchenmasse reduziert. 

Damit läßt die Abbildung 6.10 eine interessante Interpretation zu. Nach dem Quasi- 
teilchen-Modell kann man in der Nähe von Tc ein QGP mit wenigen, aber massiven Gluo- 
nenzuständen erwarten. Diese Vorstellung ist in Übereinstimmung mit anderen Modellen 
[ZBL97], in denen das QGP knapp oberhalb von T, sogar als Plasma massiver Quarks oh- 
ne Gluonen beschrieben wird. Das Quasiteilchen-Modell liefert damit den Hinweis, nach 
experimentellen Signalen des QGP zu suchen, die sensitiv die Besetzung gerade der Gluo- 
nenzustande testen, Eine Möglichkeit dazu bietet sich beispielsweise durch die Untersuchung 
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Abbildung 6.10: Die Dichte der verschiedenen Quasiteilchen in Abhängigkeit 
von der Temperatur. Der freie Modell-Parameter X wurde dabei wie in der 
Abbildung 6.9 variiert; der Pfeil markiert wieder kleinere Werte von X. Die 
gepunktete Linie gibt den Stefan-Boltzmann-Limes der Quasiquark-Dichte an. 
Der freie Limes der Quasigluonen-Dichte liegt bei n,/T3 N 2. Da das QGP 
hier bei verschwindendem chemischen Potential betrachtet wird, sind die Teil- 
chendichten von Quarks und Antiquarks gleich, so daß die Netto-Quark-Dichte 
verschwindet. 

der thermischen Charm-Erzeugung [Käm97a]. 

Die Abbildung 6.11 zeigt schließlich die Zustandsgleichung des QGP im Quasiteilchen- 
Modell. Die globalen thermodynamischen Größen Druck und Energiedichte werden in einem 
starken Maße durch die Quarks bestimmt; im Vergleich zu der Zahl der Freiheitsgrade der 
Gluonen von d, = 16 beträgt die der Quarks unter Berücksichtigung der TeilchenJAntiteil- 
chen- sowie der näherungsweisen Flavor-Entartung 2 - 2  N, . nf = 36. Entsprechend der 
Diskussion zu den Quasiteilchen-Dichten gehen daher die Funktionen p(T)/T4 bzw. e(T)/T4 
ähnlich wie die Quark-Dichten bereits bei T $ 2Tc in eine Sättigung über, wobei etwa 80%- 
90% der jeweiligen S tefan-Boltzmann-Werte erreicht werden. Es wird festgestellt, daß in dem 
betrachteten Temperaturbereich die Quasiteilchen-Beschreibung des QGP einen nichtper- 
turbativen Charakter trägt. Während die angegebenen Integraldarstellungen der thermody- 
namischen Funktionen nahe T, ein den Gitterrechnungen entsprechendes, glattes Verhalten 
zeigen, liefern die Entwicklungen (6.15) nach den Grökn h i / T  g Reihen mit stark fluk- 
tuierenden Termen. 

An dieser Stelle kann hervorgehoben werden, daß die Vorhersage des Quasiteilchen- 
Modells für die Zustandsgleichung des QGP bei einer freien Variation des Parameters X über 
einen weiten Bereich recht stabil ist. Der formale Grund dafür ist die Annahme der Existenz 
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Abbildung 6.11: Druck und Energiedichte des QGP unter Berücksichtigung der 
seltsamen Quark-Flavors bei Variation des Parameters X entsprechend Glei- 
chung (6.52) sowie die Wechselwirkungsfunktion B(T)  der Quasiteilchen. Ge- 
punktet dargestellt ist die Abschätzung der hadronischen Zustandsgleichung 
durch das Resonanzgas-Modell [CKS97]. Die Größen wurden wie in der Abbil- 
dung 6.2 mit T4 skaliert. 

eines Phasenüberganges überhaupt; die Gibbs-Bedingung (6.49) schränkt die möglichen Va- 
riation der Zustandsgleichung bereits sehr stark ein. 

Eine zweite Bemerkung betrifft den Vergleich der Zustandsgleichung des hier betrachte- 
ten 3-Flavor-QGP mit der des reinen SU(3)-Gluonen-Plasmas im Abschnitt 6.2. Die qua- 
litative Ähnlichkeit der Thermodynamik beider Systeme wird besonders in der Darstel- 
lung 6.12 deutlich, wo die Zustandsgleichungen auf die entsprechenden Stefan-Boltzmann- 
Werte skaliert wurden. Insbesondere deutet die endliche latente Wärme in der Quasiteilchen- 
Beschreibung beider Systeme darauf hin, da8 der Deconfinement-Phasenübergang in beiden 
Fällen von erster Ordnung ist. Für das SU(3)-Plasma ist dies aufgrund der Isomorphie die- 
ses Systems zu dem Dreizustands-Potts-Modell, welches in der Statistischen Physik intensiv 
untersucht wird, tatsächlich zu erwarten [Zin94]. Die Verhältnisse bei einer endlichen Zahl 
von Quark-Flavors sind komplizierter und strengere Aussagen über die Ordnung des Pha- 
senübergangs sind bislang nur für den chiralen Limes möglich. Aus Universalitätsargumenten 
erwartet man, für nj 2 3 masselose Quark-Flavors ebenfalls einen Phasenübergang erster 
Ordnung [IBe96], so daß die hier für das QGP mit drei massiven Quark-Flavors gefundene 
grok  latente Warme physikalisch plausibel erscheint. 

Aufgrund der Ähnlichkeit der Zustandsgleichungen können die im Abschnitt 6.2 auf- 
geführten Betrachtungen zum Abschirmverhalten des Gluon-Plasmas, der Schallgeschwin- 
digkeit C, sowie zu der hydrodynamisch wichtigen Abhängigkeit pf e)/e mit dem softest point 
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Abbildung 6.12: Vergleich der skalierten Zustandsgleichung p(T) (gestrichelte 
Linien) und e(T) (durchgezogen) für das reine SU(3)-Gluon-Plasma (dünn) 
und das QGP mit drei Quark-Flavors (dicke Linien). 

sinngemäß auf das QGP übertragen werden. Einige der sich daraus möglicherweise ergeben- 
den experimentellen Signaturen des QGP in Schwerionenstößen wurden bereits hier bzw. in 
[Pes96, Käm97al diskutiert. 

Die angegebene Zustandsgleichung des QGP kann in hydrodyamischen Modellen [SG56] 
zur Beschreibung von Schwerionenstößen Verwendung finden. Die sich in einem kleinen Tem- 
peraturbereich stark ändernde Zahl der thermodynamischen Freiheitsgrade kann, wie in der 
Einleitung erwähnt, experimentelle Konsequenzen haben (kinetische QGP-Signaturen), Die 
relativ großen effektiven Quarkmassen können weitere beobachtbare Effekte haben; wie in 
[Pes94] diskutiert, kann in Schwerionenstößen z. B. eine Schwelle in der Dileptonenernissi- 
on auftreten. Wenn Quark-Anregungen in der Reaktion qij 3 T* + eE annihilieren, kann 
die Dileptonenmasse nicht kleiner als 2m, sein. Um allerdings zu quantitativen Aussagen 
zu der Dileptonen-Emissivität zu gelangen, sollte das Quasiteilchen-Modell noch ausgebaut 
werden, um die endlichen spektralen Breiten der Quasiteilchen konsistent zu beschreiben. 



Resum6 und Ausblick 

In der vorliegenden Arbeit wurden neben exemplarischen Modellbetrachtungen Plasmen 
stark wechselwirkender Teilchen im thermodynamischen Gleichgewicht in der Deconfine- 
mentphase untersucht. Kennzeichnend für diese Systeme ist die starke Kopplung zwischen 
den Plasma-Konstituenten. Dieser Umstand erfordert eine sorgfältige Interpretation von 
analytischen Voraussagen, die durch die Störungstheorie erhalten werden können. Die Ar- 
beit beschäftigt sich daher auch mit der Frage, inwiefern perturbative Resultate eine Extra- 
polation zu dem häufig interessierenden Fall großer Kopplungsstärken erlauben. 

Im ersten Teil wurden dazu die in-Medium Eigenschaften von Photonen und Gluonen 
sowie Elektronen und Quarks untersucht. Diese Betrachtungen geben AufschluD über die 
Gültigkeit der Näherung von Selbs tenergien durch die wesentlichen hard thermal loop Anteile 
der hier berechneten vollständigen Einschleifen-Approximation. Die HTLNäherung erlaubt 
eine konsistente Berechnung von einer Reihe experimentell sehr bedeutsamer Größen, ist 
aber zunächst nur im Limes kleiner Kopplung gerechtfertigt. Wie hier gezeigt werden konn- 
te, stimmen beide Approximationen auch außerhalb des eigentlichen Gültigkeitsbereiches 
der HTL-Annahme überein, insbesondere nahe der physikalisch wichtigen Pole der Propa- 
gatoren. Dies rechtfertigt die bisher in der Literatur oft vorgenommene Extrapolation der 
HTL-Vorhersagen zu Kopplungsstärken, die für Schwerionen-Experimente relevant sind. 

Im Teil I1 wurden perturbative Näherungen von thermodynamischen Größen im Re- 
gime starker Kopplung betrachtet. Es zeigt sich, daß Störungsreihen trotz ihres divergenten 
Verhaltens brauchbare Informationen enthalten. Durch eine geeignete Umorganisation der 
Störungstheorie, die aus Gründen der Selbstkonsistenz notwendig ist und die von einer 
Ensemble-Mittelung über das wechselwirkende System, d. h., von vollen Greenschen Funk- 
tionen ausgeht, können Aussagen zur Thermodynamik stark gekoppelte Systeme gemacht 
werden. Dies wurde hier für die heiße skalare cp4-Theorie in der Tadpole-Approximation 
exemplarisch gezeigt, wobei der in der Festkörper-Theorie eingeführte Luttinger-Ward-For- 
malismus Anwendung fand. 

Anliegen des Teils 111 ist die konsistente thermodynamische Beschreibung des QGP nahe 
der Phasengrenze zur Hadron-Materie. Die bereits in der führenden Ordnung recht kom- 
plizierte Beschreibung der QCD-Thermodynamik kann durch die Einschränkung auf rele- 
vante Beiträge vereinfacht werden. Das resultierende effektive Quasiteilchen-Modell wird 
durch bisher untersuchte thermodynamische Monte-Carlo-Simulationen von stark wech- 
selwirkenden Modellsystemen gestützt. Es erlaubt eine Voraussage der Zustandsgleichung 
des QGP mit Strangeness-Anteil, dessen Berücksichtigung sich als wesentlich herausstellt. 
Die Zustandsgleichung stellt sich dabei als recht unabhängig von den konkreten Modell- 
annahmen heraus. Einige experimentelle Konsequenzen dieser Zustandsgleichung und des 
Quasiteilchen-Modells werden dargelegt. 

Die weitere Fortführung der Untersuchungen der in dieser Arbeit betrachteten Themen 
ist wünschenswert. Dabei ist zum einen die genauere Beschreibung der thermodynamischen 
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Eigenschaften des QGP im Luttinger-Ward-Formalismus interessant, die in einem engen 
Zusammenhang zu weiteren offenen Fragestellungen wie z. B. der nach der magnetischen 
Gluonmasse steht. Andererseits gewinnt die Frage nach der Zustandsgleichung des QGP bei 
endlichen hadro-chemischen Potentialen zunehmend an Wichtigkeit. 

Beide Aspekte betreffen den bedeutsamen Schnittpunkt zwischen Theorie und Experi- 
ment. Obgleich einige Betrachtungen durchaus auch ihren formalen Reiz besitzen, resultieren 
sie in experimentell überprüfbaren Voraussagen und ermöglichen nicht zuletzt eine Vorstel- 
lung über das faszinierende, aber der unmittelbaren Anschauung nicht zugängliche System 
Quark-Gluon-Plasma. 



Teil IV 

Anhang 



A Konventionen und Bezeichnungen 

Der in der Hochenergie-Physik üblichen Konvention folgend, werden in dieser Arbeit Ge- 
schwindigkeiten in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit c = 2.99 792 458.108 m s-l angegeben. 
Formal wird also 

c = l  (A.1) 

gesetzt. Demnach sind Länge und Zeit von der gleichen physikalischen Dimension. Die in der 
Hochenergie-Physik relevante Längenskala 1 fm = 10-l5 m entspricht dabei der typischen 
Zeitskala 

h 1 1 fm = - 10-l5 m N 3.335 - 1 0 ~ ~ ~  s . 
C 

Die angepaßte Energie-Einheit ist durch die Elementarladung e N 1.602-10-19 As bestimmt, 

1 MeV = 106 eV = e - 106 V N 1.602 . 10-l3 Nm. 

In dieser Einheit und nach der Konvention (A.1) ist das Plancksche Wirkungsquantum f i  FÜ 

197.3 MeVfm. Es ist jedoch zweckmäßig, Wirkungen in elementaren Einheiten anzugeben, 
d. h., formal auch 

h = l  (A-2) 

zu setzen. Somit erhalten Energie und inverse Länge die gleiche physikalische Dimension. 
Der typischen Längenskala 1 fm entspricht dann die Energie 

1 
h-  N 197.3 MeV. 

1 fm 

Des weiteren ist es gebräuchlich, Temperaturen in Einheiten der Energie anzugeben, d. h., 
die Boltzmann-Konstante 

kB = 1 (A-3) 

zu setzen. Die übliche Kelvin-Temperaturskala wird durch den Proportionalitatsfaktor kbK' 
N 1.381-10-23Nm K-I gegeben. Die Temperatur in der MeV-Skala entspricht daher in Kelvin 

Nachfolgend werden die verwendeten Bezeichnungen eingeführt. Vektoren werden in 
Boldface gesetzt und ihre Komponenten bezüglich einer Basis mit lateinischen Buchstaben 
indiziert. So hat beispielsweise der Ortsvektor die Darstellung 
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Die kontravariante Darstellung von CVektoren ist durch griechische, obere Indizes gekenn- 
zeichnet: 

In Anlehnung an den 4-Ortsvektor, dessen Komponente xo die Zeit t ist, wird gelegent- 
lich auch die 0-Komponente eines beliebigen 4-Vektors als dessen Zeitkomponente und die 
verbleibenden Komponenten als dessen Raumanteil bezeichnet. 

Für die Bezeichnung von 4-Impulsen finden große Buchstaben Verwendung, 

Es ist weiterhin zweckmäßig, für den Betrag und die Richtung des räumlichen Anteils k die 
Schreibweisen 

zu vereinbaren. 
Der Übergang von der kontravarianten Darstellung Ap = (AO, A) eines 4Vektors zu 

dessen kovarianter Form A, erfolgt durch den metrischen Tensor g. Dessen kovariante Dar- 
stellung ist 

Die kovarianten Komponenten des Vektors A ergeben sich dann als 

Hierbei wurde von der auch im weiteren verwendeten Einsteinschen Konvention, über dop- 
pelt auftretende Indizes zu summieren, Gebrauch gemacht. Schließlich ergibt die Schreib- 
weise 

eine noch kompaktere Notation und bringt außerdem besser zum Ausdruck, daß Vektoren 
nicht an eine Darstellung bezüglich einer Basis gebunden sind. 

Werden die Diracschen y-Matrizen formal als yP = (yO, . .., y3) geschrieben, kann die 
eingeführte Schreibweise auch für Ausdrücke wie C;=, yPPp Verwendung finden. Noch kom- 
pakter ist die Feynman-Konvention 
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B. 1 Die Frequenzsummen T C krq;  As, ( K )  A„ ( Q )  
Hier werden die im Kapitel 3 zur Bestimmung der Selbstenergien benötigten Matsubara- 
Summen über Produkte von zwei skalaren Propagatoren angegeben. In einer einheitlichen 
Notation lauten diese Funktionen 

wobei im Fall n = 0 kurz F$; geschrieben wird. Die Indizes si stehen hier für den statisti- 
schen Charakter der Propagatoren. Dabei bezeichnet s = $1 die bosonische und entspre- 
chend s = -1 die fermionische Statistik. 

Die Frequenzsummen können elegant unter Berücksichtigung von Eigenschaften der dis- 
kreten Fourier-Transformation ausgewertet werden, ähnlich wie im Abschnitt 2.2 der Aus- 
druck T Cko AB(K) .  Dieses Verfahren wird oft als Saclay-Methode bezeichnet. Bevor die 
Frequenzsummen abgeleitet werden, erfolgt eine Zusammenstellung von Eigenschaften der 
freien skalaren Imaginärzeit-Propagatoren. Diese Übersicht erlaubt dann eine recht kompak- 
te Auswertung der Frequenzsummen. 

Die Fourier-Darstellungen des bosonischen und des fermionischen Propagators lassen 
sich in der einheitlichen Form 

schreiben, wobei Ek = d- und rn die Masse des Teilchens ist. Die Koeffizienten f$ 
wurden für den bosonischen Fall bereits im Abschnitt 2.2 abgeleitet. Für beide Statistiken. 
lassen sie sich einheitlich als 

angeben. Dabei sind die Verteilungsfunktionen n, durch 

1 

ns(E*) = eEk,T + s ( B 4  

gegeben. Diese Darstellung der Propagatoren besitzt eine einfache physikaiisiche Interpreta- 
tion. Emission und Absorption von Teilchen können im allgemeinen als ein Pruzeß aufgefrtßt 
werden, der in unterschiedlichen Zeitrichtungen abläuft. In dem auf dem eingeschränkten 
Zeitintervall [0, T-'J definierten Propagator (B.2) ist jedoch die Zeitrichtung festgelegt. Der 
volle, auch für negative Zeiten definierte Propagator folgt erst nach dessen Fortsetzung mit 
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entsprechenden Periodizitätseigenschaften; siehe dazu Abschnitt 2.1. Dementsprechend las- 
sen sich die beiden Summanden in (B.2) interpretieren. Der Term mit V = -1 beschreibt die 
Emission eines Teilchens bei der Temperatur T mit der Wahrscheinlichkeit n,. Die Wahr- 
scheinlichkeit 1 f nB,F der Absorption ist dagegen entweder Bose-verstärkt oder Pauli- 
unterdrückt. 

Bei den folgenden Umformungen werden zwei Relationen genutzt, die zwischen den Ko- 
effizienten (B.3) bestehen und einfach bewiesen werden können, nämlich 

Die gesuchten Frequenzsummen lassen sich nun leicht berechnen. Begonnen wird mit 

Hier wurde die bekannten Eigenschaft der Fourier-Transformation ausgenutzt, um die Kon- 
volution in ein Produkt im adjungierten Raum umzuschreiben. Die Berechnung der Rück- 
transformation ist elementar und führt mit der expliziten Darstellung (B.2) der Propagato- 
ren auf 

Unter Berücksichtigung der leicht zu verifizierenden Relation ep0IT = sls2 zwischen den 
Statistiken des propagierenden Teilchens und der intermediären Zwischenzustände sowie 
der beiden Eigenschaften (B.5) ergibt sich schließlich 

Aus dieser allgemeinen Darstellung folgen alle im Kapitel 3 verwendeten Frequenzsummen 
über das Produkt von zwei skalaren Propagatoren. 

In ähnlicher Weise läßt sich 

berechnen. Da eine Differentiation unter der Fourier-Transformation in eine Multiplikation 
mit der konjugierten Variablen übergeht, erhält man 



Nach der elementaren T-Integration und der Anwendung der Relationen (B.5) erhält man 

Die zur Bestimmung der eichabhängigen Anteile der Fermion-Selbstenergie benötigten Funk- 
tionen mit n = 2,3 lassen sich nun einfach durch F:j2 und ausdrücken. Mit der 
Relation 

folgt 

~ $ 2 ~  = T E ki asl (K)As2 ( Q )  
ko 

= T C A , ( Q ) + E ~ T C A B ( K ) A F ( Q )  
ko leo 

= F:;' + E; ~ . j ; j ~  . (B.lO) 

Wie bereits im Abschnitt 2.2. diskutiert wurde, kann die Größe FJO) als Propagator in der 
Fourier-Darstellung für T = 0 angesehen werden. Somit ist 

-1 
F?) = T A,(K) = - ( 1  + 2sn3(E)). (B . l l )  

leo 2E 

Ganz analog folgt 

(0) ~ 2 ~ 0 )  =poFs2 + k 3 1 3 2 .  (3.12) 

Hier wurde noch berücksichtigt, daß die Summe = T ko &(K)  verschwindet, weil 
der Summand als Produkt einer in der Summationsvariablen geraden mit einer ungeraden 
Funktion wieder ungerade ist. 

Was jetzt noch verbleibt, ist, die Frequenzsummen F::;:) anzugeben. Auch diese lassen 
sich einfach durch die bereits bekannten Funktionen ausdrücken, 

F('J) 3 1  32 = T E kOqO&l ( K ) &  ($)  
leo 

= P o T C ~ O A ~ ~ ( K ) A ~ ~ ( Q )  -TCk&l (K)AsZ(Q)  
leo leo 

= poFj;j2 - . (£3.13) 

Hier wird die Einschleifen-Selbstenergie II; longitudinaler Photonen in der Xähe des Licht- 
kegels entwickelt. Die Integraldarstellung von II; lautet in expliziter Form 

(B. 14) 
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Die Entwicklung der Funktion B(k,  po, p) um po = p ergibt 

Die beiden ersten Terme sind unabhängig von k und liefern als Vorfaktor des Integrals 
J," dk knF(k) = $ r2T2  gerade den Ausdruck der HTL-Selbstenergie im Limes po + p. 

Die reguläre Funktion r(x) := -2 + In[l - X'] + X-' ln[(l + x)/(l - X)] geht für große 
Werte von X in die Funktion -2 + 21n(x) über und ist in der Abbildung B.l dargestellt. 
Aufgrund des thermischen Phasenraum-Maßes k n ~ ( k )  tragen bei der Integration (B.14) 

Abbildung B. 1: Der Realteil der Funktion r(x) := -2 + ln[l - x2] + X-I ln[(l + 
x)/( l -  X)] und -2 + 2 ln(x). Die Hauptbeiträge von r(x) zu II: kommen aus 
der Region X - p/T. 

hauptsächlich harte Impulse k - T zu I IZ( J J~ ,~ )  bei. Der Verlauf der Funktion r(x) isr 
daher besonders in der Region X - X* = p/T wichtig. Für weiche äußere Impulse p « T 
(entsprechend ist X* < 1) verschwinden die Beiträge von r(x), und man erhält den HTL- 
Limes. Für harte äußere Impulse p 2 T kommen die Hauptbeiträge von X - X* 2 1, wo r(x) 
durch 21n(x) abgeschätzt werden kann. Daher ergibt die reguläre Funktion r(x) in diesem 
Falle einen Beitrag - 2ln(p/T). Dieser ist aber im Vergleich zu dem singulären Anteil - ln[(po - p)/(2p)] vernachlässigbar für Impulse 

Damit ist die Darstelhng (3.16) der longitudinalen Einschleifen-Selbstenergie bewiesen. 
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Die Dispersionsrelation ist für harte Impulse von der Gestalt w = J-, wobei 7% 

von der Größenordnung eT ist. Für Impulse p > eT folgt aus (B.16) dann die Bedingung 

dafür, daß die Dispersionsrelation in einer Umgebung des Lichtkegels liegt, in der die 
Einschleifen-Selbstenergie durch die HTL-Approximation beschrieben werden kann. Bei ei- 
nem gegebenen Wert von e ist diese Bedingung für wachsende Impulse zunehmend besser 
erfüllt. Aus der Betrachtung der führenden Terme der Entwicklung der Selbstenergie nahe 
des Lichtkegels sollte man daher erwarten, daß die HTL-Dispersionsrelation auch für harte 
Impulse eine gute Approximation darstellt. 

8 .3  II$ in der HTL-Approximation 

Hier wird als ein Beispiel für die im Kapitel 2 ansonsten nur zitierten Selbstenergien in der 
HTL-Approximation die transversale Projektion des Gluon-Polarisationstensors berechnet. 
Die anderen Selbstenergien konnen in ähnlicher Weise abgeleitet werden. 

Da an dieser Stelle nicht die Eichinvarianz des HTGResultats verifiziert werden soll, wird 
von der Einschleifen-Selbstenergie in der Feynman-Eichung ausgegangen. Die HTL-Anteile 
der Selbstenergie können aus der angegebenen Integraldarstellung (3.23) erhalten werden. 
Einfacher ist es allerdings, einige der nach der Hochtemperatur-Voraussetzung P < T mögli- 
chen Vereinfachungen schon vor der Matsubara-Summation und den Winkelintegrationen 
vorzunehmen. Aus der Darstellung 

folgt unter Vernachlässigung von Termen höherer Ordnung in po oder p die Näherung 

Das ist bis auf den Vorfaktor und den statistischen Charakter der skalaren Propagato- 
ren auch die Näherung, welche man für die transversale Photon-Selbstenergie erhält. Die 
Matsubara-Summation führt auf die im Abschnitt B.l berechneten Funktionen F ~ L  und 

(2) - F(') + k2F#L gilt, kann mit @k = cos B k = xk für IIT geschrieben werden F$L. Da FBB - B 

Es gilt Fr) = -(I+ 2nB(k))/(2k). Unter der HTL-Annahme ergibt sich auch für die Funkti- 
on F ~ L  ein einfacher Ausdruck. Da die Hau~tbeiträge des Integrals von den harten Impulsen 
k T stammen, kann man q = (k2 - 2kpx B k - p z  füi p < k approximieren. Dann 
folgt 
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(0) Somit kann man für FBB näherungsweise 

schreiben. Da in der betrachteten Näherung der zu renormierende Vakuum-Anteil keinen 
Beitrag liefert, erhält man für lIT 

Die die Bose-Verteilungsfunktion enthaltenden Integrale 

unterscheiden sich von dem fermionischen Fall nur durch einen Faktor 2, da J; dk knF(k)  = - T2 gilt. Daher besitzen die HTL-Selbstenergien für Gluonen und Photonen bis auf einen 2 6 
Vorfaktor die gleiche Gestalt. 

Die verbleibende Integration 

ist ebenfalls elementar und ergibt das im Kapitel 2 angegebene Resultat für die transversale 
Gluon-Selbstenergie. 

6.4 Die lntegraldarstellungen von T:,~ 

Die Integranden der Integraldarstellungen (3.39) der Funktionen ~ f , ~  besitzen die Gestalt 

Die Koeffizienten a!:2) sind explizit in der folgenden Tabelle angegeben. 

Die Funktionen F$; folgen aus den allgemeinen, im Abschnitt B.1 angegebenen Frequenz- 
Summationsformeln. Wie bereits im Anschluß an die Gleichung (3.39) bemerkt wurde, muß 
in diesen die in dem skalaren bosonischen Propagator formal eingeführte Masse m berück- 
sichtigt werden, welche die Schreibweise (3.32) des Gluon-Propagators erm6glicht. Drückt 

a2 (4 

(P; - p2 - p k )  k2 + 2 ( ~ k ) ~  
po(k2 - 4 ~ k )  
P : + p 2 + p k  

-Po 

n 

0 
1 
2 
3 

ap' 

PO k2  
E2 - 2pk 

Po 
-1 
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('4 (1) man nun noch wie in B.l die Funktionen mit n = 2,3 durch FBF und FBF aus, erhält 
man als Integranden der Integraldarstellung von T: nach kurzer Umformung den Ausdruck 

Nach analoger Rechnung ergibt sich für den Integranden von T$ 

Beachtet man schließlich noch, daß nach der Operation 8 , ~  Im=o einige Terme der Ausdrücke 
(B. 18) und (B. 19) keinen Beitrag liefern, ergeben sich unmittelbar die in (3.40) angegebenen 
Integraldarstellungen für 

B.5 Zur Fermion-.Dispersionsrelation im chiralen Limes 

Hier wird gezeigt, daß im Falle chiraler Symmetrie die Fermion-Dispersionsrelation in einem 
isotropen thermischen Medium zwei Zweige besitzt, die für kleine Impulse den gleichen 
Grenzwert haben. Dieser Beweis kann unter plausiblen Annahmen nichtperturbativ geführt 
werden [We196]. 

Dazu ist es zweckmäßig, von der Notation des Abschnittes 3.3 zu der Darstellung 

des inversen exakten Fermion-Propagators überzugehen. In der Form 

geschrieben, entspricht der volle Propagator der Helizitäts-Darstellung (3.42). Für ver- 
schwindenden 3-Impuls kann S bzw. S-I nicht von $ abhängen. Daher besitzt die Funktion 
B(P) die Eigenschaft 

und es gilt 

Der Propagator S(p0,O) besitzt als Funktion von po einen Pol, der die thermische (mögfi- 
cherweise komplexe) Ruheenergie m* der Quarks im Medium angibt. Somit gilt A(po, 0)  = 
(PO - m*) areg(po), wobei a"g eine bei rn* reguläre Funktion ist, Für endliche Impulse ist die 
Funktion A(P) demnach durch 

gegeben, wobei der Anteil A(P) die Eigenschaft 

A(po,p = 0) = o 
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besitzt. 
Für endliche, aber kleine Impulse p sind die durch die Nullstellen in po von A(P) 7 B(P) 

gegebenen Pole des Propagators (B.20) aufgrund der Relationen (B.21) und (B.23) sowie 
(B.22) durch die Beziehung 

-A(m*, p) + B(m*, P )  
w*(p) = m* + +... 

areg (m*) 

bestimmt, wobei Terme höherer Ordnung in p vernachlässigt wurden. Das obere Vorzeichen 
ist die Dispersionsrelation der Teilchen-Anregungen, das untere entsprechend die der Loch- 
Anregungen. 

Mit (B.24) ist gezeigt, da8 beide Anregungsmoden die gleiche Ruheenergie besitzen1. 
Aus der PCT-Invarianz folgt weiterhin, daß der exakte Propagtor auch für po = -w*(p) 
singulär ist, was den Antiteilchen-Moden entspricht. 

Die im Abschnitt 3.3 in der Einschleifen-Näherung festgestellte Tatsache, daß die Di- 
spersionsrelationen der beiden Moden für verschwindenden Impuls entgegengesetzt gleiche 
Anstiege besitzen (entsprechend B(m*,p) - p, A(m*, + 0 für p + O), steht in ei- 
nem engen Zusammenhang zu den analytischen Eigenschaften der Selbstenergie. Inwiefern 
sich solche und weitere allgemeine Aussagen über die fermionischen Anregungsmoden aus 
nicht-perturbativen Überlegungen wie den oben angeführten ergeben, muB aber weiteren 
Untersuchungen vorbehalten bleiben. 

'Es ist unmittelbar einsichtig, da6 die geführte Argumentation und damit dieses Ergebnis wesentlich auf 
der Annahme macse1oser Quarks beruhen. 



C Ergänzungen zum Teil II 

C . l  Die Funktion T $~,z 

Hier wird die im Kapitel 5 benötigte Summenintegration 

über den Propagator A,2(P) = (P2  - m2)-I in dimensionaler Regularisierung berechnet. 
Im m-Schema in 4 - 2e Dimensionen ist das Maß der Integration über P durch 

gegeben, wobei ji die Renormierungsskala ist. Die Auswertung der Summe über die Matsu- 
bara-Frequenzen po in (C - 1 )  ergibt entsprechend ( B  .11) 

mit der Bose-Verteilungsfunktion nB(wP) und W ,  = (m2 + p2)lI2.  Dementsprechend setzt 
sich I(m2) aus einem temperaturunabhängigen und einem T-abhängigen Anteil zusammen, 

Der Term 1°(m2) enthält in 4 Dimensionen die UV-Divergenz, was sich in der Regularisie- 
rung als Pol in C äußert, 

Der temperaturabhängige AnteiI IT(m2) ist dagegen regulär, da die 'l'erteifungsfunkL3on 
n~ (W,) den Phasenraum einschränkt. Es gilt 
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Insgesamt erhält man aus den Gleichungen (C.2)-(C.4) 

Im engen Zusammenhang mit der Funktion I ( m 2 )  steht das Summenintegral 

welches im Kapitel 5 mehrfach benötigt wird. Aufgrund der Beziehung 8,2 ln[-Ai:] = 
-A,z erhält man 



Ergänzungen zum Teil III 

D.1 Die Entwicklung der Bag-Funktion B(m(T)) 

Hier wird die im Abschnitt 6.1 angegebene Approximation der Bag-Funktion B(T) im 
Grenzfall schwacher Kopplung g bzw. kleiner thermischer Masse m - gT der Quasiteilchen 
abgeleitet. Die näherungsweise Auswertung des inneren Integrals in der Bestimmungsglei- 
chung (6.13) für B(T) liefert (vergleiche z. B. [Pes95b]) 

wobei W = d m  definiert war. Die Bestirnmungsgleichung (6.13) der Bag-Funktion 
nimmt für die im Kapitel 6 betrachteten thermischen Massen der Struktur 

T2 
m2(T) = A2 - 

In T 

nach der Substitution X = In T die Gestalt 

an. Der zu A2 proportionale Tenn führt auf eine Exponentialintegral-Funktion [RGS'if 

Der zu A3 proportionale Anteil kann durch die Fehler-Funktion dargestellt werden, 

Die Entwicklung dieser Integrale für große Werte von z, was kleinen Kopplungsstkken 
entspricht, führt auf die angegebene Approximation (6.17). 
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