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Kurzfassung

Betrachtet werden Prozesse, in denen Teilprozesse voneinander abgrenzbar sind,
die unabhéngig voneinander zur Komplexitat des ProzeRBmodellfehlers beitragen.
Auf der Grundlage von Dimensionsbetrachtungen wird versucht, die zu den Teil-
prozessen gehdrenden Teilmodelle, d.h. die Elemente der Modellstrukiur des Pro-
zesses einzeln zu bestimmen. Ein Gesamtmodell des Prozesses soll auf diese Wei-
se zielgerichteter als mit herkdmmlichen Methoden gebildet werden kénnen.

Zur qualitativen Erfassung des Modellfehlers wird anhand von Ansétzen aus der
Dimensionsanalyse, einem Bestandteil der Ahnlichkeitstheorie, ein Fehlermodell
definiert. |

Zur quantitativen Erfassung der Komplexitat des Modellfehlers werden dimensions-
ahnliche Kenngréfien eingefiihrt, die von einer Variante der fraktalen Dimension, der

Zirkel- oder Liniendimension ausgehen.
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1. Einleitung

1.1 Problemstellung

Eine Modellbildung bezweckt die Ubertragung von Eigenschaften eines Objektes auf
sein Modell und verlangt dafiir einen Informationsflul vom Objekt zum Modell. Unter
einem Objekt wird hier vorzugsweise ein regelungstechnischer Prozef} verstanden.
Trager der bendtigten Information sind dann die Ausgangssignale des Prozesses.
An diese Signale werden folgende Forderungen gestelit:

a) Die zur Modellbildung notwendige (relevante) Information soll von den Signalen
ohne Defizit (ohne die informationstheoretische Irrelevanz, [HQ95]) bereitgestellt
werden.

b) Die Signale sollen mdglichst wenig unnétige, die Modelibildung nicht betreffende
Information (die informationstheoretische Aquivokation) enthalten.’

Dabei ist a) eine notwendige Voraussetzung dafiir, dal® das Modell die verlangten
Eigenschaften Giberhaupt annehmen kann. Die Forderung b) dient der leichten Zu-
ganglichkeit der relevanten Information. Je mehr unnétige Information die Prozef-
ausgangssignale namlich enthalten, desto schwieriger ist es, die relevante von der
unnétigen Information zu trennen. Der Erleichterung der Informationstrennung dient
die folgende vereinfachende Zusatzforderung:

¢) Im ProzeR sollen zwei Teile voneinander abgrenzbar sein, zum einen der zu
modellierende Teil als Quelle der notwendigen Information und zum anderen der
Teil, von dem die unnétige Information ausgeht. Diese beiden Teile sollen un-
abhangig voneinander zur Komplexitat der Prozefmodelifehlers beitragen.

Die Modellbildung beginnt zweckmaRigerweise mit einem einfachen Modellansatz
und baut diesen dann schrittweise aus. Damit die Forderung c) in jedem dieser Aus-
. bauschritte erfiillbar ist, wird die folgende, c¢) untersetzende Forderung gestellt:

d) In dem zu modellierenden Teil des Prozesses sind Teilprozesse voneinander
abgrenzbar, die unabhéngig voneinander zur Komplexitat des Prozefmodell-
fehlers beitragen, Bild 1.1-1.

Zu jedem TeilprozeR gehort ein Teilmo-
dell. Die zur Bestimmung der Teilmodelle
notwendige Parameteridentifikation bein-
haltet die Minimierung des Modelifehlers
anhand eines Glitekriteriums. Damit die
Teilmodelle einzeln bestimmt werden
kénnen, wird bezlglich dieses Kriteriums
schlieB8lich noch folgendes gefordert:

zu modellierender
~ Teil des Prozesses

T

Bild 1.1-1 Zum Inhailt der Forderungen ¢) und d)

Prozel}

' Die Vermeidung unniitzer information ist praktisch kaum moglich, denn Mef3gréen enthal-
ten meistens weitaus mehr als nur die Information {iber die zu modellierenden ProzeReigenschaften.
Zur Minderung solcher Information kénnen die Signale in geeignete Darsteliungsformen gebracht
werden,; als zweckmaRig erweisen sich Oriskurven. Des weiteren kdnnen Stérgréfien unterdriickt
werden. Im vorliegenden Beitrag werden StérgréRen allerdings noch nicht beriicksichtigt.
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e) Die Fehler, welche die Teilmodelle gegeniber ihren zugehdrigen Teilprozessen
aufweisen, sollen im Gutekriterium unabhangig voneinander erscheinen.

Ublicherweise optimieren Gltekriterien - nur angelehnt an die allgemeine Forderung
unter a) - ein auf den gesamten Prozef bezogenes Modell. Indem solche Kriterien
der Forderung e) nicht geniigen, ist es mit ihnen i. allg. nicht moglich, die Teilmodel-
le getrennt zu bestimmen. Folglich ist dann die Richtigkeit einzelner Teilmodell-An-
sétze nicht nachweisbar, bevor nicht das Gesamtmodell, d.h. alle Teilmodelle und
die sie verbindende Struktur, eingefiihrt ist. Auch wenn ein Modellansatz schrittwei-
se aus Teilen zusammengefigt wird, so ist der beste (prozeBadaquate) Ansatz erst
daran erkennbar, daf} er unter allen méglichen Modellansatzen den kleinsten Mo-
dellfehler erreicht, [St68]." Nachteilig daran ist, da wegen der Variantenvielfalt der
zu prifenden Modellstrukturen die Suche nach einer gtinstigen Struktur sehr auf-
wendig sein kann.

Um neben der Identifikationsaufgabe auch der strukturorientierten Forderung e) zu
geniigen, geht der vorliegende Beitrag von der Annahme aus, daB die Fehler der
Teilmodelle unabhingig voneinander zur Komplexitét des Modellfehlers insgesamt
beitragen.

Zur quantitativen Erfassung der Komplexitat von geometrischen Gebilden eignen
sich fraktale Dimensionen [Ed90], [P192]. Signalfehler werden dahingehend in geo-
metrische und dabei bevorzugt in linienhafte Darstellungsformen (z.B. Ortskurven)
gebracht. Mit dem Erreichen der richtigen Parameterwerte des einzelnen Teilmo-

dells wird erwartet, daR

(1) die Komplexitat des Modellgesamtfehlers und somit die Fehlerdimension sprung-
haft abnimmt, daraus

(2) auf die Richtigkeit einzelner Teilmodelle geschlossen werden kann und daraufhin

(3) die Teilmodelle einzeln aus dem Modellbildungsvorgang ausgeblendet werden
kénnen.

" Letzteres ist einer einfachen und zielgerichteten Modellsuche dienlich. Im Sonderfall
wird die Modellbildung so weit vereinfacht, daR sie sich immer nur auf ein einziges,
namlich das jeweils untersuchte Teilmodell zu beziehen braucht.

Zur Gewinnung von Glitekriterien, die auer der ldentifikationsaufgabe auch und
vor allem der Forderung €) geniigen, sollen die Dimension eines Fehlerraumes oder
wenigstens dimensionsahnliche KenngréfRen als GitemaRe formuliert werden. Ein
allgemeines Einfilhrungsbeispiel soll dieses Ziel weiter verdeutlichen.

! Praktisch duBert sich dieses Problem daran, daf nach jedem Hinzufiigen eines Teilmodells
damit gerechnet werden muB, daf} die Parameter der bereits zuvor eingefithrten Teilmodelle immer
wieder anders und daher (weil nicht teilmodellbezogen) immer wieder falsch identifiziert werden,
solange dem Gesamiproze® kein adaquates Gesamtmodell gegeniibersteht. Diese Problematik wird

hier noch ausfthrlich betrachief,




1.2 Ein einfiihrendes allgemeines Beispiel

Ein nicht naher bezeichneter Prozef aus miteinander gekoppelten aber voneinander
unabhéngigen Teilprozessen soll durch ein Modell aus entsprechenden Teilmodel-
len beschrieben werden. Die Teilmodellfehler (Fehler jedes Teilmodells gegeniiber
seinem zugehdrigen Teilprozel) definieren einen Vektorraum, worin

- jeder Teilmodellfehler eine Basisrichtung dieses Raumes festlegt und somit
- die Anzahl fehlerhafter Teilmodelle die Dimension des Fehlerraumes bestimmt

Letzteres besagt, daf? die Dimension nicht festgelegt ist, sondern mit wachsender
Modellgenauigkeit abnehmen kann.

Der Anschaulichkeit halber wird nur ein 3-dimensionaler Fehlerraum betrachtet.
Seine Basisrichtungen sind x,yg,z.

Nach der gewohnten Sichtweise, d.h ohne die Beriicksichtigung der Forderung e)
des Abschnittes 1.1 bezieht sich jeder Modellansatz auf den ProzeR als Ganzes.
Dies gilt auch fur solche Modellansatze, die eigentlich nur Teilprozesse genau be-
schreiben kénnen. Ein solcher Ansatz wird hier in weitgehend allgemeiner Form
verwendet. Er besitzt nur einen freien Parameter u und erscheint im Fehlerraum als
Punkt auf der nicht achsparallelen, wie folgt definierten Geraden:

Xg 3 6 -1 0 2){%F 5
Yel =1 6 {u -| 6 | bzw.parameterfrei | 0 -1 4|/ Y| =1|4| (1.2-1a,b)
Z; 1,5 0,5 -2 1 0/ |z 6

Diese Gerade durchst6Rt die Koordinatenebenen in den Punkten (0, 6, 2,5),
(-3, 0, 1) und (-5, -4, 0), Bild 1.2-1.

Das verwendete Gltekriterium verlangt die Minimierung der Quadratsumme Gber
die Fehlerkoordinaten:

- Q=x2+y2+z2=Min! , Q: Modelifehler (1.2-2)

Nach (1.2-2) mit der Nebenbedingung (1.2-1b) ergibt sich ein Q-Minimum im Punkt
(X¢.YeZs) = (-53, 20, 26)'1,,.

Als Funktion der Fehlerkoordinaten x. ist der Modelifehler bestimmt durch

Q = (21x% + 106x: + 169)"/,, Bild 1.2-2. Von Nachteil ist daran einerseits das flache
Minimum, genauer der flache Funktionsverlauf am Minimum, denn dies erschwert
eine empirische Bestimmung dieses Minimums. Andererseits gehdrt zum optimalen
Punkt wegen x;, Vs, - 0 ein Modell, das keinen der drei Teilprozesse exakt be-
schreibt.
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Bild 1.2-1 Eine Fehlergerade in einem 3-dimensionalen Fehlerraum. Nach der Darstellungsform
(1.2-1a) erstreckt sich diese Gerade etwa zwischen u=0 (links unten) und u=2,3 (rechts oben).

Dessen ungeachtet enthélt die Fehlerge-
rade aber auch Punkte, wo das Modell je
einen der drei Teilprozesse exakt be- 6oL
schreibt. Es sind die schon benannten
DurchstoBpunkte durch die Koordinaten-
ebenen. Das Kriterium (1.2-2) kann diese
Punkte nicht finden, weil nach (1.2-1a)
jede Fehlerkoordinate von u abhangt, also
die Forderung e) des Abschnittes 1.1 nicht
erfillt ist.

70¢

AQ

X

F

In den DurchstofRpunkten durch die Ko-
ordinatenebenen ist je eine Fehlerkoordi-
nate null und deshalb der Fehlerraum de- (4 5 1) vgi. Bild 1.2-1
finitionsgeman nur 2- statt sonst 3-dimen- '
sional *.

Iy 5 4 3 2 4 0

rang

Bild 1.2-2 Q(x;) entlang der Fehlergeraden

Bild 1.2-3 zeigt die Dimension des Fehlerraumes (die Fehlerdimension) als Funk-
tion der Fehlerkoordinaten x.. Bedeutsam an den Minima dieser Funktion ist deren

spitze Form, genauer der spitze Funktionsverlauf zu den Minima hin. An den Stellen

dieser Minima beschreibt das eingefiihrte Teilmodell jeweils einen der drei Teilpro-
zesse exakt. Eine andere Frage (die zentrale Frage dieses Beitrages) ist dabei, wie

! Die Fehlerdimension 1 ist erreichbar, wenn die Nebenbedingung (1.2-1) zu einer Ebene
erweitert wird, die den Koordinatenursprung {0,0,0) nicht enth&if und deren Normalenvektor nicht

parallel ist zum Ortsvektor des bisherigen optimalen Punktes (Xr.Yr:Z¢). Mit einer solchen Ebene als

Nebenbedingung folgt aus dem Kriterium (1.2-2) ein Optimum mit kleinerem Q-Wert, wobej aber

immer noch Q>0 ist. Die Fehlerdimension ist dann in den drei Punkten gleich 1, wo die Ebene der

Nebenbedingung von den Basisvektoren durchstof3en wird, sonst gleich 3. Erst wenn die Nebenbe-
dingung wegfallt, also der prozefRadaquate Modellansatz vollsténdig eingefithrt ist, liegt das Opti-
mum in (0,0,0). Der Modelifehler hat dann den Wert Q=0 und die Fehlerdimension ist gleich 0.

4



die Dimension des Fehlerraumes in einem Glitekriterium formuliert werden muf3,
damit die Minima der Gutefunktion spitz genug sind, d.h. der in Bild 1.2-3 gezeigten
Form méglichst nahekommen.

Im Vergleich zur Form eines Dimensionsminimums hat sein absoluter Wert offen-
bar nur untergeordnete Bedeutung.

4Dim.

Bild 1.2-3 Die Fehlerdimension entlang der 2} :

xe-Koordinate des Modellfehlers. Die Minima

fur x=-5, -3, 0) gehoren nach (1.2-1a) zu

U=1I3, 1, 2. 0 L L 1 1 t 1 »
6 -5 -4 3 -2 -1 0

=N
T

Zusammenfassend und verallgemeinernd folgendes eingeschétzt:

— Einzelne Teilmodelle kénnen dann als genau bestimmt gelten, wenn geeignet
definierte Gutefunktionen ausreichend spitze Minima aufweisen.

— Als Giitemaf eignet sich die Dimension eines Fehlerraumes. Falls diese Dimen-
sion praktisch nicht zuganglich ist, miissen geeignete Abwandlungen (dimen-
sionséhnliche KenngréRen) gefunden werden, die fiir richtig formulierte Modell-
ansatze genligend spitze Minima sicherstellen.

— Existiert fir ein Teilmodell ein geniigend spitzes Minimum, so zeigt dies aulzer
der Richtigkeit der Parameter des Teilmodells auch die Richtigkeit des
Teilmodell-Ansatzes an. Letzteres ist dann bedeutsam, wenn nicht vorab sicher-
gestellt ist, daR den Teilprozessen auch die richtigen Teilmodell-Ansétze gegen-
Uberstehen. Gibt es kein spitzes Minimum, so folgt daraus zwar nicht notwendig
die Falschheit des Ansatzes, doch gibt es ein spitzes Minimum, so darf der An-
satz als richtig gelten.

Die in diesem Abschnitt aligemein dargelegten Probleme werden anhand eines be-
kannten, regelungstechnisch bedeutsamen Modellbildungsverfahrens konkretisiert
(Abschnitt 2). Die traditionell besonders in der Strémungsdynamik benutzte Dimen-
sionsanalyse (Abschnitt 3 und Anhang) ist die Grundlage der Definition von Fehler-
modellen (Abschnitt 4). Fr die praxistypischen Falle, in denen nur nichtparame-
trische ProzeRbeschreibungen vorliegen (z.B. als MeRreihen von Frequenzgangen),
wird die Komplexitat des Modelifehlers durch Kenngréfen bewertet, die aus einer
Variante der fraktalen Dimension, namlich der Linien- oder Zirkeldimension abgelei-
tet sind (Abschnitt 5). In drei Anwendungsbeispielen wird anhand der Analyse von
Kurven (Ortskurven und Signalgraphen) die Wirkungsweise des entwickelten Ver-
fahrens gezeigt (Abschnitt 6). Noch offene Probleme nennt der Abschnitt 7.



2. Ermittlung parametrischer Modelle aus Frequenzgangwerten

2.1 Verfahrensbeschreibung

Der komplexe Frequenzgang eines regelungstechnischen Prozesses ist experimen-
tell in Real- und Imaginarteil fur diskrete Frequenzen bestimmt

Gp(jwk) = GR(U)k) * le((x)k) mit w=ksw, k=0,1,2,..,K (2.1-1)

und soll durch einen parametrischen Modell-Frequenzgang

m m

. ka)ibi H (1 +jkai’)
Gyliw = _n"____ = Kv'_j————— , msn (2.1-2)
Y (w)'a (1+jo,T)
i=0 i=1
mit Ky: statische Verstérkung
T, T Zeitkonstanten

beschrieben werden. Eine noch benétigte Vereinfachung von (2.1-2) ist

: 1
G (6] L ——
o = 5 Ho T (2.1-3)

mit Tg=T, T+ AT =T, -T,)-..-T . Summenzeitkonstante.
Ein bekanntes Lésungsverfahren verwendet die Betragsquadrate

leka)!z = Gs(mk)
GR(mk)z + Gl(wk)z (2.1-4)

By+B,wi+...+Brwe"  B(wy)

2.1-5
1 +A1(0§+... +Anwi" A(wy) ( )

(Gl

und minimiert den verallgemeinerten Fehler [Wu86, S. 366] 2

! Eine Ubertragungsfunktion G(s) (s: komplexe Variable) in der Linearfaktoren-Darstellung
gemaf (2.1-2) mit

(1+8T)(1+8T,) ... (1+8T,) =1 + s(T+Ty+ .. +T) + SZ(T1T2+T1T3 .. ) + .. (binomiale Reihe)

L -sT; +s2T;%5... (geometrische Reihe)
1+sT;

wird beim Abbruch der beiden Reihen jeweils nach dem linearen Glied approximiert durch

G(s) = To=Ty+ Tyt Ty-Ty Ty =Ty

'

1
1+8Tg

2 Uber das mdgliche Auftreten von konjugiert komplexer Pole/Nullstellen, Nichtminimalpha-
sigkeit oder Mef3stérungen wird hinweggesehen.



g,(0) = Gg(@)A®,) - B(®,) (2.1-6)

Als Fehlergleichungssystem fiir w,,, 0, lautet der veralilgemeinerte Fehler

A1
g,(@,) Gg(@,)) | ~02Gg(w,) .. -0 "Gyw,) 1 ] .. wi™ A
0 - : : B“ (2.1-7a)
g(0d)  (Ga@9) | -02G 0y .. ~02Ga(wy) 1 02 . 02|
Bm
bzw. kurz
g =u-Vb . (2.1-7b)
Daraus ergibt sich nach der Methode der kleinsten Quadrate (MKQ)
g, e, = Mti!n! (2.1-8)

die Bestimmungsgleichung fiir den Parametervektor
b=NVWV'VTy . (2.1-9)

2.2 Ein Anwendungsbeispiel zur ProzeRanalyse

Ein Prozef ist nichtparametrisch gegeben durch die Frequenzgangwerte von

. 1
Gp(jw,) = — . , (2.2-1)
P (140, T (140, T)(1+0, T,
mit w,=kaw, k=0,1,2,-,K : diskrete Frequenz
T,=100s, T,=30s, T,=10s : Zeitkonstanten.
Seine Naherung entsprechend (2.1-3) ist
. 1
G.(jw,) = (2.2-2
0% 140, T )

mit T, =T, + T, + T, = 140s: Summenzeitkonstante.

Ein ProzeBmodell wird durch schrittweises Hinzufiigen einzelner Teilmodelle
(PT,-Glieder) entwickelt.



Schritt 1:

Nach (2.1-2) fur K,=1, m=0 und n=1 ist

. 1 1
Guliw,) = = 2.2-3
m{® a,+j0,a, 1+jw, T, ( )

mit w,=kaw, k=0,1,2,-,K=200, aw=0,0005s".

Aus (2.2-3) folgt nach (2.1-5)

|Gyl = %1 : (2.2-4)

2
1+A0p  1+T 20}

Gemal (2.1-7) mit Gg(w,) nach (2.1-4) folgt
e(w,) Gg(w)-1| | -0iGg(w,)

= : - : TZ (2.2-5a)
e(wy) Ga(@) -1/ | -wiGg(w,)
bzw. kurz
g, =u-yT7 . (2.2-5b)
Daraus ergibt sich nach (2.1-8)
g, 'e, = Min!

Tz

- gemaR (2.1-9) der optimale Schatzwert der Modellzeitkonstanten

T, = yx'v)'vu =151,9s.
0.1

Analog zum Optimum im einfuhrenden Bei- )
spiel (Abschnitt 1.2) weicht T, erheblich von

allen drei Prozefizeitkonstanten T,, T,und T, -°2f &2
ab. Dies liegt zwar auch daran, daf3 das ver- 03
wendete Schatzverfahren keine erwartungs- ~ -04
treuen Schéatzwerte liefert. Der wesentliche -05¢
Grund der Abweichung ist jedoch, da das 08¢
Verfahren ein einzelnes Teilmodell nicht exakt -7
bestimmt, solange nicht alle notwendigen Teil- 08

mo"de!]e eingefhrt sind bzw. eip prozeR- R P T T a—a—
adaquater Modellansatz eingefiihrt ist. Bild 2.2-1 Die Ortskurven des Modells G,(jo)

Die zu T, gehérende Ortskurve von mit T,=151,9s und des Prozesses Gg(jw),
Gu(iw) nach (2.2-3) im Vergleich mit der Orts- beide fur v,=k-0,0005s", k=0,1,2,K=200,
kurve des Prozesses G,(jw) nach mit Markierungen (Kreise) fur k=1,2,--,10 und

mit Hilfslinien zur Markierung gleicher Fre-

(2.2-1) zeigt das Bild 2.2-1. quenzen fir k=2,4,6, -



Schritt 2:

Der Modellansatz (2.2-3) wird gemaR (2.1-2) um ein PT,-Teiimodell erweitert:

, 1 1
Gl = . 2. s 2
a,+jw,a, ;coka2 1+jw (T +T) -0, T, T, (2.2-6)
(1+j@, T )(1+jw, Ty)
mit w, wie im Schritt 1. Aus (2.2-6) folgt nach (2.1-5)
. B
IGuiw ) = — = - 212 —— (2.2-7)
1+A,0, +A0, 1+(T+T)w, + T T
Gemaf (2.1-7) mit Gg(w,) nach (2.1-4) folgt
8] [ Gal@)-1) [ -wiGe(wy) -0 Ga(0s)|( 12 1o
a b
: .- : . (2.2-8)
g0)  \CalW-1) | ~02Gywy) -wiGg)]* * "

und daraus ergeben sich nach (2.1-8) und (2.1-9) die optimalen Schéatzwerte

T, =739s, T, = 527s .

Auch diese beiden Schatzwerte weichen 01
noch deutlich von jeder der drei Prozel3zeit- o
konstanten T,, T,, T, ab. Allerdings zeigen
die Ortskurvendarstellungen von G,(jw,)

und von Gg(jw,) im Bild 2.2-2, daRk der o2
- Modellfehler schon viel kleiner ist als im -03¢
Schritt 1. o4t

Bild 2.2-2 Ortskurven des Modells G,,(jw) mit 08
T,=73,9s, T, =52,7s und des Prozesses Gp(jw) 07!

Schritt 3:
Der Modellansatz (2.2-6) wird gemaf (2.1-2) um ein PT,-Teilmodell erweitert:

. 1
Gu(jw,) . P
8y tW A, -y a, +jwa,

i

1
140, (T 4T+ T ~02(T, Ty + T T+ T, T) e T, T, T,
1
(140, T,)(1+jo,T)(1+jw,T) (2.2-9)




Dieser Ansatz ist prozeRadaquat (vgl. (2.2-1)) und wird demzufolge mit
T T T = T Ty Ty

nahezu exakt identifiziert *. Somit bestétigt auch dieses Beispiel, dal die Richtigkeit
jedes einzelnen Teilmodell-Ansatzes erst mit der Richtigkeit des Gesamtmodells,
also erst am Ende der Modellbildung nachweisbar ist.

3. Die Dimensionsanalyse als Hilfsmittel zur Modellbildung

Vorausgesetzt wird, dal Gemeinsamkeiten zwischen dem Prozef’ und seinem Mo-
dell in gemeinsamen Parametern X,, X,, X;, - , X, zum Ausdruck kommen, wobei der
funktionale Zusammenhang dieser Parameter untereinander nicht bekannt sein
muf3. Die Parameteranzahl n ist nicht festgelegt und kann sich z.B. nach der jeweils
geforderten oder erreichten Modellgenauigkeit richten. Bei schrittweiser Modeller-
weiterung wird n entsprechend zunehmen. Als funktionaler Zusammenhang zwi-
schen den Parametern wird eine allgemeine Parameterfunktion eingefihrt:

(X4, Xoy Xz, 4 Xo) =€, c¢: dimensionslose Konstante

und speziell

Prozel: Modelk:

fo(X1,ps Xgp1 =+ 1 Xap) = Cps (e Xoms  + Xom) = G- (3-1)

Die Gemeinsamkeiten zwischen dem Prozef und seinem Modell sind unabhangig
von den Maf3stabsfaktoren k;, k,, - ,k,, mit denen die einzelnen Parameter gemes-
sen werden. Deshalb mul} gelten

foXy o Xopr = 4 Xy p) - fo(KiXy pr KXoy =, KX, p) _ % (3-2)
X Xom 0 Xam)  Tu(KiXgm KXo 0 KiXom) Oy
Erfullt wird (3-2) dadurch, daB f die Form eines Potenzproduktes
a % (3-3)

= 92 -
F=x% —X =c

erhalt und somit (3-2) die Gestalt 2

' Weil keine StorgréBen beriicksichtigt sind und nur numerische Effekte wie Stérgréfen
wirken, bewirkt die verfahrensbedingte Nicht-Erwartungstreue nur einen sehr kleinen Schatzfehier.

? Die Malstabsfaktoren kirzen sich dann heraus:

a4 qy q Gy, 92 Gy & DB G q Y9 n
(KX, 0) "(KyXz p) 2 (KX, p) ™" B Ky'ky' = Ky XypXpp = X _ %pXap  Xnp

G 2 4, 9,9 9 & 9 q, 9 9 9
(k1x@,u) (kzxz_g) (knxn_,m) i k,"kzz(.. kg" XL;“X.‘,_;; Xn_;‘ xm’wxz_;‘ Xﬁ.’;‘
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q 92
X1pXap = Xqp _ Cp (3-2a)
[ PR dn
Xy mXam  Xnm
Aus (3-2a) geht hervor:

- Der Quotient links in (3-2a) existiert nur flir X, y, Xy, = » Xom ¥ 0, d.h. nur fur sol-
che Parameter, die im Modell tatséchlich beriicksichtigt werden.

- Parameter, die in Prozef3 und Modell wertgleich sind (oder bei fortschreitender
Modellverbesserung wertgleich werden), erscheinen in (3-2a) nicht oder kiirzen
sich heraus . Somit existiert der Quotient allein fiir die Modellparameter, welche
mit den zugehdrigen ProzeRparametern (noch) nicht tibereinstimmen.

Die Exponenten qy, q,, -, q, werden von jetzt an - angelehnt an die Dimensions-
analyse [Tr89] (s. Anhang) - auch als metrische Dimensionen verstanden, genauer
als Teile der Dimension des Modellfehlers. Die Dimensionsanalyse wird als Teil der
sog. Ahnlichkeitstheorie u.a. in der Strémungsdynamik zur Modellbildung genutzt.
Modellverbesserungen duern sich in (3-2a) durch Annaherungen der Form

X o )%
'_P) -1 miti=1,2, -, n.
Xim

Zwar hat dies seine reale Ursache in der Anndherung X, - X, doch wird formal die
Annéherung q; - 0 als Ursache angesehen.

Um den Gesamtfehler des Modells als Fehlerdimension darzustellen, werden in
(3-2a) die Terme mit gleichem Exponenten als Potenzen geschrieben:

9y 9n q q q q
X1p%op =~ Xop [ Xip | Xep | [ Xap | Cp _ f_g} (3-4)
XoM XoM Cm Cm

q,
mit g: metrische Dimension des Gesamtfehlers (hier g=1).

9 9% X
XimXom  Xam M

Die Einzelquotienten (Basen der Potenzen) des Potenzproduktes in (3-4) haben, da
sich die physikalischen Dimensionen der Parameter kiirzen, keine physikalische
Dimension. Demnach sind nur quantitative Unterschiede zwischen den verschiede-
nen Potenzbasen maoglich.

Fir die nachfolgende qualitative Betrachtung werden analog zur Einflihrung von
Basisparametern bei der Dimensionsanalyse (s. Anhang) in (3-4a) die Potenzbasen
mit einem gemeinsamen aber nicht néher bezeichneten Basiswert B vereinheitlicht.
Dazu werden die bisherigen Basen mit solchen Faktoren a, und a erweitert, daR die
Unterschiede zwischen den Potenzen allein durch die neuen Exponenten r,und r
zum Ausdruck kommen:

4, Ay Ynq Gy 8 % G o
L Xy mXyh o XX Ko oXnp - X
TFUrZB. Xop = Xop = Xjist JIP72P - Tar1PTa o TmPT2R T0o1P
Q 9 Q. a, a, a. Gy
Xy m¥zm o FnoaamXy XimXzm - Xnam
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mit
X X X c
B = a1._.1_P. = az_z_'_P_ = = an n.pP = a_ﬁ #* 1
Xim Xom XaM Cm
Damit ist nach (3-4)
q q q q
Xip ) Xp|* Xn.P] "B ( Ez) _Br. (3-5)
X1M XoM XaM Cum

Aus (3.5) folgt durch Exponentenvergleich
r+r+-+r,=r (3-6)

Sollten zwischen dem Prozef3 und seinem Modell alle zueinander gehérenden Para-
meter Ubereinstimmen, also fir diese Parameter kein Modellfehler bestehen, ist r
gleich null zu setzen. Dann hat (3-6) allein die triviale Lésung r,=r,=-=r,.=0 ".

Gibt es dagegen noch fehlerhafte Modellparameter, so ist nicht bekannt, ob die
betreffenden Summanden positiv oder negativ an r beteiligt sind. Folglich ist unge-
wilR, ob mit fortschreitender Modellverbesserung, d.h. mit abnehmender Summan-
denanzahl in (3-6) der Exponent bzw. die Dimension r monoton abnimmt. Um aber
eine solche Monotonie zu erzwingen, werden im Unterschied zu (3-6) Betrage sum-
miert:

ol + ] + o+ [rg| = rl. 3-7)

- Im Hinblick auf eine schrittweise Modellerweiterung werden diese Betrage nunmehr
einzeln betrachtet und das allgemeine Vorgehen bei der Modellbildung ent-
sprechend spezifiziert:

' Fur n>1 und r=0 hat (3-6) (n-1)-fach unendlich viele Lésungen. Weil aber n veranderlich ist,
muf (3-6) fur jede mégliche Summanden-Teilmenge erfulit sein. Das bedeutet, daR bei unterschied-
lichem Umfang der Summe in (3-8) dieselben Summanden stets die gleichen Werte annehmen
missen. Demgeman ist statt (3-6) ein (2°-1)-zeiliges Gleichungssystem zu lésen:

11 111
11 110
11 -101 I
Mc=Q mit M=[11 100, r= (3-6a)
11 011 T,
00 - 00 1)
Wegen Rang(M)=n hat (3-8a) nur die triviale Lésungr, =r,= .=, = 0.
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Das Modell wird schrittweise aufgebaut, indem immer nur ein einziger neuer Para-
meter (oder im allgemeineren Sinne immer nur ein Teilmodell) eingefiihrt und dem
zugehdrigen Prozeflparameter (oder Teilprozef3) angeglichen wird. Dasselbe duRert
sich mit Bezug auf (3-4) so, dalk immer nur eine Potenz

(La]“(&]“ i=1.2,..n (3-8)

Xim Cm)
eingefiihrt wird. Dabei soll der Modellfehler allein durch die Betrdge der Exponenten
zum Ausdruck kommen. Mit der Abnahme des Modellfehlers bzw. mit der Anglei-
chung [q] - |q|, die in der Realitat eine Angleichung Xy ~ X ist, entfélit die i-te Va-
riante von (3-8) von selbst aus der Betrachtung.

Das genannte allgemeine Vorgehen besagt noch nichts {iber die Gewinnung der
Exponenten bzw. Dimensionen. Fur diesen Zweck ist die Dimensionsanalyse nicht
nutzbar, denn von einem Prozef}, von dem nur eine nichtparametrische Beschrei-
bungsform vorliegt, gibt es folgerichtig auch keine Parameter.

Fur die Darstellung der Fehlerdimension wird zur fraktalen Dimension tibergegan-
gen. Wie sich allerdings zeigen wird, werden im Rahmen der fraktalen Dimension
nur dimensionsahnliche KenngréBen gefunden, die zudem weitgehend problem-
orientiert formuliert sein missen. Fir die Gewinnung dieser KenngréRen ist deshalb
ein systematisches Vorgehen kaum méglich.

Bevor diese Problematik aus regelungstechnischer Sicht genauer ausgefiihrt wird,
werden fir regelungstechnische Zwecke geeignete Darstellungsformen des Modell-
fehlers, namlich Fehlermodelle eingefiihrt.

4. Fehlermodelle

" 4.1 Ubertragungsfehler

In (3-2) werden die allgemeinen Parameterfunktionen f, und f,, durch lineare Uber-
tragungsoperatoren in Form der Frequenzgange Gy(jw) fur den ProzeR und G,(jw)
fur das Modell ersetzt, s. (2.1-1) und (2.1-2). Analog zu den Parametern in (3-2)
bestehen diese Frequenzgénge aus Teilfrequenzgéngen

Gp(jw) = Gp1(jw)Gp2(jw) Gpn(jw)’ GM(jm) = GM1Gw)GMZGm) GMnGw) )

Der Quotient nach (3-2) wird definiert als Fehlermodeil

. Gp(jw)
G.(jw) = —F . 4.1-1)
09 " o)
Die Umformung
Gy(iw) Giw) = Gp(jw) (4.1-2)

macht Gg(jw) zum Korrekturmodell filr Gy(jw), d.h. der Reihenschaltung von Gy und
Gr werden die Ubertragungseigenschaften von Gp(jw) unterstelit, Bild 4.1-1. Diese
Auffassung von einem Fehlermodell ist mit derjenigen in [Lu88] vertraglich.
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Um das Wesen des Fehlermodell zu verdeutlichen, wird (4.1-1) als Produkt Uber n
Teilprozesse/-modelle geschrieben:

Gp4(j0) Gp,(jw) - Gp,(jw)

Ge(jw) =
F(w) Gor(i0) Gyi®0) ~ Gy (i) (4.1-3)
= GP1G(D)] GPZ(jw)) (M
Gy (0) J{ Gpa(iw) Cun(1)

Fur richtig identifizierte Teilmodelle entfallen die betreffenden Faktoren in (4.1-3) ',
woraufhin diese Teilprozesse/-modelle nicht weiter berlicksichtigt zu werden brau-
chen. Dies ist vorteilhaft gegeniiber herkémmlichen Modellbildungsverfahren, z.B.
solchen auf der Grundlage des Ausgangsfehlers € =y -y, siehe Bild 4.1-1 und
Beispiel 4.1-1.

Bild 4.1-1 Der Prozel} G, und die ihm ent- | :
sprechende Reihenschaltung aus dem Modell [ ; --------------
Gy, und dem Fehlermodell G.. Weiterhin sind U—se >

u die EingangsgréRe, y die Ausgangsgrofe : }' ; :
(fur beide Zweige als identisch vorausgesetzt) LS G s G N y
und & der Ausgangsfehler. : M F{:

.............................

Beispiel 4.1-1: Der Prozel und das Modell sind Verzégerungsglieder erster Ordnung (PT,). Die
statische Verstérkung und die Dynamik gelten als eigensténdige Teilmodelle:
1 . 1
» Guiw) = Ky ————
1+j@T, mlo) = K37 joT,,

Gy(jo) = Ky

" Das Fehlermodell ist hierbei

i - 4 (16) (1

Gy,(jw) Kyl | 1+j0T,

Mit dem Bekanntwerden des Dynamik-Teilmodells (T,=T;) entfailt der betreffende Faktor und im
Fehlermodell verbleibt nur das Statik-Teilmodeli:

Das Fehlermodell hat sich somit quantitativ und qualitativ, d.h. auch die Komplexitét des Fehlers
betreffend, vereinfacht. Demgegentiber gilt fur den Ausgangsfehler

TFUr 2.B. Gy, (jo) = Gp (j0)= G (jo) ist
Gp-;(jm) sz(}'w) Gp(n--:)(jm) Gﬂ(jw) - Gp10m) sz(jw) GP(n—1)Gw)

G (jw) =
) Cui(i0) Gyyzi0) ~ G-y} G(j@)  Gyy(j0) Gpyy{j0) ~ Ciyyga-1yi®0)
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g(jw) _ Y(w)-yy(w) ko1 k1
- - N = Np S MO -
u(jw) u(jw) 1+jwT, 1+jwTy,

_ KoKy + j0(KeTyKyTp)
(1 +j0T)(1 +jwT,)

Dieser Fehlerfrequenzgang vereinfacht sich fur T,=T, nur quantitativ zu

e(jw) _ Ko -Ky )
u{jw) 1+jwTp

Trotz richtiger Bestimmung der Modelldynamik ist demnach im Ausgangsfehler noch die Prozeltdy-
namik wirksam. lhr Einfluf} verschwindet erst dann, wenn auch die statische Verstarkung richtig
bestimmt (K,,=Kp) und damit das Modell insgesamt richtig bestimmt ist. Daran aufert sich wie schon
in den Beispielen der Abschnitie 1.2 und 2.2, dafl nach herkémmlichem bzw. die Teilprozesse nicht
berticksichtigendem Vorgehen die Teilmodelle nur alle gemeinsam bestimmt werden kénnen.

4.2 Signalfehler

Ist ein Signal eine Uberlagerung von Teilsignalen S,+S,+-+S,, so soll jeder einzelne
Teilsignal-Modellfehler im Sinne der obigen Betrachtungen zum Gesamtsignal-Mo-
dellfehler S¢ beitragen. Um dieses Problem in einer Quotientendarstellung geman
(3-2a) auszudriicken, wird jedes Teilsignal formal als Exponent einer gemeinsamen,
nicht ndher bezeichneten Basis b geschrieben. Desgleichen geschieht mit 5. Ge-
maf (3-2a) und analog (4.1-1) hat dann das Signal-Fehlermodell die Gestalt

Spipy Se2. 1y Se
bSF = b™"b™2...p ™" - bSP,1+SP,z+"'+SP,n"SM,1‘SM,z“"'"SM.n ) (4.2-1)

bSmipSma., b SMa
Durch Logarithmierung folgt daraus
S = Sp+Spp++8p; = Sy =Sy~ ~Su, - (4.2-2)

Fur richtig identifizierte Signale verschwinden paarweise die betreffenden Summan-
den in (4.2-2).

Eine Konsequenz der Darstellung (4.2-2) des Signalfehlers wird im Abschnitt 6.2
durch einen Vergleich mit der Fourier-Analyse verdeutlicht.
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5. Fraktale Dimensionen fiir die Modellbildung

Fur Prozesse, tber die nur nichtparametrische Beschreibungen (z.B. MeRreihen)
vorliegen, werden fur die Fehlerdimension q (s. Abschnitt 3) addquate KenngréRen
gesucht. Daftr wird vom verallgemeinerten Dimensionsbegriff der fraktalen Dimen-
sion [Ed90] ausgegangen. Die fraktale Dimension dient z.B. in der Chaostheorie zur
quantitativen Charakterisierung von Attraktoren. Eine wesentliche Eigenschaft frak-
taler Objekte ist ihre Selbstéhnlichkeit. Diese besteht allerdings bei realen Objekten
und insbesondere bei nichtparametrischen Prozefibeschreibungen nur iber einen
begrenzten Betrachtungsbereich. Aus diesem Grund wird die Komplexitat des Mo-
dellfehlers im vorliegenden Beitrag grundséatzlich nur lokal (nur fir einen geeigneten
Betrachtungspunkt) bestimmt. Verwendet werden dafiir Formen der Linien- oder
Zirkeldimension [P192], einer Variante der fraktalen Dimension.

5.1 Selbstahnlichkeits-Dimensionen

Der gemessene Grad der Komplexitat eines Objektes (einer Flache, eines Volumens
o.a.) ist erfahrungsgemaf vom verwendeten Betrachtungsmafistab abhéngig. Dies
wird Ublicherweise dadurch formalisiert, dal3 die Komplexitat r und der MaRstab a
durch ein Potenzgesetz nach der allgemeinen Form rea® (= in der Grenze, hier fiir
a-0) verknipft werden. Der Exponent q, der als metrische Dimension gilt, wird damit
zum MaR der Komplexitét des Objektes.

Wenn ein Objekt in beliebig kleine Teile geteilt werden kann, von denen jedes eine
Kopie des Ganzen ist, dann heif3t das Objekt (exakt) selbstahnlich *. Praktisch wird
der Begriff Selbstéhnlichkeit aber auch dann gebraucht, wenn ein Objekt diese Ei-
genschaft nur ndherungsweise oder nur in begrenztem Malstabsbereich aufweist.

Fur die Beschreibung der Komplexitat selbstahnlicher Objekte wird definiert:

ad-Y (5.1-1)

mit g: metrische Dimension
V: verallgemeinertes Volumen eines n-dimensionales Objekies, dessen me-
trische Dimension q gesucht ist, (VN)
a: (meist 1-dimensionale) Basisldnge eines n-dimensionalen Teilobjektes, (af1)
N: Anzahl der zur vollstandigen Uberdeckung von V notwendigen Teilobjekte 2

Aus (5.1-1) folgt die Bestimmungsgleichung

' Geraden, Quadrate oder Wiirfel sind selbstahnlich. Sie sind beliebig unterteilbar und
dennoch sind ihre (auch als topologisch bezeichneten) Dimensionen stets 1, 2, 3, also ganzzahlig.
Fraktale Objekte sind ebenfalls selbstahnlich, lassen aber nur bestimmte Teilungsfaktoren zu, so
z.B. die bekannte Koch'sche Schneeflockenkurve nur die Teilungsfaktoren '/, '/, '/, . Die (frakta-
le) Dimenson dieser Kurve ist 1,26, also gebrochen (lat. fractum = zer-/gebrochen).

2 Die Dimension q wird zuweilen auch Boxdimension genannt. Die Bezeichnung Box ist

daran angelehnt, dai} die verwendeten g-dimensionalen Teilobjekte bei manchen geometrischen
Objekten auch (Hyper-}Wirfel oder Boxen genannt werden.
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log(V) - log(N) (5.1-2)
log(a)

Weil das Volumen V konstant ist, verschwindet sein Anteil bei abnehmender Basis-
lange a, wohingegen N mit a anwachst. Deshalb ist eine gebrauchlichere Ndherung

q:

. lim log(V) - log(N) _ log(N) (5.1-3)
a-0 " log(a) og(h
a
Nach (5.1-3) ist
No L (5.1-4)
ad

Ein Beispiel verdeutlicht die Maf3stabs-Unabhangigkeit der metrischen Dimension
selbstahnlicher Objekte.

Beispiel 5.1-1: Ein Objekt wird

a) mitV=1000cm® gemessen und von N=8 g,-dimensionalen Teilobjekten der Basislange a=5 cm
Uberdeckt und

b) mit V=10°mm * gemessen und von N=10° q,-dimensionalen Teilobjekten der Basislénge
a=0,1 mm Uberdeckt.

Gesucht werden g, und q,, d.h. die metrischen Dimensionen q in den Fallen a) und b). Nach (5.1-1)
gilt:

? N-a% =V °) N-a® =V
8(5cm)™ = 1000cm % 10%0,1mm)* = 10°mm®
8-5%cm™ = 1000cm®™  (die MaReinheit entfzlit) 10°-0,1%mm® = 108mm®
5% - @9 0’1% - _'Loj
8 10°

Somit ergibt sich nach (5.1-2)

_ log,(1000) -log(8
q, - n(1000)-In@) _ 0g5(1000) ~logy(8) _ logo(1990) - jog,(125) = 3
In(5) log,(5) 8
5y _ 9 ] 10%) -1 10° 8
g9y = In(10°) ~In(10°) = 99,,,(10°) ~10g, ,(10°) = ]090,1(1{?‘“) = 1090,1(10-3) =3 -
In(0,1) logy 4(0,1) 10°

Das Objekt besitzt also die metrische Dimension q=3; es ist ein Wurfel mit dem Volumen
V=1000cm®=10°mm?® (Kantenlange 10cm), welcher von a) N=8 (Teil-)Wiirfeln der Kantenldnge
a=5cm und b) N=10 (Teil-\Wrfeln der Kantenlange a=0,1mm vollstandig ausgefilit wird. Die beim
Wiirfel bestehende Mafistabs-Unabhangigkeit der Dimension besteht bei anders geformten geome-
trischen Objekten i.allg. nicht.
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5.2 Die Liniendimension

Nichtparametrische Prozelbeschreibungen auf regelungstechnischem Gebiet wer-
den gern als Linien oder Kurven dargestellt (Ortskurven, Phasenbahnen, Signal-
graphen, ...). Zur Beschreibung der Komplexitat solcher Objekte wird im weiteren die
Linien- oder Zirkeldimension herangezogen. Die Teilobjekte zur Uberdeckung des
verallgemeinerten Volumens V (nachfolgend Linienlange L genannt) sind dabei Ge-
radensticke (Basisgeraden). Ein Beispiel veranschaulicht das Wesen der Liniendi-
mension.

Beispiel 5.2-1: Betrachtet werden drei Objekte: eine Gerade (G), eine zum Halbkreis (H) und eine
zum (Voll-)Kreis (K) gekrimmte Linie, Bild 5.2-1. Sie haben alle dieselbe Lange L. Mit einem Zirkel
fester Zirkelweite sind auf jeder Linie Punkte abgetragen. Diese Punkte sind in der gezeigten Form
durch Basisgeraden verbunden. Da jedes Objekt in sich eine konstante Linienkriummung aufweist,
gibt es pro Objekt N=6 gleichlange Basisgeraden. Weil aber die Objekte untereinander verschieden
gekrimmt sind, haben die Basisgeraden objekibezogen unterschiedliche Langen ag, a,, a,

L

1
= —Isin? 22 + - 211.. 22 -
2n[sm ( N ) + (1-cos( N N1 (5.2-1)

1

L L. o 1T 22
8, = — , a, = —~sin(—) + (1-cos{(— , a
N H rr[ (N) ( (N))] K

Bild 5.2-1 Verschieden gekrimmte
Linien (Gerade, Halbkreis, Kreis) mit
jeweils gleicher Lange aber unter-

schiedlichen Basisléngen ag, a,, ax.

Nach (5.2-1) sind die Basisléngen ag, a,;, ax
N- und L-abhéngig. Die nach (5.1-3) mit (5.2-1)
_ bestimmte N-Abhé&ngigkeit der Liniendimensio-

nen qg, gy, Gk 2eigt das Bild 5.2-2.

Die Dimension der Geraden ist konstant mit
gde=1 (Zeichen ihrer Selbstahnlichkeit).

Halbkreis und Kreis sind nicht selbstéhnlich,
denn ihre Dimensionen naéhern sich mit zuneh-
mendem N asymptotisch (von null her) dem
Wert eins '. Dennoch ist fiir jedes feste N die fol-
gende RegelmaRigkeit erkennbar:

Die Abweichung der Liniendimension q vom
Wert eins bzw. der Betrag [g-1] ist um so gréRer,
je mehr die Objekte gekrimmt sind 2. Somit eig-
net sich |g-1] zumindest als relatives MaR fur die

&

Komplexitat (die Kriimmung) von Linien oder YA e e w o w W %W
Kurven. Bild 5.2-2 Die Liniendimensionen qg, g, gy als

Funktionen von N nach der N&herung (5.1-3)

' Diese Objekte ahneln bei grobem MaRstab einem Punkt (Dimension null), wéahrend bei
hoher Auflésung ihre (lokale) Ahnlichkeit zur Geraden (Dimension eins) iberwiegt.

2 Nach der exakten Formel (5.1-2) haben fir N<L und N>L die krummen Linien Dimensio-
nen g>1 und g<1. Trotzdem wéchst auch dann der Betrag |g-1| mit der Linienkrimmung.
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Nachteilig an der Liniendimension ist, daB sie fir ihre Bestimmung die wahre Linien-
lange L voraussetzt. Diese Lange ist aber bei realen Linien, die i. allg. unregelmaRig
gekriimmt und oftmals nur lickenhaft oder nur punktuell bekannt sind, meist nicht
bekannt. So kénnen z.B. Ortskurven experimentell nicht vollstandig, sondern nur fur
endlich viele und nicht zusammenhangende w-Werte angegeben werden. Auer-
dem sollte L méglichst nicht durch Y a ersetzt werden *. Aus diesen Griinden wird im
folgenden nach Abwandlungen der Liniendimension gesucht, welche ohne die wah-
re Linienlange auskommen.

5.3 Dimensionsédhnliche KenngroRBen fiir Ortskurven

Fir die Betrachtung von Frequenzgangkennlinien (Ortskurven) mufl beachtet wer-
den, daf zur vollstandigen Darstellung eines Frequenzganges als Ortskurve neben
— dem Verlauf der Kurve in der komplexen Ebene auch

- die w-Skala auf der Kurve

gehért [Bu72). Beides wird fortan getrennt beriicksichtigt.

5.3.1 Verlauf der Ortskurve

Bei den Kreislinien im Bild 5.2-1 teilen die Begrenzungspunkte jeder Basisgeraden
ein Segment der Kreislinie ab. Je kleiner der Radius bzw. je stérker die Linienkriim-
mung ist, desto gréRer sind

- die Differenz zwischen der Lange | eines Liniensegmentes (Segmentlange, siche
im Bild 5.3-1) und der zugehérigen Basislange a, wobei diese Differenz besser

mit | normiert durch '—‘I—a'- ausgedriickt wird, und

- der als MaR der Linienkomplexitat geeignete Betrag |g-1] (s. Abschnitt 5.2).

Diese tendenzielle Ahnlichkeit wird als Proportionalitat ausgedriickt. Dies geschieht
aber, weil sich die Dimension q nicht nur auf Liniensegmente, sondern auf die ge-
samte Linie (Ortskurve) bezieht, anhand der Gesamtléngen Yl=L und Ya %

L%Za - la-1] (5.3-1)

Weil bei Ortskurven die Gesamtlange L und somit auch die Segmentlangen 1 zwi-

! Bei kreisférmiger Linienkriimmung wie im Beispiel 5.2-1 sind die Basislangen konstant und
daher ist } a=N-a. Wird L durch N-a ersetzt, so ergibt sich nach (5.1-2) unabhangig vom Krim-
log(N-a) - log(N) _ 1

mungsradius die Dimension q = log(a)
og{a

2 Nur fur gleichlange Basisgeraden ist Y a=N-a. Die w-Stutzstellen von Ortskuren sind aber i.
allg. nicht aquidistant. Fir solche Falle wird a fortlaufend indiziert: a, mit k=0,1,2,...,.K.
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schen zwei aufeinanderfolgenden w-Stlitzstellen nicht bekannt sind, wird fir '_'l"i

eine ErsatzgréRe bendtigt, die unter praktischen Bedingungen auch bestimmbar ist.

Wie sich am Kreis zeigen 140t, eignet
sich dafiir der Betrag des Segmentwin-
kels a, den ein Liniensegment und die
zu ihm gehdérende Basisgerade am Be-
rihrungspunkt miteinander einschlieen,
Bild 5.3-1 links .

Im Hinblick auf unregelmafig ge-
krimmte Linien wird statt des einzelnen
Segmentwinkels o derjenige Winkel be- giid 5.3.1 Segmentwinkel o zwischen Kreisseg-
stimmt, der sich zwischen jeweils einer  menten der Lange | und Basisgeraden der Lange a
Basisgeraden und der Richtung der an-  an einem Kreis mit dem Radius r
grenzenden Basisgeraden befindet
(Basiswinkel); beim Kreis ist dies der Winkel 2, Bild 5.3-1 rechts.

Im weiteren werden die absoluten Winkel der
Basisgeraden mit ¢, bezeichnet (Bild 5.3-2).
Deren Differenzen (die Entsprechungen zum
Winkel 2a im Bild 5.3-1) sind die Basiswinkel
AQ=Py,-P,. Die Betragssumme ¢ der Basis-
® .1 winkel einer Kurve wird gemaR (5.3-1) als eine
_ . Abwandlung der Liniendimension bzw. als
Bild 5.3-2 Absolute Winkel der Basisgeraden dimensionsahnliche KenngréRe aufgefafit.

Somit ergibt sich die Bestimmungsgleichung

K-1
d =Y |Ppuq — P : Gesamtheit der Basiswinkel (5.3-2)
=1

( mit ¢, = arg[Ge(jwy.1) - Ge(wl

Um Winkelanderungen mehr hervorzuheben, wird zusatzlich diskret differenziert:

K-2
D, = Y a0, — 2@, : Gesamtheit der Basiswinkeldnderungen (5.3-3)
k=1

mit AQy = Pysq - Py

' Bei einem Kreis mit dem Radius r gilt fur den Segmentwinkel «, den eine Basisgerade und

das ihr zugehorige Liniensegment gemag Bild 5.3-1 miteinander einschlieRen, o =2—l (in Bogen-
r

maR). Aus Winkelbetrachtungen folgt sin(zl) =2i. Daraus ergibt sich mit sinx = x- %xa RN ,
ro2r !

51
3 2
wobei die Potenzreihe nach dem linearen Glied abgebrochen wird, 1-a = S Y I = 10(21
24r2 61 2r 6
und somit L}i ~ a2, Well die Segmentwinkel an realen Ortskurven tiblicherweise sehr kein sind,
wird das Winkelquadrat durch den Winkelbetrag ersetzt: i}—a- ~jaf.
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Anmerkung; DaB ein Ortskurvenverlauf Hinweise auf einen Modell-Strukturansatz,
insbesondere in Form einer gebrochenrationalen Ubertragungsfunktion geben kann,
ist allgemein bekannt. So ist die Anzahl der Quadranten in der komplexen Ebene,
die eine Ortskurve fur we[0,] durchlduft, bestimmt durch

z=n+m_-m,, z: Quadrantenanzahl, (5.3-4)
n: Anzahl der Pole und
m./m_: Anzah! der Nullstellen in der linken/rechten Seite der komple-
xen s-Halbebene (s: komplexe Frequenz).

Allerdings erlaubt z beim Vorhandensein von Nullstellen keine eindeutigen Schlisse
auf die Anzahlen von Polen und Nullstellen der Ubertragungsfunktion.

Die dimensionsbezogene Bewertung der Komplexitat von Fehlerortskurven nutzt
zwar deutlich mehr Information iiber diese Kurven, doch treten auch hier beim Vor-
handensein von Nullstellen besondere Probleme auf. Diese Probleme werden im
vorliegenden Beitrag nicht naher erértert; Nullstellen werden deshalb nicht beriick-
sichtigt.

5.3.2 Frequenzskala auf der Ortskurve

Ohne firr die Frequenzskala eine Langen
eigenstandige Betrachtung vorzu-
nehmen, werden die winkel- bzw.
richtungsbezogenen Kenngréften ¢
nach (5.3-2) und a¢ nach (5.3-3) ‘
einfach fiir die Abstande zwischen X
den w-Stitzstellen einer Ortskurve %
modifiziert. Die Begriindung dafur X
. ist die Existenz von Méglichkeiten ¥
zur Umwandlung von Langen in
Winkel. Eine geometrische Maglich-
keit, nach der sich variierende
Punktabstande in Linienkrimmun-
gen umwandeln lassen, skizziert
das Bild 5.3-3. Bild 5.3-3 Eine Méglichkeit der Umwandlung von Punkt-
Die Existenz solcher Méglichkei- g%ﬁénden_,('—é”ge“)‘:i“ :‘g”g é—fg;e;’k;afa‘:”rgewf;}f&
o~ H en: varkerende unkKlapsia N el i G
ten soll als Grund ggnugeq, um in werden nach unten gedreht. Unten: Basiswinkel zwischen
(5.3-2) und (5.3-3) die Basiswinkel e neuen Punkten
durch die Basislangen zu ersetzen:

e
)

e}

i

Q

N
-~

-0

- (.'0

x..

Q
Q
o}
o]

Winkel ==
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K-1
L= la.-ad : Lange der Fehlerortskurve (5.3-5)
=1

mit |, = |Ge(j0y.4) - Ge(jo,)|

K-2
L, = Y [sa,, -2a] : Gesamtheit der Langenénderungen (5.3-6)
k=1

mit Aak = ak+1 - ak.

6. Anwendungsbeispiele

6.1 Fortfiilhrung aus Abschnitt 2.2

Fir den linearen Prozef’ (2.2-1), der nur nichtparametrisch durch Frequenzgang-
werte gegeben ist, wird mit den dimensionsahnlichen KenngréRen aus Abschnitt 5.3
durch schrittweises Hinzufiigen einzelner Teilmodelle (PT,-Glieder) der Form

. 1
GMO(J(DK) = 1—‘*-]—(0——_]_—' (61‘1)
k'M

ein ProzeRmodell entwickelt. Die Optimierung dafir nicht wird im Unterschied zum
Abschnitt 2.2 vollstandig numerisch vorgenommen. Einziger freier Modellparameter
ist dabei in jedem Schritt die Zeitkonstante T,.

Schritt 1:

Der erste Modellansatz enthalt auBer dem variablen Teilmodell (6.1-1) noch kein
~ bekanntes Teilmodell:

Guwy) = Gyollwy) = 1_?-1—013:T_M (6.1-2)
Der Frequenzgang des Fehlermodells nach (4.1-1) ist mit (2.2-1) und (6.1-2)
Gp(jwy) _ 1+jw, Ty,

Gulw)  (1+jw T )1+jw, T)(1+jw,T5)

mit @, = kaw, k=0,1,2,~,K =200, aw = 0,0005s™
Tu=0,1s, 2s, -, 150s.

Ge(iwy) = (6.1-3)

Die Fehlerortskurven zu (6.1-3) werden der Ubersicht halber nur grob fiir T,,=0, 10s,
20s, -, 150s angegeben, Bild 6.1-1.

! Zwar solite die Gesamtheit der Basislangen nach den Ausfiihrungen des Abschnittes 5.2
als Kenngrofe fiir die Liniendimension mdéglichst vermieden werden, doch wurden dort konstante
Basisléngen pro Linienobjekt vorausgesetzt. Bei realen Objekten wie z.B. Ortskurven besteht diese
Voraussetzung i. allg. nicht. Deshalb ist es gerechtfertigt, Giber die Sinnfalligkeit von (5.3-5) erst nach
praktischer Prifung zu befinden.
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Bild 6.1-1 Ortskurven des Fehlermodells (6.1-3) fur w,=kaw, aw=0,0005s" bei Variation der Modell-
. zeitkonstanten T,=0, 10, 20,-, 150s. Gleiche Frequenzen sind fur k=1, 2,--, 10 durch Hilfslinien
markiert. Um Kurvenlberschneidungen zu vermeiden, ist die Darstellung geteilt.

Augenscheinlich variieren die Fehlerortskurven in ihrer Lange. Die minimale Lange
besteht bei etwa T,=60s. Zudem werden etwa fiir T,>140s gemal (5.3-4) z=3 statt
sonst z=2 Quadranten durchlaufen. Ein Bezug zu den ProzeRzeitkonstanten T,, T,,
T, ist dabei nicht sichtbar.

Die dimensions&hnlichen KenngréRen ¢, ¢,, L, L, nach (5.3-2), (56.3-3), (5.3-5),
(5.3-6) als Funktion von T,=0, 1, 2,-, 150s zeigt das Bild 6.1-2.

8 1 T T T T T T 035

n3f

Aw/

1}

o

1 Il L 1 L —1 1 1, i 1. 1 2 1 i 2 i 1 i A
o 20 40 60 80 100 120 140 (] 53 0 15

Bild 6.1-2 Die KenngréRen der Fehlerortskurven als Funktion der Modellzeitkonstanten T, beim
Schritt 1 der Modellbildung

Zwar hat L(T,;) wie schon festgestellt nach ein schwach ausgepragtes Minimum bei
etwa Ty=60s, doch hat dieses keinen sichtbaren Bezug zu den ProzeRzeitkonstan-
ten T,, T,, T,. Die Kenngré3e nach (5.3-5) hat deshalb im vorliegenden Beispiel
keine praktische Bedeutung.

Aus ¢(T)) ist ein schwach ausgepragtes Minimum bei etwa T,,~90s erkennbar; es
kénnte auf die ProzeRzeitkonstante T,=100s hinweisen.

Besser ausgepréagt ist das Minimum von L (T,,) bei etwa T,,=100s; es weist bereits
recht deutlich auf T, hin.
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Deutlich spitze Minima gibt es nur in ¢,(T,,) '. Das globale Minimum liegt dort genau
bei T,,=100s. Damit ist die Prozef3zeitkonstante T, sicher nachgewiesen bzw. das
erste Teilmodell genau bestimmt. Das erste Teilmodell entfailt damit aus dem Feh-
lermodell (s. im Abschnitt 3).

Die Zeitkonstanten T, und T, beeinflussen zwar den Verlauf der Kurve ¢,(T,,), dies
aber zu wenig, um eigene Minima hervorzurufen; das T,-Minimum dominiert zu
stark. Fur T, und T, kénnen sich Minima erst dann ausbilden, wenn T, an der Mo-
dellbildung nicht mehr beteiligt ist.?

Ein tiefes Nebenminimum von ¢,, das zudem auffallend spitz ist, liegt bei T,,=140s.
Es widerspiegelt die Summenzeitkonstante T4 nach (2.2-2). Die hervorstechende
Form des Nebenminimums deutet an, da® das Modell (2.2-2) im vorliegenden Fall
ein gutes Naherungsmodell fir das Prozefiverhalten ist.

Damit die Lage des Nebenminimums von ¢, nicht als Zeitkonstante eines Teilmo-
dells fehlgedeutet werden kann, wird L, hinzugezogen: beide Kenngréfen miissen
minimal sein.

Schritt 2:

Neben dem variablen Teilmodell (6.1-1) enthalt der zweite Modellansatz bereits ein
bekanntes Teilmodell:

i 1 1
Gyliw,) = : 6.1-4
m® 1+j0,T, 1+0,Ty ©.1-4)

Weil das bekannte Teilmodell wegfallt, ist der Frequenzgang des Fehlermodells
nach (4.1-1) mit (2.2-1) und (6.1-4)
Gp(joy) ) 1+jw, Ty,
Gylw) (14w, T,)(1+jw,T5)

mit ®, = kaw, k =0,1,-,K =200, aw = 0,002s"
T, =0, 1s, 2s, -, 60s.

G.(o,) = (6.1-5)

Weil T, als die groRte ProzefRzeitkonstante nicht an (6.1-5) beteiligt ist, wird dieses
Fehlermodell in einem héheren Frequenzbereich betrachtet als das Fehlermodell
(6.1-3). Die Fehlerortskurven zu (6.1-5) fur T,,=0, 10, 20,--, 60s zeigt das Bild 6.1-3.

' Die Formen dieser Minima entsprechen am ehesten den erwarteten nadelférmigen Dimen-
sionsminima, vgl. Bild 1.2-3.

2 Dieser unterschiedliche Einflu der Teilmodelie erschwert es, Rasterstrukturen lokaler

Optima nachzuweisen (s. in [Ho97]). Diese Problematik wird zwar im vorliegenden Bericht nicht
weiter ausgefiihrt, ist aber trotzdem Gegenstand begleitender Untersuchungen.

24



Augenscheinlich besteht die klein
ste Lange dieser Fehlerortskurven
bei etwa T,,=20s. Zudem werden
etwa fur 10s<T,<30s nach (5.3-4)
z=1 statt sonst z=2 Quadranten
durchlaufen. Ein Bezug zu den Pro-
zeRzeitkonstanten T, T, istaber |
wiederum nicht sichtbar.

Die dimensions&hnlichen Kenn-
groRen ¢, ¢, L, L, als Funktionvon _ |
Tw=0,1,2,-,60s zeigt das Bild 6.1-4.

b2 0 ofz 04 Y Y 7 2 i 15 18
Bild 6.1-3 Ortskurven des Fehlermodells (6.1-5) fir o=
kaw, aw=0,002s" bei Variation der Modellzeitkonstanten
Tw=0, 10, 20,-, 60s. Gleiche Frequenzen sind fur k=1, 2,~,
10 durch Hilfslinien markiert.
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Bild 6.1-4 Die KenngroRen der Fehlerortskurven als Funktion der Modelizeitkonstanten Ty, beim
Schritt 2 der Modellbildung

Am aussagekréaftigsten sind wieder L (T,) und ¢,(T,,). Diesmal befindet sich das
globale ¢,-Minimum bei T,;=30s. Weil dieser Wert durch das L -Minimum bestatigt
wird, ist die ProzeRzeitkonstante T,=30s sicher nachgewiesen bzw. das zweite Teil-
modell genau bestimmt. Damit entfallt auch das zweite Teilmodell aus dem Fehler-
modell.

Wie schon in Schritt 1 hat ¢, ein Nebenminimum. Diesmal liegt es bei T,=40s und
gehort zur Summenzeitkonstanten des noch unbekannten ProzeRbestandteils, also
zu den noch nicht bestimmten Zeitkonstanten T, und T,

Tu=Ts=T,+ T, =40s. (6.1-6)
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Schritt 3:

Neben dem variablen Teilmodell (6.1-1) enthélt der dritte Modellansatz bereits zwei
bekannte Teilmodelle:

. 1 1
G, (iw,) = . 6.1-7
u{1%) (14w, T)(140,T,) 1+w,T, ( )

Weil die bekannten Teilmodelle wegfallen, ist der Frequenzgang des Fehlermodells
nach (4.1-1) mit (2.2-1) und (6.1-7)
Gp(jwy) ) 1+jw, Ty
Gylwy) 1+jw, T4

Ge(w,) = (6.1-8)
Die Fehlerortskurven zu (6.1-8), auf deren Darstellung verzichtet wird, entarten fir
Tw=10s zu einem Punkt auf der reellen Achse. Weil ein Punkt O-dimensional ist, gilt
somit die Prozel3zeitkonstante T,=10s als sicher nachgewiesen und somit das auch
das dritte Teilmodell als genau bestimmt. Unabhangig davon ergibt sich bereits aus
(6.1-6) durch Umformung

T,=Tg-T,=40s-30s = 10s.
Schritt 4:

Hier soll lediglich gezeigt werden, daB ein vierter Schritt eigentlich tUberflissig ist.
Neben dem variablen Teilmodell (6.1-1) enthalt der vierte Modellansatz drei be-

kannte Teilmodelle:

. 1 1
G,(iw,) = . 6.1-9
i) (1+jw, T )1+, T)(1+w, T5) 1+jw, Ty ( )

Weill alle bekannten Teilmodelle wegfallen, ist der Frequenzgang des Fehlermodells
nach (4.1-1) mit (2.2-1) und (6.1-9)

Ge(jw,)
Gpyiw,)

Die zugehorige Fehleroriskurve entartet diesmal fur T,,=0 zum Punkt. Dann ist
G, )=Ge(jw,), d.h. der variable Teil des Modellansatzes ist weggefallen. Dies
bestatigt, daf3(6.1-1) gar nicht erst ein viertes Mal eingefiihrt zu werden braucht.

Geliw,) = = 1+jw, Ty - (6.1-10)

Das Verschwinden des Modellfehlers ist ein Sonderfall, mit dem praktisch kaum zu
rechnen ist. Reale Prozesse kénnen i. allg. nicht durch ein endliches Modell be-
schrieben werden. Dann ist es sinnvoll, die Modellbildung bei hinreichend kieinem
Modellfehler abzubrechen.
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6.2 Signalanalyse

Aus einem zeitlich unbegrenzten Signal kénnen aus praktischen Griinden nur zeit-
begrenzte Abschnitte analysiert werden. Ein solcher Abschnitt, d.h. ein zeitbegrenz-
tes Signal soll als Uberlagerung aus linear unabhéngigen Teilsignalen (harmoni-
schen Funktionen) modelliert werden. Dies geschieht zundchst herkdmmilich per
Fourieranalyse und danach durch Minimierung der Fehlerdimension, wobei wieder
die dimensionsahnlichen Kenngréfen aus dem Abschnitt 5.3 Verwendung finden.

Das betrachtete Signal ist zeitdiskret und besteht aus drei Teilsignalen (Bild 6.2-1):
S=5,+5,+S5, (6.2-1)
mit S, = 20-sin(13-wyk), S, = 35-sin(37-wy k), S, = 15-sin(148-wyk): Teilsignale

w, = 2m0,0001: Grundfrequenz

k=0,1,2,-,K=1000: Zeitparameter

Die Teilsignale unterscheiden sich nur in Amplitude und Frequenz. Die Phase als
mdglicher dritter freier Parameter ist der Ubersichtlichkeit halber null gesetzt.

=

1 H 1 1 A A3 d . i
0 100 200 300 400 500 500 700 802 00 K 1000

Bild 6.2-1 Das zeitbegrenzte originale Signal S (durchgezogen) als Uberlagerung der Teilsignale S,,
S,, S; (gepunktet). Die Fortsetzung Uber den vorgegebenen Zeitbereich (im Bild durch das Skalen-
fenster markiert) hinaus ist Teil einer periodischen Fortsetzung. Erkennbar ist, daB diese Fortsetzung
Spriinge mit sich bringt.

Die Fourieranalyse approximiert das zeitbegrenzte originale Signal S als Uberlage-
rung aus zeitlich unbegrenzten orthonormalen trigonometrischen Basissignalen
(harmonischen Schwingungen). Dazu werden die einzelnen (frequenzdiskreten)
Basissignale so gewichtet (Fourier-Koeffizienten), dal der Fehler zwischen dem
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Signal S und seinem Modell im quadratischen Mittel minimal ist. Notwendige Vor-
aussetzung fur die Darstellung als Fourierreihe ist die Periodizitat des zu beschrei-
benden Signals. Da ein zeitbegrenztes Signal diese Voraussetzung nicht erfillt, wird
es formal periodisch fortgesetzt .

Die Fourierreihe des Signals S, dargestellt %0
fur den unteren Frequenzbereich und durch
die Betrage der komplexen Fourier-Koeffi-
zienten, zeigt das Bild 6.2-2.

Die frequenzbestimmenden Faktoren 13,
37 und 148 (s. in (6.2-1) widerspiegeln sich
in Uberhdhungen bei z=1(=0,1:13),
z=4(=0,1-37) und z=15(=0,1-148).

Auliedem zeigt die Fourierreihe die Wir-
kung der Spriinge, welche die periodische
Fortsetzung mit sich bringt: Alle Frequen-
zen des relevanten Frequenzbereiches 025 o 235

{0,a0,...,7,-w,} (s. Abtasttheorem) sind ver- Bild 6.2-2 Betrage der Fourierkoeffizienten
treten. von S flir aw-z mit aw=21/K=2rr-0,001=10-0,
‘und z=0,1,2,-,35.

Eine Signalmodellierung durch die Minimierung der Fehlerdimension erfolgt anhand
der dimensionsahnlichen KenngréRen aus Abschnitt 5.3 durch schrittweises Hin-
zufligen einzelner Signal-Teilmodelle der Form

Swo = A-sin(z-w, k) (6.2-2)

mit A: Amplitude
z: Frequenzfakior, A,z=0,1,2,-)

_ Schritt 1:

Der erste Modellansatz enthélt auRer dem variablen Teilmodell (6.2-2) noch kein
bekanntes Signalmodell:

Sy = Sy = Assin(z-wy°k) (6.2-3)
Nach (4.2-2) mit (6.2-1) und (6.2-3) ist das Signal-Fehlermodell
Se=8-5y=8, + 3, + S, - Asin(zwyk). (6.2-4)

Weil S in A und z variabel ist, erscheinen die dimensionsahnlichen Kenngréen

! Die periodische Fortsetzung kann zu einem erheblich verfalschien Signalmodell fithren,
denn bei einem nichtganzzahligen Verhaltnis zwischen der Breite des vorgegebenen Signalabschnit-
tes und den Perioden der verwendeten harmonischen Basissignale kommt es zu Spriingen im Si-
gnal, siehe im Bild 6.2-1. Diese Spriinge verfalschten alle Fourierkoeffizienten. Sie tduschen dabei
insbesondere Frequenzen vor, die im zeitunbegrenzten Originalsignal gar nicht vorkommen (Leck-
effekt oder Leakage) [Krg1, S.48].
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$, §,, L, L, " als Funktionen tber einer Fl&che. Im Unterschied zum Beispiel im Ab-
schnitt 6.1 zeigt sich dabei, daB alle vier Kenngroen (wider Erwarten auch L!) &hn-
lich gut ausgepragte Minima aufweisen. Deshalb wird stellvertretend nur noch ¢
(Gesamtheit der Basiswinkel entlang von S, vgl. (5.3-2)) weiter betrachtet. Das Bild

6.2-3 gibt den Funktionswert von ¢(z, A) als Schwarzungsgrad wieder.
148

40
A

0
o 10 20 50 100 180 Z

Bild 6.2-3 Kenngroe ¢(z,A) des Signalmodellfehlers beim Schritt 1 der Modellbifdung. Hervor-
gehoben sind die Koordinaten des globalen Minimums.

Die Funktion ¢(z,A) hat ein gut ausgepragtes globales Minimum fiir z=148 und
A’=15. Zur besseren Verdeutlichung dieses Minimums zeigt Bild 6.2-4 die Schnitte
$(z,A") und ¢(z',A). Offensichtlich wird z und damit die Frequenz viel scharfer identi-
fiziert als die Amplitude A.

&0l ¢' (z, A%)

10

o
144 146 148 150 152

A
0 20 40 60 80 100 120 140 160 5 it} 15 20 25 0 35 a4

Bild 6.2-4 Die Lage des globalen Minimums im Bild 6.2-3, verdeutlicht durch die Schnittfunktionen
d(z, A) und §(z’, A)

Damit gilt das Teilsignal S; und somit das erste Signalmodell als genau bestimmt.

Analog zu dem bereits im vorigen Beispiel festgesteliten Effekt sind die Parameter
von S, und S, (noch) nicht durch Minima reprasentiert. Die Teilmodelle haben also
wiederum sehr unterschiedliches Gewicht im Fehlermodell.

' Diese KenngréRen wurden zwar fir (Fehler-)Ortskurven entwickelt, werden hier aber un-
verandert fiir das zeitbegrenzte Fehlersignal S; angewandt.
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Schritt 2:

Neben dem variablen Teilmodell (6.2-2) enthalt der zweite Modellansatz bereits ein
bekanntes Signalmodell:

Sy = S; + Arsin(z:wgk). (6.2-5)
Nach (4.2-2) mit (6.2-1) und (6.2-5) ist das Fehlersignal
S=S-8, =S, +S,-Asin(zwyk). (6.2-6)

Im zweiten Modellbildungsschritt ergibt sich

d(z, A) so, wie es das Bild 6.2-5 erkennen lagt. ‘3
Diesmal hat ¢(z,A) ein globales Minimum fur 30

z'=37, A'’=36. Dessen genaue Lage und Gestalt

verdeutlicht das Bild 6.2-6 durch die Schnitte 20

d(z, A') und &(Z', A). 10

a
o 10 20 Z A0
Bild 6.2-5 ¢(z,A) beim Schritt
2 der Modellbildung

| T &b A)

LR I . )

e

3% % 3 9 38 o z A
9 5 6 15 2 2 s 3 40 45 50 0 5 16 G 2 25 30 35 40

Bild 6.2-6 Die Lage des globalen Minimums im Bild 6.2-5, verdeutlicht durch die Schnittfunktionen
d(z, Ay und &(z', A)

Die ldentifikation war hier nicht exakt, denn statt des zu S, geh6érenden Amplituden-
wertes A=35 wurde der Wert A=36 gefunden.

Schritt 3:

Nach der ungenauen Schéatzung im Schritt 2 ist nun der Modellansatz
Sy = S, + 36-sin(w,37-K) + A'sin(z-w, k) {6.2-7)

und folglich das Fehlersignal
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S¢ = Sp - Sy = 8, + S, - 36-sin(wy-37°K) - A-sin(z-w,k). (6.2-8)

Im dritten Modellbildungsschritt ergibt sich ¢(z, A)
entsprechend dem Bild 6.2-7.

Diesmal hat ¢(z,A) ein globales Minimum flr
z=13, A'=19. Dessen genaue Lage und Gestalt
verdeutlicht das Bild 6.2-8.

0 .
g 1 Z A0
Bild 6.2-7 ¢(z,A) im Schritt 3

der Modellbildung

Josr

08

d(z*, A)

07F

08
o5

Toal

z . . . . : A_

"o 5 10 1‘5 20 25 30 ki) 40 45 50D 30 5 10 15 20 pl X % 40

Bild 6.2-8 Die Lage des globalen Minimums im Bild 6.2-7, verdeutlicht durch die Schnittfunktionen
d(z, A) und (', A)

Auch hier war die Identifikation nicht exakt, denn stait der zur S, gehérenden
Amplitudenwertes A=20 wurde der Wert A=19 gefunden.

Schritt 4:

Nach den beiden ungenauen Schatzungen ist nun der Modellansatz

Su = S5 + 19-sin(w,13'k) + 36-sin(w,-37-k) + A-sin(z:wyk) (6.2-9)
und folglich das Fehlersignal

Sr =8p - Sy =8, + 8, - 19-sin(w,13k) - 36-sin(wy37°K) - A'sin(z-0,K) (6.2-10)
= sin(wy 13-k) - sin(wy-37+K) - A-sin(z-w, k).

Dieser Fehler, welcher der Restfehler aus den vorherigen Schritten ist, ist ver-
gleichsweise klein. Uber die Sinnfalligkeit einer Fortsetzung der Modellbildung soll
deshalb anhand des Bildes 6.2-9 entschieden werden. Dieses Bild zeigt das Fehler-
signal S nach allen bisherigen Schritten der Modellbildung.
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Bild 6.2-9 Fehlersignal S, jeweils fir
(0): gemaf (6.2-4) mit A=0, also S;=8 (noch ohne Schatzung)
(1): gemaR (6.2-4) mit A=15,z2’=148  (nach Schritt 1)
(2): gemaR (6.2-8) mit A'=36, z=37 (nach Schritt 2)
(3): gemaR (6.2-8) mit A=19,z=13  (nach Schritt 3)

Wahrend der Fehler zunéchst nur geringfiigig abnahm, ist er im Schritt 3 fast ganz
verschwunden. Unter Vernachléssigung des Restfehlers wird die Modellbildung
deshalb ohne die Ausfiihrung eines vierten Schrittes abgebrochen.

Hervorgehoben sei noch der Unterschied zur Fourieranalyse, vgl. Bild 6.2-2. Dort
ware es bei weitem nicht ausreichend, das Originalsignal S mit nur drei Basissigna-
len vergleichbar genau zu approximieren.
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6.3 Punktkinetik von Kernreaktoren

Bei Kernreaktoren geringer raumlicher Ausdehnung und geringer Leistung (z.B. For-
schungsreaktoren) gilt das sog. punktkinetische Reaktormodell [As65]. Es be-
schreibt einen nichtlinearen (speziell bilinearen) dynamischen ProzeR. Wegen der
Nichtlinearitat sind im ProzeRverhalten zustandsabhangig unterschiedliche Eigen-
schaften dominant. Deshalb gelten fiir unterschiedliche Betriebsbedingungen des
Reaktors unterschiedliche Vereinfachungen des punktkinetischen Modells. Zwei
solche Vereinfachungen werden vorgegeben; sie kdnnten experimentell getrennt
bestimmt worden sein. Gesucht wird das Gesamtmodell, in das die beiden Teilmo-
delle eingebettet sind.

1. Teilmodell: (dynamisches Modell, Nulleistungsmodell)

At = P—(%’—Bn(t) + Ae(t) (6.3-1a)

—?—n(t) - Act) (6.3-1b)
mit p(t): Reaktivitat (EingangsgroRe),
n(t): Neutronendichte (Zustands- und AusgangsgréRe)
c(t): Dichte neutronenaussendender Kernzerfallsprodukte (ZustandsgréRe)
B =0,0064, A =0,1s™": Parameter (kernphysikalische Konstanten)
| = 0,005s: Anlagenkonstante

¢(h)

glltig far
lo()] < 0,1B, (6.3-1¢c)
n(t) > ny =konst. » 0, ny: niedriger Arbeitspunkt (sog. Nulleistung)  (6.3-1d)

- 2. Teilmodell: (stationdres Modell fur den unterkritischen Reaktor)

Ps = ~ 1 s Vg~ Ny (6.3-2a,b)
VS

mit v=v(t): heuristisch eingefuhrte, nicht naher bezeichnete Hilfsgrée
Pg Ve, Ng: stationare Werte

gultig far
n=¢=0 bei n=n,=konst, ng»n,>0 (6.3-2¢)

—c B
c=c.,=--n
S )\l S

p, = konst. « -0,1B, (6.3-2d)
v, = konst. > 0, (6.3-2e)

Die zur Dimensionsbetrachtung verlangte Unabhangigkeit der Teilmodelle ist hierbei
dadurch gegeben, daB sich die Gultigkeitsbereiche (6.3-1c) und (6.3-2d) sowie
(6.3-1d) und (6.3-2c¢) nicht Uberschneiden.
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Verfahrensbedingt muf3 nun ein Teilmodell variiert werden '. Eine Variation der vor-
handenen Parameter B, A, | kommt dafiir nicht in Betracht, denn sie sind fest vor-
gegeben. Also missen neue Parameter eingefiihrt werden. Eine Orientierung dafir
bietet die Tatsache, dal sich die Teilmodelle widerspruchsfrei zusammenfiigen las-
sen missen. Um die gegebenen Teilmodelle auf Widerspruchsfreiheit zu priifen,
wird das 1. Teilmodell (6.3-1a,b) unter der Giiltigkeitsbedingung (6.3-2¢) des 2. Teil-
modells betrachtet:

0= ps—an + Acg

I
[

= -
1

-

13

0
Daraus folgt
P, =0 - (6.3-3)

Zwischen (6.3-3) und (6.3-2d) besteht ein Widerspruch. Zur Beseitigung dieses Wi-
derspruches erfolgt in (6.3-1a) unter Beachtung von (6.3-2a,b)? die Erweiterung

p(t) ~ p® + an() (6.3-4)
mit a als freiem Parameter. (6.3-1a) wird mit (6.3-4) modifiziert zu
1
p() + -B i
At = al-n(t) n) + Actt) (6.3-5)

Um zur Bestimmung von a wieder Frequenzgangmethoden nutzen zu kénnen, wird
das modifizierte 1. Teilmodell (6.3-5), (6.3-1b) am stationdren Zustand n.=konst.,

%j%"s’ Ps=" und fur ng=1 linearisiert. Daraus folgt der Frequenzgang
ang
ng .
—Is(ka+)\)
Gy i) = , - (6.3-6)
Y
I anl” an(

Der an gleichen stationdren Zustand am Prozef experimentell bestimmte Frequenz-
gang G(jw,) ist durch die Ortskurve im Bild 6.3-1 gegeben.

' Wenn nach der Optimierung des einen Teilmodells die Unabhéngigkeit des zweiten Teil-
modells noch bestehen sollte, ware mit diesem entsprechend zu verfahren.

2 v, wird wegen der nachgewiesenen Proportionalitat (6.3-2b) ersetzt durch n, und zu n(t)
veraligemeinert
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. ReGy) .

Bild 6.3-1 Frequenzgang-Ortskurve st
des Prozesses bei Stationaritat fur

n=1, w~kaw, k=0, 1, 2,.., 5000, aw=
0,01s™ mit Markierungen (Kreise) fur -
k=1, 2,.., 10

Im(Gp)

5 i % ® P 3 3
Vom Fehlerfrequenzgang Ge(jw,) gemaR (4.1-1) sind fiir a=0,058"sz mit z=1, 2,..,10
die Ortskurven im Bild 6.3-2 dargestelit.

Weil die Fehlerortskurve fiir z=4 zum 08
Punkt entartet, ist auch ohne Dimen- 44!
sionsbetrachtung klar, daR a=0,28"s
der richtige Wert ist. Zur Probe wird
dieser Wert in (6.3-5) eingesetzt. Im 3|
stationdren Zustand fur n=1 ist dann
p,=-5B. Dies ist ein mit der Bedingung
(6.3-2d) vertragliches und auch prak- .02}
tisch sinnvolles Ergebnis; es kenn-
zeichnet den abgeschalteten Reaktor.

Das modifizierte und identifizierte 1. -0s}
Teilmodell ist bereits das gesuchte 08 , : .
Gesamtmodell. Es lautet in der {ibli- o 05 1 15 2 25

chen, physikalisch begriindeten Form Bild 6.3-2 Fehlerortskurven fur a=0,058"s-z mit.
’ z=1,2,.., 10

04}

0

04+

a) = POPBn + Aty + g
' (6.3-7)

&) = —?—n(t) - ()
n
mit g = l—s- =1000Bs ': Dichte des Quelineutronen-Zuflusses (z.B. aus der kos-
a

mischen Héhenstrahlung stammend).

Das modifizierte 1. Teilmodell (6.3-7) schliet das
2. Teilmodell in sich ein *, Bild 6.3-3. Das 2. Teilmo-
dell braucht somit nicht weiter beri{icksichtigt zu
werden.

2. Teil-
model]

1. Teilmodell

modifiziertes 1. Teilmodell

Bild 6.3-3 Guitigkeitsbereiche der
Teilmodelle (schematisch)

L

! Aus (6.3-7) folgt fur n=¢=0 und n = n, gemag (6.3-2a,b): p, =~ —
nS
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Anhand von methodischen Betrachtungen und an verschiedenen Beispielen mit
linearen oder linearisierten Prozessen wurde gezeigt, daf} als GlitemaRe flr die
Parameteridentifikation dimensionsahnliche KenngréRen gebildet werden kénnen,
welche

- sich fur den schrittweisen Aufbau von Modellstrukturen eignen, dafiir

- immer nur auf ein einzelnes Teilmodell des Prozesses Bezug zu nehmen brau-
chen und

- die exakte Bestimmung einzelner Teilmodelle daran erkennen lassen, daR die
KenngréfRen geniigend spitze Minima (spitz geformte Funktionsverlaufe der
KenngréRen im Bereich der Minima) aufweisen.

Mit diesen Kenngréfien kann die Modellbildung wie beabsichtigt vergleichsweise
einfach und zielgerichtet durchgefiihrt werden. Dies ist ein Vorteil gegeniiber her-
kémmlichen Modellbildungsverfahren. Als nachteilig ist dagegen zu nennen, daR es
keine allgemeingltigen Kenngré3en gibt. ZweckmaRige dimensionsahnliche
KenngroRen missen weitgehend problem- oder prozelRspezifisch formuliert werden
und dies ist dann schwierig, wenn zu wenig A-priori-Information vorliegt.

Weiterfiihrende Untersuchungen werden sich der systematischen Gewinnung di-
mensionsahnlicher KenngréRen widmen und dafiir gegebenenfalls Elemente der
Mustererkennung, der evolutionaren Prinzipien und der statistischen Informations-
theorie heranziehen. Dabei wird auch an frithere eigene Arbeiten angekniipft [Ho98],
[Ho97]. Zudem sollen die bisher noch nicht beriicksichtigten Méglichkeiten des Auf-
tretens von konjugiert komplexen Polen/Nullstellen und von Nichtminimalphasigkeit
bei Ubertragungsfunktionen sowie von Stéreinflissen (z.B. MeRstérungen) unter-
sucht werden.

Ein besonderer Untersuchungsschwerpunkt wird eine Problematik sein, die an
. e€inem nichtlinearen Prozef3 (Abschnitt 6.3) nur beildufig gezeigt wurde. Sie betrifft
die Nutzung des Konzeptes der Fehlerdimension fiir die Zusammenfiihrung sich
widersprechender Teilmodelle zu einem widerspruchsfreien Gesamtmodell.
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Anhang: Die Dimensionsanalyse als Teil der Ahnlichkeitstheorie

Das Verfahren der Dimensionsanalyse ist sehr vielseitig und dient u.a. dazu, Bedin-
gungen fiir das Bestehen von Ahnlichkeiten zwischen verschiedenen Objekten (z.B.
zwischen einem Prozef und seinem Modell) zu formulieren. Als MaRe fiir Ahnlich-
keiten dienen sog. Ahnlichkeitsparameter bzw. -kennzahlen. Im Unterschied zu den
Objektparametern haben die Ahnlichkeitsparameter keine physikalische Dimension.
Zwei Objekte sind in einem bestimmten Betrachtungsrahmen (z.B. fir bestimmte
Parameter) einander dhnlich, wenn ihre diesbeziiglichen Ahnlichkeitsparameter
gleich groB sind.

Traditionell wird die Dimensionsanalyse u.a. in der Strémungsdynamik genutzt, um
beispielsweise zu kldren, unter welchen Bedingungen geometrisch verkleinerte Stro-
mungsmodelle zur Nachbildung originaler groer Strémungen geeignet sind. Ein
wichtiger Ahnlichkeitsparameter ist dabei die Reynolds-Zahl. Sie muB fir die
Original- und die Modellstrémung gleich sein.

Um die Objektparameter in einer Form darzustellen, die nicht vom gewahlten Maf3-
system abhéngt, wird jeder Ahnlichkeitsparameter als ein dimensionsloses Potenz-
produkt aus den Objektparametern formuliert. Die Anzahl der notwendigen Ahnlich-
keitsparameter bestimmt das sog. ri-Theorem:

Eine Funktion f zwischen n dimensionsbehafteten Objektparametern x,, x,, - X,,
die mit m voneinander unabhéngigen Basisparameterny,, y,, -, ¥, gemessen
werden (m<n), besitzt n-m unabhangige dimensionslose Argumente (die Ahnlich-
keitsparameter, n-Kennzahlen) m,, -, .

Die Bedingung fur Ahnlichkeit lautet nun: Die Werte der Objektparameter kénnen
sich beliebig dndern, solange die n-Kennzahlen konstant bleiben.

An die Anzahl der Objektparameter x,, X,, -+ X, und die Art des funktionellen Zu-
sammenhanges zwischen ihnen werden keine Bedingungen gestellt. Ausreichend ist
- die GewiBheit, dall ein Zusammenhang wirklich besteht. Um dies auszudriicken,
genlgt die allgemeine Parameterfunktion

f(xy, X5, X5y 4 X)) =€, c: dimensionslose Konstante. (A-1)

Die Funktion f wird wie gefordert unabhédngig vom gewahlten MaBsystem, indem sie
auch als Potenzprodukt

a (A-2)

f=x%" X, =C¢.

formuliert wird. Dabei heiBen die (unbekannten) Exponenten q,, q,, - , 4, auch Di-
mensionen von f. Alle Objektparameter werden mit vorgegebenen Basisparametern
Y1, Yo = » Yo @ls Potenzprodukte

i dZi dmi

X = y1d Yo Ym far i =1,2, -, n (A—-B)

ausgedriickt, wobei die Exponenten d,;, d,, -, d,; bekannt sind. Mit (A-3) geht (A-2)
tiber in
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q_ G2 dq

= x1 x2 - xn
dyy  dy duyqq 1y, 312, 922 Am2,a, din, 20 A G
=Yy Y2 = Ym ) Y Y2 Y ) Yy Y2t Y (A-4)
., G14Qq Ay e sdynGy | G0y - +danln G101t *dmaf2 +* 0l
= y1 2 e m
0.0 o]
=C =YY = Y -

Durch Exponententenvergleich an den Basisparametern folgt aus (A-4) das Glei-
chungssystem

Dg=0 (A-5)
(
dyy dyp -

doy doy -
mt D=| ° *  la=(-a).

- d

mn

Wegen rp,=Rang(D)<m und m<n hat (A-5) (n-rp)-fach unendlich viele Lésungen. Also
sind r, Unbekannte als Funktion der restlichen n-rp Unbekannten, deren Werte al-
lerdings frei wahlbar sind, bestimmbar. Die daraufhin entstehenden n-r, Lésungen
bilden die dimensionslosen 1-Kennzahlen bzw. Ahnlichkeitsparameter.

Ein Beispiel verdeutlicht allgemeine Zusammenhénge. Ein zweites Beispiel stellt
einen regelungstechnischen Bezug her.

Beispiel A-1: Von (geometrischen) Kreisen sei zunéchst nur bekannt, daR sie mit
den n=2 Parametern Radius r {cm} und Umfang u {cm} beschrieben werden kénnen.
Der einzige (m=1) hierfur benétigte Basisparameter ist die Lange L {cm}. Mitr, u =
X4, X, ist nach (A-1) und (A-2)

f(X,%,) = X, %2 = rfu®% =c . (A-6)
Die Objektparameter werden geman (A-4) durch ihren Basisparameter substituiert:

LHL% = 0L (A-7)
LCH*Q;: = LO

Durch Exponentenvergleich folgt aus (A-7)
4 +q,=0. (A-8)
Wegen n-m=2-1=1 gibt es nur einen Ahnlichkeitsparameter. Also ist in (A-8) eine der

beiden Unbekannten frei wahibar. Mit der Wahi g,=1 folgt q,=-1 und somit ist nach
(A-8) der Ahnlichkeitsparameter
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gt = Y0 (A-9)

m =T ;
Um seine Bedeutung fiir die Beziehung zwischen Original bzw. Prozef (P) und Mo-
dell (M) zu zeigen, wird

Mp (A-10a)

—= =1

JERY
gesetzt bzw. durch Quotientenbildung mit (A-6)

TeltwUp) [i]—1(i)1 _ [Eﬂ]o 1. (A-10b)

Fa(rs Un) Upm v Cum
Daraus folgt

U _ Ye (A-11)

Nach (A-11) missen u und r stets im gleichen Verhaltnis zueinander stehen, wohin-
gegen ihre Absolutwerte bedeutungslos sind. Folglich kénnen im Rahmen der Para-
meter u und r beliebige Kreise flreinander Original und Modell sein. DaR sie sich in
ihrer Flache ggf. nicht &hneln, bleibt dabei unbericksichtigt.

Als dritter (n=3) Parameter wird jetzt die Kreisflache A beriicksichtigt und dies auf

zweierlei Weise.
(1) Indem fur A die Einheit {cm?} als bekannt vorausgesetzt wird, ist wieder die
Lange L als einziger Basisparameter verwendbar (m=1). Mit (A-6) und A=x, ist

f(X) X0 Xs) = Xy XX = THU%EA% = ¢ (A-12)
~ Statt (A-7) gilt jetzt

Lq1Lq2L2q3 = LOLOLO
Lq1+q2+2q3 _ LO - (A‘13)

Daraus folgt durch Exponentenvergleich
q,+q,+2q,=0. (A-14)

Wegen n-m=3-1=2 gibt es nun zwei Ahnlichkeitsparameter. Also sind in (A-14) zwei
der drei Unbekannten frei wahlbar. Mit der Wahl g,=1, q,=0 folgt wie schon oben
a,=-1. Mit der zweiten Wahl q,=0, q,=1 folgt q,=-2. Damit sind nach (A-12) die Ahn-
lichkeitsparameter

' Die Verwandtschaft zur Definition der Kreiszahl 1 = 3,14... = —29; ist offensichtlich, wenn

auch die ahnliche Symbolik zufallig ist; (A-9) hatte ebenso reziprok geschrieben werden kénnen,
denn mit Ahnlichkeitsparametern sind alle Operationen erlaubt, die keine physikalischen Dimensio-
nen einflihren.
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oY, mar2at s A (A-15)

r r2

- p1
m =ru

Nach 11, konnen Kreise dann fiireinander Original und Modell sein, wenn A und r* im
gleichen Verhaltnis zueinander stehen.

(2) Nun sei die MaReinheit der Kreisflache A unbekannt. Deshalb wird fir A ein
eigenstandiger Basisparameter F eingefihrt. Damit ist m=2. Statt (A-13) ist

Lq1Lq2Fq3 - LOLOFO (A-16)
L% 29 - [ OFOC

und aus dem Exponentenvergleich folgt
q,+q,=0, q;=0. (A-17a,b)

Wegen n-m=3-2=1 gibt es hier nur einen Ahnlichkeitsparameter. Aus (A-17a) folgt
derselbe Ahnlichkeitsparameter 11, wie aus (A-8). Um die Bedeutung von g, fest-
zustellen, wird die Quotientenbildung mit (A-12) allein mit der Lésung aus (A-17a)

Vorgenommen:
1 q 0
Ael™ (%) _ 4 (A-18)
Ay Cm

fP(er uPtAP) - EFL - _r_P

(s Uppr App)
Die Beziehung (A-18) ist fur beliebige g, nur bei A=A, erflllt. Also missen das
Original und das Modell in ihren Fléchen Ubereinstimmen. Diese Forderung nach
Ubereinstimtpung wird verallgemeinert fur alle Parameter, die zwar eingefiihrt sind,
aber in den Ahnlichkeitsparametern nicht erscheinen.

Up T

Beispiel A-2: Von Frequenzgéngen nach
K(1+jwT")
(1 +j@T,)(1 +jwT,)

sei nur bekannt, daf’ zu ihrer Beschreibung n=5 Parameter

G(jw) = (A-19)

statische Verstarkung K {Q} (chmscher Widerstand),
Zeitkonstanten T, T, T {s} und
Frequenz ® {1/s}

gebraucht werden. Die dafir benttigten m=2 Basisparameter seien

ohmscher Widerstand R {O} und
Zeit T {s}.

 An dem Beispiel zeigt sich eine weitere Anwendungsméglichkeit der Dimensionsanalyse,
namlich die Erzeugung bisher unbekannter funktionaler Zusammenhange: indem m,=n, gesetzt wird,
entsteht unmittelbar die Formei A=u-r.
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Mit K, T, T, T', @ = Xy, X5, Xg, X4, X5 ist nach (A-1) und (A-2)
f(Xy X Xg) = Xy Xp? - Xg" = KHRTRT T % = ¢ . (A-20)
Die Objektparameter werden gemag (A-4) durch ihre Basisparameter substituiert:
(T0R1)q1 (T —1RO)Q2(T1R0)Q3(T1R0)Q4(T1R0)Qs — TORO

Rch (T -1)Q2TQ3TQ4qu = TORY (A-21)
T‘qZ+Q3"‘Q4+Q5RQ1 — TORO

Durch Exponentenvergleich folgt aus (A-21) das Gleichungssystem

Dg=0 (A-22)
0 -1 111
1 0 000

Wegen Rang(D)=2=m hat (A-22) n-m=3-fach unendlich viele Lésungen. Also sind m
Unbekannte bestimmbar. Bestimmt werden g, q, als Funktion der frei wéhlbaren
Unbekannten q,, 94, 9s. Mit den Zerlegungen

_ 0 -1 -1 -1 -1
D=(A-B) mit A = , B = ,
10 0 0 O

mit D=( ):Q=(q1 "'Q5)T-

folgt aus (A-22)
Ax =Bu (A-23)
Fur (A-23) kénnen so viele unabhéngige Lésungen gebildet werden, wie es linear

unabhéngige (Basis-)Vektoren der Lange von u gibt. Als Basisvektoren werden Ein-
heitsvektoren gewahit. Diese werden zu einer (n-m,n-m)-Matrix U zusammengestellt:

100
U-= (e, e e)={010 (A-24)
001
Entsprechend wird x zur (m,m)-Matrix X erweitert. Damit folgt nach (A-23)
100
0 1}f-1 -1 -1 000
X = ABU = 010]|-= (A-25)
-1 0/){0 0 O 111

00 1
und schliefllich ist

41



011007

X

()=o101o. (A-26)
01001

Wegen n-m=5-2=3 gibt es drei Ahnlichkeitsparameter. Die Zeilen in (A-26) bestim-
men nach (A-20) die Ahnlichkeitsparameter wie folgt:

m = Koo' T, ToT°° = 0T, , (A-273)
m, = KT T, T°° = oT, , (A-27b)
My, = KOQ'TTIT ! = 0T . (A-27¢)

Um die Bedeutung dieser Ahnlichkeitsparameter fiir die Beziehung zwischen Origi-
nal bzw. Prozef (P) und Modell (M) zu erhellen, wird

Mp _ Tap _ Tep _ 4

My Tom  Tapm

gesetzt. Daraus folgt

1
9 _Tip _ Top _ Te (A-28)
__1_ T1,M TZ,M T’M

Wy

Nach (A-28) missen die reziproke Frequenz und die Zeitkonstanten in konstantem
Verhaltnis zueinander stehen, wobei der Wert des Quotienten nicht festgelegt ist.
Folglich kann z.B. ein langsamer ablaufender (niederfrequenter) Vorgang schnell
(mit hoherer Frequenz) modelliert werden, wenn entsprechend (A-28) die Modellzeit-
konstanten entsprechend klein sind.

Die statische Verstarkung K kommt in den Ahnlichkeitsparametern nicht vor. ihr
Wert darf sich deshalb zwischen dem ProzeR und dem Modell nicht unterscheiden
(zur Begriindung siehe voriges Beispiel).
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