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Kurzfassung

Fur den Zweck der Modellbildung wird es im Beitrag als einfacher angesehen, erst
Teilmodelle des zu beschreibenden Objektes zu erzeugen und diese nachher zu
einer gesamtheitlichen Struktur miteinander zu verkniipfen, als das Objekt unmittel-
bar in seiner Gesamtheit zu modellieren. Aus dieser Sicht wird untersucht, wie die
Verkniipfung von vorgegebenen Teilmodellen auf systematische Weise mit Hilfe der
sogenannten Dimensionsanalyse durchgefiihrt werden kann. Das Strukturierungs-
problem wird dabei auf das Lésen eines linearen algebraischen Gleichungssystems
zurtickgefiihrt. Strukturelle Restriktionen werden entweder durch eine geeignete
Problemformulierung oder dadurch beriicksichtigt, daR der formal gefundene L6~
sungsraum nachtréglich eingeschrankt wird. Anwendungsméglichkeiten dieses Kon-
zeptes werden an verschiedenartigen Beispielen gezeigt.
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1. Einleitung

Die Vorgehensweise, welche fiir die Bildung des Modells eines originalen Objektes
in Betracht kommt, héngt entscheidend von den konkreten Gegebenheiten und Er-
fordernissen ab und &8t sich daher nur so weit verallgemeinern, wie auf einschran-
kende Voraussetzungen weitestgehend verzichtet wird. In diesem Beitrag wird le-
diglich vorausgesetzt, daR sich Teile des zu beschreibenden Objektes unabhéngig
voneinander modellieren lassen. Grund fir diese Voraussetzung ist die Annahme,
daB es einfacher ist, erst Teilmodelle zu erzeugen und diese nachher miteinander zu
verkniipfen, als das Objekt unmittelbar in seiner Gesamtheit zu modellieren.

Davon ausgehend wird untersucht, wie vorgegebene Teilmodelle systematisch zu
einer gesamtheitlichen Struktur verbunden werden kénnen. Die Herkunft der Teilmo-
delle ist hierfiir ohne Belang. Verwiesen sei diesbezliglich nur auf die Mdéglichkeit,
Teilmodelle regelungstechnischer Prozesse dadurch zu gewinnen, daR lokale Mini-
ma der Komplexitét (im besonderen die Minima der fraktalen Liniendimension) eines
geeignet formulierten Fehlermodells ausgewertet werden [H98-2].

Die Verkniipfung von bereits vorgegebenen Teilmodellen ist zwar an sich nur ein
verhaltnismafig kleiner Schritt bei der Modellbildung, doch kdnnen viele solche
Schritte aneinandergefiigt und z.B. hierarchisch gestaffelt werden. Dann sind dem
Umfang und dem Vernetzungsgrad des zu bildenden Modells sowie der erfal3baren
Abstraktionsspanne keine prinzipiellen Grenzen gesetzt und die Gewinnung der
Teilmodelle verliert relativ an Gewicht.

Um fiir die Verbindung der Teilmodelle eine allgemeingtiltige Methodik entwickeln
zu kénnen, wird fur die Teilmodelle eine stark verallgemeinernde Darstellungsform
gewahlit: Die Teilmodelle werden mit Hilfe von bindren Merkmalen als Merkmals-
mengen bzw. Binarvektoren definiert. Eine Verkniipfung von Teilmodellen &uert
sich dann in Uberschneidungen ihrer Merkmalsmengen. Die an einer Verkniipfung
beteiligten Mengen haben dann gemeinsame (Koppel-)Merkmale.

Im einfachsten (trivialen) Fall iberschneiden sich die Teilmodelle in allen ihren
gemeinsamen Merkmalen. Die entsprechende Struktur wird fortan Trivialstruktur ge-
nannt. Da sie strukturelle Restriktionen nicht berlicksichtigt, ist die Trivialstruktur die
umfangreichste aller méglichen Strukturen, die aus den gegebenen Teilmodellen
konstruierbar sind.

Sobald strukturelle Restriktionen bestehen, ist nur noch ein Teil der Trivialstruktur
zulassig. Worin dieser Teil besteht, ist das eigentliche Problem bei der Verkniipfung
der Teilmodelle, denn die Restriktionen erlauben keine direkten Riickschliusse auf
zuldssige Strukturvarianten. Zwar kann die Trivialstruktur zufallig reduziert werden,
doch ist die Wahlfreiheit dafiir zumeist uniibersehbar grof. Statt dessen wird vor-
gesehen, zunachst determiniert Substrukturen zu bilden, die voneinander unabhén-
gig sind. Die Unabhangigkeit soll dabei sicherstellen, daB die Substrukturen einzein
den Restriktionen unterzogen und ggf. eliminiert werden kénnen, ohne daf andere
Substrukturen davon mit betroffen sind. Die verbleibenden Substrukturen werden
schlieflich miteinander verbunden. DaB die entstehende Gesamtstruktur ebenso wie
ihre beteiligten Substrukturen den Restriktionen geniigt, ist durch die Unabhéngig-
keit der Substrukturen gewahrleistet.

Zur formalen Bestimmung der benétigten Substrukturen wird die aus der Stro-
mungslehre her bekannte Dimensionsanalyse [S92] herangezogen. Die Struktursu-
che wird damit auf die Lésung eines (i. allg. unterbestimmten) linearen algebra-



ischen Gleichungssystems zuriickgefiihrt; die Dimension des L&sungsraumes be-
stimmt die Anzahl der unabhangigen Substrukturen. Restriktionen werden nicht bei
der Rechnung beriicksichtigt, sondern entweder (vorzugsweise) schon bei der De-
finition der Merkmale oder (alternativ oder ergéanzend) erst nach erfolgter Rechnung
durch die Einschrankung des Lésungsraumes.

Nach grundlegenden Betrachtungen, welche den herkémmlichen Umgang mit der
Dimensionsanalyse skizzieren, die mathematische Formulierung und die Lésung des
Strukturierungsproblems beschreiben, den Umgang mit Restriktionen sowie Regeln
fur die Interpretation der Rechenergebnisse umfassen, werden anhand von Bei-
spielen einige Anwendungsmdglichkeiten der entwickelten Methodik und dabei ver-
schiedene praktische Besonderheiten gezeigt.

2. Methodische Grundlagen
2.1 Darstellung des Strukturierungsproblems

2.1.1 Teilmodelle als Merkmalsmengen

Das Strukturierungsproblem wird so dargestellt, daR zu seiner Lésung das Prinzip
der Dimensionsanalyse benutzt werden kann.

Die Dimensionsanalyse dient herkémmlich dazu, die Gewinnung noch unbekannter
funktionaler Zusammenhange zwischen physikalischen Groften dadurch zu verein-
fachen, daR die in den vorkommenden physikalischen Einheiten enthaltene Informa-
tion zugénglich gemacht wird. Zwar reicht solche Information i. allg. nicht aus, um
volistandige Formeln (Modelle) zu gewinnen, doch werden die Freiheiten, nach de-
nen die betrachteten GréRen miteinander verkniipft werden kénnen, z.T. erheblich
reduziert. Insofern ist die Dimensionsanalyse zumindest ein Hilfsmittel zur Verein-
fachung der Modellbildung.

Die physikalischen Einheiten sind aus sog. Basiseinheiten aufgebaut. Die Basis-
einheiten wiederum gehoren zu BasisgroBen. Z.B. ist die Einheit der Gréie Be-
schleunigung a aus den Einheiten der BasisgréRen Lange L und Zeit T aufgebaut:
[a]=[LT?]. Mit der Einfuhrung der Bezeichnung Basisgro3en werden die urspriing-
lichen Gr6Ren, da sie sich mit Hilfe der BasisgréRen ausdriicken lassen, folgerichtig
als abgeleitete GréRen bezeichnet. Fur das zu untersuchende Strukturierungspro-
blem sind diese Begriffe jedoch irrefiihrend; hier gibt es

— Eigenschaften (Merkmale) von Objekten anstelle von abgeleiteten GréfRen und

— miteinander zu verbindende Teilmodelle anstelle von Basisgrofien.

Die vorgegebenen Teilmodelle X,, X,, ..., X, sind definiert durch die Merkmale
Xy, X5 - » X, € {0,1}. Da eine Eigenschatft qualitativ ist, sie also nur entweder vorhan-
den oder nicht vorhanden sein kann, sind die Merkmale binarwertig: Der Merkmals-

0 . . vorhanden : .
wert { 1 } bedeutet, da die betreffende Eigenschaft {nicht vorhanden } ist. Die

mit eins bewerteten Merkmale jedes Teilmodells werden als Merkmalsmenge zu-
sammengefafit. Die Merkmale eines Teilmodells miissen untereinander disjunkt



sein '; dies ist bei der Definition der Merkmale zu beachten.

Die Teilmodelle sollen die Merkmale miteinander zu einer Struktur verbinden. Infol-
ge der Mengendarstellung der Teilmodelle kann sich eine Struktur nur in Mengen-
uberschneidungen duRern. Die Merkmale solcher Schnittmengen werden, da sie
Kopplungen der Teilmodelle realisieren, Koppelmerkmale genannt.

In einer Struktur aus Teilmodellen gibt es zwei einander ergéanzende Formen der
Verkniipfung von Koppelmerkmalen:

a) Innerhalb eines einzigen Teilmodells X; sind verschiedene Koppelmerkmale x
miteinander verbunden (teilmodellinterne Verkniipfung), Bild 2.1-1a.

b) Verschiedene Teilmodelle X; iberschneiden sich in einem einzigen Koppelmerk-
mal x; (teilmodelliibergreifende Verkniipfung), Bild 2.1-1b.

Bild 2.1-1 Strukturbestimmende Verkniipfungen von Koppelmerkmalen,
a) je zwei Koppelmerkmale pro Teilmodell, b} je zwei Teilmodelle pro Koppelmerkmal

In einer Struktur wechseln die beiden Verkniipfungsarten einander alternierend ab.
Dies wird im weiteren fir die Erkennung von Strukturen ausgenutzt:

Eine Struktur ist daran erkennbar, daR sie Ketten aus abwechselnd teil-
modellintern und -Ubergreifend verbundenen Koppelmerkmalen aufweist.

Gibt es keine strukturellen Restriktionen, so kénnen die Merkmalsmengen uneinge-
schrankt so weit Giberschnitten werden, daR die Vereinigungsmenge jedes Merkmal
héchstens noch ein einziges Mal enthalt. Als Ergebnis entsteht die sowohl umfang-
reichste als auch am einfachsten zu bildende unter allen méglichen Strukturen, die
aus den gegebenen Teilmodellen gebildet werden kénnen; fiir sie wurde oben der
Name Trivialstruktur eingefuihrt. Bei vorhandenen Restriktionen sind nicht mehr alle
mdglichen Mengeniberschneidungen zuldssig. Die darauthin entstehende Struktur
ist nur noch ein Teil der Trivialstruktur. In der Bestimmung dieses Teils liegt, wie

' Die Disjunktheit soll hierbei besagen, daf ein Teilmodell eine bestimmte Eigenschaft nicht
zwei- oder mehrfach, sondern hdchstens einmal aufweisen kann; entweder es hat die Eigenschaft
oder es hat sie nicht. Z.B. hat ein gewdhnlicher elektrischer Stromkreis die Eigenschaft “Widerstand”.
Ein supraleitender Kreis hat diese Eigenschaft nicht. Enthait ein gewdhnlicher Stromkreis mehrere
ohmsche Widerstande als Bauteile, so hat er deswegen nicht mehrmals die Eigenschaft *Wider-
stand”. Um das Vorhandensein von mehreren gleichartigen Bauteilen auszudriicken, mufiten fur
diese unterschiedliche Merkmale definiert werden.
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bereits angedeutet, das eigentliche Problem bei der hier untersuchten Modellstruktu-
rierung.

2.1.2 Einbeziehung der Dimensionsanalyse

Fur eine Modellbildung besteht eine allgemeine Voraussetzung darin, dal es zwi-
schen einem originalen Objekt und einem anderen Objekt, das als Modell des origi-
nalen Objektes gelten soll, Gemeinsamkeiten gibt. Die Zuordnung, welches Objekt
das Original und welches Objekt das Modell sein soll, ist dabei willktrlich. Grund-
satzlich kann jedes der beiden Objekte als Modell des jeweils anderen Objektes
gelten. In diesem Sinne werden nachfolgend zwei Modelle miteinander verglichen.
Formaler Ausdruck von Gemeinsamkeiten zwischen den Merkmalen x; des einen
Modells und den entsprechenden Merkmalen x des anderen Modells sind Abbildun-

gen
x=kx, j=1,2,..,n, (2.1-1)

wobei die Koppelparameter gemaR k; = ki(X,, X,, .., X)) = konst. durch die Teilmo-
delle bestimmt sind. Die Zugehorigkeit der Merkmale zu einem bestimmten Modell
wird ausgedriickt als aligemeine Parameterfunktion

(X, Xy, - ,X,) = konst. f(X{,X3, .. ,x;) = konst. , (2.1-2)
wobei die rechte Seite jeweils eine dimensionslose Konstante (Zahlenwert) ist. Ge-
fordert wird

(X %5, - 2 X)

— = konst. (2.1-3)
(XX X))

unabhéngig davon, wie sich ein Merkmal x; vom entsprechenden Merkmal x; absolut
unterscheidet '. Der Quotient in (2.1-3) unterstrelcht die “absolute Bedeutung des
Relativen” im Sinne des Bridgman-Postulats (vgl. [S92] S. 12); es besagt sinnge-
maMR: Unabhéngig davon, wie sich die Merkmale x; und x; absolut voneinander unter-
scheiden, hat ihre Relation stets denselben Wert.

(2.1-3) wird erfullt, indem die beiden Parameterfunktionen als Potenzprodukte

9% A MY PR - ) .
=Xy Xy . Xy FEax xR oox (2.1-4)

dargestellt werden, wobei die Exponenten q,, q,, ..., d,, die auch Dimensionen? ge-

'Z.B. kann x; zu einem warmetechnischen und x; zu einem elektrotechnischen Objekt geho-
ren. Die beiden Merkmale kénnen dann dennoch dleselbe Eigenschaft ausdriicken, z.B. die Eigen-
schaft “Kapazitat”. Insofern sind die beiden Merkmale dieselben. Ihr absoluter Unterschied betrifft die
physikalischen Dimensionen, denn zum einen handelt es sich um Warmekapazitat und zum anderen
um elektrische Kapazitat. Fir diesen Fall lassen sich Formen des Quotienten (2.1-3) finden, in dem
sich alle beteiligten physikalischen Dimensionen gegenseitig aufheben, s. Beispiel im Abschnitt
2.1.3.

2 Diesmal hat dieser Begriff die Bedeutung einer raumlichen Dimension.
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nannt werden, unbekannt sind. Wird (2.1-4) mit (2.1-1) in (2.1-3) eingesetzt, so be-
statigt sich
a9 s
X{ Xg o X
'fT = 12 : = L = konst. (2.1-5)
P k) ()™ . (kx)™ K,'ky? . k"

n

Die Zugehorigkeit der verschiedenen Teilmodelle zu jedem einzelnen Merkmal wird
ausgedrickt durch das Potenzprodukt

dy; dy; A
X: = X () "X 0¢) % . X ()™
i 1d( |)d. 2( |)d . m( |) , i= 1’ 2’ ..n, 1 (21-6)
= X, K7 L X"
wobei die Exponenten bzw. Dimensionen d;, d;, ..., d.; bekannt sind; sie tragen die
zur Kopplung der Merkmale benétigte Information. Nach (2.1-4) mit
(2.1-6) ist

49 qn
Xy Xy o Xy =
dyg @ dn dspy, d d din+ 9on AranqGip
= XK X T X KR X X KT X
(2.1-7)
dyqQg+dypUp++dy Gy \, Ap9Gy +0o00p+.+dp G, (o SO PR SN, PR W
=X1111 1242 1 X2211222 2 mxm11m22
040 0
= konst. = XX, .. X,
Durch Exponentenvergleich folgt daraus das Gleichungssystem
Dg=0 (2.1-8)
mit
dyy dyp - dy,
94
dyy dpp ~ dy . . . . ) . .
D= : (m,n)-Dimensionsmatrix, g=| : |: Dimensionsvektor
An
dm1 dmz dmn

d; € {0, 1} (beim Strukturierungsproblem)

Die Bestimmung des Dimensionsvektors g wird im Abschnitt 2.2 behandelt. Zu-
néachst zeigt ein Beispiel, wie die Dimensionsanalyse auf herkémmliche Weise zur
Modellbildung eingesetzt wird.

' Die Argumente (x;) werden kiinftig weggelassen.
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2.1.3 Ein Beispiel zur herkdmmlichen Anwendung der
Dimensionsanalyse

Betrachtet werden ein warmetechnisches und ein elektrotechnisches dynamisches
System. Sie kénnen entweder (1) sich zueinander wie Original und Modell verhalten
oder (2) unterschiedliche Modelle eines dritten, z.B. fluiddynamischen Objektes sein.
Auf der Grundlage bestehender Gemeinsamkeiten werden mit Hilfe der Dimensions-
analyse modelihafte, fur beide Systeme gleichermafen geltende GesetzmaRigkeiten
gesucht. Die beiden Systemen gemeinsamen GréRen (2Merkmale) sind

R: Widerstand, I: Strom, T: Zeit,
C: Kapazitét, U: Potentialunterschied,

wobei der warme- und elektrotechnische Bezug im weiteren mit w und e indiziert
wird. Die Verbindungen zwischen den GréRen werden mit Hilfe von MaReinheiten
(2Teilmodelle) hergestelit. Dabei gibt es zwischen den zwei physikalischen Darstel-
lungssystemen folgende Entsprechungen:’

K(Kelvin) - V (Volt)
W (Watt) - A (Ampere)
h (Stunde) - s (Sekunde)

Aus den bekannten Beziehungen zwischen den physikalischen Groften und ihren
Mafeinheiten

K Vv
Rw W}’ Re [’K}v Iw [VV], Ie [A]: Tw [h]r Te [S]
A (2.1-9)
Ws As
Cu 15 © [V] U, K], U, [V]
folgen gemaR (2.1-1) die Koppelparameter
R l T,
Zw o KA w W 2w _h _ 3500
e WV I, A T, s
(2.1-10)
Cu _ Wy Yo K
C. KA’ u, Vv’

Nach (2.1-5) mit (2.1-10) folgt

! Mit den tblichen Begriffen der Dimensionsanalyse waren K, J, h, V, A, s als BasisgroRen
und R, C, |, U, T als abgeleitete GréfRen zu bezeichnen.
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ACIACNCION
i, lwv) {ka) LA) (V] |s

Nach (2.1-7) gilt stelivertretend fiir das elektrotechnische System
Ry Colle E T, = |
- [V1A -1 SO]Ch [V—1A1 S 1]q2[V0A1 s°]q3[\/1A°s°]q4[V°A°s 1]%
= VH R p U170l (G5
= konst. = VOAOsO.
(2.1-12)

Daraus folgt die (auch fur das warmetechnische System giiltige) Dimensionsmatrix
(in Tabellenform)

D: RCI UT
oder

\V K 11010

A W 111 00

s h 01 0 0 1

Unter Vorwegnahme des Lésungsverfahrens (Abschnitt 2.2) entstehen die beiden
linear unabhéngigen Dimensionsvektoren

9= (U4, Uz -, 9s) = (-1,0-1,1,0)"
a,=(-1,-1,0,0,1).

Jede dieser beiden Lésungen fuihrt erwartungsgeméaR zu dimensionslosen Konstan-
ten auf der rechten Seite von (2.1-11); mit z.B. g, in (2.1-11) ist

() (2 -

wWv KA) L A V) s KAWV '

AbschlieBend werden die gefundenen Dimensionen in (2.1-4) eingesetzt und er-
geben folgende funktionale Beziehungen:

RUC%I%U%T% = RGO TUITO - Tg—‘ - Konst.
(fur ...=1 folgt das Ohmsche Gesetz: U=RI)

RUCHIBULT® = RC1IPUT! = —F - konst

(fur ...=1 folgt die Definitionsgleichung einer
Zeitkonstanten: T=RC)

Weil die entstandenen physikalischen Formeln firr beide betrachtete Systeme gel-
ten, beschreiben sie Gemeinsamkeiten, die zwischen den beiden Systemen beste-
hen. Statt physikalischer Formeln werden fiir das Strukturierungsproblem Verkettun-
gen von Merkmalen erwartet.



2.2. Algebraische Behandlung des Strukturierungsproblems

Fur die Lésung des linearen algebraischen Gleichungssystems
Dg=b (2.2-1)

mit D=(d,, d,, .., d,): (m,n)-Matrix
geR", beR"™

werden die beiden Félle des vertraglichen Systems, namlich das eindeutig l16sbare
und das unterbestimmte System sowie der Fall des Uiberbestimmten Systems be-
trachtet, [B75]. Fir (2.1-8) wird zwar nur der homogene Fall b=0 von (2.2-1) benétigt,
doch ist es mit dem allgemeineren inhomogenen Fall einfacher, Zusammenhinge zu
verdeutlichen.

Das System (2.2-1) ist nach g auflésbar, wenn b in dem von den Spaltenvektoren
d,, d,, ..., d, aufgespannten Teilraum des R™ liegt. Dafiir notwendig und hinreichend
ist Rang(Db)=Rang(D). Dagegen hat (2.2-1) keine Lésung bzw. ist widerspriichlich,
wenn b auBerhalb des besagten Teilraumes liegt. Dann ist Rang(Db)>Rang(D).

Nachfolgend wird unterschieden, ob (2.2-1) a) eindeutig I8sbar, b) nicht eindeutig
I6sbar oder c¢) nicht I6sbar ist:

a) Eindeutige Losbarkeit

Es gibt genau einen Lésungsvektor g von (2.2-1) dann und nur dann, wenn
Rang(D)=Rang(Db)=n ist. Dieser Fall besteht entweder wenn m=n ist oder wenn es
bei m>n genau m-n Gleichungen gibt, die von den tibrigen n Gleichungen linear
abhéngig sind und daher weggelassen werden kénnen. Die L&sung ist ein Punkt
bzw. Element (Teilraum der Dimension null) im R™. Im homogenen Fall b=0 ist die-
ser Punkt der Koordinatenursprung g=0; dies ist die triviale Ldsung.

Die triviale Losung hat, wie noch gezeigt wird, fiir das Strukturierungsproblem nur
eine geringe Bedeutung, denn sie ist keine sinnvolle Lésung mehr, sobald es struk-
turelle Restriktionen gibt.

b) Nicht eindeutige Loésbarkeit

Das Gleichungssystem (2.2-1) ist fiir Rang(D)=m<n unterbestimmt; eventuelle linear
abhéngige Gleichungen seien bereits weggelassen. Das System (2.2-1) wird so
geordnet, ggf. durch das Vertauschen von Zeilen und Spalten, daR es wie folgt zer-
legbar ist:

(D; Dy) =h (2.2-2)

4,

mit D, (m,m)-Teilmatrix, Rang(D,)=m
D,: (m,n-m)-Teilmatrix
g, € R"
g, € R™



Aligemeine Lésung:

g, =D,"(b- D)

Qp=c
bzw.
-1
“D1 Dz
q-= qo + [ JQ (2-2"3)
In—m

mit ¢ e R"™™, beliebig

D, b

q, , Qo€ R" (2.2-4)

Der zweite Summand in (2.2-3) bezeichnet ein Element in einem (n-m)-dimensiona-
len Teilraum (Losungsraum) des R". Der Lésungsraum ist am Element g, angehef-
tet. Im homogenen Fall b=0 ist g,=0, so daB der Koordinatenursprung stets ein Ele-
ment des Lésungsraumes ist.

Fir den Loésungsraum sind die Spalten von

- D1-1 D,
: (n,n-m)-Matrix (2.2-5)
ln-m

eine linear unabhéngige Basis bzw. ein Fundamentalsystem. Folglich 18Rt sich mit
regularem

C=(¢,C - Com):  (n-m,n-m)-Matrix (2.2-6)
bzw. durch Linearkombination der Spalten von (2.2-5) jedes Element des L&sungs-

raumes darstellen. Im einfachsten Fall ist C=I_,, (Einheitsmatrix). Fiir den homoge-
nen Fall folgt aus (2.2-3) mit (2.2-6)

-1
QT - -D; DZ] ¢ furm<n (2.2-7)
ll’l—l‘l’!
Q=g,=0 fir m=n (eindeutige L6sung, s. a)) (2.2-7a)
mit Q=(q % 9 (n-m,n)-Lésungsmatrix’
Qi D - Qo Lésungsvekioren

w_obei Rang(Q)=n-m ist. Mit regularem C sind auch die Zeilen von Q linear unabhéan-
gig, so daR durch Linearkombination der Q-Zeilen jedes Element des Lésungsrau-

' Q wird der besseren Darstellung halber transponiert definiert. Die Losungsvektoren er-
scheinen dadurch als Zeilen von Q.



mes darstellbar ist.

Aus Rang(Q)=n-m folgt, daB bis zu n-m Spalten von Q null (Nulivektoren) sein
konnen. Wie noch gezeigt wird (Abschnitt 3.2.2), haben solche Spalten fiir die Struk-
turierung von Teilmodellen besondere Bedeutung.

Ggf. setzt die Bildung einer regulédren (m,m)-Matrix D, einen Spaltentausch in der
Matrix D voraus. Fur diesen Zweck wird eine Vertauschungsmatrix T eingefihrt
[J53]. T entsteht, indem in der | -Einheitsmatrix die entsprechenden Zeilen (oder
Spalten) miteinander vertauscht werden. Der Spaltentausch in D erfolgt dann mit der
Operation D-T. In der Matrix Q wird dann der umgekehrte Spaltentausch mit Q-T*
vorgenommen.

c¢) Keine Lésbarkeit

Gilt fur das System (2.2-1) Rang(D)<n<m und Rang(Db)=Rang(D)+1, so ist das
System Uberbestimmt und dies bedeutet, dall es Widerspriiche zwischen seinen
Gleichungen gibt. Diese Widerspriichlichkeit kann von Fehlern in den Gleichungen
herrithren. Beim inhomogenen System ist die Widerspriichlichkeit durch Rangbe-
trachtung nachweisbar.

Beim Strukturierungsproblem kénnen fehlerhafte Teilmodelle vorkommen. Dann
sind auch in den zugehorigen Gleichungen Fehler enthalten. Allerdings liegt beim
Strukturierungsproblem das homogene System vor. Im homogenen Fall gilt wegen
Rang(D)=p<n, dal m-p Gleichungen von den Ubrigen p Gleichungen linear abhan-
gig sind und daher weggelassen werden kénnen; der Fall ¢) ist deshalb auf die Falle
a) oder b) reduzierbar. Das bedeutet, daB es trotz fehlerhafter Teilmodelle keine
Widerspriiche in (2.1-8) gibt. Fehler in Teilmodellen miissen deshalb auf andere
Weise gefunden werden. Dieses - praktisch sehr bedeutsame - Problem wird im
Abschnitt 2.4 noch einmal beriihrt, ist aber sonst nicht mehr Gegenstand dieses
Beitrages.

2.3. Verkniipfung von Teilmodellen

Nach den Ausfiihrungen des vorigen Abschnittes (Fall b) kommt fiir eine Teilmodell-
Verkniipfung, bei der auch Restriktionen erlaubt sind, nur der unterbestimmte Fall
des Gleichungssystems (2.1-8) in Betracht. Die n-m Lésungen des unterbestimmten
Systems sind voneinander unabhéngig. Infolge ihrer Unabhangigkeit reprasentieren
diese Lésungen entsprechend unabhéangige Substrukturen der Trivialstruktur. Die
Gewinnung dieser Substrukturen ist der Gegenstand dieses Abschnittes.

Ein einzelner Lésungsvektor g gibt alle Merkmale seiner zugehérigen Substruktur
an. Er sagt aber nichts darliber aus, vermittels welcher Teilmodelle jedes dieser
Merkmale an der Substruktur beteiligt ist. Dafiir muR die Dimensionsmatrix D hin-
zugezogen werden. Um die Elemente von g und D unmittelbar miteinander in Ver-
bindung zu bringen, wird (2.1-8) umgeformt in

10



Dg

mit

“Hi=0 (2.3-1)
1=(11.1"% (n,1)-Einsvektor
didy dpd, - d1nqn\
H = d21:q1 dzfqz dz':q" : (m,n)-Strukturmatrix (2.3-2)
dmiGy dppdy -~ Al

H(ij) =d;a(): Elemente von H

Zu jedem der n-m Lésungsvektor g gehért eine eigene Strukturmatrix H nach (2.3-2).
Um von den H-Matrizen auf die zugehorigen Substrukturen schlieBen zu kénnen,
eignen sich folgende Strukturregeln:

a)

b)

d)

Gibt es fiir i=1, 2, ... m und j=konst. (in der j-ten Spalte) mehrere Elemente mit
H(i,j)¥0 (besetzte Elemente), so haben die zugehorigen Teilmodelle X; das Merk-
mal x; gemeinsam; sie iberschneiden sich in diesem Merkmal, d.h. x; ist ihr teil-
modelliibergreifendes Koppelmerkmal.

Gibt es fur j=1, 2, ..., m und i=konst. (in der i-ten Zeile) Elemente H(i,j)¥0, deren
Werte sich in Paare {-a, +a} mit a=+1, +2, ... aufteilen lassen, so sind die zugeho-
rigen Merkmale x, teilmodellinterne Koppelmerkmale des Teilmodells X;. Die Rei-
henfolge der Vorzeichen in einer H-Zeile ist dafiir bedeutungslos.

Die nach a) teilmodellibergreifend und nach b) teilmodellintern bestehenden
Merkmalskopplungen bilden wie erwartet (Abschnitt 2.1.1) Ketten von Merkma-
len. In einer solchen Kette besteht die prinzipielle Werteabfolge ... -a}, {-a, +a},
{+a, -a}, {-a, +a}, {+a, ... ; { }: teilmodellinterne Paare. Die Werte von Elementen
einer Strukturmatrix H lassen sich ggf. auf verschiedene Merkmalsketten auf-
teilen.

Wenn im gesamten Lésungsraum das Element g(j) des Lésungsvekiors null ist
und somit die j-te Spalte der Lésungsmatrix Q ein Nullvektor ist, dann werden fur
das Merkmal x; zwei virtuelle Untermerkmale eingefiihrt, die entsprechend der
Zerlegung 0=-1+1 betragsgleiche Werte entgegengesetzten Vorzeichens erhal-
ten. Der Regel a) folgend, tiberschneiden sich daraufhin im Merkmal x; alle die
Teilmodelle, deren Merkmalsmengen das Merkmal x, enthalten (bzw. bei denen
die Dimensionsmatrix D in der j-ten Spalte besetzte Elemente enthalt).

Far m=n, also wenn das Gleichungssystem (2.1-8) nur die triviale Lésung g=0 hat
und somit alle Q-Elemente null sind, iiberschneiden sich nach der Regel d) die Teil-
modelle in sdmtlichen gemeinsamen Merkmalen, woraufhin die Trivialstruktur ent-
steht. Fiir m<n gibt es zwar n-m Lésungs(-Basis-)vektoren, die alle nicht null sind,
doch darf ihre Lange verandert werden, um bestimmte Elemente des Losungsrau-
mes zu erreichen. Um den Koordinatenursprung g=0, der nach Abschnitt 2.2 stets
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ein Element des Lésungsraumes ist, mit Hilfe dieser Basis zu erreichen, missen alle
Basisvektoren zu null verkiirzt werden. Zu diesen Nullvektoren gehort - wieder der
Regel d) folgend - die Trivialstruktur. Zur trivialen Losung von (2.1-8) gehort also
grundsétzlich die Trivialstruktur.

2.4 Strukturelle Restriktionen und Bewertung von Strukturen

Solange die strukturelle Verkniipfung der Teilmodelle keinen Restriktionen unter-
liegt, ist die triviale Losung g=0 und folglich die Trivialstruktur stets eine zulassige
Losung. Weil diese Losung durch vollstandige Merkmalsiiberschneidung unmittelbar
gefunden wird, braucht sie nicht aus Substrukturen zusammengesetzt zu werden.

Unterliegt die Verkniipfung der Teilmodelle jedoch Restriktionen, so sollten diese
méglichst schon bei der Merkmalsdefinition berlicksichtigt werden'. Nur dann kon-
nen Merkmale und Restriktionen bestmdglich aneinander angepal3t werden, die
Nichtanpassung unterscheidet zwei Félle:

(1) Bei zu allgemein definierten Merkmalen ist der formal (per Dimensionsanalyse)
gefundene Lésungsraum zu klein, um alle strukturellen Besonderheiten, welche
durch die Restriktionen bestimmt sind, zu erfassen. Zwar ist dariiber hinaus
grundsatzlich damit zu rechnen, daf der formale Lésungsraum den Bereich der
zulassigen (den Restriktionen geniigenden) Lésungen? nur teilweise oder gar
nicht schneidet, doch ist diese Gefahr bei einem zu kleinen formalen Lésungs-
raum besonders grof, s. Bild 2.4-1 (1).

(2) Bei zu speziell definierten Merkmalen entsteht ein unnétig grofRer formaler L6-
sungsraum, s. Bild 2.4-1 (2). Da ein solcher Losungsraum stets auch unzulassige
Elemente enthalt, muBl er anhand der Restriktionen nachtraglich eingeschrankt
werden. Die Suche nach zulassigen Lésungen ist dann um so aufwendiger, je
groRer der Lésungsraum ist.

| formale Lésungen

&)

(1)
Bild 2.4-1 Schema zur Veranschau- . | den Restriktionen

lichung der Falle (1) und (2) geniigende Lésungen

Im allgemeinen gibt es im formalen Lésungsraum Elemente, die nicht zulassig sind.
Garantiert aulRerhalb des zuldssigen Lésungsraumes befindet sich dann das Ele-
ment g=0 des formalen Lésungsraumes. Die Trivialstruktur ist deshalb keine zulassi-

! Die Restriktionen selbst sind problemspezifisch und kénnen daher nicht aligemein formu-
liert werden.

2 Im weiteren wird zwischen formalem und zul&ssigem Lésungsraum unterschieden. Der
formale Lésungsraum ist das Ergebnis der formalen Rechnung ohne Beriicksichtigung von Restrik-

tionen. Der zuléssige Lésungsraum schlief3t denjenigen Teil des formalen Lésungsraumes ein, der
den Resfrikfionen geniigt.
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ge Struktur '. Weil Restriktionen bewirken, daR formal gefundene Substrukturen
ausgeschlossen werden und daher ihre Mengen nicht an Mengentiberschneidungen
beteiligt sein kdnnen, kann zu einem zulassigen Element des formalen Lésungs-
raumes nur eine Struktur gehdren, die ein Bestandteil bzw. Fragment der Trivial-
struktur ist. Solche Strukturfragmente zu finden ist dadurch erschwert, da die Re-
striktionen nicht direkt auf die zuldssigen Losungen schliefen lassen. Als eine Mog-
lichkeit fur die Suche nach zuldssigen Losungen wird im weiteren der formale Lo-
sungsraum elementweise auf die Erflllung der Restriktionen hin gepriift und fur
diesen Zweck eine Vorgehensweise gewihit, nach der

a) -eine Basis von Lésungsvektoren (mit C in (2.2-7) als Einheitsmatrix) bestimmt
wird, daraus

b) durch Linearkombination der Basisvektoren neue L&sungsvektoren erzeugt wer-
den und

c) jeder Lésungsvektor einzeln nach den Restriktionen gepriift wird.

Die Linearkombination
¥4

Y a4, a=+12,.:  Wichtungsfaktor (2.4-1)
1=1

z=2, 3, .., n-m: Anzahl der Lésungsvektoren, welche an
der Linearkombination beteiligt sind

wird zuerst Gber k=2 und dann - so weit wie ndtig oder so weit wie durchfiihrbar -
iber eine zunehmende Anzahl von Lésungsvektoren erstreckt. Die Anzahl der nach
(2.4-1) entstehenden (abzliglich der nur vorzeichenverkehrten) Losungsvektoren ist

k“( n—m) , ki Anzahl der beriicksichtigten Wichtungsfaktoren. (2.4-2)
z

Gibt es im formalen Lésungsraum zu wenige oder keine zuldssigen Lésungen oder
werden vorhandene zuldssige Lésungen im GberméaBig groen formalen Lésungs-
raum praktisch nicht gefunden, so kénnen

- (vorzugsweise) geeignetere Merkmale definiert werden oder

- gefundene Substrukturen, die unzulassigen Losungen angehotren, so modifiziert
werden, dal daraus zuldssige Strukturfragmente entstehen.

Die Modifikation von Substrukturen kann zufallig (nicht zielgerichtet) durchgefihrt
werden und ist deswegen bedeutend praktikabler als die Definition neuer Merkmale.
Beim Gebrauch von Madifikationen ist jedoch folgendes zu beachten:

Solange Restriktionen dadurch berlicksichtigt werden, daR formal gefundene Sub-
strukturen lediglich weggelassen werden, sind die verbleibenden Substrukturen
garantiert zu einer Gesamtstruktur vereinbar. Werden aber Substrukturen in sich

' Ware die Trivialstruktur bei Restriktionen dennoch zuldssig, kdnnte sie bei Existenz des
(n-m)-dimensionalen Ldsungsraumes in jeden beliebigen Satz aus n-m unabhangigen Substrukturen
zerlegt werden. Folglich wére der gesamte formale Lésungsraum zuldssig. Gerade dies wird aber
durch Restriktionen ausgeschlossen. Also kann die Trivialstruktur nicht zulassig sein.
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verandert, nehmen sie ggf. Eigenschaften an, welche den vorgegebenen Teilmodel-
len nicht entsprechen. Dies kann zur Folge haben, daB die entstehenden Struktur-
fragmente nicht miteinander vereinbar sind, selbst wenn sie den Restriktionen genii-
gen.

Liegen unvereinbare Strukturalternativen vor, so muBl unter ihnen eine Auswahl
getroffen werden. Zur Bewertung soll die Glaubwrdigkeit einer Struktur dienen. Mit
der Einfithrung des Begriffes der Glaubwiirdigkeit wird unterstellt, daf® Strukturen
auch fehlerhaft sein kénnen. Zwar ist die Fehlerhaftigkeit einer Struktur i. allg. nicht
explizit nachweisbar (s. Abschnitt 2.2, Fall ¢), doch 148t sich zumindest indirekt auf
das Vorhandensein von Fehlern schlieBen. Werden namilich fehlerhafte Teilmodelle
so modifiziert, da® die Fehler verschwinden, so lassen sich die nunmehr fehlerfreien
Teilmodelle vermutlich (nicht mit Sicherheit) zu einer umfassenderen Struktur ver-
knupfen, als dies mit den fehlerbehafteten Teilmodelien méglich ist. Eine Grundlage
des Fehlernachweises ist somit der Vergleich alternativer Strukturen.

Als Maf fur die Glaubwirdigkeit einer Struktur wird der Grad der strukturinternen
Bindungen herangezogen. Zu diesem Zweck werden - ohne in das Problem der
Modellfehler hier tiefer einzudringen - die folgenden Bewertungskriterien eingefthrt:

S1 Vernetzungsgrad: Eine Struktur ist um so glaubwiirdiger, je kleiner der Quotient
B _ Anzahl der Koppelmerkmale
a, Anzahl der Verbindungen zwischen den Koppelmerkmalen

die teilmodellinternen und -Ubergreifenden Verbindungen, die es in der Struktur-
matrix H gibt, gemeinsam zahlen.

Beispiel: Bei der Struktur O/O<8 ist a,=4, a,~3.

S2 Kettenlange: Fir eine Kette von Koppelmerkmalen gilt a,=a,-1 und folglich
aK aK aK+Z . . » -
- > » z=1,2,3,~, ay>1. Weil die rechte Seite dieser Un-
a, ag-1  ay+z-1i

gleichung kleiner als die linke ist, ist nach S1 eine Kette um so glaubwirdiger, je
mehr Koppelmerkmale sie umfafit, z.B.:

aK__3 aK

a, 2 ay

ist, wobei

3,4
2 3

S3 Schleifen vor Ketten: Wahrend bei einer offenen Kette a,=a,-1 ist, gilt fir eine
Schleife (in sich geschlossene Kette) a,=a,. Folglich besteht zwischen beiden die

Beziehung b S S . 1. Weil die rechte Seite dieser
gy Kette aK—1 av Schieife aK

Ungleichung kleiner als die linke ist, ist nach S1 die Schleife glaubwirdiger als

die Kette, z.B.:
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mlsn
< A
i
N W
m'm
< X
i
wlw
i
—

§>1
2

S4 Schleifenlénge: Das Ungleichgewicht in S3 wachst mit abnehmendem a,. Dem-
zufolge ist eine kurze Schleife gemessen an einer jeweils gleichlangen offenen
Kette glaubwiirdiger als eine lange Schieife, z.B.:

00 371 050
oo 3T o

_§>i>1

3

Eine Schiuffolgerung daraus ist, da® engmaschig vernetzte Strukturen glaub-
wirdiger sind als solche, in denen nur langkettige Verbindungen zwischen den
Netzknoten vorkommen.

2.5 Ein elementarer Sonderfall

Zur Abrundung der methodischen Grundlagen und zur Darstellung einiger allgemei-
ner Gesichtspunkte wird der Fall betrachtet, daR es nur ein (m=1) vorgegebenes,
nicht weiter spezifiziertes (Teil-)Modell X gibt:

X ©-©-®®

Nach (2.1-7) ist dann

% % q drqfly 3 dea 3 d
Xp Xpo e X" = XWX %282 Y Gron

_ 3y YyyGy+dpaap++dyq
=X i (2.5-1)
- Xq1+q2+...+q,,

=¢c = XO.

Daraus folgt nach (2.1-8) die (m,n)=(1,n)-Dimensionsmatrix als Einsvektor
D=(@111 . 1. (2.5-2)

Nach (2.2-7) ergibt sich die (n-m,n)=(n-1,n)-L&sungsmatrix
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-1 01 .0
a=| . (2.5-3)

Fur jede Zeile von Q bzw. fur jeden Lésungsvektor g, i=1, 2, ..., n-1 entsteht nach
(2.3-2) eine Strukturmatrix H;, hier als Vektor. Darin kann es, weil nur ein einziges
Teilmodell vorliegt, nur teilmodellinterne Merkmalskopplungen geben (vgl. Struktur-
regel b) im Abschnitt 2.3); in den zugehérigen Substrukturen (rechts) sind die Kop-
pelmerkmale und ihre Verbindungen dick hervorgehoben:

He =@ 0 - 0) R CRCEN
H, =(@——1D .. 0) QRCEORRE

o= (D—o—6——D) O-C-@—®

Die Verkniipfung der Substrukturen wird anhand der Koppelmerkmale hergestelit.
Als Verbindung (Durchschnitt) der Koppelmerkmals-Mengen entsteht

(2.5-4)

{X1, X2} n {X‘l’ XS} n-nN {X1! Xn} = {x‘h Xgs s Xn}' (25'5)

Demnach lassen sich alle n-1 Substrukturen miteinander verbinden:

O-&—-®

Diese Gesamtstruktur unterscheidet sich nicht vom vorgegebenen Teilmodell X; da
nur ein einziges Teilmodell vorgegeben war und keine zusatzliche Information einge-
bracht wurde, kann gegeniber X strukturell auch nichts hinzugewonnen werden.

Dasselbe Ergebnis 148t sich durch Linearkombination der Basisvektoren (Q-Zeilen)
in (2.5-2) gewinnen. Durch die Addition aller Q-Zeilen entsteht der Lésungsvektor

Qe =G ¥ Lo+ -+, = (-(-1) 11 1) (2.5-6)

und mit diesem ergibt sich

His2+, 4n1= ( o o '@) ’ (2.5-7)

Die Werte der H-Elemente in (2.5-7) lassen sich entsprechend der Strukturregel c)
im Abschnitt 2.3 auf verschiedene Merkmalsketten (hier Merkmalspaare) aufteilen.
Diese Ketten bestehen jeweils zwischen den Werten -1 und 1, wobei der Wert -(n-1)
entsprechend aufgeteilt ist. Wie der Vergleich mit (2.5-3) deutlich macht, wiirde die-
se Aufteilung im vorliegenden Fall bedeuten, die Linearkombination der Basisvekto-
ren wieder riickgangig zu machen.
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3. Anwendungsbeispiele

Die nachfolgenden Beispiele sind so ausgewahit, daR sie sowohl die Vielfalt an
Anwendungsmdglichkeiten der entwickelten Methodik andeuten als auch verschie-
dene praktische Besonderheiten aufzeigen. Weil die Beispiele sehr unterschiedliche
Inhalte aufweisen, kénnen sie aus Platzgriinden nur vergleichsweise einfache Pro-
blemstellungen betrachten.

3.1 Uberkreuzung von Worten

Als Merkmale werden Buchstaben verwendet. Die Teilmodelle sind Worte. Fir die
Verbindung der Worte gelten in Anlehnung an die Wortstruktur in Kreuzwortratseln
folgende Restriktionen:

R1-1 Kreuzungsbedingung: Zwei Worte dirfen nicht mehr als einen Buchstaben
gemeinsam haben bzw. sich nicht mehr als einmal kreuzen, d.h. ein einzelner
Buchstabe darf die Kreuzung héchstens zweier Worte sein.

R1-2 Richtungsbedingung: Die Worte diirfen nur waagerecht von links nach rechts
und senkrecht von oben nach unten angeordnet sein.

In einem ersten Fall werden die Restriktionen erst dann berlicksichtigt, wenn die
formale Losung bereits bestimmt ist. Im nachsten Fall wird die Kreuzungsbedingung
R1-1 schon bei der Merkmalsdefinition berticksichtigt. Zuletzt wird gezeigt, wie nach
der im Abschnitt 2.4 beschriebenen Vorgehensweise eine etwas komplizierte Wort-
struktur schrittweise entwickelt werden kann.

3.1.1 Problembeschreibung ohne Beachtung von Restriktionen

Anhand der n=8 Buchstaben x,, x,, .., X, = A, E, G, L, P, S, T, U werden m=4 Worte
vorgegeben:

X O-®-O-E
X A—-U)—-G—~B

X @-O-0-®

Mit diesen Buchstaben und Worten ist nach (2.1-6) z.B.

(3

X, = T = X TXTXTTXT = XOXA X0, (3.1-1)

und das bedeutet, daf der Buchstabe T in den Worten LAUTE und PUTE enthalten
ist. Die Positionen der Buchstaben innerhalb der Worte werden nicht beriicksichtigt.
Nach (2.1-7) ist
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AME% U® =
S LSO UCIND U L o WD S5 LI D S O ki

- X dy40y+d15Qz+- *d1g0s ¥ d21% +dp90 +- +d2e0g 3 Ja11+azlz*-+dag
- ™M 2 4

(3.1-2)

= ¢ = XIXIXIX,.

Daraus folgt nach (2.1-8) die (m,n)=(4,8)-Dimensionsmatrix (in Tabellenform)

D: (3.1-3)
A EGLPSTWU

X 1000010 1

X 11010011

X, 111 000 0 1

X, 01 001011

Nach (2.2-7) ergibt sich die (n-m,n)=(4,8)-L&sungsmatrix

Q: (3.1-4)
A EGLPSTWU

1. 1111000

2. -10 110100

3. 011 00010

4, -1-11 1 00 0 1

Zu jeder Zeile von Q (jedem Lésungs-Basisvektor g, i=1, 2, ..., 4) entsteht nach
(2.3-2) eine Strukturmatrix H,. Fur i=1 ist (mit markierten Merkmalskopplungen)

H,: (3.1-5)
S T U

X 0 0 O AU S

Xz2: 0 0 0 OAuTE

Xa: 0 0 0 AU

Xa: 0 0 O ®U@T%

Nach den Markierungen in H, sind die Koppelmerkmale teilmodellintern Giber die
Buchstabenpaare E-L, E-G, E-P und teilmodelltibergreifend allein tiber E verknipft.
Die aus (3.1-5) ablesbare Wortstruktur zeigt Bild 3.1-1.
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Bild 3.1-1 Wortstruktur zu (3.1-5)

Diese Struktur ist allerdings nach der Kreuzungsbedingung R1-1 nicht erlaubt. Wei-
terhin entstehen

H,: (3.1-6)
AE GL P S TWU

Xi: (————0—8—-1) 0 0 (AU

Xz: (——6—1) 0 0 0 O (LXAU T E

Xs: (——(1) 0 0 0 0 O AU E

X2 0 0 0 0 0 0 0 O PUTE

H,: (3.1-7)
A E GL PSS TU

Xt: 0 0 0 0 0 0 0 O AUS

Xz2: 0 (D—e—6—6——6—1) 0 L AUTE

X3: O 0 0 0 0 O A U(GYE)

Xs: 0 (D——8—6——0—1) 0 P 0‘@

Die Verbindung der Teilmodelle erfolgt bei H, tiber A sowie bei H, tiber E (3-fach)
und T (2-fach). Auch H, und H, werden R1-1 nicht gerecht. Dasselbe gilt schlieBlich
fur (gezeigt mit einer von vielen moglichen Verbindungsvarianten)

H,: (3.1-8)
A E G L

Xi: (D)——o—b

Xa: (D-CD—e—(D-

Xs: CD-CD-(1)--8

Xe: 0 ()y—8—>0

Um weitere Elemente des Lésungsraumes zu erfassen, werden die Lésungs-Basis-
vektoren linearkombiniert. Eine mégliche Kombination der Zeilen von Q ergibt den
Losungsvekior

93=9,-9;=(000110-10)". (3.1-9)

Damit enisteht
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H,s (3.1-10)

A E u
Xt 0 0 0 AU S
Xz2: 0 0 o ®OAau@®E
Xs: 0 0 0 AUGE
Xe: 0 0 o @U@E

Bild 3.1-2 Wortstruktur zu (3.1-10) 0

L-A-U-0O-®
®

Diese formale Lésung wird den Restriktionen R1-1 und R1-2 gerecht und ist deshalb
eine zulassige Losung.

Eine andere Méglichkeit, um zuléssigen Strukturen zu gewinnen, ist die Modifika-
tion unzuléssiger Lésungen (s. Abschnitt 2.4). Wird z.B. in H, die dritte Zeile ver-
nachléssigt, so entsteht - wenngleich mit zwei anderen Koppelmerkmalen - dieselbe
Struktur wie im Bild 3.1-2.

Weitere zuldssige Ldsungen gibt es im vorliegenden Fall (mit den verwendeten
Merkmalen) nicht, denn zuséatzliche Wortverbindungen waren nur tGiber die Buch-
staben A, E und U herstellbar, wobei aber im Widerspruch zu R1-1 stets mehr als
zwei Worte miteinander verbunden werden mii3ten (bei A und E je drei Worte und
bei U vier Worte, vgl. Spalten in (3.1-3)). Dies weist darauf hin, daf die verwendeten
Merkmale gemessen an den Restriktionen zu allgemein definiert sind. Deshalb wird
als (bevorzugte) Méglichkeit fir die Gewinnung zulassiger Strukturen im folgenden
eine Spezialisierung der Merkmale vorgenommen.

3.1.2 Eine restriktionsgemaRe Problembeschreibung

Fur die Worte aus dem Abschnittes 3.1.1 wird die Restriktion R1-1, derzufolge sich
zwei Worte nicht mehr als einmal kreuzen dlirfen, bereits bei der Merkmalsdefinition
berlicksichtigt. Aulerdem werden die Buchstaben G, L, P, S, weil sie jeweils nurin
einem einzigen Wort vorkommen und deshalb an Wortverkniipfungen nicht beteiligt
sein kénnen, nicht mehr beriicksichtigt.

Tritt ein Buchstabe in w>2 Worten auf, so wird fur diesen Buchstaben entspre-
chend R1-1 eine solche Buchstaben-Unterteilung vorgenommen, so daf zu allen
Wortpaarungen, die fur den jeweils betrachteten Buchstaben in der w-elementigen
Wortmenge vorkommen, ein Unter-Buchstabe als neues Merkmal entsteht. Pro
Buchstabe entstehen so

(w) _w(w-1) (3.1-11)
2 2

neue Merkmale. Nach (3.1-11) werden fir die in w=3 Worten enthaltenen Buch-
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staben Aund E je—3—(§é"—1)— =3 Merkmale und fiir das in w=4 Worten enthaltene U

—-——4(42'1) =6 Merkmale gebildet. Daraufhin entsteht statt der urspriinglichen Dimen-

sionsmatrix (3.1-3) die neue (m,n)=(4,13)-Dimensionsmatrix

D: (3.1-12)
AAA EEE T UUUU,UU,

X; 101 000 0 110100

X, 110 101 1 101010

X, 011 110 0 01100 1

X; 000 011 1 00011 1

Unter den Merkmalen, die zu einem (urspriinglichen) Buchstaben gehéren, sollte es
héchstens ein einziges teilmodellibergreifendes Koppelmerkmal geben, denn sonst
ist nicht auszuschliefen, dal R1-1 verletzt wird. Entsprechend dieser neuen Forde-
rung unterliegen die formalen Lésungen der folgenden zusatzlichen Restriktion:

R1-3 In einem Lésungsvektor g darf pro (urspriinglichem) Buchstaben nicht mehr
als ein Vektorelement besetzt sein.

Nach (2.2-7) entsteht die (n-m,n)=(9,13)-Lésungsmatrix

Q:
AA,A, EEE T UUUU, U/, (3.1-13)

1. -1 0 1 00 0 0 00O0O0OTD O
2. 10 1 0 11 0 0 000O0TO
3. -1 0 1 0 10 1 0 000O0TO O
4, -1 0 O 000 0 100000
5. 0 0 -1 0 0O 0 01 0O0O0O
6. 0 10 0 0O 0 001000
7. 110 0 10 0 0 00100
8. -1 0 1 0 10 0 0 0O0O0“10
9. 0 00 0 10 0 0 000 O 1

Der Restriktion R1-3 geniigen die Zeilen 1, 5, 6, 7. Jedoch fiihrt keine Zeile von Q
auf eine formale Lésung, die allen drei Restriktionen gerecht wird. Deshalb werden
nach (2.4-1), (2.4-2) Linearkombinationen der Q-Zeilen vorgenommen. Mit z=2
(paarweise Kombinationen) und mit der k=2-elementigen Menge von Wichtungs-
faktoren ae{-1, 1} werden zunachst alle méglichen Paarungen von Basisvektoren

gebildet. Aus den entstehenden insgesamt k“[ n—m) =21( g) =2-36=72 neuen
z

Loésungsvektoren resultiert nur eine einzige formale Lésung, die auch zuldssig ist:
a+9s=(-100 0-10 1 010000) (3.1-14)

Daraus entsteht
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Hy.s: (3.1-15)

Die Koppelmerkmale sind hierbei zu einer Schleife verbunden. Dies ist glaubwuirdi-
ger (s. Abschnitt 2.4), als befanden sich die vier Worte nur in offener Kfsztte.

Unter den k=3-fachen Linearkombinationen gibt es die weitere zulassige Losung
0:0:9,=(001 000 1 00-1-100) (3.1-16)
und somit

(3.1-17)
(AXU) S
L A

P00=

E

Bild 3.1-4 Wortstruktur zu (3.1-17)

In der Einleitung wurde die Mdglichkeit erwéahnt, daB eine Modellbildung in hierar-
chisch gestaffelten Schritten vorgenommen werden kann. Das bedeutet, daR eine in
einem derartigen Schritt gefundene Struktur im nachfolgenden Schritt als neues
Teilmodell deklariert und als solches in eine weiterfiihrende Verkniipfung einbezo-
gen werden muf3. Dabei ist zu beachten, dal das neue Teilmodell wieder die Vor-
aussetzung der Merkmalsdisjunktheit (s. Abschnitt 2.1) erfiillt. Ggf. mussen dafiir
andere Merkmale definiert werden. Wiahrend jedes der vier verwendeten Worte in
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sich buchstabendisjunkt ist, enthalt die gefundene Wortstruktur im Bild 3.1-4 die
Buchstaben A, E und U mehrfach. Vor einer Fortsetzung der Strukturierung mifdte
deshalb fur diese Buchstaben eine Unterteilung vorgenommen werden, z.B. unter
Beachtung der Buchstabenpositionen.

3.1.3 Schrittweise Strukturbildung

Um Besonderheiten zu zeigen, die i. allg. erst bei vergleichsweise umfangreichen
Strukturierungsproblemen auftreten, wird ein etwas komplizierteres Beispiel betrach-
tet. Als Teilmodelle werden m=8 Worte vorgegeben:

X - N-O-O-O~O0-E—E
2

X X X
%

®Q
@O0 m
CICIOIGICIC)
mOmmm O
O@@

X X X X
@@
>

N GEORCRG)

Zunachst wird mit der oben verwendeten Art der Buchstabencodierung (ein Buch-
stabe = ein Merkmal) eine (8,16)-Dimensionsmatrix gebildet:

D:
ABEFGHI LMNOPRSTWU

Xy 101 0001101110010 ANTILOPE
X, 111 0000100001101 REBLAUS
X, 00100O01TO0O0CO0OO0CO0CTTITT1TO STIER
X, 0010101000001 010 TIGER
Xs: 101 000O0110000O01©00 AMSEL
Xq: 1001 00O0O0O0OO0OCOTOOTU O1 PFAU

X 101001 00O0O0CO0OO0OO0OM1TTG0O HASE

X, 000101010011 00O0000O0 FLOH

Die Buchstaben B, G, M, N werden, da sie nur je einem Wort angehdren und des-
halb keine Wortverbindung herstellen kdnnen, nicht weiter beriicksichtigt. Im Ein-
klang mit der Restriktion R1-1 verbinden die Buchstaben F, H, O, P, U nur je zwei
Worte miteinander. Zu mehr als zwei Worten gehéren A, E, I, L, R, S, T. Fiir letztere
werden deshalb zu allen vorkommenden Wortpaarungen eigensténdige Merkmale

eingefuhrt. Nach (3.1-11) entstehen fiir A ﬂ%ﬁ =10, far LR, T &2”12 -3, fur E

Q(%ﬁ =15 und fur L, Si(42——1) =6 neue Merkmale. Damit ergibt sich als neue
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(m,n)=(8,51)-Dimensionsmatrix

D: (3.1-18)

A E FH I L OPR S T U
1111000000 111110000000000 0 0 110 111000 1 1 000 000000 110 O
1000111000 100001111000000 0 0 000 100110 0 O 110 111000 000 1
0000000000 010001000111000 0 O 101 000000 0 O 101 100110 101 O
0000000000 001000100100110 0 O 011 000000 6 O 011 000000 011 O
0100100110 000100010010101 0 O 000 010101 0 O 000 010101 000 O
0010010101 000000000000000 1 O 000 000000 O 1 000 000000 000 1
0001001011 000010001001011 0 1 000 000000 O O 000 001011 000 O
0000000000 000000000000000 1 1 000 001011 1 O 000 000000 000 O

Nach (2.2-7) ergibt sich eine (n-m,n)=(43,51)-Lésungsmatrix Q. Keine Zeile dieser

Losungsmatrix fihrt auf eine formale Lésung, die auch zulassig ist. Deshalb werden

nach (2.4-1) verschiedene Linearkombinationen der Q-Zeilen vorgenommen, begin-

nend mit z=2, d.h. mit paarweisen Kombinationen, aber stets mit ac{-1, 1}, d.h. mit
=2 in (2.4-2).

a) z=2

Aus allen méglichen Paarungen von Q-Zeilen resultieren nach (2.4-2) insgesamt

k”( ““m) = 21[ 423) = 2-903 = 1806 neue Lésungsvektoren. Darunter sind 78
y4

Lésungsvektoren, die R1-1 und R1-3 erfiillen. Deren Prifung nach der Restriktion
R1-2 (nur waagerechte oder senkrechte Anordnung der Worte) beléft jedoch keine
einzige zuldssige Losung. Was dies praktisch bedeutet, zeigt das folgende Beispiel:
Durch die Addition der Zeilen 28 und 31 der L6sungsmatrix Q entsteht der neue,
R1-1 und R1-3 genligende Lésungsvektor

Qs+ = (3.1-19)
(0010-100000 0-10000000000000 -1 0 000 000001 0 0 100 000000 000 0)T

und weiter die Strukturmatrix

Zwar bilden die Koppelbuchstaben in dieser formalen Lésung eine Schleife, doch
kann aus (3.1-20) keine Wortstruktur abgeleitet werden, die R1-2 gentigt: Beginnt
der Aufbau der Wortstruktur beim Koppelbuchstaben A im Wort ANTILOPE, so en-
det er im Koppelbuchstaben A von PFAU, jedoch ohne Vollendung einer Schleife,
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denn die teilmodelitibergreifende Merkmalskopplung aus der dritten Spalte in (3.1-
20) kénnte nur im Widerspruch zu R1-2 realisiert werden, Bild 3.1-5. Also bezeichnet
(3.1-19) ein nicht zulassiges Element des formalen Lésungsraumes.

Bild 3.1-5 Wortstruktur zu (3.1-20) im Widerspruch zur Restriktion R1-2. Gestrichelt dargestellt ist
die nicht realisierbare Buchstabeniiberschneidung

b) z=3

Fir Kombinationen von drei Lésungsvekioren aus Q existieren nach (2.4-2) insge-

samt k”( n —m) = 22( 23) = 4-12341 = 49364 neue Ldsungsvektoren. Darunter

z

befinden sich nur zwei formale L&sungen, die allen Restriktionen gerecht werden:
(M
9657Y25-0. (3.1-21)

(0000000000 000100000000000 1 0 000 00000-1 O -1 000 000000 000 0)T
He 26.50° (3.1-22)

A s T U

0000000000 00C(1) 0000000000 ANT I LOP® -
0000000000 000 0000000000 REBLAUS
0000000000 000 0000000000 ST 1 ER
0000000000 000¢00000000000 0 0 000 000000 0 ¢ 000 0000000000 T I GER
0000000000 0041 0000000000 A MSED
0000000000 000000000000000(7)e-65 6-0§-o 000000 0000 (PEA U
0000000000 000000000000000§ 0 000 00000 0000000000 HASE
0000000000 0000000000000 00(1)6—6-6-0-0-0-06 000000 0000 (FHOOH
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Bild 3.1-6 Wortstruktur zu (3.1-22)

()

Qoo+ gt as = (3.1-23)
(000-1000000 000000000000000 0 0 00-1 000000 0 0 000 000010 010 0)'

H 224381
A

w

—

1

co N

w o \'E
m

»®
CLICIN

E_l
Imcmmme —

~Ao0>r

=
>w @

mIv>»
3

-
(o}

Bild 3.1-7 Wortstruktur zu (3.1-24)

Auch die Uberlagerung der beiden Lésungsvektoren (3.1-21) und (3.1-23) ergibt
eine zulassige Losung, Bild 3.1-8.

Bild 3.1-8 Uberlagerung der Strukturen
aus den Bildern 3.1-6 und 3.1-7
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Ein Strukturvergleich nach dem Bewertungskriterium $1 (Abschnitt 2.4) ergibt fiir die
beiden Einzelstrukturen in den Bildern 3.1-6 und 3.1-7, wie aus (3.1-22) und (3.1-24)

a .
ablesbar ist, jeweils —& = —:— = 1. Fir die Uberlagerungsstruktur im Bild 3.1-8 laRt
av
sich zeigen, dal’ dort — = —1—2— = 1 ist. Diese Ubereinstimmung ist darin begriindet,
av

daR die beiden Schleifen nicht miteinander zusammenhé&ngen; durch die Uberlage-
rung hat nicht die Qualitat (Glaubwiirdigkeit), sondern nur die Quantitat (Wortanzahl)
der Vernetzung zugenommen.

Die Uberlagerungsstruktur enthélt nur 7 der insgesamt 8 vorgegebenen Worte. Ein
Grund dafiir kann sein, dal’ es iberhaupt keine formale Lésung gibt, die das fehlen-
de Wort (REBLAUS) einbezieht. Eher ist jedoch damit zu rechnen, dall mit z=3 kein
Element des Lésungsraumes erreicht wird, das alle acht Worte miteinander verbin-
det.

c) z=4

Fir Kombinationen von vier Losungsvektoren aus Q existieren nach (2.4-2) insge-

samt k“( n—m) = 23( 443) = 8-123410 = 987280 neue Lésungsvektoren. Darunter
z

befindet sich die folgende, allen Restriktionen gentigende Loésung:

Q5 G0t dartlys = (3.1-25)
(0000000000 000000-100000000 0 0 000 000000 0 -1 000 000000 010 1)°
H: (3.1-26)
A E FH 1 L OPR s T U
00006800047 0 ANDI L 0PE
REB LADS
STI1ER
®16ER
AMSEL
®F ~O
0000000000 000000000000000 0 0 000 0000000 0 000 0000000000 HASE
0000000000 0006000000000000 0 0 000 0000000 0 000 0000000000 F L OH

© A
Bild 3.1-9 Wortstruktur zu (3.1-25) @ @_@\_ﬁ?\_@_@_\

Die Wortstruktur im Bild 3.1-9 kann mit derjenigen im Bild 3.1-8 Giberlagert werden.
Die neue Uberlagerungsstruktur 148t sich aber auch, wie nachfolgend gezeigt wird,
unmittelbar gewinnen.
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d) z=10

Durch die Addition der Losungsvektoren aus den Fallen b) und ¢), also von (3.1-21),
(3.1-23) und (3.1-25) entsteht ein Lésungsvektor, dem eine Linearkombination aus
zehn Zeilen von Q entspricht:

Q6~Uo~Go2- %2620+ Dt 2041+ s = (3.1-27)
(000-1000000 000100-100000000 1 0 00-1 00000-1 0 -2 000 000010 020 1)"

Fir z=10 gibt es nach (2.4-2) immerhin k“( “‘m) = 29( :g) = 512.1,9173-10° =
p4

9.8167-10"" neue Lésungsvektoren. Diese alle auf die Restriktionen hin zu tiber-
prufen, ware offenkundig sehr viel aufwendiger, als die Gesamtstruktur so wie oben
gezeigt aus Zwischenldsungen zusammenzusetzen. Daraus resultiert die folgende
Erkenntnis:

Fur die Gewinnung einer groReren Struktur ist es zweckmaRiger, wenn erst
kleinere Strukturfragmente gebildet und diese dann zu einer Gesamtstruktur
vereinigt werden, als wenn versucht wird, die Gesamtstruktur direkt zu bilden.

Aus (3.1-27) folgt die Strukturmatrix

(3.1-28)

In (3.1-28) sind drei einander durchdringende Schieifen unterscheidbar. Es sind die
bereits aus (3.1-22), (3.1-24), (3.1-26) bekannten Schleifen. Die zugehérige Wort-
struktur zeigt Bild 3.1-10.

Bild 3.1-10 Wortstruktur zu (3.1-28)

Diese Struktur vereint alle acht vorgegebenen Worte. Die Glaubwiirdigkeit dieser
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a
Struktur ist mit — = 5% = 0,833 < 1 besser als bei den vorhergehenden Struk-

ay
turen; Grund ist der Zusammenhang zwischen den drei beteiligten Schieifen. Die
Existenz noch komplexerer Strukturen ist zwar theoretisch nicht ausgeschlossen,
aber der Anschauung nach recht unwahrscheinlich. Die Suche wird deshalb nicht
fortgesetzt.

3.2 Ein thermodynamisches System

In einer chemischen Versuchsanlage, die aus einem Riihrkesselreaktor und einem
dazugehdrigen Kihlsystem besteht (Bild 3.2-1), werden in unterschiedlichen Experi-
menten verschiedene Kausalketten fir den Warmetransport bzw. -libergang nach-
gewiesen.

Bild 3.2-1 Schematische Darstellung der Bestandteile des thermodynamischen Systems mit
R: Reaktorgefaf
M: Mantel (Kithimantel des Reakiors + externes Kithlsystem mit Umwaélzpumpe)
. lokale Warmequellen,
Iz: z.B. durch exotherme chemische Reaktion im Reaktorgefand
ly: Warmefreisetzung durch die Kithimittel-Umwalzpumpe im Mantel
C: Warmekapazitaten,
Cg: des Mediums im Reaktor (z.B. chemische Reaktionspartner und -produkie)
C,»: des Kuthimediums in Mantel
U: Umgebung

Im ersten Experiment wirkt eine lokal begrenzte chemische Reaktion als Warme-
quelle I. Die Warme wird im Reaktorgefal R erst mit einer gewissen Verzégerung
nachgewiesen; der Temperaturfiihler befindet sich nicht am Ort der Warmequelle.
Dann gelangt die Warme in den Kithimantel M und von dort in die Umgebung U.

Im nachsten Experiment ist das System zunéchst auRer Betrieb und im thermody-
namischen Gleichgewicht. Mit der Inbetriebnahme beginnt die Kithimittel-Umwalz-
pumpe, Reibungswéarme freizusetzen,; sie erscheint als Warmequelle 1. Diese War-
me wird erst im Mantel M, dann im Reaktor R und schlieBlich in der Umgebung U
nachgewiesen.

Ein drittes Experiment betrachtet den erstgenannten Fall genauer: Die Warme aus
Iz wird zuerst prompt (z.B. per Warmestrahlung) in R nachgewiesen. Wegen der
endlichen Warmeleitfahigkeit und der Warmekapazitat C; des Mediums, das im
Reaktor enthalten ist, verteilt sich die Warme in diesem Medium verzogert. Die War-
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me wird deshalb mit Totzeit ein zweites Mal nachgewiesen (ausgedriickt durch Cg).
Usw.

Die einzelnen Kausalketten werden als Teilmodelle X,, X,,... aufgefal3t. Sie sollen zu
einer Modellstruktur der Warmetibergange verbunden werden'. Restriktionen gibt es
daftr nicht.

Als Merkmale x,, X,,... werden die Warmelibergange im System definiert. Z.B. be-
zeichnet x, den Warmelbergang von Iz nach R oder x, denjenigen von R nach M.
Der Merkmalswert drilckt dabei aus, ob ein Warmeiibergang nachgewiesen ist (x=1) ‘
oder nicht (x=0). Der Richtungssinn der Warmeubergénge wird bei der Merkmals-
definition nicht beriicksichtigt. Untersucht werden drei Falle mit unterschiedlichen
Anzahlen von Teilmodellen.

3.2.1 Modellierung durch ein elektrisches Netzwerk

Wie im Abschnitt 2.1 an einem Beispiel gezeigt wurde, kann ein warmetechnisches
durch ein elektrotechnisches dynamisches System beschrieben werden. Dies wird
nun in struktureller Hinsicht konkretisiert. Gegeben sind die im Bild 3.2-2 dargestell-
ten Warmeiibergangs-Teilmodelle. Durch sie soll eine Struktur der Wéarmelbergén-
ge gefunden werden. Fiir den Vergleich steht ein Modell in Form eines elektrischen
Netzwerkes zur Verfigung.

Ir

X X Xz X7

Ck, ™ R ™= M =» (,
Xs: X5 X, Xg

Bild 3.2-2 Warmelibergange zwischen den Bestandteilen des thermodynamischen Systems, die
Teilmodelle und deren Merkmale

' Diese Art der Modelibildung ist im voriiegenden Fall zweifellos nicht notwendig, denn die-
ses einfache System kann schon mit elementarem physikalischen Verstandnis analytisch modelliert
werden. Bei komplizierteren Prozessen kann eine Kausalstruktur aber durchaus eine zweckmaRige
Vorstufe auf dem Weg zu einem analytischen Modell sein.
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Nach (2.1-8) ist die (m,n)=(5,7)-Dimensionsmatrix

D:
X, X; Xz X4 X5 Xg X (3.2-1)
X, 11 0 0 0 0 1
X, 0111000
X, 1 0 0 01 0O
X4 0 01 00 10
Xs: 01 001 10
Nach (2.2-7) mit C=2-l, entsteht die (n-m,n)=(2,7) Lésungsmatrix
Q: X, X, X3 X4 X5 Xg X (3.2-2)
1 123 12 0
110 1 1 0 2
Aus der ersten Zeile von Q folgt nach (2.3-2) als erste Strukturmatrix
H,: (3.2-3)
Xq:
Xa:
Xs3:
Xa:
Xs:

(1)

X1
Xz:
X3:
X4
Xs:

OO0 00O X

)

X1:
Xz2:
X3:
Xa:
Xs:

OO0 00O X%
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©)

X X2 X3 X4 X5 Xs X7
Xi: (D o 0 0 0 0 (uxs
Xz: ¢ CO——) 0 0 0 x3(x2(xs)
xs: (D—6———D 0 0 (3
X 0 0 0 O O 0 O X3 X6
Xs: 0 0 0 0O O 0 O X5 X2 X6

Bild 3.2-3 Substrukturen zu (1), (2), (3)
Die Koppelmerkmale und ihre Verbindungen sind dick hervorgehoben.
Die gepunkteten Linien deuten die Lage der beteiligten Teilmodelle an.

Weil die drei Strukturen im Bild 3.2-3 Bestandteile einer einzigen Gesamtlésung
sind, kénnen sie miteinander vereinigt werden:

Bild 3.2-4 Die zur Strukturmatrix H,
nach (3.2-3) gehorende Struktur

Die gezeigte Méglichkeit der Kettenbildung ist nicht die einzige; wegen des Fehlens
von Restriktionen kommt es nicht auf bestimmte Verkniipfungen an. Eine andere,
stets bestehende Verkniipfungsméglichkeit besteht darin, die Ketten lediglich in-
nerhalb der Spalten der Strukturmatrix zu bilden. Statt (3.2-3) ist dann

H,: (3.2-3a)
Xt X2 X3 X4 X5 Xe X7

X () 0 0 0 0 O

Xa: D@ B o 0 o

Xa: 6 & o () 0 O

Xe: 0 0 (2 0 ¢ 0

Xs: 0 (<) 0 0 (1 0

Aus (3.2-3a) geht hervor, daR alle Teilmodelle, die in der gleichen H-Spalte ein
besetztes Matrixelement aufweisen, sich im betreffenden Merkmal Giberschneiden; in
der Struktur kommt jedes Merkmal nur ein einziges Mal vor. Die Struktur im Bild
3.2-4, die auch fur die Verknuipfungsvariante (3.2-3a) gilt, bestatigt dies.

Aus der zweiten Zeile von (3.2-2) folgt nach (2.3-2) als zweite Strukturmatrix
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Hy: (3.2-4)

X1 X2 X3 X4 X5 Xs X7
X: (DED o 0 0 o @
X2: ¢ (Do (Do o 0
Xs: () ¢ 0 0 0 o
Xs: 0 @ 0 O 0 0
Xs: 0 ) 0 O 0 0

Bild 3.2-5 Struktur zu (3.2-4)

Die zu H, und H, gehdrenden Strukturen
(Bilder 3.2-4 und 3.2-5) werden vereinigt
zu der Gesamtstruktur im Bild 3.2-6.

Bild 3.2-6 Gesamtstruktur

Die gefundene Gesamtstruktur (Bild 3.2-6) wird nun unter Beachtung der im Bild 3.2-
2 gezeigten Warmeiibergangs-Richtungen dargestellt, Bild 3.2-7.

lr w

} !

U &= R &> M = U

I !

CR CM Bild 3.2-7 Die gesuchte Struktur der Warmeiibergange

Aus Symmetriegriinden wéare auch die Richtung von C,, nach M plausibel. Ein sol-
cher Warmelbergang ist aber in den Teilmodellen nicht enthalten und kann deshalb
auch durch die Anwendung der Dimensionsanalyse nicht hinzugewonnen werden.

Da sich Warmeflisse wie elektrische Stréme verhalten, werden Warme-Stromquel-
len, Warme-Kapazitdten und Warme-Widerstande wie die entsprechenden elek-
trischen Elemente ersetzt und nach der gefundenen Struktur miteinander verbun-
den. Die Umgebung U erscheint elektrisch als Masse. Somit entsteht nach dem
Schema im Bild 3.2-7 das Netzwerk im Bild 3.2-8. Genau dieses Netzwerk war be-
reits durch theoretische ProzeRanalyse bekannt.
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Reaktor Mantel

Bild 3.2-8 Aus den nachgewiesenen und
per Dimensionsanalyse miteinander ver-
bundenen Warmefllissen abgeleitetes
elektrisches Netzwerk

-
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i
1
1
1
1
i
|
1
1
1
i
H
H
i
i
!
1
1
1
1
I

3.2.2 Lésungsraum mit verminderter Ausdehnung

Wegen Rang(Q)=n-m sind die n-m Lésungsvektoren linear unabhéngig (s. Abschnitt
2.2). Weil diese Rangbedingung mit nur n-m der insgesamt n Spalten der Losungs-
matrix Q erfilllt zu sein braucht, kénnen die anderen m Spalten von Q beliebig sein.
Also ist es auch méglich, daB bis zu m Spalten der Lésungsmatrix Q null sind; in den
betreffenden Koordinaten hat der Lésungsraum keine Ausdehnung. Die Bedeutung
solcher Spalten bzw. Koordinaten wird nun untersucht.

Wenn eine Q-Spalte durchgehend mit Nullen besetzt ist, dann folgt fir die betref-
fende Spalte der Strukturmatrix H, daB diejenigen ihrer Elemente, deren zugehdérige
(gleichindizierte) Elemente der Dimensionsmatrix D besetzt sind, zeilenibergreifend
gekoppelt werden kénnen, s. Strukturregel d) im Abschnitt 2.3. Wenn also fiir ein
Merkmal x; die j-te Spalte von Q gleich null ist, dann Gberschneiden sich in diesem
Merkmal alle diejenigen Teilmodelle, die dieses Merkmal aufweisen.

Gegeniiber dem Beispiel im Abschnitt 3.2.1 werden weniger und z.T. andere Teilmo-
delle verwendet, die Merkmalsbezeichnungen aber ibernommen, Bild 3.2-9.

=) R => M = U

X s X4 X3 X7

X ha X3 X, X,

Xy & X3 X7

Bild 3.2-9 Die gegebenen Teilmodelle, wobei gegentiber Bild 3.2-2 X; und X, verandert sind sowie
X5 weggelassen ist.
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Nach (2.1-8) ist die (m,n)=(4,5)-Dimensionsmatrix

D:
X, X Xz X4 X; (3.2-5)
Xy 11 0 0 1
Xy 01 110
X 1 0 0 10
X, 0 01 0 1

Nach (2.2-7) entsteht die Lésungsmatrix als (n-m,n)=(1,5)-Lésungsvektor

Q: X; Xy Xz Xg Xy (3.2-6)
-1 0 -11 1

und damit nach (2.3-2) die Strukturmatrix
H: (3.2-7)

X1
Xa:
Xa:
Xg:

Bild 3.2-10 Struktur zu (3.2-7)

Weil dem Merkmal x, in Q durchgehend der Wert null zugeordnet ist, werden - der
Strukturregel d) im Abschnitt 2.3 folgend mit der Wertzerlegung 0=-1+1 (kurz %1) -
die besetzten Elemente der x,-Spalte der Dimensionsmatrix (3.2-5) miteinander
verkniipft. Damit entsteht eine zusatzliche Merkmalskette nebst zugehériger Struk-
tur:

H: (3.2-8)
X X2 X3 X4 X7

Xi: 0 0 0 0 x x7 X @

Xz2: 0 @) 0 0 0 xs(xxs (:\\

Xs: 0 0 O O O X1 X4 @ -------- 3 @

Xe: 0 0 O O O X3 X7

Bild 3.2-11 Struktur zu (3.2-8)

Die Strukturen aus den Bildern 3.2-10 und 3.2-11 werden zu der im Bild 3.2-12 dar-
gestellten Gesamtstruktur vereint:

Bild 3.2-12 Gesamtstruktur

Wie sich zeigen 188t, entspricht der Gesamtstruktur im Bild 3.2-12 ein elektrisches
Netzwerk, dem gegentiiber Bild 3.2-8 die Kapazitdten C, und C,, fehlen; die geringe-
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re Information aus den Teilmodellen fihrt zu einer entsprechend kleineren Struktur,

3.2.3 Lésungsraum ohne Ausdehnung: Die triviale LGsung

Nach der Darstellung im Abschnitt 2.2 ist das Gleichungssystem (2.2-2) fur D,=0 und
m=n eindeutig 16sbar. Im homogenen Fall b=0 gibt es dann nach (2.2-4) und (2.2-3)
nur die triviale Lésung g=0, d.h. der Lésungsraum besteht nur aus dem Koordinaten-
ursprung. Dann kann, wie sich aus der Strukturregel d) im Abschnitt 2.3 folgern l4Rt,
die Dimensionsmatrix D direkt zur Strukturbestimmung herangezogen werden.

Aus den Beispielen der Abschnitte 3.2.1 und 3.2.2 werden insgesamt 6 Teilmodelle
tbernommen und ein Teilmodell wird neu eingefihrt, Bild 3.2-13.

=) R = M = U

l
) SR X e

ly ™> M => R = [
Xy X3 X, X,

6
®
6

Ch > M = U
XT: M)(6 X7

Bild 3.2-13 Die Warmetibergangs-Teilmodelle zum vorliegenden Beispiel

Nach (2.1-8) ist die zugehdrige (m,n)=(7,7)-Dimensionsmatrix
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Nach (2.2-7a) entsteht der Losungsvektor

9o =

© 0 00 O0 0 0. (3.2-10)

Im Unterschied zu (3.2-6) sind in (3.2-10) alle Elemente null. Deswegen werden
nach der Strukturregel d) die Strukturmatrix H und mit ihr die gesuchte Struktur un-
mittelbar aus der Dimensionsmatrix D abgeleitet:

H:

b C
Xa:
Xa:
Xs:
Xs:
Xs:
Xz:

o@ree@=®x
o o@=—=@Dx

o o o(EX=%) o x

X4
0
) &
5
|
%
0

X5

0
0
@
QD
0
0

(3.2-11)

X7

)0(6
0
0
)
&)
9

Bild 3.2-14 Struktur zu (3.2-11) und zugehorige Warmebergénge

Die im Bild 3.2-7 noch fehlende Ubertragungsrichtung von C,, nach M ist im Bild
3.2-14 vorhanden.
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3.3 Ein System Stab-Wagen

In [B98] ist das im Bild 3.3-1 skizzierte mechanische System eines auf einem Wa-
gen balancierenden Stabes regelungstechnisch untersucht und dafur eine Struktur
aus zwei Teilmodellen angegeben worden. Nur von den beiden Teilmodellen (Bild
3.3-2) ausgehend wird nachfolgend versucht, dieselbe Struktur zu bilden.

Bild 3.3-1

Mechanisches System Stab-Wagen: ¢
Spurgefithrter Wagen, der horizontal so bewegt
werden kann, dafd der auf ihm drehbar ange-
brachte Stab balanciert wird. Dabei bedeuten:

S
F(t): Kraft (Antrieb des Wagens) | >
s(t): Weg des Wagens
v(t)=§(t):  Geschwindigkeit E

r o
o(t): Drehwinkel des Stabes ——»Lo___:_c_]
o(f) =) :  Winkelgeschwindigkeit

F | Stab —E E) Wagen ——(P

= ¢ ¢ s

v — — > Bild 3.3-2 Teilmodelle des Stab-
= | @ w, [ Y Wagen-Systems

Aus Plausibilitatsgriinden gelten folgende Restriktionen:

R3-1; An einem Teilmodell darf es keine direkten Rickkopplungen (vom Ausgang
zum Eingang desselben Teilmodells) geben.

R3-2: Zwei oder mehr Signalwege dirfen nicht unmittelbar zu einem einzigen
Signalweg vereinigt werden.

Intern bestehen an die Teilmodelle keine Bedingungen, weswegen unterstellt wird,
daR jeder Eingang auf jeden Ausgang wirken kann.

Eine Struktur, welche die Teilmodelie miteinander verbindet, kann einzig Gber de-
ren Ein- und AusgangsgroRen realisiert werden. Diese GroRen werden deshalb als
Merkmale definiert, allerdings nur qualitativ, so da® der Merkmalswert 1/0 nicht den
Wert einer GréRe, sondern das Vorhandensein/Nichtvorhandensein einer Gré3e am
jeweiligen Teilmodell ausdriickt. Entsprechend ihrer Stellung am Teilmodell werden
die Merkmale mit “e” fir Eingang und “a” fir Ausgang indiziert.

Die Teilmodelle enthalten innere (vom Eingang zum Ausgang gerichtete) Uber-
tragungswege. Im Umkehrschlu werden die zur Verknipfung der Teilmodelle not-
wendigen duBeren Ubertragungswege als zusatzliche Verbindungs-Teilmodelle
definiert *. Damit gibt es insgesamt folgende Teilmodelle:

! Weil sie AuBen- statt Innenverbindungen realisieren, gilt fur die Verbindungs-Teilmodelle
die entgegengesetzte Ubertragungsrichtung, d.h. vom Ausgang zum Eingang.
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Teilmodell Stab: X Fg, F,v,, 0, 0,

Teilmodell Wagen: X;: Fo, vy, W, @, @, S,
Verbindungs-Teilmodelle:  X;: F,, F,

X4: (Pe, q)a

X5 0, 0,

Xe' Vo, V,

Der Ausgang s, wird nicht weiter beriicksichtigt, weil er nur an einem Teilmodell
vorkommt und deshalb an keiner teilmodelliibergreifenden Verkntipfung beteiligt
sein kann. Nach (2.1-8) ist die (m,n)=(6,8)-Dimensionsmatrix

D: (3.3-1)
Fe Fa Ve V, W W, @, @,

X; 1110010 1

X, 100110 1 1

X, 11000000

X; 00 0O0O0O0 1 1

X 00001100

X; 00110000

6*

Eine regulare (6,6)-Matrix D, gemaf (2.2-2) entsteht durch Vertauschung der Spal-
ten 5 und 6 bzw. von ®, und w,. Nach (2.2-7) entsteht die folgende (n-m,n)=(2,8)-L6-
sungsmatrix, wobei der Spaltentausch bereits wieder rlickgangig gemacht ist (s. im
Abschnitt 2.2):

Q: Fo F, v, v, 0, ©, ¢, @, (3.3-2)
6 0 .11 1100
11 1100 -11

Aus der ersten Zeile von Q folgt nach (2.3-2) als erste Strukturmatrix

H,: (3.3-3)
Fe P Py
Xi: 0 0 0 R (pa
X2: O 0 o Fe @@ Do Py
Xs: O 0 0 RFE
Xs: O 0 0 Oy Pa
K e
: ()

Diese Losung ist mit allen Restriktionen im Einklang. lhre zugehorige Substruktur ist
im Bild 3.3-3 als Blockschaltbild dargestellt, der Ubersichtlichkeit halber ohne die
Verbindungs-Teilmodelle. Die internen Verbindungen der Teilmodelle (gestrichelt)
sind fur die Strukturierung bedeutungslos; relevant sind nur die Auflenverbindungen.
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EJ Stab W F, Wagen |2
¢ ¢ S

v —> - i
s ® (0] y

Bild 3.3-3 Blockschaltbild zu H,

Die zur zweiten Strukturmatrix

H,: (3.3-4)
F-e Fa Ve Va me wa (pe ‘pa

X: 11 -1 0 0 0 0 1

Xe2: -1+ 0 0 1 0 0 -1 1

Xz: -1t 1 0 0 0 0 0 O

X4: 0 0 0 0 0 0 -1 1

Xs: 0 0 0 0 O 0 0 O

Xs: 0 0 -1 1 0 0 0 0

gehoérende Struktur widerspricht den Restriktionen und soll deshalb durch Modifizie-
rung (s. Abschnitt 2.4) auf ein zulassiges Strukturfragment reduziert werden. Die
Reduzierung kann zielgerichtet erfolgen, da sich einzelne unzuldssige Strukturbe-
standteile lokalisieren und entfernen lassen: zwei Schieifen in (3.3-5), die an X, und
X, jeweils eine direkte Riickkopplung herstellen und daher R3-1 widersprechen so-
wie eine teilmodelliibergreifende Merkmalskopplung, welche die ¢,-Ausgénge von
X, und X, unmittelbar miteinander verbindet und daher R3-2 widerspricht.

B R V% VY (33-5)
X: @) 1 0
Xz: - 0 1
Xa: (1) 0o o
X¢: 0 0 0 O
Xs: 0 0 0 O
Xe: 0 0 -1 1

Um in (3.3-5) die unzuléassigen Verbindungen aufzutrennen, wird in diesen Verbin-
dungen jeweils ein Koppelelement ignoriert. Dazu wird das sowohl zur rechten

Schileife als auch zur Merkmalskopplung gehdrende Element ¢, in X, gewahlt. Aus
der linken Schleife wird F, ignoriert, wobei zwei Alternativen unterschieden werden:

(1) F, in X; wird ignoriert. Dann kann eine einzelne durchgehende Kette gebildet

werden. Die modifizierte Losung aus (3.3-6) ist zuléassig. lhr zugehériges Struk-
turfragment zeigt Bild 3.3-4 als Blockschaltbild.
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B R Vo Va ® Wy ®. O (33-6)

%

Fl Stab_---- 5 F ~Wagen >

¢ ¢ Pl ~~. S
v R > AR -
NS w ) S Y

b ——p P>

Bild 3.3-4 Blockschaltbild zu (3.3-6)

(2) F, in X, wird ignoriert. Dann gibt es u.a. die folgende, aus einer Kette und einer
Schleife bestehende Verbindungsvariante:

FE B Ve Va W Wy @ O (3.3-7)
X1 -1 o 0
Xz 0 {
X3: Q o
Xs: 0 O
Xs: 0 O
Xeg: 0 O

, ¢

F| Stab £ F Wagen s
——p)

L ® s

v S I T -»

Bild 3.3-5 Blockschaltbild zu (3.3-7)

Die Strukturen aus den Alternativen (1) und (2) sind nicht miteinander vereinbar,
denn gemaf R3-2 ist es nicht moglich, am F,.-Eingang von X, (Wagen) zwei Signal-
wege unmittelbar miteinander zu vereinigen. Zur Auswahl von einer der beiden
Strukturen dient das Bewertungskriterium S1 (Abschnitt 2.4), wonach der Quotient
a,/a,, minimal sein soll. Aus (3.3-6) und (3.3-7) ist fiir beide Strukturen a./a, =12/11
ablesbar. Demnach kann keine Auswahl getroffen werden; beide Strukturen sind
gleichrangig. Offenbar kommt der Vorzug, den die Schieife in (3.3-7) gegeniiber der
Kette in (3.3-6) besitzt (s. Bewertungskriterium S3), deswegen nicht zum tragen, weil
die Kette in (3.3-6) ihrerseits dadurch bevorteilt ist, daf sie langer als die Schieife ist
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(s. Bewertungskriterium S2).
Jede der beiden Strukturen aus den Bildern 3.3-5 und 3.3-6 wird einzeln mit der

Struktur aus Bild 3.3-3 vereint. Die beiden alternativen Ergebnisse, in denen nur die

strukturrelevanten (duBReren) Verbindungen dargestellt werden, gehen aus dem Bild

3.3-6 hervor.
@
F Stab —E F, Wagen _(E
> ¢ P S
v »- » —>
9 LA 4
F F ¢
F| Stab > Wagen >
(b) ) 0 0 s
v > —
> @ , 4

Bild 3.3-6 Gesamtblockschaltbilder als Vereinigung der Struktur aus dem Bild 3.3-3 mit den Struktu-
ren aus den Bildern 3.3-5 (a) und 3.3-6 (b)

Das Ergebnis (a) ist, wie aus dem physikalischen Verstandnis heraus (also erst mit
Zusatzinformation) deutlich wird, nicht sinnvoll. Das Ergebnis (b) hingegen wird be-
statigt durch die in [B98] S. 57 angegebene, physikalisch begriindete Struktur.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Zur Lésung des Strukturierungsproblems werden die Merkmalsmengen der Teilmo-
delle so weit miteinander Uberschnitten, wie es bestehende strukturelle Restriktionen
zulassen. Eine zulassige Modellstruktur wird dabei so gewonnen, daf} zunachst auf
algebraischem Wege verschiedene unabhangige Substrukturen der zu erwartenden
Gesamitstruktur gebildet werden. Die Substrukturen werden dann den Restriktionen
unterzogen. Die danach noch verbliebenen (zuléassigen) Strukturen werden schlief3-
lich miteinander verknipft.

Praktisch kann es sinnvoll sein, nicht den gesamten formalen Lésungsraum nach
zulassigen Lésungen abzusuchen, sondern gefundene unzulissige Ldsungen so zu
modifizieren, daf} sie den Restriktionen geniigen. Durch die Modifikation der alge-
braisch gefundenen Substrukturen kommt es allerdings vor, daf die entstehenden
Strukturfragmente nicht miteinander vereinbar sind und deswegen alternative Lésun-
gen hervorbringen. MuR unter alternativen Lésungen eine Auswahl getroffen wer-
den, kann zur Bewertung der Vernetzungsgrad der Merkmale herangezogen wer-
den. Besondere Bedeutung haben dabei die Merkmalsketten und -schleifen, die in
den Strukturen enthalten sind.

Die angegebenen Beispiele zeigen eine gewisse Vielfalt an Anwendungsmdoglich-
keiten und methodischen Besonderheiten des entwickelten Konzeptes. Nach diesem
Anliegen waren die Beispiele auch konzipiert worden. Allerdings bleiben die Bei-
spiele deswegen vergleichsweise elementar. Vorgesehen ist deshalb die Untersu-
chung eines umfassenden realen Strukturierungsproblems, voraussichtlich fiir eine
chemische Reaktion in einem Riihrkesselreaktor.

Ein weiterer vorgesehener Untersuchungsgegenstand ist der Umgang mit fehlerbe-
hafteten Teilmodellen. Ziel ist es dabei, die Fehler bereits vor der Verknlipfung der
Teilmodelle aufzusptiren und zu eliminieren. Verstandlicherweise kann nur von feh-
lerfreien Teilmodellen erwartet werden, daf sie sich auch zu einer umfassenden und
eng vernetzten Struktur verkniipfen lassen. Zwar kénnen auch fehlerhafte Teilmo-
delle Strukturen bilden, doch im allgemeinen - wie sich vermuten 1aRt - mit geringe-
rem Vernetzungsgrad als fehlerfreie Teilmodelle. Diese Vermutung impliziert folgen-
den methodischen Ansatz fiir den indirekten Nachweis von Fehlern: Aus einer Struk-
tur sind zwar ihre enthaltenen Fehler nicht direkt ablesbar, doch treten die Fehler
indirekt dadurch in Erscheinung, daf sich nach einer Modifizierung der Teilmodelle
eine umfassendere und somit glaubwiirdigere Struktur bilden 1aRt. Einige Kriterien,
nach denen sich die Glaubwiirdigkeit einer Struktur bewerten 1aRt, sind im vorliegen-
den Bericht bereits angegeben.

Fir die Modifizierung von Teilmodellen kommen u.a. evolutionadre Prinzipien (Ge-
netische Algorithmen) in Betracht; die eingefiihrte Darstellung der Teilmodelle als
Merkmalsmengen bzw. als Binarvektoren bietet dafiir eine giinstige Voraussetzung.

Unabhangig davon soll versucht werden, fehlerhafte Merkmale mit Hilfe informa-
tionstheoretischer Methoden und unter Verwendung von Prinzipien der Mustererken-
nung (vorzugsweise nach dem in [H98-1] beschriebenen Prinzip) auch direkt nach-
zuweisen.
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