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Kurzfassung

Ein zweiphasiges, aus einer gashaltigen Flussigkeit bestehendes Medium wird in
einer Axialpumpe von einem propellerartigen Laufrad senkrecht zur Drehachse die-
ses Laufrades transportiert. Die Wechselwirkung zwischen der Gasphase und dem
Laufrad soll unter Verwendung von Gamma-Strahlung mittels Tomographie unter-
sucht werden. Dabei ist fur die Rekonstruktion des Objektbildes das Prinzip der so-
genannten gefilterten Riickprojektion vorgesehen. Die methodischen Grundlagen fiir
die Nutzung dieses Prinzips unter den vorgesehenen geometrischen und meRtech-
nischen Bedingungen sind Gegenstand dieser Arbeit.
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1. Einleitung

In einer Axialpumpe transportiert ein propellerartiges Laufrad eine gashaltige Filis-
sigkeit parallel zur Drehachse des Laufrades. Dabei flihrt die schnelle Rotation des
Laufrades zu komplizierten turbulenten Wechselwirkungen zwischen den Gasblasen
und den Fliigeln des Laufrades. Diesbeziglich ist unter anderem das Phanomen der
Kavitation von Interesse. Die Kavitation mindert den Wirkungsgrad der Pumpe und
bringt starke erosive Belastungen der Laufradfliigel mit sich.

Weil sich das Laufrad und das Medium bewegen, sowohl absolut als auch relativ
zueinander, ist die Untersuchung der genannten Wechselwirkungen erheblich er-
schwert. Vorgesehen ist deshalb, die Untersuchungen mittels Tomographie durch-
zufiihren. Die Axialpumpe wird dann in-einer Ebene senkrecht zur Drehachse des
Laufrades in Zentralprojektion von Gamma-Strahlung durchdrungen. Die Strahlung
wird teilweise absorbiert, woraufhin gegeniiber der punktférmigen Strahlungsquelle
ein Schattenbild des durchstrahlten Objektes entsteht. Aus dem Schattenbild wird
meRtechnisch eine eindimensionale Projektionsfunktion gewonnen. Uber eine volle
Umdrehung des Laufrades entsteht eine grof3e aber endliche Anzahl solcher Projek-
tionsfunktionen; die Mef3anordnung ist dabei ortsfest. Die Laufradposition wird
Winkel-aquidistant erfal3t, woraufhin die Projektionsfunktionen leicht tber viele Um-
drehungen des Laufrades gemittelt werden kénnen. MeRstérungen lassen sich so
weitgehend unterdriicken. Aus den Projektionsfunktionen wird tomographisch ein
zweidimensionales Schnittbild des durchleuchteten Objektes rekonstruiert. Von der
Subtraktion unterschiedlicher rekonstruierter Objektbilder wird schlieRlich eine quan-
titative Verteilung des zeitlich mittleren Gasgehaltes der Flussigkeit erwartet. Ein-
zelne Blasen lassen sich wegen der zeitlichen Mittelung nicht auflésen.

Fir die Rekonstruktion des Objektbildes gibt es verschiedene Prinzipien. Naher
betrachtet wird das Prinzip der gefilterten Riickprojektion. Dessen mathematische
Grundlage bildet die inverse Radon-Transformation (Johann Radon, dsterr. Mathe-
matiker, 1917). Charakteristisch fir dieses Prinzip ist neben einer speziellen Filte-
rung, daB die Funktionswerte in riickwértiger Richtung der Projektionsstrahlen iber
die Flache des Objektbildes aufgetragen (verschmiert) werden. Jede einzelne Pro-
jektionsfunktion wird entsprechend ihres zugehdrigen Drehwinkels separat riick-
projiziert. Alle Ruckprojektionen, die zu einer vollstdndigen Umdrehung des Objektes
gehdren, werden zu einem Gesamtbild Oiberlagert.

Der vorliegende Bericht soll die Verwendbarkeit der gefilterten Riickprojektion fir die
gegebene Problemstellung nachweisen und zeigen, welche Ergebnisse unter den
vorgesehenen geometrischen und mefitechnischen Bedingungen zu erwarten sind.
Bericksichtigt werden das Laufrad der Pumpe, das Pumpengehéuse, das zweipha-
sige Medium mit einer willklirlich angenommenen Verteilung der Gasphase sowie
stochastische Mef3stérungen.

Nachdem die Problemstellung weiter konkretisiert ist, wird das Rekonstruktions-
prinzip theoretisch begriindet. Anhand von Simulationen werden dann nacheinander
die Riickprojektion und die Filterung am gegebenen Objekt gezeigt, die Auswirkun-
gen verschiedener Interpolationen der abgetasteten Projektionsfunktionen mitein-
ander verglichen, durch die Subtraktion rekonstruierter Objektbilder die Gasvertei-
lung im Zweipasenmedium bestimmt und dabei die Wirkung von stochstischen Mef3-
stérungen dargestelit.



2. Problemstellung

2.1 Das Objekt

Die betrachtete Axialpumpe enthélt ein propellerartiges, aus drei Fligeln bestehen-
den Laufrad, Bild 2-1. Wichtige Parameter dieses Laufrades sind:

— Durchmesser der Welle: 75 mm

— Durchmesser Uber die Flugel (auRen): 220 mm

— Steigung der Flugel (aufen): 175,2 mm (pro 360°)
— Flugeldicke: 6,5 mm

— Winkelabstand der Fltigel: 120°

Das Laufrad ist von einem rohrférmigen bzw. kreissymmetrischen Gehéuse um-
schlossen. Die Pumpe wird (idealisiert) in einer Ebene senkrecht zur Drehachse des
Laufrades durchstrahlt. Der dadurch entstehende Schnitt durch das Laufrad ent-
spricht der geschwérzten Flache im Bild 2-1.

Wahrend das Laufrad rotiert, ist das (im Bild nicht dargestelite) Pumpengehéuse
feststehend. Das Gehdause ist damit relativ zu der ebenfalls feststehenden MeR3-
anordnung (Abschnitt 2.2) in Ruhe. Dies widerspricht zwar dem Wesen der Tomo-
graphie, denn sie verlangt eine relative Drehung zwischen der MefRanordnung und
dem untersuchten Objekt, doch weil das Gehause kreissymmetrisch und zudem in
sich homogen ist, darf es als mitrotierend und somit als Teil des untersuchten Objek-
tes angesehen werden. Auch das transportierte Medium gehdrt zum Objekt, doch
davon wird bis auf weiteres abgesehen.

Bild 2-1

Perspektivische Darstellung des Lauf-
rades und der angedeuteten Schnitt-
flache

Die reale Strahlungsquelle ist nicht punktformig. Desgleichen die Detektoren, welche
die Strahlung empfangen. Daher wird aus dem Objekt keine Fléche, sondern eine
(volumindse) Scheibe ausgeschnitten. Trotzdem wird nur ein ebenes, also flachen-
haftes Bild rekonstruiert. Folglich rufen Parameter, die in der Scheibe lings der zu-
satzlichen Dimension (entlang der Drehachse des Laufrades) variieren, Unscharfen
im rekonstruierten Objektbild hervor. Im vorliegenden Fall bewirkt die Steigung der
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Propellerfligel eine solche Unschérfe, Bild 2-2 '. Von zusatzlichen Parallaxen-Effek-
ten sei hier abgesehen.

a) b)

Bild 2-2 Sicht entlang der Drehachse des Laufrades auf den durchstrahlten Teil der Pumpe bei

a) einem ebenen Schnitt bzw. einer 0 mm dicken ausgeschnittenen Scheibe und

b) einer 5 mm dicken ausgeschnittenen Scheibe, wobei der Schwarzungsgrad eine Funktion der
wirksamen Materialdicke ist, homogene Materialverteilung vorausgesetzt

Das Bild 2-2 macht deutlich, daR die Scheibendicke im Interesse einer hohen Bild-
qualitat moglichst gering sein sollte. Konstruktiv werden dahingehend Blenden (Kolli-
matoren) eingesetzt. Die Problematik der Scheibendicke wird nachfolgend nicht
mehr berlicksichtigt. Als Objekt gilt deshalb die Darstellung im Bild 2-2a.

2.2 Die MeRanordnung

Die tomographische MeRanordnung besteht aus einer Strahlungsquelle S und ei-
nem Detektorbogen B, Bild 2-3, auf dem n Detektoren aquidistant tiber einen Winkel
y kreisbogenférmig angeordnet sind; S befindet sich im Zentrum des gedachten
Kreises. Im einzelnen gilt

y €[-30° 30° : Féacherwinkel 2

n =64 . Anzahl der Detektoren auf dem Kreisbogensegment von B

R =735mm : Radius des gedachten Kreises bzw. Abstand zwischen S und B
D =255mm : Abstand zwischen S und dem Drehpunkt des Objekies O.

Zwischen der Quelle S und dem Detektorbogen B wird somit eine facherférmige
Ebene aufgespannt. Das Objekt O muB in diesem Facher vollstédndig enthalten sein,
denn auBerhalb des Fachers liegende Teile des Objektes O kénnten nicht korrekt
rekonstruiert werden. Der Dreh- bzw. Mittelpunkt von O liegt auf der Winkelhalbie-
renden des Fachers (y = 0). O bezeichnet gleichzeitig den Drehpunkt des Objekies.

1 Bei diesen und allen weiteren Grauwert-Bildern sind die Extreme schwarz/weil dem
kleinsten/gréRten Wert der Objektfunktion zugeordnet. Einen absoluten Bezug gibt es dabei nicht.

2 Dieser und alle weiteren Winkel sind im positiven Drehsinn orientiert.
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Bild 2-3

Sicht auf die MeRanordnung B
und das enthaltene Objekt
(Bezeichnungen im Text)
s
: i r\
) R
64

Weil sich die Quelle S im Zentrum des gedachten Kreises befindet, von wo sie di-
vergierende Projektionsstrahlen aussendet, liegt eine Zentralprojektion vor. Das
Objekt O absorbiert die Strahlen teilweise und erzeugt dadurch ein Schattenbild auf
dem Detektorbogen. Aus dem zweidimensionalen Schattenbild entsteht mit Hilfe der
linear angeordneten Detektoren eine eindimensionale Projektionsfunktion.

2.3 Projektionsfunktionen und Sinogramm

Ein Projektionsstrahl durchdringt das Objekt und wird dabei durch Absorption in
seiner Intensitat abgeschwécht. Die Intensitat | entlang des Projektionsstrahls wird
differentiell betrachtet:

di(x,,%,) = —f(X,X,) I(X,,X,)ds fur B,y 2.3-1)

X;, X,:  Basiskoordinaten eines kartesischen Koordinatensystems (x;,, x,), das sich
mit dem Objekt dreht und dessen Ursprung im Drehpunkt O des Objektes

liegt, Bild 2-4
s: Koordinate des Projektionsstrahls in Richtung des Féacherwinkels y
ds: differentielle Strecke langs des Projektionsstrahls

I(x,, x;): lokale Intensitst des Projektionsstrahls

di(x,, x,): differentielle Intensitatsdnderung

f(x,, X,): ortsabhéngige Absorptionsfunktion des Objektes (Objektfunktion); sie ist
auBerhalb einer gewissen Grenze identisch Null

B: (Dreh-)Winkel zwischen der Koordinate x, und der Winkelhalbierenden des
Fachers (y = 0), Bild 2-4



Die Integration von (2.3-1) Uber den Weg des Projektionsstrahls fuhrt auf das Linie-
nintegral

nle) _ [ foxux)ds (2.3-2)
0 Strahl
Strahlintensitat am Eintritt in das Objekt.

Iy

Als MaB fur die Strahlintensitat dient die Anzahl N der nachgewiesenen Gamma-
Photonen. Damit ist eine Projektionsfunktion wie folgt bestimmt:

N
Ry(y) = In— (2.3-3)
N By

N/N:  Anzahl der Gamma-Photonen, die pro Mel3zeit und Projektionsstrahl ins
Obijekt eintreten/aus ihm austreten

Ry(y):  Projektionsfunktion in Abhéngigkeit vom Fécherwinkel y bei jeweils festem
Drehwinkel

Infolge der Begrenzung von f(x,, X,) in (X;, X,) sind auch alle Ry(y) in y begrenzt.

Bild 2-4
Schema der Zentralprojektion

¥Hq

Das Objekt (Bild 2-2a) wird in Schritten B =1, 2, ..., 360° gegenliber der feststehen-
den Meflanordnung (Quelle, Detektorbogen) gedreht. Dabei entsteht zu jedem 3
eine Projektionsfunktion Ry(y). Durch die Zusammenfassung aller (eindimensiona-
len) Projektionsfunktionen Ry(y) entsteht die zweidimensionale Projektionsfunktion
R(B, v). Diese Funktion ist als sogenanntes Sinogramm im Bild 2-5 dargestelit. Der
Facherwinkel vy ist hierbei als kontinuierlich angenommen. Tatsachlich ist y diskon-
tinuierlich, weil jede Projektionsfunktion nur punktuell an den n Detektorpositionen
erfafdt wird. Der kontinuierliche Fall wird aber spéter fiir Vergleiche bendtigt.
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Bild 2-5 Sinogramm der zweidimensionalen
Projektionsfunktion R(B, v) fiir das Objekt aus
Bild 2-2a, 1: v, —: B, beide Winkel in Grad

Die Bildrekonstruktion besteht darin, aus ei-
nem vorgegebenen, z.B. meBtechnisch ge-
wonnenen Sinogramm auf das Bild des zu-
gehorigen Objektes zu schiieBen. Fur das
Sinogramm im Bild 2-5 geschieht das im Ab-
schnitt 4. Zuvor wird das zur Bildrekonstruk- . ‘ ,
tion gewahlte Prinzip der gefilterten Ruckpro- 0 100 500 300
jektion naher betrachtet.

3. Das Prinzip der gefilterten Riickprojektion

Die zur Bildrekonstruktion vorgesehene Riickprojektion wird gemeinsam mit der
(Hin-)Projektion, d.h. der Entstehung von Projektionen behandelt, denn beides sind
zueinander inverse Operationen. In der MeRanordnung liegt zwar Zentralprojektion
vor, doch wird erst die anschaulichere und einfachere Parallelprojektion betrachtet.
Sie wird spater fiir die Geometrie der Zentralprojektion modifiziert.

3.1 Die Parallelprojektion
3.1.1 Projektion einer Objektfunktion

Fur die Rekonstruktion des Objektbildes bei Parallelprojektion wird angenommen,

— die Strahlungsquelie S ist unendlich weit entfernt, weswegen parallele Projek-
tionsstrahlen von ihr eintreffen, vgl. Bild 3-1, und

— die Projektionsfunktion wird senkrecht zur Projektionsrichtung erfaf3t.

Des weiteren werden fur die Parallelprojektion zum Teil andere Bezeichnungen als
fur die Zentralprojektion verwendet:

Py(t): Projektionsfunktion

s, t: Basiskoordinaten eines kartesischen Koordinatensystems (s, t),

6




welches gegeniiber dem Koordinatensystem (x,, x,) gedreht ist,
so daf} s in Projektionsrichtung zeigt

Sk Winkel zwischen den Koordinaten x, und t

r, d: Polarkoordinaten eines Objektpunktes

Bild 3-1 Schema der Parallelprojektion. Die gepunktete Kreisflache deutet das Objekt an. Der Ob-
jektpunkt (r, ¢) ist der Ubersicht halber auRerhalb des Objekies gezeichnet.

Die Projektionsfunktion entsteht geman (2.3-2) und (2.3-3) als Linienintegral
Polt) = [T0q,x;)ds . (3.1-1)

Ein Projektionsstrahl s’, der einen Objekipunkt (x,, x,) bzw. (r, d) bzw. (s, t) passiert,
schneidet die t-Achse an der Stelle t". Fiir diesen Strahl gilt die Geradengleichung
(Hessesche Normalform)?

t-t=0 (3.1-2)
mit " =x"g ' (3.1-3a)
=rcos (0 - ¢) (3.1-3b)
X = ( "1) = |x|(°°5¢) (3.1-4)
Xy sing
r=|x| (3.1-5)
e = (c‘_’se): Einheitsvektor der t-Achse. (3.1-6)
sinB

® Sind t” der senkrechte (minimale) Abstand einer Geraden s’ vom Koordinatenursprung und
e = (‘:l’::) der Normalenvektor von ¢, so hat ein Punkt x = ( :’) von der Geraden 8 den senkrech-
2

ten Abstand d = |x"g, - | = |t - 1}. im vorliegenden Fall liegt x auf s’ und dadurch istd = 0.
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(°°3¢)T-(°°59) = cosbcosB +singsind = cos(6 - ) (3.1-7)

sind sin®

Mit Hilfe der in Projektionsrichtung zeigenden Impulsfunktion* 5(x™-g; - t) wird (3.1-1)
zur Radon-Transformation

0

Po(t) = f f f(x)5(x ", -H)d . (3.1-8)

(3.1-8) beschreibt eine gerichtete Mittelung. Weil diese Mittelung nur in Projektions-
richtung erfolgt, werden alle Strukturanteile des Objektes herausgemittelt, die sich in
Projektionsrichtung ausdehnen. Unverandert bleiben dagegen die senkrecht zur
Projektionsrichtung weisenden Strukturanteile.

Radontransformierte kénnen nur in Sonderfallen der Objekifunktion f(x) analytisch
berechnet werden. Fir punktférmige Objekte ist dies méglich. Punktobjekte haben
auch insofern eine bevorzugte Bedeutung, als jedes beliebige Objekt als eine Ge-
samtheit einzelner Punkte aufgefalt werden kann. Dadurch kénnen die Radontrans-

formierten ausgedehnter Objekte aus den Impulsantworten der Objektpunkte zu-
sammengesetzt werden.

3.1.2 Radon-Transformation eines punktférmigen Objektes

Bei einem Punktobjekt mit dem Funktionswert f, an der Stelle x, bzw. (r,, ¢,) lautet
die Objektfunktion

f(x) = 5 5(X - Xo)- (3.1-9)

Nach (3.1-8) ergibt die Radontransformation
Pg(d) = 1, f f 5(x-x )5(x"e, ~t)d*x

= f,00x] e, 1. (3.1-10)

Demnach ist eine Projektion einer 3-Funktion ebenfalls eine &-Funktion; der Schat-
ten des Impulses ist auch ein Impuls und dies fir alle 6. GemaR (3.1-3b) ist

x Te, = r,cos(P,-6) . (3.1-11)
und damit geht (3.1-10) Gber in

Po(t) = £,5r, cos(d, - 8) - 1]. (3.1-12)

= fir v=0

4 Fur §-Impulse gilt 3(v) = {
0 sonst

und }G(V)dv =1

8



Das Argument der &-Funktion in (3.1-12) sagt aus, daR die Gesamtheit aller Projek-
tionsfunktionen bzw. die iiber dem (B, t)-Koordinatensystem definierte zweidimensio-
nale Projektionsfunktion

f, fur t = rycos(¢,-6)
P@©,1) = { ° o (3.1-13)
0 sonst
eine mit dem Wert f, gewichtete Sinuskurve (daher die Bezeichnung Sinogramm)
beschreibt, Bild 3-2.

Pyt

fot

Bild 3-2 Sinogramm eines ein-
zelnen Objekipunkies bzw. eines
Impulses

Das Sinogramm eines beliebigen Objektes ist demnach die Uberlagerung der Sino-
gramme aller einzelnen Objekipunkte.

Die Bezeichnung Sinogramm ist auch bei Zentralprojektionen gebrauchlich, wenn-
gleich dort allenfalls Sinus-ahnliche Formationen vorkommen, vgl. Bild 2-5.

3.1.3 Inverse Radon-Transformation fiir ein punktférmiges Objekt

Die Rekonstruktion der Objekifunktion f(x) aus Projektionen Pg(t) basiert auf der
inversen Radon-Transformation:

21
fx) = f f Py(tyh(t" -1)dtd® ° (3.1-14)
0 -
mit t"=rcos (8 -¢) nach (3.1-3b)

h(t” - t): Hilfsfunktion zur

— Filterung der Projektionsfunktion P4(t), wobei die Filtercharakteristik noch
bestimmt werden muf, und zur

— Ruckprojektion: Der Wert der Projektionsfunktion an der Stelle t” wird in
rickwértiger Projektionsrichtung samtlichen Objektpunkten (r, ¢) auf der
Projektionsgeraden t” - t = 0 zugeordnet.

% Ein zusatzlicher Faktor -51;— ist hier weggelassen, er wird im weiteren nicht benétigt.
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inneres Integral:  Faltung

auReres Integral: Uberlagerung der Ruckprojektionen aus allen Projektions-
richtungen

Da jede Objektfunktion f(x) in 3-Impulse zerlegt werden kann, wird (3.1-14) nur far
ein Punktobjekt betrachtet, namlich nach (3.1-8) fur f(x) = (X - X,) mit X, = 0 (Impuls
im Koordinatenursprung). Die Projektionsfunktion ist dann gemaR (3.1-10)

Po(t) = 8(t). Weil die Filtercharakteristik von h(t” - t) noch nicht bestimmt ist, wird

zunachst nur ungefiltert riickprojiziert. Infolge des Verzichts auf die Filterung ergibt
die Riickprojektion nicht den originalen Impuls, sondern - als “fehlende Filterung” -
die Impulsantwort des inversen Filters. Die nachfolgende Inversion des inversen
Filters soll die gesuchte Filtercharakteristik von h(t" - t) ergeben.

Fur die ungefilterte Ruickprojektion wird in (3.1-14) die Funktion h(t” - f) durch die in
Projektionsrichtung zeigende Impulsfunktion &(t” -t) ersetzt. Mit ihr und unter Beach-

tung von (3.1-3) folgt aus (3.1-14) die Bildfunktion

T o

B() = [ [8()3(t"-1)dtd
0 e

- [5)de
0

= [Blrcos(8-¢)]d8 = B(r,4). (3.1-15)
o

Daraus ergibt sich nach der Theorie der 3-Distributionen °

nﬁe_q)_l
B(r, ) = f—————( : 2 g - 1

0

3.1-
: (3.1-16)
Statt der originalen Impulsfunktion f(x) = 8(x) bzw. f(r) = 5(r) entsteht also durch die
ungefilterte Ruckprojektion die Funktion —} bzw. ﬁ Bild 3-4b. Diese Funktion ist die

X|

Impulsantwort des inversen Filters.

Fur eine beliebige Objektfunktion f(x) ist die ungefilterte Rickprojektion durch die
Faltung von f(x) mit der Impulsantwort T:if bestimmt:

& Nach der Theorie der 5-Distributionen gilt fir eine Funktion g(v), die nur eine einfache

d
Nulistelle v, besitzt und deren Ableitung dort %’1’2 = q'(vy} # 0 ist, die Beziehung
B(v-v,) ) . . .
Sfg(vil = Tl . Im vorliegenden Fall ist q(v}) = rcos(8-9¢) flrr# 0. Folglichist v = 8-¢,
o

Vo = 2. veyg = 8-¢-Z und q'(v) = -rsin(Z) = -r.

10



B(x) - f ff(x’)-—1—d2x’

x -]

- () (3.1-17)
I

Um aus (3.1-17) die originale Funktion f(X) zu gewinnen, muf auf der rechten Seite
dieser Gleichung der Term Tji eliminiert (entfaltet) werden. Dafiir wird (3.1-17) for-

mal durch die Inverse des inversen Filters, also die Hilfsfunktion h(x) erweitert:

h(x)*B(x) = h(x)*(f(x)*-i—) (h(x)*—l) ()
Ix] x|

I

(3.1-18)

]

O(x) * f(x) = f(x)

Eine Funktion h(x), welche die aus (3.1-18) ablesbare Gleichung

)+ = 5(x) ‘ (3.1-19)
[x]

erfillt, existiert nicht, dennﬁ ist fuir |x] = 0 nicht erklart. Demnach kann f(x) grund-

satzlich nicht exakt rekonstruiert werden. Fir praktische Zwecke genligen jedoch
hinreichend genaue Naherungen. Zur Bestimmung einer Naherung fiir h(x) wird
(3.1-19) zweidimensional fouriertransformiert:

z.{mx)*li)q} - 7,{500)

F ()} - -ﬂ{f—} - 7,{o)

x|

I
-

- el *UpX5)
h(u) - f fae femlup 429 gy dx, = (3.1-20)

Uy

mit u = ( ) : Ortsfrequenz mit Komponenten in der Orientierung von x,, X,

Uy
Die Integration in (3.1-20) wird in den Polarkoordinaten (r, ¢) vorgenommen. Mit u, =

|u] cos @, u, = |u] sin ¢ und nach (3.1-4, 3.1-5) mitx, =rcos ¢, X, =rsin §, |x| =r
sowie mit

&x, %,
or or

dx, dx, = — drdd = rdrdd (3.1-21)
5 50

ist in (3.1-20)
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f f"l;l?] o T2y +uzxy) dx, dx, = f f::',' R L ®
0 00

1
iyl (3.1-22)
Dies ist das Spektrum eines Integrierers ”. Die Inverse des Integrierers ist ein (idea-
ler) Differenzierer. Dieser ist, wie aus (3.1-20) und (3.1-22) hervorgeht, bestimmt
durch die spektrale Funktion

h(u) = jlul. (3.1-23)

Der ideale Differenzierer ist nicht realisierbar, denn |u] ist nicht absolut integrierbar ®
und kann deshalb nicht invers fouriertransformiert werden. Eine realisierbare Na-
herung entsteht aber dadurch, daf die hochfrequenten Anteile von |u| (also fur

[u[ - «) unterdriickt werden. Der ideale Differenzierer wird so zu einem realen Hoch-
paB. Folgende Naherungen werden vorgenommen:

a) h(u) wird oberhalb einer Grenzfrequenz u,,, identisch Null gesetzt.

b) Die durch a) herbeigefuihrte Wellenerscheinung wird abgeschwécht, indem ﬁ(u)
zusatzlich im Wert begrenzt wird, namlich auf h,__, < U ..

Als Naherung von (3.1-23) entsteht damit die Filterfunktion, s. Bild 3-3,

jlul - fur |u] < g
hw) = jh

0 for ug, <4l

fur b < Ul < Uy, (3.1-24)

max

” Formal gesehen ist der Operator, welcher die originale Objektfunktion #(x) in die Bildfunk-
tion B(x) Uberfuhrt, ein zweidimensionaler Integrierer. Im eindimensionalen Fall ist dies leichier
ersichtlich, denn die eindimensionale Integration eines d-Impuls ergibt den Wert 1. Im zweidimensio-

nalen Fall ergibt sich ein &quivalentes Ergebnis: Die Impulsantwort 1 oder genauer zi hat unter
r ir

einem Kreisring, welcher den Radius r und deshalb die Lange 2mir hat, die Flache 2rr L=y
2nir

By(t) istin t € [, ] nur dann absolut integrierbar, wenn f [v(t)ldt < « existiert (Dirichlet-

—o

Bedingung)
12



Bild 3-3
Die spekirale

Filterfunktion F"1

Dieses sehr einfache Filter kommt dem in der Tomographie gebrauchlichen Shepp-
Logan-Filter nahe. Vorteilhaft gegeniiber anderen {iblichen Filtern (z.B. Butterworth-,
Hamming-, Parzen-Filter) ist daran, da® im rekonstruierten Objektbild eine ver-
gleichsweise hohe Aufldsung erreicht wird. Allerdings kann die unstetige Bandbe-
grenzung zu unerwiinschten Wellenerscheinungen im rekonstruierten Objektbild
fiihren (Gibbs’sches Phdnomen). '

Aufgrund der Bandbegrenzung ist es nach dem Abtasttheorem unmdglich, beliebig
kleine Elemente des Objekibildes zu rekonstruieren. Praktisch ist dieser Nachteil
vertretbar, denn reale Sinogramme sind diskontinuierlich (Abschnitt 4) und erlauben
daher ohnehin nur die Rekonstruktion von Objektbestandteilen ab einer Mindest-
grofe.

Wegen ﬁ(u) =0 fur u = 0 hat die gefiltert rekonstruierte Objektfunktion im Gegen-

satz zur Originalfunktion keinen Gleichanteil. Die rekonstruierte Funktion ist deshalb
im Mittel gleich Null. Dies ist fur die vorgesehene Anwendung bedeutungslos, denn
wie noch gezeigt wird (Abschnitt 4.3), sind dort nur relative Anderungen von Belang.

Die Faltung h(x)*B(x) in (3.1-18) wird im Frequenzbereich unter Beachtung der N&-

herung (3.1-24) zu dem Produkt aus ﬁ(u) und dem Spekirum der Bildfunktion B(x).

Dieses spekirale Produkt ist absolut integrierbar und kann deshalb invers fourier-
transformiert werden. Somit entsteht die gefilterte Riickprojizierte der originalen
Objektfunktion f(x) als Naherung

fo) = #;'{h- 7B} - (3.1-25)

Dem Aufbau der Formel (3.1-25) entsprechend kann die praktische Berechnung von
f(x)in folgenden Schritten ausgefiihrt werden:

Schritt 1:  Aus den gemessenen eindimensionalen Projektionsfunktionen Py(t)
bzw. aus der zweidimensionalen Projektionsfunktion P(6, t) wird durch
ungefilterte Ruckprojektion die Bildfunktion B(x) erzeugt.

13



Schritt2:  Die Fouriertransformierte der Bildfunktion B(x) aus Schritt 1 und die Fil-

terfunktion ﬁ(u) nach (3.1-24) werden im Frequenzbereich miteinander
multipliziert.

Schritt 3:  Das spektrale Produkt aus Schritt 2 wird invers fouriertransformiert.

Die Operationen Riickprojektion und Filterung sind linear und diirfen deshalb ver-
tauscht werden. Erfolgt erst die Filterung, d.h. werden die einzelnen Projektionen
Py(t) vor ihrer Riickprojektion erst gefiltert, so gentigt daftr die eindimensionale Fou-
riertransformation.

Statt tiber den Frequenzbereich kann die Filterung auch direkt im Originalbereich
vorgenommen werden, namlich durch die Faltung der Py(t) mit der Impulsantwort
des Filters. Dies wird hier nicht weiter erértert.

Die Wirkung der Filterung auf die rekonstruierte Objektfunktion eines einzelnen Im-
pulses verdeutlicht das Bild 3-4c.

a)

Bild 3-4 Zur gefilterten R{ickprojektion einer
Impuisfunktion

a) ein d-lmpuls als originale Objektfunktion
f(x)

b) aus dem Sinogramm des Impuises (vgl.
Bild 3-2) ungefiltert ruckprojizierte Bild-
funktion B(x) = + = [—‘E gemaR (3.1-16)

r |

c) gefilterte Ruckprojektion f(x) gemaR

(3.1-25); oben abgeschnitten und gegen-
Ober b) vergroRert

Die gefilterte Funktion T‘(x) in Bild 3-4c¢ ist dem originalen Impuls im Bildteil a weitaus

ahnlicher als die ungefilterte Bildfunktion B(x) im Bildteil b, obgleich dies wegen der
betrachtlichen Bildvergréferung nicht gut deutlich wird. Die Vergré8erung laft kon-
zentrische Wellen erkennen. Sie stammen von der Unstetigkeit der Bandbegrenzung
in (3.1-24) und sind eine Erscheinungsform des Gibbs’schen Phénomens. Auf dem

Zentralberg der Impulsantwort T‘(x) (im Bild abgeschnitten) befindet sich das globale
Maximum der Funktion. Das néchstliegende Wellental enthélt bereits das globale
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Minimum der Funktion °. Diese Erscheinung wird sich spater bei der Bildrekonstruk-
tion wiederfinden.

3.2 Die Gefilterte Riickprojektion bei der Zentralprojektion

Das Prinzip der gefilterten Ruckprojektion wurde oben anhand der Parallelprojektion
eingeftihrt und wird nun fur die Zentralprojektionen modifiziert. Dazu wird in die Par-
allelprojektion einfach nur die Geometrie der divergierenden Projektionsstrahlen

einbezogen.
Ein Projektionsstrahl, der im Winkel y von der Quelle S ausgeht, wird zunachst als

Bestandteil einer Parallelprojektion aufgefalt, Bild 3-5.

X9
i
¥ B\®

9

~ D Xq

S

Bild 3-5 Schema der Zentralprojektion

Fur die Rekonstruktion bei Parallelprojektionen gilt nach (3.1-14)

21T «

) = [ [Pel®h(t -tdtde . (3.2-1)
0 —

Nach Bild 3-5 ist nun

? Diese Erscheinung wird bereits durch das nur eindimensionale und lediglich bandbegrenz-

- Jul fur Jul<u,.,
te Spekirum hu) = . verstandlich. Dessen inverse Fourier-Transformierte ist
0 fur jup>u,

» sin@2mu__ f

. z sin(mu__ 1)) .
Re) = &)} = 202, mad) _ uza‘[ ——L—"-’—i“-"—)) . Die in A(f) enthaltenen Terme der Form

m
2mu Mgt

§i¥n_t (Spaltfunktion) sind der im Bild 3-4c beobachteten, dort aber viel geringeren Wellenerschei-

nung analog. Die Funktion h(t) hat fur t = 0 ihr globales Maximum. Von dort aus sinkt der Funktions-
wert beidseitig monoton auf sein globales Minimum bei etwa t = £0.65- u,,. Mit zunehmendem |

nahert sich h(t) oszillierend dem Wert Null,
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6=B+y, t=Dsiny. (3.2-2)

Ein Objektpunkt (x;, X,) bzw. (r, ®), der sich im Winkel y* zur Winkelhalbierenden des
Fachers und im Abstand L von der Quelle S befindet, wird im Rahmen der Parallel-
projektion an die Stelle (i", 8) abgebildet, Bild 3-6. Es Ialt sich zeigen, daR

Lsiny =rcos (B - o), Lcosy =rsin(B-¢)+D (3.2-3)
ist und somit
L(r,&,B) = V[D +rsin(B- ) +[rcos(B-$)F . (3.2-4)

Demnach ist L unabhéngig von y. Mit (3.1-3b) und (3.2-2) ist

t-t=rcos(B-¢)-t
=rcos(B+y-¢)-Dsiny
=rcos (B-¢)cosy-[rsin(B-¢)+D]siny
= L(siny cos y-cosy’ sindy)
=L sin(y” - ). ) (3.2-5)

Der Faktor L in (3.2-5) bedeutet folgendes, vgl. Bild 3-6: Der Objektpunkt (r, ¢) hat
im Facher die Koordinaten (L, y°). In der Parallelprojektion hat dieser Punkt vom
Projektionsstrahl den senkrechten Abstand t” - t. Es ist plausibel, daB bei einer kon-
stanten Winkeldifferenz y” - y der Abstand t” - t proportional der Lange L ist.

(r.d)

Y

Bild 3-6 Zur Veranschaulichung von (3.2-5)

Mit (3.2-2) wird aus der fiur Parallelstrahlen guitigen Projektionsfunktion Pg(t) die
Projektionsfunktion fiir Facherstrahlen

Pe.,(D sin y) = Ry(y). (3.2:6)
Mit (3.2-5, 3.2-8) und

16



5t 56|

dtdo = : :; dydB = cosydydp (3.2-7)
5p O

geht (3.2-1) Gber in
21T o0

fr,d) = [ [ReWhILsin(y"-y)]Dcosydydp . (3.2-8)
0 —

Um die zur Zentralprojektion gehdrende Funktion h[L sin(y” - y)] in den Termen der
zur Parallelprojektion gehdrenden Funktion h(t” - t) darzustellen, wird h(t) geman

(3.1-23) h(u) = jlu] als inverse Fouriertransformierte von |u} aufgefaBt:

umax
h(t' -t) = f [u]eZmE-dqy (3.2-9)
~Umax
Mit (3.2-5) ist
umax
h[Lsin(y -y)] = f [ujemitsint™Vqy | (3.2-10)

“Umax

Anhand der Transformation
ulsin(y'-v) _ - (3.2-11)
Y -Y
folgt aus (3.2-10)

. 2% . o
h[Lsin(Y' __Y)] = (__V._Y—) flu’le]znu (\ _Y)du'

Lsin(y"-vy)) /
. 2

=YY | K-

(Lsin(v,_v)) \282 (3.2-12)
Mit (3.2-12) wird schlieflich (3.2-8) umgeformt in

2n D b v -y 2

f(r,d) = [— [Ry(y)] ———| h(y"-y)cosydydpB, 2-13
r.¢) {in B(Y)(sin(v’~v)) (v -V)cosydydp (3.2-13)

wobei der y-unabhangige Term L vor das innere Integral gezogen ist. Dem Aufbau
der Formel (3.2-13) entsprechend kénnen zu ihrer praktischen Berechnung die fol-
genden Schritte ausgefiihrt werden:

17



Schritt 1:  Faltung der modifizierten Projektions- und Filterfunktion: 1°

[Re(v)cosy] =

2
[——-.V ) h(v)] (3.2-14)
siny

Schritt 2:  Ruckprojektion der gefilterten Projektionsfunktion, wobei mit % eine

vom Abstand zur Quelle S abhangige Wichtung vorgenommen wird.

Der Term % in (3.2-13) bedeutet anschaulich folgendes: Die Parallel- und die Zen-
L

tralprojektion gehen von unterschiedlichen Entfernungen zwischen der Quelle S und
dem Ursprung O aus. Wahrend der Abstand SO bei der Parallelprojektion als un-
endlich gilt, ist er bei der Zentralprojektion nur endlich. Nun wird aber die Zentral-
projektion aus der Sicht der Parallelprojektion betrachtet. Dazu miissen beide Ent-
fernungen miteinander in Einklang gebracht werden, denn die Quelle ist in beiden
Fallen dieselbe. Dies geschieht mit Hilfe eines Malstabes, welcher

— der endlich weit entfernten Quelle eine unendliche Entfernung zuordnet,

— alle differentiellen Langen bei Anndherung an S proportional der Entfernung L
verkirzt und

— alle differentiellen Flachen entsprechend mit dem Faktor L? verkleinert, vgl. Bild
3-7. Im Fachersystem hat demnach eine differentielle Flache bei Halbierung sei-
ner Entfernung von S nur noch ein Viertel seiner GréRe.

Bild 3-7
Zur Bedeutung von:Dz—

in (3.2-13)

Werden nun die Grofien der differentiellen Flachen als Funktionswerte tiber der
Facherebene aufgefalit, so ist die zugehorige Funktion proportional L?; sie bildet
entlang der Projektionssirahlen Parabeln und insgesamt ist diese Funktion ein

Rotations-Parabolid um S. Wird diese Funktion so wie (3.2-13) mit -LD; gewichtet,

"% In der vorgesehenen Anwendung variiert der Facherwinkel nur etwa im Intervall

y € [-30°, 30°]. Dann kann ndherungsweise cos(y)~1 und

V( ) =1 gesetzt und somit der Schritt 1
Y

ohne nennenswerte Einbulle an der Qualitat des rekonstruierten Bildes weggelassen werden.
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verbleibt dagegen nur eine Konstante. Somit bleibt bei der Zentralprojektion (ebenso
wie bei der Parallelprojektion) jeder riickprojizierte Funktionswert entlang seines
Projektionsstrahls unverandert, vgl. Bild 3-8.

Bild 3-8 Zur Riickprojektion bei Fachergeome-
trie:

Bei einer Projektionsfunktion, die Uber ein Win-
kelintervall konstant ist (konstanter Grauwert),
wird dieser Wert unabhéngig vom Abstand zur
Quelle S samtlichen Punkten des zugehdrigen
Kreissektors zugeordnet.

4. Simulationen
4.1 Riickprojektion und Filterung

Bezogen auf die feststehende MeRanordnung (Quelle und Detektorbogen) wird das
Objekt, Bild 2-2a, diskontinuierlich in Winkelschritten B =1, 2, ..., 360° gedreht. In
Zentralprojektion entstehen am Detektorbogen die Projektionsfunktionen R,(y). Sie
werden zur zweidimensionalen Projektionsfunktion R(B, y) zusammengefalit. Diese
Funktion wurde flir den y-kontinuierlichen Fall im Bild 2-5 als Sinogramm dargestelit.
Aus dieser Funktion wird nun gemaf Formel (3.2-13) das Objektbild rekonstruiert.

Die Riickprojektion nur einer einzigen, zu einem bestimmten Winkel B gehtrenden
(eindimensionalen) Projektionsfunktion Ry(y) zeigt das Bild 4-1. Dieses Bild verdeut-
licht, wie die Funktionswerte vom Detektorbogen her zur Strahlungsquelle hin aufge-
tragen (verschmiert) werden, vgl. Bild 3-8.

Bild 4-1 Eine einzelne
Ruckprojektion (von rechts
nach links)
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Alle 360 einzelnen Ruckprojektionen werden unter ihrem jeweiligen Drehwinkel
tiberlagert. Nach einem vollstédndigen B-Umlauf liegt die ungefilterte RUckprojektion
des Obijekibildes vor, Bild 4-2a "'. Das Ergebnis der gefilterten Ruickprojektion, wobei
die Filterung gemal (3.1-24) und (3.2-14) vorgenommen wurde, ist im Bild 4-2b
dargestellt.

a)

Bild 4-2 Die aus dem y-kontinuierlichen Sinogramm (Bild 2-5) erzeugte a) ungefilterte und b) gefil-
terte Ruckprojektion.

Die Funktion im Bild 4-2a entspricht dem zweidimensionalen Integral tiber die origi-
nale Objektfunktion, s. Abschnitt 3.1.3, FuRBnote 7. Demnach ist jeder Punkt der

Objektfunktion mit der Funktion —1— gefaltet. Da einerseits % mit zunehmendem r

monoton abnimmt und andererseits das Objekt eine abgegrenzte Anh&ufung von
Punkten darstellt, hat das Faltungsergebnis eine gewisse Ahnlichkeit mit der Funk-

tion 1. Von lokalen Einzelheiten abgesehen nimmt namlich die ungefiltert riickproji-
r

zierte Objektfunktion von innen nach aufen ab, im Bild 4-2a von schwarz nach weif3.

Die gefilterte Ruckprojektion im Bild 4-2b kommt dem originalen Objekt sehr nahe,
vgl. Bild 2-2a. Dennoch gibt es einen charakteristischen, wie folgt begriindeten Feh-
ler: Da statt einer Differentiation nur eine Hochpalfilterung vorgenommen wurde und
diese zudem mit scharfer Bandbegrenzung, vgl. Bild 3-3, ist das Gibbs’sche Phano-
men vorhanden. Dieses zeigt sich insbesondere an dem schmalen hellen Saum, der
die schwarzen Flachen des Laufrades umgibt. Der Saum ist Teil einer ausgedehnte-
ren Wellenerscheinung, vgl. Bild 3-4c, wobei die entfernteren Wellenbestandteile
wegen der ziemlich geraden Kanten des Laufrades durch Interferenz fast vollstandig
ausgeloscht sind.

" Der Randbereich des Rekonstruktionsbildes einschlieBlich des kreisringférmige Pumpen-
gehaduses sind dabei ausgeblendet, weil dies in der gegebenen Problemstellung ohnehin keine
Bedeutung hat.
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4.2 Interpolationen

Der bisher als kontinuierlich angenommene Facherwinkel y ist unter Berlicksichti-
gung der diskreten Detektorpositionen diskontinuierlich; aus jeder y-kontinuierlichen
Projektionsfunktion Ry(y) werden n=64 aquidistante Funktionswerte ausgeblendet
bzw. abgetastet. Daraufthin sind Funktionswerte der Projektionsfunktion R(B, y) nur
noch tber einem zweidimensionalen Raster von 360-64, also endlich vielen Stiitz-
stellen der (B, y)-Ebene gegeben. Endlich viele Stutzwerte reichen aber nicht aus,
um ein zweidimensionales Objektbild zu rekonstruieren. Weil nédmlich jeder Stiitz-
wert nur entlang einer Linie (Projektionsstrahl, vgl. Abschnitt 3.1.3) riickprojiziert
wird, ergabe die Riickprojektion der Punktmenge insgesamt nur endlich viele Linien,
aber keine Flache. Um ein flachenhaftes Objektbild entstehen zu lassen, muR we-
nigstens einer der beiden Parameter von R(B, v) in eine kontinuierliche Form ge-
bracht (interpoliert) werden. Fiir die Interpolation ist der Facherwinkel y besonders
geeignet. Betrachtet werden je eine Stufen-, Geraden- und Spline-Interpolation.

Aus einer abgetasteten Wertefolge 1af3t sich die ursachlich kontinuierliche Funktion
nur dann eindeutig wiederherstellen, wenn diese Funktion keine Frequenzen ober-
halb der Nyquist-Frequenz (halbe reziproke Abtastperiode, s. Abtasttheorem) ent-
halt. Im vorliegenden Fall enthalt aber das y-kontinuierliche Sinogramm (Bild 2-5) in
y- Richtung auch erheblich héhere Frequenzen. lhre Information ist durch die Abta-
stung unwiederbringlich verloren. Gewisse abtastbedingte QualitatseinbufRen sind
deshalb beim rekonstruierten Objektbild nicht zu vermeiden.

An den abgetasteten Projektionsfunktionen wird in y-Richtung zuerst eine Rechteck-
bzw. Stufen-Interpolation vorgenommen. Dazu wird jeder Abtastwert nach beiden
Seiten Uber die jeweils halbe Abtastweite festgehalten, so daR insgesamt eine stu-
fenférmige Funktion entsteht, Bild 4-3a.

Bild 4-3 ——

Zum Prinzip der a) b)
a) Stufen- und -
b) Geraden-Interpolation

gl

Zur Stufen-Interpolation gehért das im Bild 4-4a gezeigte Sinogramm; es unterschei-
det sich markant von Bild 2-5. Durch die gefilterte Riickprojektion entsteht die im Bild
4-4b dargestellte Objekinachbildung.
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o0 200 300

Bild 4-4 a) Sinogramm der in y-Richtung abgetasteten und durch Stufen interpolierten zweidimen-
sionalen Projektionsfunktion R(B, v), (1: v, ~: B, in Grad) und b) das daraus rekonstruierte Objektbild

Infolge der recht groben Stufen-Interpolation ist das rekonstruierte Objektbild im Bild
4-4b gegeniiber der Darstellung im Bild 4-2b erheblich gestdrt. Die Bildfehler sind
offensichtlich feinkérnig. Sie betreffen deshalb vor allem die hohen (Orts-)Frequen-
zen des Bildes. Ursache dafir ist die langsame Konvergenz der Fourierreihe der
Sprungfunktion. Also sollten besser stetige Interpolationen verwendet werden.

Die einfachste stetige Interpolation ist die Geraden-Interpolation, Bild 4-3b. Noch
erheblich glatter, weil namlich auch in der ersten Ableitung stetig, ist die kubische
Spline-Interpolation, s. Anhang 1. Die zu diesen beiden Interpolationen gehérenden
Sinogramme sind von dem y-kontinuierlichen Sinogramm im Bild 2-5 nicht auffallig
verschieden. Auf ihre Darstellung wird deshalb verzichtet. Die Ergebnisse der gefil-
terten Riickprojektion fiir die beiden stetigen Interpolationen zeigt das Bild 4-5.
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b)

Bild 4-5 Rekonstruierte Objektbilder bei a) Geraden- und b) Spline-Interpolation

Diese Ergebnisse sind deutlich besser als des Ergebnis der Stufen-Interpolation im
Bild 4-4b. Das zur Spline-Interpolation gehérende Bild 4-2b ist sogar kaum noch
vom ungestérten Bild 4-2b zu unterscheiden. Die Spline-Interpolation wird bei allen
nachfolgenden Untersuchungen eingesetzt.

4.3 Bestimmung der Gasverteilung

Das tomographische Bildrekonstruktion wird nun zur Bestimmung der Gasverteilung
in dem von der Pumpe transportierten Zweiphasenmedium herangezogen. Gesucht
wird der Volumenanteil des Gases je Volumeneinheit des Mediums. Da dieser Quo-
tient dimensionslos ist, werden die Volumina durch die rekonstruierten Werte der
Absorptions- bzw. Objektfunktion ersetzt; ein linearer Zusammenhang (Mef3skale)
wird vorausgesetzt. Die Absorption im Gas ist vernachléssigbar klein und wird des-
halb zu Null angenommen. Die Fliissigkeit besitzt einen relativ schwachen aber doch
nutzbaren Zusammenhang zwischen Volumenanteil und Absorption. In der Fliissig-
keit ist die Absorption nur etwa 1/7 gegentiber dem Material der Pumpe.

Die genannte MeRskale muR am realen Objekt konkretisiert werden. Dies erfordert
zwei bekannte Bezugspunkte (Zweipunktform der Geradengleichung). Dafiir eignen
sich die beiden Extreme

(1) nur Gas und
(2) nur Flussigkeit

in der Pumpe. Da ein Gasgehalt (kein Flussigkeitsgehalt) bestimmt werden soll,
dient der Fall (2) als Referenz bzw. als Nullpunkt der MeRskale. Schiieflich gibt es
noch den Fall

(3) unbekanntes Fliissigkeits-Gas-Gemisch

in der Pumpe. Von der Objekifunktion zu Fall (3) wird nun um die Objektfunktion zu
Fall (2) subtrahiert. Die Differenzfunktion wird dann mit der Differenz zwischen (2)
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und (1) normiert.

Zur Veranschaulichung wird folgende Gasverteilung angenommen: Der Volumen-
anteil des Gases nimmt in Drehrichtung des Laufrades und mit wachsendem Ab-
stand von der Drehachse jeweils monoton zu, insgesamt von 5% bis 30%. Die vom
Gas verursachte Variation der Strahlungsabsorption betragt damit (30% - 5% =)
25% = 1/4 gegeniiber der Absorption im rein flissigen Medium. Mit dem Absorp-

tionsverhdltnis 1/7 zwischen der Flissigkeit und dem Material des Laufrades betragt
1

die gasbedingte Absorptionsénderung im Zweiphasenmedium nur etwa 21-7 =
der Absorption im Laufrad. Die nunmehr vorliegende Objektfunktion ist im Bild 4-6 a,
b, ¢ in verschiedenen Ansichten dargestelit; sie entspricht Fall (3). Die Grauwertdar-
stellung im Bildteil a) 1&8t zum einen erkennen, dal die Absorption im Medium weit-
aus geringer als im Laufrad ist. Zum anderen ist die (eigentlich interessierende)
Variation des Gasanteils fast nicht sichtbar. Die Bildteile b) und c) heben die gasbe-
dingte Variation der Absorption deutlicher hervor. Die Héhe des Zylinders, der im
Bildteil c) mit durchgezogenen Linien angedeutet ist, entspricht der Absorption im
rein flussigen Medium. Die Absorption im Laufrad entspricht der 7-fachen Héhe
dieses Zylinders. Wegen der starken Dominanz des Laufrades wird die praktische
Bestimmung des relativen Gasgehaltes voraussichtlich gewisse mef3technische
Probleme bereiten, insbesondere weil mit stochastischen MeRstérungen gerechnet

werden muf.

~N

b) ©)

Bild 4-6 Objektfunkiion, bei der im Unterschied zu den bisherigen Objekien ein zweiphasiges Medi-
um in der Pumpe enthalten ist. Das Absorptionsprofil des Medium wird, da es im Graustufenbild a)
nicht gut zu erkennen ist, in b) durch Héhenlinien und in ¢) durch eine perspektivische Darstellung
deutlicher hervorgehoben.
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Die Differenz zwischen Bild 4-6a und dem (nicht dargesteliten) Referenzfall (2) ist im
Bild 4-7 gezeigt. Das vorgegenene Profil der Gasverteilung tritt dort deutlich hervor.
Das Bild ist in Negativdarstellung angegeben, weswegen zunehmende Helligkeit
abnehmenden Gasanteil andeutet.

In den betrachteten Objektfunktionen ist das Gebiet des Laufrades invariant gegen-
tiber dem Medium. Die Differenz zweier Objektfunktionen liefert daher in diesem
Gebiet formal den Wert Null, der seinerseits dem Referenzfall (2) zugeordnet ist.
Folglich enspricht im Bild 4-7 der Grauwert im zentralen Teil der Laufradachse dem
Gasgehalt Null; im Randbereich der Achse und mehr noch in den Laufradfliigeln
sind die Werte durch die HochpaRfilterung verfalscht. Die zum Pumpenraum geho-
renden Grauwerte sind durchweg dunkler als der Bezugswert in der Achsenmitte.
Dies bestéatigt qualitativ, dal im Pumpenraum berall ein Gasanteil vorhanden ist.
Auf die Normierung und somit die quantitative Bestimmung des Gasanteils wird hier
verzichtet.

Bild 4-7 Das rekonstruierte Differenzbild mit
dem gut sichtbaren Profil der Gasverteilung

Die zur Bildung des Differenzbildes er-
forderliche Subtraktion braucht nicht erst
mit den rekonstruierten Objekifunktionen
vorgenommen zu werden. Sie kann, da
die Rekonstruktion nur lineare Operatio-
nen enthalt, bereits an den betreffenden
Projektionsfunktionen oder Sinogrammen
erfolgen. Stait zweier getrennter Rekon-
struktionen ist dann nur eine gemeinsa-
me erforderlich.

4.4 Stochastische MeRst6rungen

Wie im Abschnitt 2.3 ausgefiihrt wurde, beruht die Bestimmung der Projektionsfunk-
tionen R,(y) auf der Z&hlung von Impulsen und nach (2.3-3) auf der Operation in%‘i,

wobei N die Impulsanzahl pro MeRzeit (Z&hirate) fir den jeweiligen Detektor (Fa-
cherwinkel y) und die jeweilige Projektionsrichtung (Drehwinkel B) ist.

Da die Impulse durch radioaktiven Zerfall verursacht werden, erscheinen sie zufal-
lig und unabhangig voneinander. Somit sind N eine Zufallsvariable und N(t) ein rein
stochastischer Zufallsprozel3 (ohne Gedéachtnis). Da eine konstante Drehzahl des
Pumpenlaufrades vorausgesetzt werden kann, unterliegt die Zahirate N einer
Poisson-Verteilung, Anhang 2, und ist der Zufallsprozef3 N(t) stationar.

Weil N(f) rein stochastisch und stationar ist, braucht die Mefzeit nicht in sich zu-
sammenhéangen, sondern diirfen mehrere auseinanderliegende Zeitabschnitte wie
ein einziges zusammenhangendes Zeitintervall behandelt werden. Folglich ist es
erlaubt, den ProzeB {iber mehrere Umdrehungen des Laufrades zu beobachten und
die MeRzeit jeweils als Summe der (360°-periodischen) Zeitintervalle zu bilden, die
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zum betreffenden Paar (B, y) gehoren. Bei den 1-Grad-Schritten von B, wobei jedem
Winkelintervall ein Zeitintervall at zukommt, und bei der Erfassung von insgesamt K

vollstandigen Laufradumdrehungen ist die MeRzeit = K- 3‘;0 . Die Anzahl K solite

méglichst groR sein, denn je gréRer die MelRzeit ist, desto kleiner ist der mittlere
Anteil des zuféalligen Fehlers (MeRstérung) in N relativ, Anhang 2.

Die Zahlrate N kann anhand der Intensitat der Strahlungsquelle und der Absorption,
die im Laufrad und im transportierten Medium auftritt, a priori abgeschatzt werden.
Mit Hilfe solcher Schéatzungen werden nun die bisher als determiniert angenomme-
nen Projektionswerte in aquivalente Poisson-Zufaliszahlen umgewandelt.

Die relative Standardabweichung von N ist um so grofer ist, je kleiner N im Mittel
ist, s. (A2-6). Die Mef3stérung wiegt dadurch um so schwerer - letztlich im rekon-
struierten Objektbild - je starker der Projektionsstrahl absorbiert wird. Niedrige Werte
treten insbesondere dann auf, wenn die Achse des Laufrades und ein oder zwei
Flugel gleichzeitig durchstrahlt werden. Dann ist mit minimalen N-Mittelwerten von
etwa 200 ... 300 impulsen pro Mefzeit zu rechnen.

Die Nichtlinearitat In% verursacht einen N-abhangigen systematischen Fehler

(bias); die verfalschten Werte sind gréRer als die wahren Werte. Letzteres ist aber
erst bei etwa N<20 relevant und wird deshalb hier nicht weiter beriicksichtigt.

Fur das Objekt im Bild 4-6a entsteht unter dem EinfluB der MeRstdrung die Rekon-
struktion im Bild 4-8. ‘

Bild 4-8 Rekonstruiertes Objektbild unter dem
Einfluf der MeRstérung; das zugehorige Original
befindet sich im Bild 4-6a

Um den bereits deutlich sichtbaren Stéreinflu noch hervorzuheben, wird das glei-
che Objekt noch einmal bei einer anderen Realisierung der Mefstérung rekonstru-
iert (nicht dargestellt); die Differenz zu Bild 4-8 zeigt das Bild 4-9.
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Bild 4-9 Bildsubtraktion flir die gleiche Objekt-
funktion bei unterschiedlicher Realisierung der
MeRstoérung .

Auffallig ist daran, dal die stérungsbedingten Bildfehler im Gebiet des Laufrades
besonders intensiv sind und scheinbar sogar {iber dieses Gebiet radial hinausstrah-
len. Ursache ist die vergleichsweise starke Absorption im Laufrad und die damit
einhergehende Uberhshung der MeRstérung. Insofern wirkt die MeRstérung per
Ruckprojektion an den Ort ihrer Entstehung zuriick.

Wie bereits unter determinierten Bedingungen (Abschnitt 4.3) wird die Differenz
zwischen dem unbekannten Objekt (Fall (3)) und dem Referenzobjekt (nur Fliissig-
keit in der Pumpe, Fall (2)) gebildet, Bild 4-10.

Bild 4-10 Das rekonstruierte Profil der Gasver-
teilung in der Pumpe unter dem EinfluR der Mef3-
stérung

Wie im Bild 4-7 ist im Bild 4-10 die vorgegebene Gasdichteverteilung zu erkennen.
Die Feinstruktur ist allerdings durch die bereits im Bild 4-9 fesigesteliten radialen
Bildfehler gestért. Zur Verminderung dieser Bildfehler bzw. der sie verursachenden
MeRstorung gibt es folgende Mdglichkeiten:

~ Erhohung der Zahlraten durch
e Ausdehnung der MeRzeit oder
« Erhohung der Intensitat der Strahlungsquelle

— Verwendung eines Laufrades mit verminderter Absorption, z.B. durch eine hohle
Achse
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5. Zusammenfassung

Fur die Anwendung an Axialpumpen wird die tomographische Bildrekonstruktion
nach dem Prinzip der gefilterten Riickprojektion betrachtet. Das Objekt der Betrach-
tung umfaBt das rotierende dreiflugelige Laufrad der Pumpe, dessen kreisrundes
Gehause und vor allem das von der Pumpe transportierte Zweiphasenmedium. Die-
ses Objekt befindet sich in einer MeRanordnung, die aus einer punkiférmigen Strah-
lungsquelle und 64 Detektoren besteht, wobei die Detektoren vom Objekt aus gese-
hen gegeniiber der Quelle in einem Kreisbogensektor angeordnet sind. Die von der
Quelle divergierend ausgehenden Projektionsstrahlen erfassen somit eine facherfor-
mige Ebene. Diese Ebene steht senkrecht zur Laufradachse. Weil das Objekt die
Strahlen teilweise absorbiert, entsteht am Detektorbogen ein Schattenbild des Ob-
jektes. Durch die meRtechnische Erfassung eines Schattenbildes wird eine Projek-
tionsfunktion gewonnen.

Das Laufrad dreht sich relativ zu der feststehenden Mef3anordnung. Fir eine voll-
stindige Umdrehung des Laufrades werden in 1-Grad-Schritten insgesamt 360 Pro-
jektionsfunktionen gebildet. Zur Unterdriickung von MeRstérungen wird eine Mitte-
lung Uber viele Umdrehungen vorgenommen. _

Samtliche (eindimensionalen) Projektionsfunktionen werden zusammengefalt zu
einer zweidimensionalen, Giber dem Facherwinkel und dem Drehwinkel des Laufra-
des definierten Projektionsfunktion (Sinogramm). Da beide Winkel diskontinuierlich
erfaldt werden, ist diese Funktion nur diskontinuierlich bzw. abgetastet Giber einem
zweidimensionalen Raster von Stitzstellen verfligbar. Wenigstens einer der beiden
Winkel muf aber kontinuierlich sein, um ein ltickenloses Bild des Objektes rekon-
struieren zu konnen. Deshalb wird die Abtastfunktion entlang des Facherwinkels
interpoliert. Von drei verglichenen Interpolationsvarianten erweist sich die Spline-
Interpolation als die giinstigste. Diese Interpolation kann den Informationsveriust,
den die Abtastung mit sich bringt, fast volisténdig ausgleichen.

Im Rahmen der gefilterten Riickprojektion wird fur die Filterung ein HochpalB-Filter
eingesetzt. Er ist eine realisierbare Naherung fir einen formal nétigen, jedoch nicht
realisierbaren Differenzierer. Die Ungenauigkeit dieser N&herung bewirkt unter an-
derem, daBl im rekonstruierten Objektbild die dunklen Kanten von einem schmalen
hellen Saum umgeben sind - eine Form des Gibbs’schen Phéanomes. Die Rickpro-
jektion besteht darin, die Werte der Projektionsfunktionen vom Detektorbogen her
zurtick zur Stahlungsquelle unter Beriicksichtigung der Strahldivergenz {iber die
Flache des Objekibildes aufzutragen; dies fur alle Drehwinkel. Die Operationen Filte-
rung und Rickprojektion sind linear und deshalb miteinander vertauschbar.

Die gesuchte Gasverteilung im Zweiphasenmedium wird durch die Differenz zweier
rekonstruierter Objekibilder bestimmt, namlich indem von dem Bild mit der unbe-
kannten Gasverteilung das (Referenz-)Bild vom rein flissigen Medium subtrahiert
wird. Die gewonnene Differenz ist empfindlich gegeniiber den stochstischen Stor-
anteilen der Mef3signale.

Die vorgenommenen theoretischen Betrachiungen und die Simulationsergebnisse
rechtfertigen es insgesamt, die gefilterte Riickprojektion und somit auch die dafiir
entwickelten Algorithmen und Rechenprogramme am vorgesehenen Gegenstand
einzusetzen.
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Anhang 1: Spline-Interpolation (kubisch)
Je zwei benachbarte Stitzstellen (x;, y;) und (x,,,, Y1) sollen durch ein Polynom
£ = a; + b(x=x,) + c,(x-x,)* + di(x-x,)®> fur xe[x,X.], i=1,2,.,n-1 (A1-1)

so miteinander verbunden werden, daf} die Polynome an den StoRstellen sowohl in
den Funktionswerten als auch in den 1. und 2. Ableitungen tbereinstimmen. Ausge-
hend davon, daf3

— an den Stolistellen die Differenzen x-x; verschwinden,

— die ersten Ableitungen benachbarter Polynome an den (inneren) StoRstellen ste-
tig sind, also f(x) =f,(x) furi=2, 3, .., n-1, und

— X - X = X, = Konst. ist, '
1aRt sich finden, daf

& = Vi3 by = L0 Y PO T2 6 = T b= L) (A1)

2
mit X?o[yi'-’1 AT YAl = Vi T2t Yy (A1-3)

Mit den gegebenen n Stiitzstellen lassen sich anhand eines linearen algebraischen
Gleichungssystems n-2 Polynome bestimmen. Uber die &uReren 2. Ableitungen
y, und y,” darf frei verfigt werden. Ublicherweise wird y,”" = y " = 0 gesetzt.

Beispiel: i 1 2 3 4 5
x1 2 3 4 5
v: 051 2 3 35
Nach (A1-3) mit x, = 1 folgt
41 0)|Y 3
14 10|y =|0
014 2 -3 a5
y
und daraus y, "= 3/4, y;” =0, y,” =-3/4. /
Damit sind nach (A1-2) die Parameter /
25+
i: 1 2 3 4 ~
a; 05 1 2 3 2 //
b;: 3/8 3/4 9/8 3/4 /
G 0 38 0 -3/8 18y )
d: 18 -18 -158 1/8 % |
al j
der Polynome f, bis f, bestimmt, s. Bild. |
g 5 2 25 3 35 4 a5 s

29




Anhang 2: MeRBstochastik

Die Messung der Projektionsfunktionen beruht auf der Z&hlung von Impulsen
(Gamma-Quanten) Uiber eine Mefzeit T,. Die Impulse erscheinen unabhangig von-
einander in zufalligen Zeitpunkten t, t; € [0,T,]. Die Zufallsvariable N ist die Anzahl
der Impulse, die pro Detektor, Laufrad-Drehwinkel und Zeitintervall [0,T,] gezahlt
werden. Unter der Voraussetzung, da der Zufallsproze N(t) stationar ist und damit
die Zahlrate N im Mittel konstant ist, liegt ein Poisson-ProzeR vor. Die Wahrschein-
lichkeit, daB in [0,T,] genau n Impulse gezahit werden, unterliegt deshalb der Dichte-
funktion

w(N=n) = w(n) = —r‘rﬁ'-e-ﬁ (A2-1)

mit neN:. Anzahl der Impulse im gegebenen Zeitintervall

n: Mittelwert.

Mittelwert und Varianz sind hierbei

EN) = ¥ nw(n) = i (A2-2)
n=0
E(N-E(NP) = = (n-npw(n) = 7 (= oX(N)) . (A2-3)
n=0

Das Zeitintervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Impulsen ist T = t, - t_,. Dieses
Zeitintervall unterliegt der Exponentialverteilung

w(m) =14T, (A2-4)
0 sonst.

Mittelwert und Varianz sind dann

0T To)?
T = ___g ) OZ(T) - [_:9) ] (A2-5a,b)
n n

GemaB (A2-3) ist die relative (auf den Mittelwert n bezogene) Standardabweichung

o _ 1 (A2-6)

n
Aus (A2-6) geht hervor, dal die zufélligen Schwankungen des Zahlwertes n bei zu-
nehmendem Mittelwert n relativ abnehmen ™. Im Interesse eines geringen stochasti-

"2 Tendenziell wird die Dichtefunktion w(n) far n - o zu einem 5-Impuls an der Stelle n
und entsprechend wird der Zufallsprozefd N(t) zu einem determinierten ProzeR.
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schen Stéranteils sind also méglichst hohe Zahlraten N wiinschenswert. Dies ist
erreichbar durch

— groBle Mefzeit T, oder
—~ hohe Intensitat der Strahlungsquelle.

Eine intensive Strahlungsquelle bedeutet einen groRen Mittelwert n und deshalb

nach (A2-5a) einen kleinen mittleren Impulsabstand 7. Dies ist praktisch ungiinstig,
denn Impulse sind meftechnisch erst ab einem gewissen Mindestabstand vonein-
ander unterscheidbar. Einander zu nahe Impulse duf3ern sich wie ein einziger Im-
puls. Der durch solche Uberdeckungen verursachte Zahlverlust kann zwar néhe-

rungsweise korrigiert werden, doch nur solange T nicht allzu zu Klein ist.
Eine VergréBerung der MeRzeit T, hat, da n proportional T, ist, keinen Einflu® auf

den mittleren Impulsabstand T. Die MeRzeit darf deshalb formal belieb groR gewshlt
werden. Eine praktische Grenze setzt hierbei allenfalls die mégliche Experimentier-
dauer. '
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