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1 Einleitung

In an important milestone toward making powerful computers that exploit
the mind-bending possibilities of calculating with individual atoms, scientists
at the [.LB.M. Almaden Research Center, in San Jose, Calif., are announ-
cing today that they have performed the most complex such calculation yet:
factoring the number 15. [10]

Wieso war es der New York Times am 20.12.2001 eine Nachricht wert, dass es Wissen-
schaftlern gelang, die Zahl 15 mit einem Computer zu faktorisieren, obwohl dies doch
bereits mit den ersten Rechnermodellen in den 1940er Jahren moglich war? Die Antwort
liefert der néchste Absatz:

The answer itself was no surprise: 3 and 5, the numbers that divide into 15,
leaving no remainder. But the exercise that led to that simple result — the
first factoring of a number with an exotic device called a quantum computer
— holds the promise of one day solving problems now considered impossible,
and cracking seemingly impenetrable codes. [10]

Das Interessante an dem gemeldeten Vorgang war also nicht das Ergebnis der Faktori-
sierung selbst, sondern das Gerét, auf dem diese durchgefithrt wurde, ein sogenannter
Quantencomputer. Doch worum handelt es sich bei diesen Gerdten und warum inter-
essiert man sich fiir sie, wenn eine derart einfache Aufgabe scheinbar schon eine grofe
Herausforderung fiir sie darstellt?

Kurz gesagt: Quantenrechner sind Computer die auf quantenmechanischen Prinzipien
und Phanomenen beruhen. Heutzutage handelt es sich beim Quantumcomputing um ein
aktives Forschungsfeld, fiir Physiker wie Informatiker, das noch hauptséchlich theoreti-
scher Art ist. Wie der zitierte Artikel aufzeigt, ist es unter Laborbedingungen jedoch
bereits moglich, kleinste Quantencomputer zu bauen, und es besteht die Hoffnung ei-
nes Tages alltagstaugliche Exemplare herzustellen. Diese wiren durch die Ausnutzung
quantenphysikalischer Effekte in der Lage, exponentiell viele Berechnungspfade parallel
abzuarbeiten und wiirden so bedeutend effizientere Algorithmen erlauben [9, S. 101ff].
Die Forscher von IBM haben beispielsweise Shors Faktorisierunsalgorithmus implemen-
tiert, der die Faktorisierung einer Zahl in Polynomialzeit ermoglicht [17]. Im Kontrast
dazu benoétigt der beste bekannte Algorithmus zur Losung dieses Problems auf einem
klassischen Computer exponentiell viel Zeit.

Der Inhalt dieser Arbeit sind jedoch nicht Quantencomputer im Allgemeinen, sondern
hauptséchlich Quantenautomaten. Einen Automaten im klassischen Sinne kann man sich
als eine Maschine vorstellen, die sich stets in einem von endlich vielen Zustédnden befin-
det, von denen einige als ,final“ markiert sind und unter denen es einen ausgezeichneten



Anfangszustand gibt. Aufgabe des Automaten ist die Untersuchung endlicher Symbol-
folgen. Dazu geht er die Folge zeichenweise von Anfang bis Ende durch und wechselt
in jedem Schritt in Abhéngigkeit vom aktuellen Zustand und dem gelesenen Symbol in
einen neuen Zustand. Ist der Zustand nach dem Abarbeiten des letzten Symbols mit ,fi-
nal markiert, dann akzeptiert” der Automat die Folge, andernfalls lehnt er sie ab. Die
Sprache des Automaten ist schlieklich die Menge aller Symbolfolgen, die er akzeptiert.

Beispielsweise akzeptiert der folgende, grafisch dargestellte Automat gerade diejenigen
Folgen von ,Ein‘- und ,,Aus*“-Ereignissen, die ein eingeschaltetes Gerét in ein ausgeschal-
tetes iiberfiihren:

start —>

: Ein*
,Ein‘ ” ,Aus”

Dabei ist q; der Anfangszustand und der Doppelkreis um ¢ markiert diesen Zustand als
Jinal“. Eine formale Definition endlicher Automaten findet man z.B. in [16, S. 19].

Versieht man dieses Modell eines Automaten, das gewissermafsen auf klassischer Physik
basiert, mit quantenmechanischen Grundlagen, erhilt man das Konzept eines Quanten-
automaten. Das Interesse an diesen beruht auf der Annahme, dass Quantencomputing
in der Zukunft praktisch durchfithrbar sein wird. Aufserdem besteht die Hoffnung, durch
die Ubertragung moglichst vieler Konzepte der klassischen Berechnungstheorie auf Quan-
tenberechnungen Letztere theoretisch besser fassen zu konnen. Da die unterste Stufe der
traditionellen Berechnungshierarchie die endlichen Automaten und reguléren Sprachen
bilden, bietet es sich an, diese als erste zu iibertragen. Dies fiihrt zu den Begriffen der
sendlichen Quantenautomaten“ und der ,quantenreguldren” oder ,quantenerkennbaren
Sprachen”, die Hauptgegenstand der vorliegenden Arbeit sind. Die Klasse der quanten-
erkennbaren Sprachen wird dabei nach dhnlichen Mustern untersucht, wie formale Spra-
chen oder formale Potenzreihen, insbesondere Abschlusseigenschaften spielen hierbei ei-
ne wichtige Rolle. Die Héhepunkte der Arbeit sind die Beweise eines Pumping-Lemmas
(siehe [12]) und eines Cut-Point-Theorems (siehe [6]) fiir quantenregulédre Sprachen sowie
eine darauf basierende Charakterisierung der von Quantenautomaten akzeptierten Spra-
chen (siehe [7]) in Kapitel 5. Neu sind die Verallgemeinerung des Cut-Point-Theorems
auf beschrinkte erkennbare Potenzreihen sowie einige negative Resultate hinsichtlich der
Abschlusseigenschaften quantenerkennbarer Sprachen.

Die Arbeit gliedert sich folgendermafen: Kapitel 2 stellt die notwendigen mathema-
tischen Grundlagen bereit, die {iber den Inhalt der Mathematikausbildung eines Infor-
matikstudiums hinausgehen. Die fiir die letzten zwei Kapitel erforderlichen Kenntnisse
der Theorie der gewichteten Automaten und der (erkennbaren) formalen Potenzreihen
werden in Kaptiel 3 vorgestellt. Kapitel 4 beschéftigt sich mit beschrankten Potenzreihen
und beweist eine verallgemeinerte Formulierung des Cut-Point-Theorems. Abschliefsend
hat Kapitel 5 den Hauptgegenstand der Arbeit zum Inhalt — Quantenautomaten.



Hinweise zu den verwendeten Notationen

Prinzipiell werden in dieser Arbeit Funktionsapplikationen in Postfix-Notation geschrie-
ben, d.h. zA anstelle von A(x) fir A : X — Y und # € X. Dementsprechend wird
auch die Zusammensetzung zweier Abbildungen A : X — Y und B : Y — Z mit AB
bezeichnet, so dass fiir x € X gerade gilt

z(AB) = (zA)B.

Da diese Form der Assoziativitdt zudem das Weglassen der Klammern erlaubt, wird von
dieser Moglichkeit Gebrauch gemacht.

Zur Erhohung der Ubersichtlichkeit gibt es einen Ausnahmefall, in dem fiir die Appli-
kation nicht die Postfix-Notation verwendet wird: Ist der Urbildbereich einer Funktion
f: M — X ein allgemeines Monoid, dann wird die Anwendung von f auf m € M mit
f(m) notiert. Dies ist insbesondere fiir Monoid-Homomorphismen der Fall, weswegen die
Zusammensetzung zweier derartiger Homomorphismen h : M — M’ und b/ : M’ — M"
zur Verdeutlichung des Unterschiedes mit h' o h bezeichnet wird.

In allen verbleibenden Fillen werden die Notationen der benutzten Literatur iibernom-
men oder Standardbezeichnungen verwendet.



2 Mathematische Grundlagen

Fiir das Versténdnis der zentralen Gegenstédnde dieser Arbeit sind gute Kenntnisse der
Linearen Algebra unerlésslich. Wahrend der Inhalt eines Basiskurses fiir die gewichteten
Automaten noch ausreichend ist, wird fiir die Kapitel iiber beschrankte Potenzreihen
und Quantenautomaten dariiber hinausgehendes Wissen benétigt. Als Vorbereitung auf
ersteres erfolgt in Abschnitt 2.1 eine Beschéftigung mit dem Konzept der ,normierten
Vektorraume®, wobei das Wiedergegebene hauptséchlich [19] entnommen wurde.

Zur Formulierung der quantenmechanischen Aspekte der Quantenautomaten nehmen
insbesondere die Begriffe des ,unitdren Vektorraums“ und der ,unitdren Abbildung“ einen
zentralen Platz ein. Aus diesem Grund ist das Anliegen von Abschnitt 2.2, den Leser mit
den notigen Definitionen und Aussagen der Theorie der unitdren Vektorrdume vertraut
zu machen. Solide Grundkenntnisse im Bereich der Linearen Algebra, etwa das Verstéind-
nis der Begriffe Vektorraum, Basis, lineare Abbildung, Eigenvektor, etc., werden dabei
vorausgesetzt. Da sich das Vorgestellte im Wesentlichen an Kapitel 7 aus [5] orientiert,
wird auf die Angabe von Beweisen verzichtet.

Abschnitt 2.3 dient der Angabe zweier Konstruktionen, die aus gegebenen Vektorrau-
men weitere Vektorrdume erzeugen. Neben den Definitionen werden einige ,,Rechenregeln®
aufgelistet und die Vertriglichkeit mit den Konzept der unitdren Vektorrdume herausge-
arbeitet.

Schlieflich widmet sich Abschnitt 2.4 der algebraischen Struktur des ,Monoides®, wel-
che in zweierlei Hinsicht wesentlich fiir den Inhalt dieser Arbeit ist. Einerseits wird hier
fast die komplette Theorie der formalen Potenzreihen und Quantensprachen iiber be-
liebigen Monoiden betrieben. Andererseits bendétigt man insbesondere den Begriff des
,Monoid-Homomorphismus" sowie einige spezielle Monoide zur Definition der untersuch-
ten Automatenmodelle.

2.1 Normierte Vektorraume

Dieser Abschnitt dient der Einfiihrung der Begriffe ,Norm* und ,normierter Vektorraum®,
die den geometrischen Begriff der Lénge eines Vektors verallgemeinern. Im Folgenden sei
K dabei einer der beiden Korper R oder C und fiir A € K bezeichne || wie {iblich den
reellen bzw. komplexen Betrag von .

Definition 2.1.1. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
|I-]| : V' — R die folgende Eigenschaften besitzt:

(1) Definitheit: fiir alle x € V' gilt

|z|| =0 <=z =0.



(2) Absolute Homogenitét: fiir alle z € V und A € K gilt

Azl = [A]- [l -
(3) Dreiecksungleichung: fiir alle z,y € V gilt

Iz +yll < llzll + llyll -

Ein Vektorraum V zusammen mit einer Norm ||-|| : V' — R>( wird als normierter Vek-
torraum bezeichnet. Ein Vektor x € V' heifit normiert, wenn ||z| = 1 gilt.

Auf dieser Definition aufbauend, kann man den Begriff der ,Beschrianktheit® von den
reellen Zahlen auf normierte Vektorraume iibertragen.

Definition 2.1.2. Sei V ein normierter Vektorraum. Eine Menge X C V bezeichnet
man als beschrinkt, wenn es eine Konstante ¢(X) > 0 gibt, so dass fiir alle x € X gilt

] < e(X).

Eine Funktion f : M — V von einer beliebigen Menge M nach V bezeichnet man als
beschrinkt, wenn ihr Bild im(f) C V beschrénkt ist.

Ist V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum und {e; };c; eine Basis von V', dann ist fiir

jedes p > 1 durch die Abbildung
1
- (Zper)
» i€l

eine Norm ||-||,, auf V' definiert, die sogenannte p-Norm. Die durch

E Q€4

icl

§ 8717

el

- el

o0

festgelegte Mazimumsnorm ||-|| ., kann als Ergebnis der Grenzwertbildung p — oo auf-
gefasst werden. Auf dem eindimensionalen Vektorraum K fallen diese Normen alle mit
der Betragsabbildung |-| zusammen.

Definition 2.1.3. Zwei Normen |[|-||; : V' — Rx>o und |||, : V — Rsg auf einem
Vektorraum V werden als dquivalent bezeichnet, wenn c1, co > 0 existieren, so dass fiir
alle z € V gilt

e flzlly < flelly < e flafly -

Folgender Satz aus der Funktionalanalysis, der hauptsédchlich mithilfe des Satzes von
Heine-Borel aus der Topologie metrischer Rdume bewiesen wird, ist fiir Kapitel 4 von
besonderer Bedeutung.



Satz 2.1.4. Auf einem endlich-dimensionalen K -Vektorraum sind alle Normen dquiva-
lent.

Die nachstehende Behauptung lasst sich im Falle der 1-Norm auf V' einfach beweisen und
mit dem vorangehenden Satz zu folgender Formulierung verallgemeinern.

Korollar 2.1.5. Seien V. und W endlich-dimensionale, normierte Vektorriume und
AV — W eine lineare Abbildung. Dann ezistiert eine von A und den beiden Normen
abhdngige Konstante c(A) > 0, so dass fir alle x € V' gilt

[zAll < e(A) - |l

Mithilfe einer geometrischen Argumentation {iber Volumina oder eines Schubfachschlus-
ses, kann man folgendes Lemma zeigen, welches fiir den Beweis des Cut-Point-Theorems
in Abschnitt 4.3 bendtigt wird.

Lemma 2.1.6. Seien V' ein endlich-dimensionaler, normierter Vektorraum, X CV eine
beschrinkte Teilmenge von V und € > 0, so dass fiir je zwei verschiedene x,y € X gilt

lz —yll = e

Dann ist X endlich.

2.2 Unitare Vektorraume

Der erste Teil dieses Abschnittes dient der Verallgemeinerung des Punktprodukts von
Vektoren des R™ zum Skalarprodukt zweier Vektoren eines beliebigen R- oder C-Vektor-
raumes sowie der damit verbundenen Einfilhrung unitdrer Vektorrdume. Anschliefsend
wird eine Untersuchung des Zusammenspiels von Skalarprodukten und linearen Abbil-
dungen vorgenommen, welche die Begriffe der adjungierten, unitiren sowie selbstadjun-
gierten Abbildungen hervorbringen wird. Da man diese Theorie sowohl {iber den reellen
als auch iiber den komplexen Zahlen betreiben kann, sei K im Rest dieses Abschnittes
einer der beiden Korper R oder C. Wie {iblich bezeichne Z dabei die konjugiert komplexe
Zahl eines x € C bzw. im Falle K = R die Zahl z selbst.

2.2.1 Skalarprodukte und unitdre Vektorraume

Definition 2.2.1. Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Sesquilinearform ist eine Ab-
bildung e : V' x W — K mit folgenden Eigenschaften:

(1) e ist linear im ersten Argument, d.h. fiir alle x,2’ € V, y € W und X € K gilt
(x+a2)ey=zey+2'ey und (A\-z)ey=X (xey).
(2) e ist semilinear im zweiten Argument, d.h. fir alle x € V, y,y/ € W und A\ € K

gilt
ve(y+y)=zey+rey und ze(A-y)=A-(zey).



Sind B und C Basen von V bzw. W dann lésst sich in Analogie zur linearen Fortsetzung
jede Abbildung B x C — U eindeutig zu einer sesquilinearen Abbildung fortsetzen.

Definition 2.2.2. Ein Skalarprodukt oder auch inneres Produkt auf einem K-Vektor-
raum V ist eine Sesquilinearform (-,-) : V' x V' — K die folgenden Bedingungen geniigt:

(1) (-,-) ist hermitesch, d.h. fiir alle x,y € V gilt

{z,y) = {y,z).
(2) (-,) ist positiv definit, d.h. fiir alle x € V' \ {0} gilt

(x,z) € R und (x,x) > 0.

Einen Vektorraum V auf dem ein Skalarprodukt definiert ist, bezeichnet man als Prdhil-
bertraum, Innenproduktraum oder unitiren Vektorraum.

Bemerkung. Es ist durchaus iiblich, lediglich im Falle K = C von einem unitdren Vek-
torraum und fiir K = R von einem euklidischen Vektorraum zu sprechen, diese Unter-
scheidung soll hier jedoch nicht vorgenommen werden.

Offensichtlich ist jeder Unterraum U eines unitdren Vektorraumes V' mit der Einschrén-
kung des Skalarproduktes auf (-,-) : U x U — K ebenfalls unitér.
Fiir den Spezialfall V' = K" liefert die Definition

<($17 se . 7xn)> (yb . 7yn)> = szy
=1

ein Skalarprodukt auf V. Dieses wird als Standardskalarprodukt oder kanonisches Ska-
larprodukt bezeichnet und im folgenden allen (Gegen-)Beispielen zugrunde liegen.
Der folgende Satz formuliert die Schwarzsche Ungleichung:

Satz 2.2.3. Sei V' ein unitirer Vektorraum. Dann gilt fir alle x,y € V:

2
|<$7y>| < <CL‘,.’E> : <y)y>a
wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn x und y linear abhdngig sind.

Mithilfe dieser Ungleichung kann man nachweisen, dass das Skalarprodukt eines jeden
unitéaren Vektorraumes V' durch
2]l = v/, )

eine Norm ||-|| : V' — R>¢ auf V induziert. Mit dieser Norm ist V' im Sinne von De-
finition 2.1.1 ein normierter Vektorraum. Wird im Folgenden ein unitérer Vektorraum
als normierter Vektorraum aufgefasst, dann sei die zugehorige Norm wie {iblich stets die
vom Skalarprodukt induzierte. Unter Verwendung dieser Norm lésst sich die Schwarzsche
Ungleichung alternativ folgendermafsen formulieren:

[z, ) < [l -yl -

10



2.2.2 Orthogonalitat

Von hier an sei V fiir den Rest von Abschnitt 2.2 stets ein endlich-dimensionaler, unitérer
Vektorraum.

Definition 2.2.4. Zwei Vektoren z,y € V heifen orthogonal zueinander, in Zeichen
x Ly, wenn (z,y) = 0 gilt. Zwei Mengen X,Y C V heifen orthogonal zueinander, wenn
x Lyfirallex € X und y € Y gilt.

Eine Menge M C V' \ {0} heifst Orthogonalsystem, wenn je zwei Vektoren aus M zuein-
ander orthogonal sind. Sind aufierdem alle Vektoren aus M normiert, dann nennt man
M Orthonormalsystem. Eine Orthonormalbasis ist eine Basis, die ein Orthonormalsystem

bildet.

Ist ey, ..., ey eine Orthonormalbasis von V und sind x = Y"1 | aze; und y = Y00 Bje;
zwei Vektoren, dann lésst sich das Skalarprodukt von z und y folgendermafien berechnen:

(@) = Y _aiei, Y Biej) = Y aibjleie;) = Y aifi.
i=1 j=1 i=1

1,7=1

Ist V= K™ und ey, ...,e, die kanonische Basis, welche eine Orthonormalbasis ist, dann
liefert obige Gleichung die Definition des Standardskalarproduktes.

Fakt 2.2.5. Sei U ein Unterraum von V. Die Menge
Ult={zecV|VyelU:z Ly}
heifst orthogonales Komplement von U in V und ist ein Unterraum von V. Weiter gilt:
(1) U und U L bilden eine orthogonale Zerlegung von V', d.h.

ULU+ und V=UaU".

(2) Die Bildung des orthogonalen Komplements ist selbstinvers, d.h.
UhHt =u.

Fakt 2.2.6. Seien V' ein endlich-dimensionaler, unitdrer Vektorraum und U ein Unter-
raum. Dann existiert genau eine lineare Abbildung Py : V' — U, so dass fiir alle x € V
und y € U gilt

(x —xPy,y) =0.

Diese heifst orthogonale Projektion auf U und besitzt folgende Eigenschaften

(1) Py beschriinkt sich auf U zur identischen Abbildung und auf U+ zur Nullabbildung,
d.h. fiir alle z € U und y € U+ gilt

Py ==z und yPy = 0.

11



(2) Ist P : V — U+ die orthogonale Projektion auf U+, dann bestehen fiir alle z € V
die Gleichungen

& =1zPy+ zP, (xPy,zPF) =0  und |z)|? = ||lzPy|? + ||l=PF||%

Weiterhin gilt
[Pyl <l

d.h. Py ist (lingen-)verkiirzend. Gleichheit tritt genau dann ein, wenn =z € U.
Auflerdem gelten folgende ,,Rechenregeln” fiir die linearen Operatoren Py und PI}:

Id=Py+Pf, PyPF=0 und PjPy=0.

(3) Ist eq,...,ex eine Orthonormalbasis von U, dann gilt fir alle x € V
k
xPy = Z<:L’, €i)e;.
i=1

Eine lineare Abbildung A : V — V wird orthogonale Projektion genannt, wenn es einen
Unterraum U von V mit A = Py gibt.

Da es zu jedem Unterraum U nur eine orthogonale Projektion auf diesen gibt und umge-
kehrt zu jeder orthogonalen Projektion P nur einen Unterraum auf den diese projeziert,
nédmlich imP, kann man die Unterrdume von V und die orthogonalen Projektionen der
Gestalt V' — V auf natiirliche Weise miteinander identifzieren.

Schlieflich kann man mithilfe des Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens
folgenden wichtigen Satz beweisen.

Satz 2.2.7. Jeder endlich-dimensionale, unitire Vektorraum V besitzt eine Orthonor-
malbasis. Jede Orthonormalbasis eines Unterraums U von V ldsst sich zu einer Ortho-
normalbasts von V' ergdnzen.

2.2.3 Die adjungierte Abbildung

Fakt 2.2.8. Sei A : V — V eine lineare Abbildung. Dann existiert eine eindeutig be-
stimmte lineare Abbildung A* : V' — V, so dass fiir alle z,y € V gilt

(x4, y) = (z,yA").
Diese nennt man die zu A adjungierte Abbildung. Sie besitzt folgende Eigenschaften

(1) Es gilt
ker A* = (imA)* und imA* = (ker A)*.

(2) A ist genau dann bijektiv, wenn A* bijektiv ist.

12



(3) Der Adjunktionsoperator * : End(V) — End(V), A — A* ist semi-linear, d.h. fiir
alle A, B € End(V) und o € K gilt

(A+B)*=A*+B* und  (ad)" =aAd*.

Definition 2.2.9. Eine lineare Abbildung A : V' — V heiftt normal, wenn sie mit ihrer
adjungierten Abbildung kommutiert, d.h. wenn gilt

AA* = AT A.
Fakt 2.2.10. Sei A:V — V eine lineare Abbildung.

(1) A ist genau dann normal, wenn fiir alle x,y € V gilt
(xA,yA) = (A, yA").
(2) Sei A normal. Es ist z € V genau dann ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
A € K, wenn z ein Eigenvektor von A* zum Eigenwert \ ist.

Der nachfolgende Spektralsatz fiir normale Abbildungen ist wesentlich fiir die Beweise der
Sétze 2.2.13 und 2.2.15.

Satz 2.2.11. Sei A : V — V eine lineare Abbildung, deren charakteristisches Polynom
xA € K[T] vollstandig in Linearfaktoren zerfdllt. Dann ist A genau dann normal, wenn
V' eine Orthonormalbasis besitzt, die aus lauter Eigenvektoren von A besteht.

2.2.4 Isometrien und unitdre Abbildungen

Fakt 2.2.12. Sei A:V — V eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:

(1) Fir alle z,y € V gilt
(zA,yA) = (z,y).

(2) A ist ein Isomorphismus mit
Ar=A"L

(3) A ist eine Isometrie, d.h. fir alle z € V gilt

[z Al = [l -
(4) Fir alle Orthonormalbasen ey, ..., e, von V, ist auch e1 4, ..., e, A eine Orthonor-
malbasis von V.
(5) Es existiert eine Orthonormalbasis e, ..., e, von V, fiir die auch e; 4, ... e, A eine

Orthonormalbasis von V ist.

Sind diese Bedingungen erfiillt, dann nennt man A wunitdre Abbildung. Die Menge aller
unitdren Abbildungen des Vektorraumes V' wird mit U(V') bezeichnet.
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Bemerkung. Die identische Abbildung Idy, die Zusammensetzung zweier unitarer Abbil-
dungen sowie die Umkehrabbildung einer unitdren Abbildung sind alle unitér.

Der nachstehende Spektralsatz fiir unitdre Abbildungen gilt lediglich im komplexen Fall.

Satz 2.2.13. Seien K = C und A : V. — V eine lineare Abbildung. Fs ist A genau
dann unitir, wenn |\ = 1 fir alle Eigenwerte X\ von A gilt und V' eine Orthonormalbasis
besitzt, die aus lauter Eigenvektoren von A besteht.

2.2.5 Selbstadjungierte Abbildungen

Definition 2.2.14. Eine lineare Abbildung A : V' — V heifst selbstadjungiert, wenn
A* = A gilt.

Der folgende Spektralsatz fiir selbstadjungierte Abbildungen ermdglicht eine Charakteri-
sierung der orthogonalen Projektionen.

Satz 2.2.15. Sei A:V — V eine lineare Abbildung. A ist genau dann selbstadjungiert,
wenn alle Figenwerte von A reell sind und V' eine Orthonormalbasis besitzt, die aus lauter
Eigenvektoren von A besteht.

Es seien P : V — V eine orthogonale Projektion und U der Unterraum von V', auf den P
projeziert. Weiter seien ey, ..., e, und eg41,. .., e, je eine Orthonormalbasis von U bzw.
UL. Dann ist ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von V. Auferden sind e, . .., e; allesamt
Eigenvektoren von P zum Eigenwert 1 und eg1,...,e, Eigenvektoren zum Eigenwert
0. Weitere Eigenwerte kann es aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der e; nicht geben,
d.h. P ist eine selbstadjungierte Abbildung, die nur die Eigenwerte 0 und 1 besitzt.

Sei umgekehrt P : V — V eine selbstadjungierte Abbildung mit Eigenwerten 0 und 1
sowie U der Eigenraum zum Eigenwert 1. Dann ist P gerade die orthogonale Projektion
von V auf U. Diese beiden Tatsachen ermdoglichen es, orthogonale Projektionen und
selbstadjungierte Abbildungen, die nur die Eigenwerte 0 und 1 besitzen, miteinander zu
identifizieren.

2.3 Vektorraumkonstruktionen

2.3.1 Die direkte Summe

Definition 2.3.1. Seien V und W K-Vektorrdume. Die (konstruierte) direkte Summe
von V und W ist der K-Vektorraum

VoW ={(z,y) [zeV,yeW}
mit komponentenweiser Addition und Multiplikation

() + @ y)=(+25y+y) und A (z,y) = Az, \y).
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Die Einbettungen V- — VoW, z +— (2,0) und W — VW, y — (0, y) erlauben es, V und
W als Unterrdume von V @& W aufzufassen. V und W bilden so eine direkte Zerlegung
von V@ W und fiir x € V und y € W bezeichne z @ y den Vektor (z,y) € V & W. Sind
X und Y Unterrdume von V bzw. W, dann ist X ® Y ein Unterraum von V @ W.

Sind A:V — V' und B : W — W lineare Abbildungen, dann ist durch

VoW -V eW (z@y) — zAdyB

eine lineare Abbildung definiert, die mit A @ B bezeichnet wird. Es gelten folgende
,Rechenregeln‘:

(rdy)(A® B)=zA®yB,
(Ao B)(A'® B') = AA" ® BB/,
Idy & Idw = Ildygw.

Sind A und B Isomorphismen, dann ist A @& B ebenfalls ein Isomorphismus und es gilt
(AepB)t=A"tlge B
Sind V und W unitére Vektorrdume, dann definiert

<$ Dy, .’E, 2] y,> = (fE, l'/> + <y7 y/>

ein Skalarprodukt auf V @ W, d.h. dieser Vektorraum ist ebenfalls unitér. Beziiglich
dieses Skalarproduktes bilden V und W eine orthogonale Zerlegung von V & W. Die
orthogonalen Projektionen Py und Py von V & W auf V bzw. W sind zugleich die
Projektionen auf die entsprechenden Komponenten

(zdy)Py=2&0 und (zdy)Pw =0&y.

Sind X und Y Unterrdume von V und W und Px bzw. Py die zugehorigen orthogonalen
Projektionen, dann ist Px @ Py die orthogonale Projektion Pxqy von VW auf X @Y

PXEBY = PX D Py.
Sind A und B zwei Endomorphismen, dann gilt fir die adjungierte Abbildung von A® B:
(A B)" = A"® B*.

Also ist A @ B unitér (bzw. selbstadjungiert), sobald A und B unitér (bzw. selbstadjun-
giert) sind.

2.3.2 Das Tensorprodukt

Das Tensorprodukt zweier Vektorrdume definiert man iiblicherweise iiber eine Univer-
salitdtseigenschaft, in der bilineare Abbildungen eine tragende Rolle spielen. Sind U, V
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und W K-Vektorrdume, dann heifst eine Abbildung ¥ : V x W — U bilinear, wenn
fir jedes 9 € V und yg € W die Abbildungen ®(-,y9) : V — U,z — ®(z,yo) und
O(xg, ) : W — U,y — ®(x0,y) linear sind. Im Falle U = K nennt man ® Bilinearform.

Definition 2.3.2. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Ein Tensorprodukt von V und
W ist ein K-Vektorraum V @ W zusammen mit einer bilinearen Abbildung @ : V. x W —
V ® W die folgende universelle FEigenschaft erfiillt:

Fiir jede bilineare Abbildung e : V x W — U gibt es genau eine lineare Abbildung
A: VW — U mit

(x@y)A=zey firallex € Vundy € W. (2.1)

Man kann zeigen, dass das Tensorprodukt zweier Vektorrdume, sofern es existiert, bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Im Allgemeinen gestaltet sich der Existenzbeweis
kompliziert, wird jedoch deutlich einfacher, wenn man sich auf endlich-dimensionale Vek-
torrdume V und W beschrankt. Der Rest dieses Abschnittes soll dazu dienen, fiir diesen
leichteren Fall eine Konstruktion anzugeben und nachzuweisen, dass V' ® W unitér ist,
wenn V und W unitér sind. Aufserdem werden einige Zusammenhénge dargestellt, die
fiir spatere Teile der Arbeit relevant sind.

Definition 2.3.3. Seien V und W endlich-dimensionale Vektorraume. V @ W sei der
Vektorraum aller Bilinearformen auf den Dualrdumen von V und W, d.h.

VoW ={®: Hom(V,K) x Hom(W, K) — K | ® ist bilinear}
zusammen mit den Operationen

D+ = (p,0) = O(p,0) + V(p,9)  und AP = (p,) = X P(p,1)).

®:V xW — V ®W sei die bilineare Abbildung, die jedem Paar von Vektoren z € V'
und y € W die Bilinearform x ® y mit

T @y = (p,9) — (zp) - (y¥)
zuordnet.

Sind {e;}icr und {f;};cs Basen von V und W, dann ist

{ei ® fitierjes

eine Basis von V ® W. Daraus folgt einerseits, dass V' ® W endlich-dimensional ist,
genauer

dimV W =dimV -dim W,

und andererseits, dass die Menge

{z@ylreV,ye W}
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ein Erzeugendensystem von V' ® W ist. Die Tensoren dieser Menge bezeichnet man als
elementare Tensoren, V @ W besteht jedoch im Allgemeinen aus weiteren Elementen.

Der néchste Schritt besteht darin, nachzuweisen, dass diese Konstruktion die geforder-
te Universalititseigenschaft besitzt. Dazu sei @ : V x W — U eine beliebige bilineare
Abbildung. Es gilt zu zeigen, dass es genau eine lineare Abbildung A : V@ W — U gibt,
die der Bedingung aus (2.1) geniigt. Da diese Gleichung A auf einem Erzeugendensystem
von V @ W festlegt, ist die geforderte Eindeutigkeit gegeben.

Um die Existenz von A nachzuweisen, betrachte man die durch lineare Fortsetzung
von

(e ® fj)A=ejef;

definierte Abbildung A : V@ W — U. Es lasst sich leicht tiberpriifen, dass diese (2.1)
geniigt. Mithin definiert die obige Konstruktion von V@ W tatséchlich ein Tensorprodukt
von V und W.

Sind A:V — V' und B : B — B’ lineare Abbildungen, dann ist durch

VoW =V @W, & ((p,¢) — ©(Ap, BY))

eine lineare Abbildung definiert, die mit A ® B bezeichnet wird. Es ergeben sich folgende
,Rechenregeln®:

(r®y)(A® B) =2A®yB,
(A® B)(A'®@ B') = AA' ® BB/,
Idy ® Idy = Ildygw.

Sind A und B Isomorphismen, dann ist A ® B ebenfalls ein Ismorphismus und es gilt
(A@B)'=4A"tg B!
Sind X und Y Unterrdume von V bzw. W, dann ist die lineare Abbildung

XV > VaW, e ((p,v) — ®(plx,¥ly))

eine Einbettung, X ® Y kann also als Unterraum von V ® W aufgefasst werden.
Sind V und W unitdre Vektorrdume und {e;};c; bzw. {f;} e jeweils eine Basis, dann
definierte die sesquilineare Fortsetzung von

(ei ® fj,er ® fo) = (ei,ex) - (fj, fo)

ein Skalarprodukt auf V ® W, d.h. dieser Vektorraum ist ebenfalls unitar. Allgemeiner
gilt fiir alle z, 2’ € V und y, oy € W

<.ZU®y,ZC, ®y,> = (x,x’> : (yay/>>

d.h. das Skalarprodukt ist unabhéngig von der konkreten Wahl der Basen von V und
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W. Sind A und B zwei Endomorphismen, dann gilt fiir die adjungierte Abbildung von
A® B:
(A® B)" = A" ® B*.

Damit folgt aus der Tatsache, dass A und B unitér (bzw. selbstadjungiert) sind, dass
auch A ® B unitar (bzw. selbstadjungiert) ist.

Sind X und Y Unterrdume von V bzw. W und Px : V — X und Py : W — Y die
zugehorigen orthogonalen Projektionen, dann ist Py ® Py die orthogonale Projektion
Pxgy von V@ W auf X ® Y:

Pxgy = Px ® Py.

2.4 Monoide

2.4.1 Definitionen

Definition 2.4.1. Ein Monoid ist ein Paar (M,-), bestehend aus einer Menge M und
einer binadren Verkniipfung - : M x M — M, mit folgenden Eigenschaften:

(1) - ist assoziativ, d.h. fiir alle a,b,c € M gilt

(a-b)-c=a-(b-c).

(2) Es existiert ein beziiglich - neutrales Element e € M, d.h. fiir alle a € M gilt

a-e=a=e€-a.

Ein Untermonoid vom (M,-) ist eine Teilmenge U C M mit e € U, die beziiglich -
abgeschlossen ist, d.h. es gilt a - b € U fiir alle a,b € U.

Bemerkung. Das neutrale Element eines Monoides ist eindeutig bestimmt und jedes Un-
termonoid eines Monoides ist selbst ein Monoid.

Wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, welche bindre Verkniipfung auf M gemeint ist,
schreibt man héufig ab statt a - b und bezeichnet das Monoid mit M anstelle von (M, -).
In dieser Situation notiert man das neutrale Element als 1;7. Aufgrund der Assoziativitét
der Verkniipfung ist es auferdem iiblich, Klammern auszulassen und abe statt (ab)c oder
a(bc) zu schreiben, da beide Ausdriicke zum selben Wert fithren.

Definition 2.4.2. Seien M ein Monoid, X, Y C M und m € M. Dann definiert man
folgende Teilmengen von M:

XY ={mn|meX,neY},
m X ={neM|mncX},
Xm™t={neM|nmec X}

Man schreibt auch mX statt {m}X und Xm statt X{m}.
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Definition 2.4.3. Ein (Monoid-)Homomorphismus ist eine Abbildung h : M — M’
zwischen Monoiden M und M’, die folgenden Bedingungen geniigt:

(1) h respektiert die neutralen Elemente, d.h. es gilt
(2) h ist vertrdglich mit den bindren Verkniipfungen, d.h. fiir alle a,b € M gilt

h(ab) = h(a)h(b).

Ein (Monoid-)Isomorphismus ist ein bijektiver Monoid-Homomorphismus.

Bemerkung. Fiir jedes Monoid M ist die identische Abbildung Idj; ein Monoid-Isomor-
phismus, die Zusammensetzung zweier Monoid-Homomorphismen ist wieder ein Monoid-
Homomorphismus und die Umkehrabbildung eines Monoid-Isomorphismus ist ebenfalls
ein Monoid-Isomorphismus.

2.4.2 Spezielle Monoide

Definition 2.4.4. Sei @ eine beliebige Menge. Abb(Q) ist das Monoid aller Abbildungen
von () nach @,
Abb(Q) ={f:Q — Q| f ist Abildung},

zusammen mit der Nacheinanderausfiihrung von Abbildungen

Abb(Q) x Abb(Q) — Abb(Q), (f,9) — fg.

Das neutrale Element ist die identische Abbildung Idg.

Ist V ein beliebiger Vektorraum, dann ist die Menge End(V') aller linearen Abbildungen
von V nach V,

End(V) ={A:V — V | Aist lineare Abbildung},

ein Untermonoid von Abb(V). Ist V ein unitérer Vektorraum, dann ist die Menge U(V)
aller unitdren Abbildungen von V nach V,

U(V)={A:V — V| A ist unitdre Abbildung},

ein Untermonoid von End(V).

Definition 2.4.5. Sei X eine beliebige Menge. Die Menge >* aller endlichen Folgen in %
bildet zusammen mit der Konkatenation, dem Hintereinanderschreiben von Folgen, ein
Monoid, welches von ¥ frei erzeugtes Monoid heifst. Das neutrale Element dieses Monoids
ist die leere Folge, welche mit € bezeichnet wird.

Ist die Menge ¥ endlich und nicht leer, dann bezeichnet man sie als Alphabet und die
Elemente von ¥* als Worte.

19



Ist w=aj...a, € ¥* ein beliebiges Wort, dann bezeichnet man n als Linge von w,
in Zeichen |w|. Die Lange |e| des leeren Wortes ist 0.

Es ist leicht einzusehen, dass die Abbildung || : ¥* — Njw — |w| ein Monoid-Homo-
morphismus von ¥* nach (N, +) ist.
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3 Gewichtete Automaten

Nachdem das vorangehende Kapitel die mathematischen Grundlagen dieser Arbeit gelegt
hat, wird dieses darauf aufbauend die notwendigen automatentheoretischen Kenntnisse
beisteuern. Es sei als eine Einflihrung in die Theorie der formalen Potenzreihen und
gewichteten Automaten, die in gewisser Hinsicht die klassische Theorie der formalen
Sprachen und endlichen Automaten verallgemeinert, verstanden. Das Hauptanliegen ist
die Bereitstellung der notwendigen Begriffe und Konzepte fiir die nachfolgenden Kapitel.
Die Darstellung orientiert sich dabei an [3| und [6].

Da gewichtete Automaten in gewisser Hinsicht eine Verallgemeinerung endlicher Au-
tomaten sind, werden Letztere in Abschnitt 3.1 kurz vorgestellt. Abschnitt 3.2 fiihrt mit
den formalen Potenzreihen die ,Sprachen” der Theorie der gewichteten Automaten ein.
Direkt im Anschluss werden verschiedene Operationen auf formalen Potenzreihen defi-
niert, die groftenteils den mengentheoretischen Operationen auf gewohnlichen Sprachen
nachempfunden sind. Die Vorstellung des zugehérigen Automatenmodells und Erkenn-
barkeitsbegriffs erfolgt in Abschnitt 3.3. Dort werden gewichtete Automaten sowie die
Klasse der von ihnen erkennbaren Potenzreihen definiert und einige technische Aussagen
bewiesen, die diese Konzepte betreffen.

Abschnitt 3.4 widmet sich der Konstruktion des Minimal-Automaten, anhand des-
sen man entscheiden kann, ob eine formale Potenzreihe im Sinne des vorher definierten
Erkennbarkeitsbegriffs erkennbar ist. Schliefslich wird in Abschnitt 3.5 untersucht, inwie-
fern die Klasse der erkennbaren Potenzreihen unter den im ersten Abschnitt vorgestellten
Operationen abgeschlossen ist.

Da das vorliegende Kapitel einen gewissen Einfiihrungscharakter besitzt, wird die
Theorie der gewichteten Automaten weder annéhernd vollstdndig noch in aller Allge-
meinheit vorgestellt. Inbesondere werden lediglich formale Potenzreihen {iber Kérpern
statt — wie sonst iiblich — {iber beliebigen Semiringen betrachtet. Dies ist einerseits dem
Umstand geschuldet, dass die nachfolgenden Kapitel ausschlieflich Automatenmodelle
iiber Koérpern untersuchen, andererseits entféllt so die Einfiihrung einiger Begriffe. Au-
ferdem werden Aussagen nur soweit bewiesen, wie die Beweise fiir den anschlieffenden
Teil der Arbeit relevant oder zumindest ideengebend sind.

3.1 Ungewichtete Automaten iiber beliebigen Monoiden

An dieser Stelle erfolgt eine sehr kurze Einfithrung endlicher Automaten iiber beliebigen
Monoiden, einer Verallgemeinerung gewohnlicher endlicher Automaten, mit dem Ziel,
Notationen fiir das Folgende bereitzustellen bzw. zu motivieren. Teilmengen L C M
eines Monoides M bezeichnet man als Sprachen. Ein endlicher M -Automat ist ein Qua-
drupel A = (Q, 4, qo, F'), wobei @ eine endliche Menge von Zusténden, 6 : M — Abb(Q)

21



ein Monoid-Homomorphismus, die Transitionsabbildung, gy € @ der Initialzustand und
F C @ die Finalzusténde sind. Die von A akzeptierte Sprache L(A) ist durch

L(A) = {m € M | goé(m) € F}

definiert. Ist M = X* ein freies Monoid, dann wird hierdurch ein vollstdndiger determi-
nistischer endlicher Automat A definiert. Zudem handelt es sich um eine Formalisierung
der informellen Beschreibung eines Automaten fiir X-Symbolfolgen in Kapitel 1.

Eine Sprache L C M heifst reguldr, wenn es einen endlichen M-Automaten A gibt mit

L=L(A).
Ist L C M eine regulére Sprache, dann wird durch
Qr={n"'L|neM}, (n" L) (m) = (nm)~'L und Fr={n"'L|neclL}
ein endlicher M-Automat A, = (Qr,dr, L, F1) definiert. Dieser ist der zustandsminimale
endliche M-Automat, der L akzeptiert, und heifst deswegen Minimal-Automat von L.
3.2 Formale Potenzreihen

Definition 3.2.1. Seien K ein Kérper und M ein Monoid.

(1) Eine formale M -Potenzreihe iiber K ist eine Abbildung f : M — K. Die Menge
aller formalen M-Potenzreihen iiber K wird mit K {(M)) bezeichnet,

K{M) ={f: M — K | f ist Abbildung}.

(2) Fiir eine formale Potenzreihe f : M — K heift die Menge

supp(f) = {m € M | f(m) # Ok}
Trager (engl.: support) von f.

(3) Eine formale Potenzreihe f : M — K heilst formales M-Polynom tber K, wenn
supp(f) endlich ist. K (M) bezeichne die Menge aller formalen M-Polynome iiber
K,
K(M)={f e K{M) | supp(f) ist endlich}.

Zusammen mit der komponentenweisen Addition (f + g)(m) = f(m) + g(m) und der
skalaren Multiplikation (Af)(m) = X- f(m) fiir f,g € K{(M)) und X\ € K ist K{M)) ein
K-Vektorraum. Aufgrund der Beziehungen

supp(f +g) € supp(f) Usupp(g)  und  supp(Af) C supp(f)

ist K (M) ein Unterraum von K ((M)). Die beiden Vektorrdume fallen genau dann zu-
sammen, wenn M endlich ist.
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Zur Vereinfachung der Notation identifiziert man ein Monoidelement m € M héufig
mit der charakteristischen Funktion y,, : M — K der Einpunktmenge {m}. Dadurch
kann man m als formales M-Polynom mit

(n) 1 fallsn=m
m(n) =
Or sonst

auffassen. Auf diese Weise kann man die Menge M in den K-Vektorraum K (M) einbetten
und erhélt eine Basis von K (M). Diese Tatsache wird im Folgenden haufig ohne explizite
Erwéhnung verwendet, um die Identitét linearer Abbildungen nachzuweisen.

Der Rest dieses Abschnittes wird darauf verwendet, die wichtigsten Konstruktionen,
die aus gegebenen formalen Potenzreihen neue Potenzreihen erzeugen, zu definieren.

Definition 3.2.2. Seien f,g € K((M)). Die formalen Potenzreihen f ® g, f-g € K{M))

mit

(f@g)(m)=f(m)-g(m) wd  (f-g)(m)= > f(m)-g(ms)

mq,mo€M
m=mi1ms

heifsen Hadamard-Produkt und Cauchy-Produkt von f und g.

Bemerkung. Bei der Definition des Cauchy-Produktes ist zu beachten, dass die Summe
auf der rechten Seite im Allgemeinen nicht endlich und damit nicht definiert ist, also
weitere Vorkehrungen getroffen werden miissen, um dies zu beheben. Sind f und g beide
formale Polynome, dann existiert dieses Problem nicht. Anderenfalls besteht ein mogli-
cher Ansatz in der Beschrankung auf solche Monoide M, fiir die sich jedes m € M nur auf
endlich viele Arten in ein Produkt m = nins mit ny,ne € M zerlegen lasst. Insbesondere
freie Monoide besitzen diese Eigenschaft.

Fiir beliebige f,g € K{M)) gilt (sofern f - g definiert ist)

supp(f ® g) = supp(f) Nsupp(g) und supp(f - g) C supp(f)supp(g),

der Raum K (M) ist also unter Hadamard- und Cauchy-Produkt abgeschlossen.

Definition 3.2.3. Seien f € K{(M)) und n € M. Die Potenzreihen n=! f € K{{M)) und
fn~t e K{M) mit

n~tf(m) = f(nm) und fn=Y(m) = f(mn)
heifsen Links- und Rechtsableitung von f an der Stelle n.
Fiir beliebige f € K{(M)) und n € M gilt

supp(n~'f) =n"'supp(f)  und  supp(fn~') =supp(f)n~".

Ist M ein Monoid, das den nach Definition 3.2.2 genannten Zusatzeigenschaften geniigt,
dann ist K (M) unter Links- und Rechtsableitung ebenfalls abgeschlossen.
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Definition 3.2.4. Seien f € K(M)) und h : N — M ein Monoid-Homomorphismus.
Dann ist das inverse Bild von f unter h die formale N-Potenzreihe h=1(f) € K{{N)) mit

h=H(f)(n) = f(h(n)).

Definition 3.2.5. Seien f € K({(M)) und h : M — N ein Monoid-Homomorphismus.
Dann ist das homomorphe Bild von f unter h die formale N-Potenzreihe h(f) € K{N))

mit
h(f)n)= Y f(m).
meh—1(n)

Bemerkung. Im Allgemeinen ist die Summe auf der rechten Seite unendlich und somit
nicht definiert. Eine Moglichkeit der Behebung dieses Problems besteht in der Einschran-
kung auf solche Homorphismen, fiir die h~!(n) fiir jedes n € N endlich ist.

3.3 Gewichtete Automaten und Erkennbarkeit

Definition 3.3.1. Seien K ein Koérper und M ein Monoid. Ein gewichteter M -Automat
tiber K ist ein Quadrupel A = (A4, p, ag, @) wobei

e A ein K-Vektorraum, der Zustandsraum,

e i : M — End(K) ein Monoid-Homomorphismus, die Transitionsabbildung,
e ag € A der Initialvektor und

e ©: A — K eine Linearform, die Finalabbildung ist.

Der Automat A wird endlich genannt, wenn A endlich-dimensional ist.
Die Erreichbarkeitsabbildung von A ist die Abbildung

ro: M — Am— agp(m).

Der Automat A wird erreichbar genannt, wenn r4(M) ein Erzeugendensystem von A
ist.
Das Verhalten von A bzw. die von A erkannte formale Potenzreihe |A| € K (M) ist
durch
Al (m) = ra(m)e

definiert.
Bemerkung. Ist M = ¥* ein freies Monoid, dann fallt diese Definition im Wesentlichen
mit der einer linearen Darstellung [3, S. 10] zusammen. Dazu fixiere man eine Basis von

A und fasse ag als 1 x n-Matrix, p(m) als n x n-Matrix und ¢ als n x 1-Matrix beztiglich
dieser Basis auf, wobei n = dim A sei.

Der zu diesem Automatenmodell gehérende Erkennbarkeitsbegriff ist folgender:
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Definition 3.3.2. Eine formale Potenzreihe f € K({(M)) heifst erkennbar, wenn es einen
endlichen gewichteten M-Automaten A gibt, der f erkennt, d.h.

f=1A].

Die Menge aller erkennbaren formalen M-Potenzreihen tiber K wird mit K™°(M)) be-
zeichnet,
K™ (M) ={f € K{M)) | f ist erkennbar}.

Da eingehend erwéhnt wurde, dass gewichtete Automaten das Konzept der endlichen Au-
tomaten verallgemeinern, zeigt das folgende Beispiel auf, in welcher Weise das geschieht.

Beispiel 3.3.3. Seien L C M eine reguldre Sprache und B = (Q,4,qo, F') ein end-
licher M-Automat der L akzeptiert. O.B.d.A. gelte dabei @ = {1,...,n}. Dann sei
A = (A, p, a9, ) der folgendermafien definierte gewichtete M-Automat:

e A ist der Vektorraum A = K™ mit der kanonischen Basis e, ..., e,,

e u(m): A— A ist die lineare Fortsetzung von
eip(m) = €is(m);

® ag = eq, und

¢ : A — K ist die Fortsetzung von

1 fallsie F
€Y =

0 sonst

zu einer Linearform.

Einfache Rechnungen zeigen, dass auf diese Weise tatséchlich ein Monoid-Homomorphis-
mus p definiert wird.
Da fiir alle m € M gilt

1 falls ggé(m) € F

0 sonst

)

|A| (m) = eqoﬂ(m)SO = €qo6(m)P = {

erkennt der gewichtete Automat A gerade die charakteristische Funktion xz, von L.

Das nachstehende Lemma zeigt einen Weg auf, einen beliebigen gewichteten Automaten
in einen erreichbaren gewichteten Automaten umzuformen, der dasselbe Verhalten hat
und auferdem endlich ist, wenn der Ausgangsautomat endlich war. Dies ermdglicht es,
im Folgenden davon auszugehen, dass gewichtete Automaten stets erreichbar sind.

Lemma 3.3.4. Seien f € K{(M)) und A ein gewichteter Automat, der f erkennt. Dann
existiert ein gewichteter Automat A, der f ebenfalls erkennt und dessen Zustandsraum
eine hochstens so grofie Dimension besitzt wie derjenige von A.
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Beweis. Sei A= (A, p,ap,p) der gewichtete Automat, der f erkennt. A’ sei der von den
r4(m) erzeugte Unterraum von A

A= (ra(m)|me M).

Wegen ag = r4(1y) gilt ap € A’. Ist a € A’, dann existierten A1,...,\; € K und
mi,...,mi € M mit

k
a= Z Aira(m;).
i=1

Daraus folgt fiir alle m € M

k k
ap(m) = Z Aira(mi)p(m) = Z AirA(mim),
i=1 i=1

also ap(m) € A’. Damit ist die Abbildung
p M — End(A"),m — u(m)|a

wohldefiniert und aufserdem ein Monoid-Homomorphismus. Schliefslich rechnet man leicht
nach, dass das Verhalten von A" = (A, 1/, ag, ¢|a’) genau f ist. Da A’ ein Unterraum
von A ist, folgt aus der Endlichkeit von A die von A’. O

Korollar 3.3.5. Eine formale Potenzreihe f € K({(M)) ist genau dann erkennbar, wenn
sie von einem erreichbaren, endlichen gewichteten M -Automaten erkannt wird.

Schliefslich soll hier noch der Begriff der ,Gleichheit* zweier gewichteter Automaten einge-
flihrt werden, der fiir die Konstruktion des Mininmal-Automaten im néchsten Abschnitt
wichtig ist.

Definition 3.3.6. Zwei gewichtete M-Automaten A = (A, u, ag, ¢) und B = (B, v, by, V)
iiber K heifsen isomorph, in Zeichen

A=B,

wenn es einen K-Vektorraum-Isomorphismus ® : A — B gibt, so dass folgendes Dia-
gramm kommutiert:

Bemerkung. Isomorphe gewichtete Automaten haben offensichtlich dasselbe Verhalten.
Ist einer der beiden Automaten erreichbar, dann ist es der andere auch, und der Vek-
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torraum-Isomorphismus & ist in dieser Situation eindeutig bestimmt, da er durch das
Diagramm auf einem Erzeugendensystem festgelegt wird.

3.4 Der Minimal-Automat

Fiir eine gegebene formale Potenzreihe f € K{((M)) konstruiert man den gewichteten
Automaten mit Verhalten f, fiir den die Dimension des Zustandsraumes minimal ist
— dhnlich wie fiir regulére Sprachen — mithilfe der Linksableitungen von f.

Konstruktion 3.4.1. Sei f € K({(M)) eine formale Potenzreihe. Den gewichteten M-
Automaten Ay = (A, s, f,pf) mit

e Ay ist der von den Linksableitungen von f erzeugte Unterraum von K (M)
Ap=(m™'f[me M),
o puy: M — End(Ay) ist der wie folgt definierte Monoid-Homomorphismus
gus(m) =m™'g,
o o;: Ay — K ist die wie folgt definierte Linearform
9¢5 = 9(1ar),

bezeichnet man als den Minimal-Automaten von f.

Der Rest dieses Abschnitts dient dem Nachweis, dass der Begriff ,der Minimal-Automat
von f“ berechtigt ist. Zundchst rechnet man leicht nach, dass es sich bei Ay um einen ge-
wichteten M-Automaten handelt. Dass das Verhalten von Ay genau f ist, zeigt folgendes
Lemma:

Lemma 3.4.2. Sei f € K{(M)) eine formale Potenzreihe. Dann ist Ay ein erreichbarer
gewichteter M -Automat, der f erkennt.

Beweis. Die Erreichbarkeit von Ay folgt aus r4,(m) = m~1f und der Wahl von Ay.
Weiter gilt fiir m € M

[Asl (m) = ra,(m)gy = (m™ fop = (m™ f)(1ar) = f(m). m

Der néchste Schritt des Beweises besteht in der Angabe einer Konstruktion, die aus
einem gegebenen gewichteten Automaten einen reduzierten gewichteten Automaten mit
demselben Verhalten erzeugt.

Konstruktion 3.4.3. Sei A = (A4, p,ag, ) ein gewichteter M-Automat. Der Redukti-
onsautomat von A ist der gewichtete M-Automat red(A) = (A/B, i/, app, ¢’) mit:

27



e B ist der Unterraum
B={ac A|Vme M :au(m)p =0}
von A und p: A — A/B die natiirliche Abbildung in den Faktorraum.
e 1/ : M — End(A/B) ist der Monoid-Homomorphismus mit
(a+ B)u'(m) = au(m) + B.
e ¢ : A/B — K ist die Linearform mit

(a+ B)¢' = ap. (3.1)

Zunachst gilt es nachzuweisen, dass diese Konstruktion wohldefiniert ist und einen ge-
wichteten M-Automaten liefert. Da

B= ﬂM ker(pu(m)y)

gilt, ist B tatséchlich ein Unterraum von A. Fiir a,a’ € A und m € M gilt:
a+B=d+B=a-d €B
— V€ M - (ap(m) — ap(m)(n)p = (o — a)pu(mn)p = 0
= ap(m) —d'p(m) € B
= ap(m) + B = d'pu(m) + B,

d.h. die Abbildung p/(m) : A/B — A/B ist wohldefiniert. Dass u/ sogar ein Monoid-
Homomorphismus ist, rechnet man leicht nach. Schlieflich gilt B C ker(u(1ar)p) = ker ¢,
also ist ¢’ wohldefiniert und eine Linearform.

Der so konstruierte gewichtete M-Automat red(A4) hat dasselbe Verhalten wie A:

Lemma 3.4.4. Sei A ein gewichteter M -Automat. Dann gilt
red(A)[ = |-A].
Ist A erreichbar, dann ist auch red(A) erreichbar.
Beweis. Seien die Bezeichnungen wie in Konstruktion 3.4.3. Es gilt fiir alle m € M
Tred(4) (M) = (a0 + B)p'(m) = (aop(m) + B) = ra(m)p (3.2)

und damit

/

red(A)| (m) = rreq(a)(m)¢’ = ra(m)pg’ = ra(m)e = A (m).

Wenn die Vektoren r4(m) ein Erzeugendensystem von A bilden, dann erzeugen die
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Tred(A)(m) aufgrund von Gleichung (3.2) den Faktorraum A/B, d.h. aus der Erreich-
barkeit von A folgt diejenige von red(.A). O

Proposition 3.4.5. Seien f € K(M)) und A ein erreichbarer gewichteter M -Automat,
der f erkennt. Dann gilt
red(A) = Ay.

Beweis. Die Bezeichnungen seien wie in den Konstruktionen 3.4.1 und 3.4.3 gewahlt.
Weiter sei fiir jedes a € A eine formale Potenzreihe f, € K((M)) durch

fa(m) = a,u(m)cp

definiert. Einfache Rechnungen zeigen, dass ¥ : A — K{(M)),a — f, ein Vektorraumho-
momorphismus mit ker ¥ = B ist. Fiir alle n € M gilt

(m~1f)(n) = f(mn) = ra(mn)e = ra(m)u(n)e = fr m)n),

also

m_lf = f'rA(m) =ra(m)¥.

Da A erreichbar ist, bilden die r4(m) ein Erzeugendensystem von A und somit die
rA(m)W eines von imW¥. Es gilt also

im¥ = (ra(m)¥ |me M)=(m 'f|meM)=A;.

Laut Isomorphiesatz fiir Vektorrdume existiert damit ein Vektorraum-Isomorphismus
®:A/B— Af mit p® = V.

Wie folgende zwei Gleichungen zeigen, kommutiert das Diagramm aus Definition 3.3.6
fiir red(A) = Ay mit dieser Wahl von ®:

Tred(A) (M) ® = 14(m)p® = ra(m)¥ =m™" f =r4,(m)

und

ap@ps = aVor = faps = fa(lm) = ap(la)p = apy'. O

Ist A= (A, p,ap,p) ein gewichteter Automat, der eine formale Potenzreihe f € K{(M))
erkennt, dann folgt aus Lemma 3.3.4 und Proposition 3.4.5, dass dim Ay < dim A4, d.h.
die Dimension von Ay ist tatséchlich minimal. Es gilt also folgender Satz:

Satz 3.4.6. FEine formale Potenzreihe f € K{((M)) ist genau dann erkennbar, wenn Ag
endlich ist.

Der letzte Schritt der Rechtfertigung des Begriffs ,der Minimal-Automat von f* besteht
im Beweis der Eindeutigkeit des minimalen Automaten bis auf Isomorphie.
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Proposition 3.4.7. Seien f € K™(M) eine erkennbare Potenzreihe und
A= (A, p,a9,p) ein gewichteter M -Automat, der f erkennt, mit dim A = dim Ay. Dann
gilt

A=Ay
Beweis. Aufgrund von Lemma 3.3.4 ist A erreichbar. Nach Proposition 3.4.5 gilt demnach
red(A) = Ay, also insbesondere

dimA/B = dim Ay = dim A,

d.h. die natiirliche Abbildung p : A — A/B ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Die
Gleichungen (3.1) und (3.2) zeigen, dass die Wahl ® = p das Diagram aus Definition 3.3.6
fir A = red(.A) kommutativ macht. Zusammensetzen der Diagramme fiir A = red(.A)
und red(A) = Ay liefert die Behauptung. O

3.5 Abschlusseigenschaften

Lemma 3.5.1. Sei A € K. Dann ist die formale Potenzreihe f € K{(M)) mit fx(m) = A
erkennbar.

Beweis. Sei A = (K, u, A\,1d) der endliche gewichtete Automat mit p(m) = Id fiir alle
m € M. Dann gilt
|A| (m) = Au(m)e = X = fr(m). O

Lemma 3.5.2. Seien f € K™(M) und n € M. Dann gilt n='f € K™(M) und
fnl e K (),

Beweis. Sei A = (A, p, a9, ) ein endlicher gewichteter Automat der f erkennt. Dann
gilt fiir die Automaten A = (A, u, app(n), p) und Ay = (A, p, ag, u(n)p)

[ A1] (m) = aop(n)u(m)y = apu(nm)p = f(nm) = (n~"f)(m) und
o] (m) = aop(m)u(n)p = agu(mn)p = f(mn) = (fn=")(m). O

Lemma 3.5.3. Fir f1, f» € K™(M) gilt f + fo € K™ (M),

3

Beweis. Seien A; = (A;, i, aoi, i) endliche gewichtete Automaten mit |A;| = f; fiir
i = 1,2. Dann gilt fiir den Automaten A = (A; @ Ag, p,a01 ® apz, ) mit u(m) =
pa(m) @ pz(m) und (a1 @ az)e = a1p1 + azps:

|A| (m) = (ao1 @ aoz)pu(m)e = ao1p1(m)e1 + aozpa(m)ps = fi(m) + fa(m). O
Lemma 3.5.4. Fir fi, fo € K*(M)) gilt f1 © fo € K™{(M)).

Beweis. Seien A; = (A;, i, aoi, i) endliche gewichtete Automaten mit |A;| = f; fiir
i = 1,2. Dann ist die Abbildung A; x A2 — K, (a1,a2) — (a1p2) - (azp2) bilinear
und aufgrund der Universalitdtseigenschaft des Tensorproduktes existiert eine lineare
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Abbildung ¢ : A1 ® A2 — K mit (a1 ® a2)¢ = (a1p1) - (az2p2). Dann gilt fir den
gewichteten Automaten A = (A1 ® Aa, f1, a1 ® aoz, p) mit p(m) = p1(m) @ pa(m):

|A (m) = (ao1 ® a2)u(m)e = (ao1p1(m)e1) - (aozpa(m)p2) = fi(m) - fa(m). O
Aus den Lemmata 3.5.1 und 3.5.4 folgt direkt:
Korollar 3.5.5. Fir f € K™(M)) und A € K gilt \f € K™(M)).
Aus den letzten fiinf Aussagen folgt insgesamt:

Satz 3.5.6. K'™((M)) ist ein Unterraum von K{M)), der die konstanten formalen Po-
tenzrethen enthdlt und unter Hadamard-Produkt sowie Links- und Rechtsableitungen ab-
geschlossen ist.

Satz 3.5.7. Seien f € K™(M)) und h: N — M ein Monoid-Homomorphismus. Dann
gilt k= (f) € K*™*¢(N).

Beweis. Sei A = (A, p,a9,¢) ein endlicher gewichteter Automat der f erkennt. Dann
gilt fiir den Automaten A’ = (A, po h,ag, )

|A'[ (m) = aop(h(m))e = f(h(m)). O
Beweise fiir die beiden folgenden Sétze findet man beispielsweise in [3].

Satz 3.5.8. Seien X und I' Alphabete, f € K™ (X*) und h : ¥* — IT'* ein langenerhal-
tender Monoid-Homomorphismus, d.h. es gilt

|h(w)| = |w| fir alle w € 3*.
Dann gilt h(f) € K™¢(T™)).

Satz 3.5.9. Seien ¥ ein Alphabet und f,g € K™(¥*). Dann ist f - g wohldefiniert und
es gilt f-g e K™ (¥X").
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4 Beschrankte Potenzreihen

Ausgangspunkt fiir Bozapalidis’ Untersuchungen in [6] zu stochastischen Funktionen (sie-
he [15]) und quantenerkennbaren Sprachen (siehe Kapitel 5) war die Tatsache, dass fiir
beide ein Cut-Point-Theorem gilt. Sein Ziel war es, eine grofktmogliche Klasse von for-
malen Potenzreihen zu finden, die drei Anforderungen erfiillt:

1. es gilt ein Cut-Point-Theorem,
2. sie enthélt die beiden genannten Klassen formaler Potenzreihen als Spezialfille und
3. sie verfiigt iiber gute Abschlusseigenschaften.

Dazu hat er das Konzept der beschrinkten Moduln eingefithrt, mit deren Hilfe die Klasse
der beschrinkt-erkennbaren Potenzreihen definiert und nachgewiesen, dass sie alle drei
Eigenschaften besitzt. Weiterhin hat er festgestellt, dass beschrankt-erkennbare Potenz-
reihen sowohl beschréankt als auch erkennbar sind, sich jedoch nicht mit der umgekehrten
Fragestellung beschéftigt.

Dieses Kapitel widmet sich daher, neben der Darstellung von Bozapalidis’ Resultaten,
auch der Beanwortung der noch offenen Frage nach der Umkehrung. Das Konzept der be-
schréankten Moduln wird dabei einerseits in die Sprache der Automatentheorie iibersetzt
und andererseits so verallgemeinert, dass die Handhabung einfacher wird, sich die Klasse
der von ihnen erkannten Sprachen jedoch nicht dndert. Die Ergebnisse des Kapitels sind
eine Charakterisierung der beschriankt-erkennbaren Potenzreihen sowie der Beweis des
zugehdrigen Cut-Point-Theorems.

Da im Folgenden sowohl Beschrianktheit als auch normierte Vektorrdume eine Rolle
spielen, sei K fiir den Rest des Kapitels einer der Kérper R oder C.

4.1 Beschrankte Potenzreihen

Eine formale Potenzreihe f € K{((M)) heifst im Sinne von Definition 2.1.2 beschrdankt,
wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir alle m € M gilt

[f(m)] < C.

Definition 4.1.1. Die Menge der beschrankten erkennbaren Potenzreihen wird mit
KPrec(( M) bezeichnet,

KPre (M) = {f € K™(M)) | f ist beschrinkt}.
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In Anlehnung an Satz 3.5.6 iiber erkennbare Potenzreihen kann man folgenden Satz {iber
beschrankte erkennbare Potenzreihen formulieren:

Satz 4.1.2. KP*¢(M)) ist ein Unterraum von K{M)), der die konstanten formalen
Potenzrethen enthdlt und unter Hadamard-Produkt sowie Links- und Rechtsableitungen
abgeschlossen ist.

Beweis. Laut Satz 3.5.6 erhalten die oben genannten Operationen die Erkennbarkeit,
es reicht also zu zeigen, dass sie auch die Beschrinktheit erhalten. Dazu seien f,g €
KPre¢( M) Potenzreihen, die durch C bzw. D beschriinkt sind, d.h. fiir alle m € M gelte

|f(m)|<C  und  [g(m)| < D.

Dann ist Af fiir A € K durch |A|-C beschrankt, f+¢ durch C+D, f®g durch C- D sowie
n~lf und fn~! fiir n € M durch C. Aukerdem ist die konstante formale Potenzreihe
fe(m) = ¢ durch |c| beschrankt. O

Auch Satz 3.5.7 lasst sich auf den Fall beschrénkter erkennbarer Potenzreihen iibertragen.

Satz 4.1.3. Seien f € KP(M)) und h : N — M ein Monoid-Homomorphismus. Dann
gilt K= (f) € KP°(N).

Beweis. Die Erkennbarkeit von h~!(f) wurde bereits in Satz 3.5.7 gezeigt, es reicht also,
die Beschranktheit nachzuweisen. Ist C' > 0 eine Konstante, die f beschrankt, dann gilt
fiir alle m € M

|h=H(f)(m)| = |f(h(m))| < C,
d.h. h=1(f) ist tatsichlich beschrinkt. O

Die Frage, ob sich auch die Sétze 3.5.8 und 3.5.9 auf den Fall beschrankter erkennbarer
Potenzreihen iibertragen lassen, hat eine negative Antwort. Dazu betrachte man die
Alphabete ¥ = {a,b} und T' = {c}, die beschrénkte erkennbare formale Potenzreihe
f € KPee((x*) mit f(w) = 1 fiir alle w € ¥* und den lingenerhaltenden Monoid-
Homomorphismus & : ©* — I'*, z — ¢*. Dann gilt fiir alle n € N

WA = D flw)y=> 1=2"
weh~1(c") wEX™
und

n

(f-H@)= > f@ fo) =Y f(d¥) fla ) =n+1,
u,vfg;: k=0

d.h. A(f) und f - f sind beide nicht beschrénkt.
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4.2 Beschrankte Automaten

Als néchstes wird ein Automatenmodell eingefiihrt, von dem sich herausstellen wird,
dass es gerade die beschrankten erkennbaren Potenzreihen erkennt. Diese sogenannten
beschrinkten gewichteten Automaten sind die bereits erwithnte Ubertragung von Boza-
palidis’ beschriankten Moduln in die Sprache der Automatentheorie.

Definition 4.2.1. Ein gewichteter Automat A = (A, u, ag, ) heifst beschrinkt, wenn A
ein normierter Vektorraum und die Erreichbarkeitsabbildung r 4 beziiglich der Norm auf
A beschrénkt ist.

Bemerkung. Aufgrund von Satz 2.1.4 ist es im Falle endlicher gewichteter Automaten
unerheblich, welche Norm auf dem Zustandsraum betrachtet wird, da die Erreichbar-
keitsabbildung entweder beziiglich aller oder gar keiner Norm beschrankt ist.

Ist A = (A, u, a0, ) ein endlicher beschiankter Automat, f = |A| € K™ (M) die von
ihm erkannte Potenzreihe und ¢(A) > 0 eine Konstante, die 74 beschrinkt, dann gilt fiir
alle me M

[f(m)] = [ra(m)el < c(p) - Iram)]| < c(p) - ¢(A), (4.1)

wobei ¢(¢) die Konstante sei, deren Existenz Korollar 2.1.5 garantiert. Von endlichen
beschrankten Automaten erkannte Potenzreihen sind also stets beschréankt. Umgekehrt
stellt sich nun die Frage, ob jede beschrankte erkennbare Potenzreihe von einem endlichen
beschriankten Automaten erkannt wird. Die Antwort liefert das nachstehende Lemma.

Lemma 4.2.2. Fiir f € KP(M)) ist Ay beschrinkt.

Beweis. Aufgrund von Satz 4.1.2 gilt zunéchst
{m=1f | me M} C KP(M)
und schlieflich
Ap=(m~'f|me M) C KP(M)),

d.h. alle Potenzreihen aus Ay sind beschrankt. Dies ermoglicht die Definition einer Ab-
bildung

I|I-]| : A — R>0,9 — sup |g(m)].
meM

Bei dieser handelt es sich um eine Norm auf Ay, wie die folgenden Uberlegungen zeigen.
Fiir alle g € Ay gilt

lgl =0 <= sup |g(m)|=0 <~ VmeM:|g(m)|=0
meM
<~ VYmeM:gim)=0 << g=0.
Weiterhin gilt fir A € K und g € Ay

[IAgll = sup [Ag(m)| = sup (|A| - [g(m)]) = || - sup [g(m)| = |A|- ||g]]
meM meM meM
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sowie fiir g,h € Ay
g+ hll = sup |g(m) + h(m)|
meM
< sup (lg(m)| + [h(m)]) < sup |g(m)|+ sup |[h(m)| = ||g]| +[|A]-
meM meM meM
Damit ist gezeigt, dass A ein normierter Vektorraum ist. Schlieflich gilt fiir alle m € M
.4, (m)|| = |m™" || = sup [m™" f(n)| = sup |f(mn)| < sup |f(n)] = ||f]],
neM neM neM

d.h. r4, ist beschriankt und Ay somit ein beschriankter Automat. O
Daraus folgt schlussendlich die nachstehende Charakterisierung der Menge KP (M ):
Satz 4.2.3. Fir f € K{M)) sind dquivalent:

(1) f ist erkennbar und beschrinkt, also f € KP"¢((M)),

(2) Ay ist endlich und beschrinkt sowie

(3) es existiert ein endlicher beschrinkter Automat A mit f = |A|.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) ergibt sich aus 3.4.6 und 4.2.2, (2) = (3) ist trivial
und (3) = (1) folgt aus Gleichung 4.1. O

4.3 Cut-Point-Theorem

Im Rahmen eines Cut-Point-Theorems interessiert man sich fiir sogenannte Cut-Point-
Sprachen, das sind Sprachen der Form

Ly(f) = {m e M | [f(m)| > A},

wobei A € Rxq der Schnittpunkt und f € K{M)) eine formale Potenzreihe sind. Der
Schnittpunkt A von f heifst isoliert, wenn in einer Umgebung A kein absoluter Wert von
f liegt, d.h. es existiert ein € > 0, so dass fiir alle m € M gilt

[f(m)| & (A —e,A+e).

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Angabe einer hinreichenden Bedingung fiir die Regu-
laritdt einer Cut-Point-Sprache. Den Grofteil des zugehorigen Beweises iibernimmt das
folgende Lemma:

Lemma 4.3.1. Seien e > 0 und f,g € KP*°(M)) beschrinkte erkennbare Potenzreihen,
so dass fir alle m € M mit | f(m)| # |g(m)| gilt

|1f(m)] = |g(m)]| > <.
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Dann sind die Sprachen L(|f| <g]), L(|f] = lg|), L(|f] > |g])

L(IfI < lgl) = {m e M | [f(m)] < |g(m)[},
L(If1 = lgl) = {m e M [ |f(m)| = [g(m)[} und
L(If1 > lgl) = {m € M | |f(m)] > [g(m)[}

allesamt requldr.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass L(|f| < |g|) regulér ist, denn dann sind L(|f| > |g|)
aus Symmetriegriinden und L( lfl=1 g|) wegen

L(If1 =lgl) = M\ (L(If] < 1gl) UL(If] > |g))

ebenfalls regulér. Ein bekanntes Resultat aus der Automatentheorie iiber beliebigen Mo-
noiden besagt, dass L(|f| < |g|) genau dann regulir ist, wenn die Menge

e = {m'L(f| < lgl) | m € M}

der Linksableitungen von L(|f| < |g|) endlich ist. Der Rest des Beweises besteht darin,
die Endlichkeit von £ zu zeigen.

Seien also A = (A, u,a9,¢) und B = (B, v, by, ) endliche beschrénkte Automaten,
die f und g erkennen sowie ¢(.A) und ¢(B) Schranken fiir 74 und rp. Wie man leicht
nachrechnet, wird durch

la ® o]l = llall + bl

eine Norm auf A @ B definiert. Weiter seien eine Abbildung » : M — A & B und
Linearformen ¢',1)' : A® B — K wie folgt definiert:

r(m) = (ao ® bo)(u(m) ®v(m)),  (a®b)y' =ap und  (a b)Y = by
Nach Konstruktion gilt fir alle m € M
flm)=r(m)¢’  und  g(m)=r(m)}y.

Auferdem wird r durch ¢(A) + ¢(B) beschrankt.
Sind m1, me € M, so dass

mi ' L(|f] < lgl) # my ' L(If] < lg])
gilt, dann existiert 0.B.d.A. ein n € M mit
n€my L(|f] < |g]) und n & my ' L(|f| < |g])

bzw.

min € L(|f| < |g|) und maon & L(|f| < |g|)
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Es gilt also
[f(man)| <lg(min)]  und  |f(man)| > [g(man)].

Wegen der eingangs gestellten Bedingung an f und g gilt dann auch
e <|g(min)| — |f(min)] und trivialerweise 0 < |f(man)| — |g(man)|.
Schliefslich folgt

f(man)| = [f(man)| + |g(man)| — |g(man)|
f(man) — f(man)| + [g(min) — g(man)|
r(man)@’ — r(min)¢| + |r(min)y’ — r(mon)y’|
(T(m2) —r(m1))(u(n) ® v(n)¢'| + |(r(m1) = r(ma))(p(n) © v(n))y'|
c(¢’) - [(r(ma) = r(m1))(u(n) @ v(n))|| +c(@’) - [(r(m1) = r(m2))(u(n) & v(n))|
= (c(¢') + @) - [(r(m1) = r(m2))(u(n) @ v(n))|
(c(¢") +c(@) - e(u(n) @ v(n)) - |Ir(m1) —r(ma)]l,

wobei ¢(¢’), ¢(¢') und ¢(u(n) @ v(n)) die Konstanten seien, deren Existenz in Korollar
2.1.5 garantiert wird. Insgesamt gilt also

IN I/\

IN

IA

3

|7 (m1) —r(ma)|| > @) T @) ) @) §>0.

Nun sei X C M eine Menge, so dass fiir jedes L € £ genau ein m € X existiert mit
m~'L(|f] < |g]) = L. Inbesondere sind £ und X gleichméchtig. Fiir mi,ms € X mit
my # my gilt also mi ' L(|f] < |g]) # my ' L(|f] < |g|) und somit ||r(m1) — r(ms)|| > 4,
also r(my) # r(mg). Die Mengen X und r(X) sind damit ebenfalls gleichméchtig.

Nach Konstruktion ist r beschrankt und somit ist auch r(X) C r(M) beschriankt. Da
fir alle x1, 22 € r(X) mit x; # x2 zudem ||x; — z2|| > J gilt, ist die Menge 7(X) nach
Lemma 2.1.6 endlich. Damit sind auch die gleichméachtigen Mengen X und £ endlich. [J

Der nachstehende Satz ist schliefslich das angestrebte Cut-Point-Theorem fiir beschrdnkte
erkennbare Potenzreihen und somit das Hauptresultat des Kapitels.

Satz 4.3.2. Seien f € KP*¢((M)) eine beschrinkte erkennbare Potenzreihe und A € Rxq
ein 1solierter Schnittpunkt von f. Dann ist die Cut-Point-Sprache

Ly(f) ={m e M [|f(m)| > A}

requldr.

Beweis. Laut Satz 4.1.2 ist die konstante Potenzreihe fy(m) = A beschrinkt und er-
kennbar. Da \ ein isolierter Schnittpunkt ist, existiert ein € > 0, so dass fiir alle m € M
gilt

[1£(m)| = [Fa(m)]| > <.

Nach dem vorangegangenen Lemma ist Lx(f) = L(|f| > |f.|) also regulér. O
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5 Quantenautomaten

Das in der Einleitung begriindete Interesse an Quantenautomaten hat dazu gefiihrt,
dass in der Literatur verschiedene quantenmechanisch inspirierte Autmatenmodelle vor-
geschlagen und untersucht wurden. Der historisch erste Ansatz waren die (measure-
once) ,quantum finite-state automata“ von Moore und Crutchfield [12]. Spéter folgten
(measure-many) ,, 1-way and 2-way quantum finite state automata“ [11], ,,1-way quantum
finite automata with control language® [4] und ,multi-letter quantum finite automata® [2],
um nur einige zu nennen. Gegenstand dieses Kapitels sind die erstgenannten ,quantum
finite-state automata“.

Zum einen werden hier die bereits von Moore und Crutchfield vorgenommenen Unter-
suchungen zu den Abschlusseigenschaften sowie der Beweis des Pumping-Lemmas wie-
dergegeben. Zum anderen werden spétere Ergebnisse vorgestellt: ein Cut-Point-Theorem
fiir quantenerkennbare Sprachen [6] und eine Charakterisierung der von Quantenauto-
maten akzeptierten klassischen Sprachen [7]. Auferdem werden zwei negative Resultate
beziiglich der Abgeschlossenheit quantenerkennbarer Sprachen nachgewiesen, die in der
Literatur noch keine Erwéhnung fanden.

Das Kapitel ist dabei folgendermafen aufgebaut: Abschnitt 5.1 gibt eine kurze Ein-
flihrung in die notwendigen physikalischen Grundlagen. Darauf aufbauend werden in
Abschnitt 5.2 Quantenautomaten sowie die Klasse der quantenerkennbaren Sprachen
definiert, um direkt im Anschluss (5.3) verschiedene Operationen auf Quantensprachen
hinsichtlich ihrer Abschlusseigenschaften zu untersuchen. Abschnitt 5.4 dient der Formu-
lierung und dem Beweis des Pumping-Lemmas, aus dem anschliefend (5.5) zwei negative
Abschlussresultate gefolgert werden. Abschnitt 5.6 hat die Ubertragung des Cut-Point-
Theorems auf quantenerkennbare Sprachen zum Gegenstand und abschliefend wird in
Abschnitt 5.7 die Charakterisierung der von Quantenautomaten akzeptierten Sprachen
vorgenommen.

5.1 Quantenmechanische Grundlagen

Die folgende Einfiihrung in die Prinzipien der Quantenmechanik verwendet einen deduk-
tiven Ansatz und gibt die wichtigsten Axiome und Postulate dieser Disziplin wieder. Die
sogenannte ,Dirac-Formulierung der Quantenmechanik wurde im Wesentlichen [14, S.
127ff] entnommen.

Jedem quantenmechanischen System ist ein Zustandsraum H zugeordnet. Bei diesem
handelt es sich um einen Hilbertraum, d.h. einen vollstdndigen, unitdren Vektorraum.
Die Elemente v € H dieses Raumes werden als Zustandsvektoren bezeichnet und re-
prasentieren die Zustédnde des Systems. Sie besitzen keine reale Bedeutung im Sinne

38



einer Messbarkeit, sondern ermdglichen lediglich die Beschreibung experimenteller Ab-
laufe. Ein Zustandsvektor ¢ und seine komplexen Vielfachen ci sollen dabei denselben
Zustand représentieren, es ist also zweckméfig ausschliefslich Zustandsvektoren v mit
||| = 1 zu betrachten. Im hier verwendeten Schrédinger-Bild ist der Systemzustand
im Allgemeinen zeitlichen Anderungen unterworfen, 1) = 1(t) also von der Zeit ¢ abhiin-
gig.

Im Gegensatz zur klassischen Physik sind die Wechselwirkungen eines quantenmechani-
schen Systems mit einer eingeschalteten Messapparatur nicht vernachléssigbar, d.h. eine
Messung fiihrt in der Regel zu einer Anderung des Systemzustandes. Messbare Grofen
werden dabei als Observable bezeichnet und durch selbstadjungierte lineare Operatoren
A : H — H beschrieben. Wird im Zustand v eine Messung der Observablen A vorgenom-
men, ist das Ergebnis einer der Eigenwerte A von A, die allesamt reell sind. Auferdem
befindet sich das System nach der Messung im Zustand 1 Py, wobei Py die orthogonale
Projektion auf den zu A gehoérenden Eigenraum bezeichnet. Wiederholte Messungen im
selben Zustand v kénnen dabei verschiedene Resultate liefern. Jeder Eigenwert A von A
wird mit der Wahrscheinlichkeit

P(\) = [y P

gemessen. Besitzt A genau die Eigenwerte Aq,...,A\; und sind Py, ..., Py, die Projek-
tionen auf die zugehorigen Eigenrdume, dann gilt

k
Sar,
=1

Es wird also mit Sicherheit einer der Eigenwerte von A gemessen.

Zur Beschreibung der Dynamik eines quantenmechanischen Systems wéhlt man fol-
genden Ansatz: der Zusammenhang zwischen den Systemzustdnden (tp) und (t) zu
den Zeitpunkten ¢y und ¢ > tg soll sich durch eine Gleichung der Form

2

2
= [Jl=* = 1.

k k

> PO = llePy | =

i=1

Y(t) = P(to)U(t, to) (5.1)

beschreiben lassen, wobei U(t,tg) als Zeitentwicklungsoperator bezeichnet wird. Eine
offensichtliche Anforderung an den zeitabhéngigen Operator U ist, dass er die Gesamt-
wahrscheinlichkeit des Systems erhélt. Es muss also

[P = [l (o)l

gelten, was genau dann der Fall ist, wenn U (¢, tp) unitér ist.
Uber mehrere Zwischenschritte kann man aus (5.1) schlieklich die zeitabhdingige Schré-

dinger-Gleichung

L OY(t)
= = (D H(?)

herleiten. Dabei ist H der sogenannte Hamilton-Operator, der die Gesamtenergie des
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Systems beschreibt.

5.2 Quantenautomaten und Quantensprachen

Aufbauend auf diesen physikalischen Grundlagen wird nun folgendermaften ein Automa-
tenmodell definiert: Ein Quantenautomat ist ein quantenmechanisches System, das sich
zu Beginn in einem préaparierten Initialzustand befindet. Fiir jeden Buchstaben eines zu
untersuchenden Wortes findet ein Zustandsiibergang mithilfe eines unitdren Operators
statt, wobei fiir jedes Vorkommen des gleichen Buchstabens derselbe Operator verwendet
wird. Abschlieffend wird eine Messung vorgenommen, die ausschlieflich die Ergebnisse 0
und 1 fiir ,abgelehnt” und ,akzeptiert” liefern darf. Da sich selbstadjungierte Operatoren,
die nur die Eigenwerte 0 und 1 besitzen, mit den orthogonalen Projektionen identifizie-
ren lassen, kann man den Operator bereits durch die Angabe eines Unterraumes des
Zustandsraumes festlegen. Dieses Modell fiihrt zu folgender formaler Definition [12]:

Definition 5.2.1. Ein endlicher Quantenautomat (QFA) iiber einem Monoid M ist ein
4-Tupel Q = (H, 9, sp, Hr) wobei

e H ein endlich-dimensionaler, unitarer C-Vektorraum, der Zustandsraum,
e 0: M — U(H) ein Monoid-Homomorphismus, die Transitionsabbildung,
e 5o € H mit ||sg|| =1 der Initialzustand und

e Hpr C H der akzeptierende Unterraum von H ist.

Sei Pr : H — Hp die orthogonale Projektion auf Hp. Dann ist das Verhalten von Q die
wie folgt definierte Funktion |Q| : M — [0, 1]

Q] (m) = [506(m) Pr|*.

Der Wert |Q| (m) wird dabei als die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses interpretiert, dass
Q das Wort m € M akzeptiert. Es gibt also zwei mogliche Arten von Objekten, die ein
Quantenautomat erkennen kann. Zum einen kann man Quantensprachen als Abbildungen
M — [0,1], die jedem Wort eine Wahrscheinlichkeit zuordnen, definieren und festlegen,
dass Q gerade die Quantensprache |Q| akzeptiert. Dies ist der Ansatz, der im ersten Teil
des Kapitels verfolgt wird. Zum anderen kénnte man als die von Q akzeptierte Sprache
L C M auch die Menge aller Worte betrachten, deren Akzeptanzwahrscheinlichkeit ei-
ne bestimmte Grenze iiberschreitet. Dieser Idee wird im letzten Abschnitt des Kapitels
nachgegangen.

Als Quantensprachen werden also Abbildungen f : M — [0, 1] bezeichnet. Der Wert
f(m) soll dabei als Wahrscheinlichkeit des Ereignisses, dass das Wort m zur Quantenspra-
che f gehort, interpretiert werden. Schlieflich soll der Begriff der ,Quantenerkennbarkeit*
definiert werden:
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Definition 5.2.2. Eine Quantensprache f : M — [0, 1] heift quantenerkennbar, wenn
es einen QFA Q tiiber M gibt mit
f=19l.

Die Menge aller quantenerkennbaren Quantensprachen M — [0,1] wird C¥*¢((M)) be-
zeichnet,
CHe(M) ={f: M —[0,1] | f ist quantenerkennbar}.

Wenn im Folgenden von ,,quantenerkennbaren Sprachen“ die Rede ist, dann sind stets
,quantenerkennbare Quantensprachen“ gemeint. Weiterhin stellt die Bezeichung
Cae¢(M)) darauf ab, dass Quantensprachen auch als formale M-Potenzreihen iiber C
aufgefasst werden konnen und die Klasse der quantenerkennbaren Quantensprachen so-
mit eine Teilmenge von C{(M)) ist.

5.3 Abschlusseigenschaften

In den Kapiteln 3 und 4 wurde gezeigt, dass (beschriankte) erkennbare Potenzreihen unter
verschiedenen Operationen abgeschlossen sind. Es stellt sich also die Frage, ob es auch fiir
quantenerkennbare Sprachen méoglich ist, derartige Abschlusseigenschaften nachzuweisen.
Bevor diese beantwortet werden kann, miissen zunéchst geeignete Operationen gefunden
werden, fiir welche sich die Abgeschlossenheit untersuchen lésst.

Fiir die Suche wurden bereits zwei mogliche Ansétze angedeutet: Einerseits kann man
Quantensprachen als Abbildungen auffassen, die Worten Wahrscheinlichkeiten zuordnen,
und versuchen, diese Wahrscheinlichkeiten mithilfe stochastischer Operationen zu kom-
binieren. Andererseits kann man sie als formale Potenzreihen iiber C betrachten und die
zugehorigen Operationen betrachten. In den meisten Féllen fithren beide Ansétze zu den-
selben Definitionen, in einigen jedoch zu unterschiedlichen. Aus diesem Grund werden
im Rest des Abschnitts beide Wege parallel verfolgt, geeignete Operationen definiert und
die jeweilige Abgeschlossenheit gezeigt. Die vorgestellten Resultate, mit Ausnahme der
Lemmata 5.3.5 und 5.3.7, stammen aus [12].

5.3.1 Konstante Quantensprachen

Analog zu Lemma 3.5.1, in dem gezeigt wurde, dass konstante formale Potenzreihen
erkennbar sind, gilt folgende Aussage fiir konstante Quantensprachen:

Lemma 5.3.1. Seic € [0,1]. Dann ist die Quantensprache f. : M — [0,1] mit f.(m) = ¢
quantenerkennbar.

Beweis. Sei Q = (C?,6,s0, Hr) der QFA mit
d(m) =1d, so = (Ve,vV1—c¢) und Hr = ((1,0)).

Die orthogonale Projektion von H auf Hp ist gerade die Projektion auf die erste Koor-
dinate, es gilt also

1Q(m) = [lsod(m) Pr|)* = || (Ve VI~ eldPr||” = || (vVe,0)|° = . 0
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5.3.2 Komplement

In der Stochastik betrachtet man zu einem Ereignis E das komplementére Ereignis F,
dass genau dann eintritt, wenn E nicht eintritt. Fiir die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten
gilt P(E) = 1 — P(E). Ubertrigt man dies auf Quantensprachen f : M — [0,1], dann
wird durch

f(m) =1~ f(m)
eine Quantensprache f M — [0,1] definiert.

Lemma 5.3.2. Fiir f € C¥(M)) gilt f € CF(M)).

Beweis. Da f quantenerkennbar ist, existiert ein QFA Q = (H,d, sp, Hp) mit f = |Q|.
Q' = (H,d,s0,H Z%) sei der QFA mit dem komplementéren akzeptierenden Unterraum.
Fiir alle m € M gilt dann:

191 (m) +] Q'] (m) = l1s08(m) P> + [sod(m) P | = llso6(m)]> = Joll® = 1

und somit
Q| (m) =1~ Q| (m) =1 f(m). 0
5.3.3 Hadamard-Produkt und Durchschnitt

Das Hadamard-Produkt f ® g zweier Quantensprachen f, g : M — [0, 1] ist wie im Falle
der formalen Potenzreihen durch

(f©g)(m) = f(m) - g(m)

definiert. Diese Gleichung ldsst sich aufserdem stochastisch interpretieren: angenommen,
die Ereignisse ,m gehort zu f“ und ,m gehort zu ¢* sind stochastisch unabhéngig
und treten mit den Wahrscheinlichkeiten f(m) und g(m) ein, dann tritt das Ereignis
»m gehort zu f und ¢ mit Wahrscheinlichkeit f(m)-g(m) ein. Die Quantensprache f©g
lasst sich also als Durchschnitt von f und g auffassen und wird daher auch mit fNg
bezeichnet.

Lemma 5.3.3. Fir fi, fo € CY°(M)) gilt fi © fo € CT(M)).

Beweis. Da fi und fo quantenerkennbar sind, existieren QFAs Q' = (H', &, s§, H%) mit
fi= |Q” fiir ¢ = 1, 2. Weiter sei Q = (H, 9, so, Hr) der durch

H=H'®H? §(m) = 64 (m) ®6%(m), 50 = 54 ® 58 und Hp = HL® H
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definierte QFA. Dann gilt Pr = P} ® P2 sowie fiir alle m € M

Q] (m) = ||s06(m) Pr |
= ||(s48" (m) PE) ® (s38%(m) P3)||?
= (556" (m)P}) ® (s36%(m) P3), (s56" (m)PE) ® (s36%(m) PE))
= (546" (m) P}, 538" (m) PR) - (536° (m) P, 36> (m) P)
= ||sbo (m)PE|| - ||s382(m) Pr|”

5.3.4 Summe und Vereinigung

Will man die Summe zweier Quantensprachen f,g : M — [0,1] im Sinne formaler Po-
tenzreihen bilden, tritt das Problem auf, dass die resultierende formale Potenzreihe im
Allgemeinen keine Quantensprache ist, da es m € M mit f(m) + g(m) > 1 geben kann.
Eine Moglichkeit, dieses Problem zu beheben, besteht darin, durch eine Wichtung der
Summe sicherzustellen, dass die entstehende Potenzreihe lediglich Werte aus dem Inter-
vall [0,1] annimmt. Deshalb betrachtet man fiir f,g : M — [0,1] und «, 5 € [0, 1] mit
a+ 8 =1 die durch

(af +Bg)(m) =a- f(m)+ 8- g(m)

definierte Quantensprache a f 4 3g, welche als gewichtete Summe von f und g bezeichnet
wird.

Lemma 5.3.4. Seien f1, fa € C¥(M)) und ay, a2 € [0,1] mit aq + e = 1. Dann gilt
a1 fi + azfa € CHFC(M)).

Beweis. Da f; und fs quantenerkennbar sind, existieren QFAs Q' = (H*, §', s%,H}}) mit
fi =1Q;| fur i = 1,2. Weiter sei Q = (H, 9, sg, Hp) der durch

H=H'®H? 6&(m)=27(m)®s*(m), so=/ais;®Jags: und Hp=H:® Hz
definierte QFA. Dann gilt Pr = P} @& PZ sowie fiir alle m € M
Q] (m) = ||s06(m) Pr |
= || (Varsgs' (m)Pr) & (Vazsgo*(m) Pr)
= || varsho! (m) PE||* + ||vazste® (m) PR
=aq - Hs(l)dl(m)P}HQ + ag - Hs%éQ(m)P]%HQ

=y - fi(m) + az - fa(m). ]

I

Eine weitere Moglichkeit die ,,Summe* zweier Quantensprachen zu bilden, liefert ein sto-
chastischer Ansatz. In Anlehnung an die Siebformel kann man eine Quantensprache fUg
durch

(fUg)(m) = f(m)+g(m) - (f Ng)(m)

43



definieren. Diese ldsst sich dhnlich wie im Falle des Durchschnitts als Vereinigung der
beiden Quantensprachen f und g interpretieren. Auferdem gilt mit

fUg=fng

eine Entsprechung der De Morgan’schen Regeln, die diese Interpretation zusatzlich un-
terstiitzt.

Lemma 5.3.5. Fir fi, fo € C¥(M)) gilt f1 U fo € CIC(M)).

Beweis. Wie bereits angedeutet wurde, gilt

fiUfa=fiNfo

Nach Lemma 5.3.2 sind f; und f; quantenerkennbar und f; N fo somit nach Lemma
5.3.3 ebenfalls. Schliefslich folgt erneut aus Lemma 5.3.2 die Quantenerkennbarkeit von

fiU fa. O

5.3.5 Skalare Multiplikation

Korollar 3.5.5 besagt, dass die Multiplikation einer erkennbaren Potenzreihe mit ei-
nem Skalar die Erkennbarkeit erhalt. Will man das Produkt cf einer Quantensprache
f:M —[0,1] mit einem Skalar ¢ als

(cf)(m) = c- f(m)

definieren, muss man sich aufgrund der Eigenschaften von Quantensprachen auf Skalare
c € [0,1] beschrénken. Aus den Lemmata 5.3.1 und 5.3.3 folgt direkt:

Korollar 5.3.6. Secien f € C¥(M)) und c € [0,1]. Dann gilt cf € CI(M)).

5.3.6 Links- und Rechtsableitungen

Die Links- und Rechtsableitung n~!f und fn~! einer Quantensprache f : M — [0,1] an
der Stelle n € M sind wie fiir formale Potenzreihen durch

nUf(m) = f(nm)  wnd  fnl(m) = f(mn)
definiert.

Lemma 5.3.7. Sei f € CU(M) und n € M. Dann gilt n~1f € CT<(M)) und
fn=t e caree (M),

Beweis. Da f quantenerkennbar ist, existiert ein QFA Q = (H, 4, sp, Hp) mit f = |Q|.
Dann gilt fiir den QFA Q" = (H, 6, sod(n), Hp) fur alle m € M

Q| (m) = [|506(n)(m) Pr|* = |so8(nm) Pr||* = f(nm).
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Weiter sei Q' = (H, ¥, s0d(n), Hp) der QFA mit
§'(m) = 6(n)"15(m)é(n).
Dass ¢’ ein Monoid-Homomorphismus ist, rechnet man leicht nach. Fiir alle m € M gilt

Q| (m) = [|508(n)8 (m) Pr||* = [ls03(m)d(n) Pr||* = ||s06(mn) Pe||* = f(mn). O

5.3.7 Inverse Homomorphismen

Auch das inverse Bild h=!(f) : N — [0,1] einer Quantensprache f : M — [0, 1] unter
einem Monoid-Homomorphismus h : N — M ist wie fiir formale Potenzreihen durch

definiert.

Lemma 5.3.8. Seien f € CI°(M)) und h : N — M ein Monoid-Homomorphismus.
Dann gilt h=1(f) € CH(N)).

Beweis. Da f quantenerkennbar ist, existiert ein QFA Q = (H,d, sp, Hp) mit |Q| = f.
Dann gilt fiir den QFA Q' = (H,d o h, sg, Hp) fiir alle n € N

Q[ (m) = [I50(6 0 h)(m) Prl|* = [|so8(A(m)) Pp||* = f(h(m)). -

5.4 Pumping-Lemma

Um nachzuweisen, dass eine Sprache L C X* nicht regulér ist, verwendet man héufig das
Pumping-Lemma fiir regulére Sprachen, das eine notwendige Bedingung an die Regula-
ritat einer Sprache angibt [16, S. 31]:

Satz (Pumping-Lemma). Sei L eine regulare Sprache. Dann gibt es eine Zahl n, so
dass sich alle Worter x € L mit |xz| > n zerlegen lassen in x = uvw, so dass folgende
Eigenschaften erfillt sind:

(1) [v| = 1,
(2) |uv| < n,
(3) fir allei=0,1,2,... gilt: uww'w € L.

Erstaunlicherweise ist es moglich, etwas Ahnliches fiir quantenerkennbare Sprachen zu
formulieren.

Satz 5.4.1 (Pumping-Lemma fiir Quantensprachen). Seien f € C¥(M)), m € M und
€ > 0. Dann existiert ein k > 0, so dass fir alle ny,ne € M gilt:

| f(nimPng) — f(ning)| < e.
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Es kann k < (Gl—ﬂ)n gewdhlt werden, wenn f von einem n-dimensionalen QFA erkannt
wird.

Beweis. Fir e > 1 ist die Behauptung offensichtlich bereits fiir £k = 1 erfiillt. Sei also
e < 1. Da f quantenerkennbar ist, existiert ein QFA Q = (H, ¢, so, Hp) mit f =|Q|. Es
seien n = dim H und o = § € (0, 1).

Da die Abbildung d(m) unitar ist, existiert laut Satz 2.2.13 eine Orthonormalbasis
Z1,...,Tn von H, die aus lauter Eigenvektoren von d(m) besteht. Da die zugehorigen
Eigenwerte alle den Betrag 1 haben, existieren auferdem Winkel wy, ..., wp, so dass e}
der Eigenwert zum Eigenvektor x; ist. Fiir alle k € N und 1 < j < n gilt dann

z;0(mb) = eMily;.

Weiterhin seien

21 2mti
N:[a—‘ und Bg:{eN |t6[€—1,€)}

fir £ =1,...,N. Die By bilden eine disjunkte Zerlegung des komplexen Einheitskreises
in N Bogen der Lange QW” Damit existiert fiir jedes k£ € N ein n-Tupel

(1K), ... bo(k)) € {1,... NI™

mit efwit ¢ By, fir 1 < j < n. Da es nur K = N" derartige n-Tupel gibt, existieren
1<k <ko <K+1mit li(ky) =2(ko) fir 1 <j <n.Mit k= ky — k; <K gilt dann

kow;ji )
r e J i
ehwit = € {621\; |t e (—1,1)}7

eklei

und da die Sehne zwischen zwei Punkten kiirzer ist als die zugehorigen Bogen, somit
i 27
kqul . 1} < - < .
‘6 =N =
Sei A: H — H die durch

A= i (60m*) —1a)

definierte lineare Abbildung. Eine einfache Rechnung zeigt, dass die z; auch Eigenvek-
toren von A sind, mit den zugehorigen Eigenwerten

)\j = l . <€kwji—l) .
(%

Nach Konstruktion gilt |\;| <1 fiir alle 1 < j < n.
Aufgrund der Eigenschaften eines Skalarproduktes und der von ihm induzierten Norm
gilt fir z,y € H
lz+ylI* = =1 = lyl* + (2, 9) + (v, 2).

Durch Anwendung der Dreiecksungleichung des komplexen Betrages sowie der Schwarz-
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schen Ungleichung folgt daraus
lz + ylI? = =% < lyl® + [, 9)] + [y, )| < llyll* +2- 1]l - |yl -
Seien ny,ng € M. Fir x = s90(n1)d(n2)Pr und y = aspd(n1)Ad(ng)Pr erhélt man
2
&+ > = ll500(n1) (1 + @ 4)6(n2) Pr |[* = ||s00(r)(m*)8(nz) Pr|| = f(namPns)

sowie
2]|* = [|s00(nin2) Pp|* = f(ning) < 1

und ||z|| < 1. Zusammengenommen ergibt sich
[ Fmm*ng) = flnims)| < gl + 2 ]
Konnte man zeigen, dass ||y|| < « gilt, wiirde der erste Teil der Behauptung folgen:
[Fumng) = frin)| < Iyl + 21y < a? +20 < 3a = <.
Weiterhin wurde k£ so gewéahlt, dass
oo ] (=)
a € €

Es bleibt zu zeigen, dass ||y|| < « gilt. Da [|sg|| = 1 und §(nq) unitér ist, gilt [|asgd(ny)|| =
«. Weil z1,...,x, eine Basis von H ist, existieren cq,...,c, € C mit

n

aspd(ny) = Z Cjxj.

j=1
Daraus folgt

05805(711)14 = Z Cj)\jl‘j
j=1
und somit

n

lasod(na) AlI* = 3~ lesA? = Y lesPINIP < D el = llasod(ma)||* = o

bzw. [[spd(n1)Al| < a. Da §(ng2) ebenfalls unitér, mithin lingenerhaltend, und Pr als
Projektion langenverkiirzend ist, folgt

1yl] = [levs0d(n1) Ad(n2) Pr|| < [lesod(na) Ad(ng)|| = [lersod(n1) Al| < a. [

Die nachstehende unmittelbare Schlussfolgerung aus dem Pumping-Lemma gibt ein einfa-
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cheres Kriterium an, um nachzuweisen, dass eine Quantensprache nicht quantenerkennbar
ist und wird fiir die Beweise im néchsten Abschnitt von Bedeutung sein.

Korollar 5.4.2. Seien f: M — [0,1] eine Quantensprache und m,ni,ne € M, so dass
die Folge (f(nlmkng))keN monoton wachsend oder fallend aber nicht konstant ist. Dann
ist f micht quantenerkennbar.

Beweis. Da f genau dann quantenerkennbar ist, wenn f quantenerkennbar ist, und f
monoton wéachst wenn f monoton féllt, sei die Folge 0.B.d.A. monoton wachsend. Da
die Folge nicht konstant ist, existiert ein £ € N mit f(nlm“‘lng) > f(nlmgng). Es sei
£ := f(nim™ng) — f(nym®ns) > 0, dann gilt auf Grund der Monotonie fiir alle k > 1

f((mme)mkng) — f((mmz)ng) > ¢,

was offensichtlich im Widerspruch zum Pumping-Lemma steht. ]

5.5 Negative Abschlusseigenschaften

5.5.1 Homomorphe Bilder

Satz 3.5.8 besagt, dass im Falle freier Monoide das homomorphe Bild einer erkennbaren
Potenzreihe unter einem liangenerhaltenden Monoid-Homomorphismus ebenfalls erkenn-
bar ist. Es stellt sich also die Frage, ob sich ein dhnlicher Satz fiir quantenerkennbare
Sprachen formulieren und beweisen lésst. Bevor darauf eine Antwort gegeben werden
kann, muss zunéchst eine Definition fiir das homomorphe Bild einer Quantensprache ge-
funden werden. Da es wie im Falle von gewichteter Summe und Vereinigung von Quan-
tensprachen zwei mogliche Ansétze gibt, soll zundchst derjenige untersucht werden, der
sich an der entsprechenden Definition fiir formale Potenzreihen orientiert.

Seien also f : M — [0, 1] eine Quantensprache und h : M — N ein Monoid-Homomor-
phismus. Eine direkte Ubertragung der Definition

h(f)n)= Y f(m)

meh~1(n)

flir formale Potenzreihen ist nicht mdglich, da die Summe 1 iiberschreiten kann. Wie
bereits bei der Summe zweier Quantensprachen ldsst sich dieses Problem durch eine
Wichtung der Summanden beheben. Da kein Summand gegeniiber einem anderen ausge-
zeichnet ist, sollten alle dasselbe Gewicht bekommen, was zu folgender Definition fithrt

1
h(f)(n) = m me;(n) f(m).

Eine notwendige Voraussetzung dafiir ist, dass jedes n € N nur endlich viele h-Urbilder,
jedoch mindestens eines, besitzt.

Das nachstehende Beispiel wird jedoch zeigen, dass man Alphabete ¥ und I', ei-
ne quantenerkennbare Sprache f € C%*((¥X*)) und einen ldngenerhaltenden Monoid-
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Homomorphismus h : ¥* — I'* so wéhlen kann, dass h(f) nach obiger Definition nicht
quantenerkennbar ist.

Beispiel 5.5.1. Es seien ¥ = {0,1}, I' = {a} und h : ¥* — I'" die eindeutige
Fortsetzung von h(0) = h(1) = a zu einem Monoid-Homomorphismus. Weiterhin sei
Q = (C2,6,(1,0), Hr) der Quantenautomat mit Hr = {(0,1)) und

cosa  sino [wh T
5(w) = ( ) it a = T,

—sina  cosa

wobei |w|, die Anzahl der Vorkommen des Symbols 1 in w bezeichne. Schlieflich sei
f =19Q| das Verhalten von Q. Da Pr die Projektion auf die zweite Komponente ist, gilt
mit k = |w|,

) = |10 ( cosa sina)kPF

—sina  cosa

Nun sei g : I'* — [0, 1] die durch
n 1
9(a") = o > fw)
weln

definierte Quantensprache, also nach obigem Definitionsversuch genau das homomorphe
Bild von f unter h. Es gilt fir n € N

N~ N

Mit w = a® folgt fiir k € N

=1 (=)} ()

Die Folge (g (wk)) pen ist also streng monoton wachsend und g nach Korollar 5.4.2 somit
nicht quantenerkennbar.
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Damit ist gezeigt, dass der erste Ansatz zur Definition des homomorphen Bildes einer
Quantensprache die Quantenerkennbarkeit nicht erhélt.

Der zweite Definitionsversuch ist stochastischer Natur. Ist L C M eine Sprache und
h : M — N ein Monoid-Homomorphismus, dann gilt n € h(L) genau dann, wenn es
ein m € h™'(n) mit m € L gibt. Eine Ubertragung auf den Fall einer Quantensprache
f M — [0,1] liefert, dass das Ereignis ,,n gehort zu h(f)“ genau dann eintreten soll,
wenn es ein m € h~1(n) gibt, fiir dass das Ereignis ,,m gehort zu f* eintritt. Geht man in
dieser Beziehung zu den komplementéren Ereignissen bzw. Quantensprachen iiber, erhélt
man — unter Annahme einer stochastischen Unabhéngigkeit — folgenden Zusammenhang;:

Als Definition von h(f) : N — [0, 1] wiirde sich daraus ableiten:

W) =1- [ @—fim).

meh—1(n)

Das folgende Beispiel zeigt, dass auch diese Definition die Quantenerkennbarkeit nicht
erhélt.

Beispiel 5.5.2. Seien ¥, I' und h wie im vorangegangenen Beispiel gewdhlt. Weiter
seien f : ¥* — [0,1] die quantenerkennbare Sprache mit f(w) = 3 fiir alle w € X* und
g :T* —[0,1] die durch

gla”) =1- T (0~ f(w)

wexn

definierte Quantensprache. Dann gilt fiir alle n € N

oo =1- (1)

d.h. die Folge (g(ak)) ist streng monoton wachsend und g somit nicht quantener-

kennbar.

keN

Damit ist gezeigt, dass auch der zweite Ansatz zur Definition des homomorphen Bildes
einer Quantensprache keine guten Abschlusseigenschaften besitzt.

5.5.2 Cauchy-Produkt

Dass erkennbare formale Potenzreihen im Falle freier Monoide unter Cauchy-Produkt
abgeschlossen sind, ist die Behauptung von Satz 3.5.9. Erneut ergibt sich die Frage, ob
eine dhnliche Aussage auch fiir die Quantenerkennbarkeit gilt. Wie im vorangegangenen
Abschnitt zum Abschluss unter homomorphen Bildern gibt es auch hier wieder zwei M6g-
lichkeiten, dass Cauchy-Produkt zweier Quantensprachen f, g € ¥* — [0, 1] zu definieren.
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Der Weg iiber die Wichtung der Definition fiir formale Potenzreihen fiihrt zu

1

u,vEXT*

S flw) - glv),

wahrend der stochastische Ansatz

(f-9w)=1- [T @~ f(w) g())

u,vEXD*
wW=uv

liefert.

Dass der zweite Ansatz die Quantenerkennbarkeit nicht erhélt, kann man mithilfe des
bereits mehrfach vorgefithrten Monotonieargumentes nachweisen, wenn man die quan-
tenerkennbaren Sprachen f,g : £* — [0,1] mit f(w) = g(w) = 3 fiir alle w € £* bei
beliebigem Alphabet X betrachtet. Dass auch die andere Definitionsmdoglichkeit keine
guten Abschlusseigenschaften besitzt, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 5.5.3. Sei ¥ = {a} und Q = (C?,4,(1,0), Hr) der QFA mit Hr = ((0,1)) und

w- (%

sowie f =|Q| die von Q akzeptierte Quantensprache. Einfache Rechnungen zeigen, dass
f(a"™) =n mod 2

gilt. Definiert man eine Quantensprache g : ¥* — [0, 1] durch

n

fla®) - f(a™™"),

0

1
n+1k:

g(a") =

entspricht diese gerade dem Cauchy-Produkt von f und f nach dem ersten Definitions-
ansatz.
Somit gilt fiir alle k € N

2k 2k

1
;)(E mod 2) - ((2k — £) mod 2) = o —— ;:%(52 mod 2) =

k
2k +1

1

900") = 557

Die Folge (g((aa)k))k ¢y ist also streng monoton wachsend und g damit nicht quanten-
erkennbar.

5.6 Cut-Point-Theorem

In Kapitel 4 wurde ein Cut-Point-Theorem fiir beschriankte erkennbare Potenzreihen
nachgewiesen. Dieser Abschnitt wird zeigen, dass quantenerkennbare Sprachen auch im
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Sinne der gewichteten Automaten erkennbar sind, und schliefslich das Cut-Point-Theorem
auf Quantensprachen iibertragen. Der erste Schritt besteht im Beweis der Abgeschlos-
senheit erkennbarer komplexer Potenzreihen unter komplexer Konjugation.

Lemma 5.6.1. Seien f € C**(M)) und f € C{(M)) die durch

F(m) = f(m)

definierte Potenzreihe. Dann gilt f € C™((M)).

Beweis. Da f erkennbar ist, ist A; endlich-dimensional, es existieren also n € N und
mi,...,My € M mit

Ap=(mi f,...,mp f).
Konnte man zeigen, dass

Ay = (myY o mtf) (5.2)

gilt, dann ware A? ebenfalls endlich-dimensional und f somit erkennbar.
Wegen _
Ay = (m~Yf | me M)

gilt in (5.2) offensichtlich die ,,O*“Inklusion. Zum Beweis der umgekehrten Inklusion sei
ge A?. Dann existieren a4, ...,ar € Cund z1,...,xx € M mit

K
g=>Y oz;'f.
=1

Fiir alle m € M gilt

k k
glm) =Y @ - flm) =>_ agx; " f(m),
i=1 =1
also
k
g=) @
i=1
und somit g € Ay. Es existieren also A1,..., A\, € C mit
n
g=>) Am;'f
=1

Ahnlich wie eben folgt daraus

also g € (myf,...,m;'f). O
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Im vorangehenden Beweis héitte man zusétzlich zeigen kdnnen, dass die mi_lf eine Basis
von A7 bilden, wenn mflf, ...,m; 1 f eine Basis von Ay ist, also dim A7 = dim Ay gilt.

Proposition 5.6.2. FEs gilt
CIec(M) C Ce((M).

Beweis. Da Quantensprachen offensichtlich beschrankt sind, reicht es, die Erkennbarkeit
nachzuweisen. Dazu seien f € C¥(M)), Q = (H,J,s0, Hp) ein QFA mit |Q] = f
und ey, ..., e, eine Orthonormalbasis von Hp. Weiter seien fiir 1 < ¢ < k Linearformen
vi + H — C,z — (z,e;), gewichtete Automaten A; = (H,J, sp, ;) und erkennbare
Potenzreihen f; = |.A;| definiert. Dann gilt fiir alle m € M

2 2 2
f(m) = [|s06(m) Pe)? = Zk:<805(m)a€i>€i = Zk:(sofs(mwi)ez' = zk:fz‘(m) “e
k i k i1 I
= <; fi(m) euzzgfz(m) €i) = ”z:l fitm) - f3(m) - ei, €5) = Zz;fz(m) fi(m)
und somit N
F=>Y_fof
Nach Satz 3.5.6 und Lemma 5.6.1 ist f aZI;(i erkennbar. [

Aus den Sétzen 4.3.2 und 5.6.2 folgt unmittelbar das Hauptresultat dieses Abschnittes:

Satz 5.6.3 (Cut-Point-Theorem fiir Quantensprachen). Seien f € CI“(M)) eine quan-
tenerkennbare Sprache und X € [0,1] ein isolierter Schnittpunkt von f. Dann ist die
Cut-Point-Sprache

La(f) = {m € M | f(m) > A}

requldr.

5.7 Quantenautomaten und Sprachen

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten des Kapitels hauptsichlich der Zusam-
menhang von Quantenautomaten und Quantensprachen untersucht wurde, sollen Quan-
tenautomaten in diesem Abschnitt klassische Sprachen, also Teilmengen eines Monoides
M, akzeptieren. Da die Implementation eines Quantenautomaten fiir jedes Wort entwe-
der ,akzeptiert® oder ,abgelehnt* liefert, kann man Quantenautomaten gewissermafen
als randomisierte Algorithmen auffassen (siehe z.B. [13]). Es bietet sich also an, die
Akzeptanzbedingung so zu wahlen, dass man Methoden aus diesem Bereich der Algo-
rithmentheorie verwenden kann. Da sich insbesondere die Begrenzung der Fehlerwahr-
scheinlichkeit als hilfreich erweist, wird die Akzeptanz eines Quantenautomaten wie folgt
definiert:
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Definition 5.7.1. Seien Q ein Quantenautomat iiber M, L C M eine Sprache und
A € (0,1) ein Schnittpunkt. Q akzeptiert L mit Schnittpunkt X und begrenztem Fehler,
wenn es ein € > 0 gibt, so dass fiir alle m € M gilt:

méeL=|Q|(m)>\+¢ und mg L= |Q|(m)<\—e.

Damit diese Definition mit den Methoden fiir randomisierte Algorithmen vertréiglich ist,
muss \ = % gelten. Dass diese Bedingung die Klasse der akzeptierten Sprachen nicht
einschrinkt, zeigt folgendes Lemma:

Lemma 5.7.2. Sei Q ein QFA der L C M mit Schnittpunkt X € (0,1) und begrenztem
Fehler akzeptiert. Dann kann man aus Q effektiv einen QFA Q' konstruieren, der L mit
Schnittpunkt % und begrenztem Fehler akzeptiert.

Beweis. Gilt A = %, dann ist nichts zu zeigen. Im Falle A > % zeigen einfache Rechnungen,
dass der in Korollar 5.3.6 konstruierte QFA Q' mit |Q'| = 5; |Q| die Sprache L mit
Schnittpunkt % akzeptiert. Im Falle A\ < % eignet sich der in Lemma 5.3.2 und Korollar

5.3.6 konstruierte Quantenautomat fiir ﬁ@ als Q' O]

Der Rest dieses Abschnittes hat die Charakterisierung der von Quantenautomaten mit
begrenztem Fehler akzeptierten Sprachen zum Ziel. Dafiir spielen Gruppenautomaten
eine entscheidende Rollen, die man in Anlehnung an |7| folgendermafen definieren kann:

Definition 5.7.3. Ein endlicher M-Automat A = (Q, J, qo, F') heilt Gruppenautomat,
wenn die Abbildung §(m) fiir jedes m € M eine Bijektion ist. Eine regulére Sprache
L C M heilst Gruppensprache, wenn es einen Gruppenautomaten gibt, der L akzeptiert.

Der néchste Satz liefert schlieflich die gewiinschte Charakterisierung;:

Satz 5.7.4. Eine Sprache L C M wird genau dann von einem Quantenautomaten mit
begrenztem Fehler akzeptiert, wenn es einen Gruppenautomaten gibt, der L akzeptiert.

Beweis. Zunéchst sei B = (Q, d, qo, F') ein Gruppenautomat, der L akzeptiert. O.B.d.A.
gelte @ = {1,...,n} und A = (A, p,ap, ) sei der in Beispiel 3.3.3 aus B konstruierte
gewichtete M-Automat tiber C mit |A| = xr. Aus A wird nun ein Quantenautomat Q
mit |Q| = xr, konstruiert, der L mit — nicht vorhandenem und damit — begrenztem Fehler
akzeptiert.

Der Vektorraum A = C" wird durch das Standardskalarprodukt ein unitédrer Vektor-
raum. Fir jedes m € M ist §(m) eine Bijektion und p(m) somit eine Permutation auf
der kanonischen Orthonormalbasis ey, ..., e, von A, d.h. y(m) ist unitér. Auferdem gilt
llaol| = |leq || = 1. Weiter seien A der von den e; mit i € F' erzeugte Unterraum von A,

Ap = (e; | i € F),

und Pr : A — Ap die orthogonale Projektion auf Ap. Offensichtlich gilt fiir i € @:

; fallsie F
6:Pp = {el alls ¢ ‘
0 sonst
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Schlieflich zeigen einfache Rechnungen, dass fiir den QFA Q = (A4, p, ag, Ar) gilt:

\Q| = XL-

Der Beweis der umgekehrten Richtung folgt im Wesentlichen aus dem Pumping-Lemma
und dem Cut-Point-Theorem. Dazu sei Q ein QFA der L mit Schnittpunkt A und be-
grenztem Fehler akzeptiert sowie ¢ > 0 die Konstante aus der Definition der Akzeptanz.
Dann gilt einerseits L = L)(|Q|) und andererseits ist A ein isolierter Schnittpunkt von
|Q|. Die Sprache L ist also reguldr und es reicht zu zeigen, dass der Minimalautomat Ay,
von L ein Gruppenautomat ist.

Es gilt also nachzuweisen, dass 0z(m) fir m € M eine Bijektion ist. Dazu sei k > 0
die Zahl aus dem Pumping-Lemma, so dass fiir alle ny,ne € N gilt:

|Q| (n1mFny) — |Q| (nins)| < e. (5.3)
Dann gilt fiir alle n € M

z€n 'L < |Q|(nz) > )\+€<g> 1O (nmPa) > AN+ e =€ (nmk)_lLa

wobei die mit (*) gekennzeichnete Aquivalenz Ungleichung (5.3) und die Tatsache, dass
sich im Intervall (A — &, A + &) kein Funktionswert von |Q| befindet, ausnutzt. Es besteht
also die Gleichung

n L = (nmk)flL =0y (mk) (n_lL),

d.h. Id = 4, (mk) Da 07, ein Monoid-Homomorphismus ist, folgt Id = 67(m)* und somit
die Bijektivitét von dr,(m). O

Die hier untersuchten Quantenautomaten und Gruppenautomaten besitzen also dieselbe
Machtigkeit. Da erstere nur unsichere Aussagen treffen und zudem auf nicht-klassischer
Physik beruhen, scheint es, als beséften sie ausschliefllich entscheidende Nachteile gegen-
iiber letzteren. Dass dies nicht der Fall ist, wurde in [1] nachgewiesen: fiir beliebig grofe n
existieren Gruppensprachen, die von einem Quantenautomaten der Dimension n erkannt
werden, deren Minimalautomat jedoch 290" Zustéinde besitzt.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Die ersten beiden Kapitel der Arbeit dienten ausschlieflich der Bereitstellung der ma-
thematischen und automatentheoretischen Grundlagen fiir die nachfolgenden Untersu-
chungen. Diese hatten zwei Hauptgegensténde: beschrankte erkennbare Potenzreihen und
Quantenautomaten.

Von Ersteren konnte gezeigt werden, dass sie genau die Klasse der Potenzreihen bilden,
die von beschrénkten Automaten erkannt werden. Dies ermdglichte einerseits einfacherere
Beweise der Abschlusseigenschaften als in [6]. Andererseits konnte das aus der selben
Arbeit stammende Cut-Point-Theorem zu einem Cut-Point-Theorem fiir beschrankte
erkennbare Potenzreihen verallgemeinert werden.

Das Kapitel iiber Quantenautomaten widmete sich zum einen der Vorstellung be-
reits bekannter Ergebnisse. Dazu zdhlen der Grofsteil der Abschlusseigenschaften, das
Pumping-Lemma, das Cut-Point-Theorem und die Charakterisierung der von Quanten-
automaten akzeptierten Sprachen. Zum anderen wurden dem weitere positive Abschluss-
resultate hinzugefiigt sowie Untersuchungen hinsichtlich der Abgeschlossenheit unter
Cauchy-Produkt und homomorphen Bildern vorgenommen. Diese war jedoch nachge-
wiesenermafsen fiir keine der vorgeschlagenen Definitionen gegeben.

Dies ist bedauerlich, da es sonst eventuell méglich wére, mithilfe der Techniken aus
[8] eine MSO-Logik fiir Quantensprachen zu definieren und ein Analogon zum Satz von
Biichi (siche z.B. [18]) zu beweisen. Ein moglicher Ankniipfungspunkt an diese Arbeit
besteht also in der Suche einer geeigneteren Definition fiir das homomorphe Bild sowie
der anschlieRenden Betrachtung einer Quantenlogik. Ahnlich dazu kénnten passende De-
finitionen des Cauchy-Produktes und des — hier nicht betrachteten — Stern-Operators
zu einer Entsprechung des Satzes von Schiitzenberger (siehe z.B. [3]) fiihren. Vorstellbar
waren auch vergleichbare Untersuchungen an anderen Modellen fiir Quantenautomaten.

Weiterhin kénnte es lohnenswert sein, zu untersuchen, inwiefern sich das Cut-Point-
Theorem auf andere Quantenautomatenmodelle anwenden lasst. Allen diesen Modellen
ist aufserdem in gewisser Hinsicht eine Unitaritét ihrer Transitionen gemein. Da diese der
Kernaspekt beim Nachweis des Pumping-Lemmas war, ist es vorstellbar, dass sich der
Beweis leicht an andere Definitionen eines Quantenautomaten anpassen lasst.

Die letzte Frage, die hier aufgeworfen werden soll, ist die nach einer weiteren Verallge-
meinerung des Cut-Point-Theorems. Statt sich auf die Kérper R und C zu beschréinken,
kénnte man der Betrachtung beliebige Kérper — oder dariiberhinaus unitére Ringe — mit
Betrag zugrunde legen. Die Erfolgsaussichten darauf, dass dies lediglich mit unbetrécht-
lichen Anderungen des Beweises méglich ist, sind jedoch gering. Der Nachweis beruht
explizit auf der Voraussetzung, dass alle Normen auf einem endlich-dimensionalen Vek-
torraum aquivalent sind, und somit implizit auf dem Satz von Heine-Borel. Letzterer gilt
jedoch ausschlieflich fiir R-Vektorraume.
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