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Einleitung

Einleitung

»Sie ist eine der interessantesten zahlentheoretischen Vermutungen der neueren Zeit“ [Lanl S.95],
so schreibt Lang in einem Artikel iiber die abc-Vermutung. Nicht zu Unrecht steht diese Vermu-
tung im Mittelpunkt des Interesses von Zahlentheoretikern. Sie macht eine starke Aussage {iber die
Primfaktoren zweier grofser Zahlen und ihrer Summe und impliziert insbesondere, dass der grofse
Satz von Fermat ab einem hinreichend grofen Exponenten giiltig ist [Lan|[S.95]. Wir nennen eine
genaue Formulierung aus [Lanl, S.95]:

,Die abc-Vermutung. (Masser, Oesterlé, 1986) Zu ¢ > 0 existiert eine Konstante K (€), so dass
fiir alle von Null verschiedenen, teilerfremden ganzen Zahlen a, b, ¢ mit a + b = ¢ die Ungleichung

maz(lal, [b],|e]) < K(€) - No(abe)'**

erfiillt ist.“ Dabei ist Ny(n) fiir eine ganze Zahl n # 0 das Produkt ihrer verschiedenen Primfak-
toren.

Folglich ist es umso interessanter, wenn ein namhafter Mathematiker behauptet, einen Be-
weis fiir diese Vermutung gefunden zu haben. Shinichi Mochizuki vertffentlichte 2012 vier Paper
[Mot1l, Mot2, Mot3l Mot4] zum Thema ,Inter-Universal Teichmuller Theory®, die einen Beweis der
abc-Vermutung enthalten sollen. Bis heute wird der Beweis gepriift und ist noch nicht allgemein
anerkannt.

In [Mot4][S.54-71] befindet sich ein Abschnitt tiber Speziestheorie. Zu Beginn des Abschnitts
schreibt Mochizuki dazu: ,In some sense, this language may be thought of as an explicit des-
cription of certain tasks typically executed at an implicit, intuitive level by mathematicians [i.e.,
mathematicians who are not equipped with a detailed knowledge of the theory of foundations!][. . .]
In the context of the theory developed in the present series of papers, however, it is useful to des-
cribe these intuitive operations explicitly. [Motd], S.53].

Das Ziel der Diplomarbeit soll es sein, sich mit der Speziestheorie von Mochizuki zu beschiftigen,
diese zu verstehen, im Hinblick auf die mathematischen Grundlagen aufzuarbeiten und sich dazu
stellende Fragen zu bearbeiten. Aufserdem sollen Beispiele ausgearbeitet und im Kontext der Ar-
beit erldutert werden.

Im ersten Kapitel werden wir dafiir die logischen und mengentheoretischen Grundlagen aufarbei-
ten. Zunéchst werden die grundlegenden Definitionen und Axiome eingefiihrt, es wird die Arbeits-
weise mit Formeln in der Mathematik betrachtet und schlieflich eine Einfiihrung in die Mengen-
theorie und die Grothendieck-Universen gegeben. Das Beziehen eines gewissen Standpunkts und
die damit zusammenhingende Einfiihrung neuer Begriffe soll bereits auf die Speziestheorie vorbe-
reiten.

Diese wird nun im zweiten Kapitel dargestellt. Zunéichst werden wir uns jedoch damit beschéfti-
gen wie die Kategorientheorie in der Mathematik formalisiert werden kann und einige Begriffe aus
der Kategorientheorie aufarbeiten. Die Definitionen der Speziestheorie werden aufgefithrt und mit
der Kategorientheorie verglichen. An einigen Beispielen werden die Definitionen der Speziestheorie
konkret erldutert.

Bei der Verwendung der Speziestheorie stellt sich die Frage, wie gewisse Objekte ohne Auswahlen
konstruiert werden kénnen. Im dritten Kapitel wollen wir fiir einige Fille eine Antwort auf diese
Frage geben. Dazu verallgemeinern wir ein konkretes Beispiel und arbeiten die dafiir notwendige
Theorie aus, die sich mit ,,Familien identifizierter Objekte* beschiftigt. Im konkreten Beispiel be-
notigen wir den Strukturtransport, der ebenfalls auf eine mengentheoretische Grundlage gestellt
wird. Eine Betrachtung der Anafunktoren, die auch zur Vermeidung von Auswahlen definiert wur-
den, schlieftt dieses Kapitel ab.

Im vierten Kapitel werden wir uns mit der Theorie algebraischer Kurven und Riemannscher Fl&-
chen beschéftigen. Diese Betrachtungen befinden sich in thematischer Nahe zur Arbeit Mochizukis
und wir konnen untersuchen, welche Aspekte in den konkreten Beispielen fiir die Umsetzung in
der Sprache der Speziestheorie relevant sind.
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1 Mengenlehre, Kardinalzahlen und Universen

Wir widmen das erste Kapitel dieser Arbeit einer ndheren Betrachtung der logischen und mengen-
theoretischen Grundlagen. Der erste Abschnitt filhrt die Axiome der Mengenlehre nach Zermelo
und Frénkel mit Auswahlaxiom (ZFC-Mengenlehre) auf der Grundlage der Pradikatenlogik ers-
ter Stufe ein, diskutiert den Klassenbegriff und stellt einen eigenen Standpunkt vor, der Formeln
betont. Wir fiihren zwei neue Begriffe ein, welche mit dem Standpunkt zusammenhéngen, erldu-
tern diese an Beispielen und beantworten eine Frage, die sich in diesem Zusammenhang stellt.
Im zweiten Abschnitt wird nun anhand von Beispielen skizziert, wie man aus den ZFC-Axiomen
in der Logik erster Stufe die grundlegenden Objekte der Mathematik definieren kann und es
werden, im Kontext des Standpunktes, Konstruktionen mit Auswahlen beleuchtet. Es folgt eine
kurze Einfiihrung in die Ordinal- und Kardinalzahlen, in der wir den Begriff der Von-Neumann-
Hierarchie verallgemeinern. Diese Einfiihrung bildet auch die Grundlage fiir den letzten Abschnitt
zu den Grothendieck-Universen. In diesem werden Grothendieck-Universen definiert und charakte-
ristische Verbindungen zu den ZFC-Axiomen und unerreichbaren Kardinalzahlen hergestellt. Ein
Axiom iiber die Existenz von Grothendieck-Universen wird den Axiomen der ZFC-Mengenlehre
hinzugefiigt und es werden die Auswirkungen dieses Axioms diskutiert.

1.1 Logik und Mengenlehre

Wir gehen davon aus, dass der Leser mit der Pridikatenlogik erster Stufe vertraut ist. Trotzdem
wollen wir uns einige Grundlagen und S&tze in Erinnerung rufen (siehe z.B. [Ivd]):

Zusammenfassung/Wiederholung 1.1. Die Préidikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit nutzt
die Symbole A, V, -, —, <> 3V, =, (,), sowie eine unendliche Menge von Variablensymbolen, eine
Menge von Konstantensymbolen, eine Menge von Funktionssymbolen und eine Menge von Re-
lationssymbolen. Aus diesen kénnen nach bekannten rekursiven Regeln Terme und Formeln der
Sprache gebildet werden. Formeln ohne freie Variablen heiffen Sdtze. Eine Menge von Sétzen, die
wir als wahr betrachten wollen, bezeichnen wir als Aziome. Es gibt verschiedene Kalkiile (z.B. Me-
thode der Tableaux), um aus Axiomen mittels natiirlicher vorgefertigter Regeln weitere Formeln
zu folgern.

Besteht 2l aus einer Menge A und Zuordnungen der Konstantensymbole, Funktionensymbole und
Relationssymbole zu Elementen aus A, Funktionen von A™ — A und Teilmengen von A™ (mit je-
weils entsprechendem vom Symbol abhingigen n), so nennt man 2 eine Struktur der Sprache. Ein
Paar J = (2, f) bestehend aus einer Struktur und einer Abbildung von der Variablenmenge nach
A heifst eine Interpretation. Nach rekursiven Regeln kann man nun die Giiltigkeit einer Formel
(oder einer Menge von Formeln) beziiglich einer Interpretation oder eines Satzes beziiglich einer
Struktur priifen. Erfiillt eine Interpretation eine Menge von Axiomen, so nennt man sie ein Modell
dieser Axiome.

Wir mochten darauf hinweisen, dass die Begriffe Menge, Funktion,... in dieser Beschreibung intui-
tiv zu verstehen sind. Weiter stellen wir uns auf den Standpunkt, dass mathematische Beweise so
zu fiihren sind, dass sie in einem geeignetem Kalkiil aufgeschrieben werden kénnen und damit der
Satz in jedem Modell gilt (siehe [1.2).

Godel bewies mit seinem Vollsténdigkeitssatz, dass jedes konsistente axiomatische System erster
Stufe ein Modell besitzt. Weiter gilt, dass es ein Kalkiil gibt, in welchem jede Formel bewiesen
werden kann, die in jedem Modell des Axiomensystems wahr ist - das Kalkiil also vollstindig ist.
In seinem ersten Unvollstdndigkeitssatz beweist er, dass es in konsistenten axiomatischen Theori-
en, die rekursiv aufzidhlbar sind und welche ,hinreichend Arithmetik beinhalten®, stets Sétze gibt,
welche weder bewiesen noch widerlegt werden kénnen - die Theorie also unvollstindig ist. Der
zweite Unvollstandigkeitssatz besagt, dass in solchen Theorien nicht die eigene Konsistenz gezeigt
werden kann.

Bemerkung 1.2. Nach dieser grundlegenden Wiederholung wollen wir darauf aufmerksam ma-
chen, dass fiir Kalkiile der Begriff eines Modells nicht notwendig ist. Demzufolge muss auch fiir
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einen Beweis dieser Begriff nicht eingefiihrt werden. Wenn wir uns in dieser Arbeit nun mit ma-
thematischen Konstruktionen und Beweisen beschiiftigen, so kann man dies als Metasprache ver-
stehen, die in ein Kalkiil iibersetzbar ist und dort einen Beweis der gewiinschten Aussage liefert.
Diese Ubersetzung kann und wird in dieser Arbeit nicht geleistet werden. Nichtsdestotrotz versu-
chen wir anzudeuten, wie man zumindest mathematische Konstruktionen und Definitionen in die
Sprache der Formeln iibertragen kann.

Fithrt man diesen Gedanken weiter, so stellt man fest, dass sdmtliche mathematische Objekte
ohne den Begriff eines Modells nicht existieren. Wir haben lediglich formale Beschreibungen von
mathematischen Konstruktionen, die man sich in einem Modell vorstellt. Die Formulierung, dass
man sagt, dass eine gewisse Formel wahr ist oder eindeutig eine Menge beschrieben wird, bedeutet
dann, dass dies in allen Modellen gilt oder dquivalent dazu, dass diese Aussage in einem vollstén-
digen Kalkiil beweisbar ist.

Die Sichtweise, sich auf die hinter den mathematischen Objekten stehenden Formeln zu beziehen,
wird Grundlage fiir die Speziestheorie sein. Die eben genannten Uberlegungen, die den Standpunkt
genauer erldutern, wurden nicht ausgefiihrt, um zu sagen, dass die Mathematik so ausgeiibt wird
oder ausgeiibt werden soll, vielmehr sind sie niitzlich, um sich mit Logik und Speziestheorie zu
beschéftigen und diese besser zu verstehen.

Bevor wir ein zwei Begriffe einfiihren, die im Zusammenhang zu dieser Sichtweise stehen, wollen
wir jedoch zunéchst die Axiome der Mengenlehre nach Zermelo und Frankel mit Auswahlaxiom
auffithren, die heutzutage als grundlegende Axiome der Mathematik weit verbreitet sind. Sie sind
in der Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe (siehe mit Gleichheitszeichen und einem zwei-
stelligem Pradikat € definiert. Wir entnehmen die Axiome aus [Drkl S.8-12] und nutzen gingige
Abkiirzungen (bei Quantoren und bei der Klammersetzung) sowie teilweise eckige Klammern statt
runden Klammern zur besseren Lesbarkeit.

Definition 1.3. Die Aziome der ZFC-Mengenlehre lauten:

(S1) (Eztensionalititsaziom) Stimmen die Elemente zweier Mengen iiberein, so sind die Mengen
gleich.
Ve,y(Vz(z €x < z€y)] >z =1)

(S2) (Fundierungsaziom) Ist eine Menge nicht leer, so enthilt sie stets eine Menge als Element,
welche disjunkt zur urspriinglichen Menge ist.

Ve (Fy(yex)) »y(yexAVz-(z€x Az €Ey)))

(S3) (Aussonderungsaziom) Es gibt stets eine Menge, welche genau die Elemente einer gegebenen
Menge enthilt, die eine gegebene Formel erfiillen.
Ist ¢ eine Formel mit einer freien Variablen x, in der y nicht auftritt, so gilt:

VYaJyVe (x €y &z € a A ¢(z))

(S4) (Leermengenaziom) Es gibt eine Menge, die keine Elemente besitzt.
Iy (z ¢ y)
Dabei steht = ¢ y abkiirzend fiir —(z € y).

(S5) (Paarmengenaziom) Fiir je zwei gegebene Mengen gibt es eine Menge, welche genau diese
beiden Mengen als Elemente enthilt.

Va,bIyVe (r €y x=aVae=0>)

(S6) (Potenzmengenaziom) Es gibt stets eine Menge, die genau die Teilmengen einer gegebenen
Menge als Elemente enthélt.

VaJyVe(x €y < Vz(z € x — 2z € a))
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(S7) (Vereinigungsaxiom) Es gibt stets eine Menge, welche die Mengen, die Elemente einer ge-
gebenen Menge sind, vereinigt.

VadyVz (x €y <> Jz(z € 2Nz €a))

(S8) (Unendlichkeitsaziom) Es gibt eine Menge, welche die leere Menge als Element besitzt und
mit jedem Element z, auch die Menge = U {z} als Element enthélt.

Jw@ewAVz(zew—Iz[zecwAVu(u €z uexVu=ua)))

Dabei steht @ fiir die leere Menge, die nach (S4) existiert und durch Voranstellen von
SVO((Vr (x ¢ 0)) — ...) formalisiert wird.

(S9) (Ersetzungsaziom) Man kann in jeder Menge jedes Element entfernen oder durch eine Menge
ersetzen und erhélt wieder eine Menge, wenn man diese Vorschrift durch eine entsprechende
Formel darstellen kann.

Ist ¢(x,y) eine Formel mit zwei freien Variablen z, y, in der b nicht auftritt, so gilt:

Va’([vx’ywz (w(xuy) = ’(/)(J),Z) — Y= Z)] - Hbvy [y €b+ v (33 can ¢(l‘ay))])

(510) (Auswahlaziom) Enthilt eine Menge paarweise disjunkte, nicht-leere Mengen als Elemente,
so gibt es stets eine Menge, die aus jeder Menge, die Element der gegebenen Menge ist,
genau ein Element enthélt.

Vz(Vz(z €z =2 #DAVy(y €z = aznNy=0Ve =y))] - uVeIvz € z — unz = {v}]),

Dabei steht z Ny = 2z fiir VE(t € x At € y <> ¢ € z), {v} ist genau die Menge w mit
x € w <> x = v, welche nach (S5) existiert und z # y steht abkiirzend fiir —(z = y).

Eine Mengenlehre ist ein Modell, welches diese Axiome erfiillt. Eine Menge ist ein Element eines
Modells einer Mengenlehre. Die Aussage, dass die Elemente einer Menge C' ein Axiom von oben
erfiillen, notieren wir mit (Sn)c, wobei n die Nummer des Axioms sei.

Wir wollen nun noch eine Bemerkung zu dem Begriff , Klasse“ anfiigen. (siehe z.B. [Ivo][S.213-
257])

Bemerkung 1.4. (Klassen, NBG) Es gibt Zusammenfassungen von Mengen, wie zum Beispiel
»alle Mengen® oder ,alle Monoide“, welche keine Menge bilden koénnen, weil dies sonst zu Wi-
derspriichen mit den Axiomen fiithren wiirde (z.B. Russell-Paradoxon). Um trotzdem von diesen
Zusammenfassungen reden zu konnen, wird hiufig der Begriff Klasse eingefiihrt.

Eine axiomatische Grundlage fiir Klassen bildet die Mengenlehre nach Neumann, Bernays und
Godel (NBG-Mengenlehre), deren Axiome &hnlich zu den Axiomen der ZFC-Mengenlehre sind.
Die Variablen dieses Axiomensystems stehen fiir Klassen. Klassen, welche kein Element einer an-
deren Klasse sind, heifsen echte Klassen. Alle anderen Klassen werden auch als Mengen bezeichnet.
Die Modelle der Axiomensysteme von ZFC und NBG lassen sich auf kanonische Weise (mit Hilfe
der Interpretation von gewissen Aquivalenzklassen von Formeln als Klasse) ineinander iiberfiihren,
sodass unter dieser Entsprechung eine Aussage in einem Axiomensystem genau dann gilt, wenn
sie in dem anderen Axiomensystem gilt.

Ivorra [Ivo][S.240] motiviert dies sogar dazu, dass er eine Formel mit einer ausgezeichneten freien
Variablen in ZFC als Klasse bezeichnet. Diese Formel beschreibt dann alle Mengen, die Elemente
dieser Klasse sein sollen. Diese Begriffsbildung ist sinnvoll, da man bei der Ubertragung von Bewei-
sen von NBG nach ZFC versuchen wiirde, die vorkommenden Klassen durch die entsprechenden
Formeln zu ersetzen und mit diesen zu arbeiten.

Eine weitere Moglichkeit das Problem, dass es Zusammenfassungen von Mengen gibt, die keine
Mengen sind, zu 16sen, ist am Ende des Abschnitts iiber Grothendieck-Universen zu finden.
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Wir wenden uns nun der ndheren Betrachtung des in erlduterten Standpunktes in seiner
Umsetzung zu. Dazu werden wir zwei neue Begriffe einfiihren.
Bei mathematischen Begriffen kann man zwischen Objekten und Eigenschaften unterscheiden.
Wenn wir nun formale Beschreibungen haben wollen, so bedeutet dies, dass wir bei der Definition
von Objekten eine Formel suchen, die fiir genau eine Menge, die unserer Vorstellung entspricht,
erfiillt ist und bei der Definition einer Eigenschaft, eine Formel suchen, die beim Einsetzen einer
Menge genau dann wahr ist, wenn die Menge unserer Vorstellung entspricht.

Definition 1.5. Eine Formel ¢ mit ausgezeichneter freier Variable z zusammen mit einer Menge
{y1,...,yn} von Variablen, welche die weiteren freien Variablen von ¢ enthélt, und gegebenenfalls
einer Formel v fiir den Definitionsbereich, welche hichstens y, ..., y, als freie Variablen besitzt,
heifst formale Beschreibung einer mathematischen Eigenschaft oder kurz eine formalisierte Figen-
schaft.

Wir nennen eine formalisierte Eigenschaft ¢ (zusammen mit {y1,...,y,} und ggf. ¢)) eine formale
Beschreibung eines mathematischen Objekts oder kurz ein formalisiertes Objekt, wenn die folgende
Formel in ZFC beweisbar ist

vylw" 7y7l (11[}(y17 7yn)) — 3!x¢(xay17"'7yn))a

also fiir alle Elemente des Definitionsbereichs genau eine Menge x existiert, welche die Formel ¢
erfiillt. Dabei ist 3!z p(z) eine abkiirzende Schreibweise fiir 3z p(z) AVx, y ((p(z) Ap(y)) = = = y).
Wir sagen auch, dass ¢ eine formalisierte Eigenschaft oder ein formalisiertes Objekt in Abhdngigkeit
VON Y1, - .., Yn ist.

Bemerkung 1.6. Es macht hier keinen wesentlichen Unterschied, ob man x als eine freie Variable
wihlt oder m freie Variablen x1,...,z, anstelle von x nutzt, beziechungsweise statt n Variablen
Y1,...,Yn nur eine Variable y zuldsst, da man mittels Korrespondenzen x = (z1,...,%,) und
(y1,---,yn) = y die entsprechende mathematische Idee formulieren kann. In (h) wird dies in
einem konkreten Fall erklart.

Dies ist jedoch nicht so einfach méglich, wenn man mit Klassen arbeitet, da man von echten
Klassen keine Tupel bilden kann.

Bemerkung 1.7. Man kann bei den Variablen y1, ..., y, die gedankliche Unterscheidung treffen,
ob man sie als Parameter oder als Variable zur Definition des Objekts ansehen mdchte. Arbeitet
man zum Beispiel stets mit Vektorrdumen iiber einem beliebigen Koérper k, so kann man k als
Parameter ansehen. Bildet man nun die direkte Summe von zwei Vektorrdumen, so haben wir
zwei Variablen fiir die Vektorrdume zur Definition des Objekts und den Parameter des Korpers.

Wir wollen nun ein paar Beispiele zur Illustration geben. Dabei sollen die Beispiele so ver-
standen werden, dass in der zugehdrigen Formel immer eine freie Variable auftaucht (z.B. z in
Yy (y ¢ x) fiir das formalisierte Objekt der leeren Menge), welche fiir die beschriebene Eigenschaft
oder das beschriebene Objekt steht. Wir werden uns spater damit beschéftigen, wie derartige
Beispiele tatsdchlich in Formeln aussehen.

Beispiel 1.8. (a) Wir konnen eine Formel fiir die natiirlichen Zahlen (z.B. 2 = N mit N aus
1.28)) als formalisiertes Objekt ohne weitere freie Variable auffassen. Entsprechendes gilt fiir
die ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen. (siehe und (1.28])

(b) Eine Formel fiir die Funktion fy;, : R — R,y — ay + b ist ein formalisiertes Objekt in
Abhéngigkeit von zwei Variablen, wobei die Formel des Definitionsbereichs der Aussage
a,b € R entspricht.

(c¢) Eine Formel fiir den Funktionswert fi;,(y) ist ein formalisiertes Objekt in Abhéngigkeit von
drei Variablen. Hier entspricht die Formel des Definitionsbereiches der Aussage a,b,y € R.

(d) Eine Formel fiir die Eigenschaft y € Z A 2|y ist eine formalisierte Eigenschaft ohne weitere
freie Variable.
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(e) Eine Formel fiir die Menge {n € Z|2|n} ist ein formalisiertes Objekt ohne weitere freie
Variable.

(f) Eine Formel fiir die direkte Summe von zwei Gruppen A @ B ist ein formalisiertes Objekt
mit zwei freien Variablen A, B. Der Definitionsbereich wird durch eine Formel beschrieben,
die aussagt, dass A und B Gruppen sind.

1e Formel, die besagt, dass x eine Menge ist, die eine Menge y genau dann enthalt, wenn
g) Die F 1, die besagt, d ine Menge ist, die eine Menge y g d hal
y = (A4, B, A® B) mit Gruppen A, B und ihrer direkten Summe A® B, ist kein formalisiertes
Objekt, da keine solche Menge x existiert.

(h) Eine Formel dafiir, dass eine Menge z (= (V, +v,v)) ein K-Vektorraum ist, ist eine forma-

lisierte Eigenschaft mit einer freien Variablen K (= (k, +, x)). Der Definitionsbereich wird
durch eine Formel beschrieben, die aussagt, dass K ein Korper ist.
Um die Korrespondenz aus[I.6)zu erkliren, kénnen wir die mathematische Ideee auch folgen-
dermafsen formulieren. Eine Formel dafiir, dass drei Mengen V', +y und -y einen Vektorraum
iiber einer Menge k mit einer Menge fiir die Addition +; und einer Menge fiir die Multipli-
kation - bilden, entspricht einer formalisierten Eigenschaft (mit drei freien Variablen k, +p,
‘k), wenn man fiir = in auch mehrere Variablen zulassen wiirde. Der Definitionsbereich
wird nun durch eine Formel gegeben, die beschreibt, dass k mit +; und -5 einen Korper
bilden.

Bemerkung 1.9. Wenn man in der NBG-Mengenlehre arbeitet, kann man im Beispiel ()
eine Formel hinschreiben, die genau eine Klasse beschreibt.

Bemerkung 1.10. In der Mathematik verwendet man hiufig Formulierungen wie ,Sei = ein
...(z.B. Monoid). Dann gilt ...“ oder ,Sei z die ... (z.B. direkte Summe von A und B). Dann gilt
Ist nun ¢ die formalisierte Eigenschaft, die den Monoid beschreibt und (;NS (zusammen mit einer
Formel 9 fiir den Definitionsbereich) das formalisierte Objekt, welches die direkte Summe von A
und B beschreibt und p die jeweilige Behauptung, so kann man bei der Ubersetzung in Formeln

Konstruktionen der Form Vx (¢(x) — p(z)) beziehungsweise VA, B (¥(A, B) — Va (¢(z, A, B) —

p(z, A, B))) oder VA, B (¢(A, B) — 3z (¢(x, A, B) A p(x, A, B))) verwenden.

Das Existensionalitdtsaxiom sichert die Existenz von Elementen einer Menge, wenn die Menge
nicht die leere Menge ist. Nun stellt sich die Frage, ob dies auch fiir formalisierte Eigenschaften
und formalisierte Objekte gilt.

Frage 1.11. Gibt es zu jeder formalisierten Eigenschaft, die nicht die leere Menge beschreibt, ein
formalisiertes Objekt derart, dass es diese Eigenschaft besitzt?

Schreibt man dies mit Formeln auf, so bedeutet dies: Sei ¢ eine Formel mit freier Variable x
und eventuell weiteren freien Variablen aus {yi,...,¥y,} und ¢ eine Formel, mit freien Variablen
aus {y1,...,Yn}, wobei die folgende Formel in ZFC beweisbar sei:

vyl)""yn (w(y17""yn) % 3x¢(x7y17"'7yn))'

Gibt es stets eine Formel ¢ mit freier Variable  und eventuell weiteren freien Variablen aus
{y1,...,yn} derart, dass

YY1,y Yn Oy yn) = (2 G2, y1, - yn)) AV (D2, Y1, Yn) = O(@, Y15, Yn))])
in ZFC beweisbar ist?

Wir wollen die Fragestellung noch fiir den Spezialfall aufschreiben, wenn keine weiteren freien
Variablen auftauchen und ¢ eine Menge beschreibt.
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Frage 1.12. Sei ¢ eine Formel mit freier Variablen x derart, dass folgende Formel gilt:

Jy (Vz (d(z) >z €y) Ay # D).

Gibt es stets eine Formel ¢(x) derart, dass

(Fz d(x)) AVa (d(x) = ¢())

in ZFC beweisbar ist?

Bereits die letzte Fragestellung muss negativ beantwortet werden. Eine dhnliche Fragestellung
wird in der Modelltheorie unter dem Begriff ,definierbar* behandelt.

Definition 1.13. Eine Menge M € 2 eines Modells J = (2, f) heifit definierbar, wenn es eine
Formel ¢(z) derart gibt, dass ¢(x)” genau dann wahr ist, wenn M eingesetzt wird.

Antwort zu (und[1.11)). Nach [Mos][S.250] gibt es ein Modell J = (2, f) von ZFC derart,
dass keine Wohlordnung der Potenzmenge der natiirlichen Zahlen P(N) definierbar ist. Nach dem
Wohlordnungssatz gibt es eine Wohlordnung von P(N), das heifft man kann die Formel 3z (¢(z))
beweisen, wobei ¢(z) eine Formel dafiir ist, dass x eine Wohlordnung von P(N) ist. Gébe es nun
jedoch eine Formel ¢(x), welche genau eine Wohlordnung von P(N) beschreibt, dann wiirde ¢
auch genau eine Menge in 2( beschreiben, welche eine Wohlordnung von P(N) ist. Dann héitten wir
jedoch eine definierbare Wohlordnung von P(N) in J gefunden. Wir erhalten einen Widerspruch.
Demnach miissen [T.12] und negativ beantwortet werden. O

Es wird ein zentraler Punkt dieser Arbeit sein, die Frage fiir einige Beispiele positiv beantworten
zu konnen. Wir beschiftigen uns damit in Kapitel 3.

1.2 Aufbau der Mathematik und Auswahlen

In diesem Abschnitt wollen wir andeuten wie man aus den Axiomen der Mengenlehre die Ma-
thematik aufbauen kann. Auferdem werden wir darauf eingehen, wie sich eine Auswahl bei der
Konstruktion eines formalisierten Objekts oder einer formalisierten Eigenschaft auswirkt. Die De-
finitionen zu Beginn fiir den Aufbau der Mathematik entnehmen wir aus [Drk|[S.21-74].

Wir stellen uns auf den Standpunkt, dass Definitionen nur abkiirzende Schreibweisen ldngerer
Formeln sind, in welcher gegebenenfalls Platzhalter fiir weitere Formeln vorkommen, also keine
neuen Symbole der urspriinglichen Sprache hinzugefiigt werden und damit die urspriingliche Spra-
che nicht verdndert wird. Wir nutzen das Zeichen = fiir die Gleichheit von Formeln und teilweise
(unter Missbrauch der Notation) auch das Zeichen =, wenn wir nicht betonen wollen, dass es eine
Gleichheit von Formeln ist oder informale Schreibweisen nutzen.

Eine elegante Art und Weise eine spezielle Menge zu definieren, ist die beschreibende Symbolik
{z|p(x)}. Im Buch von Drake [Drk|[S.3-7] und dem Skript [Ivo][S.24, 67-69] wird dazu bereits in der
Sprache der Logik diese Symbolik eingefiihrt, auch wenn darauf verwiesen wird, dass dies nur einen
kleinen Unterschied macht. Die Schreibweise fiihrt zu dem Problem, dass es keine Menge y geben
muss, fiir die Vz(z € y + p(x)) gilt, welches dadurch geldst wird, dass man dann ,,{z|p(z)} :=
setzt.

Wir wollen diese Schreibweise nur verwenden, wenn es sich tatsdchlich um eine Menge handelt
und nutzen die Schreibweisen:

Es sei dazu bemerkt, dass das Aussonderungsaxiom (S3) die ,.Existenz von {z|¢(x)}* liefert, wenn
es Untermenge einer anderen Menge ist.
Wir beginnen nun mit einer Auflistung grundlegender mathematischer Konstruktionen.
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Beispiel/Definition 1.14. (Mengen) Sind = und y zwei Mengen, so definieren wir
zUy:={zlz€exVzey}.

Der Ausdruck der rechten Seite bildet eine Menge, da nach dem Paarmengenaxiom (S55) ,,{z,y}“
existiert und nach dem Vereinigungsaxiom (S7) folglich auch die Menge = U y wie gewiinscht
existiert.

Auch das Definieren einer Menge durch das Aufzdhlen ihrer Elemente ist wegen wiederholtem
Anwenden vom Paarmengenaxiom (S5) und Vereinigung der Mengen moglich und wir schreiben

{z1,...,zn} ={zlz=21V---Vz=2a,}.
Wir definieren das geordnete Paar (Kuratowski-Paar)
(z,y) = {{z}, {z,y}}

und induktiv Tupel durch
(1, oy Tnt1) = ((T1,- -, Tn), Tog1)-
In ausfiihrlicheren Formeln ist das geordnete Paar:

{z|Gz1 (Va1 (mr €z 1 =2))ANz1=2)) V (Fza((Vaa (z2 € za <> xa =2 Va2 =y)) ANz = 2))}

Das Potenzmengenaxiom (S6) ermoglicht es zu jeder Menge z seine Potenzmenge P(x) zu defi-
nieren. Das Vereinigungsaxiom (S7) erméglicht auch das Vereinigen von unendlich vielen Mengen,
wenn diese genau die Elemente einer Menge sind und wir schreiben

Uzr={:yGeyryea),
Das Produkt von Mengen
zxy:={zFu,v(u€erAveynz=(uv))}

ist wohldefiniert, denn es ist Untermenge von P(P(xUy)). Wir nutzen die Abkiirzungen Vz € y (...)
und Jz € y(...) fir Ve (x € y — (...)) und Jz (z € y A (...)).

Aufbauend auf diesen Grundlagen kommen wir zu dem Begriff der Funktion.

Beispiel /Definition 1.15. (Funktionen) Eine (zweistellige) Relation ist eine Menge r, fiir
welche
Rel(r) :==Vz e rJy, z(z = (y,2))

gilt und wir schreiben yrz wenn (y, z) € r.
Eine Funktion ist eine Relation f mit

FEt(f) := Rel(f) AVe(Vy1,y2 ((x,11) € f A (2,92) € f — y1 = y2)).

Zu einer Funktion lassen sich Definitions- und Wertebereich definieren, welche wir mit Def(f)
und Wh(f) bezeichnen. Wir schreiben

fix—=y:=Fkt(f) ANDef(f)=x AWb(f) Cy

und im Fall Wb(f) =y ist f: x — y eine Surjektion (f :x > y:=f:2 >y AWDH(f) =y). Ist f

eine Funktion mit Definitionsbereich z, so schreiben wir f auch als Familie (a;);.,-
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Bemerkung 1.16. Man mochte auch gerne von Relationen sprechen, die keine Mengen bilden,
wie zum Beispiel bei der Elementrelation €. Arbeiten wir mit der NBG-Mengenlehre, so kénnen
wir die Klasse aller Paare von Mengen (z,y) mit € y bilden. Insofern kénnen wir dieses Problem
erneut 16sen.

Verwenden wir den Klassenbegriff, den Ivorra fiir die ZFC-Mengenlehre nutzt (siehe [1.4), so ist
eine Relation eine Formel mit zwei ausgezeichneten freien Variablen, wobei nach Einsetzen die
Giiltigkeit der Formel der Giiltigkeit der Relation entspricht. Wir werden diese Sichtweise in [I.27]
und verwenden.

Wir werden in den folgenden beiden Beispielen die natiirlichen Zahlen nutzen, die wir erst
im néchsten Abschnitt einfithren. Fiir den Rest des Abschnitts greifen wir nicht mehr auf [Drk]|
zuriick. Die verwendeten mathematischen Objekte sind allgemein bekannt.

Beispiel/Definition 1.17. (Monoide) Eine (zweistellige) Operation auf einer Menge M ist eine
Funktion
OpM(f) = f M x M — M.

Fiir Ausdriicke der Form f(a,b) = x und f(f(a,b),c) = = haben wir die Ausdriicke (a,b)fz und
Fy ((a,b) fy A (y, ) fx), welche entsprechend fiir kompliziertere Ausdriicke veralgemeinert werden.
Eine Operation f auf M heifst assoziativ, wenn

ASSM(f) i=Va,b,c € M((f(f(av b),C) = f(aa f(b,C))))
gilt und f heift kommutativ, wenn
Komm (f) :=Va,b € M(f(a,b) = f(b,a))

gilt.
e heifst neutrales Element der Operation f, wenn

Neutry f(e) =ee€ M AVr € M(f(z,e) =z A fle,x) =x).

Ein Paar (M, o) heifst Monoid, wenn o eine assoziative Operation auf M mit neutralem Element
ist. In Formeln bedeutet dies:

Mon(z) :==3M,o(x = (M,0) No: M x M — M A Assp(o) A e(Neutrar,o(e))).

Monoide besitzen ein eindeutiges neutrales Element. Wir definieren nun induktiv eine Abbildung
f:Nx M — M, wobei wir hier bereits auf die natiirlichen Zahlen vorgreifen. Es sei f(0,m) :=e
und f(n+1,m) := f(n,m) om fiir alle n € N und m € M. Nun heiflt o torsionsfrei, wenn gilt

Torsfray(o) :=V¥n € NVm € MVe(Neutryro(e) = (f(n,m)=e— (n=0Vm=e))).

Die Gleichung f(n,m) = e ist dabei mittels einer Konstruktion aus zu interpretieren, um die
Definition von f hier ,einzubinden®. Im konkreten Fall wire zum Beispiel die Formel Vf (¢(f) —
(n,m)fe), wobei ¢ die Funktion f eindeutig beschreibt, moglich.

Das néchste Beispiel soll illustrieren, dass die ganzen und rationalen Zahlen als konkrete Men-
gen aufgefasst werden konnen. Wir werden nun weniger auf die Umsetzung in Formeln eingehen.

Beispiel /Definition 1.18. (Ganze und rationale Zahlen) Wir betrachten Paare natiirlicher
Zahlen (n, m) und die Aquivalenzrelation (n1, m1) ~ (n2, ma) <> n1+mg = m;+ny und bezeichnen

Z =A{tnm)nmeN}/ .= {z|Fy(y ez ANy e NXNAVz(z €x < 2 ~y))}
als Menge der ganzen Zahlen. Wir definieren eine Addition auf Z durch

[(n1, m1)] + [(n2, ma2)] := [(n1 + ng, m1 + ma)]

10
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und eine Multiplikation durch
[(nl, ml)} . [(n27m2)] = [(n1n2 + mimso, 1Mo + nzml)}.

Dies ist wohldefiniert. Wir schreiben auch —n := [(0,n)], wenn n € N\ {0}.

Wir betrachten nun Paare ganzer Zahlen (a,b), wobei b von der Form [(n,0)] mit n # 0 sei. Wir
definieren auf der Menge solcher Paare eine Aquivalenzrelation ~ iiber (a,b) ~ (c,d) < ad = be
und bezeichnen die Menge

Q = {(a,b)|a,bEZ/\EnGN\{O}(b:(n,O))}/N

als Menge der rationalen Zahlen. Wir definieren wieder eine Addition und eine Multiplikation
durch
[(a,0)] + [(c, d)] := [(ad + cb, cd)]

und

[(a,0)] - [(¢, d)] == [(ab, cd)] .

Wir fiihren nun einen neuen Begriff ein, der hilfreich ist, um iber Auswahlen bei Konstruktionen
reden zu kénnen. Man stelle sich dazu die Menge {y1,...,y»}\V als Menge von Variablen vor,
die ungewiinschten Auswahlen entsprechen. Wir werden die Definition an Beispielen erlautern.

Definition 1.19. Wir nennen eine formalisierte Eigenschaft, beschrieben durch ¢ mit ausge-
zeichneter freier Variable z zusammen mit {y,...,y,} und gegebenenfalls einer Formel ¢ fiir
den Definitionsbereich, speziestheoretisch beziiglich einer Teilmenge V. C {y1,...,yn}, falls V =
{y1,...,yn} gilt. Wir sagen auch, dass die formalisierte Eigenschaft speziestheoretisch in Abhdn-
gigkeit von yy, . ..,y ist. Falls die freien Variablen der Konstruktion aus dem Kontext zu erkennen
sind, so nennen wir ¢ auch einfach speziestheoretisch.

Bemerkung 1.20. Bei formalisierten Eigenschaften kommt man recht einfach von einer nicht-
speziestheoretischen Beschreibungen zu einer speziestheoretischen Beschreibung. Sei ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit V' = {y1, ..., ym} mit m < n. Setzen wir nun

%= Fymgts o Yn ¥ und G = Fymgr, oy (P A 9),

so haben wir eine speziestheoretische Beschreibung mit gz~5 und J) Dies ist so zu verstehen, dass
dieser Ubergang im konkreten Beispiel Sinn ergibt. Will man néimlich eine Eigenschaft einer Menge
iiberpriifen und hat dabei unndtige Auswahlen getroffen, so sollte die Eigenschaft giiltig sein,
wenn eine geeignete Auswahl existiert, fiir welche die Eigenschaft der Menge erfiillt ist. Bei dem
Ubergang gehen jedoch formalisierte Objekte moglicherweise in formalisierte Eigenschaften iiber,
welche keine formalisierten Objekte sind.

Andererseits kommt man einfach von einer formalisierten Eigenschaft zu einem formalisierten
Objekt, wenn man nicht voraussetzt, dass das Objekt speziestheoretisch in Abhéngigkeit von den
gleichen Variablen ist - man also Variablen hinzufiigen darf. Sei dazu eine formalisierte Eigenschaft
mit ¢ und Beschreibung des Definitionsbereichs 1) gegeben. Definiere nun

V=P AG(E, Y1, ..., yn) und ¢ = (z = 7).

Nun bilden ¢ und ¢ ein formalisiertes Objekt mit der gegebenen formalisierten Eigenschaft be-
ziiglich der Variable x und der Variablenmenge V = {y1,...,yn, 2}, da das Objekt hier schon im
Definitionsbereich ausgewihlt wird. In dieser Hinsicht war es wesentlich bei den Fragen [1.11] und
als Variablenmenge wieder die gleiche Menge zu nehmen und den Definitionsbereich nicht zu
dndern.

Wir wollen nun konkrete Beispiele betrachten. Dabei ist stets eine formalisierte Eigenschaft im-
plizit gegeben (z.B. durch eine universelle Eigenschaft) und man sucht wie in ein formalisiertes
Objekt, welches speziestheoretisch in den gleichen Variablen wie die formalisierte Eigenschaft ist.

11
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Beispiel /Definition 1.21. (Tensorprodukt) Sei k& ein Korper und seien V und W zwei k-
Vektorraume der endlichen Dimensionen n und m. Wir wihlen Basen By = (v1,...,v,) von V
und By = (w1, ..., wy) von W und erhalten Vektorrdume mit Basen (V, By) und (W, Bw). Das
Tensorprodukt (V, By) ® (W, Bw) sei definiert als die Menge der formalen Summen

Z Qg5 (Ui & ’LUj)
0,J
mit a;; € k zusammen mit komponentenweiser Addition und skalaren Multiplikation und Basis

(Vi @ Wj)ie(1,....n}.je{1,....m}-
Wir haben die bilineare Abbildung
(V,Bv) x (W, Bw) — (V, Bv) ® (W, Bw),

die von (v;, w;) — v; ®@wj fiir i € {1,...,n}, j € {1,...,m} induziert wird. Diese Definition héngt
von der Wahl der Basen ab und man erhélt damit kein formalisiertes Objekt, welches nur von V'
und W abhéngt. Es ist also nicht speziestheoretisch in Abhéngigkeit von k, V und W.
Alternativ betrachten wir den freien Vektorraum {iber dem kartesischen Produkt V' x W mit der
Aquivalenzrelation ~, welche von den Relationen

(v1+v2,w) ~ (v, w)+ (v, w), (v, wr+ws) ~ (v, w1)+(v,ws),a(v,w) ~ (av,w) und a(v,w) ~ (v, aw)

mit v,v1,v2 € V,w,wy,wy € W und a € k induziert wird. Wir definieren V ® W als Vektorraum,
der durch Rausteilen des von ~ induzierten Unterraums [0]  entsteht und wir haben die bilineare
Abbildung

VW =SVeW, (v,w)— [(v,w)..

Der entstehende Vektorraum ist isomorph zum oben definierten Vektorraum und héngt nicht von
einer Auswahl ab. Man erhilt ein formalisiertes Objekt in Abhéngigkeit von Vektorrdumen V und
W. Die Konstruktion ist demnach speziestheoretisch (in Abh#ngigkeit von &k, V und W).

Bemerkung 1.22. Uberlegt man sich, wie man die Konstruktion mit der Wahl von Basen in
Formeln aufschreiben wiirde, so fithrt man freie Variablen fiir die Basen ein. Wir iibersetzen also
LWir wihlen Basen By von V und By von W, ...“ mit Basis(V,By) A Basis(W, By) A ¢,
wobei Basis(V,z) eine Formel dafiir ist, dass = eine Basis von V ist und ¢ (mit freien Variablen
fiir V, By, W, By, k und das Tensorprodukt mit Basis sowie die bilineare Abbildung) die weitere
Konstruktion des Tensorprodukts beschreibt. Die Frage ist nun, wie iiber By und By, quantifiziert
werden sollte, um auf ein formalisiertes Objekt ohne freie Variablen By und By zu kommen.

e Angenommen wir wihlen den Allquantor im Sinne von ,Fiir alle Basen By und By gilt ...
Damit diese Anwendung des Allquantors Sinn ergibt, muss die Quantifikation alle spateren
Verwendungen des Tensorprodukts beinhalten. Es ergibt ndmlich keinen Sinn, wenn man

(VBy, Bw (Basis(V, By) A Basis(W, By) A ¢)) — ¢

schreibt und die freie Variable des Tensorprodukts in ¢ verwendet. Die Anwendung des
Allquantors muss somit von der Konstruktion des Tensorprodukts getrennt werden, wenn
man das Tensorprodukt verwenden will.

e Bei der Verwendung des Existenzquantors im Sinne von ,Es existieren Basen By und By
derart, dass ...gilt"“ gibt es dies Problem nicht, denn die Formel

(3Bv, Bw (Basis(V, By) A Basis(W, By) A ¢)) — ¢

ergibt in dem Kontext Sinn. Allerdings kommen wir dann in der Beschreibung auf eine
formalisierte Eigenschaft.

12
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Wir erhalten also bei beiden Quantoren kein formalisiertes Objekt, welches nicht von By und By
abhingt.

Lang spricht in [Lan2|[S.601-604] bei seiner Definition von ,einem*“ und von ,dem* Tensorprodukt
(im allgemeineren Fall vom Tensorprodukt von Moduln iiber Ringen). Dabei steht ,,das Tensor-
produkt® dafiir, das Konstrukt der speziellen Konstruktion, welche nicht von Auswahlen abhangt,
zu sein und ,ein Tensorprodukt“ dafiir, die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts zu erfiillen,
also isomorph zu ,,dem Tensorprodukt® zu sein. Diese Eigenschaft ist die hier implizit gegebene
formalisierte Eigenschaft, zu welcher das formalisierte Objekt gesucht wird.

Beispiel /Definition 1.23. (Produkt von Schemata) Seien A, B, R (kommutative) Ringe (mit
1), wobei A und B zwei R-Algebren seien, und X := Spec A, Y := Spec B und S := Spec R ihre
affinen Schemata. Dann erfiillt Spec (A® g B) zusammen mit den von A - A®grB und B - AQrB
induzierten Morphismen die universelle Eigenschaft des Faserprodukts der Schemata X, Y iiber S
[Hax][S.87-88]. Sind nun X und Y zwei beliebige Schemata iiber einem Schema S. Dann konstruiert
Hartshorne [Har|[S.87-88] das Faserprodukt X x ¢ Y mittels affiner Uberdeckungen der Schemata,
der Anwendung der Faserproduktkonstruktion fiir affine Schemata und Verkleben dieser Schemata,
um ein Schema, zu erhalten, welches die Faserprodukteigenschaft erfiillt. Diese Konstruktion hingt
von der Wahl der Uberdeckungen ab und bildet kein formalisiertes Objekt, welches nur von X
und Y abhingt. Wihlt man als Uberdeckungen stets die feinste Uberdeckung, so erhiilt man
eine Konstruktion, welche nicht von Wahlen abhéingt und damit ein formalisiertes Objekt bildet,
welches speziestheoretisch (in X, Y und 5) ist.

Der algebraische Abschluss eines Korpers ist nicht durch eine universelle Eigenschaft beschrie-
ben. Allerdings kann man eine Formel aufschreiben, welche priift, ob eine Kérpererweiterung ein
algebraischer Abschluss ist.

Beispiel /Definition 1.24. (Algebraischer Abschluss eines Korpers) Wir kénnen dhnlich
wie die natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen, auch die reellen und komplexen Zahlen als
Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen beziehungsweise als Paare reeller Zahlen definieren. Dann
sind die komplexen Zahlen ein algebraischer Abschluss der reellen Zahlen, der speziestheoretisch
(beziiglich der leeren Menge) ist.

Sei nun k ein beliebiger Korper. Wir konnen zu jedem Polynom f € k[z] mit deg(f) > 0 eine
Variable X; := f zuordnen und erhalten durch Adjunktion aller dieser Variablen einen Ring
E[X¢]deg(fy>1- Nun haben wir das Ideal J, welches von {f(Xy)|deg(f) > 1} erzeugt wird. Man
kann zeigen, dass dies nicht das Einheitsideal ist und jedes maximale Ideal m O J mittels

k[Xf]deg(f)>1/m

und der natiirlichen Inklusion einen algebraischen Abschluss von k ergibt. Nun ist diese Konstruk-
tion nicht speziestheoretisch in k, da die Konstruktion auch von der Wahl von m abhingt.

Bemerkung 1.25. Bei den Beispielen sind zum Nachweis dafiir, dass die Konstruktion mit freien
Variablen funktioniert, zweimal das Auswahlaxiom notwendig (zur Existenz der Basis und des
maximalen Ideals) und in dem anderen Fall der Schemata ist es axiomatisch vorausgesetzt, dass
die Uberdeckung existiert, welches im speziellen Fall meist durch eine konkrete Uberdeckung gelost
werden kann. Es ergibt sich die Frage, ob bei Konstruktionen, die nicht speziestheoretisch gefasst
werden koénnen und bei denen die Existenz nicht nur postuliert wird, immer das Auswahlaxiom
verwendet wird.

Betrachtet man die ZFC-Axiome n#her, so stellt man fest, dass auch beim Fundierungsaxiom
die Existenz einer Menge postuliert wird, welche nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt sein
muss. (Eigentlich miisste hier auch das Unendlichkeitsaxiom aufgefithrt werden, aber aus diesem
kénnen wir die Existenz der natiirlichen Zahlen folgern, welche dann eine eindeutig bestimmte
Menge ist, welche das Unendlichkeitsaxiom erfiillt.)

Die alleinige Verwendung des Auswahlaxioms beim Nachweis ein formalisiertes Objekt zu sein,
fiihrt jedoch nicht zwangslaufig zu einem Objekt, welches weitere freie Variablen beinhalten muss,
wie das triviale Beispiel ¥ — (z = 0), wobei ¢ die Formel fiir das Auswahlaxiom ist, zeigt.
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1.3 Ordinalzahlen und Kardinalzahlen

Wir fiihren nun Ordinal- und Kardinalzahlen ein und nutzen dafiir das Buch von Drake [DrK|[S.21-
74], aus welchem, soweit nicht anders erwéhnt, sowohl die Definitionen stammen, als auch die hier
genannten Aussagen.

Definition 1.26. Eine Menge x heifit

e transitiv, wenn die Elemente der Mengen, die Elemente von z sind, auch Elemente von z
sind.
Trans(x) =Vy,z(y€zNz€x —y€Ex)

e zusammenhdngend, wenn bei zwei verschiedenen Elementen von x eines der beiden ein Ele-
ment des Anderen ist.

Zus(x) =Vy,z(yeaxNhze€x —yeczVy=2VzeEy)

o Ordinalzahl, wenn sie transitiv und zusammenhingend ist.

Ord(x) := Trans(z) A Zus(x)

Es ergibt sich, dass () eine Ordinalzahl ist und mit jeder Ordinalzahl x auch x U {z} eine
Ordinalzahl ist. Weiterhin gilt fiir zwei Ordinalzahlen z und y stets entweder =z € y, y € x oder
T =y.

Definition 1.27. Die Elementrelation induziert damit offensichtlich Ordnungsrelationen < und
< auf den Ordinalzahlen und bei Verwendung mit anderen Mengen liefern die Relationen per
Definiton eine falsche Aussage.

x<y:=0rdlx) NOrd(y) Nz €y, x<y:=O0rdx) \NOrdly) N(z €yVaz=y)
Wir definieren die Null durch 0 := () und die Nachfolgerzahl einer Ordinalzahl n durch
n+1:=nU{n}

und fithren die Abkiirzungen 1 := {0} = {0}, 2 := {0,{0}} = {0,1}, 3 := {0,{0},{0,{0}}} =
{0,1,2}, ..., n:={0,1,...,(n — 1)} ... ein.

Wir schreiben Suc(z), wenn z eine Nachfolgerzahl ist oder = = 0 gilt. Ist = eine Ordinalzahl und
gilt nicht Suc(x), so nennen wir z Limeszahl und schreiben Lim(x). Gilt Suc(x) und gilt fiir alle
y < x ebenfalls Suc(y), so schreiben wir Int(z) und nenunen x eine natirliche Zahl.

Suc(z) :=x=0VIn(Ord(n) Nz =n+1)
Lim(z) := Ord(z) A ~Suc(x)
Int(z) := Suc(z) ANVy (y < x — Suc(y))

Aus den Axiomen der Mengenlehre lisst sich ableiten, dass eine Menge existiert, welche genau
die natiirlichen Zahlen enthélt und dass fiir diese Menge das Prinzip der vollstindigen Induktion
gilt.

Definition 1.28. Wir schreiben fiir die Menge der natirlichen Zahlen.
N:={z|Int(x)}

Definition 1.29. Eine Relation R (im Sinne einer Formel ¢(z,y) fiir xRy) heilit wohlfundiert,
wenn jede nicht-leere Menge x ein minimales Element xg beziiglich R besitzt (d.h. Vy (y € x Ay #
xo — zoRy)) und jede Menge z zu einer Menge .5, O x erweitert werden kann, welche R-
abgeschlossen ist, also fiir jede Menge y mit yRxqpq stets y € zqpq gilt.

V& 3xapg VY (YRTabg — Y € Tabg)
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Uber wohlfundierte Relationen kann man transfinite Induktion zum Beweisen von Aussagen
verwenden. Das Prinzip der transfiniten Induktion besagt dann, dass eine Aussage ¥(x) fiir alle x
gilt, wenn man die Aussage

Vo (Vy (yRx — (y)) — ¢(x))

zeigt. In &hnlicher Weise ermdoglicht dies die Definition neuer Begriffe. Die Relationen € und <
sind wohlfundiert. Wir kdnnen demnach transfinite Induktion bei Ordinalzahlen anwenden, indem
wir die Aussage (bzw. Definition) fiir 0, jede Nachfolgerzahl und jede Limeszahl nachweisen (bzw.
hinschreiben). Wir kénnen so auf den Ordinalzahlen eine Addition durch

a+0:=a,a+(f+1) ::(a—l—ﬁ)—i—lunda+)\:=U{a—|—5|5<)\}

fiir Ordinalzahlen «, 5, § und Limeszahlen A definieren. Wir erhalten per transifiniter Induktion
iiber € auch die Definition des Ranges einer Menge.

Definition 1.30. Der Rang einer Menge x wird definiert durch p(x) := |J{p(y) + 1|y € z}.

Weiterhin definieren wir nun die Von-Neumann-Hierarchie, welche Mengen nach ihrem Rang
zusammenfasst und spéter von Bedeutung sein wird.

Definition 1.31. Die Von-Neumann-Hierarchie ordnet mit transfiniter Induktion jeder Ordinal-
zahl eine Menge in folgender Weise zu:

v(8) = J{P@M) |7 < B}

Wir wollen an dieser Stelle (abweichend von [Drk|) noch eine Verallgemeinerung der Von-
Neumann-Hierarchie einfiihren, da wir diese spiter benotigen werden. Die Verallgemeinerung soll
nicht nur eine ,Hierarchie von Mengen* aus der leeren Menge aufbauen, sondern auch beliebige
Mengen als Grundmengen besitzen kénnen. (Man will also eine Art Von-Neumann-Universum mit
mehreren Urelementen” in ZFC erzeugen.) Dabei tritt das Problem auf, dass zum Beispiel fiir
die Grundmenge {0, {0}} die Menge {0} zwei Bedeutungen hat, da sie sowohl als Urelement als
auch als Menge, die das Urelement ) enthélt, aufgefasst werden kann. Deswegen muss man in der
Konstruktion dafiir sorgen, dass man in den einzelnen Hierarchiestufen disjunkte Vereinigungen
erhalt.

Definition 1.32. Die Von-Neumann-Hierarchie beziiglich einer Menge A ordnet mit transfiniter
Induktion jeder Ordinalzahl eine Menge in folgender Weise zu:

Ya(0) := A x {0},
Ya(B+1) = va(B) Ufzlz CYa(B) AVa<BIy>adyz(ycany= (7))} x{B+1},
Ya(y) = J{wa(n)ly < 8}, falls v Limeszahl ist.
Ist f: A — B, so kénnen wir ebenso eine Abbildung fz : 14(58) = ¥5(8) mittels
for=Fx{0}, fos1lpacp) == fs

fosr(x) ={ylFz € v Fu,v(z = (v, B+ 1) Av e uA fg(v) =y)} x {8+ 1}, falls = & ¥a(B),
fy(x) == fg(x) falls v Limeszahl ist, § < v und = € ¥ 4(B)

definieren.

Bemerkung 1.33. Man stelle sich die Definition nun im Hintergrund folgender Korrespondenzen
vor. Wir nutzen dafiir die Grundmenge A = {a, b, ¢} mit drei Mengen a, b, c.

e (a,0) entspricht der Menge a
e ({(a,0)},1) entspricht der Menge {a}
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e ({(a,0),(b,0)},1) entspricht der Menge {a,b}
* ({(a,0),(c,0), ({(a,0), (b,0)},1)} ,2) entspricht der Menge {a, c, {a,b}}
Man lésst bei der Entsprechung also alle Ordnungszahlen und Paarbildungen einfach weg.

Beispiel 1.34. Ist wieder A = {a,b, ¢} mit drei Mengen a, b, ¢, so ergibt sich

wA(O) = {(CI,, 0)7 (bv 0)7 (Cv O)} ’

1 4(1) enthélt zum Beispiel die Mengen

(a,0), ({(a,0)},1), ({(a,0), (b,0)},1) und ({(a,0), (b,0), (c,0)},1)

und 1 4(2) unter anderem die Mengen von ¥4 (1) und

({(a,0),(c,0), ({(a,0), (b,0)} ,1)},2).

Jedoch enthalt 1.4 (1) nicht die Menge ({(,0), (¢,0)},2), da die Menge der linken Seite des Paares
keine Menge aus 4 (1) enthélt. Im Hinblick auf die vorherige Bemerkung ist dies in der Definition
so realisiert wurden, da die zugehdrige Menge von ({(b,0), (¢,0)}, 1) dargestellt wird.

Ist B die Menge {x,y} fiir zwei Mengen z, y und f: A — B die Abbildung, die durch a — x,b —
y, ¢ — x definiert ist, so wird mittels f>

({(a,0), (¢, 0), ({(a,0), (b,0)},1)},2) auf ({(z,0), ({(«,0),(y,0)},1)},2)
abgebildet.

Die Abbildungen, die mit den verallgemeinerten Von-Neumann-Hierarchien definiert wurden,
kénnen nun als Verallgemeinerung von bekannten Abbildungen aufgefasst werden.

Beispiel 1.35. Seien A, B, C' und D Mengen, wobei A und B und C und D disjunkt seien, sowie
¢:A— Cund v : B— D Abbildungen. Wir haben nun die Abbildung ¢ x ¢y : A x B — C x D.
Dies kann auch mit Hierarchien formuliert werden imdem wir A x B mittels

{{{(a,0)},1), ({(a,0),(0,0)},1)},2) [a € A,b € B}

als Teilmenge von 1 4,p(2) auffassen. Die Abbildung (¢ U )2 (¢ U ¢ ist eine Abbildung der
Grundmengen) bildet nun

{({(a,0)},1), ({(a,0),(b,0)},1)},2)
auf ({({(¢(a),0)},1), ({(¢(a), 0), (1(b),0)} , 1)}, 2) ab.

(a
Diese Menge entspricht dem Element (¢(a),(b)). Die Disjunktheit in der Voraussetzung kann
durch A := A x {0}, B:= Bx {1}, C := C x {0} und D := D x {1} erzwungen werden und man
kann das Ergebnis Wieder zuriickiibersetzen.

Beispiel 1.36. Seien A und B Mengen mit ) ¢ A, B und ¢ : A — B eine Abbildung. Dann haben
wir auch eine Abbildung auf den Potenzmengen P(¢) : P(A) — P(B), welche durch

x> {y € Bldaex(p(a) =y)}

bestimmt ist.

Verwenden wir nun AU{(} und BU{0} als Grundmengen fiir Von-Neumann-Hierarchien, so kénnen
wir die Teilmengen von A als Elemente von 1 4y¢9} (1) auffassen. Die Abbildung (¢ Uid gy )2 bildet
nun ein Element « von P(A), aufgefasst als (0,0), falls x = ), beziehungsweise ({(y,0)|y € z},1)
sonst, auf die Menge (0, 0) beziehungsweise ({(¢(y),0)|y € z},1) ab. Diese Menge entspricht nun
dem Bild von = unter P(¢). Die Eigenschaft § ¢ A, B kann auch erzwungen werden.
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Wihrend Ordinalzahlen die Ordnung der Zahlen verallgemeinert, wird bei Kardinalzahlen der
Begriff der Anzahl verallgemeinert.

Definition 1.37. Zwei Mengen x und y heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Funktion
von z nach y gibt. Eine Ordinalzahl x heifft Anfangszahl, wenn es keine beziiglich < kleinere
Ordinalzahl gibt, welche gleichméchtig zu x ist.

Die Eigenschaft zweier Mengen gleichmichtig zu sein, ist eine Aquivalenzrelation (im Sinne
von [1.16). Jede Menge w ist zu einer eindeutig bestimmten Anfangszahl gleichméchtig, welche
auch als Kardinalitdt der Menge |x| bezeichnet wird. Wir nennen, aufgrund dieses Kontextes,
Anfangszahlen auch Kardinalzahlen. Die folgende Definition stammt aus [Krul].

Definition 1.38. Eine Kardinalzahl « heift (stark) unerreichbar, wenn fiir jede Kardinalzahl
B < a die Relation
2% <a (1.1)

mit 28 := |P(B)]| gilt und fiir jede Familie (z;);c; von Mengen x; mit |z;| < « fiir alle i € I und I
mit |I| < «, stets

’U{xm’el}’ <a (1.2)
gilt.
Fiir unerreichbare Kardinalzahlen o und eine Kardinalzahl § gelten ([Ivo][S.386]):
p<a—= [P <a (1.3)
sowie z € Y(a) <> C(a) A x| < o (1.4)

Unerreichbare Kardinalzahlen sind Kardinalzahlen, welche mit {iblichen mengentheoretischen Kon-
struktionen nicht erreicht werden kénnen. Im folgenden Kapitel werden wir dies mit dem Begriff
des Grothendieck-Universums untermauern.

1.4 Grothendieck-Universen

Definition 1.39. Ein Grothendieck-Universum nach MacLane [MclL] ist eine Menge U, welche
die folgenden Aussagen erfiillt:

(Ga1) U ist transitiv.
Trans(U)=Vy,z(y€zNzeU —yel)

(G2) U enhilt die natiirlichen Zahlen als Element.

NeU
(Gar3) Ist eine Menge Element von U, so gehort auch ihre Potenzmenge zu U.
Ve (xeU — P(z) € U)

(Gp4) Ist z ein Element von U, so enthélt U die Vereinigung der Mengen, die Elemente von z
sind.
Vx(xGU%U:EEU)

(Gu5) Ist z ein Element und y eine Teilmenge von U, sowie f : x — y eine Surjektion, so ist y
Element von U.

Ve,y, f((e e UNy CUNANf:z—y) >yel)

Ein Grothendieck-Universum nach Williams [Wil] ist eine Menge U, welche die folgenden Aussagen
erfiillt:
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(Gw1) Ist eine Menge Element von U, so ist sie auch Teilmenge von U.

Ve(xeU —xCU)

(Gw2) Ist eine Menge Element von U, so gehort auch ihre Potenzmenge zu U.

Ve (z € U — P(z) e U)

(Gw3) Wenn x € U, soist {z} € U.

Ve(r e U — {z} € U)
(Gw4) Fiir jede Familie (2;);.; mit I € U, fiir welche x; € U fiir alle i € I gilt, gilt auch
Ulzlieyev

(Gwb) U ist nicht leer.
U#0

Wenn wir den Begriff Grothendieck-Universum ohne nihere Beschreibung verwenden, so beziehen
wir uns auf den Begriff nach MacLane.

Satz 1.40. Jedes Grothendieck-Universum nach MacLane ist ein Grothendieck-Universum nach
Williams. Auflerdem ist jedes Grothendieck-Universum nach Williams, welches das Unendlich-
keitsaziom erfillt, ein Grothendieck-Universum nach MacLane.

Bewets. Sei zunichst U ein Grothendieck-Universum nach Williams, welches das Unendlich-
keitsaxiom erfiillt. Dann gilt:

(Gpm1): Dies ist (Gwl).

(Gpr2): Wegen dem Fundierungsaxiom und wiederholter Anwendung von (Gw1) (transfinite
Induktion iiber den Rang) gilt 0 = @ € U. Mit (Gw 3) folgt 1 = {0} € U und mit (Gw2)
folgt 2 = {0, {0}} = P(1) € U.

Wir zeigen die Aussage fiir die restlichen natiirlichen Zahlen mit vollstédndiger Induktion.
Nach Induktionsanfang und (Gw3) gelten n € U und {n} € U. Wihlen wir diese beiden
Mengen in (Gw4) als Elemente einer Familie mit Indexmenge I = 2, erhalten wir, dass
n+1=nU{n} € U und mit vollstdndiger Induktion gilt n € U fiir n € N.

Wegen dem Unendlichkeitsaxiom (S8) hat U eine Menge J als Element, welche (mit
vollstidndiger Induktion) die natiirlichen Zahlen enth&lt. Nun kénnen wir von J nach N
eine surjektive Funktion definieren (z.B. z — z, wenn z € N, 2 — 0 sonst), welche eine
entsprechende Familie induziert. Aus (Gw4) folgt dann die Behauptung.

(Gm3): Dies ist (Gw2).

(Gum4): Sei z € U. Wir wéhlen in (Gw4) die Familie, welche durch die Identitét id : © — x
induziert wird (die Elemente von z sind Elemente von U wegen (Gy1)) und erhalten
dass die Vereinigung der Elemente von x ein Element von U ist.

(Gpb): Sei x € U und y C U sowie f : ¢ — y surjektiv. Fassen wir f als Familie (f(z)).e. auf,
so folgt mit (Gw4), dass y =J{f(z)|]z €z} €U.

Sei nun U ein Grothendieck-Universum nach MacLane. Dann gilt:
(Gw1): Dies ist (Gp1).
(Gw2): Dies ist (Gpr3).
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(Gw3): Sei x € U. Wir haben die Surjektion f:1 — {z},0 — z. Dal € U und {z} C U folgt
mit (Gp5), dass {z} € U.

Gw4): Sei eine Familie (x;).., mit I € U und z; € U fiir alle i € I gegeben. Dann ist
i€l geg
{z;|i € I} C U und die Abbildung f : I — {a;|i € I},i — z; surjektiv, sodass we-
gen (Gu5): {x;]i € I} € U. Aus (Gp4) folgt nun |J{z;li € I} € U.

(Gwb5): Dies folgt direkt aus (Gps2).
O

Wir beweisen im Folgenden zwei Sdtze, welche Grothendieck-Universen ndher beschreiben.
Vorher benétigen wir jedoch noch eine Definition aus [Kru].

Definition 1.41. Eine Menge M, deren Elemente mit der urspriinglichen Elementrelation alle
Axiome bis eventuell das Unendlichkeitsaxiom erfiillen, heifit ein fast super-vollstandiges Modell.
Eine Menge, deren Elemente alle Axiome der Mengenlehre erfiillen, heifst ein super-vollstiandiges
Modell.

Der erste Satz stammt mit Beweis ebenfalls aus [Krul.
Satz 1.42. Fiir jede Menge U sind die folgenden Aussagen dquivalent:
a) U ist ein Grothendieck-Universum nach Williams

b) Es gibt eine unerreichbare Kardinalzahl « derart, dass fir jede Menge x gilt: x € U genau
dann, wenn x CU und |z| < «

¢) U ist ein fast super-vollstindiges Modell

Es gilt eine entsprechende Aquivalenz, wenn man ,Grothendieck-Universum nach Williams® durch
,Grothendieck-Universum nach MacLane“ ersetzt, man bei der unerreichbaren Kardinalzahl vor-
raussetzt, dass sie gréfler als w := |N| ist und man ,fast super-vollstindiges Modell* durch ,super-
vollstindiges Modell“ ersetzt.

Beweis. Es gelte a). Sei « die kleinste Kardinalzahl + fiir welche |z| < ~ fiir jedes z € U gilt, wel-
che existiert, da die Kardinalzahlen wohlgeordnet sind. Sei nun 8 < « eine Kardinalzahl. Demnach
existiert eine Menge 2 € U mit 8 < |z|. Wegen (Gw2)y gilt P(z) € U und damit 2° < 2/*l < q,
welches die Beziehung ist. Analog folgt aus (Gw4)y, dass « die zweite Eigenschaft
fiir unerreichbare Kardinalzahlen erfiillt und damit tatsichlich unerreichbar ist. Ist x € U, so gilt
wegen (Gw 1)y auch z C U und nach Definition von a gilt |z| < «. Ist § £ x C U und |z| < a, so
existiert eine Menge I € U mit |z| < |I| und damit eine Surjektion f : I — x. Wegen (Gp/5)y gilt
x € U. Weiter gilt ) =0 € U. Also folgt b).

Es gelte nun b). Da aus « € U direkt = C U folgt, geht die Eigenschaft (einer Menge) Element einer
Menge zu sein von der Mengenlehre M auf die Menge U iiber. Das Extensionalitidtsaxiom (S1)y
und das Fundierungsaxiom (52)y folgen dann direkt. Zum Nachweis der anderen Eigenschaften fiir
U nutzen wir stets die entsprechende Eigenschaft von M und miissen nun nur zeigen, dass die Men-
ge wieder in U liegt. Wir nutzen dafiir die Voraussetzung b) in der Form x CUA|z| < o —» 2z € U
und miissen nur beachten, dass die Kardinalitdt von dem betrachteten x nicht iiberschritten wird,
da x C U fiir die betrachteten x stets klar ist. Das Aussonderungsaxiom (S3)y folgt aus der
Eigenschaft, dass durch Aussonderung die Kardinalitdt nur sinken kann. Das Leermengenaxiom
(S4)y folgt aus |@| < « fiir jede unerreichbare Kardinalzahl o und () C U. Das Paarmengenaxiom
(S5)y ergibt sich, da 2 < « fiir unerreichbare . Das Potenzmengenaxiom (S6)y folgt aus 2° < o
fiir 8 < a, wenn « unerreichbar. Das Vereinigungsaxiom (S7)y ist Konsequenz der zweiten Eigen-
schaft unerreichbarer Kardinalzahlen (1.2). Ersetzungsaxiom (S9)y und Auswahlaxiom (510)y
erh6hen die Kardinalitét nicht (beim Auswahlaxiom habe ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
die ausgewihlte Menge keine jiiberfliissigen Elemente). Also folgt c)

Es gelte c). Wir weisen die Axiome nach Williams nach. (Gy 1)y folgt daraus, dass Elemente
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von Mengen wieder Mengen sein miissen. (Gw2)y ergibt sich direkt aus dem Potenzmengenaxi-
om (S6)y. (Gw3)y ergibt sich fiir die leere Menge durch Potenzmengenbildung und fiir andere
Mengen durch das Paarmengenaxiom (S5)y zusammen mit der leeren Menge und Aussonderungs-
axiom (S3)y (Aussondern der leeren Menge). (Gw4)y folgt wie gezeigt aus (Gar4)y und (Garb)u.
(Gpd)y ist Konsequenz von dem Vereinigungsaxiom (S7)y. (Garb)y ergibt sich aus dem Erset-
zungsaxiom (S9)y, da man eine Formel hinschreiben kann, welche die als Menge gegebene Funk-
tion, als Relation zwischen zwei Variablen darstellt, die man in (S9)y verwendet. (Gw5)y folgt
aus dem Leermengenaxiom (54)y. Es folgt a).

Der zweite Teil des Satzes ergibt sich daraus, dass bei jeder Aussage das Unendlichkeitsaxiom
hinzugefiigt wird. O

Den zweiten Satz entnehmen wir aus [Will.

Satz 1.43. Ist U ein Grothendieck-Universum nach Williams und o die zugehérige Kardinalzahl,
so gilt U = () mit der Von-Neumann-Hierarchie ().

Beweis. Wir zeigen zunéchst ¢ («) C U mittels transfiniter Induktion iiber die Aussage

AB)=p<a—y(B)CU.

Offensichtlich gilt A(0), da § C U. Gelte nun A(S) und sei 8+ 1 < «, also 8 < « und damit
P(B) CU. Wegen S < a gilt |¢(8)] < o wegen und demnach folgt mit der Charakterisierung
b) von [1.42 fiir alle V' C (), dass V € U. Folglich gilt ¢(8 + 1) = P(¢(8)) C U. Sei nun X eine
Limesordinalzahl mit A < o und gelte A(3) fir § < A. Wegen < « bedeutet dies ¢(8) C U fiir
B < A und damit Y(A\) = J{¥(B)|8 <A} CU.

Angenommen U\¢(a) # 0. Nach dem Fundierungsaxiom gibt es eine Menge z € U\¢(a) mit
(U\¢(a)) Nz = . Wegen Charakterisierung b) von [[.42folgt aus « € U, dass  C U und |z| < o
Aus 2 C U und (U\¢(a)) Nz = () ergibt sich z C ¢(a). Mit |z| < o und folgt = € ¥ (). Dies
steht im Widerspruch zu 2 € U\¢(«). Es folgt U = ¢(a). O

Diese Sétze zeigen eine fundamentale Korrespondenz zwischen Grothendieck-Universen und
unerreichbaren Kardinalzahlen. Mochizuki setzt in seiner Arbeit [Mot4][S.54] nicht nur die Axiome
der ZFC-Mengenlehre voraus, sondern fiigt noch das folgende Universen-Existenzaxiom hinzu,
welches auf Grothendieck zuriickgeht und durch die Korrespondenz auf zwei Weisen formuliert
werden kann.

Definition 1.44. Das Universen-Existenzaxiom (SG) lautet:
e Fiir alle Mengen x existiert ein Grothendieck-Universum V mit x € V.
e Fiir alle Mengen x existiert eine unerreichbare Kardinalzahl o > z.

Das Universen-Existenzaxiom impliziert eine vermeintlich stidrkere Version, welche wir mit
Beweis aus [Mot4][S.54-55] entnehmen.

Aussage 1.45. Es gelte neben den ZFC-Axiomen auch das Axiom (SG). Sei nun I eine Menge
und (V;);er eine Familie von Grothendieck-Universen. Dann existiert ein Grothendieck-Universum
Vmit V; e V fir alle i € I.

Beweis. Da (V;);c; eine andere Schreibweise fiir eine Funktion ist und Funktionen Mengen sind,
ist (V;)icr eine Menge, welche wegen (SG) in einem Grothendieck-Universum V enthalten ist.
V ist transitiv und man erhélt mit den Definitionen von Funktionen und geordnetem Paar, dass
VeV furallei € I. O

Das Universen-Existenzaxiom kann nicht aus den ZFC-Axiomen gezeigt werden, wenn ZFC
konsistent ist, da dieses die Existenz von ZFC-Modellen zeigen wiirde und dies nach dem zweiten
Unvollstdndigkeitssatz von Godel nicht moglich ist. Es ist also ein zusétzliches Axiom, welches
wir fiir den Rest der Arbeit zusétzlich zu den ZFC-Axiomen voraussetzen wollen. Wir wollen nun
noch bemerken wie dieser Begriff mit Klassen zusammenhangt.
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Bemerkung 1.46. (Klassen und Grothendieck-Universen) Der Begriff der Klasse war not-
wendig, da wir von Zusammenfassungen von Mengen reden wollten, die keine Menge bilden (siehe
. Mit dem Universen-Existenzaxiom fiir Grothendieck-Universen kénnen wir nun zunéchst ein
Grothendieck-Universum U fixieren, welches wir uns als Mengenlehre vorstellen, in der wir arbei-
ten. Benotigen wir nun eine Zusammenfassung von Elementen von U, die nicht als Element im
Grothendieck-Universum U liegt, so ist das kein Problem, da dies eine Menge ist. Wollen wir nun
weitere Konstruktionen auf solchen grofseren Mengen ausfiihren, so kénnen wir, wenn notwendig,
ein groReres Grothendieck-Universum U D U fixieren, um auch dort die Operationen ausfiihren zu
kénnen. Man erkennt, dass dadurch das Problem zu grofser Zusammenfassungen praktisch gel6st
wird. Die Einfiihrung von Klassen 16ste dieses Problem nicht vollstindig, da man keine Konstruk-
tionen iiber echten Klassen ausfiihren konnte, da diese kein Element einer anderen Klasse sind.
Die Einfiihrung vom Universen-Existenzaxiom fiihrt andererseits zu einer Verdnderung der Philo-
sophie. Wir betrachten nun Aussagen bereits als wahr, wenn diese in ihrer entsprechenden Form
bereits fiir ein beliebiges Grothendieck-Universum U mit dem zusétzlichen Axiom gezeigt werden
kénnen. Die Mengen die Elemente des Grothendieck-Universums sind, werden klein genannt.

Entsprechend dieser Philosophie beziehen sich nun die mathematischen Konstruktionen auf
die Elemente eines Universums. Dies hat zur Folge, dass in allen Formeln der Definitionsbereich
auf das Universum eingeschrinkt werden muss. Nun stellt sich die Frage, ob die mathematischen
Konstruktionen von dem Universum abhingen oder auf die gleichen Mengen fiihren. Wir entneh-
men notwendigen Definitionen dafiir aus [Ebb|[S.154-158]. In [Shp] werden solche Fragestellungen
untersucht.

Definition 1.47. Sei P eine Formel mit einer ausgezeichneten freien Variable. Wir definieren
die Relativierung [¢]” von einer Formel ¢ beziiglich P, wobei ¢ und P keine gemeinsamen freien
Variablen haben, mittels den rekursiven Vorschriften

o [t10ts]F = t;0t, fiir Terme ¢1,t2 und O € {€,=}

o [-¢]” = [¢]"

o [¢p10¢o]F = [¢1]F D] fiir Formeln ¢y, ¢o, O € {A,V, —, <}
o [Vao]" =V (P(z) = [¢]”)

o Bz ¢]” :=3u (P(z) A [9]").

Bemerkung 1.48. Da wir Definitionen nur als abkiirzende Schreibweisen auffassen, wird diese
Rekursion auf die ausgeschriebene Formel angewandst.

Definition 1.49. Eine Formel ¢ mit freien Variablen x1,...,z, heift nun absolut beziiglich der
Formel P mit ausgezeichneter freien Variablen x und weiteren freien Variablen yi,...,y, mit
Definitionsbereich beschrieben durch ¥(y1, ..., ym), wenn

YY1, ym (0 = (Vor, .oz, (P(z) A--- A P(z,) = (¢ < [¢]7))))
gilt.

Die Frage der Absolutheit stellt sich im Kontext der Grothendieck-Universen nun fiir die For-
mel P = x € U, wobei U das Grothendieck-Universum beschreibt. Diese Frage ist auch fiir die
Arbeiten Mochizukis relevant. Wir werden uns in dieser Arbeit jedoch auf Konstruktionen kon-
zentrieren, welche ungewiinschte Auswahlen vermeiden, und wir versuchen keine Konstruktionen
durchzufiihren, welche nicht absolut sind.

21



2 KATEGORIEN- UND SPEZIESTHEORIE

2 Kategorien- und Speziestheorie

Die Sprache der Kategorientheorie ermdglicht es verschiedensten Konstruktionen und Aussagen
der Mathematik einen gemeinsamen abstrakten Rahmen zu geben und ist damit zur Grundla-
ge neuer Theorien (z.B. Homologische Algebra) geworden. Die Speziestheorie bildet einen neuen
theoretischen Rahmen, der nach Mochizuki relevant fiir seinen Beweis der abc-Vermutung ist.
Es wird sich herausstellen, dass man sie als Variante der Kategorientheorie mit formalen, spe-
ziestheoretischen Beschreibungen auffassen kann. Das Kapitel unterteilt sich in einen Abschnitt
zur Kategorientheorie, einen Abschnitt mit den Definitionen der Speziestheorie und zuletzt einen
Abschnitt mit zwei Beispielen fiir die Speziestheorie.

2.1 Kategorientheorie

In diesem Abschnitt wollen wir gewisse Grundlagen der Kategorientheorie einfiihren. Es wird dazu
zunéchst eine mengentheoretische Grundlage gelegt, welche auf Grothendieck-Universen aufbaut.
Dann definieren und erkldren wir universelle Morphismen und universelle Elemente und arbeiten
Zusammenhénge zwischen diesen heraus. Zwei Fragen, die sich in dem Zusammenhang stellen,
kénnen beantwortet werden und fiihren einerseits auf den Begriff des Universalitatsfunktors und
andererseits auf eine Konstruktion, welche den Ubergang von einer Familie von Funktoren mit
universellen Elementen zu einem Funktor mit universellen Morphismen erlaubt. Zuletzt beschéfti-
gen wir uns mit Aquivalenzen von Kategorien. Wir unterscheiden zwischen schwachen und starken
Aquivalenzen und weisen detailliert nach, dass universelle Morphismen unter Aquivalenzen von
Kategorien erhalten bleiben. Auf diesen Ergebnissen werden wir im dritten Kapitel aufbauen.
Kenntnisse grundlegender Kategorientheorie werden beim Leser vorausgesetzt. Wir folgen dem
Buch [McL2]|[S.1-78].

Wir fithren zunéchst den Begriff der Meta-Kategorie ein, welcher informal und unabhéngig von
der Mengenlehre existieren soll.

Definition 2.1. Ein Meta-Graph besteht aus einer Zusammenfassung von Objekten und einer
Zusammenfassung von Morphismen. Dabei kann man jedem Morphismus f genau ein Quellobjekt
dom f und genau ein Zielobjekt cod f zuordnen.

Eine Meta-Kategorie ist ein Metagraph zusammen mit zwei Operationen: Die Operation Identitit
ordnet jedem Objekt A einen Morphismus id 4 mit Quell- und Zielobjekt A zu. Die Operation Hin-
tereinanderausfithrung ordnet jedem geordnetem Paar von verkettbaren Morphismen, also (g, f)
mit dom g = cod f, einen Morphismus g o f mit Quellobjekt dom f und Zielobjekt cod g zu. Dabei
sollen folgende Axiome erfiillt sein: Die Hintereinanderausfithrung verkettbarer Morphismen ist
assoziativ, also (hog)o f =ho(go f), falls cod f = dom g und cod g = dom h und die Identitét
ist neutral, also foida = f und idg o f = f fiir Morphismen f mit A := dom f und B := cod f.

In [Lan2][S.53] werden Meta-Kategorien als Kategorien bezeichnet. Bei MacLane [McL2]|[S.22-
24] hingegen betrachtet man Kategorien stets in einer Mengenlehre. Wir wollen nun eine konkrete
Ausformulierung von [McL2]|[S.22-24] angeben, um eine Basis fiir spitere Definitionen und Aussa-
gen zu haben.

Definition 2.2. Sei U ein Grothendieck-Universum. Eine Kategorie C = (Ob(C), Mor(C), oc,id(C))
ist ein Quadrupel bestehend aus:

e ciner Menge Ob(C) C U,
e einer Menge Mor(C), die Tripel (X, A, B) mit X € U, A, B € Ob(C) als Elemente hat,
e einer Menge o¢, die aus Tripeln aus Mor(C)? derart besteht, dass es fiir
(X2, Az, By), (X1, A1,B1) € Mor(C)
genau dann ein Element (X3, A3, B3) € Mor(C) mit
(X2, Ag, By), (X1, A1, B1), (X3, A3, B3)) € o¢

22



2 KATEGORIEN- UND SPEZIESTHEORIE

gibt, wenn By = A, gilt und in diesem Fall ist (X3, A3, B3) eindeutig bestimmt und es gelten
A1 = A3 und BQ = Bg,

e sowie einer Menge id(C), welche aus Paaren (A4, X) € Ob(C) x Mor(C) derart besteht, dass
es fiir jedes A € Ob(C) genau ein X € Mor(C) mit (A4, X) € id(C) gibt. In diesem Fall ist X
von der Form (Y, A, A).

Wir schreiben dabei auch Morc (A4, B) fiir die Menge {(X, A, B)|(X, A, B) € Mor(C)} zu gegebe-
nen A, B € Ob(C) und ida fir das eindeutige X mit (A, X) € id(C) zu gegebenem A € Ob(C).
Weiter gelte fiir oc das Assoziativgesetz und ¢d(C) sei neutral beziiglich o¢, welche wie bei Meta-
Kategorien definiert werden.

Wir werden das Grothendieck-Universum nicht immer extra erwdhnen. Aufserdem wollen wir
zur Vereinfachung bei allen Kategorien davon ausgehen, dass die Morphismenmengen Morc (A, B)
stets klein fiir alle A, B € Ob(C) seien. (Dies ist nur relevant, um die Existenz von Funktoren der
Form Morc(A, F(_)) in die Kategorie der Mengen zu sichern.)

Bemerkung 2.3. Alternativ fiihrt MacLane [McL2][S.23] die Moglichkeit an, dass man die NBG-
Mengenlehre als Grundlage nimmt. In diesem Fall ersetzt man in der Definition U durch die Klasse
aller Mengen. Nun wird die Kategorie C durch vier Klassen Ob(C), Mor(C), oc und id(C) (siehe
, welche wie oben gebildet werden, beschrieben. Jede Kategorie beziiglich eines Universums U
flihrt nun zu einer Kategorie in einem Modell der NBG-Mengenlehre, welches die Teilmengen von
U als Klassen besitzt und die Elemente von U als Mengen.

Die folgenden drei Beispiele/Definitionen sind allgemein bekannt.

Beispiel /Definition 2.4. Sei U ein Grothendieck-Universum. Die Kategorie Set hat nun als
Objekte die Mengen z mit 2 € U. Die Morphismen sind nun Tripel (f,z,y) mit einer Abbildung
f iz — y (x,y € U). Die Hintereinanderausfithrung von zwei Morphismen (g,y, z) und (f,z,y)
ist (go f,x,2) (x,y,z € U). Der Identitdtsmorphismus zu « € U ist durch (id,,z,x) gegeben.

Beispiel /Definition 2.5. Sei U ein Grothendieck-Universum und k& € U ein Korper. Nun gibt
es die Kategorie der Vektorrdume Veky, iiber k. Die Objekte sind alle Vektorrdume, die Elemente
von U sind. Die Morphismen sind Vektorraumhomomorphismen ¢, also Tripel (¢, V, W), wobei
¢ : V. — W eine lineare Abbildung ist. Die Verkniipfung der Morphismen erhélt man mittels
Verkniipfung der Abbildungen und der Identitdtsmorphismus stammt von der Identitatsabbildung.
Wir haben auch die Kategorie der Vektorrdume mit Basis Veky p. Hier sind die Objekte Paare
(V,By) aus einem Vektorraum V und einer Basis By von V, die Elemente von U sind. Die
Morphismen, die Hintereinanderausfithrung und die Identitét sind entsprechend der Kategorie der
Vektorrdume definiert (die Basis wird ignoriert).

Beispiel /Definition 2.6. Sind C, D Kategorien beziiglich eines Grothendieck-Universums U, so
kénnen wir die Produktkategorie C x D definieren. Die Objekte dieser Kategorie sind Paare

(A,C) mit A € Ob(C),C € Ob(D),
die Morphismen sind die Mengen
((¢7 d))v (A7 C)v (Bv D)) mit Aa B e Ob(C), Oa D e Ob(D)v ¢ € MOTC(Aa B)7 ZZJ € MOTC(C7 D)v

die Hintereinanderausfithrung erfolgt komponentenweise und die Identitét beziiglich (A, C) ist
durch ((ida,idc), (A,C), (A, C)) gegeben.

Bemerkung 2.7. Wir kénnen einen Funktor F : C — D als Paar zweier Funktionen (von Ob(C)
nach Ob(D) und von Mor(C) nach Mor(D)) mit gewissen Eigenschaften (und damit als Menge)
auffassen. Eine natiirliche Transformation von F' : C — D nach G : C — D ist eine Funktion von
Ob(C) nach Mor(D) mit gewissen Eigenschaften.

Arbeiten wir mit Klassen, so besteht ein Funktor aus zwei Funktionen (das Paar kann nicht gebildet
werden, siehe und die natiirliche Transformation ist eine Funktion.
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In der Kategorientheorie spielen universelle Morphismen und ihre universellen Eigenschaften
eine wichtige Rolle. Die folgende Definition ist in [McL2][S.55,5.58] zu finden.

Definition 2.8. Seien C,D Kategorien, F' : D — C ein Funktor und A ein Objekt von C. Ein
universeller Morphismus von A nach F ist ein Paar (Us,u4) bestehend aus einem Objekt Uy
von D und einem Morphismus u4 : A — F(U,) derart, dass fiir alle Objekte Z von D und alle
Morphismen f: A — F(Z) genau ein Morphismus g : Uy — Z mit F(g) ouy = f existiert.

F(Z) s %
F(g)i (\ i

uA

Q

kS

Wir nennen Uy auch universelles Objekt, ua ebenfalls universellen Morphismus und die Eigen-
schaft des obigen kommutativen Diagramms universelle Eigenschaft.

Es gibt auch die folgende duale Notation. Seien C, D Kategorien, F' : D — C ein Funktor und A
ein Objekt von C. Ein universeller Morphismus von F' nach A ist ein Paar (U4, ua) bestehend aus
einem Objekt U4 von D und einem Morphismus uy : F(Uy) — A derart, dass fiir alle Objekte Z
von D und alle Morphismen f : F(Z) — A genau ein Morphismus g : Z — Ug mit ua o F(g) = f
existiert.

F(Z) f Z
F(g)i \ ig
FUa) 4 A Ua

Wir werden in dieser Arbeit die Sdtze meist nur fiir die erste Version zeigen, aber in Beispielen
teils auch die duale Version nutzen. Das folgende Beispiel stammt aus [McL2]|[S.58].

Beispiel/Definition 2.9. (Produkt) Sei D eine Kategorie. Sei C die Produktkategorie D x D
und F': D — C der Diagonalfunktor, welcher Objekte Z von D auf (Z, Z) und Morphismen f auf
(f, f) abbildet.

Nun ist ein Produkt in D ein universeller Morphismus von F' zu einem Objekt A = (A4, As) € C.
Dies bedeutet, dass U ein Objekt in D ist und v = (u1,u2) aus Morphismen u; : U — A; und
ug : U — As derart besteht, dass fiir jedes Paar von Morphismen f; : Z — A; und fo : Z — A,
genau ein Morphismus g : Z — U derart existiert, dass u; o g = f1 und ug o g = fo gelten.

<Z7 Z) (f1,£2) ‘Z
(g,g)i \ :

(U, U) P— (A17A2) 5

(ul 7”2)

Q

Bemerkung 2.10. Sei nun D eine Kategorie in der zu jedem Paar von Objekten ein Produkt
existiert. Nun weifs man nicht, ob es in D eine speziestheoretische Konstruktion der Produkte
gibt. Will man nun einen Funktor F' hinschreiben, der einem Paar A = (A4;, A2) sein Produkt
zuordnet, so bendtigt man nun das Auswahlaxiom. Man wéahlt dazu eine Funktion, die jedem
Paar A = (A1, A3) ein universelles Objekt Uy zusammen mit einem universellen Morphismus
ug = (ua,1,ua,2) zuordnet. Nun ordne F' dem Paar (A;, A2) das Objekt U der gewéhlten Funktion
und einem Morphismus (f1, f2) : (41, A2) — (B, Bs) den eindeutigen Morphismus g : Uy — Up
zu, welcher fioug1 =upiogund foouss = up2og kommutieren ldsst.

(U, Up) A2 g, g,) Ua
(9.9, s 9
(UBuUB) - (B17BQ) UB

(uB,1,uB,2)
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Hier ist die gleichzeitige Auswahl der Bildobjekte notwendig, um die Funktion auf den Objekten
hinschreiben zu koénnen. Die Zuordnung von g in Abhéngigkeit von (fi, f2) ist zwar eindeutig,
aber nur nach Wahl von (ua1,ua2) und (up1,up2). Deswegen miissen auch die universellen
Morphismen gleichzeitig gewahlt werden.

Der Funktor selbst enthélt nicht mehr die Information des universellen Morphismus w4 zu ei-
nem Objekt A = (A1, A3). Demnach kann man aus diesem Funktor nicht mehr die Bijektion
More((Z,7),(A1,A2)) = Morp(Z,U), (f1, f2) — g herauslesen. Damit ist jedoch die universelle
Eigenschaft nicht mehr anwendbar.

Frage 2.11. Wie kann man einen Funktor definieren, der die Informationen des universellen
Morphismus enthalt?

Antwort zu[2.11l. Wollen wir die Zuordnung A zu einem universellen Morphismus als Funktor
aufschreiben, der alle Informationen iiber den universellen Morphismus enthélt, so bietet es sich
an folgende Kategorie Unive p r zu definieren, die wir hier einfiihren wollen. Die Objekte von
Unive p,r sind Tripel

(A, Z, f)mit AcC,Z e D, fe Morc(A, F(Z)).

Die Morphismen von X = (A1, Z1, f1) nach Y = (As, Zs, f2) sind nun definiert durch Paare von
Morphismen (f,g) - es sind genauer Mengen

((f,9), X,Y) mit f € Morc(Ay,Az),g € Morp(Zy, Z2) mit fao f = F(g) o fi.

Al%AQ

lfl lfz
F(21) 45 F(Z2)
Die Hintereinanderausfiihrung erfolgt komponentenweise und der neutrale Morphismus zu X
ist durch ((ida,,idz, ), X, X) gegeben. Die Wohldefiniertheit der Hintereinanderausfiihrung mit
((f,9),Y,Z), wobei Z = (As, Zs, f3), | € Morc(A1, As), g € Morp(Zy1, Zs), ergibt sich durch die
Funktorialitdt von F' aus dem folgenden Diagramm.

~Hy

/

Ay Ao As
lfl lf2 lfs
F(21) i F(22) <5 F(Z)

Wir haben Projektionsfunktoren
PC : UniUC,D,F — C, (Aa Za f) = A7 ((fvg)vXaY) = f,

Pp : UnivC,D,F — Da (Aazaf) = Za ((fag)aXay) =g
und eine Projektionsabbildung Ppse, : Univep,p — More mit (A, Z, f) — f.
Ordnen wir nun jedem Objekt A von C ein Objekt X = (A,Ua,ua) zu, wobei (Ua,uga) ein
universeller Morphismus von A nach F ist, und jedem Morphismus f : A — B (wobei B das Bild
Y = (B,Up,up) habe) den Morphismus X — Y, der durch das Paar (f,g) gegeben ist, wobei g
mittels universeller Eigenschaft von (U4, u4) eindeutig durch ug o f = F(g) o us bestimmt ist, so
erhalten wir einen Funktor G : C — Unive p, -

F({Ug) +2- B

F(o)] Il

FUa) <

~
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Fir A = B wird die Identitdt id4 auf idy, abgebildet. Die Funktorialitdtseigenschaft der Hin-
tereinanderausfiihrung lésst sich aus dem folgenden Diagramm unter Kenntnis der Funktorialitét
von F' ablesen (C' € Ob(C), f: B — C mit zugehodrigem §: Up — Uc).

o) ¢

F(U
F@)] T
I

F(Ug) «“2- B

F(gﬁ

(UA) U A

-

|

Der Funktor G enthélt also die Informationen des universellen Morphismus. Verkettung mit Pp
gibt auch den in der letzten Bemerkung fiir das Produkt beschriebenen Funktor zuriick.
Auferdem geht die universelle Eigenschaft von (Ua,u4) in die Eigenschaft iiber, dass es zu X :=
(A,Ua,ua), zu gegebenem Y = (A, Z, f) und zu gegebenem f € Morc(A, A) stets genau einen
Morphismus a = (f,g) : X — Y mit Pc( )= f (also a = (f, g)) gibt.

F(Z) «L— 4

=
<
[

FUa) «5— A

O

Definition 2.12. Wir nennen einen Funktor G : C — Unive p,r, der die Eigenschaft besitzt, dass
mwX=(AZFf),Y=(AZf) und f € Morc(A, A) stets genau einen Morphismus o : X — Y
mit Pe(a) = f existiert, einen Universalitdtsfunktor.

Wir haben auch das sehr &hnliche Konzept des universellen Elements (siehe [McL2][S.57]).

Definition 2.13. Sei D eine Kategorie und F': D — Set ein Funktor. Ein universelles Element
von F ist ein Paar (U, u) bestehend aus einem Objekt U von D und einem Element u € F(U)
derart, dass fiir alle Objekte Z von D und alle Elemente z € F'(Z) genau ein Morphismus g : U — Z
mit F(g)(u) = z existiert.

z F(Z) V4
F(Q)T 39
U FU) U

Es gibt wieder die entsprechende duale Notation.
Das folgende Beispiel stammt aus [McL|[S.58].

Beispiel 2.14. Sei D := Vek?. Sei V x W ein Paar von Vektorriumen. Dann haben wir den
Funktor der bilinearen Funktionen Bil(V x W,—) : Veky — Set. Dieser Funktor besitzt das
universelle Element bestehend aus V ® W zusammen mit der bilinearen Abbildung ® : V x W —
Vew.

Es bestehen folgende Beziehungen zwischen dem Begriff des universellen Morphismus und dem
Begriff des universellen Elements (siehe [McL2][S.58]).
Ist D eine Kategorie, F' : D — Set ein Funktor und (U, u) ein universelles Element von F', so ist fiir
die einelementige Menge 1 = {0} ein universeller Morphismus nach F' durch (U,0 — u) gegeben,
denn das kommutative Diagramm fiir ein f, welches mit 1 — F'(Z),0 — z gegeben ist, entspricht
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genau F(g)(u) = z.

. F(2) z F(Z)
[ TF(g) E AF@\

u F(U) U FU) +— 1

w0

Sind C,D Kategorien, F' : D — C ein Funktor, A ein Objekt von C und (Ua,u4) ein universel-
ler Morphismus von A nach F, so ist das Paar (Ua,u4) ein universelles Element des Funktors
Morc(A,F(-)) : D — Set, denn die Eigenschaft, dass u4 durch F(g) auf ein f : A — F(Z2)
abgebildet wird, entspricht genau dem kommutativen Diagramm des universellen Morphismus.

PZ) z P More(A F(2)
o \ F T Tr).

F(UA) (TA UA UuUA MO’I’c(A,F(U))

Diese Entsprechungen wurden nun lediglich fiir ein universelles Element und einen universellen
Morphismus zu einem bestimmten Objekt aufgestellt. Nun ist beim Tensorprodukt zu jedem Paar
von Vektorrdumen ein universelles Element gegeben. Dies fithrt auf folgende Frage.

Frage 2.15. Wie kann man von der Existenz universeller Elemente zu einer Familie von Funktoren
zur Existenz universeller Morphismen eines Funktors kommen? Wie funktioniert dies im Fall des
Tensorproduktes?

Antwort zu[2.15. Wir wollen die schon genannte Korrespondenz etwas anders formulieren. Sei
also eine Kategorie D und ein Funktor ' : D — Set gegeben. Wir konstruieren eine neue Kategorie
C indem wir D ein Objekt, nennen wir es 1, hinzufiigen. Bei den Morphismen fiigen wir, abgesehen
von dem Identitdtsmorphismus in Mor¢(1,1), fiir jedes Z € D C C die Menge

Morc(1,2) = F(Z) x {1} x{Z} ={(z,1,Z) |z € F(Z)}

hinzu. Dabei sei die Hintereinanderausfithrung g o (z,1,21) von (z,1,Z;) € Morc(1,Z;) und
g € More(Zy,2Z,) fiir Z1,Zy € D C C durch (F(g)(2),1,Z2) gegeben. Ist nun h € More(Zs, Zs),
so folgt

(hog)o(z,1,2Z1) = (F(hog)(z),1,Z3) = (F(h) o F(9))(2),1,Z3) = (F(h)(F(9)(2)),1, Z3)
=ho(F(9)(2),1,Z3) =ho(go(z,1,22))

und damit die Assoziativitdt. C ist also tatséichlich eine Kategorie.

Sei nun ¢ : D — C die Inklusion. Wenn nun (U, u) ein universelles Element zu F ist, so ist U
zusammen mit (u, 1,U) ein universeller Morphismus von 1 nach ¢. Denn fiir alle Objekte Z € D
und alle Morphismen (z,1, Z) miisste es genau einen Morphismus ¢g : U — Z derart geben, dass
go(u,1,U) = (2,1,Z) (oder nach Definition dquivalent F'(g)(u) = z) gilt und dies folgt daraus,
dass (U, u) ein universelles Element zu F ist.

z F(Z) Z Z (2,1,2) Z
] F@)| o 9\ L
u

F(U) U Ue—1 U
(u,1,0)

Andererseits ist zu jedem Objekt A € D C C das Paar aus A und id 4 ein universeller Morphismus
nach ¢, da nur Objekte von D im Bild von ¢ liegen. Demnach existieren zu jedem Objekt von C
universelle Morphismen.
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Ist nun eine Familie von Funktoren F; : D — Set mit ¢ € I mit universellen Elementen gegeben,
so kann man fiir jeden Funktor in der gleichen Weise jeweils ein Objekt hinzufiigen und erhilt
erneut eine Kategorie, in der zu jedem Objekt universelle Morphismen existieren.

Gegebenenfalls kann man in der Kategorie C auch Morphismen zwischen den zu D hinzugefiigten
Objekten oder von den Objekten von D zu den hinzugefiigten Objekten anfiigen, sodass man eine
schonere Kategorie C mit universellen Morphismen erhilt, wie wir in den folgenden Beispielen
sehen werden. O

Beispiel 2.16. (Tensorprodukt) Wir wenden die Konstruktion nun auf das Tensorprodukt an.
Sei C := Vek,iJr2 die Kategorie deren Objekte Vektorrdume oder Paare von Vektorrdume sind
(disjunkte Vereinigung). Nach der Antwort von Frage miissen wir nur Vektorraumhomo-
morphismen und bilineare Abbildungen als Morphismen zulassen, aber wir wéihlen hier grofiere
Morphismenmengen. Die Morphismen von A nach B mit A, B € Vek,?r2 seien dabei (ohne Ver-
tauschung der Faktoren des Quell- oder Zielobjekts) durch Produkte multilinearer Abbildungen
in ein Teilprodukt von B gegeben, also:

e Vektorraumhomomorphismen, wenn A, B € Ob(Veky,)
e bilineare Abbildungen, wenn A € Ob(Vek3), B € Ob(Veky,)

e einen Vektorraumhomomorphismus A — X x {0} € B oder A — {0} x Y C B, wenn
A€ Ob(Veky), B=X xY € Ob(Vek?)

e und falls A, B € Ob(Vek}), sagen wir A=V x W, B= X x Y, dann ist ein Morphismus
gegeben durch

das Produkt von zwei Vektorraumhomomorphismen ¢ : V — X und ¢ : W — Y
eine bilineare Abbildung A — X x {0} C B
oder eine bilineare Abbildung A — {0} xY C B

(Man kann hier auch Vertauschung der Faktoren zulassen und man héitte dementsprechend im
letzten Unterpunkt dann auch die Moglichkeit ,,das Produkt von zwei Vektorraumhomomorphis-
men ¢ : V — Y und ¢ : W — X“ Wir wollen jedoch eine Kategorie beschreiben, zu der eine
Identifizierungsprojektion (sieche Kapitel 3) existiert und in dem Fall sind diese Morphismen hin-
derlich, da sie zusétzliche Isomorphismen erzeugen, wenn die Dimensionen der Faktoren gleich
sind.)

Die Hintereinanderausfithrung ist dabei wie bei Funktionen und man priift leicht nach, dass man
in der Kategorie bleibt (siche unten). Nun erhélt man von V x W zu dem Inklusionsfunktor
F : Veky, — C das Tensorprodukt (V ® W, ®) als universellen Morphismus.

Man kann fiir C auch beliebige Produkte von Vektorrdumen verwenden und wieder Produkte mul-
tilinearer Abbildungen in einen Faktor des Bildprodukts als Morphismen. Dann erhélt man das
Tensorprodukt mit beliebig vielen Vektorrdumen als universellen Morphismus.

[Nachweis fiir die Abgeschlossenheit der Hintereinanderausfithrung: Seien zwei solche Produkte
multilinearer Abbildungen ¢ : [[,c; Us — [[;c; Vj und ¢ : [[;c; Vi = [lpex Wi gegeben.

Es reicht fiir den Fall K = {k} zu zeigen, dass v o ¢ multilinear ist, da der allgemeine Fall durch
Produktbildung tiber k € K folgt (man betrachte nur U; und V; die nach W}, abbilden).

Seien dazu ig € I, u; = 4; = 1; € U; fiir 4 7& 19,1 € 1, uio,ﬂio € Uio und ﬂio = uio+ﬂio. Sei jo € J
derart, dass Vj, das Bild von der multilinearen Abbildung ¢y des Produkts ¢ sei, fiir welche Uj,
ein Faktor des Definitionsraums ist. Dann unterscheiden sich ¢((w;)icr), ¢((@;)icr) und ¢((4;)ier)
nur fiir den Index jo und es gilt ¢((w;)icr)jo +((@i)icr)jo = ¢((4s)ier);, wegen der Multilinearitét
von ¢g. Die Multilinearitdt von v zeigt nun, dass die additive Bedingung der Multilinearitdt von
1 o ¢ gilt. Die Bedingung fiir die Multiplikation mit Skalaren funktioniert analog.]

Beispiel 2.17. Sei D eine Kategorie zu der Produkte existieren. Wir definieren eine Kategorie
C, welche als Objekte die Objekte von D und die Objekte von D x D besitzt. Dabei seien die
Morphismen nun Tupel von Morphismen aus D von Faktoren des Quellobjekts zu Faktoren des
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Zielobjekts, wobei jeder Faktor des Zielobjekts genau einmal getroffen wird. Genauer sind die
Morphismen bestimmt durch (Nach der Antwort von Frage miissten wir nur die Morphismen
aus den ersten beiden Unterpunkten zulassen. Man kann auch weniger Morphismen als aufgefiihrt
zulassen, um zum Beispiel die Unterkategorie D x D zu haben.):

e einen Morphismus A — B, wenn A, B € Ob(D)
e ein Paar von Morphismen A — X, A — Y, wenn A € Ob(D), B= X x Y € Ob(D?)
e einen Morphismus X — B oder Y — B, wenn A = X x Y € Ob(D?), B € Ob(D)

e und falls A, B € Ob(D?), sagen wir A = V x W, B = X x Y, dann ist ein Morphismus
gegeben durch

ein Paar von Morphismen V — X,V =Y
ein Paar von Morphismen V — X, W — Y
ein Paar von Morphismen V - Y, W — X
oder ein Paar von Morphismen W — X, W — Y

Nun erhalten wir wieder universelle Morphismen zu dem Inklusionsfunktor und damit eine alter-
native Beschreibung des Produkts. Die Vorgehensweise ldsst sich in analoger Weise auf beliebig
viele Faktoren verallgemeinern.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der Begriff der Aquivalenz von Kategorien.

Bemerkung/Definition 2.18. Eine Aquivalenz von Kategorien kann sowohl als ein Funktor
F : C — D aufgefasst werden, zu dem ein Funktor G : D — C und zwei natiirliche Isomorphismen
7¢ : GF — ide,mp : FG — idp existieren, als auch als Quadrupel (F, G, ¢, 7p). Wir wollen im
ersten Fall von einer schwachen Aquivalenz und im zweiten Fall von einer starken Aquivalenz reden.
Natiirlich macht dies nur dann einen wesentlichen Unterschied, wenn wir von speziestheoretischen

formalisierten Objekten sprechen.

Die schwachen Aquivalenzen von Kategorien koénnen folgendermafen charakterisiert werden
(es gilt auch die Umkehrung des folgenden Satzes). Die weiteren Aussagen dieses Abschnitts sind
elementare Aussagen der Kategorientheorie und werden selbststéandig bewiesen.

Satz 2.19. Sind C, D Kategorien und F C — D ein Funktor, welcher volltreu und wesentlich
surjektiv ist, dann ist F' eine schwache Aquivalenz von Kategorien.

Beweis. Sei A ein Objekt von D. Dann existiert, da F wesentlich surjektiv ist, ein A € Ob(C) mit
F(A) = A. Seien nun A, B € Ob(D) und A, B € Ob(C) mit Isomorphismen ¢, : F(A) — A und
OB : F(B) — B sowie einem Morphismus « : A — B gegeben. Da F volltreu ist, gibt es genau ein
&:A— Bmit F(a) = ¢5'apa.

Zur Definition eines Funktors G : D — C wihle man mit dem Auswahlaxiom eine Funktion,
welche zu jedem Objekt A von D ein Objekt A € Ob(C) zusammen mit einem Isomorphismus
o4 F(fl) — A zuordnet. Nun ordne G auf den Objekten dem A das A zu und auf den Morphismen
jedem o« : A — B das wie oben definierte &. Aus der Eindeutigkeit der Zuordnung und der
Funktorialitdt von F' folgt die Funktorialitit von G.

FA) 29 pa) L9 e

J{QﬁA J{¢B Jfﬁc
B—" ¢

A a

Der natiirliche Isomorphismus FFG — idp ergibt sich aus den Isomorphismen ¢4 und der na-
tiirliche Isomorphismus GF — idc aus den eindeutigen Isomorphismen ¢p : GF(D) — D mit
F(¢p) = ¢pp) fiir D € Ob(C). Man betrachte dazu die folgenden Diagramme, wobei das dritte
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aus dem zweiten Diagramm durch Anwendung von F' entsteht. Da F' volltreu ist, folgt aus der
Kommutativitét des dritten Diagramms die Kommutativitit des zweiten Diagramms.

F(G(4) 29 FaB)) ar(D) Y% qr(E) FGF(D) SR par(E)
LﬁA J{¢B lwp le J{d’F(D) l‘z’F(E)
A2 .p p—"2 L D) P F(E)

O

Bemerkung 2.20. In dem Beweis ist die gleichzeitige Auswahl der Bildobjekte notwendig, um
die Funktion auf den Objekten hinschreiben zu kénnen. Die Zuordnung des 5 in Abhéngigkeit von
« ist zwar eindeutig, aber nur nach Wahl von ¢ und 1. Deswegen miissen auch die universellen
Morphismen gleichzeitig gewéhlt werden. Das Auswahlaxiom ist demnach notwendig.

Wir wollen nun zeigen, dass die Existenz universeller Morphismen unter Aquivalenzen von
Kategorien erhalten bleibt. Dafiir wollen wir zunéchst einen Begriff definieren, welcher natiirliche
Isomorphismen in einem Spezialfall beschreibt.

Definition 2.21. Seien C, D, € Kategorien, X € Ob(C),Y € Ob(D) und F, : € - C, Fo : E - D
Funktoren. Sei fiir jedes Z € £ eine Bijektion ¢z : More(X, F1(Z)) = Morp (Y, F2(Z)) gegeben.
Wir nennen die Bijektionen natiirlich, wenn diese Bijektionen einen natiirlichen Isomorphismus
der Funktoren More (X, Fi(_)) und Morp(Y, Fo(_)) definieren.

Dies bedeutet, dass fiir alle Morphismen f; : X — F;(Z;) und alle Morphismen g : Z; — Z5
(Z1,Z3 € &) die Beziehung Fz(g) o ¢z, (f1) = ¢z,(f2) mit f2 = Fl(g) o f1 gilt.

More(X,F1(Z1)) 9% More(X, F\(2s)) Fi(Z)) 7)) 29 py(2,)

|#= 2 al / o2, (flﬁ /
Morp(Y, Fa(Z)) 9% Morp(Y, Fa(22)) Fi(g)oh 2(f2)

Bemerkung 2.22. Seien die Voraussetzungen wie in der Definition. Ist F': 5 — &£ ein Funktor,
so definieren die Bijektionen ¢z ) : More(X, F\(F(Z))) = Morp(Y, Fy(F(Z))) fiir Z € Ob(&')

natiirliche Bijektionen zu [ F' und F>F. Man betrachte dazu Z1,Z € Ob(é') und g : Zy — Z
und setze g := F(§), Z1 := F(Z1) und Zy := F(Z5).

F(g)) F2(F

w\/ w\/

FI(F(Q of1 ¢F(22) f2

Wir weisen nun eine enge Beziehung zwischen natiirlichen Bijektionen und universellen Mor-
phismen nach. In [McI][S.60] wird dies unter dem Begriff der représentierbaren Funktoren fiir
universelle Elemente nachgewiesen.

Aussage 2.23. Seien C, D Kategorien und F : D — C ein Funktor. Sind nun fir A € Ob(C),
U € Ob(C) natiirliche Bijektionen ¢z : Morp(U, Z) — Morc(A, F(Z)) fir Z € Ob(C) gegeben, so
ist (U, ¢y (idy)) ein universeller Morphismus von A nach F.

Ist (U, u) ein universeller Morphismus von A nach F, so sind ¢z : Morp(U, Z) — Morc(A, F(Z))
mit g — F(g) ou fiir Z € Ob(C) natiirliche Bijektionen.

Beweis. Seien zunéchst die natiirlichen Bijektionen ¢z gegeben. Sei f € Morc(A, F(Z)). Dann
gilt wegen der Natiirlichkeit F'(g) o ¢y (idy) = f genau dann, wenn ¢,'(f) = g.

v—2 .z FUy —"9 s Bz
id(}T / ¢U(idU)T \_/\
U ¢71 () A f
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Also gibt es genau ein g, welches F(g) o ¢y (idy) = f erfiillt und damit ist (U, ¢y (idy)) ein uni-
verseller Morphismus.

Sei nun (U,u) ein universeller Morphismus von A nach F. Nach der Definition von universel-
len Morphismen sind ¢z Bijektionen. Die Natiirlichkeit besagt nun, dass das zweite Diagramm
kommutieren muss.

Z1 —> Zg 1 L F Zg
T / F(h)oﬁ \—/
fai=gof1 (fg)ou
Dies folgt aus der Funktorialitit von f: F(g) o F(fi)ou= F(go fi)ou=F(f2)ou O

Um nachweisen zu kénnen, dass universelle Morphismen unter Aquivalenzen von Kategorien
erhalten bleiben, bendtigen wir einige Lemmata.

Lemma 2.24. Seien C, C zwei Kategorien und F¢ : C — C eine Aquivalenz von Kategorien mittels
Fs : C — C und den natiirlichen Isomorphismen ¢ : FgFe — Idc und 75 : FeFz — Idz. Sind
A, B Objekte von C, so haben wir eine Bijektion

MO’I“c(A, B) = MO’I“C"(Fc(A), Fc(B)),

welche natiirlich in B ist. Entsprechende Bijektionen existieren dann entsprechend fiir Objekte von
C und den Funktor Fj.

Beweis. Mittels Vor- und Nachschalten der Isomorphismen 7¢(A4) und 7¢(B) sehen wir, dass die
Hintereinanderausfithrung

More(A, B) £ Mors(Fe(A), Fe(B)) ~% More(Fg o Fe(A), Fs o Fe(B))
eine Bijektion ist. Demnach ist die Abbildung
Morc(A, B) 2% Mors(Fe(A), Fe(B))

injektiv.
Entsprechend ist auch die Hintereinanderausfithrung

Mors(Fe(A), Fe(B)) -5 More(FaoFe(A), FgoFe(B)) 2% More(FeoFsoFe(A), FeoFsoFe(B))

da 75(F¢(A)) und 75(F¢(B)) Isomorphismen sind eine Bijektion. Wir erhalten die Surjektivitét
von
More(Fg o Fe(A), Fs 0 Fo(B)) -5 More(Fe o F o Fe(A), Fe o Fs o Fo(B)).

Schalten wir die Bijektion
Morc(A, B) = More(Fg o Fe(A), Fs o Fe(B))
vor und die Bijektion
More(Fg o Fgo Fe(A), Fe o Fgo Fe(B)) = Mors(Fe(A), Fe(B))
nach, so erhalten wir die Surjektivitat von

Morc(A, B) 2% Mors(Fz(A), Fo(B))
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und damit die Bijektivitét.
Die Natiirlichkeit entspricht der Kommutativitéit des folgenden Diagramms fiir beliebige Morphis-
men f: By — Bs.

Morc(A, By) oo Morc(A, Bs)
a—F¢ (a)l J{ou—)Fc ()
ar— F oa
Morec(Fe(A), Fo(By)) 2" More(Fe(A), Fe(By))

Dies folgt aus der Funktorialitit von Fg: Fe(f) o Fe(a) = Fe(f o @) fiir @ € More(A, By). O

Lemma 2.25. Seien C,D,E Kategorien, X € Ob(C) und Fy : D - &, Fo,: D =&, F: & —C
Funktoren sowie T : Fy — Fy ein natirlicher Isomorphismus, dann ist

F(r(Z))s : More(X,Fo F1(Z)) = Morc(X,F o Fs(Z)),a— F(7(Z)) o«
eine natirliche Bijektion.

Beweis. Die Abbildung ist eine Bijektion, da F'(7(Z)) ein Isomorphismus ist. Die Natiirlichkeit
entspricht der Aussage, dass fiir jeden Morphismus f : Z — Z fiir Z, Z € D das folgende Diagramm
kommutiert.

a—F(F1(f))oa ~

More(X,F o F1(2)) More(X,F o Fy(Z))

aHF(T(Z))OaJ J{ou—)F('r(Z))oa

More(X, F o Fy(7)) —22 @0y (X, F o Fy(2))

Dies bedeutet, dass F(7(Z))o F(F1(f)) = F(F»(f)) o F(7(Z)) gelten muss. Dies ist F angewandt
auf die Natiirlichkeit von 7. O

Lemma 2.26. Seien C,D Kategorien, X,Y € Ob(C), g € Morc(X,Y) ein Isomorphismus und
F :D — C ein Funktor. Dann ist

9" Morc(X,F(Z)) = Morc(Y,F(Z)),a— aog
eine natirliche Bijektion.

Beweis. Die Abbildung ist eine Bijektion, da g ein Isomorphismus ist. Die Natiirlichkeit ent-
spricht der Aussage, dass fiir jeden Morphismus f : Z — Z fiir Z, Z € D das folgende Diagramm
kommutiert.

More(X, F(Z)) 22E9° pore(X, F(2))

a»—)aogl lm—)aog

More (Y, F(2)) <20 More(Y, F(2))
Dies folgt aus der Assoziativitét: F'(f) o (cog) = (F(f)oa)og. O
Wir kénnen nun den Satz beweisen.

Satz 2.27. Seien C,C, D, D Kategorien und Fe : C — C, Fp : D — D Aquivalenzen von Kategorien
mittels Fs : C — C, Fy: D — D und den natiirlichen Isomorphismen ¢ : FgFe — Ide und
76 Felg — Ids, Tp : FgFp — Idp und 75 : FpFg — Idy. Weiter seien Funktoren F': D — C,
F : D — C und ein natiirlicher Isomorphismus 7 : F'oFz — Fso F gegeben. Dann gilt: Existieren
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zu den Objekten in C universelle Morphismen beziglich F, so existieren zu den Objekten in C
universelle Morphismen beziglich F.

\djl
(Y

D

Beweis. Sei A € Ob(C) und Z € Ob(D), sowie (UFC(A)JIFC(A)) ein universeller Morphismus von
F¢(A) nach F. Wir haben nun Bijektionen
MOTD(Fﬁ(UFQ(A)), Z)
= MO""D(F{)(UFC(Az), Fpo Fp(Z))
= MO?“@(I?D o F’f)(UFc(A))7 Fpo Fﬁ o FD(Z))
(

1) mittels (7p(Z2)7"),
2) mittels Fp (s1eheund

3) mittels TD(UFC(A)) und 75(Fp(Z))«

&= Morp(Ure(ay, Fp(2)) 4) mittels universeller Eigenschaft (siehe b
= Morg
& Morc(Fg o Fe(A),Fgo FoFp(Z)) 6) mittels TC(A)

7
8) mittels F(rp(Z

B

(1)

(2)

(3)

(4)
Fe(4), FOFD(Z)) (5) mittels Fz (swheund
Fs (6)

(7)

(8)

(
(
~ Morc(A Fs oFoFD(Z)) ittels (7’( p(Z))~ )*
>~ More(A, FoF o F