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Zusammenfassung

Zur Bestimmung singulérer Punkte eines bestimmten Typs muss eine zuge-
horige reduzierte Funktion und deren Ableitungen bestimmte Bedingungen
erfiillen. Dabei ist diese reduzierte Funktion implizit durch ein nichtlineares
Gleichungssystem definiert. Man erhalt letztendlich ein minimal erweitertes
System, das auch Ableitungen der reduzierten Funktion enthélt, und den
singuldren Punkt als reguldre Losung besitzt.

In der vorliegenden Arbeit wird die Technik des automatischen Differenzie-
rens fiir die Vorwartsmethode dargestellt, insbesondere wird die Differentia-
tion iterativer Verfahren untersucht. Es wird ein Uberblick iiber die Theorie
von singuldren Punkten gegeben und das Erkennungsproblem definiert. Ein
zweistufiges Verfahren zur Bestimmung singuldrer Punkte wird auf Basis der
Vorwértsmethode und des Newton-Verfahrens beschrieben und wurde an ver-
schiedenen Typen von singularen Punkten getestet.



Notationen

Im Rahmen dieser Arbeit werden Funktionen haufig nur in einer beliebig
kleinen Umgebung eines Punktes betrachtet, beispielsweise beim Definiti-
onsbereich impliziter Funktionen oder bei der Kontaktaquivalenz reduzierter
Funktionen. In diesen Féllen handelt es sich vielmehr um Funktionenkeime
als um Funktionen und beide Begriffe werden synonym verwendet. Insbeson-
dere bei der Angabe von Definitionsbereichen wird die Angabe einer Umge-
bung des Ofteren zugunsten der Dimensionsangabe der Argumente geopfert.

Liste verwendeter Symbole

Im Folgendem seien f : R" — R™ z +— f(x), und ¢ : R* x R™ —
R!, (x,y) — g(x,y), geniigend regulire Funktionen und M € R™™ eine
Matrix.

Symbol Beschreibung

Gleichheit von Funktionen auf dem gesamten Defini-
tionsbereich oder in einer Umgebung

c* Menge der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen,
ke NU{oco}
ofr of1
oz CTt Oz
_ (of ar \ _ | - .
of —(Z )= )
Ofm Ofm
ox1 T Oy

Jacobi-Matrix von f



Symbol

Beschreibung

Gz = 09

J=<i

OPS(f)

ﬂIR%Mb,l

CPSy;

= <£Egl e ;i), Jacobi-Matrix von g beziiglich

der Variablen z

_ <.8if )
dxyl---9zin \i|:k7
Ableitungstensor k-ter Ordnung von f

={y: ||z —y|l < o}, Ball um = mit Radius p

= {y : El(xi)ieN C M mit lim; . x; = y}’
Abschluss der Menge M

Abhéngigkeitsbeziehung, beschreibt die Menge aller
Variablen mit Index j, die in direkter Weise zur Be-
rechnung der Variable mit Index ¢ benotigt werden

Anzahl der FlieSkommaoperationen, die zur Berech-
nung von f durchgefiihrt werden miissen

1, i1=j
= J , Kroneckersymbol
0, sonst

Menge der Maschinenzahlen zur Basis b mit Mantis-
senlange [

Rundung in My

=min{r € M, : fi(1 +z) > 1},

Maschinenepsilon in M
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Symbol

Beschreibung

1d, 1d,,

n

f(x) = O(g(x))

fur z — xg
ker M
im M

rang M

(nxn) Einheitsmatrix, Dimension wird in eindeutigen
Fallen weggelassen

i-te Spalte der (n x n) Einheitsmatrix

f(=)

g(z)
Landau’sche Grof3-O-Notation

<= limsup,_,,, < 00, g € RU {0},

= {2 : Mz = 0}, Kern oder Nullraum von M
= {y : y = Mz}, Bildraum von M

Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen oder Spalten
von M

Kontaktaquivalenz der Funktionen f und g
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Kapitel 1

Automatisches Differenzieren

1.1 Einleitung

Um Ableitungswerte einer Funktion f : R®™ — R™ numerisch zu bestimmen,
kann man Ableitungen eines Interpolationspolynoms p verwenden. In der
Praxis fithrt dies haufig zur Anwendung einfacher Formeln wie

oder

O f(z) ~ flx+ hel)th(x he;)
mit einer Schrittweite h > 0. Dies kann durchaus die einzige Moglichkeit
zur Berechnung von Approximationen an die Ableitung sein, etwa wenn die
Funktionswerte gar nicht durch ein Computerprogramm, sondern durch phy-
sikalische Messungen gegeben werden. Allerdings treten dabei grofie Fehler
auf, denn einerseits gibt es starke Ausloschungseffekte, wenn A klein ist und
damit die Funktionswerte nah beieinander liegen, andererseits nimmt der Dis-
kretisierungsfehler zu, wenn h grof ist. Als Faustregel gilt: Etwa die Hélfte der
Mantisse wird durch Ausléschung zugunsten des Diskretisierungsfehlers ge-
opfert. Bei hoheren Ableitungen verstérkt sich dieses Problem, insbesondere
konnen hohere Ableitungen nicht rekursiv mit der gleichen Formel berechnet
werden, sondern es sind spezielle Formeln notig.

(1.2)

Abbildung 1.1 zeigt die Abhéngigkeit des Fehlers von der gewéhlten Schritt-
weite, aber wie Abbildung 1.2 zeigt, hangt der Fehler auch von der Beschaf-
fenheit der Funktion an der zu differenzierenden Stelle ab.
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Abbildung 1.1: Absoluter Fehler pro Diskretisierungsschrittweite bei Approxi-
mation der Ableitung von sin(z) an der Stelle z = 0.5 mittels
Vorwartsdifferenzenquotient und zentralem Differenzenquotient.
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Abbildung 1.2: Das Beispiel f(z) = sin(z) * exp(z) zeigt, dass die Wahl der
optimalen Schrittweite stark von der Kriimmung der Funktion
an der entsprechenden Stelle abhéngt. Dabei wurde der zentrale
Differenzenquotient (1.2) verwendet.

Werden raffiniertere Techniken angewendet, etwa Ridders Methode (siehe
z.B. [PTVF92, p. 188f]), nimmt die Anzahl der Funktionsauswertungen deut-
lich zu und es werden immer noch starke Annahmen iiber das Wachstumsver-
halten der Funktion getroffen und wir erhalten wieder nur erste Ableitungen.

Falls die Funktion durch eine analytische Vorschrift gegeben ist, kann man
auch symbolisches Differenzieren verwenden, um explizite Formeln fiir die
Ableitungen zu bestimmen. Dieser Ansatz ist aber sehr aufwéndig und re-
lativ fehleranféllig, falls er von Hand durchgefiihrt wird. Wird er durch ein
Computeralgebrasystem erledigt, kann die Komplexitat der resultierenden
Ausdriicke besonders bei hoheren Ableitungen beziiglich einer groffen Anzahl
an Variablen erhebliche Probleme fiir die Laufzeiteffizienz nach sich ziehen.



Abhilfe fir diese Probleme schafft das Automatische (auch Algorithmische)
Differenzieren, im Folgenden kurz AD genannt. Dies ist eine Methode, um
ein Computerprogramm zur Berechnung einer Funktion durch wiederholtes
Anwenden der Kettenregel

T BNt (o) = glhi)) (1.3)
in eines zu transformieren, das auch Ableitungswerte jener Funktion liefert.
Im Gegensatz zu algebraischen Systemen, die mit symbolischer Differentia-
tion arbeiten, wird beim AD die Kettenregel allerdings nicht auf symbo-
lische Ausdriicke, sondern auf numerische Werte angewendet. Da die Ab-
leitungen der Elementaroperationen bekannt sind, miissen diese nicht mit
Hilfe einer Naherungsformel berechnet werden und die oben beschriebenen
Ausloschungseffekte treten nicht auf. Stattdessen unterliegt eine mittels AD
berechnete Ableitung im Wesentlichen den gleichen Rundungsfehlern wie die
Ausgangsfunktion.

Fiir das Automatische Differenzieren gibt es zwei Techniken: Die Vorwérts-
methode, bei der die Ableitungen mit einer Art erweiterter Variablen zusam-
men mit dem Funktionswert berechnet werden, und die Riickwartsmethode,
bei der die Berechnung der Ableitungen entgegen der Berechnungsfolge der
Funktionswerte mit Hilfe von sogenannten Adjungierten erfolgt.

Die Implementation der Vorwartsmethode stellt sich unkompliziert dar, denn
die Kettenregel wird hier einfach von rechts nach links durchlaufen, also in
(1.3) erst 2 und dann % berechnet.

Bei der Riickwértsmethode erfolgt die Berechnung dagegen in umgekehrter
Reihenfolge. Sie erfordert deutlich weniger Rechenaufwand, wenn die Anzahl
der Funktionswerte klein gegentiber der Anzahl der Veranderlichen ist, be-
notigt dafiir allerdings mehr Speicherplatz. Dies ist das sogenannte cheap
gradient principle [GWO08, 3.3], das besagt, dass die Anzahl der bendtigten
Operationen zur Berechnung des Gradienten einer skalaren Funktion mit der
Rickwartsmethode unabhéngig von der Anzahl der Veranderlichen durch das
4-fache der Anzahl der Operationen der Ausgangsfunktion beschréankt ist.

Ist jedoch die Anzahl der Variablen klein, stellt die Vorwértsmethode die
bessere Wahl dar. Beide Methoden ergénzen sich also und es ist vom kon-
kreten Problem abhéngig, welche - oder im Fall hoherer Ableitungen, welche
Kombination - verwendet werden sollte.

Vom technischen Standpunkt aus gesehen gibt es zwei mogliche Implemen-
tationswege: Quellcodetransformation und iiberladene Operatoren. Bei der



Quellcodetransformation wird zum Beispiel durch Anmerkungen an den Pro-
grammcode die zu differenzierende Stelle markiert und ein externes Pro-
gramm erzeugt den Quellcode zur Berechnung der Ableitung. Wahrend hier-
bei sehr effizienter Quellcode fir die Berechnung der Ableitungen erzeugt
werden kann, der auch von den durch Compiler angewendeten Optimierun-
gen profitiert, besteht aber auch die Gefahr, dass bei sehr komplexen Aus-
gangsfunktionen der zusétzlich erzeugte Code den Compiler vor Probleme
stellt.

Die dieser Arbeit beiliegende Referenzimplementation deriv nutzt die Me-
thode der iiberladenen Operatoren.

Uberladene Operatoren basieren auf einer Technik, die es erlaubt, die Bedeu-
tung von Operatoren und Funktionen einer Programmiersprache auf benut-
zerdefinierte Typen zu erweitern. Dabei wird entweder der Berechnungsweg
aufgezeichnet und spéater durchlaufen, um die Ableitungswerte zu ermitteln,
oder die Ableitungen werden direkt mitgerechnet. Der Benutzer verwendet
dann statt des tublichen FlieSkommadatentyps die vom AD bereitgestellte
Klasse. Der eigentliche Code zur Berechnung der Funktion muss nicht oder
nur geringfiigig verandert werden.

Wiéhrend die Technik der iiberladenen Operatoren die Messlatte an die Pro-
grammiersprache etwas hoher legt und somit nicht auf C oder éltere Versio-
nen von Fortran anwendbar ist, kann man hier mit Quellcodetransformatio-
nen Erfolg haben. Andererseits ist zum Einlesen und zur Analyse der Pro-
gramme vor der Transformation ein erheblicher Aufwand notig, insbesondere
bei verschiedenen Standards (z.B. Fortran 66/77/90/95/2003/2008), bei de-
nen sich mitunter die Struktur des Quellcodes stark unterscheidet. Bedenkt
man auflerdem, dass eine komplexe numerische Berechnung Teilschritte in
Funktionen oder Objekte kapselt, ist es leicht ersichtlich, dass bei der Im-
plementation mittels tiberladenen Operatoren wesentlich weniger technische
Details eine Hiirde darstellen.

Im Folgenden werden zunéchst die Grundbestandteile des AD formalisiert.
Anschliefend wird die Vorwéartsmethode eingefiihrt.

Definition 1.1. Sei f : X — Y, X C R*", Y C R™. Ein zu f gehoriger
Algorithmus st eine endliche Zerlequng von f entsprechend

f=diop10--0¢
mit (bi:Xifl —>Xi, Xz C R™ fdrizO,...,l, und XO :X, Xl =Y. Dabei

hat jede Komponente von ¢;(z;), i = 1,...,1, mit x; = (z;1,...,%in,)T € X;



die Form

+z, mit k€ {1,...,n;}
(¢Z($Z))] = j:(xi,kroxi,m) mit k’me {1a"'7ni}7 o€ {+7_)'7/}
+f(xix) mit k € {1,...,n;}, f Standardfunktion

jzl,...7ni+1.

Beim AD wird ausgenutzt, dass eine Implementation eines Algorithmus im-
mer aus einer Folge von Zuweisungen eines durch Elementaroperationen er-
zeugten Zwischenergebnisses besteht. Eine mogliche Formalisierung dieses
Sachverhaltes gibt folgende Definition, siehe auch [GWO08, p. 19, Table 2.2].

Definition 1.2. Ein Computerprogramm zur Auswertung einer Funktion
f :R* — R™ an einer Stelle x € R"™ ist eine Folge von Anweisungen der
Form

Vien = T4, 1=1,...,n
V; = 9i(”j)j<i7 1= 1, “ee ,l (14)
Ym—i = Vl—i, t=m-—1,...,0,

wobei die 0; Elementaroperationen seien. Dabei bedeute die Notation j < 1,
dass v; direkt von v; abhdingt. Bei der Berechnung von v; kann insbesonde-
re eine beliebige Anzahl von Variablen v; mit j < i herangezogen werden,
tblicherweise ist diese Anzahl allerdings nicht gréfier als zwei. Dabei heif$t
1 < 1, dass die Berechnung iterativ erfolgt. Ein derartiger Berechnungsschritt
ist zwar in Definition 1.1 nicht vorgesehen, ist aber zur Berechnung der Ab-
leitungen impliziter Funktionen unabdingbar. Dieses Thema wird in Kapitel
2 ausfihrlich diskutiert.

Bemerkung 1.3. Entscheidend bei obiger Definition ist die Wahl der Ele-
mentaroperationen. Die Initialisierung mit einer Konstante, Addition, Mul-
tiplikation und der Vorzeichenwechsel sind in jedem Fall notwendig. Dar-
aus konnen theoretisch alle anderen Operationen durch Polynomauswertun-
gen und Nachschlageoperationen (table look-up) gewonnen werden. In vielen
Programmiersprachen stehen auch komplexere Funktionen, z.B. die trigono-
metrischen Funktionen und ihre Inversen, als Standardfunktionen zur Verfi-
gung. Da deren Ableitungen bekannt sind, ist es sinnvoll diese Funktionen den
Elementaroperationen zuzurechnen. Tabelle 1.1 zeigt eine mégliche Auswahl.

In der dieser Arbeit beiliegenden Referenzimplementation werden folgende
Elementaroperationen zur Verfigung gestellt:

tu, utv, u-v, %, exp(u), log(u), v?, Vu, uf, u’
sin(u), cos(u), tan(u), arcsin(u), arccos(u), arctan(u),

b}



wobet u, v Variablen oder Konstanten bezeichnen und k € 7.

0, sonst (u>0)7u:v

Essentiell Optional Vektor
U+ v, uxv, u—v, 2 k=1 Uk Uk,
—u, ¢, %, c*u, ctu, > by CkUk
Glatt exp(u), log(u), u®,
sin(u), cos(u), arcsin(u), tan(u),
lul¢, ¢ >1
|ul, max (u, v), maxy(|ug|),
Lipschitz | [ju,v]] min(u, v) Soroq ukl,
\/ Sho1 UR
L, u>0 s
Allgemein | heav(u) = { “= sign(u),

Tabelle 1.1:

Elementare Operatoren und Funktionen nach Griewank [GW08, Ta-
ble 2.3]. Dabei sind u, v, u und v Variablen, ¢ und ¢, Konstanten,
sowie n und k natiirliche Zahlen.

Die Spalte Optional zahlt Operationen auf, die auch durch Hinter-
einanderausfithrung der essentiellen Funktionen gewonnen werden
konnten, deren Ableitung aber bekannt und als analytischer Aus-
druck darstellbar ist. Sie tauchen in einer Vielzahl von Program-
miersprachen als Standardfunktionen auf und sind deshalb eigent-
lich unentbehrlich.

In der Spalte Vektor finden sich Operationen, die innerhalb von Bi-
bliotheken zur Linearen Algebra den Status von Elementaroperatio-
nen einnehmen wiirden und daher von einer direkten Unterstiitzung
durch AD Software profitieren kénnen.

Die Zeilen Lipschitz und Allgemein enthalten Operationen mit nicht
differenzierbaren Stellen, die dennoch fast {berall differenzierbar
und fiir die Implementation komplexerer Algorithmen unabdinglich
sind.

In dieser Definition wird die Anwendung von Verzweigungen bei der Be-
rechnung einer Funktion vernachléssigt. Wird beispielsweise der Absolutwert
eines Ausdrucks benétigt, erfolgt dies tiblicherweise in der Form

if(x >= 0.0)
return X;

else

return -Xx;



Dabei ist jeder Teil der Verzweigung stetig differenzierbar, nur der Grenzfall
x = 0.0 ist problematisch. Dieses Beispiel ist exemplarisch fiir alle nicht
differenzierbaren Stellen, die ein Computerprogramm aufweisen kann. [BF94]
behandelt das Problem stiickweise definierter Funktionen im Zusammenhang
mit AD ausfiithrlich und liefert folgendes Resultat fiir C'-Funktionen f, die
stiickweise durch C!'-Funktionen r; definiert werden :

Ist f : R — R stiickweise definiert aufD; C U; C R durchr; : U; - R, i € Z,
dann gilt Of (x) = Ory(x), falls x € Uy und es gibt eine Folge x,, € Dy mit
Ty —> T.

Im Beispiel des Absolutbetrags ist dieses Resultat nicht anwendbar, da die
Funktion selbst nicht stetig differenzierbar ist. Das A D liefert selbst in diesem
Fall an den kritischen Punkten noch Richtungsableitungen oder kann mit
einem Fehlerzustand reagieren.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass abgesehen von Zuweisungen der Form
Vi = 9i<vj)j<i mit ¢ € {] j < Z}

alle Teile eines Computerprogramms fast tiberall analytisch sind. Es wird
sich zeigen, dass auch diese Operationen unter einigen Vorausetzungen an
die Iterationsvorschrift #; geniigend regulér sind. Dies motiviert folgende An-
nahme.

Annahme 1.4. Die Elementaroperationen und -funktionen seien auf einer
offenen Teilmenge D C R™ d-mal stetig differenzierbar, 0 < d < oco.

1.2 Vorwartsmethode

Die Vorwartsmethode liefert in ihrer grundlegenden Form mit jedem Durch-
lauf eine Richtungsableitung 0f - a, a € R". Abweichend von dieser in der
Literatur iiblichen Formulierung wird im Folgenden eine spezielle Variante
etabliert, die stets die gesamte Jacobi-Matrix liefert.

Definition 1.5. Ausgehend von Definition 1.2 liefert die Vorwéartsmethode



ein Computerprogramm zur Auswertung der Jacobi-Matriz Of durch

(1.5)

Vi—n = T, )
. 1=1,...,n
Vi—n ke = Oik, k=1,....n }

v; = 0;(V;) =i,
@i,kzzbs,kavsei(vj)j<i, k::l,...,n Z:L...,l
§<1

m—i = Vl—i, )
.y .l t=m-—1,...,0
Ym—ik = Vi—ik, k=1,....n

Bemerkung 1.6.

(i)

(i)

(iii)

Allgemeiner kann mit obigen Algorithmus auch eine Richtungsableitung
in Richtung a € R™ berechnet werden, indem ¥;_,, = a; firi=1,...,n
gesetzt und der Index k tiberall weggelassen wird. Tatsdchlich ist dies
der AD-Literatur eingeschlagene Weg, die Jacobi-Matrix erhdlt man
dann durch wiederholtes Anwenden auf die Einheitsvektoren. Im Rah-
men dieser Arbeit wird aber immer die gesamte Jacobi-Matrixz bendtigt.

In der Beschreibung (1.5) erkennt man auch die mechanische Natur
der Vorwdrtsmethode. Die Ableitungen 8Uj6’i(vj)j<i der Elementarope-
rationen und -funktionen sind a-priori bekannt und maissen nur noch
mit der inneren Ableitung ¥; multipliziert und gegebenenfalls anschlie-
Bend aufsummiert werden. Die Umsetzung dieser Methode kann also
vollstindig durch eine Maschine geschehen.

Die bei der Implementation tubliche Praxis, Variablen mit neuen Werten
zu uberschreiben, spiegelt sich nicht in der Beschreibung (1.5) wieder.
Schlimmer noch, enthdlt das Programm zur Auswertung der Funktion
eine Anweisung der Form

v =0(v) oder v=~0(v,u),

wobet v einen vorher berechneten, aber nicht weiter bendtigten Wert
enthdlt, so ist der Wert der durch (1.5) gegebenen Variable ¥ fehler-
haft, da in der Auswertung 0,0(v) bzw. 0,0(v,u), 0,0(v,u) bereits der
neue Wert von v verwendet wird. Eine mdgliche Losung ist, die Aus-
wertung der Ableitung der Funktionsauswertung voranzustellen, was in
einigen Fdllen jedoch zusdtzliche Auswertungen des gleichen Ausdrucks
erfordert.



1.2.1 Aufwand und Fehlerabschatzung

Unter der Annahme, dass keine Variable v; von mehr als zwei anderen direkt
abhéingt, ist der Aufwand zur Berechnung der Jacobi-Matrix mit Hilfe von
(1.5) beschrénkt durch

OPS(1.5(0f) < (1+ 3n) OPS(f). (1.6)

Der Faktor 3 tritt im Fall der Multiplikation auf, fiir undre Funktionen ist
der Faktor nicht grofier als 2, bei der Addition/Subtraktion sogar nur 1.

Beispielsweise muss bei der Ableitung des Arkussinus zwar ein Quadrat, ei-
ne Wurzel, eine Subtraktion, eine Inverse und schliefSlich die Multiplikation
mit der inneren Ableitung berechnet werden, jedoch ist die Berechnung des
Arkussinus selbst mit hoher Wahrscheinlichkeit teurer als dies.

Im allgemeinen wird diese Schranke also deutlich unterschritten.

Zum Vergleich, die Kosten zur Auswertung von 0f mit dem einfachen Diffe-
renzenquotienten (1.1) sind gegeben durch

OPS(11)(8f) = OPS(f) + n(2m v OPS(f)).

Wird Ridders Methode verwendet, sind die Kosten bereits mindestens so grof3
wie beim AD.

Bei Berechnungen mittels FlieBkommazahlen ist die Genauigkeit beim AD
jedoch tiberragend. In (1.5) erkennt man, dass Ausloschungseffekte nicht auf-
treten konnen, sofern sie nicht bereits in der Berechnung von f selber auftre-
ten. Man sagt deshalb: Was gut fiir die Funktionswerte ist, ist auch gut fir
ihre Ableitungen ([GWO08, Rule 2, p. 20]). Die Berechnungsvorschrift fiir die
Ableitungen, die durch AD gegeben wird, entspricht der exakten Vorschrift
beziiglich im Bereich der Maschinengenauigkeit gestorten Elementarfunktio-
nen ([GWO08, Rule 3, p. 51]).

Definition 1.7 (Rundung). Eine Rundung ist eine Abbildung fl : R — M,
mil

=z Vo e My, (Projektion) (1.7)
filx) <fl(y) Vax,yeRmitz<y. (Monotonie) (1.8)

Definition 1.8. Eine Rundung fl : R — M,,; heifit optimal, falls
1
[ fl(x) — 2| < §b_l+1|x|.
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Die Grife eps,; = 50~ heifft Maschinenepsilon zur Basis b und Mantis-
senldnge (.

Bemerkung 1.9.

(i) Fir die nach Standard [IEE0S8] definierte Menge der doppelt genauen
Flieffkommazahlen,

53
M — { £ 2 | d € 0,1, dy =1, —1022 <7 < 1023} u{o}
k=1
C My 53

ist die kaufmdnnische Rundung eine optimale Rundung, wenn der Defi-
nitionsbereich von R auf [—21923,21923] eingeschrinkt wird. Dies bedeu-
tet im Wesentlichen nur, dass bei Uberliufen des Ezponenten Probleme
auftreten und mit einem Fehler zu rechnen ist.

(i1) Ist eine Rundung optimal, so existiert zu jedem x € R ein ¢ € R mit
fi(z) =x(1+¢), |e| < eps. (1.9)

Satz 1.10. (Fehlerabschitzung) Sei fl : R — M, eine optimale Rundung.
Dann liefert die Vorwdrtsmethode unter Beachtung der Rundung exakte Er-
gebnisse beziiglich tm Bereich der Maschinengenauigkeit eps gestorten FEle-
mentarfunktionen.

Beweis. (vergleiche [GWO08, p. 50f], dort nur fiir univariate Funktionen)
Wegen (1.9) wird angenommen, dass

171' = ﬂ(Ul) = (1 + 5i)9i(7§j)j<ia 1= 1, R ,l
und fir Cis(ﬁj)j-« = 8U59i(®j)j<i gllt
Cis(0j)j<i =1l (Cis(ﬁj>j-<i> = (14 €45)0,,0i(05)j<i; s <1,

wobei |g;| < eps > |g;| fur alle ¢ und s < i.
Wird nun (1.5) unter Beachtung der Rundung fl angewendet, ergibt sich fur

10



die gerundeten Werte @; , der Ableitungen 7; , im Sinne der Riickwértsanalyse

fip—f (z eis<@j>j<ias,k)

5<%

= (L o)™ 2 (G (87)0)

§<1

= (1 + 8'L'k,sum)niil Z(l + 8z'lcs,rnul)(l + 5is>cis<'ﬁj)j<i{}s,k

§<1
= Z(l + éz‘ks)cis(@j)j«f)s,k, k=1,...,n,

s<1

wobei n; = #{j : j < i} die Anzahl der Argumente von 6; bezeichne. Dabei
sind alle |€ix suml|, [€iks,mu| < eps und fir die €, gilt

(1 —eps)'™ <14 &is < (14 eps)ttm
und wegen eps < 1 folgt daraus
Eiks € O((1 + n;) eps).

Definiert man fir k=1,...,n

~ 1+5Z;€)v+(€z—5zk)@
05 (0:) i = (14,) 0, ( 3 )YJ 3V
i (v)5< ( €:) ( 1+ ¢ »

ist also

0% (0;) =i = (1 +&:)0; <

= (14 ¢;)0;(0;) <

1+ €igj + i — Eigj )
Yj
1 + 51 ]41

= U’i
und
d ~1 8 - 1 + éiks 2
Tmef@j)m = ;(1 + 5i)£9i<vj)j<i (H&) Us k
= (1 + Eks)Cis (D7) j<iUs
i
= Uik
fur alle i und £ =1,...,n. O

11



1.3 Hohere Ableitungen

Bei der Verallgemeinerung der in (1.5) beschriebenen Technik auf héhere Ab-
leitungen gibt es eine Reihe von Schwierigkeiten. Der naive Ansatz, die Glei-
chungen fiir die ersten Ableitungen der gleichen Methode zu unterwerfen, ist
zwar prinzipiell durchfithrbar, geht jedoch mit einem hohen Preis in Hinblick
auf die giinstigen Kosten des AD einher. Nach dem Satz von Schwarz iiber
die Vertauschbarkeit der zweiten Ableitungen ist es iiberfliissig, die Ableitung
Oz;; ] zu berechnen, wenn 0, ., f bereits bekannt ist. Dieser Sachverhalt gilt
umso mehr fiir héhere Ableitungen. Tatsichlich enthilt der mn* Eintrige
umfassende k-te Ableitungstensor nur

n+k—1 n-n+1)---(n+k—1) n*
m( k ) =m o A mey
verschiedene Eintrage (Anzahl der Kombinationen von k Elementen einer
n-elementigen Menge, wobei jedes Element beliebig oft vorkommen kann).
Grob gesagt kann der Aufwand durch Beachtung der Symmetrie fast um den
Faktor k! reduziert werden.

Das Ausnutzen der Symmetrie stellt jedoch hohe technische Anforderungen
an die Implementation. ADOL-C ([GJU96]) stellt zu diesem Zweck spezielle
Module zur Berechnung univariater Taylorentwicklungen bereit, mit deren
Hilfe die Symmetrie bei der Berechnung hoherer Ableitungstensoren ausge-
nutzt werden kann, siche [GUWO00].

12



Kapitel 2

Ableitung iterativer Verfahren

2.1 Einleitung

Nachdem im letzten Kapitel die automatische Differentiation geschlossener
Berechnungsvorschriften diskutiert wurde, wenden wir uns jetzt der Diffe-
rentiation iterativer Verfahren zu. Insbesondere zur Berechnung implizit de-
finierter Funktionen miissen iterative Verfahren verwendet werden. Um die
Bestimmungsgleichungen einer Singularitit aufzustellen, werden dariiber hin-
aus aber auch Ableitungen einer implizit definierten Funktion bendtigt. Die-
ses Kapitel beschreibt fiir eine Klasse von Fixpunktverfahren Techniken und
Konvergenzbedingungen, mit denen nicht nur die Funktionswerte, sondern
auch ihre Ableitungen numerisch bestimmt werden konnen.

2.2 Voraussetzungen

Sei
f:R"xR™ = R"™, (z,y) — f(z,y)

eine hinreichend regulare Funktion mit
f(xo,y0) = 0 und 0, f(xo, yo) nichtsingular (2.1)

fir ein (zo,y0) € R™ x R™. Nach Satz A.1 existiert eine (lokal) eindeutig
bestimmte Funktion g : B.(z9) € R® — R™ mit f(z,g(z)) = 0 fir alle
x € B.(xg), die genauso regular ist wie f.

13



Bezeichnung 2.1. Fir den Rest dieses Kapitels sei x € B.(xq) beliebig aber
fest und

Ys i = g(ZE) (2'2)
Yy = Oug(x) = — fy(@, ) " falz, ys).

Zur Berechnung von g, werde ein iteratives Verfahren der Form

Yrr = Pu(@, y) = yx — Puf (2, yk) (2.4)
mit P, € R™™ und einer Ausgangsschatzung y, € R™ verwendet.

Bemerkung 2.2.

(i) Hier und auch im Rest dieses Kapitels wird die Abhdngigkeit der Ite-
rierten yi, der Ableitungen vy und des Vorkonditionierers Py von den
unabhdngigen Variablen x nicht explizit aufgefihrt. Der Vorkonditio-
nierer Py kann auflerdem von den Iterierten y;, 1 < k, abhdngen.

(ii) In [Gil92] kénnen in der Iterationsvorschrift ®; noch zusdtzliche Pa-
rameter ay auftreten. Dies beeinhaltet beispielsweise tempordire Varia-
blen, in denen die Norm der aktuellen Korrektur abgespeichert wird,
oder Hilfsvariablen, die beispielsweise bei globalen Newton-Verfahren
wie in [Deu06] Verwendung finden. Wird ein solches Verfahren tat-
sachlich vollstindig als ”Black Box” betrachtet und mit einem AD-Tool
differenziert, wirden auch von solchen Variablen Ableitungen berechnet
werden. Gilbert fordert dann, dass die Ausgangsfunktion nicht von die-
sen zusdatzlichen Parametern abhdngt und zeigt die Konvergenz fir die
tatsdchlich abhdingigen Variablen yy.

Da die Ableitungen dieser Groffen nicht relevant sind, wird hier auf
diese Unterscheidung verzichtet. Variablen, die nicht zur Funktions-
definition von f gehdren, werden als Teil der Iterationsvorschrift @y
betrachtet und nicht differenziert.

Dabei ergibt etwa die Wahl P, = Id die Picard-Iteration oder
Py = (9, f(w, )" (2.5)

das Newton-Verfahren. Fiir das Newton-Verfahren gilt folgender Konvergenz-
satz. Der Einfachheit halber werden hier die unabhéangigen Variablen = gar
nicht aufgefiihrt, es sei also

F(y) := f(x,y).
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Der Beweis erfolgt in Abschnitt 2.4 als Spezialfall des allgemeinen Konver-
genzsatzes fir Verfahren der Form (2.4).

Satz 2.3 (Konvergenz und Fehlerabschatzung).

Sei F': D — R™ stetig differenzierbar mit D C R™ offen und y, € D mit
F(y.) = 0. Fir alle y € D sei die Jacobi-Matriz OF (y) invertierbar und es
gelte fiir ein w > 0:

loF@)~ (0F(y) — 0F @) <wlly =3l fir alle y,geD  (26)

in einer Vektornorm mit zugehoriger Matriznorm. Die Startschdtzung yo ge-

nige 0 = |ly. —yol| < 2. Dabei sei B,(y.) C D. Dann definiert (2.4) zu-

sammen mit (2.5) eine Folge {yx} in B,(y.) mit yv — y. und es gelten:

w

lys — yrgall < 3 [ (2.7a)
2 ok

e — yiell < ;72 , 7 €(0,1). (2.7b)

Ferner ist y. die einzige Nullstelle von F in Bz (y,) N D.

Bemerkung 2.4.

(i) Unter verinderten Voraussetzungen kann auch die Existenz einer Lo-
sung gefolgert werden, vergleiche zum Beispiel das Newton-Kantorovich
Theorem oder das Newton-Mysovskikh Theorem in [Deu06, 2.1, 2.2].
Im Rahmen dieser Arbeit ist die FExistenz aber immer a-priori gegeben
oder aber durch die Eristenzaussage in Satz A.1 gesichert.

(i) Das Newton-Verfahren ist recht unempfindlich gegeniiber Stérungen in
der Jacobi-Matriz. Dabei geht aber im Allgemeinen die quadratische
Konvergenz verloren, siehe z.B. den Abschnitt zu vereinfachten Newton-
Verfahren in [Deu06, 2.1.2].

Um auch eine Approximation an die Ableitung 1., zu berechnen, werden in der
Literatur ([Gil92], [GBC*93], [BB98]) eine Reihe von Verfahren vorgestellt.

(i) Beim wollstiandig differenzierten Verfahren wird die gesamte Iteration

als ,Black Box” betrachtet und vollstandig dem AD unterworfen.

(ii) Das vereinfacht differenzierte Verfahren unterdriickt die Abhéngigkeit
des Vorkonditionierers P, von den unabhangigen Variablen, d.h. es wird
%Pk = 0 gesetzt.
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(iii) Beim nachtraglich differenzierten Verfahren wird die Iteration zunéichst
ohne Differentiation bis zur Konvergenz durchgefithrt und erst anschlie-
Bend der Wert der Ableitung bestimmt.

Wegen 0, f (x¢, yo) nichtsingular ist die Jacobi-Matrix 0, f auch in einer gan-
zen Umgebung von (xg, %) nichtsinguldr. Schrankt man f(x,-) auf einen
kompakten Ball um g(x) ein, so sind die Funktion und ihre Ableitungen be-
schriankt und Lipschitz-stetig. Fiir jedes feste x aus B.(z) erfillt also f(z,-)
in einer Umgebung von ¢(z) die Voraussetzungen von Satz 2.3. Im Fall des
Newton-Verfahrens geniigt dies in Verbindung mit der Regularitat von f und
lyo — y.|l < 2 bereits, um auch die Konvergenz der differenzierten Verfahren
zu sichern.

Fir den allgemeinen Fall geben Griewank et.al. folgende Annahmen als Vor-
aussetzung fiir die Konvergenz der Ableitungen an.

Annahme 2.5 (Regularitit). (vergleiche [GBCT 93, Assumption 1])

Die Funktion f(z,-) sei in B,(y.) Lipschitz-stetig differenzierbar mit nicht-
singuldrer Jacobi-Matriz f,(z,-) beziglich y, so dass mit Konstanten M > 0
und L > 0 fir alle y, g € By(y.) gilt

| £ 0)7| + [0f (2. 0)]| < M (2.8)

und
10f(z,y) = 0f (. 9)|| < Lly — 7l (2.9)
in einer Vektornorm und zugehoriger Operatornorm.
Bemerkung 2.6.
(1) o wird ausschlaggebend fiir die bendtigte Genauigkeit der Startschitzung

Yo Sein.

(ii) Die erste Ungleichung bedeutet insbesondere, dass M eine obere Schran-
ke fir die Jacobi-Matriz Of und damit eine Lipschitz-Konstante von
f(z,-) in B,(ys) ist. Ferner ist f(x,-) wegen f(x,y.) = 0 linear be-
schrankt in B,(y.), d.h.

If @)l = 1f(z,y) = flz,y)| < M |ly =yl - (2.10)

Zudem erhalten wir aus (2.8) mit Hilfe von (2.3) eine Abschdtzung fir
die gesuchte Ableitung . :

< ny(-% y*)_lH

fe(, y.) || < M2 (2.11)

Y,
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(iii) Im Gegensatz zu [GBCT 93] wird hier die Lipschitz-Stetigkeit von Of
mit der Lipschitz-Konstanten L gefordert. In [GBCT 93, Assumption 1]
wird dagegen die Bedingung

10f(z,y) — Of(x, )l < Ly — vl (2.12)

fir alle y € B,(y.) gestellt. Wir werden (2.9) aber nur im Fall § = y.
oder unter Integralen in der Form

1) = [ 0uf e+ ty — 1)) — 0, ()| d

bendtigen. In diesem Fall haben wir mit (2.9)

dt

<t

1
= Lly—y.ll [ (1 —t)at

Y — Y+ t(y — ys)

1
= “Llly—1.
2\@ Vel

und andererseits mit (2.12)

I(y) < /Ol(Hgyf (T, 9s +t(y — ys)) — Oy f(m, 5| +
+ 0,1 @) = 0, )] )
= E/Ol <Ht(y —y)|| + ||y — yH) dt

- 1
<Lly—yll [ (Q+0)at

+

3~
= “Llly—u.l.
2\@ Yl

Fir unsere Zwecke ist der zusdtzliche Faktor 3 nicht relevant, so dass
an den entsprechenden Stellen nur L mit 3L ersetzt werden muss, wenn
wir (2.12) statt (2.9) voraussetzen.

Annahme 2.7 (Kontraktivitét). (vergleiche [GBCT 93, Assumption 2])
Sei

und fir ein 6 > 0 gelte

Ok = ||Di|l <0 <1 fiir alle k € N. (2.14)
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Ferner bezeichne

0, := limsup d; < 4. (2.15)

k—o00

Schlief§lich sei P, = P(x,yx) nichtsinguldr und stetig differenzierbar fiir alle
ke N.

Bemerkung 2.8.

(i)

(i)

(iii)

Annahme 2.7 ist fiir das Newton-Verfahren wegen Dy, = 0 offensichtlich
erfillt.

Die Forderung Py, = P(x,yx) bedeutet dabei, dass Py nicht explizit von
den vorhergehenden Iterierten abhdngt. Ausgeschlossen sind insbeson-
dere Verfahren, bei denen Py durch Aufdatierung aus P;, i < k, ge-
wonnen wird, beispielsweise mittels Broyden-Update [Bro65] oder der
Davidon-Fletcher-Powell-Formel [FP63]. Fir das vereinfacht differen-
zierte Verfahren ist diese Voraussetzung nicht nétig und ist daher auch
nicht Teil von [GBCT93, Assumption 1], sondern wird erst im Kon-
vergenzsatz [GBCT 93, Proposition 1] gestellt. Die Autoren zeigen aber
dann die Konvergenz beim vollstindig differenzierten Verfahren fir ei-
ne Klasse von Update-Verfahren unter einer zusdtzlichen Annahme an
die Aufdatierung, siche [GBC"T 93, Assumption 3, Lemma 2 und Pro-
position 2.

Es ist zu beachten, dass in Annahme 2.7 nicht notwendigerweise die
Operatornorm von 0,® abgeschitzt wird, wenn 0,P von Null verschie-
den ist, falls es tiberhaupt existiert.

Die Forderung
0(0,®) < 1

wurde in [Gil92] gestellt. In praktischen Tests [BCGT92] ndhrte sich
aber die Vermutung, dass diese zu streng ist. In Annahme 2.7 wer-
den daher Terme vermieden, die im Fall des vereinfacht differenzierten
Verfahrens nicht zum Tragen kommen.

Die geforderte Abschdtzung ist genau auf die Anforderungen der Kon-
vergenz der Ableitungen v, zugeschnitten, garantiert aber auch zusam-
men mit [GBCT 93, Assumption 1] nicht die Konvergenz der Iterierten,
die dort vorausgesetzt wird. Dies ist besonders handlich, wenn man nur
die Konvergenz der Ableitungen untersuchen will.

Wir werden unter einer vergleichbaren Bedingung an den Startwert wie
in Satz 2.3 die Konvergenz der Iterierten y, nachweisen.
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(iv) Aus beiden Annahmen erhalten wir eine einfache Abschdtzung des Vor-
konditionierers:

| Bell = ||(1d = D) fy (2, 3) 7|
< | £yl )| 110 =Dy

(2.14)
< 2M. (2.16)

Im Folgenden werden zunéachst die verwendeten Konvergenzbegriffe definiert,
anschliefend die Resultate zur Konvergenz der differenzierten Iteration dar-
gestellt.

2.3 Konvergenzbegriffe

Folgende Definitionen gehen auf [OR00] zurtick und lassen sich in einem
beliebigen normiertem Raum (X, ||-]|).

Definition 2.9. (vergleiche [OR00, Def. 9.1.1. und S. 285f])
Sei {xy} eine Folge in X mit xy — x,. Dann heifit fir p € N

0, Tk = Ty flr fast alle k
Qp(zx) = < limsup,_, w, Ty # x4 fur fast alle k
00, sonst

der Q-Faktor der Ordnung p der Folge {x)}. Die Folge heifst Q-linear kon-
vergent, falls 0 < @Q1(rx) < 1 und Q-superlinear konvergent, falls sogar
Q1(zx) = 0. Gilt dariber hinaus sogar Qq(xr) < 00, so heifit {xr} Q-
quadratisch konvergent.

Definition 2.10. (vergleiche [OR00, Def. 9.2.1. und p. 290f])
Sei {1} eine Folge in X mit x — x.. Dann heifit firp € N

lim su T — Ty l/k, =1
Ron) — { Do i =2, p

k
lim supy o, [l2x — 2.7, p>1

der R-Faktor der Ordnung p der Folge. Die Folge heifit R-linear konvergent,
falls 0 < Ry(zx) < 1 und R-quadratisch konvergent, falls 0 < Ro(xy) < 1.
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Bemerkung 2.11.

(i)

(i)

FEine stirkere Formulierung der Q-linearen Konvergenz stellt die Be-
dingung
[2h1 — 2ol S @vflze — 2], 0<a <1

dar. Im Gegensatz zur Q-linearen Konvergenz hat man in diesem Fall
eine gleichmdssige Abnahme des Fehlers, wdihrend bei der Q-linearen
Konvergenz einzelne Iterierte einen grofleren Fehler als ihre Vorgdnger
aufweisen konnen. Analoges gilt fiir die Q-quadratische Konvergenz und
die stirkere Bedingung ||xep — o] < o ||l2p — x|

Ist eine Folge Q-linear konvergent, so konvergiert sie auch R-linear,
denn: Bezeichne vy, := ||z — x.|. Wegen

. Vi1
limsup — < a < 1,
k—oo Vg

existiert zu jedem € > 0 ein ko € N mat

Pl o ve Wk > kg
Vg

Sei € so klein, dass o+ < 1. Dann gilt fiir alle k > ko
Vg < Vk71(04 + 6) <... < Vko(Oé + E)k’—ko’
also auch

Vko
(a+e)ko’

Y < (ate)f

Daraus folgt nach Anwenden des Limes superior

. . Vi
limsup /v < (o +¢)limsup ¢/ ———~— =a+e <1,
k—)oop » ( ) k—)oop (Oé + 5)k0

also die R-lineare Konvergenz von vg. Da e beliebig war, gilt insbeson-

dere
lim sup /1. < .

k—o0

Fiir eine Veralllgemeinerung dieser Tatsache siehe [OR00, prop. 9.3.2.].
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2.4 Konvergenz des Basisverfahrens

Es ist offensichtlich, dass die Folge {y,} der Ableitungen nur konvergie-
ren kann, wenn auch die Folge {y;} der Iterierten konvergiert. Wéhrend in
[GBC'93] die Konvergenz der Folge {y;} vorausgesetzt wurde, soll hier unter
einer zusatzlichen Lokalitatsbedingung die Konvergenz gezeigt werden.

Annahme 2.12 (Lokalitat). Es gelte v := 6+ LMp < 1.

Dies ist wegen 0 < 1 durch Verkleinern der betrachteten Umgebung von g,
immer moglich.

Bezeichnung 2.13. Bezeichne

o = ||y — |
den absoluten Fehler der Iterierten nach der k-ten Iteration.

Satz 2.14. Unter den Annahmen 2.5, 2.7 und 2.12 sowie der Bedingung

1Yo — yull = 00 < 0 (2.17)

wird durch (2.4) eine Folge {yx} in B,(y.) definiert mit y, — y.. Es gilt die
Fehlerabschdtzung

Ok+1 < Y0k, (2.18)
o <o (2.19)
Ferner ist y. die einzige Nullstelle von f(x,-) in B,(y.).

Gilt zusdtzlich 6y < doy, fir ein d > 0, so konvergiert die Folge {yx} sogar
Q-quadratisch.

Beweis. Seien yy, ..., yx € B,(y,). Subtrahiert man y, von (2.4) ergibt sich

Ykt1 — Yo = Uk — Puf (T, yr) — ys
=Ye — Vs — Prfy(@, ) (e — v) + Prfy(@, y) (U — ys)
- Pkf<x7 yk)
= (1d =P fy (@, 90)) (s — v2) = Pu(F () = fyl, ) (o — v2)

2.13
( = )Dk(yk — y*) + T
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wobei

ri = —Po(f (@, yn) = o2, 90) (g = v0))-

Mit dem Mittelwertsatz in Integralform (siehe z.B. [AE98, Kapitel VII, Theo-
rem 3.10]) lasst sich 7 schreiben als

= =P F) = fyla ) (e~ v.))
= —Pu(f@p) = flw9) o) — )

———
=0

=-P, ([f(x,y* + t(yp — y*))]zo — fy(@, y) (Y — ?J*))
=D /01 <fy<93,?/* + t(yx — y*)) - fy(x,yk))(yk — y.) dt

und damit gilt nach Anwenden der Norm unter Beachtung der Monotonie
des Integrals

wmsWMAW@@%ﬁa%—%»—@m%wmrwmw

(2.16)

< 2M o, /01 ny(:c, Yo + t(yp — y*)) - fy(w,’yk)H dt

(2.9)

2.9 1
< 2M@k/0 Ly =y + t(yr — yu)|| dt

1
- 2LMgi/ (1—t)dt
0
= LMg}.
Zusammen mit (2.14) erhalten wir daraus

Ok+1 = [|Yrt1 — vl
< | Dkl flye = yell + N7l
< o + LMo} (2.20)
Dies impliziert unter Beachtung von Annahme 2.12 und der Induktionsvor-
oussetzung yi € B,(ys)
ok+1 < (6 + LMo)or = vor < 7o < 0,

also yr+1 € B,(y.) und (2.18).
Wegen v < 1 gilt auflerdem o, < v*0 — 0, also y, — ¥,. Unter der zuséitzli-
chen Bedingung 6, < dg, erhalten wir die Abschéatzung

or+1 < (d+ LM) o;,
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und damit die Q-quadratische Konvergenz:

limsupw <d+ LM.
koo ||yk — |

Ist 7, eine zweite Losung von f(x,y) = 0 in B,(y.), so gilt
Iy = Gell = | £ 9e) ™ (fo e, 9) (B = 9) |

- ny(x,y*)_l(f(x,g*) - f(i’,y*) - fy(xvy*>(g* - y*))”

S M‘ f(l',g*) - f(as,y*) - fy(x,y*)(g* - y*)

e+ 56— 9)]

:M|

N fo(@,9:) (G — yi)

s=

=M ’/01 (fy (x s+ (Y — z?*)) —fulz y*))(ﬂ* — ) dtH

< LM |ly. — 3./
< LMolly. — g.| -

Dies ist aber wegen LMo <~ < 1 nur moglich, wenn y, = .. O

Bemerkung 2.15. Ersetzt man (2.9) durch (2.12), so kann das Restglied ry,
wie in Bemerkung 2.6(7ii) beschrieben abgeschatzt werden durch

wwswwAW@@w+wm—m»—anWMwwmﬁ
< 3LMg3.
Zum Nachweis der Konvergenz muss dann statt Annahme 2.12
F:=06+3LMp<1
gefordert werden. Die Findeutigkeit ergibt sich dann gleichermafien wegen

3LMp < 1.

Beweis von Satz 2.3

Beweis. Im Fall des Newton-Verfahrens P, = f,(z,yx) " ist 6 = 0 und es
gilt (2.7a) mit w = 2LM. (2.7b) ergibt sich mit v = LM o wegen
2k+1

LMoy < (LMgg)* <5

fir v < 1.
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Man beachte dabei, dass die Voraussetzung (2.8) in diesem Fall abgeschwécht
werden kann. Die Teilaussage || f,(x,y) || beschrinkt wurde im Beweis von
Satz 2.14 nicht benotigt, ebenso nicht die Beschranktheit der Jacobi-Matrix
f.- Bei der Abschitzung des Fehlerterms ||ry|| gentigt wegen Py = f,(z, yx) ™
auch die etwas schwéchere Bedingung (2.6), so dass hier Annahme 2.5 kom-
plett durch (2.6) ersetzt werden kann.

Annahme 2.7 ist trivialerweise erfiillt und Annahme 2.12 entspricht zusam-
men mit (2.17) gerade der Voraussetzung [lyo — y.|| < 2. O

Bemerkung 2.16. Unter Beachtung der Bemerkungen 2.6(iii) und 2.15
kann Annahme 2.5 sogar noch abgeschwdcht werden zu

| o) (Folwy) = fole,w)| < @lly — wel
fir alle y € B,(y.).

Nachdem sichergestellt ist, dass unter einigen Annahmen durch (2.4) kon-
vergente Verfahren beschrieben werden, werden nun das vollstandig und das
vereinfacht differenzierte Verfahren im Sinne von [GBC193] vorgestellt.

2.5 Vollstandig differenziertes Verfahren

Aus (2.4) erhélt man durch vollstédndige Differentiation nach den unabhén-
gigen Variablen x die Iterationsvorschrift

Ui = i — Pe(fo(@ y)i + Lolw,u)) — Pif(zg)  (2:21)

mit P, = %Pk der totalen Ableitung von P, nach x. Subtraktion der tat-
séchlichen Ableitung

Vo= —fy(e,y) 7 oz, y)
liefert die Fixpunktform
Yer1 — Y = Dy — o) — 7h — Pif (z, yn) (2.22)
mit dem Restglied
r= Po(fy@ uyl + Fo(z,u))- (2.23)

Da selbstverstiandlich die Konvergenz des Basisverfahrens Vorausetzung fiir
die Konvergenz der Ableitungen ist, also insbesondere f(z,yx) — 0, ver-
schwindet der letzte Term in (2.21) und (2.22), sofern P beschrénkt ist.
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Benotigt wird aber nur die Konvergenz des Produktes gegen 0. Die durch
(2.21) gegebene Folge {y;} kann in diesem Fall nur den Grenzwert y, haben,
falls sie iiberhaupt konvergiert. Unter der Voraussetzung v, — y. konvergiert
das Restglied gegen null und (2.22) erweckt den Eindruck einer Kontraktion.

Bemerkung 2.17 (Aufwand). Diese Variante ist zwar am einfachsten zu
implementieren, stellt aber auch im Hinblick auf die Effizienz den schlech-
testen Fall dar. Da die gesamte Iterationsvorschrift (2.4) abgeleitet wird,
maissen im Fall des Newton-Verfahrens die Ableitungswerte bei der Zerle-
gung von f,(z,yx) einbezogen werden, das heifit jeder Eintrag von f, ist eine
zusammengesetzte Variable, die alle Ableitungstensoren bis zur gewinschten
Ordnung enthdlt. Wird dann beispielsweise die LR-Zerlegung mit O(m3) Ad-
ditionen und Multiplikationen angewendet, muss jede dieser Operationen auf
alle Tensoren angewendet werden, was den Aufwand enorm erhdéht.

2.6 Vereinfacht differenziertes Verfahren

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist die Ableitung y bereits durch
die ersten Ableitungen von f bestimmt. Wird aber beispielsweise fiir das
Newton-Verfahren mit P, = f,(z,yx) " das vollstiandig differenzierte Verfah-
ren verwendet, kommen auch die zweiten Ableitungen von f ins Spiel, denn
zum Beispiel im skalaren Fall m =n =1 ist

CZCCDk(IB,yk) = cic (yk - fy(%yk)_lf(%yk))

= i — ol m) ™ (ful, ye) + fo (2, ui)ui)
+ Lo, ue) ™ (Fa(@ ) + Fu (@, ue)vh) Fole ) ™ F (2 ).

Dies betrifft natiirlich alle Verfahren, deren Vorkonditionierer in irgendeiner
Weise von den Ableitungen von f abhéngt.

Nun kann es sein, dass eine gegebene Funktion gar keine zweiten Ableitungen
besitzt, nach dem Satz tber implizite Funktionen sollten wir dennoch in
der Lage sein, die ersten impliziten Ableitungen zu berechnen. Deswegen
betrachten wir im Folgenden eine Variante des vollstandig differenzierten
Verfahrens, bei dem nur die ersten Ableitungen von f zum Tragen kommen.
Wie beim vollsténdig differenzierten Verfahren wird (2.4) differenziert, dabei
allerdings angenommen, dass Py konstant beziiglich x ist und damit %Pk =0
gilt. Es ergibt sich

Urpr = Uk — Pk(fy(-% ye)Gi, + fa(, yk))
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mit der Fixpunktform

~/

Uer1 — Yo = Di(T — yl) + 70

Wir kénnen dieses Vorgehen rechtfertigen, indem wir (2.4) als einen Schritt
einer Picard-Iteration zum nichtlinearen System

f’f(xvy) = Pkf(xay) =0

betrachten. Da Py, nichtsingular ist, hat jedes fi genau die gleiche Nullstellen-
menge wie die Ausgangsfunktion. Insbesondere sind die implizite Funktion
g(x) und ihre Ableitungen nicht von der Folge der P, abhéngig.

Da dieses Verfahren durch die Vorgabe %Pk := 0 direkt aus dem vollstandig
differenzierten Verfahren hervorgeht, konnen die folgenden Resultate unge-
andert iibernommen werden.

2.7 Konvergenz der Ableitungen

Bezeichnung 2.18. Bezeichnen
pe = Ny — vl
M = (Lcl + ||P]2||)Qk, wobei ¢y := 2 (M2 + 1)

und

Satz 2.19 (Fehlerabschiatzung). (vergleiche [GBCt 93, Lemma 1])
Unter den Annahmen 2.5 und 2.7 folgt

1 1
iy < mHPkf’(x,yk,yfﬂ)H + gLMclgk, (2.25)
M1 < O + My (2.26)
und
7]l < LMy (2.27)

Beweis. Mit (2.24) konnen wir schreiben

v = = Fy(e, ) @y v — (Folwue) ™ Fale, me) + 0L
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und erhalten nach Anwenden der Norm und der Dreiecksungleichung

pe = Ny — vl

= [ £ )7 F G ) = (ol )™ Fol o) + 0|

fu(z, )~ (»”U Y Ui H + ny z,ye) e, uk) + 0l

Pyl 9) 7 P Pt (i, )| 4 || Fo () ™ ) + 0,
(@, yk)”

Ju(T, Yk IPk H Hpkf T, Yi, Y, H + ny zye) " fal@yk) + |-
(2.28)

IN

IN

Den ersten Faktor des ersten Terms kénnen wir mit dem Stérungslemma

[OR00, 2.3.2] abschétzen und erhalten

1 1
<
1—||Dg|| —1-=96

| fy(@) P = [[1d =Dy) Y| <

unter Beachtung von (2.14).

Der zweite Term von (2.28) ist gerade der Fehler bei der Approximation
von y. durch Einsetzen von y; in die Gleichung (2.3). Diesen kénnen wir

allgemeiner fir alle y mit ||y — y.|| < o mittels Annahme 2.5 abschatzen
durch

|fs(@9) " fol,y) +
D\ 1) fol,w) = fylw,9.) 7l )
= |[fy(z,9) " falw,y) = fyla,y) 7 falm,pa) +
+ fyl,y) " ol ye) = fylz, 9.0 7 e, ys)
Lol ) (Fel,y) = fulaya)) | +
+ (@)™ = ol p) ) ful, p)
)
£

IN

= fy(x7y)_1<fac(x y) fgc(l‘ Yy )
+ ny(l',y (fy(x y*) — Jy\X y))fy(:v y*) 1fx(x7y*)
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<|f@n)?| [y = folaw)| +
<M <Nlof(zy)—0f (y ) <Llly—y-|
+ [ £ ) [ £ ) = Fows )| [ £ | | £y )
<M <L|ly—yxl <M <M

< LM |y — yu|| + LM? |ly — y.||
< LM(M?+1) |ly — v.|

1
= gLMer|ly =yl
Zusammen ist also

< e e e

+ ny(m,yk)flfr(%yk) - fy<x7y*)71fx<x7y*)

! 1
<15 1P f' (2, yoes i) ||+ g LMe s — |

und damit ist die erste Ungleichung gezeigt.

Die dritte Ungleichung erhdlt man aus (2.23) durch
Il = | P (s )yl + Fols ) |
<N Pell || £y )l + Fola, ) + Falw ye) = ful, )
Y (£ we) = Fyl,w) ol + fol, i) = folz,v)
< [Pl (ny(fr,yk) = Sy y)| el + || fe(z, ) — folz, 92)

)
)

+

fx(x>yk) - fx(mﬁy*>

(2.11)
< NPl (M2 ) = fy(a )
< Bell (M2 +1)||0f (&, 98) — Of (2, 9.)

(2.9) 5
< [[Bell LOM® + 1) [y — s
(2.16) )
< 2ML(M" + 1) [lye — s
= LMc, 0.

Schlielich hat man ausgehend von (2.22) wegen (2.14) und (2.10) mit der
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eben gezeigten Abschitzung auch

psr = || D — o) = i — Pof(, ue)|
< | Dwll s + [l + 2L (2, we)
< Oppi + LM 1o + || Pl| Mo
= Op bk + M(Lc1 + HPlIcH)Qk
= Opptr + M.

O

Bemerkung 2.20. Die Abschatzung (2.26) legt nahe, dass der Fehler der
Iterierten vy, aus (2.21) dem der Iterierten yp aus (2.4) um eine Iteration
hinterherhinkt.

Bis jetzt geniigte es, die Nichtsingularitat und Differenzierbarkeit der Vor-
konditionierer P, zu fordern. Inbesondere gilt die eben gezeigte Fehlerab-
schatzung fir alle iterativen Verfahren, die (2.14) erfiillen. Um aus dieser
Fehlerabschéatzung einen Konvergenzbeweis zu gewinnen, wird allerdings eine
starke Abschétzung von || P/|| benotigt. Wie schon in Abschnitt 2.5 bemerkt,
kénnen wir mit Konvergenz rechnen, wenn P} nicht zu stark wdchst. Die im
folgenden Satz gestellte Bedingung an die Norm von P fordert allerdings ein
zugiges Abfallen dieser Norm auf ein gewisses Niveau:

1Pl = 110y Py, + 0x Pell < ca(1 4 paz) (2.29)

Beim vereinfacht differenzierten Verfahren ist sie allerdings trivialerweise mit
¢y = 0 erfullt.

Satz 2.21 (Konvergenz). (vergleiche [GBCT 93, Proposition 1])
Es gelten die Annahmen 2.5, 2.7 und 2.12, sowie

llvo — v.l| < o

Dann folgt aus (2.29), dass die durch (2.21) definierte Folge {y;,} R-linear
gegen y. konvergiert. Ebenso konvergiert fir jedes hinreichend kleine o > 0
die Sobolev-Norm

ke — vell + o |lyi — 2l

Q-linear gegen null.

Ist auferdem
o < dox = d||yr —
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fiir ein d > 0, so konvergiert die Folge {y,} sogar R-quadratisch:

lim sup ||y} — o.||"* < 1.
k—o0

Beweis. Einsetzen der zusétzlichen Annahme (2.29) in die Definition von 7
ergibt
me = (Ley+ 1P o
< (LC1 + (1 + Nk))@k
= (Ler + ¢2)op + o0,
und damit folgt aus (2.26)
Pi1 < Oxpu + My,

< Oppi + M(Ley + c2) 0k + Mcapug ok
= (O + Mcoop) i + csor mit cg = M(Ley + ¢3).

Zusammen mit g1 < dpox + LM o} aus (2.20) ergibt sich fir jedes o > 0

Ok+1 + Qs (0k + ccs + LM o) o + (05 + Mok pik
Ok + ok O + Qg
< Ok + acs + M(L 4+ c3) ok

Wegen g, — 0 und (2.15) hat die rechte Seite d, + acs als grofiten Haufungs-
punkt. Damit konvergiert die Sobolev-Norm ||yx, — v || + o ||y, + % || Q-linear
gegen 0, falls 0 < a < (1 — d,)/c3. Insbesondere ist nach Bemerkung 2.11(ii)
die Sobolev-Norm auch R-linear konvergent mit dem R-Faktor d, + acs. We-
gen

lim sup &/, = lim sup Yo < limsup /ox + apr < 0, + acs

k—00 k—00 k—o00

gilt dies auch fiir die Folge {p}. Also ist der R-Faktor der Folge {4} fir
jedes hinreichend kleine o beschrinkt durch ¢, + c3a, also auch nicht grofier
als 4,.

Schliellich folgt mit der zusétzlichen Bedingung an dy, dass

pr1 < (O + Meaor) pur, + 30k
< (dok + Mcaor) pr + 30
< (d+ Meapy, + c3) 0k
< cq04 fiir ein ¢4 > 0,

das heifit, die konvergente Folge {p} ist beschrankt durch ein Vielfaches der
quadratisch konvergenten Folge {ox_1}. O]
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Bemerkung 2.22.

(i) In der letzten Abschitzung py41 < cy0p zeigt sich wieder ganz deutlich,
dass man mit einem Nachhinken der Ableitugen rechnen muss. Dies
wird schliefilich auch durch die Beispiele in Abschnitt 2.9 bestitigt.

(i) Wegen o = 0 ist die zusdtzliche Bedingung fir das Newton-Verfahren
erfullt und man erhdlt die quadratische Konvergenz fir die Ableitungen.

(iii) Es sei noch explizit darauf hingewiesen, dass keinerlei Voraussetzungen
an den Startwert y,, gemacht wurden.

2.8 Nachtraglich differenzierte Verfahren

Das nachtraglich differenzierte Verfahren beruht auf der Beobachtung, dass
die Korrekturen Ay, = v;.,, —y;, der Ableitungswerte erst dann sinnvoll wer-
den, wenn die Iterierten y; selber nah genug an der Losung y, sind. Da die
Jacobimatrix 0, f(x,y;) nach der Konvergenz y, — y. keine Verdnderungen
mehr erfihrt, muss sie auch nicht erneut zerlegt werden. Die Referenzimple-
mentation nutzt diesen Sachverhalt aus und berechnet bei der Verwendung
des nachtréglich differenzierten Verfahrens die LR-Zerlegung der Jacobima-
trix in der Post-Iteration nur beim ersten Schritt.

2.9 Numerische Beispiele

Fiir Ableitungstensoren der Ordnung d € N verwenden wir die Frobenius-
Norm:

Blily
= -7 2.30
¥l J 2 Ol .. Oxin (2:30)

li|=d

Dabei ist i € N? ein Multiindex. Da sich alles in endlich-dimensionalen Riu-
men abspielt, unterscheidet sich die Frobenius-Norm von den Operatornor-
men (wie sie in den Beweisen verwendet werden) nur um einen Faktor.

Als Abbruchkriterium bietet sich dann eine Sobolev-Norm der Form
lylls, =D llll (2.31)
i=0

an, wobei o die maximale Differentiationsordnung bezeichnet.
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2.9.1 Polarkoordinaten

Betrachtet werde das Gleichungssystem

x —rsin(¢) =
y — rcos(¢)

0 (2.32a)
0, (2.32D)

das die Beziehung zwischen kartesischen Koordinaten (x,y) € R x R und
Polarkoordinaten (r,¢) € [0,00) x [0,27) in der Ebene beschreibt. Die Ab-
bildungen 2.1 und 2.2 zeigen den relativen Fehler der Iterierten 1, und Ablei-
tungen bis zur Ordnung 4 bei der Berechnung von (r(z,y), ¢(z,y)) mit dem
vereinfacht bzw. vollstandig differenzierten Verfahren. Als Abbruchkriterium

84

Dabei ist [yl = llvx — villgy / lvsll gy, @ = 0,...,4, der relative Fehler
der Iterierten.

< 10712

verwendet.

1.0e+00 9§ . H?JHR L
1.0e-03 NN P
LR [/ —
1.0e- ,
vet0 TN [
1.0e-09 \\X\ * o R\ ||y||R74 e
1.06_15 i 1 1 1 1 \\\\w %"L};;Q %
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Iteration

Abbildung 2.1: Relativer Fehler pro Iteration bei der Berechnung von
(r(z,y), ¢(z,y)) und partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 4
aus (2.32) an der Stelle z = 3, y = 3 mit dem vereinfacht
differenzierten Verfahren.

32
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1.0e-15 + % \’;}*
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Iteration

Abbildung 2.2: Analog zu Abbildung 2.1 unter Verwendung des vollstéindig dif-
ferenzierten Verfahren.

2.9.2 Ljapunow-Schmidt-Reduktion

Bei der Ljapunow-Schmidt-Reduktion, siehe 3.1, wird eine implizite Funktion
berechnet. In Abschnitt 5.2 wird dieser Schritt (mehrfach) als Teilproblem
fiir eine Funktion R — R durchgefiihrt. Abbildungen 2.3 und 2.4 zeigen
den Iterationsverlauf bei der ersten Berechnung dieser implizit definierten
Funktion im Detail. Das Abbruchkriterium ist hier [[Ayl|s, < 1075

Wir sehen auch hier den Effekt des vollstindig differenzierten Verfahrens,
dass die Ableitungen jeder Ordnung nur eine Iteration nachhinken, wihrend
beim vereinfacht differenzierten Verfahren die Iterierten zur Ableitung der
Ordnung d um d Iterationen hinterherhinken.
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Abbildung 2.3: Norm der Korrektur pro Iteration beim vereinfacht differenzier-
ten Verfahren.
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Abbildung 2.4: Norm der Korrektur pro Iteration beim vollstiandig differenzier-
ten Verfahren.
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Kapitel 3

Grundlagen der
Singularitaten-Theorie

Nachdem nun alle technischen Voraussetzungen geklart sind, werden die
grundlegenden Begriffe und Sachverhalte zum Thema der singularen Punkte
vorgestellt. Dies umfasst die Definition der reduzierten Funktion, der Kon-
taktaquivalenz und minimal erweiterter Systeme. Schliellich geben wir eine
Ubersicht iiber die Klassifikation der Singularitéiten bis zur Kodimension 3.

3.1 Begriff der reduzierten Funktion

Sei
F:R"™ xR xR? = R", (z,7,a) F(z,7,0), (3.1)

in einer Umgebung von (z*, 7%, o*) € F~'({0}) unendlich oft stetig differen-
zierbar und (z*, 7%, o*) ein singuldrer Punkt von F', es gelte also

rang L =n —k, L:=F,(z*,7%,a") e R L eN, (3.2)

das heiflt die Jacobi-Matrix von F' beziiglich der Zustandsvariablen x hat in
(x*, 7%, a*) den Rangdefekt k. Die Parameter T heilen Bifurkationsparameter
oder Verzweigungsparameter, die o Entfaltungsparameter.

Dann existieren T € R(0x(E+) ynd Z € R™ ¥ mit jeweils linear unabhén-

gigen Spalten, so dass
LT =0, ZTL=0. (3.3)

Die Spalten von T bzw. Z bilden also eine Basis von ker L bzw. von (im L)*.
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Um den reguldren Anteil der Zustandsvariablen aus dem System zu eliminie-
ren, definiert man zu 7' € R(+0x(E+) ynd Z € R™** eine Funktion

H:R"™ x RP x RY x R* x RFl 5 R” x RF

durch ~
H(z, h, &7 0) = <F iy O‘zg 4 h). (3.4)
Offenbar gilt fiir h* = 0 und &* = T7z*
H(z", h*, & 1m7,a%) =0
und .
M := Hyp(z* h*, €, 7%, %) = (ﬁ _OZ>. (3.5)
Satz 3.1. Es sind dquivalent:
M nichtsinguldr (3.6a)
T7T wnd Z7Z mnichtsingulér (3.6b)

Beweis. Wihle T' € Rt)x(n=k) 7 ¢ Rrx(n—k) g4 dass (T T) und (2 Z)
nichtsinguldr sind. Unter Beachtung von (3.3) ergibt sich dann:

ZUON NPT
rang M =rang | ZT 0 <~ )( )

7 0 0 0 Id
0 Id \ ,

—— nichtsingulér
nichtsingulér

27T 0 —-27Z7
= rang 0 0 -ZZ
T 1T 0
27T 0 0
= rang 0 0 ZZ
0 1777 0

Da Z7LT nach Konstruktion nichtsingulér ist, ergibt sich die Behauptung.
O

Bemerkung 3.2. Unter der Voraussetzung (3.6b) gelten

rangT =k+1, rangZ = k.
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Unter der Voraussetzung (3.6a) liefert der Satz tiber implizite Funktionen die
Existenz von glatten Funktionen

z:RFFEXRP x RY — R R RP x R — RY

mit
x(E, 7)) =o*
h(e*, 7, a") =0
und
H(z(& ma),h(E ma),éma) =0 (3.7)
oder
F(x(é,7,0),T,0) — Zh(€,7,0) = 0 (3.8a)
T7x(¢,m,a)—E=0

jeweils in einer Umgebung von (£*, 7%, a*).

Multiplikation von (3.8a) mit ZT von links liefert
ZTF(z(&,7,a),7,a) — ZTZh(E, T,0) = 0

und man kann nach h auflosen.

Definition 3.3. Die Funktion
Wera)=(272) Z7F (@€ 70).7.0) (3.9)

heifit eine zum singuldaren Punkt (z*, 7, a*) gehorige reduzierte Funktion von
F.

Folgendes Resultat liefert eine ein-eindeutige Beziehung zwischen den Null-
stellen von F' und denen einer reduzierten Funktion in einer Umgebung des
singuldren Punktes.

Satz 3.4. Fiir (z°,7° 0% &%) € R™ x RP x RY x R¥* qus einer Umgebung
von (x*, 7, a*, &%) gilt:

F(2°,7%,a% =0 R(E, 70 a") =0
0 - 0 <
& =Tz x
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Beweis. (=) Sei zunichst F(z°,7°,a°) = 0, £ = T72°. Dann ist
H(z% h, % 7% a% =0
und wegen der Eindeutigkeit im Satz iiber implizite Funktionen folgt

(<) Sei nun umgekehrt h(£°, 7%, a%) = 0, 2° = 2(£°,7°, a®). Setzt man dies
in (3.8) ein, so ergibt sich

0=F(x(" 70", 7", a") = Zh(&’, 7%, a") = F(a”, 7", a")

und 3 )
T2(£%,7%a%) - =0 = @ =TTa"

O
Durch Differentiation von (3.8) beziiglich £ erhalt man auerdem
Fy(2(&,7,a), 7, a)xe(€,7,0) — Zhe(€,7,a) =0,
TTae(¢,7,a) —1d = 0.
Im singulédren Punkt gilt also
Lae(&5, 7%, a%) — Zhe(€5, 7, a%) = 0, (3.10a)
TTae(€, 7%, a") —1d = 0. (3.10b)

Aus der ersten Gleichung (3.10a) folgt nach Multiplikation mit ZT von links
wegen (3.3) und (3.6b)
hg(g*, T*, Ck*) = 0.

Deswegen muss also auch Lz¢(£*, 7%, a*) = 0 gelten und es ergibt sich
ze (&5, 7%, ) = TV fiir ein V€ REFD>HD,
Mit (3.10b) folgt dann
TV -1d=0=V = (TT)
Zusammen hat man also

re(€ 70" =T (T7T) (3.11)

Wie beabsichtigt ist die Jacobi-Matrix he(£*, 7%, a*) die Nullmatrix, die Sin-
gularitat liegt nun in ihrer reinen Form vor.
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3.2 Kontaktaquivalenz

Bei der Konstruktion der reduzierten Funktion wurden die Matrizen T, Z
abgesehen von der Forderung (3.6b) beliebig gewéhlt. Damit ist die redu-
zierte Funktion nicht eindeutig bestimmt und es stellt sich die Frage, in wel-
cher Weise verschiedene reduzierte Funktionen zusammenhangen. Zum einen
miissen glatte Koordinatentransformationen im Bildbereich einer reduzierten
Funktion zuléssig sein, die in einer Umgebung des singularen Punktes nicht-
singulér sind und damit in dieser Umgebung keine neuen Nullstellen erzeugen.
Zum anderen andern auch geniigend reguldre parametrisierte Transformatio-
nen der Variablen nichts am qualitativen Bild des Nullstellengebildes in einer
Umgebung des singuldren Punktes. Je allgemeiner die zuléssigen Transfor-
mationen sind, desto umfangreicher werden die Aquivalenzklassen konkreter
Singularitdaten ausfallen. Zu beachten ist dabei, dass der reduzierte singulére
Punkt einer reduzierten Funktion nicht mit dem einer Anderen zusammen-
fallen muss. Ferner beachte man, dass die Glattheit der Ausgangsfunktion F
die Glattheit der reduzierten Funktion nach sich zieht.

Im Folgenden wird die Kontaktéquivalenz als lokale Aquivalenzrelation ein-
gefiihrt.

Definition 3.5. Zwei C®-Funktionen hi, hy : RF x RP x R? — R* heiflen
kontakt-aquivalent, falls es C*°-Funktionen

¢ S : RFFl x R? x R? — R™*" mit S(&, 7, &) nichtsinguldr,
o X :RF! x RP x R — R¥ mit X (&, 7%, a%) = &,

Xe(&5, 77, ") nichtsinguldr,
e A:RP xR — RP mit AT, ") = 77,

A (77, ") nichtsinguldr
qibt, so dass
hi(§,7,0) = S(& 7, a)ha(X(€,7,0), A7, a), )
in einer Umgebung von (&, 7%, o).

Bemerkung 3.6.

(i) Im folgenden wird kurz h ~ h geschrieben, falls h und h kontakt-
daquivalent sind.
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(ii) Diese Definition der Kontaktiquivalenz ist eine leichte Verallgemeine-
rung der Aquivalenz aus [GS85, Chapter IX, Definition 1.2.]. Zundchst
wird dort auf die Parametrisierung mit den Entfaltungsparametern «
verzichtet und die Verzweigungsparameter sind dort nur eindimensio-
nal.

Auflerdem werzichtet Definition 3.5 auf den Erhalt der Orientierung
bei der Transformation von & und \. Waihrend diese aus algebraischer
Sicht, insbesondere bei der Betrachtung von Figenwerten, entscheidend
ist, spielt sie bei der Konstruktion numerischer Verfahren keine Rolle.

Satz 3.7. Die Kontaktiquivalenz ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Zu zeigen ist die Reflexivitat, Transitivitat und Symmetrie der Kon-
taktaquivalenz.

(i) Mit der Wahl S(&,7,a) =1d, X (§,7,a) =&, A(T,a) = 7 ergibt sich
h(& 1,0) = S(E, T, oz)h(X(f,T, a), A(T, a),a).

Alle Bedingungen an S, X, A sind offenbar erfiillt, also ist die Kontaktaqui-
valenz reflexiv.

(ii) Ist hy ~ hy und he ~ hg mittels Sy, X7, A; respektive Sy, Xo, Ay, so folgt

hi (6,7, 0) = Si(€, 7, 0)he (X1 (€, 7, 0), Ai(7, 0), @)
= 51§, 7, a)5 (X1 (&, T, a), A (1, ), )
~h3(X2(X1(§,T, a), A (1, @), @), Ao (A4 (T, a),a),a),

also ist hy ~ hz vermoge

S, 1,a) = 851(&,1,a)S2( X1 (&, T, @), A (T, a), @),
X&) = Xo(X1(&,1,0), Ay (T, ), @),
A(T,a) = Ay(Ay (7, @), ),
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denn
S, a") = S, 7, a") S (X
= Sl( T ) S (&5, T, o) nichtsingular,
(A (7%, %), ") = Ao (77, ") = 77,
A (T a") = aTAQ(Al(T ,a), )0 A (T, ")

= 0, Ao (T, )0, A1 (77, @) nichtsingular,

X(&, 7 a") = Xo(Xq (&5, 75, %), Ay (77, %), )
= Xp(&, 77, %)
=&,

Xe(&, 7", 0") = 0e Xo( Xy (&7, 7%, %), Ay (77, @), @) 0: X1 (&7, 77, )
= 0 Xo (&, 77, ") 0 X4 (€7, 77, o) nichtsingulér,

(glka 7_* Of*), Al (7—*7 Oé*)a OK*)

und die Kontaktaquivalenz ist transitiv.

(iii) Sei hy ~ he mittels S, X, A. Wegen S(&, 7%, a*) nichtsingulér und S €
C*> ist S in einer Umgebung von (&5, 7%, o*) invertierbar mit S~ € C>°.

Da X (&, 7%, %) = & und X (&, 7%, o*) nichtsingulér ist existiert nach dem
Satz tiber implizite Funktionen eine C*°-Funktion ¢ = 0(52, T, a) mit

X(a(gg,T, 04),7', a) =&

in einer Umgebung von (&5, 7%, *). Ebenso gibt es eine C*-Funktion K =
K(1,«) mit
AK(r,a),a) =T

in einer Umgebung von (7%, a*). Damit ergibt sich
ha(X(€,7,0),A(r,0),0) = $71(, 7, @) (&, 7, 0)
= ha(X (6,7 0),ma) = S7HE K(r,a),0)h (€, K(7,0), a)
= hg({,T,a)ES_l(a<§,K(T,oz),oz),K(T,oz),a)-
hl(o—(€> K(T> Oé), O‘)a K(T> 05)7 O‘)
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in einer Umgebung von (&5, 7, a*). Dabei gelten:

Q
/N
s
N %
I
\‘*
o)
*

o
*
N—
Il
Q
—~
I~
[\
ﬂ
\.*
Q
N
Il
780"
=%

= (Xe(&5,7%,a0%)) " nichtsingular,

und

S_l(a(ﬁg,K(T*,oz*),a*),K(T*,a*),a*) =S Yo(&, 7 a%), T, a¥)
S7H&r, 7%, ) nichtsingulir.
Also ist die Kontaktaquivalenz symmetrisch. O]

Satz 3.8. Seien hy, ho reduzierte Funktionen von F. Dann sind hy und hs
kontakt-dquivalent.

Beweis. Seien Ty, Ty € ROHDx(+D) ynd 7, Z, € R™* die Matrizen, die zur
Definition von hq, hsy flihrten. Zu bestimmen sind S, X und A so, dass

hi(€,7,0) = S(€ 7, a)ha(X(E, 7, @), AT, @), ).

Deshalb muss in einer Umgebung von (£}, 7%, o) gelten

(272)) " ZTF (@16, 7, 0),7,0) =
= 5(¢,7.0) (272) ZTF(x5(X(£,7,0), A(7,0), ), A(r, @), ).
Wiihlt man zunéichst
Se.ra)= (272 (Z72),
Alr,a) =7,

und fordert
x1(§7 7-7 a) E x2(X(€7 7—7 a)? 7-7 a)?

so ergibt sich nach Multiplikation mit 73 von links wegen (3.8b)

X ma)= Tgxl(f,T, Q).
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Im singulédren Punkt gelten dann

S, a") = (ZTzl)_l (Z7Z,) nichtsingular,

)
A", a)
Ar(77,a7)
) =
)=

Id nichtsingular,
TTle(flaT o ) T;ZE* - 557
Tz Ogx1 (&7, 77, )
(3.11)

(5177_ O(*

Xf (51 ) T y &
IT (T T ) ' nichtsingulér.

Damit ist alles bewiesen.
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3.3 Klassifikation

Im néchsten Schritt werden die singuldren Punkte in ihre Aquivalenzklassen
beziiglich der Kontaktaquivalenz, genannt Singularitdten, eingeteilt und so-
genannte Bestimmungsgleichungen angegeben, die die jeweilige Singularitit
als reguldre Losung besitzen. Dazu werden als Normalform bekannte Funkti-
onen als ausgewéhlte Reprasentanten ihrer jeweiligen Klasse identifiziert. Die
Einteilung erfolgt anhand der Kodimension ¢ der Klasse, welche ein Maf fiir
die Degeneration der Klasse darstellt. Die Bestimmungsgleichungen werden
das Problem darstellen, das es numerisch zu losen gilt, um singulare Punkte
zu bestimmen.

Es hat sich gezeigt, dass ein singularer Punkt zumindest die Gleichungen

h=0
he =0

erfilllen muss. Da dieses Gleichungssystem durch Reduktion der Ausgangs-
gleichung F' = 0 entstanden ist, heiflt es reduziertes System zum singuléren
Punkt. Fiir Singularitaten mit hoherem Rangdefekt k ist dieses System nicht
notwendigerweise regular oder tiberhaupt quadratisch.

Definition 3.9. FEin erweitertes System des reduzierten Systems zum singu-
laren Punkt (x*,7*, ") ist gegeben durch

h(§7 7_7 a) = 07
he(€,1,00) = 0, (3.12)
b(&,m,a) =0,

wobei b : RFTL x RP x RY — R™ so gewdhlt sei, dass die Jacobi-Matrix

he h.
hee her (3.13)
be b,

im singuldren Punkt vollen Spaltenrang hat.

Ist dabei m minimal und das System quadratisch, also m = l+p+q—k(k+1),
mit nichtsinguldrer Jacobi-Matriz im singuldren Punkt, so heifit (3.12) mi-
nimal erweitertes System und die dabei bendtigte Anzahl q der Entfaltungs-
parameter « ist die Kodimension des singuldren Punktes. Die Gleichungen
(3.12) heiffen Bestimmungsgleichungen.
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Bemerkung 3.10.

(i) Dies ist nicht die formale algebraische Definition der Kodimension, ver-
gleiche dafir [GS85, Chapter 111, §§1,2].

(ii) Fine Entfaltung H (&, 7, ) einer Funktion h(&, T) ist eine mehrparame-
trige Storung von h mit

H(,7,0)=h(E 7).

Es zeichnen sich sogenannte universelle Entfaltungen aus, fir die jede
gentigend kleine Storung von h kontakt-dquivalent ist zu H(-,-, o) fir
ein a nahe bei 0, und dabei mit einer minimalen Anzahl von Entfal-
tungsparametern auskommen, siehe [GS85, Def. 1.1, Def. 1.3., Chapter
111, §1] fiir Details.

Ein handlicher Weg, eine Entfaltung zu bestimmen, ist das spaltenrequ-
lare System (3.13) mit Einheitsvektoren aufzufillen, so dass die Jacobi-
Matrixz der Bestimmungsgleichungen im singuldren Punkt invertierbar
ist. Ublicherweise sind die zusdtzlichen Gleichungen b von der Form

dlilp

i ikt g ikttt iptkti
o0&y ... 08, Oy ... 0Tp

=0,i€ N€+k+l Multiindex,

so dass sich eine 1 in der zu dieser Gleichung gehdrenden Zeile in einem
Summanden der Form

st it _iktit1 ipa bt
&y G e TR

in der reduzierten Funktion h niederschligt.

Diese Technik liefert nicht notwendigerweise eine universelle Entfal-
tung. Bei der numerischen Bestimmung der singuldren Punktes ge-
niigt allerdings eine nichtsinguldre Jacobimatriz. In [Kun90] werden
beispielsweise nicht-entfaltete Singularititen untersucht, bei deren Be-
rechnung allerdings zufdllige Richtungen gewdhlt werden miissen, um
die bendtigten nicht-singuldren Bestimmungssysteme zu erhalten. Der
hier vorgestellte Ansatz liefert einen generischen Weg, einer Singulari-
tat eine brauchbare Entfaltung zuzuordnen.

Beispiel 3.11. Die Mistgabelverzweigung (engl. pitchfork) ist eine Verzwei-
gung, bei der die Anzahl der Losungen von einer auf drei springt, wenn der
Verzweigungsparameter T einen gewissen Wert 1y tiberschreitet. Sie wird ge-
geben durch die Modellgleichung

h=¢&+76=0
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mit den Bestimmungsgleichungen
h=he =heg =h, =0.
Abbildung 3.1 zeigt das Nullstellengebilde von h. Wir habenn = 1,1 =10, p =

T

L /
\

Abbildung 3.1: Nullstellengebilde der Funktion h = &3 + 7¢

1 und k =1, also zwei Variablen und vier skalare Gleichungen. Damit ist die
Kodimension q = 2 und wir bestimmen die Entfaltung durch Betrachten der
Jacobi-Matriz

he hr * x 32 +71 £ % *
hee  her x x| 6& 1 % *
h&g h&T x k| 6 0 = =
hee her * % 1 0 * =

im singuldren Punkt & = 0,7 = 0. Damit das System requldr wird, missen
die beiden freien Spalten von Null verschiedene Fintrdige in der ersten und
in der dritten oder vierten Zeile haben, beispielsweise

0010
0100
6 0 0 1
1 000

Dies entspricht gerade der Entfaltung

. 1
h1(€77—7 Oé) = §3 + Té. +a; + 50[252.
Die andere Wahl ergibt
ho(€,7,0) = E + 76 + oy + T

und beide sind, abgesehen von dem konstanten Faktor %, gerade die in [GS85,
Chapter III, §3 (a)] angegebenen mdglichen universellen Entfaltungen der
Mistgabelverzweigung.
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Den Grund fiir die Verwendung von entfalteten Singularitéten liefert [JS85,
Theorem 3.9]: Universell entfaltete Singularitéten sind stabil in dem Sinne,
dass fiir jede glatte Storung p und hinreichend kleines ¢ > 0 die gestorte
Funktion

;L(f, T, a) = h(éu T, a) + 5p(€7 T, a)

in (£*, 7%, o*) die gleiche Singularitéit aufweist.

3.3.1 Skalare Singularitiaten

Es folgen die Normalformen und Bestimmungsgleichungen der skalaren Sin-
gularitéten bis zur Kodimension drei, das heifit fur (3.1) mit &k = 1, | =
0, p = 1 und ¢ < 3. Die Dimension n der Zustandsvariablen ist an dieser
Stelle durch die Verwendung der Ljapunow-Schmidt-Reduktion nicht ent-
scheidend.

q= 1 63 4T 52 + 7_2
| N
heee=0 hr=0 hee=0 =0
333 {i] 2 \
q=2 &+ &+ 7€ &+

Abbildung 3.2: Hierachie der Singularitdten fir £k = 1, [ = 0, p = 1 bis zur
Kodimension g = 3.
Dabei gilt: DQ = h72_£ - h&hﬂ—, Dk+1 = hfgaq—(Dk) - hgTaf(Dk).

Abbildung 3.2 zeigt die Aquivalenzklassen bis zur Kodimension ¢ = 3 und
ihre Bestimmungsgleichungen, siehe auch [JS85]. Die bestimmenden Glei-
chungen erhalt man, in dem man ausgehend vom Ursprung der Hierarchie
alle Gleichungen an den durchlaufenden Pfeilen einsammelt.
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Die erste Spalte laf3t sich zur Familie der verallgemeinerten Riickkehrpunkte
& + 1, k > 2, erweitern. Die zweite Spalte bildet analog ab Kodimension
2 zur Familie der verallgemeinerten Mistgabelverzweigungen &% + &7, k >
3. Ebenso bildet die Diagonale eine Familie, £2 + 7%, k& > 2, mit ¢ =
1 fiir £ ungerade, ¢ = +1 fir k gerade.

Die Singularitéit mit der Normalform &3 +72, der sogenannte gefliigelte Spitz-
punkt, nimmt eine Sonderstellung ein. Nach [Gov97] bildet er den Ausgangs-
punkt fiir alle noch nicht klassifizierten, skalaren Singularitaten.

3.3.2 Hoher-dimensionale Singularitiaten

Im Bereich der hoher-dimensionalen Singularitdten ist die Theorie deutlich
iiberschaubarer. Dies ist vor allem der Tatsache geschuldet, dass die Kodi-
mension nach unten durch n? — 1 beschrinkt ist, siehe [GS85, Chapter IX,
Prop. 1.3], die Singularitdten bei steigender Anzahl der Zustandsvariablen
also deutlich an Komplexitit zunehmen. Insbesondere haben Singularitdten
mit drei oder mehr Zustandsvariablen mindestens die Kodimension 8.

Mit den Normalformen

2 e

(51 , 525; T> (3.14a)
2

@ i :) (3.14b)

ist die Klassifikation bis zur Kodimension 3 vollstandig, siehe [GS85, Chapter
IX, Theorem 2.1].

Beide Singularitédten haben die einfachste Form der Bestimmungsgleichungen
h=0, he=0
und sind nur durch Nicht-Degeneriertheitsbedingungen zu unterscheiden.

In Kapitel 5 werden wir noch drei andere Singularitdten mit Rangdefekt
k = 2 und k = 3 besprechen.

3.3.3 Moduli

Die Obergrenze ¢ = 3 fiir die Klassifikation ist zwar willkiirlich, hat aber
zwei Hintergriinde. Zunéachst wird die Behandlung von Singularitaten mit ho-
herer Kodimension durch das Auftauchen von sogenannten Moduli-Termen
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erschwert, siche [GS79, p. 57] oder [GS85, Chapter V]. Dabei handelt es sich
um Entfaltungsparameter, bei denen auch fiir von 0 verschiedene Werte von
a Singularitdaten der gleichen Kodimension auftreten. Im Wesentlichen er-
hélt man dadurch eine ganze Familie von nicht-dquivalenten Singularitaten,
siehe auch Beispiel 3.12. Dadurch geht auch die bindre Struktur der Hier-
archie verloren. Ferner ist das Auftreten von Singularitdten mit niedriger

Kodimension bei der Behandlung praxisrelevanter mathematischer Modelle
wahrscheinlicher, vergleiche [GS85, Chapter IV, §0,§1].

Beispiel 3.12 (Moduli). (vergleiche [GS85, Chapter V, §1])
Betrachtet werde die Gleichung

hm(&,7) = §(§ + 7)(§ —mT)

mitk=1,1=0undp=1und m € R, m > 0. Das Nullstellengebilde von
h besteht aus drei Geraden, die sich im Ursprung schneiden:

{en g =0} ={e=0}ufe=—r}ufe=mr}.

Die Abhdngigkeit der Nullstellenmenge von m ist von einem qualitativen
Standpunkt recht gering, die Transformation

£ falls €1 >0

X(&7) = {g falls é7 <0

Ar)=7, S=Id

bildet das Nullstellengebilde fir beliebiges m > 0 auf das fiir m =1 ab. Diese
Transformation erfillt jedoch nicht die Forderungen an die Kontaktdiquiva-
lenz und zwei Funktionen h,, und h, mit m,n > 0 genau dann kontakt-
dquivalent, wenn n = m, vergleiche [GS85, Chapter V, Lemma 1.2].

Fiir unsere Zwecke spielt dieser Sachverhalt kaum eine Rolle. Die Bestim-
mungsgleichungen gelten fiir die ganze Familie, so dass wir nur den Moduli-
Parameter festhalten miissen um einen singuldren Punkt einer solchen Sin-
gularitat zu bestimmen. In Kapitel 5 werden wir den Tripel Punkt als ein
Beispiel aus einer Moduli-Familie betrachten.
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Kapitel 4

Numerisches Verfahren

Dieses Kapitel behandelt besondere Aspekte, die bei der Anwendung der bis-
her beschriebenen Techniken zur Losung des folgenden Problems auftreten.

Problem 4.1. Sei F' wie in (3.1) gegeben und es gelte (3.2). Gegeben sei
eine Startschitzung (2°, 79 a°) und der Typ der Singularitit, also k,q € N,
die Bestimmungsgleichungen und eine Entfaltung.

Finde den singuldren Punkt (x*, 7%, o).

Wir werden dieses Problem mit einem zweistufigen Newton-Verfahren l6sen.
Dabei berechnet die innere Iteration die Ljapunow-Schmidt-Reduzierte, im
auBeren Verfahren werden die Bestimmungsgleichungen der Singularitat ge-
l6st.

4.1 Wahl der Randerungen

Die erste Aufgabe eines numerischen Verfahrens zur Loésung des Problems
4.1 muss die Wahl der Réanderungen 7 und Z zur Definition des gerdnderten
Systems (3.4) sein, so dass (3.6a) erfiillt ist. Dabei gibt es zwei grundlegende
Moglichkeiten:

Wegen Satz 3.1 gentigt es (3.6b) zu fordern. Man kann also versuchen, mit
zufillig gewahlten Réanderungen T und Z zu arbeiten. Die Produktmatrizen
T7T und Z7Z sind dann fast sicher nichtsinguldr, da es unwahrscheinlich
ist, dass zufallig gewahlte Vektoren in den Kern einer Matrix fallen, wenn
dieser nicht der ganze Raum ist (echte Unterrdume von R™ sind Lebesgue-
Nullmengen).
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Bei numerischen Tests zeigte sich dieser Ansatz jedoch nicht so zuverlassig.
Eine andere Moglichkeit ist 7" und Z als tatséchliche Approximation an die
orthogonalen Komplemente von Kern bzw. Kobild wahlen. Dazu sei Ly =
0, F(2°,7° %) die Jacobi-Matrix von F an der Ausgangsschitzung. Mit Hilfe
einer QR-Zerlegung mit Spaltentausch, bei der auflerdem rang Ly = n — k
gesetzt wird, bestimmt man Kern 7j und Kobild Z; von Ly und wahlt T und
Z gemif

TiT =1d, (4.1)
Zi7Z =1d

als orthogonale Komplemente zu Ty und Z.

Numerische Tests zeigen, dass die Berechnung von 7' und Z die Anzahl der
benotigten Iterationen oft reduziert, wie in den Abbildungen 4.1 und 4.2
zu sehen ist. Dabei wurde bei der zufalligen Wahl der Mittelwert aus zehn
erfolgreichen Versuchen verwendet. Konnte keine Konvergenz erzielt werden,
wurden die Startwerte wiederhergestellt. Nach zwanzig fehlgeschlagenen Ver-
suchen wurde das Beispiel abgebrochen. Besonders bei den nicht-trivialen
Beispielen zeigt sich die Instabilitat der zufalligen Wahl der Rénderungen..

Die Approximation kann auch im Laufe der Iteration verbessert werden,
indem der Prozess fiir neue Iterierte (2%, 7%, a*) wiederholt wird. Dies ist
allerdings riskant, da dabei die vom ausseren Verfahren verwendete Funk-
tion h verdndert wird. Es besteht kein Grund zur Annahme, dass so ein
stabiles Verfahren entsteht. Numerische Tests bestétigten diesen /Sachver-
halt. Wahrend die Anzahl der Iterationen zur Ljapunow-Schmidt-Reduktion
bei einfachen Beispielen abnahm, konnte bei den komplizierteren Problemen
iiberhaupt keine Konvergenz im aufleren Verfahren erzielt werden, wenn die
Réanderungen am Anfang jeder Ljapunow-Schmidt-Reduktion neu berechnet

wurden.

Fiir eine ausfithrlichere Diskussion dieses Themas, insbesondere zur Wahl
konditionsoptimierender Randerungen, siehe [Sch00, Kapitel 3].

4.2 Anheben der Entfaltung

Es ist nicht uniiblich, dass im Ausgangsproblem keine freien Parameter auf-
tauchen, die als Entfaltungsparameter ausgezeichnet werden konnen. Selbst
wenn freie Parameter vorhanden sind, kann die Auswahl geeigneter Ent-
faltungsparameter ein sehr aufwéndiger Vorgang sein. Beispielsweise beim
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zufallige Wahl
| Berechnung aus (5.1) I

o H N W R Uy - 0w

Abbildung 4.1: Anzahl der Iterationen im &usseren Newton-Verfahren fiir die
unterschiedlichen Ansétze zur Wahl von T und Z. Die Werte in
den Klammern geben die Anzahl der fehlgeschlagenen Versuche
bei der zufilligen Wahl an.

Brusselator, der in Abschnit 5.2 vorgestellt wird, werden je nach betrach-
teter Symmetrie bis zu elf Entfaltungsparameter bendtigt. Da Entfaltungen
auBdem auf der reduzierten Funktion definiert werden, besteht kein zwingen-
der Grund, die bendtigten Parameter tatsichlich in der Ausgangsfunktion
auszuzeichnen.

Es gibt nun drei mogliche Vorgehensweisen, die Entfaltungsparameter ins
Spiel zu bringen:
(i) Die Entfaltung ist bereits in der Ausgangsfunktion gegeben.

(ii) Die Entfaltung wird erst nach der Ljapunow-Schmidt-Reduktion direkt
auf die reduzierte Funktion angewendet.

(iii) Die auf der reduzierten Funktion definierte Entfaltung wird auf das
Ausgangsproblem angehoben.

Die ersten beiden Varianten sind selbsterkléarend, die Dritte wird nun néher
beschrieben.
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70

zufallige Wahl
Berechnung aus (5.1) I

60
50
40
30
20

10

Abbildung 4.2: Gesamtzahl der [terationen zur Ljapunow-Schmidt-Reduktion in
Abbildung 4.1.

Es sei an die Definition der reduzierten Funktion erinnert, wonach h durch
die Gleichung

hé )= (272) " ZTF(a(, 7. 0),7,0)
gegeben wird. Auflerdem ist nach (3.8b)
TTx(E,7,0) = €.
Ist dann

J1 Jo
o [1&, I (4.2)
j=1 = j=1

mit 1 <7; <k+/lund 1 <s; <p fiir alle j ein Summand der Entfaltung in
der t-ten Komponente der reduzierten Funktion, kénnen wir diesen mit

B B Ji B J
F(z,7,a) = F(x,7,0) + Zeyoy,; H (eTjTTx) H Ts,
j=1

J=1

auf die Ausgangsfunktion liften. Denn setzt man dies in die Definition der
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reduzierten Funktion ein, ergibt sich unter Beachtung der Beziehung (3.8b)
Wera)=(22)" ZTF(a(E. 7.0).7.0)
-1
=(272)  Z'F(2(¢,7,0),7,0) +
— . ']1
+ (ZTZ) ' YAVAIGT H(er TTx (&7, ) HTSJ
j=1

J1

= h(E,T,a) + ey H(GTjTT (€, 7, ) H Ts;

j=1
1
(5 T, +€taZH£TJ HTSJ’
Jj=1 Jj=1

also gerade der betrachtete Term (4.2).

4.3 Algorithmus

Folgender Algorithmus berechnet zu gegebenem (&, 7, ) aus einer hinrei-
chend kleinen Umgebung von (£*, 7%, *), hinreichend guten Startschatzun-
gen hg, xo und einer vorgegebenen Genauigkeit eps die Werte der Funktionen

h und x mit (3.7) und ihrer Ableitungen bis zur Ordnung o. Dabei sind (2’)

Ax; . . .
und AZ zusammengesetzte Variablen, die auch Ableitungen nach &, 7,

enthalten.

Algorithmus 4.2 (Ljapunow-Schmidt-Reduktion).

1. Wéihle T und Z nach einer der Methoden aus Abschnitt 4.1 und setze
k=0.

2. Berechne F(xy,T,a) und 0, F(xy, T, ) mit AD. Berechne dabei auch
Ok roF (7 00), 1 =1,...,0, mit AD.
3. Berechne H(xy, hy, &, T, ).

81F(x~k77—’ Oé) _Z>

4. Setze Oy, H = ( 7 0

5. Lose 0x7hH(xk,hk,€,7_, Oé) <ih> H(Z'k,hk,g,T Oé)
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6. Setze xp1 = xp — Az, hy1 = hy — Ahy.

7. Falls N < eps, akzeptiere TEHL) ol Approximation
Ahy, his1
(&, T, Q) B
an hé.r a))' Andernfalls setze k = k + 1 und gehe zu 2.

Bei der Berechnung von H in Schritt 3 werden durch die Verwendung der
T
h;
Bemerkung 4.3. Die im Abbruchkriterium gewdhlte Norm muss die Ablei-
tungen bericksichtigen. Im nachtrdglich differenzierten Verfahren verzichtet
man zundchst auf das Mitrechnen der Ableitungen bis zur Konvergenz und
wechselt dann auf eine entsprechende Norm. Tatsdchlich wird in beiliegender
Referenzimplementation beim nachtrdiglich differenzierten Verfahren im We-
sentlichen der gleiche Code fiir die Pre- und Post-Iteration bei der Ljapunow-
Schmidt Reduktion verwendet und es muss nur der Template Parameter fir
den verwendeten Datentyp angepasst werden. Bei der Post-Iteration wird zu-
satzlich auf die wiederholte Berechnung der Jakobimatrix verzichtet.

zusammengesetzen Variablen ( ) auch Ableitungen nach &, 7, a berechnet.

Schliefllich geben wir einen Algorithmus an, um das Problem 4.1 zu lésen.
Dabei handelt es sich im Wesentlichen nur noch um ein gewéhnliches Newton-
Verfahren, mit dem die Bestimmungsgleichungen fiir die vorliegende Singu-
laritat gelost werden. Dabei bezeichne o = (&, Tk, Q).

Algorithmus 4.4.
1. Setze & = TTxg, k = 0.

2. Berechne h(oy), z(ox) und ithre Ableitungen bis zur bendtigten Ordnung
mit Algorithmus 4.2.

3. Berechne die Newton-Korrektur zum aktuellen Schritt:

0 hr(or)  halor)\ [ A& h(ox)
hee(or) her(ok) healor) | | ATe | = | he(ok)
bﬁ(Qk) hr(ox)  ha(ok) Aay, b(ox)

4. Setze opy1 = or — Aok

5. Falls ||Agg|| < eps, akzeptiere | 7y als Approximation an | T,
(673 Oy

Andernfalls setze k = k + 1 und gehe zu 2.

95



Tabelle 4.1 zeigt Laufzeiten und die Anzahl der inneren Iterationen beim Be-
arbeiten aller Probleme. Der Programmcode wurde mit dem C+-+-Compiler
der GNU Compiler Collection g++ Version 4.6.3 mit Optimierungslevel 2
(-O2) und deaktivierten Debugmakros (-DNDEBUG) tibersetzt.

>} Laufzeit Y innere Iterationen
Vereinfacht differenziertes Verfahren | 6.2 sec 297
Vereinfacht und nachtraglich 3.5 sec 353
Vollstandig 7.6 sec 193
Vollstandig und nachtréglich 4.6 sec 335

Tabelle 4.1: Laufzeiten und Iterationsanzahl bei den verschiedenen Moglichkei-
ten zur Differentiation eines Newton-Verfahrens. Der Test wurde auf
einem Athlon64 3800+ (2.4 GHz) durchgefiihrt.

Beim nachtraglich differenzierten Verfahren werden zwar jeweils mehr Itera-
tionen zur Ljapunow-Schmidt Reduktion benotigt, ein Grofiteil davon sind
allerdings vergleichsweise glinstig, so dass insgesamt weniger Rechenleistung
notig ist. Eine leistungsstarkere A D-Implementation kann diesen Effekt ver-
ringern.
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Kapitel 5

Numerische Beispiele

Unter Verwendung des vereinfacht differenzierten Verfahrens, Rénderungen
nach (4.1) und gelifteten Entfaltungen sollen nun eine Reihe von Beispie-
len vorgestellt werden, die mit der Referenzimplementation gelost wurden.
Die Startwerte wurden dabei mit dem Pseudozufallsgenerator der C++-
Standardbibliothek mit einer maximalen Abweichung vom singuldren Punkt
in der GroéSenordnung 5-10~! bis 1072 in jeder Komponente zufillig gewihlt.

Die Toleranz eps wurde sowohl fiir Algorithmus 4.4, als auch Algorithmus
4.2, auf 1078 gesetzt.

5.1 Skalare Singularitaten

Fiir jede skalare Singularitiat mit Normalform A(€, 7, «) betrachten wir hier

das Beispiel
h<$17 T, Oé)
1 — X2 '

5.1.1 Umkehrpunkt

Mit k=1,1=0, p=1, ¢ =0 ist die Modellfunktion fiir den Umkehrpunkt
gegeben durch
hET) =€+ (5.1)

mit den Bestimmungsgleichungen

h = he = 0.
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Das System ist bereits quadratisch, die Kodimension ¢ = 0 und es werden
keine Entfaltungsparameter bendtigt. Tabelle 5.1 zeigt den Iterationsverlauf.

Dabei ist u =

T
T|om=

«

T
«

und die Spalte RED gibt die Anzahl der

Iterationen fiir die Ljapunow-Schmidt-Reduktion an.

lus — ]

[Aw]

£ () |

RED

=W N = O

3.312e-02
2.623e-03
6.151e-08
1.726e-17
9.230e-37

1.439e-01
1.269e-03
2.554e-08
6.407e-18

2.055e-01
1.143e-02
1.054e-04
2.133e-09
5.379e-19

N = Ot Ot

Tabelle 5.1: Iterationsprotokoll fiir den Umkehrpunkt

5.1.2 Einfache Verzweigung

Die einfache Verzweigung hat die Normalform

h(£>7—> = 52 - 7—2 + o,

(5.2)

also £ = 1, [ = 0 und p = 1. Die Bestimmungsgleichungen sind gegeben

durch

h=he=h,=0

und wir haben die Kodimension ¢ = 1 mit der universellen Entfaltung

B(€77—7 OZ) = 52 - 7_2 + aq.

Tabelle 5.2 zeigt die Ergebnisse.

[

A

[T

RED

=W N = O S

2.376e-02
1.188e-04
4.228e-07
9.330e-15
4.635e-30

6.681e-02
4.548e-03
2.480e-07
5.347e-15

1.963e-01
9.219e-04
2.157e-07
4.766e-15
2.392e-30

~ Ot Ot O

Tabelle 5.2: Iterationsprotokoll fiir die einfache Verzweigung
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5.1.3 Pitchfork

Im Anschluss an Beispiel 3.11 betrachten wir das Beispiel

Flera) = (

3 2
Ty + a7
Ty — T2

mit der Entfaltung A(€,7,a) = € + €72 4+ a1 + ay7. Tabelle 5.3 zeigt die
quadratische Konvergenz.

[

A

[T

RED

=W N = O S

3.205e-03
9.059%e-04
1.841e-10
1.555e-19
3.005e-38

3.784e-02
1.362e-03
2.060e-08
5.232e-18

6.059e-02
3.972e-05
2.788e-10
1.225e-19
1.841e-57

N B~ Ot Ot

Tabelle 5.3: Iterationsprotokoll fiir die Mistgabelverzweigung

5.1.4 Gefliigelter Spitzpunkt
Der Gefliigelte Spitzpunkt hat die Normalform
h(g,m) =& + 17
mit £k =1, [ =0, p= 1. Die Bestimmungsgleichungen sind
h=he=h; =heg =her =0

und haben die Jacobimatrix

3¢2 21 0 0
66 0 0 0
0 21 =0 2
6 0 6 0
0 0 0 0

und eine Entfaltung ist nach Bemerkung 3.10(ii) gegeben durch

fz(ﬁ,r, a) = E+ 7%+ oq + aé + asér

Die Ergebnisse der Iteration sind in Tabelle 5.4 aufgelistet.
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Tabelle 5.4: Iterationsprotokoll fiir den gefliigelten Spitzpunkt

5.1.5 Einsiedlerpunkt

U (Kl | N | FANZ | |F(u)ll ~ RED
0| 3.568e-02 1.436e-01 1.756e-01 4
1|1.768e-02 1.840e-02 8.076e-04 4
2 | 1.352¢e-12 1.790e-12 5.560e-19 3
3| 1.794e-43 - 9.888e-29 -

Diese Singularitiat hat genau wie die einfache Verzweigung k =1, [ =0, p =
1, ¢ =1, die Normalformen unterscheiden sich nur durch ein Vorzeichen:

W, m) =& +7"+ .

(5.4)

Auch die Entfaltung stimmt tiberein und Tabelle 5.5 zeigt die quadratische

Konvergenz.

Tabelle 5.5: Iterationsprotokoll fiir die doppelte Nullstelle

[ u; — ]

[Aw]

£ (i) ||

RED

=W N = O

5.600e-02
6.452e-04
1.314e-05
2.387e-11
7.769e-23

5.1.6 Tripel Punkt

1.232e-01
1.530e-02
8.269e-06
1.518e-11

2.886e-01
4.743e-03
6.947e-06
1.259e-11
4.092e-23

= Ot Ot O

Dieses Beispiel mit k =1, [ =0, p=1, ¢ = 5 wird auch in [GS85, Chapter
V] vorgestellt und hat die Normalform

h(f, 7_) = 53 - 57—2

mit den Bestimmungsgleichungen

h=he=h, = he = he, =

hTTZO

Nach Bemerkung 3.10(ii) ist eine Entfaltung durch
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gegeben, denn die Jacobimatrix der Bestimmungsgleichungen ist

362 — 12 27 0 0
6 —2¢ 0 0
—27 —2§ | ¢=r=0 [ O O

6 0 N 6 0

0 —2 0 -2
-2 0 -2 0

und die angebene Entfaltung entspricht gerade den zusatzlichen Spalten
€1, €2, €3, €4.

U (Kl | N | FANZ | [F(u)ll  RED
0| 3.822e-02 1.959e-01 3.266e-02 5
1|1.061e-02 2.5346-02 3.530e-04 4
2 | 7.616e-08 3.331e-07 7.433e-12 3
3| 6.200e-25 6.882e-22 5.028e-25 2
4]9.281e-50 - 5.510e-40 -

Tabelle 5.6: Iterationsprotokoll fiir die dreifache Nullstelle

5.2 Brusselator

Ein Brusselator ist eine chemische Modellreaktion, bei der zwei Substanzen
in diffusiv gekoppelten Zellen miteinander reagieren, siche [PL68]. Durch die
Wahl der Kopplung kann jede gewiinschte Symmetrie erreicht werden. Dabei
zeigen sich eine Reihe von hoher-dimensionalen Singularitaten.

Die Gleichgewichtslosungen der Reaktionsgleichungen ergeben sich aus

Ry(22i, Tai41) + di Y O;5(w9; — x95) = 0 (5.6a)
j=1
Ry, wai11) + d2 Y 055(w2i401 — T2541) = 0 (5.6b)
j=1

fir ¢ = 1,...,n, mit den Diffusionskonstanten dy = 7 = x97,9, do = 107 =

109711 und den Reaktionstermen
Ri(z,y) =2 — Tz + 2%y, 5.7a)
Ro(z,y) = 62 — 2%y. 5.7b)
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Die Matrix (6;;); j=1,.. beschreibt die Kopplung der Zellen, also §;; = 1 falls
die i-te und j-te Zelle verbunden sind, 6;; = 0 sonst.

Dabei ist x9; die Menge der ersten Substanz in der j-ten Zelle und 9,41
die Menge der zweiten Substanz in der j-ten Zelle. Wir haben also n =
2n, I =1, p=0, wahrend der Rangdefekt k£ und die Kodimension ¢ von der
gewahlten Kopplung abhéngen.

Fir x9; = 2, @911 = 3, j = 1,...,7; T = x,4 beliebig, erhalt man eine
triviale Losung unabhéngig von der gewahlten Kopplung 6.

Die Vergleichsdaten fiir die Beispiele in diesem Abschnitt stammen aus dem
in [Kun90] beschriebenem Programm ALCOND.

5.2.1 Einfache Verzweigung mit Rangdefekt 2

Die einfache Verzweigung mit Rangdefekt 2 hat die Normalform

2 2
ME ) = (5—12&2 - g;:)’ (58)

also k=2, [ =0, p=1, und die Bestimmungsgleichungen
h=0,he=0,h; =0,

also benoétigen wir fiinf Entfaltungsparameter, um ein quadratisches System
zu erhalten. Die Entfaltung bestimmen wir aus

260 —T7 =28 =&

=286 26 -7 —&

h 2 0 —1
he, | 0 -2 0
he, N -1 0 0
hr 0 -2 0
-2 0 —1

0 -1 0

fir & =& =7=0 als

~ _ & — 2 - 67+ oq + aséy + aséy
h(ga T, Oz) - ( ! _225152 — fQT + oo + 04451 )

Eine derartige Singularitit finden wir bei Betrachtung des Brusselators mit
S3-Symmetrie auf der trivialen Losung und 7, ~ 2.96e—02. Tabelle 5.7 zeigt
die quadratische Konvergenz.
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U (Kl | | FANZ | |F(u)ll  RED
0| 3.188e-01 4.176e-01 2.590e+00 7
1| 1.507e-01 1.032e-01 1.017e-01 7
2 |4.218¢-03 1.261e-03 7.951e-04 6
3| 9.785e-07 5.747e-07 2.818e-07 5
4| 3.557e-13 1.818e-13 6.801e-14 4
5| 1.668e-16 - 2.631e-15 -

Tabelle 5.7: Iterationsprotokoll fiir den Brusselator mit Ss3-Symmetrie

5.2.2 Hohere Verzweigung mit Rangdefekt 2

Beim Brusselator mit Dy-Symmetrie tritt (unter anderen) eine Singularitét

mit der Normalform
(& -368 - &iT
e ) = (Eé” 3¢ - §2r>’

auf, eine hohere Verzweigung mit £k = 3, [ = 0, p = 1, und den Bestim-
mungsgleichungen

(5.9)

h=0, he =0, h, =0, det(e]0*h) = 0, det(eJd?h) =0

also benotigen wir sieben Entfaltungsparameter, um ein quadratisches Sys-
tem zu erhalten. Die Entfaltung bestimmen wir aus

3512 - 353 -7 USES: =&

—681&2 3 -3¢ — 7 —&

h 6&1 —6&2 -1
h§1 _652 _651 0
hfz — —06&s —6& 0

hy —6&; 682 —1
det(e]0%h) -1 0 0
det(e]92h) 0 ~1 0
—6 0 0
0 —6 0

fﬁr§1:§2:T:0aIS

E(S,T, a) =

Tabelle 5.8 zeigt die quadratische Konvergenz.
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U (Kl | | FANZ | |F(ui)]  RED
0] 1.281e-01 1.125e+01 2.021e+00 8
1|1.255e+02 1.091e+01 2.395e-02 9
2 | 6.161e+00 2.107e+00 3.366e-01 9
3| 2.399e+00 1.462e+00 2.267¢-02 7
4]2.202¢-02 8.684e-02 2.406e-03 7
5|1.035e-04 1.791e-03 3.147e-05 7
6 | 3.886e-08 4.527¢-07 8.855e-09 6
7]2.711e-15 3.562e-14 4.757e-15 5
8 | 4.044e-26 - 1.722¢e-15 -

Tabelle 5.8: Iterationsprotokoll fiir den Brusselator mit Ds-Symmetrie

5.2.3 Einfache Verzweigung mit Rangdefekt 3

Schlieflich betrachten wir noch den Brusselator mit Ss-Symmetrie. Dabei
tritt dhnlich zur S3-Symmetrie auf der trivialen Losung eine einfache Ver-
zweigung bei 7, ~ 1.128e+00 auf, in diesem Fall aber mit Rangdefekt k& = 3.
Die Bestimmungsgleichungen sind ebenfalls

h=0he=0,h, =0,

hier benotigen wir allerdings elf Entfaltungsparameter. Diese wurden gene-

~ (o7} 0y (674 Q10
risch gewahlt, also h =h+ |as | + | a5 [+ | as | &+ | 11 |7, Tabelle 5.9
a3 Qg Oy 0

zeigt die Resultate der Iteration.

[l | | AN | |F(u)ll  RED
4.244e-03 3.580e-02 8.322e-01 6
1.273e-03 1.900e-03 1.407e-03 6
7.566e-08 4.446e-07 6.459e-07 5
1.304e-11 3.494e-14 6.819e-14 4
1.303e-11 - 6.463e-15 -

=W N = O

Tabelle 5.9: Iterationsprotokoll fiir den Brusselator mit Sy-Symmetrie

Bricht man die Symmetrie, zum Beispiel in der ersten Zelle, findet man unter
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Verwendung der Startwerte

xr = 60, Xg9 = 1.1

T3 =I5 = r7 = 0.67

.134:1'6:1'8:5.5

T9 =T = 0.033

ebenso wie bei der S3-Symmetrie eine einfache Verzweigung mit Rangdefekt
2. Auch hier erzielt Verfahren 4.4 quadratische Konvergenz, wie Tabelle 5.10

zeigt.

[ |

1Al

£ (us) ||

RED

=W N = O

2.753e-03
1.428e-02
2.736e-05
9.749e-11
2.065e-11

6.801e-03
6.407e-03
3.621e-05
3.351e-10

2.006e+00
1.183e-01
4.165e-03
4.521e-06
2.483e-10

Ot Oy N

Tabelle 5.10: Iterationsprotokoll fiir den Brusselator mit gebrochener &y-
Symmetrie

5.3 Weitere Beispiele

Dariiber hinaus wurden fiir die Trigger-Schaltung [Sch00, Beispiel 4.6] und
die diskretisierte Explosionsgleichung [Sch00, Beispiel 4.7] die Ergebnisse be-

statigt.
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Tabelle 5.11:

U (Kl | N FANZ | |F(u)ll  RED
0 | 3.622e-02 1.2256-01 2.253e-01 9
1|1.616e-02 1.539¢-02 2.907e+00 11
2 | 1.474e-04 2.347e-03 8.100e-03 7
3 | 3.383¢-06 6.199e-05 1.559¢-03 6
4]2.1636-09 4.030e-08 4.340e-05 6
5]9.061e-16 1.520e-14 2.836e-08 5
6| 4.515e-21 - 1.028e-14 -

Iterationsprotokoll fiir die Trigger Schaltung. Die Startwerte wur-
den wie in [Sch00] gew#hlt, u, entspricht den dort errechneten Wer-
ten.

lui — ]

1A

[ £ (i)

RED

Tabelle 5.12:

=W N = O

1.506e+00
2.809e-02
1.990e-06
1.637e-14
4.184e-19

1.663e-01
1.411e-03
1.278e-07
1.428e-14

2.795e+00
3.390e-04
1.673e-06
5.489%e-11
2.5b52e-15

ot Ot O

Iterationsprotokoll fiir die diskretisierte Explosionsgleichung mit

h = i. Fir u, wurden die in [PSS99] angegeben Werte fiir

r9 = 4.896597271, 7 = 1.307368582 und o = 0.2457832826 ver-
wendet. Aufgrund mangelnder Vergleichswerte wurden fiir die rest-
lichen Eintrage von u, die Ergebnisse des Verfahrens 4.4 verwendet.
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Anhang A

Hilfsmittel

A.1 Satz iiber implizite Funktionen

Satz A.1. Se:
[iR"xR™ = R™, (x,y) — f(z,y)

stetig und beziglich y stetig differenzierbar. Ferner sei (z.,y.) € R™ x R™
mit

f(@e,y) =0 und Oy f (x4, ys) nichtsinguldr.

Dann ezistiert ein € > 0 so, dass es zu jedem x mit ||z — z.|| < e genau ein
y = g(x) mit
fz,9(z)) =0

gibt. Die Zuordnung x — g(x) ist stetig und g(x.) = y.. Ist ferner f k-mal
stetig differenzierbar, so ist g ebenfalls k-mal stetig differenzierbar. Dabei gilt:

gu() = = (fyw. g(2)) " fulz, g(2). (A.1)

Beweis. Siehe z.B. [AE98, Kapitel VII, Theorem 8.2.]. ]
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