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1 Einleitung

ENDLICHE Wortautomaten ermoglichen es, reguldre Wortsprachen sowohl zu erkennen
als auch zu erzeugen. Julius Richard Biichi gelang es, diese erkennbaren Wort-
sprachen mithilfe der monadischen Logik zweiter Stufe, kurz MSO, zu charakterisieren
[7, 19]. Dieses Ergebnis wurde dann auf erkennbare Baumsprachen, das heift Mengen
von geordneten Baumen, die durch einen Aufwértsbaumautomaten erkannt werden,
erweitert |11, 28|. Anstelle der <-Relation auf den Positionen eines Wortes tritt dabei
die Kindrelation edge;(z,y) fiir die Positionen eines Baumes. Die erkennbaren Wort- und
Baumsprachen haben breite Anwendung in der Informatik gefunden. Zu den bekanntesten
gehdren beispielsweise regulére Ausdriicke und Syntaxbdume vieler Programmiersprachen.
Im Zusammenspiel mit XML ist die Schemasprache RelaxNG zur Dokumentvalidierung
[9, 29|, im Gegensatz zu XML-Schema, durch die reiche Theorie erkennbarer Baumspra-
chen fundiert.

Diese bekannten Theorien definieren erkennbare Sprachen als Mengen erkennbarer
Worte beziehungsweise Baume. Eine natiirliche Erweiterung dieses Modells stellen gewich-
tete Automaten dar, welche klassisch auf einer Gewichtsstruktur, héufig einem Semiring,
operieren [27]. Im Wortfall erkennen diese Automaten Funktionen von der Menge der
Worte iiber einem Alphabet in die Menge der Gewichte. Gewichtete Baumautomaten
beschreiben hingegen Funktionen von der Menge der Baume in die Gewichtsmenge.
Solche Funktionen nennt man formale Potenzreihen. Die gewichteten Automatenmodelle
haben vielfdltige Anwendungen hervorgebracht, beispielsweise in der Bildkompression
und Sprachverarbeitung [8, 10].

Wihrend die Sprachen ungewichteter Automaten durch zweiwertige Logiken charakte-
risiert werden, kann man formale Potenzreihen mithilfe gewichteter Logiken beschreiben.
Manfred Droste, Paul Gastin und Heiko Vogler [12, 17] haben entsprechende Erweite-
rungen der monadischen Logik zweiter Stufe im Kontext von Wort- und Baumreihen
untersucht. Die Semantik einer Formel der gewichteten monadischen Logik ist demnach
eine formale Potenzreihe {iber einem Semiring. Die hierbei klassisch betrachteten Semirin-
ge sind kommutativ, da in diesen die Interpretation von Konjunktion und Generalisierung
unabhingig von der Reihenfolge der Teilformeln ist.

Mehrwertige Logiken, wie zum Beispiel die Godel-Logiken oder die Quantenlogik [3, 21],
basieren auf beschrinkten Verbéanden. Dies sind Verbénde, deren gesamte Grundmenge
ein Supremum und ein Infimum besitzt. Im Gegensatz zu Semiringen sind Verbénde
im Allgemeinen nicht distributiv. Droste und Vogler haben beschrinkte Verbédnde als
Gewichtsstrukturen gewichteter Wortautomaten betrachtet [18|. Dabei riickten sie starke
Bimonoide, welche eine Verallgemeinerung sowohl der beschrankten Verbénde als auch
der Semiringe darstellen, in den Fokus. Sie konnten sowohl die Ergebnisse von Kleene
zur Rationalitdt erkennbarer Wortsprachen auf formale Potenzreihen erweitern, als auch
Biichis Charakterisierung durch die monadische Logik zweiter Stufe.



1 Einleitung

Wir! werden die Charakterisierung der formalen Potenzreihen von Worten iiber starken
Bimonoiden durch die gewichtete monadische Logik zweiter Stufe auf formale Potenzrei-
hen von Bdumen, sogenannten Baumreihen, {ibertragen. Hierfiir wiederholen wir zunéchst
sowohl die Erkennbarkeit von Baumsprachen mittels der bekannten Baumautomaten
wie auch die Definierbarkeit erkennbarer Baumsprachen durch Sétze der ungewichteten
MSO.

Wir betrachten anschlieffend die Erkennbarkeit von Baumreihen in starken Bimonoiden.
In diesen ist die Multiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ. Da wir das Gewicht
eines Automatenlaufes als Produkt von Transitionsgewichten bestimmen wollen, werden
wir feststellen, dass fiir unsere Definition der Erkennbarkeit die Reihenfolge der Faktoren
ausschlaggebend ist. Auf Worten gibt die Folge der Symbole eine natiirliche Ordnung
der Transitionsgewichte vor. Fiir Baume gibt es hingegen verschiedene Moglichkeiten,
die Positionen und damit auch die Transitionsgewichte aufzuzidhlen. Daher fithren wir
die Erkennbarkeit einer Baumreihe in Abhéngigkeit einer gegebenen Aufzédhlung der
Positionen ein.

Neben den Gewichten der Léufe verwenden unsere gewichteten Baumautomaten
Finalgewichte zur Bestimmung des Gewichtes eines Baumes. Wir untersuchen zwei
Einschrankungen unseres Automatenmodells. Crisp-deterministische gewichtete Baum-
automaten schrénken die Gewichte eines Laufes auf {0,1} ein und charakterisieren eine
Teilmenge der formalen Potenzreihen, die erkennbaren Stufenfunktionen. Auferdem
definieren wir schwache gewichtete Baumautomaten, in denen die Finalgewichte auf die
Menge {0, 1} beschrankt sind. Wir zeigen, dass fiir bestimmte Positionsaufzéhlungen
alle erkennbaren Baumreihen ebenfalls mit diesen eingeschriankten Automaten erkennbar
sind.

Des Weiteren betrachten wir sogenannte bi-lokal endliche Bimonoide. In diesen indu-
zieren alle endlichen Teilmengen der Grundmenge fiir beide Operationen Untermonoide,
welche ebenfalls endlich sind. Fiir zwei Beispielaufzidhlungen werden wir zeigen, dass
die in diesen Strukturen erkennbaren Baumreihen stets erkennbare Stufenfunktionen
sind. Einerseits handelt es sich dabei um eine Aufzéhlung, die durch Tiefensuche auf
Baumen bestimmt ist und zum anderen eine Aufzdhlung, welcher eine lineare Ordnung
der Elemente des Bimonoides zugrunde liegt.

Analog dazu verwenden wir die Positionsaufzéhlungen zur Interpretation der gewichte-
ten MSO iiber starken Bimonoiden. Wir fithren drei Fragmente von MSO ein, da die
Semantik von unbeschréankten Formeln der Logik im Allgemeinen nicht erkennbar ist. Mit
dem gestuften Fragment charakterisieren wir zunéchst die erkennbaren Stufenfunktionen.

Als erstes Hauptergebnis zeigen wir, dass sich mit den eingeschrinkten Formeln genau
die Baumreihen beschreiben lassen, welche durch schwache gewichtete Baumautomaten
erkannt werden. Im zweiten Hauptergebnis betrachteten wir die Positionsaufzéhlungen
mittels Tiefensuche und einer linearen Ordnung. Wir beweisen, dass in bi-lokal endlichen
Bimonoiden das existenzielle Fragment genau die mit diesen beiden Positionsaufzahlungen
erkennbaren Baumreihen charakterisiert.

'Die Verwendung des Pluralis Auctoris dient in dieser Arbeit der Einbeziehung des Lesers und der
Unterstreichung der objektiven Nachpriifbarkeit der Ergebnisse.
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2.1 Baume und Baumautomaten

IR betrachten in dieser Arbeit endliche geordnete Baume. In diesen sind die
Kindknoten jedes Knotens geordnet. Die Beschriftung eines Knotens bestimmt
dabei die Anzahl seiner Kinder.
Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir mit N = {1,2,3,...}, die der
natiirlichen Zahlen inklusive 0 mit Ng = N U {0}. Die Positionen eines Baumes sind
bestimmt durch seinen Baumbereich - eine endliche, nichtleere Menge D C N* mit

e uv € D = wu € D fiir alle Positionen u,v € N* |
e u(i+1l)eD = w.i€eDfiraleue N ieN.

Fiir eine Position u € D ist der Grad grad(u) von u durch max({i | u.i € D}) bestimmt,
wobei max(()) = 0.

Wir beschriften die Knoten eines Baumes mit Symbolen aus einem Rangalphabet
(X, rky). Hierbei ist ¥ ein Alphabet, das heift eine endliche, nichtleere Menge, und
rky, eine Abbildung rksy : ¥ — N, welche die Anzahl der Kinder festlegt. Fiir diese
Abbildungen gebe es jeweils mindestens ein o € ¥ mit rky (o) = 0. Der mazimale Rang
des Rangalphabetes (X, rky) sei mazxs, := max({rks (o) | 0 € £}). Auberdem bezeichnen
wir mit ¥ := {¢ € & | rkg(c) = i} die Menge der Symbole des Rangs i € N. Ist 7ks
bekannt oder aus dem Kontext ersichtlich, sprechen wir im Folgenden verkiirzend vom
Rangalphabet 3.

Ein endlicher geordneter Baum t ist nun eine partielle Abbildung ¢ : N* --» X, wobei

et 1(¥)={ueN"|Jo€X:t(u) =0} ist ein Baumbereich und
o rky(t(u)) = grad(u) .

Den Baumbereich eines Baumes ¢ bezeichnen wir mit pos(t) := ¢t~1(X). Die Menge aller
endlichen Baume iiber dem Rangalphabet ¥ nennen wir Tx,. Ein Teilbaum eines Baumes
t an der Stelle u € dom(t) ist eine modifizierte partielle Abbildung ¢|, : N* --» ¥ mit
tu(w) = t(uw).

Abbildung 2.1 zeigt einen Beispielbaum t € Ty, iiber dem dreielementigen Rangalphabet
Y = {00,01,02} mit rkx(0g) = 0, rks(01) = 1 und rkx(o2) = 2. Sein Baumbereich
ist die Menge pos(t) = {e,1,2,1.1,1.2,2.1}. Ein Teilbaum von ¢ wére zum Beispiel
tla = {(57 o1), (1, UO)}'

Endliche geordnete Baume lassen sich auch mit alternativen Definitionen &quivalent
formalisieren. Beispielsweise kann man einen Baum als Term iiber einer endlichen Menge
an Funktionssymbolen, die mindestens ein nullstelliges Symbol enthilt, auffassen. Zum
Beispiel entspricht der Baum in Abbildung 2.1 dem Term ¢ = o2(02(00, 00), 01(00))-
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a0

Abbildung 2.1: Beispielbaum

Als Grundlage dieser Arbeit dienen endliche Aufwérts-Baumautomaten [11, 28], deren
Eigenschaften wir nun kurz wiederholen. Mit o (M) bezeichnen wir die Potenzmenge
einer Menge M. Ein Aufwdrts-Baumautomat ist ein Quadrupel A = (Q, %, 6, F'). Dabei
ist

e () eine endliche Zustandsmenge,

e 3 ein Rangalphabet,

e § = (0,)sey eine Familie von Transitionsfunktionen &, : Q"*=(?) — © (Q) und
e [ C () die Menge der Finalzustiande.

Ein Baumautomat heift deterministisch, falls fiir alle ¢ € 2 und ¢1, ..., ¢m € Q die
Menge 64(q1, .- ., qm) einelementig ist. Anstatt d,(q1,...,qm) = {q} schreiben wir dann
verkiirzend 0,(q1, .. .,qm) = q. Diese Definition umfasst zugleich Vollstandigkeit, das
heit d,(q1, ..., qm) # 0.

Fin Lauf des Baumautomaten A auf einem Baum t € Ty, ordnet jeder Position des
Baumes einen Zustand zu. Also ist ein Lauf eine Abbildung r : pos(t) — Q. Fiir jede
Position w € pos(t) gelte dabei r(w) € 6,(r(w.1),...,r(w.m)) mit t(w) = ¢ € (™. Die
Menge aller Léufe des Baumautomaten A auf ¢t € ¥ bezeichnen wir mit R(¢). Ist A
deterministisch, so ist R(t) fiir alle ¢ € Ty, einelementig,.

Ein Lauf r eines Baumautomaten A heifst erfolgreich, falls r(¢) € F. Die Baumsprache,
die ein Baumautomat A erkennt, ist die Menge L(A) = {t € Ty, | Ir € Ra(t) : r(¢) € F'}.
Eine Baumsprache L C T heift (deterministisch) erkennbar, falls es einen (deterministi-
schen) Baumautomaten gibt, der L erkennt. Analog zu den reguldren Wortsprachen ist
jede erkennbare Baumsprache auch deterministisch erkennbar [28, Theorem 1|. Es ist
ebenfalls bekannt, dass die Menge der erkennbaren Baumsprachen 73°¢ (recognizeable
tree languages) unter den booleschen Operationen Vereinigung, Komplement und somit
auch Schnitt, abgeschlossen ist [28, Theorem 2].
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2.2 Bekannte Konstruktionen

EINIGE Beweise dieser Arbeit greifen grundlegende Ideen bekannter Konstruktionen
auf. Deshalb werden wir diese von uns benétigten Ideen kurz vorstellen.

Mithilfe der Potenzmengenkonstruktion kann man beweisen, dass jede nichtdetermi-
nistisch erkennbare Baumsprache auch von einem deterministischen Baumautomaten
erkennbar ist [28, Theorem 1|. Sei dazu A = (Q, %, 6, F') ein Baumautomat. Wir kon-
struielger; den deterministischen Baumautomaten A’ := (p (Q), X, ', F’), wobei fiir alle
ocex\m

6;(Q17'-'7Qm) = U 60(Q1a~-:‘]m) .

q1€EQ1,,gmEQm

Wiéhlen wir nun F := {P € p(Q) | PN F # 0}, so erhalten wir L(A") = L(A). Setzen
wir hingegen F':={P € p(Q) | PN F = 0}, so ist L(A4") = Ty \ L(A).

Die erkennbaren Baumsprachen sind unter Vereinigung abgeschlossen. In einem mogli-
chen Beweis bildet man dazu den Vereinigungsautomaten. Seien also A = (Q, 3,0, F)

und A’ = (@', 3,0, F') zwei Baumautomaten. Wir bilden den Vereinigungsautomaten
A" = (QUQ',%,8", FUF’) und definieren fiir alle ¢ € %™

0o U &, falls m = 0 ,

5"((]1 dm) = O5(q1y -5 qm) fallsq,...,¢n € Q und m >0,

o1,y qm) : 5(’7(q17_.,,qm) fallsql""’QmGQ’undm>0u11d
0 sonst.

Nun gilt L(A"”) = L(A) U L(A").

Aus dem Abschluss unter Vereinigung und Komplement folgt der Abschluss unter
Schnittmengenbildung. Dies lasst sich auch direkt durch einen Produktautomaten zeigen.
Seien wieder A = (Q,%, 4, F) und A’ = (Q',%,0', F') zwei Baumautomaten. Der Pro-
duktautomat ist das Quadrupel A” := (Q x Q',%,8", F x F'). Fiir alle ¢ € £(™) ist die
Transitionsfunktion wie folgt definiert:

6o ((q1,11); -+ (@mspm)) == {(¢;p) | 4 € 6o(q1, - am) N PE T (p1,...Pm)} -

Wir erhalten damit L(A”) = L(A) N L(A").



3 Gewichtete Baumautomaten uber
starken Bimonoiden

3.1 Bimonoide

IR werden die bekannten Baumautomaten zu gewichteten Baumautomaten er-

weitern. In diesem Abschnitt fiihren wir die dazu benétigten algebraischen

Strukturen ein und geben charakteristische Beispiele an. Einige dieser Beispiele werden
wir in spateren Beweisen wieder aufgreifen.

Ein Monoid ist eine algebraische Struktur (K, -, 1), bestehend aus einer Triagermenge
K, einer bindren Operation - iiber K und einem ausgezeichneten Element 1 € K. Die
Operation - ist hierbei assoziativ und 1 beziiglich - ein neutrales Element (Einselement).
Es gilt also k- (I-m) = (k-l)-mund 1-k = k-1 fir alle fir k,[,m € K. Ein
typisches Beispiel ist das, von den Wortsprachen bekannte, freie Monoid (X*,-) tiber
einer nicht notwendigerweise endlichen Menge >.. Dabei ist - die Konkatenation und
Y={w|lw=eV veXacX:w=v-a}

Ein Bimonoid ist eine algebraische Struktur (K, +,-,0, 1), wobei sowohl (K, +,0) als
auch (K, -,1) Monoide sind [15]. Wir nennen die Operation + Addition und - Multiplika-
tion. Ist das Bimonoid (K, +,-,0,1) fest oder aus dem Kontext bekannt, identifizieren wir
es mit seiner Tragermenge K. Ein Bimonoid heiflt stark, falls die Operation + kommuta-
tiv ist und O beziiglich - ein absorbierendes Element ist (multiplikatives Nullelement), das
heifit es gilt 0-k = 0 = k-0 fiir alle k € K. Ist K stark und die Multiplikation distributiv
iber der Addition, also k- (I+m) = (k-1)+ (k-m)und (k+1)-m=(k-m)+ (l-m)
fiir k,I,m € K, so ist K ein Semiring. Ist - kommutativ, so nennen wir K kommutativ.

Um gewichtete Logik spéter in Bimonoiden zu interpretieren, bendtigen wir eine
Negations-Operation. Ein Bimonoid mit Negation ist eine Struktur (K, +,-,0,1). Dabei
bildet (K, +,-,0,1) ein Bimonoid und ~: K — K ist eine Funktion derart, dass 0 = 1
und 1 = 0. Offensichtlich lisst sich jedes Bimonoid um eine solche Operation erweitern,
indem man k € K fiir k € K \ {0, 1} beliebig wiihlt.

Ist f eine Funktion mit dem Definitionsbereich dom(f) und N C dom(f), so bezeichnen
wir mit f|y die Einschrinkung von f auf N, wobei f|y(n) := f(n) fir alle n € N. Sei
(K,-,1) ein Monoid und L C K. Ein Untermonoid von K ist ein Monoid (K, -| g/« x7,0,1)
mit K’ C K. Eine Menge L C K induziert das Untermonoid K’, falls K’ die kleinste
Menge M ist, sodass L C M und (m - [pxmn) € M fiir alle m,n € M gilt. Ein
Bimonoid K heifst additiv lokal endlich, falls fiir jede endliche Teilmenge L C K das
durch L induzierte Untermonoid von (K, +,0) endlich ist. Analog dazu betrachten wir
ebenfalls multiplikativ lokal endliche Bimonoide. Ist ein Bimonoid sowohl additiv als
auch multiplikativ lokal endlich, so nennen wir es bi-lokal endlich.

Falls k£ + k = k in einem Bimonoid K fiir jedes k € K gilt, nennen wir K additiv
idempotent. Gilt k - k = k, so ist K multiplikativ idempotent. Ein Bimonoid heifst
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bi-idempotent, falls es sowohl additiv als auch multiplikativ idempotent ist.

Alle bi-idempotenten, kommutativen starken Bimonoide sind bi-lokal endlich. Sei dazu
L:={ky,...,kn} C K endlich und L' das durch L induzierte Untermonoid beziiglich
Multiplikation. Da - kommutativ ist, hat jedes Element [ aus L’ die Form [ = k{"* -...- k™
fiir ny,...,n, € N. Aus der Idempotenz folgt, dass fiir jedes | € L' die Exponenten
ni,..., Ny tatsichlich aus {0,1} stammen. Also ist L’ endlich. Da fiir die Addition die
gleiche Argumentation anwendbar ist, muss K bi-lokal endlich sein.

Betrachten wir nun einige Beispiele fiir Bimonoide.

Beispiel 3.1.1. Sei B, := ({0,1}" U {1¥},®,-,1%,¢). Dabei ist die Multiplikation - die
iibliche Konkatenation und w - 1¢ := 1¥ - w := 1% fiir alle w € K. Die Addition &
entspricht einer stellenweisen Minimumbildung, von rechts beginnend. Wir definieren
diese induktiv fir z,y € {0,1} und v, w € K, durch

rPe=ePr=¢, 001:=1:=000 und vrdwy:=@wWOw) (zdy).

Offensichtlich ist die Multiplikation - assoziativ, € ihr neutrales Element und 1% absorbie-
rend. Die induktive Definition der Addition @ ist assoziativ, erhélt die Kommutativitét
und 1¢ verhéalt sich neutral. Damit ist B, ein starkes Bimonoid. Tatsachlich 14sst sich
aus jeder Menge M und einer Minimumbildung mit einem maximalen Element in M ein
starkes Bimonoid der Form

M, = (M* U {max(M)“},®, -, max(M)“, ¢)
konstruieren.

Beispiel 3.1.2. Ein weiteres Beispiel ldsst sich mit den reellen Mengen K, := {0} U[e, 1]
fiir 0 < e < 1 finden. Sei ¢ fix und das Biomonoid K := (K., ®,®,0, 1), wobei fiir alle
k,k" € K. die Operationen wir folgt definiert sind:

k@ k' :=min(1,k+ k),
ko {k-k/ falls k - & € K. und

0 sonst.

Das Bimonoid K ist offensichtlich stark und kommutativ. Anwendung findet es beispiels-
weise bei der Modellierung von Rechenoperationen mit eingeschrankter Genauigkeit.

Nach der obigen Definition ist jeder Semiring ein starkes Bimonoid. Ein typisches
Beispiel fiir einen Semiring sind die natiirlichen Zahlen inklusive 0 mit Addition und
Multiplikation Ny = (Ng, +,-,0, 1).

Beispiel 3.1.3. Sei N}, = (p(N*),U, -, 0, {¢}), wobei U die iibliche Mengenvereinigung
ist und V- W = {vw | v € V Aw € W}. Bekanntlich ist (p(N*), U, ) ein Monoid und U
kommutativ. Das Monoid (p(N*),-, {¢}) ist eine Erweiterung des freien Monoides iiber
N*, wobei die leere Menge () das absorbierende Element darstellt. Tatséchlich ist N, sogar
ein Semiring, da die erweiterte Konkatenation iiber der Mengenvereinigung distributiv
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ist:

U-(VUuW)={uw |ucU A (u/eV v ueW)}
={w|ueU ANveViU{uw|uelU N weW}
=U-V)UU- -WwW)

CuV)- W={w|(weU VvV weV)AuweW}
={uww|uveU ANweW}lU{w|veV AN weW}
=U-W)u((V-Ww)

Auch hier lésst sich aus jeder Grundmenge M ein zu N§, analoger Semiring konstruieren,
beispielsweise mit einem Alphabet 3.

Ein Verband ist eine Struktur (K, V,A) |2, 23|. Die Operationen V (Supremum) und
A (Infimum) sind dabei assoziativ, kommutativ, idempotent und absorptiv, das heifst,
fir alle k1, ko € K gilt k1 A (k1 V k2) = k1 und k1 V (k1 A k2) = k1. Man kann Verbénde
alternativ auch als Halbordnungen definieren, in welchen je zwei Elemente ein Infimum
und ein Supremum besitzen.

(6% 65
o1
C
C
b
OO0

Abbildung 3.1: Beispielverbéande

FEin Verband K heifit nach unten beschrinkt, falls es ein Element 0 € K gibt, das
beziiglich V neutral ist. 0 ist dann das Infimum von K, das heifst, es gilt 0O Ak = 0
fiir alle £ € K. Wenn ein beziiglich A neutrales Element 1 € K existiert, heiftt der
Verband K nach oben beschrinkt. 1 ist dann das Supremum von K, das bedeutet, es
gilt 1 Ak =1 fiir alle k € K. Ein beschrdnkter Verband ist ein nach unten und oben
beschrankter Verband. Jedes bi-idempotentes, kommutatives und starkes Bimonoid,
dessen Operationen + und - absorptiv sind und in dem 1 ein additives Nullelement ist,
ist ein beschrankter Verband. Dabei entspricht die Addition der Supremumbildung und
die Multiplikation der Infimumbildung. Da V und A kommutativ und idempotent sind,
ist jeder (beschriankte) Verband bi-lokal endlich.

Ist in einem Verband A (-) distributiv iiber V (4), dann ist V auch distributiv iiber A.
Es ist bekannt, dass ein Verband genau dann distributiv ist, wenn er einen der beiden
Beispielverbénde 5 und 5 aus Abbildung 3.1 enthélt.

Typische Verbéande sind beispielsweise (N, min, max), die (zweielementige) boolesche
Algebra und der Teilmengenverband (p (M) ,U,N, M, (). Ein weiteres interessantes Bei-
spiel ist die Lindenbaum Algebra, deren Elemente aussagenlogische Formeln sind, welche
durch die Folgerungsrelation = der intuitionistischen Logik geordnet werden. Die Ver-
bandstheorie kennt somit viele natiirliche Beispiele von Bimonoiden.

10



3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Abbildung 3.2 illustriert die Zusammenhénge zwischen Bimonoiden, Verbédnden und
Semiringen.

Bimonoid
+, - sind assoziativ
0, 1 sind neutrale Elemente

/

stark
+ ist kommutativ
0 ist multiplikative Null

kommutativ bi-idempotent
- ist kommutativ +, - sind idempotent

S

beschrankter Verband
4+, - sind absorptiv
1 ist additive Null

\

Semiring
+ ist distributiv

\

beschrankter
distributiver Verband

Abbildung 3.2: Zusammenhénge zwischen Bimonoiden, Verbédnden und Semiringen
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

3.2 Gewichtete Baumautomaten und Baumreihen

IN diesem Abschnitt fithren wir gewichtete Baumautomaten iiber starken Bimonoiden
ein. Diese entscheiden nicht, wie die gewohnlichen Baumautomaten, die Zugehorigkeit
eines Baumes zu einer Baumsprache, sondern definieren Funktionen, welche jedem Baum
ein Element des zugrunde liegenden Bimonoides zuordnen. Hierfiir fithren wir den Begriff
der Erkennbarkeit solcher Funktionen durch ein allgemeines Automatenmodell ein. Wir
betrachten aufserdem zwei Einschriankungen dieser Automaten und deren Auswirkungen
auf die Erkennbarkeit. Es stellt sich heraus, dass das gewéhlte Bimonoid hierbei eine
entscheidende Rolle spielt.

3.2.1 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Im Folgenden bezeichnen wir die Menge aller partiellen Funktionen aus einer Menge M
in eine Menge N mit [M --» NJ.

Definition 3.2.1. Sei K ein starkes Bimonoid. Ein endlicher gewichteter Aufwdrts-
Baumautomat (weighted bottom-up final state tree automaton, wta) ist ein Quadrupel
M = (Q,%, u,), dabei sei

e () eine endliche Zustandsmenge,
e 3 ein Rangalphabet,

® = (ftm)m<mazs, €ine Familie von Transitionsfunktionen g, : nm)  gQ™xQ
und

e v : (@ — K eine Funktion der Finalgewichte.

Ein Lauf eines gewichteten Baumautomaten M auf einem Baum ¢ ist eine Abbildung
r : pos(t) — Q. Da der Definitionsbereich dom(r) ein Baumbereich ist, kénnen wir
einen Lauf r als einen geordneten Baum iiber dem Alphabet @ auffassen. Dabei ist @
kein Rangalphabet. Rj/(t) bezeichnet die Menge der Léaufe eines Baumautomaten M
auf einem Baum t. Die Menge aller Laufe eines Baumautomaten auf allen Baumen sei

Ry = UteTE Ru(1).

Fiir ein Symbol o € (™ und Zustinde qi,...,¢m,q € Q benutzen wir fiir den
Funktionswert (g, (0))((q1,- ., qm), q) die Abkiirzung (1(0)g,...qm.q- Sei t € T ein Baum.
Ein gewichteter Baumautomat M ordnet durch einen Lauf r € Rjys(t) jeder Position
w € pos(t) eines Baumes das Gewicht (o), (w.1)...r(w.m),r(w) 21, Wobei o = t(w) und
m = rk(o). Die daraus resultierende partielle Funktion ¢, : N* --s» K nennen wir
Gewichtsbaum von r auft in M. Die Menge aller Gewichtsbdume iiber einem Bimonoid
K sei Tk :={t : N* --» K | dom(t) ist Baumbereich}. Somit definiert ein Baumautomat
fir alle t € T, und 7 € Ry(t) eine partielle Funktion M : Tx x Ry --» [N* --» K] mit
M(t,r)(w) = p(E(W))r(w.1)...r(wm)r(w)- Wit verallgemeinern mit der partiellen Funktion
M die Bezeichnung wt(t, r, w), welche beispielsweise Droste und Vogler benutzen [17].

Das Gewicht eines Laufes auf einem Baum t wird iiblicherweise als Produkt der Ge-
wichte an den Positionen des Laufes berechnet. Da das Bimonoid K im Allgemeinen nicht
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

kommutativ ist, hdngt das Ergebnis von der Reihenfolge der Faktoren ab. Deshalb beno-
tigen wir eine Methode, um die Gewichte eines Gewichtsbaumes anzuordnen, das heifst
eine Aufzihlung der Positionen des Gewichtsbaumes M (t,r). Um die Vergleichbarkeit
von Baumautomaten untereinander zu gewéhrleisten, muss diese Methode unabhéngig
vom betrachteten Baumautomaten sein.

Definition 3.2.2. Eine partielle Funktion en : Tk --+ [N --» N*] heilt Positionsauf-
zdhlung fiir Gewichtsbdume, falls fiir alle t € Ty gilt:

17”]

e en(t) € pos(t)™ mit n = |pos(t)| und

e en(t) ist zwischen [1,n] und pos(t) bijektiv.

Mithilfe einer Positionsaufzéhlung fiir Gewichtsbdume lésst sich nun das Gewicht der
Léaufe eines gewichteten Baumautomaten eindeutig definieren.

Definition 3.2.3. Sei K ein starkes Bimonoid, M ein gewichteter Baumautomat und
en eine Positionsaufzahlung fiir Gewichtsbdume. Sei weiterhin ¢ € Ts, und r : pos(t) — Q
ein Lauf von M auf t. Das Gewicht des Laufes r ist bestimmt durch:

[pos(t)]
wt§(t,r) == H M(t,r)[en(M(t,r))(7)] .
=1

Bei den erkennbaren Baumsprachen wird ein Baum ¢ € Ty, von einem Baumautomaten
A genau dann erkannt, wenn es einen erfolgreichen Lauf von A auf ¢ gibt. Ein gewichteter
Baumautomat M = (Q, X, i, y) ordnet hingegen jedem Lauf r € Ry/(t) an der Wurzel
ein Finalgewicht ~(r(¢)) zu. In Anlehnung an ungewichtete Baumautomaten nennen wir
einen Lauf r € Ry/(t) genau dann erfolgreich, wenn y(r(e)) # 0. Wir lassen damit zu,
dass ein Lauf r erfolgreich sein kann, doch sein Gewicht wt§}(t,r) trotzdem 0 ist.

Das Verhalten eines gewichteten Baumautomatens definieren wir nun als Funktion von
der Menge der Bdume 7% in das Bimonoid K. Derartige Funktionen nennt man formale
Potenzreihen und die Menge aller formalen Potenzreihen von Ty, in K bezeichnet man
mit K {(T%)).

Definition 3.2.4. Sei K ein starkes Bimonoid und en eine Positionsaufzdhlung fiir
Gewichtsbaume. Ein gewichteter Baumautomat M erkennt mit en die formale Potenzreihe
S51 € K((T¥x)), welche fiir alle t € Tx; bestimmt ist mit:

(S§Ht) ==Y wti(t,r) - y(r(e)) .

TER]M(t)

Gibt es zu einer formalen Potenzreihe S € K((T%)) einen wta, der S mit en erkennt,
so heifst S en-erkennbar. Die Klasse aller en-erkennbaren Potenzreihen bezeichnen wir
mit K¢"7"¢((Ty,)). Offenbar ist die von einem gewichteten Baumautomaten erkannte
formale Potenzreihe von der zugrunde liegenden Positionsaufzéhlung fiir Gewichtsbaume
abhingig. Wir wollen nun verschiedene dieser Aufzéhlungen betrachten.

Eine Moglichkeit ist, die Positionsaufzéhlung fiir Gewichtsbaume aus einer gegebenen
linearen Ordnung der Menge der Positionen N* herzuleiten. Sei die Menge (N*, <) der
Positionen linear geordnet.
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Wir nennen eine Positionsaufzdhlung en fiir Gewichtsbdume strukturerhaltend, wenn
mit ihr die Implikation i < j = en(i) < en(j) fiir alle Gewichtsbaume t,, € T und
i,j € [1, |pos(tw)|] giiltig ist. Offenbar sind diese Positionsaufzihlungen unabhéngig den
Gewichten t,,(u) an einer Position u € pos(t).

Die im Kontext von Aufwérts-Baumautomaten wohl am natiirlichsten erscheinende
Ordnung auf N* wird durch die Tiefensuche in einem Baum induziert. Thre Anwendung zur
Gewichtsberechnung stimmt iiberein mit dem intuitiven Versténdnis eines gewthnlichen
Baumautomatenlaufes, der an den Bléattern beginnt und an der Wurzel endet.

Definition 3.2.5. Die Ordnung nach Tiefensuche <rg ist fiir alle u,v € N* bestimmt
durch:

u<pgv <= Jr e NI € N*:
u=zxu A

Vye NV e N* : o=y = (z<yV(z=yAu <ps )]

Fiir alle t,, € Ti und i,j € [1,|pos(tw)|] ist die Positionsaufzihlung fir Gewichtsbiume
durch Tiefensuche T'S : Tk --+ [N --» N*] eindeutig bestimmt durch:

i <j <= TS(tw)(i) <rs TS(tw)(j) -

1.1<12<1<2<e

Abbildung 3.3: Positionsaufzihlung nach Tiefensuche

Abbildung 3.3 illustriert die Positionsaufzéhlung durch Tiefensuche an einem Beispiel-
baum. Die von uns gewahlte Tiefensuche ordnet die Kinder w.1, ..., w.m einer Position w
aufsteigend von links nach rechts. Man kann natiirlich andere Varianten der Tiefensuche
betrachten, beispielsweise mit einer absteigenden Ordnung der Kinder.

FEine weitere Moglichkeit ist, die Positionsaufzdhlung fiir Gewichtsbdume aus einer
linearen Ordnung des Bimonoids K zu konstruieren. Deren Existenz kann nach dem
Wohlordnungsprinzip angenommen werden.

Definition 3.2.6. Eine ordnungserhaltende Positionsaufzihlung fir Gewichtsbiume ist
eine partielle Funktion en< : Tx --» [N --» N*] derart, dass fiir alle t,, € Tx und

i,§ € [1,|pos(tw)|] gilt:
i <j = tylen<(tw)(i)) < ty(en=(ty)(j)) -

Da verschiedene Positionen eines Gewichtsbaumes das gleiche Gewicht tragen konnen,
gibt es im Allgemeinen mehrere verschiedene Positionsaufzéhlungen fiir Gewichtsbaume
durch <. Es stellt sich aber heraus, dass die Anordnung von Gewichten trotzdem
ausschlieflich von der linearen Ordnung < abhéngt.
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Proposition 3.2.7. Scien t,, € Tk ein Gewichtsbaum und en1< und en2< zwet ordnungs-
erhaltende Positionsaufzihlung fir Gewichtsbdume. Dann gilt fir alle © € [1,|pos(t)|]:

tw(ent (tw)(1)) = tw(eng (tw)(i) -
Beweis. Fiir alle i < j € [1, pos(t)] gilt sowohl

(eny (ty)(j)) als auch
(ens (tw)(4))-

Da en; und eny zwischen [1, |pos(t)|] und pos(t) bijektiv sind, gilt fiir alle i € [1, |pos(t)|]

tw(ent (tw)(i)) = tw(ens (tw)(i)) -

g
T
3

S

T

S

DA A
—~

o~

S

=

~.

t <ty
t < tw

O]

Sei M ein gewichteter Baumautomat und eny und ens zwei ordnungserhaltende
Positionsaufzéhlung fiir Gewichtsbaume. Fiir alle ¢ € Tx, und r € Ry (t) folgt aus der
obigen Aussage sofort die Gleichheit der Laufgewichte:

Wtenl (t,r) = WtM (t,r) .

Somit sind alle ordnungserhaltenden Positionsaufzéhlungen fiir Gewichtsbdume aqui-
valent zueinander beziiglich der Erkennbarkeit formaler Potenzreihen in einem linear
geordneten Bimonoid (K, <). Deshalb werden wir forthin von einer ordnungserhalten-
den Positionsaufzihlung en< sprechen, anstatt einen konkreten Reprisentanten der
dquivalenten Positionsaufzéhlungen zu benennen.

Eine formale Potenzreihe S, die en<-erkennbar ist, nennen wir abkiirzend <-erkennbar
(sprich: linear erkennbar) und S}, steht fiir die formale Potenzreihe eines gewichteten
Baumautomaten, der mit der Positionsaufzihlung en< erkennt. Analog dazu bezeichnen
wir die Klasse der <-erkennbaren Baumreihen auch mit K<~"¢¢((Ty)) anstelle von
Ken<frec<<TZ>>_

Ist das zugrunde liegende Bimonoid kommutativ, so sind die Gewichtungen der L&ufe
unabhéngig von den Positionsaufzéhlungen fiir Gewichtsbdume. Man erhélt das gleiche
Gewicht wie bei bekannten gewichteten Baumautomaten iiber kommutativen Semiringen.

Proposition 3.2.8. Sei K ein kommutatives starkes Bimonoid, M ein gewichteter
Baumautomat und t € T, ein Baum. Dann gilt fiir alle Positionsaufzahlungen enq, und
eny.’

Wt?\?l t 7”‘ H :u‘ r w.1)..r(wm),r(w) = Wtﬁ2 (t,T) .
wepos(t)

Somit ist in einem kommutativen Bimonoid S3;' = S5;? fiir jeden Baumautomaten
M und alle Aufzéhlungen en; und ens. Es folgt sofort KM —¢(Ty)) = K"27"¢(Tx)).
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

3.2.2 Erkennbare Stufenfunktionen

Sei M eine Menge und N C M beliebig. Die charakteristische Funktion der Menge
N ist die Abbildung 1y : M — {0,1}, welche fiir alle 2 € M durch die Aquivalenz
Iy(z) =1 <= x € N beschrieben wird . Sei K ein starkes Bimonoid, k¥ € K und
S : Ty, — K eine formale Potenzreihe. Die Skalarprodukte von k und S sind die formalen
Potenzreihen (k- S,t) := k- (S,t) und (S - k,t) := (S,t) - k fiir alle t € Tx.

Eine erkennbare Stufenfunktion ist eine formale Potenzreihe S : Ty, — K, fiir wel-
che es eine Familie von erkennbaren Baumsprachen Ly, ..., L, € p (Tx) und Elemente
ki,...,k, € K gibt, sodass S = > 1" | k; - 1,. Wir fordern zusétzlich, dass die Baum-
sprachen Ly, ..., L, die Menge Ty, partitionieren, und die Elemente k1, ..., k, paarweise
verschieden sind. Dies stellt keine Einschrankung dar, da die Menge der erkennbaren
Baumsprachen unter Vereinigung und Schnitt abgeschlossen ist. Abbildung 3.4 verdeut-
licht die Herkunft des Begriffs Stufenfunktion.

kn -

k3 -
k1 -
ko -

Ly Lo Lj - L,

Abbildung 3.4: Graph einer Stufenfunktion iiber T

Im Folgenden nutzen wir héufig die Abbildung img, die jeder Funktion die Menge
ihrer Bilder zuordnet; img(f) := {y | Iz : f(x) = y}. Ist M eine Menge oder Familie von
Funktionen, so setzen wir img(M) := J;¢p, img(f).

Die Menge der erkennbaren Stufenfunktionen lasst sich durch eine Einschrinkung der
gewichteten Baumautomaten charakterisieren. Ein crisp-deterministischer Baumautomat
ist ein gewichteter Baumautomat M = (Q, X, i, y) mit folgenden Einschrankungen:

e Die Transitionsgewichte sind auf {0,1} C K beschrankt (crisp), das heifst, fir alle
o e XM gilt

img(um(o)) € {0,1} .

e Die Transitionsfunktionen sind deterministisch, das heift, fiir alle ¢ € (™ und
qis---,9m € Q gllt

(Vg : Mm(U)ql...qm,q = 0) \ (El!q €Q: Nm(a)qu.qm,q = 1) .
In einem Bimonoid kommutieren 0 und 1 mit allen Elementen. Da die Gewichte

der Transitionen lediglich aus {0,1} stammen, spielt die Reihenfolge der Multiplika-
tion zur Bestimmung des Laufgewichtes keine Rolle. Somit gilt Sy;' = S3;? fiir alle
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Positionsaufzihlung fiir Gewichtsbdume en; und ens. Bei einen crisp-deterministischen
Baumautomaten M schreiben wir deshalb wty; und Sy anstelle von wt§; und S§;. Eine
formale Potenzreihe nennen wir crisp-erkennbar, falls es einen crisp-deterministischen
gewichteten Baumautomaten M mit S € K ((T%)) mit S = Sy, gibt.

Lemma 3.2.9. Sei S € K((Tx)). Dann ist S eine erkennbare Stufenfunktion genau dann,
wenn S crisp-erkennbar ist.

Beweis. (=) Weil S eine erkennbare Stufenfunktion ist, gibt es erkennbare Baumsprachen
Ly,...,L,, die T, partitionieren, und paarweise verschiedene Elemente kq,...,k, € K
so,dass S=> " ki-1z,. Dal-k=k-1gilt S=57" 1, k.

Es gibt deterministische Baumautomaten Aj,..., A4, mit 4; = (Q;, %, d;, F;) und
L(A;) = L;. Wir konstruieren nun zu jedem A; einen crisp-deterministischen wta mit

Mz‘ : (Qi727#i771)7 wobei
1 falls 0;5(q1,---,qm) = q,
1i(0) gy ..qmg = { v "
0 sonst
und

k; fallsqe€ F;,
Yi(q) =

0 sonst.

Jeder so konstruierte gewichtete Baumautomat M; erkennt die formale Potenzreihe
Sm; = Lpa,) - ki = 1p, - ki Wir bilden nun den wta M := (Qu, %, iy, ) als
Vereinigung der wta M, ..., M, analog zur Vereingungsautomatenkonstruktion im
ungewichteten Fall. Dabei sei

Qn = U Q; ,
1€[1,n]
: fall ey Gmsq € Qi
,UM(U)qlmqm’q = {”Z(U)qlmqm,q alls ¢1 Gm.q € Q;

0 sonst,

{%(q) falls ¢ € @; und
Y(q) =

0 sonst.

Da Qq, ..., Q, paarweise disjunkt sind, ist M ebenfalls crisp-deterministisch. Sei ¢t € Tx..
Weil T, durch Ly, ..., L, partitioniert wird, gibt es genau ein i € [1,n] mit ¢t € L;. Also
gilt (Shs;,t) = 0 fiir alle j # 4 und es gibt genau einen erfolgreichen Lauf r € Ry;(t), das
heifst y(r(e)) # 0, mit wtps(¢,7) # 0. Dies ist genau derjenige, welcher durch den wta
M; definiert ist. Deshalb gilt

(Sart) = (Saz,,t) = 1p, - ki = (S, 1) .

(<) Sei M = (Q, %, u,) crisp-deterministisch mit S = Sy,. Fiir alle Baume t € Ty,
gilt damit (Spr,t) #0 = 3r € Ry : wtp(t, ) = 1. Sei img(y) \ {0} = {k1, ..., kn}.
Wir bilden nun die Baumautomaten A; := (@, %, 0, F;) mit den Transitionsfunktionen

50((]1’ . '7qm) =q < M(U)mem,q =1.

17



3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Diese sind wohldefiniert, weil M crisp-deterministisch ist. Die Finalzustinde bestimmen
wir mit

Fr={q€Q|v(q) =ki} .
Sei L; = L(A;). Damit gilt nun
teL; <— (SM,t):ki,dennkiyéO.

Da die erkennbaren Baumsprachen unter Vereinigung und Komplementbildung abgeschlos-
sen sind, ist die Sprache Ly 41 := T% \ J;_; L; erkennbar. Offensichtlich partitionieren
die Baumsprachen Li,...,L, und L,4+; die Menge aller Badume T%. Weil M crisp-
deterministisch ist, erhalten wir S = Sj; = Z?jll ki - 1r,. Somit ist S eine erkennbare

Stufenfunktion. O

Als Néchstes betrachten wir eine weitere Einschrinkung der gewichteten Baumauto-
maten. Ein schwacher gewichteter Baumautomat (weak weighted tree automata, kurz
wwta) ist ein wta M = (Q, X, u,y) mit einer eingeschrinkten Finalgewichtsfunktion
v:Q — {0,1} C K. Man kann diese Automaten auch vollkommen &quivalent mit ausge-
zeichneten Finalzustédnden anstatt einer Gewichtsfunktion der Finalzusténde definieren.
Die von schwachen gewichteten Baumautomaten erkannten Baumreihen nennen wir
schwach en-erkennbar (weakly recognizeable). Ist en = T'S beziehungsweise en = en<,
so sprechen wir von schwach TS-erkennbar beziehungsweise schwach <-erkennbar. Es
stellt sich heraus, dass jede erkennbare Stufenfunktion mit allen Positionsaufzahlungen
en schwach en-erkennbar ist.

Fortan werden wir die nachfolgenden Schreibweisen benutzen. Die Projektion eines
n-Tupels © = (x1,...,x,) auf seine i-te Komponente bezeichnen wir mit m;(x) := x,
wobei i € [1,n]. Seien g : A — B und f : B — C Funktionen, so schreiben wir f o g fiir
die Verkettung dieser Funktionen, wobei (f o g)(a) := f(g(a)) fiir alle a € A.

Lemma 3.2.10. Sei S € K((T%)) eine erkennbare Stufenfunktion. Dann ist S mit jeder
Positionsaufzihlung fir Gewichtsbiume en schwach en-erkennbar.

Beweis. Sei S € K((Tx)) eine erkennbare Stufenfunktion. Dann ist S =" | k; - 1, fiir
eine Partition von erkennbaren Baumsprachen L1, ..., L, und eine Menge von Elementen
{k1,...,kn} C K. Es gibt also deterministische Baumautomaten A; = (Q;, X, d;, F;) mit
L(AZ) =IL; firi € [1,77,].

Aus diesen konstruieren wir nun gewichtete Baumautomaten M; := (Q}, X, 14, i)
mit bindren Finalgewichten. Die Idee ist, dass ein wwta M; beim Ubergang in einen
Finalzustand an der Wurzel mit k; multipliziert. Er rat hierfiir nichtdeterministisch, ob
eine Position die Wurzel ist. Falls nicht, wird das Gewicht aller iibergeordneten Positionen
auf 0 gesetzt. Die Zusténde @) tragen dabei ein Flag, welches signalisiert, ob forthin mit
0 multipliziert werden muss beziehungsweise ob bereits mit k; multipliziert worden ist.
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Es sei also

Q; = Q; X {Oal} )

(k:i falls d;5(q1, -, qm) = q und
by=...=by,=1und b =0 und
B qeF;,
Hi()a b (am b0 = Y1 gang 8io(q1, - -, qm) = q und
bi=...=bp,=1und b=1,
kO sonst,
(b)) = {; SEac im0,

Abbildung 3.5, Abbildung 3.6 und Abbildung 3.7 illustrieren beispielhaft drei mogliche
Léufe eines solchen Baumautomaten (mit Tiefensuche) auf einem Baum unter der
Annahme, dass F; = {q,q3}.

(¢,0)

(g4,1)  wi(t,r1) - v((q,0)) =(1-1-k;-1-0)-1

(q1,1) (g2,1)

Abbildung 3.5: Lauf rq

(g4,1)  wi(t,r2) - v((q,0)) =(1-1-1-1-k;)-1

(q1,1) (g2,1)

Abbildung 3.6: Lauf ro
Fiir die wwta M; und alle ¢t € Ty, gelten nun
1. te L; = (M;,t)=k; und
2.t¢L; = (M;,t)=0.

(1.) Sei t € L(A;) = L;. Da A; deterministisch ist, gibt es genau einen (erfolgreichen)
Lauf r € Ry, (t). Also muss m o7’ = r fiir alle Laufe " € Ry, (t) mit wtgy (t,7) # 0
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(¢,1)

(ga,1)  wi(t,r3)-7((¢,1)) =(1-1-1-1-1)-0

(q1,1) (g2,1)

Abbildung 3.7: Lauf r3

gelten. Seien ro, 1 € Ry, (t) bestimmt durch

(r(w),1) fallsw#e,
ro(w) :=
(r(w),0) sonst und
ri(w) = (r(w),1) .
Fiir diese beiden Léufe gilt offenbar wt{j (¢,70) = k; beziehungsweise wtq; (t,71) = 1.
Angenommen ein weiterer Lauf ' € Ry, mit wtaz, (¢, r") # 0 und rg # ' # r; wiirde
existieren. Dann gébe es auch eine Position w.l € pos(t) mit 1 <1 < m = rky(t(w))
derart, dass r'(w.l) = (r(w.l),0). Aber wegen p;(t(w)),s(w.1)...r" (w.m)r(w) = 0 erhalten

wir wtgy (t,r") = 0. Also sind r¢p und 71 die einzigen Laufe von M; auf ¢ mit einem
Gewicht verschieden von 0. Daher folgt

(S§5.0) = D> wt§f(t,r)-(r(e))
TER]ui (t)
= wiiy, (,70) - vi(ro(e)) + wiiy, (¢, 71) - vi(r1(e))
= (k1) +(1-0)
=k .

(2.) Da A; deterministisch ist, gibt es genau einen Lauf r € R4,(t). Aus der Definition
von p folgt, dass wtfj (t,7') = 0 fiir alle Léufe 7' € Ry, (¢) mit m o7’ # r. Da r nicht
erfolgreich ist, gilt r(¢) ¢ F und es folgt v(r'(¢)) = 0 fiir alle Laufe v’ € Ry, () mit
mor’ =r. Also ist (S§},t) = 0.

Abschiefsend bilden wir einen Vereinigungsautomaten M aus den wta My, ..., M,.
Wegen 1. und 2. gilt fiir diesen S} = S. 0

Fiir eine Positionsaufzahlung fiir Gewichtsbdume en wollen wir die Klasse der formalen
Potenzreihen, die schwach en-erkennbar sind, mit K¢"~*"¢¢((T%;)) bezeichnen. Die Menge
der erkennbaren Stufenfunktionen ist fiir alle Positionsaufzédhlungen en in K"~*"¢(T;))
echt enthalten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 3.2.11. Sei M := (Q, %, u,v) ein wwta mit Q := {p1,p2}, 7(p1) := 1 und
v(p2) := 0. Fiir alle 0 € ¥, m = rkx(0), ¢1,.-.,q¢m,q € Q sei u wie folgt definiert:

1 falls o € 2 oder
q1=...= qm = q=pz oder

o =
H( )q1...qm,q g = p1 und H!jzlgjgm/\qupl ,

0 sonst.
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Wir betrachten einen Lauf von M auf einem Baum ¢ € Tx, mit einem Gewicht verschieden
von 1 und einem Finalgewicht von ebenfalls 1. An der Wurzel muss der Zustand r(g) = p1
sein. An allen Positionen w € pos(t) mit r(w) = p; gilt die Invariante, dass genau ein
Nachfolgeknoten ebenfalls mit p; beschriftet ist oder w ein Blatt ist. Also zeichnet r genau
einen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt mit p; aus. Im Semiring der natiirlichen Zahlen
(No, -, +,1,0) zdhlt M somit die Anzahl der Blétter jedes Baumes ¢t € T, Folglich ist
img(S§}) fiir alle Positionsaufzéhlungen en nicht endlich, weswegen S¢} keine erkennbare
Stufenfunktion sein kann.

3.2.3 Erkennbarkeit und schwache Erkennbarkeit von Baumreihen

Bei bestimmten Positionsaufzahlungen fiir Gewichtsbaume en fallen Erkennbarkeit und
schwache Erkennbarkeit zusammen. Das ist dann der Fall, wenn in en die Wurzel die
letzte Position jedes Gewichtsbaumes ist.

Lemma 3.2.12. Sei en eine Positionsaufzihlung fiir Gewichtsbiume derart, dass fiir
alle t € Tk stets en(t)(|pos(t)|) = € gilt. Dann ist S genau dann schwach en-erkennbar,
wenn S € K((Tx)) en-erkennbar ist.

Beweis. Sei M = (Q,%, u,7y) ein gewichteter Baumautomat, der S en-erkennt. Wir
konstruieren nun einen wta M’ := (Q', %, i/,~"), der S schwach en-erkennt. Analog
zur Beweisidee von Lemma 3.2.10 rat M’, ob die aktuelle Position die Wurzel ist und
multipliziert ggf. mit dem entsprechenden Finalgewicht aus M. Ist die Position nicht
die Wurzel, so verwirft M’ diesen Lauf, indem an allen iibergeordneten Positionen das
Gewicht auf 0 gesetzt wird. Wir definieren M’ nun folgendermafien:

Q :=Qx{0,1} ,
() g1...qm.a falsby=...=bp,=1und b=1,
1(0) (g1.50)-(gm b (@) = § () gyogrg - V() falls by = ... =byp =1und b=0,
0 sonst,

1 falls b =0 und

0 sonst.

v((q,b)) = {

Wir zeigen nun, dass fiir alle t € T, die Gleichung (S§},t) = (S5}, 1) gilt.

Fiir alle Laufe ' € Ry (t) mit wt§}, (¢,r') # 0 muss w # ¢ = ma(r'(w)) = 1 gelten.
Sei zunéichst € Ry (t) ein beliebiger Lauf. Von allen Laufen ' € Ry (t) mit r = m o7’
konnen nur Laufe der Form ro, 7 € Ry (t) mit

ro(w) = {(T(w), 1) fallsw # ¢,
(w),0) falls w =€ und
1

ri(w) = (r(w),1) .

einen Wert verschieden von 0 erhalten. Nach Definition von M’ erhalten wir fiir jedes
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re RM(t):

wiiy () - y(r(e)) = wtiyp (¢, 7o)
= wt3p:(¢,m0) - ¥ (ro(e)) + wtg (t,m1) - ' (r1(e))
=S W) A (E)
r'ER (1)

r=myor’

Sei andererseits ' € Ry (t) ein erfolgreicher Lauf mit wt57,(¢,7') # 0. Dann ist
r:=m or ein Lauf von M auf ¢ mit wt§}(¢,7) # 0 und r’ muss von der Form r sein.
Daraus folgt

(S57.0)=" > wtfi(t,r)-7(r(e)
reRy(t)
= Z wtip (t,m0)  (wobei g jeweils wie oben)
rER (1)
= > wifitr) ()
T'€R (1)
= (Si,t) .

O

Mit diesem Lemma folgt fiir die Positionsaufzidhlung T'S sofort das folgende Korollar,
denn fiir T'S gilt stets T'S(|pos(t)|) = € fiir alle t € Tk.

Korollar 3.2.13. Sei K ein starkes Bimonoid. Es gilt:
KTwarec«TE» — KTsfrec«TZ» .

Wir betrachten nun das starke Bimonoid B,, aus Beispiel 3.1.1.

Sei S : Ty — B, die durch (S,t) = 1P*®)Q bestimmte formale Potenzreihe. S ist
TS-erkennbar, zum Beispiel durch den wta M := ({¢}, 3, p,y) mit p(o)gm 4 := 1 und
v(q) := 0 fiir ¢ € (™). Also ist S auch schwach TS-erkennbar.

Sei nun < eine beliebige lineare Ordnung auf B, derart, dass w0 < v1 fiir alle Worte
w0,vl € B, gilt. Wir kénnen eine solche Ordnung beispielsweise aus jeder linearen
Ordnung < auf {0,1}" konstruieren. Sei dazu v, w € B,,, dann definiere

v<w &= v=ecVw=1YVI, v e {0,1} Ix,y € {0,1}:
w=vrzAw=wyA(z=0Ay=1)V(z=yAr <uw))).

S ist <-erkennbar, unter anderem durch den obigen Automaten M. Jedoch ist .S nicht
schwach <-erkennbar. Angenommen es gibe einen schwachen wta M’ = (Q', %, i/, +') mit
S =S5 Sein :=max({|w| | w € img(x') \ {1¥}}) die Lange des lingsten Gewichtes aus
img(p'). Sei weiterhin ¢ € Ty, ein Baum mit |pos(¢)| > n. Es gibt nun mindestens einen
erfolgreichen Lauf r € Ry (t) mit wt$? (t,7) € {0,1}*0. Wegen < miissen alle Faktoren
in wt§%" (t,7) die Form w0 € img(y') haben. Da aber |pos(t)| > n gilt, hat wt§% (¢, r)
tatsichlich die Form {0,1}*0{0,1}*0. Also ist (S5, t) # 1P*®l0. (Widerspruch)
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Es gibt also Bimonoide K mit linearen Ordnungen <, fiir die <-Erkennbarkeit nicht
mit schwacher <-Erkennbarkeit zusammenfillt. Fiir solche linearen Ordnungen gilt dann
K<7wrec<<TE>> C K<frec«TZ>>.

Dennoch gibt es auch lineare Ordnungen auf K, sodass die formale Potenzreihe S
<-erkennbar mit diesen Ordnungen ist. Sei beispielsweise < eine beliebige feste lineare
Ordnung auf B, derart, dass wl < w0 fiir alle w0, wl € B, gilt. Die Baumreihe .S ist
schwach <-erkennbar. Das leistet der wta M := ({p,q}, >, i,y), wobei

1 fallsr=...=r,=pundr=p,
1(o)rymr =110 fallsry=...=rp,=pundr=gq,
1¢  sonst,
(r) e falls r = gund
r) =
! 1“  sonst.

Wir haben gesehen, dass einige Baumreihen mit allen Positionsaufzéhlungen erkennbar
sind. Wir werden jedoch als Néchstes zeigen, dass fiir zwei Positionsaufzahlungen die
Mengen der jeweils erkennbaren Baumreihen eine nichtleere symmetrische Differenz
haben koénnen.

Proposition 3.2.14. Es gibt ein Bimonoid K mit einer linearen Ordnung < und eine
<-erkennbare Potenzreihe, die nicht TS-erkennbar ist.

Beweis. Sei ¥ = ({o,7},rks) mit rkx(c) = 0 und rkx(7) := 1. Wir betrachten das
starke Bimonoid B, mit der obigen linearen Ordnung;:
v<w <= v=cVw=1YV I, w €{0,1} Iz,y € {0,1}:
(w=vrzAw=wyA(z=0Ay=1)V(x=yAv <uw))).

Dabei sei < eine fest gewihlte lineare Ordnung auf {0,1}*. Wir definieren nun die
Baumreihe S mit

(S,) = om1m falls In € Ny : [pos(t)| = 2n und
Ul ortir falls 3n e Np : [pos(t)| =2n+1.

Wir betrachten den wta M := ({p,q}, %, p,7y) mit

0 fallsc=ocundr=p,

oderoc=7,711=qundr=p,
(0 )y 1=
1 falls c = 7,71 =pund r = ¢,

1%  sonst und

y(r):=¢e firallere@.
Sei nun ¢ € T. Der einzige Lauf r € Ry (t) mit wtS?™ (¢,7) # 1¢ ist bestimmt durch

() p falls w.1 & pos(t) oder r(w.1) = ¢
r(w) ==
g fallsr(w.l)=p

23



3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Mit Beachtung von < gilt offenbar wt$2™ (t,7) = (S, 1), also Sy =5

Es gibt jedoch keinen wta, der S (schwach) TS-erkennt. Wir verwenden nun ein
Pumping-Argument um dies zu zeigen.

Angenommen S ist schwach TS-erkennbar, dann gébe es einen wwta M := (Q, X, u, )
mit ST = S. Sei m := |Q| und kpqp := max({|k| | k € img(p) \ {1°}}) die Linge des
langsten Gewichtes von pu. Wir betrachten nun fiir z := (m + 1) - ke den Baum

(w) o falls w =121 (das einzige Blatt) und
s(w) :=
T fallswe {8, 1,..., 123”_2} (innere Knoten).
Da s nur einen Pfad einhélt, konnen wir uns s wie folgt veranschaulichen:
xr €T
§== Oo—T—...—T—T—...—T.

Es existiert nun ein erfolgreicher Lauf r, € Ry (s) mit einem Gewicht der Form {0,1} -
0-17, denn (ST7,s) = 0717 entsteht mittels @, das heikt stellenweiser Minimumbildung
von rechts, aus dem Gewicht aller Léufe. Dieser Lauf r; enthélt an den ersten m + 1
Positionen (vom Blatt an Position 12*~! beginnend) einen Zyklus. Das bedeutet, es gibt
zwei Positionen v,v.1" € {127 .. 12*~1} mit n € N und r(v) = r(v.1"). Wir wollen
diesen Zyklus mit (v,n) bezeichnen und sein Gewicht sei

Wh(yn) = M(t,r) (1™ 1) Mt r) (012 - M(t,7)(v) .
Es gilt n < m und mit = (m + 1) - kjpqee und deshalb fiir die Lénge von wt, ,) auch
|Wt(pm)| < @. Folglich ist wt17 (s, 75) € {0, 1} -wt(, ) - {0,1}7-17, das heift, das Gewicht

des Zyklus hat keinen Einfluss auf die letzten z Stellen vom Gewicht des Laufes ry. Nun
pumpen wir den Zyklus und erhalten den Baum s':

w) o falls w = 122~ 147 (das einzige Blatt) und
s'(w) :=
T fallsw e {¢,1,...,12*72}  (innere Knoten).
Wir konnen uns s’ wieder wie folgt vorstellen:
+n x
= o—T—. .. —T—-T—...—T.

Wir pumpen auch rs entsprechend auf:

! () r(w) fallsw e {e,1,...,0.1"" '} und
w) =
r(u) falls we {v.17,..., 127140 mit w = w.1".

Damit sieht 7 wie folgt aus:

T+n T
' 127;71+n v.1n+1 v.1" ’U.ln71 17;71 €
rg = (o2 — .. T - T — T — ... T — ... T .
rs(122—1) rs(v.l)  rs(v) rs(v.1n—1) rs(17—1) rs(e)

Mit dieser Konstruktion ist auch 7} ein erfolgreicher Lauf auf s’. Da der Zyklus (v,n)
auf die letzten z Stellen des Gewichtes von 7, keinen Einfluss hat, gilt fiir 7/ ebenfalls
wtTS(rl, ") € {0,1}F -0 17, Damit ist aber auch (S17°,s) € {0,1}* -0 - 1%, doch
(S,s") = 0¥+t"1%+" (Widerspruch) O
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Somit gilt K<""e¢(Tg)) ¢ KT9=e¢((T%) fiir einige Bimonoide K und lineare Ord-
nungen <. Ks stellt sich nun heraus, dass die umgekehrte Inklusion ebenfalls nicht
gilt.

Proposition 3.2.15. FEs gibt ein Bimonoid K und eine TS-erkennbare Potenzreihe, die
mit keiner linearen Ordnung < tber K auch <-erkennbar ist.

Bewers. Sei Ni, das starke Bimonoid, welches wir in Beispiel 3.1.3 aus dem freien Monoid
iiber N* konstruiert haben und ¥ ein Rangalphabet mit maxys > 1. Wir betrachten die
formale Potenzreihe S : Ty, — K mit

(S,t) = pos(t) :={e} U{nm...n1 | n1,...,nm €ENANL... Ny € pos(t)} .

Dann ist S TS-erkennbar, doch es gibt keine lineare Ordnung < auf N§,, sodass die
Baumreihe S <-erkennbar ist. S wird beispielsweise durch den wta M := ({p,q}, %, u,7)
TS-erkannt, wobei p fiir jedes o € ¥ mit m := rkx (o) bestimmt ist durch

{e} falls7=q™,
{1} fallsr =pund 7= pg™ 1!,

{2} fallsr =pund ¥ = qpg™ 2,

{m} fallsr=pund ¥=¢" 1p,

0 sonst und
y(r):={e} firalere@.

Wir stellen nun zunéchst einige Beobachtungen auf dem freien Monoid iiber N* an
und erweitern diese im Anschluss auf Ng,. Sei 7 € N¥ aperiodisch, das heifst, es gibt
keine Zerlegung von 7, sodass m = w75 mit 7y, my € N*. Sei weiterhin nq,...,n,, eine
beliebige Folge von Worten aus N*. Wir zeigen nun, dass die Menge

P, = {nlflnfnm ‘ kl,...,kmENo}

nur endlich viele Préfixe von 7 enthélt. Induktiv: Fiir m = 1 gilt die Aussage of-
fensichtlich fiir alle aperiodischen m € N“. Sei die Aussage nun fiir m bewiesen und
N1y .., N, Nma1 eine Folge von Worten aus N*. Wir bezeichnen die endliche Menge
{a € Py, | Jw € N¥ : aw = 7} der Préfixe von 7 aus P, mit A,,. Dann ist die Menge der
zugehorigen Suffixe Q,, := {w € N¥ | Ja € 4,, : aw = 7} ebenfalls endlich. Fiir jeden
dieser Suffixe enthélt By, := {nF,, | k € No} nur endlich viel Prifixe. Also ist

Api1:={af|la€ Ay ANB € By ANJw € N*: w € Qp}
={a € Pyy1|FweN":aw=rm}

endlich. Da A,,,+1 die Menge der Préfixe von = ist, die in P,,4+1 enthalten sind, folgt die
Behauptung fiir m + 1. Nachfolgend sagen wir auch, die Folge ny,...,n,, bildet (endlich
viele) Prafize von .

Angenommen es gibe eine Ordnung < auf N, und einen Automaten M = (Q, 3, u, ),
welcher S mit < erkennt. Sei N1 < ... < N,, die Folge aller Gewichte aus img(u) und
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N := [Jimg(v). Dann gibt es hochstens [ := |Ny| ... |Ny,| - |N| viele verschiedene
Folgen w; := nq,...,nm,n mit ¢ € [1,1], n; € Nj fiir j € [1,m] und n € N. Sei nun
7 € [1,mazy]¥ aperiodisch. Dann bildet jede der Folgen w; nur endliche viele Préfixe
von 7. Sei v der langste dieser Préfixe von 7. Dann bildet keine der Folgen w; Prifixe von
7 der Lange |a| + 1. Folglich kénnen Préfixe von 7 dieser Lange nicht in einem Gewicht
W € img(Sa) enthalten sein. Es gibt jedoch Biume ¢ € T, fiir die (S, t) = pos(t) einen
solchen Prifix enthélt. (Widerspruch) O

Somit wire KT5e¢(Ty)) ¢ K<~"¢¢((Tx)) fiir einige Bimonoide K und lineare Ord-
nungen < gezeigt. Da erkennbare Stufenfunktionen jedoch mit jeder Positionsaufzéihlung
erkennbar sind, ist der Schnitt dieser Mengen nicht leer. Folglich hingt die Erkennbarkeit
einer formalen Potenzreihe entscheidend von der Wahl der Positionsaufzdhlung fiir die
Gewichtsbdume ab.

Die folgende Aussage wird uns den Weg zum Hauptergebnis dieses Abschnitts ebnen.

Lemma 3.2.16. Sei en eine Positionsaufzihlung fir Gewichtsbaume und S € No(Tx))
en-erkennbar. Dann ist fiir alle c,n € Ng mit ¢ > 0

i) S71(n) € Ty erkennbar und
i) S~1(n + cNg) € Ty erkennbar.

Beweis. Sei S € K{(Tx)) en-erkennbar, dann gibt es einen wta M mit S§} = S. Da Ny
kommutativ ist, spielt die Reihenfolge der Gewichte bei der Bestimmung des Gewichtes
eines Laufs nach Proposition 3.2.8 keine Rolle. Also ist S von M ebenfalls T'S-erkennbar.
(i) Wir definieren den Semiring N,,1; := ([0,n + 1],®,®,0,1). Fiir a,b € [0,n + 1]
seien
a®b:=min(a+b,n+ 1) und
a®b:=min(a-b,n+1).
Dieser entspricht einer Beschrankung des Semirings (Ng, +, -, 0, 1) auf die ersten n + 2
Elemente. Sei nun h : Ng — Nj,41 ein Homomorphismus mit h(a) := min(a, n+1) fiir alle
a € Ny. Nach [5], [20, Theorem 3.9] wird Erkennbarkeit durch Semiringhomomorphismen
erhalten, also ist h(S) erkennbar.
In lokal endlichen Semiringen ist nach [6], |20, Theorem 3.15] das Urbild jeder Teilmenge
unter einer erkennbaren formalen Potenzreihe ebenfalls erkennbar. Da N, 11 endlich ist,
ist somit h(S)~!(n) erkennbar. Nun gilt aber

h(S)"H(n) = {t € Ty | h(S(1)) = n}
={teTx|S(t)=n}
=S (n).

Deshalb ist auch S~1(n) erkennbar.
(ii) Analog dazu betrachten wir den endlichen Semiring der Restklassen modulo ¢;

Ne := (N/on, ©,,0,1). Fiir a,b € [0, + 1] sind © und © die iiblichen Erweiterungen
von + und - auf die Restklassen:

a®b=a+b (modc) und

a®b=a-b (mod c)
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Sei nun h : Ng — Ny der natiirliche Homomorphismus in die Menge der Restklassen
mit h(a) := [a].. Es gilt wiederum

h(S)"([n]) = {t € T | h(S(1)) = [n]}
={teTx|S(t)=n (modc)}
= S~ (n+eN).

Also ist auch S™1(n + ¢Np) erkennbar. O

Diesen Beweis kann man auch fiihren, indem man Baumautomaten, die S~1(n) bezie-
hungsweise S~!(n + ¢Ny) erkennen, direkt konstruiert. Im ersten Fall kann man analog
zur Potenzmengenkonstruktion mithilfe von Multimengen die Anzahl der Laufe, mit
einem Gewicht aus [1,n], in den Zustédnden bis maximal n z&hlen. Im zweiten Fall
zeigt man zunichst, dass S~'({z | z = n (mod ¢)}) erkennbar ist. Dazu wandelt man
die Konstruktion des ersten Falls derart um, dass die Transitionsfunktionen modulo ¢
rechnen. Dann folgt die Aussage sofort aus dem ersten Fall.

Im Folgenden wird fiir alle m € N und k € K der Term ) ;*, k mit mk abgekiirzt
und mit £™ der Term [[;*, k. Ist m = 0, so sei mk := 0 und k™ := 1.

Sei (K,+,-,0,1) ein bi-lokal endliches Bimonoid. Fiir jedes k € K ist das additive
Untermonoid (k)™, welches durch {k} induzierte Untermonoid von (K, -+,0). Analog
dazu heilt (k)* multiplikatives Untermonoid. Sowohl (k)™ wie auch (k)* sind endlich, da
K bi-lokal endlich ist.

Wir koénnen nun (k)™ als endliche Menge von Vielfachen von k schreiben, denn die
Folge aller Vielfachen von k muss aufgrund der Endlichkeit von (k)% schlieRlich in eine
Schleife laufen. Um die kiirzeste dieser Schleifen zu bestimmen, wéhlen wir das kleinste
mZ € Np mit Jy € N : m,jk = (m; + y)k aus. Nun sei CZ das Minimum dieser y und
dg = m,j + c; — 1. Damit lésst sich (k)T als {0, k,2k,..., d;k} schreiben.

kiirzeste Schleife mit kark:(kar—‘cm)k

(Yt ={0,k,2k, ..., mik, ..., dfk, (m{+c)k, ...}
={0,k,2k,....,mfk, ..., dk}

Das multiplikative Untermonoid (k)* kénnen wir analog zu (k)™ als endliche Menge
von Potenzen von k, sogenannte Reprasentanten, schreiben. Wir wihlen wieder das
kleinste my, € Ng mit Jy € N : ™ = k™Y aus. Nun sei ¢;, das Minimum dieser y und
dy := my, + ¢ — 1. Damit lasst sich (k)* als {1, kK% ... ,kdk} schreiben.

kiirzeste Schleife mit myk=k"kT°k
* 2 d +
By ={1,k, k>, ..., K™ ..., ko goetee 3
2 d
N I = B "L U

Wir definieren fiir (k)* nun eine Funktion repy : Ng — [0, dy], die uns fiir jede Potenz
von k ihren Représentanten liefert. Diese ist durch repg(n) =n' € [0,d;] <= k" = k'
definiert.

Satz 3.2.17. Sei K bi-lokal endlich und < eine lineare Ordnung auf K. Sei weiterhin S €
K(T%)). Ist S TS-erkennbar oder <-erkennbar, so ist S eine erkennbare Stufenfunktion.
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Beweis. Sei S eine TS-erkennbare oder <-erkennbare Baumreihe und M := (Q, %, i, )
ein gewichteter Baumautomat mit S7° = S beziehungsweise Sy = S. AuBerdem sei
B := {img(u(o)) | o € £} U img() und der Produktabschluss von B ist die Menge
Yi={by-...- by |n€NAD,...,b, € B}. Da K multiplikativ lokal endlich ist, ist auch
Y eine endliche Menge. Fiir alle Badume t € Ty, alle Positionsaufzihlungen en und alle
Laufe r € Ry(t) gilt wt§}(t,7) € Y.

Fiir jedes o € Y definieren wir nun auf dem Semiring der natiirlichen Zahlen Ny
einen crisp wta, welcher fiir jeden Baum t € T% die Anzahl der Laufe r € Rjp/(¢) mit
wtTS(t,7) - v(r(e)) = a beziehungsweise vvtjg< (t,r) - y(r(e)) = a zahlt. Wird S durch
M TS-erkannt, so sei M1 := (QT°, %, u™% 4T mit

QT =QxY,

1 falls k= (T2 ki) - 1(0)gr..qmyq »

S
T (U)(QLkl)”'(qm;km)v(%k) = {0

. sonst,

1 falls k- v(q) = aund

0 sonst.

Y ((a.k)) = {

Da 7S die Multiplikation der Gewichte genau in der Reihenfolge der Positionsaufzih-
lung T'S ausfiihrt, gilt fiir jeden Baum ¢ € Tx; und alle Léufe r € Ryrs(t) die Gleichung
mo(r(e)) = wt1P (¢, 71 o 7). Somit gilt fiir die von M erkannte Baumreihe und alle ¢ € T%;

(ST%s.1) = |{r € Raur(t) | Wtk (t,r) - 1(r(e) = a}] .

Wird S durch M hingegen <-erkannt, so zéhlen wir die Anzahl der Vorkommen aller
Faktoren in den Zustdnden mithilfe beschrankter Multimengen. Da fiir alle kK € Y das
multiplikative Untermonoid (k)* endlich ist, nutzen wir dazu die rep-Funktion. Wir
definieren dazu den crisp wta M3 := (Q<,%, u=,75) mit der Zustandsmenge

Q< :=Q x[0,2]Y wobei z:=max({reps(n)|keY AnecNy}) .
FirY ={ki,...,kp} mit n = |Y| und k; < ... < ky, sei die Funktion der Finalgewichte

1 falls K750 gl =

0 sonst

e (g, f)) = {

und die Transitionsfunktion

1 falls f :Suma’,q((qlvfl)v"')(vafm)) und

'“<(‘7)(q1,f1).~(qm,fm),(q7f) = {0 sonst.

Fiir jedes 0 € X, ¢ € Q sei dabei sumgyq : (Q<)™ — [0,2]Y mit m = rks(0) jeweils
definiert durch:

(@1 T (g o)) (B) o= {repk (X0, fi(k) +1)  falls k = pu(0)g,...qm.q und

Tepk (2211 fi(k)) falls k # #(U)ql...qm,q .
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Die Summenfunktion sumg q((q1, f1),- -, (Gm, fm)) vereinigt somit die Multimengen
fi,--y fm, fiigt k hinzu und setzt dann f(k) auf den entsprechenden Représentanten
aus Y. Somit gilt fiir jeden Baum ¢ € Ty, und alle Léufe r € R),< die Gleichung

Rf0 kSR = t6n (4, o 1), wobei f = m(r(e)) .

Also erhalten wir ebenfalls (S3 ., t) = Hr € Ry(t) ‘ wtsh= (t,7) - y(r(e)) = a}‘.

Nun gilt fiir die wta M!S und MS:

(St = > Wtﬂs(tjr).'y(r(a)):Z(Sﬁ%s,t)a und

reR () aeY
Sy = D Wt (t.r) - y(r(#) = Y (S5
reRy(t) acYy

Sei im Folgenden die Positionsaufzihlung en entweder T'S oder en<. Mit S5 be-
zeichnen wir die formale Potenzreihe, welche fiir alle Ba&ume ¢ € T, definiert ist durch
(S5, t) := (S en, t)a. Wir zeigen, dass die Baumreihen S5" fiir alle o € Y erkennbare
Stufenfunktionen sind.

Fiir jedes a € Y ist das additive Untermonoid (a)™ endlich. Seien mJ, ¢ und
d} wie oben beschrieben. Wir definieren nun fiir alle n € [0,d]]| die Baumsprachen
Ly, = {t € Tx | (S§",t) = na}. Offenbar ist L§y = Tx. Damit sind alle Baumsprachen
L& nach Lemma 3.2.16 erkennbar, denn

v

teTs | (S§fen,t) = n} falls 0 <n <m$ und

Len —
tE€Ts | (S§hnrt) € (n+ cg;No)} falls mt <n < dt .

a,n

Es gibt nun zu jedem Baum ¢ € Tx genau eine Zahl n € [0,d}] mit (S, t) = na.
Folglich ist ¢ € Lg", und fiir jedes a € Y bilden die Baumsprachen Lg", mit n € [0, dr]
eine Partition von 7%. Wir erhalten, dass

en __
Sa = E nao - ]ng’}n
0<n<df

eine erkennbare Stufenfunktion ist. Da die erkennbaren Baumsprachen unter den boole-
schen Operationen abgeschlossen sind, ist

S = ngnz Z na - Lpen

acY acY
0<n<d}
ebenfalls eine erkennbare Stufenfunktion. O

Als unmittelbare Konsequenz dieses Satzes erhalten wir, dass in bi-lokal endlichen
Bimonoiden die TS- und <-erkennbaren Reihen genau die erkennbaren Stufenfunktionen
sind. Auferdem fallen damit die Begriffe T'S-erkennbar und <-erkennbar zusammen und
ebenso <-erkennbar und schwach <-erkennbar. Weiterhin folgt, dass in einem bi-lokal
endlichen Bimonoid <-Erkennbarkeit von der Wahl der linearen Ordnung unabhéngig
ist. Dies fassen wir im folgenden Korollar zusammen.
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Korollar 3.2.18. Sei K bi-lokal endlich und durch < linear geordnet und S € K({(T%)).
Es sind dquivalent:

1. S ist eine erkennbare Stufenfunktion.

2. S ist TS-erkennbar.

3. S ist <-erkennbar.

4. S ist schwach <-erkennbar.

Sei < eine weitere lineare Ordnung auf K, dann ist zu obigen ebenfalls dquivalent:
5. S ist <-erkennbar

Beweis. Die Implikationen 1. = 2. und 1. = 3. und 1. = 5. folgen aus Lemma 3.2.9, denn
dieses besagt, dass S € K((Tx)) genau dann eine erkennbare Stufenfunktion ist, wenn
S = Sy eines crisp-deterministischen Baumautomaten M. Der im Beweis konstruierte
wta M ist sogar fiir alle drei Félle derselbe. Lemma 3.2.10 besagt, dass jede Stufenfunktion
schwach erkennbar ist; es gilt also 1. = 4.

Die Umkehrungen dieser Implikationen folgen hingegen alle direkt aus Satz 3.2.17. O
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

3.3 Abschlusseigenschaften erkennbarer Baumreihen

IN diesem Abschnitt fithren wir verschiedene Operationen auf formalen Potenzreihen ein,
welche wir im nachfolgenden Kapitel benotigen werden. Wir untersuchen anschlieffend
den Erhalt der Erkennbarkeit formaler Potenzreihen unter diesen Operationen. Wir
betrachten dabei sowohl erkennbare Stufenfunktionen wie auch schwach erkennbare
und erkennbare Reihen, wobei jeweils eine Positionsaufzéahlung fiir Gewichtsbaume
vorausgesetzt ist.

Im Folgenden seien stets, sofern nicht anders gefordert, ¥ ein Rangalphabet und K
ein starkes Bimonoid.

Proposition 3.3.1. Sei en eine Positionsaufzihlung fiir Gewichtsbaume. Ist L C Ty,
eine erkennbare Baumsprache, so ist 11, € K{(Tx)) en-erkennbar.

Beweis. Die Baumsprache L ist erkennbar, also ist 1 eine erkennbare Stufenfunktion.
Nach Lemma 3.2.9 gibt es damit einen crisp-deterministischen wta M mit Sy; =1;. O

Proposition 3.3.2. Sei k € K und en eine Positionsaufzihlung fir Gewichtsbiume.
Die konstante Reihe k € K{(Tx)), mit (k,t) := k fir alle t € Ty, ist en-erkennbar.

Beweis. k = k - 17, ist eine erkennbare Stufenfunktion und damit nach Lemma 3.2.9
erkennbar. O

Als Néchstes betrachten wir die Operationen Summe (+) und Hadamardprodukt (®),
welche die Operationen eines Bimonoides auf formale Potenzreihen {iber einem Bimonoid
erweitern. Sie sind fiir alle 5,7 € K((Tx)) und alle Baume ¢ € T, wie folgt definiert:

(S+T,t) = (S,t)+ (T,t) und (SOT,t):=(S,t)-(T,t) .

Mithilfe des Hadamard-Produktes lésst sich auch das Skalarprodukt darstellen. Sei
ke Kund S € K({Tx)). Dannist k- S=k®Sund S-k=S0O k.

Proposition 3.3.3. Seien S,T € K(I%)) und en eine Positionsaufzihlung fir Ge-
wichtsbaume. Sind S und T (schwach) en-erkennbar, dann ist auch S +T (schwach)
en-erkennbar.

Beweis. Sei Mg der wta mit S = Syrg und M7 der wta mit 7" = Sj,,. Wir bilden nun
den Vereinigungsautomaten M der wta Mg und Mr. Fiir alle t € Ty, gilt damit

(Sant)= > wtptr) = Y wtfi e+ Y wtin(tr) = (S+T.1) .

r€RM (1) r€Rng () T€RNM (1)

Sind S und T schwach en-erkennbar, so sind Mg und M7 schwach und somit auch M.
Dann ist S + T ebenfalls schwach erkennbar. O

Das Hadamard-Produkt zweier erkennbarer formaler Potenzreihen ist im Allgemeinen
nur erkennbar, wenn das zugrunde liegende Bimonoid kommutativ ist. Wir benotigen
jedoch nur die Falle, in denen eine der beiden Potenzreihen eine charakteristische Funktion
ist oder in denen beide Potenzreihen erkennbare Stufenfunktionen sind. In diesen Fallen
erhalten wir ein positives Resultat.
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Proposition 3.3.4. Sei en eine Positionsaufzdhlung fiir Gewichtsbiume und L C Ty,
erkennbar. Ist S € K((T%)) (schwach) en-erkennbar, dann ist auch S ® 11, (schwach)
en-erkennbar.

Beweis. Wir bilden das direkte Produkt eines wta My = (Q1, %, 1, 71), welcher S en-
erkennt und des crisp-deterministischen wwta My = (Q2, X, 12, 72) aus dem Beweis von

Proposition 3.3.1, der 1, erkennt.
Es sei dazu M := (Q, %, u,y) mit

Q:=0Q1xQ2,
109 (g1 1) pe)o(ap) = H1(O) g cqimrg * 142(0)pyprp  fliX 0 € 2™ und
Y((q,p)) := 11(q) - 2(p) -
Weil M crisp-deterministisch, gilt img(ug) € {0,1} O img(v2). Da 0 und 1 in jedem
Bimonoid kommutieren, gilt fiir jeden Baum ¢ € Ty, und jeden Lauf r € Ry/(t) damit
wtyf(t,r) - y(r(e)) = w7, (t,m or) v (mr(e)) Wt (t,ma 0 1) - yo(mar(e)). Mit dem
Determinismus von My folgt schlieftlich

(i) = 3 wigi(t.r) - 1(r(e)

reRy (t)

= ) wtih () nl(e) o YD wtih (6 r2) - 9a(ra(e)
TlGRMl (t) TQGRMZ(t)

=(S0o ]lL,t) .

Sei S schwach en-erkennbar. Dann ist M ein schwacher Automat und damit S ©® 1,
ebenfalls schwach en-erkennbar. ]

Weil 0 und 1 mit jedem Element eines Bimonoides kommutieren, ist 1; © S =5 1.
Nach dem obigen Lemma ist 17 @ .S somit en-erkennbar, wenn S en-erkennbar ist.

Proposition 3.3.5. Sind S,T € K(Ix)) erkennbare Stufenfunktionen, so sind auch
S+T und ST erkennbare Stufenfunktionen.

Beweis. Wir verfahren wie in [18, proof of Lemma 3.1]|.

Sei =370 li- 1y, und T'= YU, kj - L ;. Dabei bilden die Familien (L; | i € [1,n])
und (K | j € [1,m]) jeweils Partitionen von T% und l;, k; € K fiir alle ¢ € [1,n] und
J € [1,m]. Dann ist

S+T = Z (li‘f'kj)']lLiﬂKj und

1<i<n
1<<m

SoOT = Z (li'kj)']lL,ﬂKj .
1<i<n
1<55<m
Falls die Elemente (k; + [;) beziehungsweise (k; - [;) fiir @ € [1,n] und j € [1,m] nicht
paarweise verschieden sind, so bilden wir die Vereinigung der entsprechenden Mengen
(K;N Lj). Somit sind S+ T und S ® T erkennbare Stufenfunktionen. O
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3 Gewichtete Baumautomaten tiber starken Bimonoiden

Weil & fiir jedes k € K eine erkennbare Stufenfunktion ist, folgt nun sofort fiir jede
erkennbare Stufenfunktion S, dass die Skalarprodukte k- S =k© Sund S-k=S Ok
ebenfalls erkennbare Stufenfunktionen sind.

Im néchsten Schritt betrachten wir Umbenennungen von Knoten eines Baumes. Diese
spielen im nachfolgenden Abschnitt eine zentrale Rolle. Seien dazu ¥ und A zwei
Rangalphabete und 7 : ¥ — p (A) eine Abbildung derart, dass fiir alle o € »(m) stets
(o) € A gilt. Wir betrachten jede Funktion 7 : ¥ — A ebenfalls als Umbenennung,
indem wir 7 mit 6 : ¥ — p (A) identifizieren, wobei 0(c) := {7(0)} gelte.

Wir erweitern 7 nun zu einer Abbildung 7 : Ty, — ¢ (Ta). Dazu definieren wir 7/ fiir
alle o € 2(™) und $1,...,8m € Ty induktiv tiber die Termschreibweise von Badumen:

T(0(s1,- - 8m) == {0(t1,...,tm) |6 €7(0) A Vie[l,m]:t; €' (si)} .

Offenbar ist die Menge aller Urbilder 7/~1(t) = {s | t € 7/(s)} eines Baumes ¢ € T unter
7 endlich.

Schliefslich bilden wir aus 7’ eine dritte Funktion 7”7 : K{(Tx)) — K{(Ta)). Fiir alle
S € K({(Tx)) und t € Ta definieren wir hierzu

(r"(8),6) == > (S.s).

seT!—1(t)

Wir werden 7" und 7" ebenfalls mit 7 bezeichnen, da aus dem Kontext ersichtlich ist,
welche Funktion von uns verwendet wird.

Der Abschluss erkennbarer Baumreihen unter Umbenennung wurde fiir kommutative
stetige Semiringe in [25, Corollar 14| gezeigt und in [17, Lemma 3.4] auf beliebige
Semiringe verallgemeinert. Wir zeigen nun den Abschluss der Erkennbarkeit mit einer
Positionsaufzahlung fiir Gewichtsbdume in starken Bimonoiden.

Lemma 3.3.6. Sei S € K((Tx)) (schwach) en-erkennbar und 7 : K{Tx)) — K{Ta))
eine Umbenennung. Dann ist T(S) ebenfalls (schwach) en-erkennbar.

Beweis. Sei M = (Q,X, u,y) ein gewichteter Baumautomat, der S mit en erkennt.
Konstruiere den wta M’ = (Q', A, i/,~"), wobei fiir alle ¢1,...,¢m,q € Q und alle
o€ X, €A gelte:

Q =Qx¥,

() grama falls 6 € 7(0)
'UI((S)(qh"l)-u(qm,am),(qﬁ) = {0 q1---9m,q

v ((g,0)) :==~(q) -

Fiir jedes Paar von Baumen s € Ty, und ¢ € 7(s) gilt pos(s) = pos(7(s)). Aukerdem gibt
es fiir jeden Lauf r von M auf s genau einen Lauf v’ von M’ auf ¢, der r codiert:

sonst und

Vs €T, t € 7(s),r € Ryr(s) 3" € Rypr(t) : r=mpor As=mpor.

Umgekehrt gilt fiir jeden Baum ¢ € Ta und alle s € 771(¢) : pos(t) = pos(s). Die
Transitionsfunktion p’ beriicksichtigt die Umbenennung 7 derart, dass jeder Lauf in M’
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auf ¢ das Gewicht 0 erhiilt oder einen Baum s € 771(¢) € T%; und einen Lauf von M auf
s codiert:

vVt € TA,T‘/ S RM/(t) : Wt?\;}/(t, 7“/) =0 V
(Ase 77 (t),re Ry(s) : r=mor’ As=mor').

Seien s € Tx,, t € 7(s) und r’ € Ryp(t). Fiir r := my o7’ gilt dann wt§} (s, r) = wtq}, (¢, 7).
Fiir alle t € T, erhalten wir nun:

(Snrt) = Z Wty (8, 17) -/ (r'(e))

r’ ERyp ()
T or’ ETE

= > D wightr) A ()

ser—L(t)r'€Ry ()
s=moor’

= Z Z wt§(s,7) - y(r(e))

seT—1(t) reRp(s)

= Z (SMvs)

seT—1(t)
= (7(9),1) -

Folglich ist 7(S) = Sy en erkennbar.
Sei S schwach en-erkennbar. Dann ist M’ schwach, denn img(y’) C {0,1}. Also ist
7(S) ebenfalls schwach en-erkennbar. O

Man beachte, dass erkennbare Stufenfunktionen nicht durch Umbenennungen erhalten
werden, was das folgende Beispiel iiber Ny zeigt. Sei (1) := {a, 8}, £© := {4} und
AW = {5}, A := {¢}. Wir betrachten die konstante Baumreihe S := 1 sowie die
Umbenennung 7 : Z — p (A), wobei 7(a) := 7(8) := {6} und 7() := {(}. Nun hat die
erkennbare Reihe

(T(S),t) = Y (S.5) = |[r7l(p)] = 2l

seT—1(t)
offensichtlich kein endliches Bild und ist damit keine erkennbare Stufenfunktion.

Proposition 3.3.7. Seien ¥ und A Rangalphabete, K ein multiplikativ lokal endliches
kommutatives Bimonoid und 7 : Ts, — Tha eine Umbenennung. Weiterhin sei die Ab-
bildung 11 : K{T%)) — K{Ta)) fir alle S € K{Tx)) und alle t € Ta definiert mit
(IL-(5),1) == [lser-10t) (S;8). Ist S eine erkennbare Stufenfunktion, so ist auch auch
I1,(S) eine erkennbare Stufenfunktion.

Beweis. Sei die Baumreihe S € K ((Tx)) eine erkennbare Stufenfunktion. Dann gibt es
Baumsprachen L4, ..., L,, die Ty, partitionieren, und paarweise verschiedene Elemente
ki,....kn, € K fiir ein n € N, sodass S = > | k; - 1,. Wir betrachten zunéchst die
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Erweiterung von 7 auf die Menge No((Tx)). Fiir ¢ € [1,n] und 1z, € No(T%)) seien
m; € K{(Ta)) Baumreihen mit

(ms, t) == (7(LL,),t) = Z (Lr,,s) = |7—_1(t) mLi‘

seT—1(t)

fiir alle t € Ta. Nach Lemma 3.3.6 sind diese TS-erkennbar. Sie geben an, wie viele
Urbilder von 7(t) in der jeweiligen Sprache L; liegen. Nach Lemma 3.2.16 sind dann die
BaumsprachenL™ := 7(1,)~!(m) fiir alle m € Ny erkennbar.

Wir betrachten nun die Potenzreihe I1,(.S). Sei dazu t € Tao. Da K kommutativ ist,
gilt

W(S),) = J[ (Ss) = k™" okfmet)
ser—1(t)
Auferdem ist K multiplikativ lokal endlich. Also gibt es in jedem multiplikativen Unter-
monoid (k;)* mit ¢ € [1,n] fiir alle m € Ny einen minimalen Représentanten repy, (m)
mit k:emi(m) = k™. Folglich ist die Menge

M :={(mi,...,my) | m € img(repg,) A ... A my € img(repg, )}

endlich. Fiir (m1,...,my) € M sei Ly, m,) = L7 N...N L. Da die erkennbaren

Baumsprachen unter Schnitt abgeschlossen sind, folgt aus (II-(.5),t) = kgml’t) R
fir alle t € Ta, dass I1;(S) eine erkennbare Stufenfunktion ist:

I1;(S5) = Z (kﬁm ""'krT")']lL(ml ,,,,, mn)
(mi,....mn)EM
L]

Wir fassen nun die Abschlusseigenschaften fiir die Klasse K"~ *"¢¢(Tx.)) der en-
erkennbaren Baumreihen und die Klasse K"~ "¢((Tx)) der schwach en-erkennbaren
Baumreihen im nachfolgenden Satz zusammen.

Satz 3.3.8. Sei K ein starkes Bimonoid und en eine Positionsaufzihlung fiir Gewichts-
biume. Die Klassen K¢"~"¢(Tx)) und K"~""(Tx)) sind abgeschlossen unter Summe,
Hadamard-Produkt mit erkennbaren charakteristischen Funktionen und Umbenennunyg.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Proposition 3.3.3, Proposition 3.3.4 und Lem-
ma 3.3.6. O
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in
wMSO

4.1 MSO-Logik iiber Baumen

WIR rekapitulieren in diesem Abschnitt kurz die monadische Logik zweiter Stufe
iiber Bdumen und das fiir uns zentrale Ergebnis im Bezug auf erkennbare
Baumsprachen: Aquivalent zu Biichis Ergebnis fiir Wortsprachen sind die erkennbaren
Baumsprachen genau die MSO-definierbaren Baumsprachen [11, 28|.

Sei ¥ ein Rangalphabet. Die Menge MSO(X) aller Formeln der monadischen Logik
zweiter Stufe iiber ¥ definieren wir mit der folgenden Grammatik:

¢:=0|1]labely(x) | edge;(z,y) |z € X | )| dN@|Va.d | VX.0.

Dabei seien x,y Variablen erster Stufe, X eine Variable zweiter Stufe, ¢ € ¥ und
i € [1, mazxy]. Quantifiziert ein Quantor V beziehungsweise 3 eine Variable erste Stufe
(Individuenvariable), so nennen wir ihn Quantor erster Stufe. Analog dazu sprechen wir
von einem Quantor zweiter Stufe, falls dieser sich auf eine Variable zweiter Stufe (Men-
genvariable) bezieht. Man verwendet zur praktikablen Beschreibung von Baumsprachen
die folgenden tiblichen Abkiirzungen, wobei ¢, 1) € MSO(X):

PV i=(mp A1),
b= =0V,

Jx.¢p ;== =Vxr.m¢ und

dX.¢ .= -VX.—¢ .

Wir kénnten auch auf die Konstanten 0 und 1 verzichten und sie als Abkiirzungen
0 := Vz.edgei(x,z) und 1 := =0 einfithren. Durch die gewéhlte Definition wird jedoch die
Verbindung zur nachfolgenden gewichteten MSO-Logik deutlicher. Die Menge der freien
Variablen einer Formel ¢ umfasst alle Variablen, die in ¢ vorkommen und sich nicht im
Wirkungsbereich eines Quantors befinden (sprich: ungebunden sind). Wir bezeichnen sie
mit Free(¢).

Sei V eine endliche Variablenmenge von Variablen erster und zweiter Stufe. Das
Rangalphabet Xy := (2 x {0,1},7k) ist definiert durch rk((o, f)) := rks(o) fiir
alle 0 € ¥ und alle f € {0,1}". Wir kiirzen die Projektion m (0, f) = o auf die
erste Komponente eines Symbols (o, f) € ¥y mit (o, f); ab. Ebenso steht (o, f)2 fiir
ma(o, f) = f. Ein Baum ¢ € Ty, heifit korrekt, falls es fiir alle Variablen x € V' erster
Stufe genau eine Position w € pos(t) mit (t(w)2)(z) = 1 gibt. Die Menge aller korrekten
Béume aus T% bezeichnen wir mit 7% = (valid trees) und Xy kiirzt Xpee () ab.

Sei t ein Baum aus 7%. Eine Abbildung p : V' — pos(t) U g (pos(t)) nennen wir
(V,t)-Variablenbelegung, wenn p(x) € pos(t) fiir alle Variablen x erster Stufe gilt und
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p(X) C pos(t) fiir alle Variablen X zweiter Stufe. Wir definieren nun die Funktion va
(variable assignment), welche jeden Baum s € Ty =~ auf die durch s induzierte (V,t)-
Variablenbelegung abbildet. Es sei va : 7% = — U, (9 (pos(t)) Upos(t))Y fiir alle
s € Ty; , definiert mit

va(s)(x) =w <= s(w)2(xz) =1 falls x Variable erster Stufe und
va(s)(X) 2w <= s(w)2(X) =1 falls X Variable zweiter Stufe.

Fiir jedes t € Ty, ist die auf M; := {s €Ty, ‘ M o8 = t} eingeschréankte Abbildung
valp, eine Bijektion zwischen M; und den zugehorigen (V,t)-Variablenbelegungen. Des-
halb kénnen wir jeden Baum s € T3 | mit einem Paar (¢, p) identifizieren, wobei t := 7105
und p := va(s). Umgekehrt entspricht jedem Paar (¢, p) aus einem ¢ € Ty, und einer
(V. t)-Variablenbelegung p derjenige Baum s € Ty, , fiir welchen ¢ = m 0 s und p = va(s).
Wir schreiben daher s = (t, p).

Sei s ein Baum aus T%,,, € V eine Variable erster Stufe und X € V eine Variable
zweiter Stufe. Fiir eine Position u € pos(s) entsteht der Baum s[z — u] € Tx, (,, aus
s, indem wir (s[z — u|(v)2)(z) =1 <= v = u fur alle v € pos(s) setzen. Analog
dazu entsteht aus s der Baum s[X — I] fiir eine Menge I C pos(s) durch Setzen von
(s[X = I](v)2) =1 <= v € I. Mit s = (¢, p) schreiben wir diese auch als (¢, p[z — u])
beziehungsweise (t, p[X — I]). Ist s korrekt, so sind s[z — u] und s[X — I] ebenfalls
korrekte Baume.

Sei ¢ € MSO und s € T,,,. Wir fithren nun die Erfillbarkeitsrelation s = ¢ ein. Falls
ein Baum s nicht korrekt ist, so erfiillt s keine Formel; es gilt stets s [~ ¢. Ist s hingegen
korrekt, definieren wir die Erfiillbarkeitsrelation induktiv iiber den Formelaufbau. Seien
dazu ¢y € MSO(X), 0 € X, i € [1,rkx(0)] und z,y € V Variablen erster Stufe sowie
X €V eine Variable zweiter Stufe. Wir setzen:

(t,p) =0
(o) E1

() = labely(x) = t(pla) =0,
(t,p) = edgei(z,y) < ply) = p(x).i,
(t,p) F—¢ <= (t,p) = ¢,
(t,p) EOAY = (t,p) EPund (t,p) F 9,
(t,p) EVo.¢p < (t,plx — u]) | ¢ fiir alle u € post und
(t,p) EVX.¢0 <= (t,p[X — I]) = ¢ fur alle I C post .

Sei nun ¢ € MSO(X) eine Formel und V' eine Variablenmenge, die Free(¢) umfasst. Dann
definiert ¢ die Baumsprache

Ly(¢) :={s €Tsy | s |= ¢}.

Wir beobachten, dass Ly (¢) offenbar nur korrekte Badume enthélt. Im Folgenden benutzen
wir die Abkiirzung L(¢) fiir die Sprache Lyyee(q) (@)

Betrachten wir die Menge Xy fiir V = (). Die einzige Funktion aus {0,1}" ist dann
die leere Funktion (). Also haben alle Elemente aus Xy die Form (o, ) mit o € 3. Somit
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existiert eine natiirliche Bijektionen 1 zwischen ¥ und Xy mit n((eo,0)) := o fiir alle
o € Y. Die entsprechende Erweiterung von 7 auf eine Abbildung von T% auf T%;,, ist
ebenfalls eine Bijektionen. In diesem Sinne identifizieren wir die Mengen 7%, und 7%, im
Folgenden jeweils miteinander. Von zentraler Bedeutung der folgende Satz.

Satz 4.1.1 (Biichi). Eine Baumsprache L C Ty, ist genau dann MSO-definierbar, wenn
L erkennbar ist [28, Theorems 14, 17], [11, Theorems 3.7, 3.9].

Die Menge Ty, ist eine erkennbare Baumsprache. Betrachte fiir jede Variable z € V
erster Stufe den Baumautomaten A, := (Q, Xy, 05, F) mit @ := {0,1,2} und F := {1}.
Fir (o, f) € Eg}n ) und q1,---,qm € @ sei die Transitionsfunktion wie folgt definiert:

1 fallsg1+...+¢n=0und f(z)=1,
Or,o ) (@1 Gm) =2 falls 1 + ...+ g + fz) > 1,

0 sonst.
Der Baumautomat A, erkennt die Sprache
L(A;) ={teTx, | 3u € pos(t) : ma(t(u))(x) =1} .

Damit folgt die Erkennbarkeit von Ty, aus

Tg, = N L(A,) .

zeV
x ist erste Stufe
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4.2 Gewichtete MSO-Logik iiber Bdumen

N diesem Abschnitt fithren wir die gewichtete monadische Logik zweiter Stufe iiber
Baumen ein und betrachten die Verbindung zum ungewichteten Fall. Es stellt sich
heraus, dass die Erkennbarkeit der Semantik einer Formel durch einen gewichteten
Baumautomaten nicht von der Wahl der Variablenmenge abhéngt, sofern in ihr alle
Variablen der Formel enthalten sind.

Im Vergleich zu der zugrunde liegenden Arbeit von Droste und Vogler iiber gewichtete
Baumautomaten [17] auf Semiringen, definieren wir die gewichtete monadische Logik
zweiter Stufe geringfiigig anders, entsprechend dem Vorgehen von Bollig and Gastin
[4]. Wahrend beide Ansétze dquivalent sind, bendtigen wir mit dieser Definition keine
syntaktische Transformation um Mehrdeutigkeiten aufzulosen.

Definition 4.2.1. Sei K ein starkes Bimonoid mit Negation, 3 ein Rangalphabet und
V eine endliche Menge von Variablen. Weiterhin seien x,y € V Variablen erster Stufe,
X € V eine Variable zweiter Stufe, £k € K, 0 € ¥, und i € [1,mazy]. Die Menge
wMSO(K, X)) der Formeln der gewichteten monadischen Logik zweiter Stufe iber K und
> definieren wir mit der folgenden Grammatik:

¢ =k | labely(2) | edge;(z,y) |z € X [=p [ NG|V S
V2.6 | VX.¢ | Jz.0 | 3X.6.

Die Formeln k, label,(x) und edge;(x,y) wollen wir Atomformeln nennen, alle For-
meln k auch konstant. Eine Formel ¢ € wMSO(K, X) heifst boolesch, falls in ¢ weder
Disjunktionen, Existenzquantoren erster oder zweiter Stufe noch konstante Teilformeln
aufser 0 und 1 vorkommen:

¢bool =0 ’ 1 ‘ labelcr(x) ’ edgei(:v,y) ‘ reX | _‘¢bool ‘ ¢bool A ¢bool ‘
vx'(bbool | vX '¢bool .

Somit sind die Formeln des booleschen Fragmentes (BOOL) genau die Formeln der
ungewichteten monadischen Logik zweiter Stufe.

Im Folgenden sei K := (K, +,-,0,1) stets ein starkes Bimonoid mit Negation und %
ein Rangalphabet, sofern nicht anders gefordert.

Die Semantik der Formeln aus wMSO soll in unserem Kontext jeweils eine formale
Potenzreihe sein. Zur Interpretation der Allquantifikation erster Stufe als Produkt
bendtigen wir wieder eine Positionsaufzahlung fiir Gewichtsbdume en. Die durch ¢
definierte Potenzreihe bezeichnen wir mit [¢]{", wobei ¢ € wMSO(K,¥) und V eine
Variablenmenge mit Free(¢) C V. Sei s € Ty, ein Baum. Fiir eine Individuenvariable x
definiert die Formel ¢ eine partielle Funktion ¢, : %, --» [N* --» K] mit ¢{",(s)(w) :=
(|[¢]]f}lu{x}, sl — w]) fiir alle w € pos(s). Das Bild eines Baumes s unter OV ist also ein
Gewichtsbaum.

Definition 4.2.2. Seien ¢, 9 € wMSO(K, X) Formeln, k € K sowie x,y Variablen erster
Stufe und X eine Variable zweiter Stufe. Weiterhin sei V' eine Variablenmenge, mit
Free(¢) UFree(y) C V, s € Ty, und en eine Positionsaufzéhlung fiir Gewichtsbaume.
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Ist s = (t, p) € Tk, nicht korrekt, so sei ([¢]{7, s) := 0. Anderenfalls definieren wir die
Semantik einer Formel induktiv {iber den Formelaufbau.

(K7, 8) ==k,

on 1 falls p(z) =0,
([Label, @), (t,p)) = {0
sonst
1 falls p(y) = p(x).q,
0 sonst ,

(ledges (. )15 (¢, p)) = {

([=¢1v" 5) := ([217", 5)

»

(16 A I ) o= ([615, ) - (1, )
(16 V157 ) 2= ([6157 ) + (I, )

(Il 5) == pﬁ)l (161 2y sl — en(6T2 () @) -
(VX415 5) = I:H( (070X > 1.
(Bl s) = 2( (915 ofe = D wnd
(13X.0157 . 5) := Z( (Mg oX = 1D

Zur Bestimmung von ([VX.¢]{", s) fixieren wir eine lineare Ordnung auf  (pos(s)).

Sei s € Ty, ein nicht notwendigerweise korrekter Baum. Wir beobachten, dass die
folgenden Gleichungen gelten:

k] =k © ]sz”:V )
[6 A9V = [0V © [¢]7 und
[V oIy = [olv + [¥17" -
Sei X € V eine Mengenvariable. Ist s nicht korrekt, so ist s[X — I] fiir beliebige

I C pos(s) ebenfalls nicht korrekt und umgekehrt. Damit gilt auch fiir nicht korrekte
Baume s:

([[VX-gb]]%/nv s) = H ([[QS]]%/nu{XbS[X — I}) und
ICpos(s)

(BXAF ) = S (G150 51X = 1))

ICpos(s)

Sei z € V eine Individuenvariable. Ist s nicht korrekt, weil f(z) = 0 in allen Beschriftun-
gen (o, f) € img(s), so sind alle Baume s[x — w] mit w € pos(s) korrekt. Deshalb kénnen
wir die obige Beobachtung von V.X.¢ und 3X.¢ nicht auf Vz.¢ und Jz.¢ iibertragen.
Betrachten wir noch einmal die Sprache wMSO. Es handelt sich hierbei um eine
nichtklassische logische Sprache mit den Pradikatensymbolen label,(x) und edge;(x,y)
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fir o € ¥ und 7 € [1,mazy], einer (im Allgemeinen nicht endlichen) Menge von
Konstanten K sowie den Junktoren —, A und V. Aufierdem nutzt wMSO die Quantoren
Vv und 3 sowohl fiir Individuen- als auch Mengenvariablen. Auf ein Bimonoid K bezogen,
ist wMSO somit eine mehrwertige Logik [22]. Ein Baum ¢ € Ty, entspricht dann einer
Interpretation von wMSO mit dem Individuenbereich pos(t) und den Relationen label,
und edge;. Ein korrekter Baum (2, p) € Ty, ist damit eine konkrete Situation, das heift
eine Interpretation mit einer Variablenbelegung. Sei ¢ € wMSO. Die Semantik [¢[{/ ist
demnach die Auswertung von ¢ in allen Interpretationen, welche Bdume aus T sind.

Somit ergeben sich aus der Nichtklassischen Logik viele natiirliche Beispiele fiir Bimo-
noide und deren Anwendungen in Logik, Linguistik, Philosophie und Technik.

Beispiel 4.2.3. Betrachten wir die Mengen W,,, := {k/(m —1) | k € [0,m — 1]} fir
m €N, m>1und Wy :=[0,1] C R. Die Gddel-Logik |21] ist definiert in der Struktur
Gy := (Wy,, max, min,’; D, 0, 1) beziehungsweise G, := (Wso, max, min,; D, 0, 1), wobei

. {1 falls k = 0 1 falls ky < ko

ko sonst

und ki D kg := {
0 sonst

Die Logiken wMSO(G,,, ¥) bezichungsweise wMSO (G, ¥) sind somit Fragmente der
Godel-Logik ohne Implikation D.

Beispiel 4.2.4. Sei W4, das oben definierte reelle Intervall [0,1]. Eine T-Norm ist
eine zweistellige Funktion T : W, x Wy — W, die assoziativ, kommutativ, nicht

vermindernd ist und fiir welche 1 das neutrale Element darstellt, das heifst, fiir alle
ki, ko, ks € W4, gilt:

o T(ky,T(ka, ks) =T (T (k1,ko),k3),

o T(ki, ko) =T(ka k1),

o ki <ky = T(ky,k3) < T(ko,ks) und
o« T(ki,1) =k .

Eine T-Norm Logik [24] ist eine auf einer gewéhlten T-Norm aufbauende Fuzzy-Logik. Die
starke Konjunktion bezeichnet man mit &7, wobei k1&7ky := T'(k1, k2). Die Standardim-
plikation ist durch k1 D7 ko :=sup {k € W | T'(k1,k) < ko} definiert. Diese bestimmt
nun die Negation k‘TT := ¢ D 0 und die Disjunktion sei max(kj, ks). Somit ist die
Struktur T := (Wao, max, &r,7, D7, 0, 1) ein starkes Bimonoid mit Negation. Also kann
man wMSO(T, X) als eine pradikatenlogische Erweiterung einer T-Norm-Aussagenlogik
betrachten.

Beispiel 4.2.5. Die vierwertige Belnap-Logik 1] hat eine wichtige Bedeutung im Hard-
waredesign, bei Datenbanksystemen und als Relevanzlogik, weil sie parakonsistentes
Schliefsen ermdoglicht. Thre Struktur (W*, sup,inf,;{T},{L}) ist definiert durch den
Verband in Abbildung 4.1 iiber der Menge W* := {0, {T},{L},{T,L}}.

Die Negation ist fiir alle kK € W* bestimmt mit

{T} fallsk={Ll},
k:=<{Ll} fallsk={T} und

k sonst .
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{7}

O {L}

Abbildung 4.1: Belnap-Verband

Die Logik wMSO(W*, ¥) ist somit eine auf der Belnap-Aussagenlogik aufbauende Pradi-
katenlogik.

Als Néchstes wollen wir die Verbindung zwischen ungewichteter monadischer Logik
zweiter Stufe und der gewichteten monadischen Logik zweiter Stufe untersuchen.

Lemma 4.2.6. Sei ¢ € wMSO(K,X) eine boolesche Formel, V eine endliche Varia-
blenmenge mit Free(¢) C V und en eine Positionsaufzihlung fir Gewichtsbaume. Dann
gilt:

[o]V" =11, -
Beweis. Induktion iiber den Formelaufbau:

[0]57 =0 =1p,

[y =1oly =10

Sei s € Tx,,,. Angenommen s ist nicht korrekt, dann ist ([¢]{",s) = 0 und (¢, p) [~ ¢. Sei
s nun also korrekt und entspreche dem Paar (¢, p).

¢ = labely(x) :
([9]v',5) =1 <= t(p(z)) =0 < (t,p) = ¢

¢ = edgei(x,y)
(0] 5) =1 = ply) = p(z)i = (o) F ¢

p=re X:
([205.s) =1 < p(z) € p(X) < (t,p) E ¢
Gelte nun die Aussage fiir die booleschen Formeln 1, x € wMSO(K, X).

(Z)E—!wZ

b 4 (Voraussetzung)
=
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P=PAX:

(217, 5) =1 = ([¥Iv"5) - (IX]V", 8) = 1
= ([WIv,s) =1 wnd (X', s) =1
<~ (t,p) EvY und (t,p) Fx (Voraussetzung)
— (L) ¢

p=Vr.a: [[@b]]%}lu{x} =11y, = Reihenfolge der Faktoren ist beliebig

Ipos(s)]

([6]7.5) =1 =[] (WIT y sle = en(6()(@)]) = 1

i=1
> Yw € pos(s) : ([¥]Vay sle = w]) =1

<= Yw € pos(t) : (¢, plx — w]) E (Voraussetzung)
= (Lp)Fo

o=VX.: [[@ZJ]]%}LU{X} =1, = Reihenfolge der Faktoren ist beliebig
([e1i#,s) =1 <= [ (WI¥oxpslX = 1) =1

ICpos(s)
= VI Cpos(s) : ([VIV1gxy. s[X = 1]) =1
< VI Cpos(t): (t,p[X = I]) = (Voraussetzung)
— (Lo Eo

O

Da fiir boolesche Formeln ¢ € wMSO und jede Positionsaufzdhlung fiir Gewichtsbaume
en die Potenzreihe [¢]{/' stets die charakteristische Funktion 17, (4) ist, schreiben wir
von nun an verkiirzend [¢]y statt [¢]{" und ¢y, anstelle von ¢77,.

Aus Satz 4.1.1 (der Satz von Biichi fiir Baumsprachen) und Proposition 3.3.1 folgt
auferdem, dass die Semantik [¢]y jeder booleschen Formel ¢ € wMSO(K, ) eine
erkennbare Stufenfunktion ist.

Satz 4.2.7. Fine Baumsprache L C Ty ist genau dann MSO-definierbar, wenn es einen
booleschen Satz ¢ € wMSO(K, X) gibt mit 11, = [@]prec(s)-

Beweis. (=) Sei L MSO-definierbar, dann gibt es einen Satz ¢ € MSO(X) (ohne
Abkiirzungen) mit L(¢) = L. Dieser Satz ist ein boolescher Satz in wMSO(X, K). Also
gilt nach Lemma 4.2.6 [¢]mee(p) = Lr(¢) = 1L

(<) Sei L eine Baumsprache und ¢ € wMSO(K, X) ein boolescher Satz (ohne Ab-
kiirzungen) mit [¢]mee(p) = L. Dann ist ¢ ebenfalls ein Satz aus MSO(X). Aus der
Definition der Semantik und Lemma 4.2.6 folgt nun 11,4y = [¢]free(e) = 11 Also ist L
MSO-definierbar. ]
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Lemma 4.2.8. Sei ¢ € wMSO(K, X)), V eine endliche Variablenmenge mit Free(¢) C V
und en eine Positionsaufzihlung fir Gewichtsbdume. Dann gilt fiir jede Variablenmenge
W mit Free(¢) C W C V und alle Biume (t, p) € Ty, :

(217, (&, ) = ([21w (¢, plw))

und insbesondere also

([0, (&, p)) = ([21%, (¢, Plrvee(s))) -
Beweis. Der Beweis erfolgt induktiv iiber den Formelaufbau. Sei k € K, (t,p) € T3,
und ¢ € wMSO(K, ¥) atomar.

p=1

(IR @&, p)) = k= (IF]Ww, (&, plw))
Ist ¢ boolesch, so gilt nach Definition der Semantik img([¢]v) € {0, 1}.

¢ = labely(x) :
([2lv, (t, p) =1 <= t(p(x)) =0 =t(p|lw(z))
= ([8lw, (t,plw)) =1

¢ = edge;(z,y) :
(Iolv. (t.p) =1 py) = p(x).i

—
= plw(y) = plw(z).0
—

([elw, (t, plw)) =1

p=xe€X:

([¢]v,(t,p)) =1 < p(z) € p(X)
= plw(z) € plw(X)
= ([8lw, (t, plw)) =

Gelte nun die Aussage fiir beliebige Formeln v und y. Sei x € V eine Individuenvariable
und X € V eine Mengenvariable.

(25 = —|"L/J :
(217, (&, 0))

1

(Y17, (& p)
(L1 @& plw))
([[Qﬂ]%ba (t’ p‘W))

p=9Ax:
([¢l7, (t. p))

(IIV, &, p)) - (IXIV", (£, )
(1w @&, plw)) - (IxXIw (& plw))
([[gb]]%a (t7 IO‘W))
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p=¢Vix:
([¢17, (. p))

([WIv, (¢, p)) + (IXIV, (t, 0))
([¥lw, @&, plw)) + (Ddws (£ plw))
([8lw, (& plw))

¢ =Vaap:
Ipos(t)]

[17, (&) = T (WI5hay (¢ pla — en(éi(s)(0)])

=1
mit der Induktionsvoraussetzung folgt
[pos(t)]

= | ([WlWwogay, (¢ plz = en(d7(5)) ()] lwugey))

s
I
—

[pos(t)]
= (IIWutay: (& plw e — en(ov(s))(0)]))
i=1
= ([[¢ %/17}’ (tnO‘W))

o

72}
—~

&~

6=VXY:
([l (o) =TT (WIS @ ple = 10)
I1Cpos(s)
mit der Induktionsvoraussetzung folgt

= I Wl & el = Dlwugxy)

ICpos(s)
= 11 Wiy G plwlz = 10)
ICpos(s)

= ([elw, (&, plw))

¢=3dw:
(eI (o) = D ([ (tplz — w]))
wepos(t)
mit der Induktionsvoraussetzung folgt

= > ([l ¢ ple = wllwoey)

wepos(t)

= Y (g tplwle = w))

wEpos(t)

= ([olw, (&, plw))
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¢o=3X.9:
Wl o) = 3 (1 (6 pX — 1))

ICpos(t)

mit der Induktionsvoraussetzung folgt

= D (WlRugxy (o[X = Dlwugx)

ICpos(t)

= > (WFuxy G elwlX — 1D)

ICpos(t)

- ([[(ﬁ]]%lﬂ (tv ﬂ‘W))
]

Mithilfe dieser letzten Aussage folgern wir nun, dass es nicht von der gewé&hlten
Variablenmenge abhéngt, ob die Semantik einer Formel eine erkennbare Stufenfunktion
ist oder nicht. Wir nennen eine erkennbare Stufenfunktion Z?:o ki - 11, normalisiert,
falls kg = 0 gilt.. Da dies nur eine Umbenennung darstellt, handelt es ich um keine
Einschrankung. Eine normalisierte Stufenfunktion sammelt also insbesondere alle nicht
korrekten Baume in Lo; es gilt T%;,, \Tgv C Ly.

Lemma 4.2.9. Sei ¢ € wMSO(K, %) und V,W Mengen von Variablen derart, dass
Free(¢p) C W C V, sowie en eine Positionsaufzihlung fir Gewichtsbiume. Dann gilt:
[¢]5" ist genau dann eine erkennbare Stufenfunktion, wenn [¢]j; eine erkennbare Stu-
fenfunktion ist.

Beweis. Sei T : Xy — Yy die surjektive Umbenennung mit 7((o, f)) := (o, f|lw) fiir alle
(0‘, f) € Xy.

(=) Sei [@] = > 1 ki - 11, eine normalisierte erkennbare Stufenfunktion, wobei
ki € K und L; C Ty, fiir alle i € [0,n]. Wir zeigen [¢]5 = S := > ig ki - Lo(r,)-

Aus Lemma 4.2.8 folgt ([¢]§7,s) = ([¢]§/,s") fir alle s',s" € 771(s) N Ty, mit
s € Tx,,. Da k; # k; fiir i # j € [0,n], gilt fiir alle i € [0,n] und s € 7(L;) somit
T Hs)NTg, C Ly und 771 (s) N (T, \Tg,,) € Lo. Also sind 7(Ly), ..., 7(Ly) paarweise
disjunkt.

Sei s € Tk, korrekt. Dann existiert ein korrekter Baum s’ € 771(s) und ein i € [0, 7],
sodass s’ € L;. Also ist nach Lemma 4.2.8 ([¢[5i}, s) = ([¢]/, s') = ki. Da s € 7(L;) und
7(L1),...,7(Ly) paarweise disjunkt sind, ist auch (S, s) = k;.

Sei s nicht korrekt. Dann ist ([¢]$, s) = 0. Kein Baum aus 77!(s) ist korrekt, also
ist 771(s) C Lo und ([¢]$7, s') = ko = 0 fiir alle s’ € 771(s). Folglich gilt s € 7(Lg) und
s & 7(L;) fiir alle i € [1,7] und damit (S, s) = ko = 0. Somit gilt [¢]7F = D g ki - Lz,
Es ist moglich, dass ein Baum 7(s) korrekt ist, obwohl s € T%;,, nicht korrekt ist. Dann
kann es eine Baumsprache L; mit j € [1,n] geben, sodass 7(s) € 7(Lo) und 7(s) € 7(L;).
Da aber alle Baumsprachen 7(L;) mit ¢ € [0,n] nach Lemma 3.3.6 erkennbar sind und
die erkennbaren Baumsprachen unter den booleschen Operationen abgeschlossen sind,
ist @]y eine erkennbare Stufenfunktion.

(<) Sei [@]5F = D iy ki - 11, eine normalisierte erkennbare Stufenfunktion mit k; € K
und L; C T, fiir ¢ € [0,n]. Nach Proposition 3.3.5 ist S := " k; - 1, ® ]ngv

eine erkennbare Stufenfunktion. Wir zeigen nun [¢]{" = S.
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Angenommen s € T, ist korrekt. Dann gibt es nach Lemma 4.2.8 genau ein s’ € 7(s)
und genau ein ¢ € [0,n] mit ([¢]$", s) = ([¢]F, s') = k;. Folglich ist s € ¢~ !(L;) und
damit (5, s) = k;. Angenommen s ist nicht korrekt. Dann ist ([¢]{",s) =0 = (S,s). O

Ab sofort werden wir fiir [[qb]]%’r‘ee( ¢) auch die Abkiirzung [¢]°™ benutzen. Analog dazu
schreiben wir ¢, fiir die partielle Funktion ¢pyee(g)ufa}-

Lemma 4.2.10. Sei ¢ € wMSO(K,X) und V' eine Variablenmenge mit Free(¢) C V.
Seien weiterhin eny und eny Positionsaufzihlungen fiir Gewichtsbiume. Dann gilt: [¢]{/"

ist genau dann (schwach) eng-erkennbar, wenn [¢]*™ (schwach) eny-erkennbar ist.

Beweis. Wir verwenden hier die Idee aus [17, proof of Lemma 4.7].
Sei 7 : Xy — Ypee(y) diejenige Umbenennung, die fiir alle (o, f) € Xy durch

7((5, f)) = (5, flFree(s)) definiert ist.
(=) Wir fixieren die erkennbare Baumsprache I := Ly (¢p) C T3, mit:

OF = /\ root(x) A /\ (Fz.(x € X) A Va.(z € X — root(z))) ,
z€V \Free(¢) X eV \Free(¢)
erste Stufe zweite Stufe

root(z) = Vy.(medgei(y,z) A ... N —edgemazs (Y, T)) .

F enthélt genau diejenigen Baume, die alle Individuenvariablen x und alle Mengenvaria-
blen X, welche nicht frei in ¢ vorkommen, mit der Wurzel belegen.

Es gibt nun zu jedem Baum (t,p') € TgFree((j)) genau einen Baum (¢,p) € F mit

(t,p") € 7((t, p)). Auberdem besagt Lemma 4.2.8, dass fiir alle (¢, p) € T%; = die Gleichung
(815", (&, p)) = ([6]°™, (L, plEvee(g))) gilt. Damit ist [¢]"t = 7([¢]"* © 1), wobei F
die Urbildmenge einschrankt. Ist [¢]{"" (schwach) eng-erkennbar, so ist [¢]“"* nach
Lemma 3.3.6 ebenfalls (schwach) ens-erkennbar.

(<) Sei nun [¢]™ (schwach) eng-erkennbar und 77! : Ypyee(p) = 9 (Sv) die Um-
benennung mit 771(s) := {s' € Ty, | s € 7(s')} fiir alle s € TSpeoisy- Wiederum mit
Lemma 4.2.8 gilt nun [¢]{" = 771 ([¢]*") © Iy - Die charakteristische Funktion Iy

ist (schwach) eng-erkennbar und 77! ([¢]*"?) nach Lemma 3.3.6 ebenso. Deshalb ist auch
[#]3"* (schwach) eng-erkennbar. -

Die sofortige Konsequenz dieses Lemmas ist, dass fiir die Erkennbarkeit der Semantik
einer Formel ¢ € wMSO(K, X)) die zugrunde liegende Variablenmenge unerheblich ist,
solange sie Free(¢) umfasst. Das heift, es gilt fiir beliebige Variablenmengen V' und W

eni

mit V' O Free(¢) C W und Positionsaufzdhlungen fiir Gewichtsbédume eny, dass [¢]{/
genau dann mit einer Positionsaufzahlung eny erkennbar ist, wenn [¢]j! eng-erkennbar
ist.

Wir haben ebenfalls gesehen, dass im obigen Lemma die Positionsaufzahlung, welche
die Semantik bestimmt, nicht unmittelbar mit der Positionsaufzéhlung der Erkennbarkeit
zusammenhéngt. Im néchsten Abschnitt werden uns weitere Beispiele dieser Art begegnen.

Sind im Folgenden sowohl das Bimonoid K wie auch das Rangalphabet 3 fixiert,
so schreiben wir wMSO anstelle von wMSO(K, X). Das Fragment der ezistenziellen
Formeln von wMSO(K,Y) enthélt alle Formeln der Form ¢ und 3X;...3X,,.¢) mit
n € N, wobei ¥ keine weiteren Quantifizierungen zweiter Stufe enthélt. Wir bezeichnen
es mit wEMSO(K, ) und schreiben verkiirzend wEMSO.
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

Seien ¢, € wMSO, wobei [¢]°" und []°" en-erkennbar sind. Da das Hadamard-
Produkt en-erkennbarer Baumreihen im Allgemeinen nicht en-erkennbar ist, ist auch die
Semantik der Konjunktion [¢ A 1]¢" im Allgemeinen nicht en-erkennbar. Wir suchen
deshalb Fragmente von wMSO, deren Formeln ¢ stets eine en-erkennbare Semantik [¢] "
haben und die somit K"~ "¢((Ty;)) charakterisieren.

Definition 4.2.11. Eine Formel ¢ € wMSO(K, X) heift gestuft, falls
e ¢ boolesch oder konstant ist oder
e ¢ Negation, Konjunktion oder Disjunktion gestufter Formeln ist.

Die folgende Grammatik erzeugt genau die gestuften Formeln, wobei k € K:

Gstep =k | Gvool | 7Pstep | Dstep N Gstep | Pstep V Gstep -
Definition 4.2.12. Eine Formel ¢ € wMSO(K, X) heilt eingeschrankt, falls
e ¢ gestuft ist
oder
e in allen Teilformeln Vz.¢) (z Individuenvariable) 1 gestuft ist und

e in allen Teilformeln i A x, welche nicht im Wirkungsbereich eines Allquantors
erster oder zweiter Stufe stehen, ¢ oder x boolesch ist.

Das eingeschriankte Fragment wird damit durch die nachfolgende Grammatik definiert.

¢7"es = ¢step ’ eres A (z)bool | ¢bool A (Z)res ’ ¢7"es \% (z)res ‘
v(L.'Qﬁstep ’ Elx-¢7‘es | ElX-(éres ‘

Die Menge der eingeschrinkten Formeln von wMSO(K,¥) nennen wir wRMSO(K, X)
(restricted wMSO, kurz wRMSO). Weiterhin sei wWREMSO(K, ¥) (kurz wREMSO) die
Menge aller eingeschrinkten existenziellen Formeln von wMSO(K, X).

Sei Z C wMSO ein Fragment von wMSO und en eine Positionsaufzéhlung fiir Ge-
wichtsbdume. Eine formale Potenzreihe S : Ty, — K heilst en-definierbar in Z, falls es
einen Satz ¢ € Z gibt, sodass [¢]" = S. Die Menge aller Baumreihen S € K ((T%)), die
in einem Fragment Z en-definierbar sind, bezeichnen wir mit K"~ *((T%)), wobei wir, in
Anlehnung an andere Arbeiten, die Bezeichnung des Fragmentes Z klein schreiben und
das vorangestellte w weglassen. So ist KT5~°(Ty)) beispielsweise die Menge der in
wMSO TS-definierbaren Baumreihen. Ist en eine ordnungserhaltende Positionsaufzihlung,
basierend auf einer linearen Ordnung < von K, so schreiben wir verkiirzend <-definierbar
(linear definierbar) in Z und K <~% anstelle von en<-definierbar und K¢~ 2.
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

4.3 Erkennbarkeit in wMSOQO definierbarer Baumreihen

IN diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Bedingungen Semantiken von
wMSO-Formeln mit einer gegebenen Positionsaufzéhlung fiir Gewichtsbdume erkenn-
bar sind. Fiir das Fragment wRMSO zeigen wir, dass die Semantik jeder dieser Formeln
mit der entsprechenden Positionsaufzéhlung der Semantik schwach erkennbar ist. Fiir
das Teillogik wEMSO und wMSO selbst miissen wir uns auf bi-lokal endliche starke
Bimonoide und die Positionsaufzihlungen T'S und en< beschrinken.

Nachfolgend sei, sofern nicht anders erwdhnt, K = (K, +,-,50,1) stets ein starkes
Bimonoid mit Negation und ¥ immer ein Rangalphabet.

4.3.1 Charakterisierung erkennbarer Stufenfunktionen

Zunachst wollen wir gestufte Formeln untersuchen und den Zusammenhang zu erkennba-
ren Stufenfunktionen herstellen.

Proposition 4.3.1. Sei ¢ € wMSO eine Atomformel und en eine Positionsaufzihlung
fir Gewichtsbdume. Dann ist [¢]" eine erkennbare Stufenfunktion.

Beweis. Sei zunichst ¢ = k fiir ein k € K. Dann ist [¢]** = k eine erkennbare
Stufenfunktion, denn TgFree(qb) = TEFree( 0"
Alle verbleibenden atomaren Formeln ¢ sind boolesch. Nach Lemma 4.2.6 ist deshalb

[o] =1 L(¢) ebenfalls eine erkennbare Stufenfunktion. O

Proposition 4.3.2. Sei ¢ € wMSO und en eine Positionsaufzdhlung fiir Gewichtsbiume.
Ist [¢]¢" eine erkennbare Stufenfunktion, so auch [—~¢]¢".

Beweis. Nach der Semantikdefinition ist [-¢]" = [¢]*® und es gibt eine Partition

erkennbarer Baumsprachen Ly, ..., Ly, von Ty, und paarweise verschiedene Elemente
ki,...,kn, € K mit [¢]*" = Y7, k;i-1z,. Dann ist aber [¢]e" = >  k; -1z, und
deshalb ebenfalls eine erkennbare Stufenfunktion. O

Proposition 4.3.3. Sei ¢,y € wMSO und en eine Positionsaufzihlung fiir Gewichts-
biume. Sind [¢]" und [¢]" erkennbare Stufenfunktionen, so sind auch [¢ A P]¢" und
[o V] erkennbare Stufenfunktionen.

Beweis. Seien [¢]", [¢]¢" erkennbare Stufenfunktionen und V := Free(¢) U Free()).
Dann sind [¢]{ und [#]{" nach Lemma 4.2.9 ebenfalls erkennbare Stufenfunktionen.
Nach der Definition der Semantik ist

[o Vo)™ =[o]v' + [¥]v" wnd [oAQ]™ = [o]V" © [¥]V" -
Proposition 3.3.5 impliziert somit die Behauptung. O

Lemma 4.3.4. Sei ¢ € wMSO eine gestufte Formel und en eine Positionsaufzihlung
fir Gewichtsbdume. Dann ist die Semantik [¢]" eine erkennbare Stufenfunktion.
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Beweis. (Induktion iiber Formelaufbau) Sei ¢ konstant oder boolesch. Dann ist [¢]¢"
nach Proposition 4.3.1 beziehungsweise Lemma 4.2.6 eine erkennbare Stufenfunktion.
Seien nun ¢,y € wMSO gestufte Formeln, fiir welche die Behauptung gilt. Dann sind
[=o]°™, [¢ A ] und [¢ V 9]¢ nach Proposition 4.3.2 und Proposition 4.3.3 erkennbare
Stufenfunktionen. I

Da in einer gestuften Formel ¢ die Generalisierung erster Stufe nur in booleschen
Teilformeln vorkommen kann, ist die Semantik von ¢ unabhéngig von der gewahlten
Positionsaufzahlung fiir Gewichtsbaume.

Korollar 4.3.5. Sei ¢ € wMSO eine gestufte Formel. Dann gilt fiir alle Positionsauf-
ziahlungen fiir Gewichtsbaume eny und ens die Gleichung [¢]*™ = [¢]"2.

Beweis. (Induktion iiber den Formelaufbau) Sei en eine Positionsaufzéihlung fiir Ge-
wichtsbaume. Ist ¢ = k fiir ein k € K, dann ist [¢]*" = k. Ist ¢ boolesch, so ist

[¢1°" = Lrg)-
Treffe nun die Behauptung auf zwei gestufte Formeln ¢ und 1 zu, wobei Sy := [¢]{"
und Sy, := []{ mit V := Free(¢) U Free(¢). Dann gelten

[6VYIF =Ss+Sy , [pAY]F=85,©8, und

[[ﬁqb]]enzzkii']l[@ fiir S¢:Zkl]le
=1 i=1

Somit wird die Semantik [¢]¢" jeder gestuften Formel ¢ € wMSO durch einen, von
der Positionsaufzéhlung en unabhéngigen, Term bestimmt. O

Analog zu den booleschen Formeln schreiben wir deshalb ab sofort verkiirzend [¢]y
fir [¢]{" beziehungsweise [¢] fiir [¢]°", falls ¢ gestuft ist.

Fir V = 0 identifizieren wir T mit 7%, und somit auch K(T%)) mit K{T%,)).
Offenbar charakterisieren die gestuften Formeln unabhéngig von der gewahlten Positi-
onsaufzédhlung die erkennbaren Stufenfunktionen.

Korollar 4.3.6. Sei S € K((T%)). Es sind dquivalent:
1. S ist eine erkennbare Stufenfunktion.
2. Es gibt einen gestuften Satz ¢ € wMSO mit S = [¢].

Beweis. Die Implikation (2. = 1.) folgt direkt aus Lemma 4.3.4.

(1. = 2.) Sei S eine erkennbare Stufenfunktion. Dann gibt es eine Partition erkenn-
barer Baumsprachen L, ..., L, von T%, und paarweise verschiedene k1, ..., k, € K mit
S =37 ki-1r,. Nach Satz 4.2.7 gibt es boolesche Sitze ¢1,..., ¢, mit [¢;] = 1z, fir
i € [1,n]. Wir bilden nun den gestuften Satz ¢ := \/;_, (ki A ¢;). Sei en eine Positions-
aufzdhlung fiir Gewichtsbdume. Nach Definition der Semantik ist dann

[]" = kil = ki-1z,=5.
=1 =1
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4.3.2 Erkennbarkeit der Semantik von wMSO-Formeln

Wir betrachten nun das Fragment wRMSO sowie beliebige wMSO-Formeln und untersu-
chen die Erkennbarkeit der Semantiken in starken Bimonoiden.

Proposition 4.3.7. Seien ¢,9 € wMSO und eny und eno Positionsaufzihlungen fir
Gewichtsbiume. Seien weiterhin [¢]°™ und []™ (schwach) eng-erkennbar. Dann gelten:

1. [ V)™ ist (schwach) eng-erkennbar.
2. Ist ¢ oder v boolesch, dann ist [¢ A P]¢™ (schwach) eng-erkennbar.

Beweis. Sei V := Free(¢) UFree(v)), und [¢]°", [¢]*™ eng-erkennbar. Dann sind [¢]7"
und [#]{"" nach Lemma 4.2.10 ebenfalls eng-erkennbar.

(1.) Nach der Definition der Semantik ist [¢ V 1]t = [¢]{"* + [¢]{/"*. Aus Propositi-
on 3.3.3 folgt damit, dass [¢ V ¢]“" eng-erkennbar ist.

(2.) Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei ¢ boolesch. Dann ist [¢]"" = 11, ()
und ¢ AP[™ =11, (4 © [¢]7"". Also ist nach Proposition 3.3.4 [¢ A 9]t ebenfalls
eng-erkennbar.

Seien [¢]", [¢]¢™ schwach eng-erkennbar. Dann ist nach Proposition 3.3.3 auch
[¢ Vv ]¢™ schwach eng-erkennbar. Ist ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ boolesch,
so ist mit Proposition 3.3.4 ebenfalls [¢ A ¥]“™ schwach eng-erkennbar. O

Weil das Hadamard-Produkt erkennbarer Potenzreihen im Allgemeinen nicht erkennbar
ist, ist fiir Formeln ¢, ¢ € wMSO, deren Semantiken [¢]"! und [¢)]"* eng-erkennbar
sind, [¢ A 9] im Allgemeinen nicht ens-erkennbar.

Proposition 4.3.8. Sei ¢ € wMSO und seien eny und eng Positionsaufzihlungen fiir
Gewichtsbaume. Wenn [¢p]™ eine (schwach) ena-erkennbare Potenzreihe ist, dann ist
auch [Fz.¢]™ (schwach) eny-erkennbar.

Beweis. Sei V' := Free(3z.¢) und 7 : Yyufzy — Yy eine Umbenennung derart, dass
7((o, f)) = (o, flv) fiir alle (o, f) € Ty, gelte. Weiterhin sei s ein Baum aus T,,. Es
gilt fiir alle Positionen w € pos(s), dass (1) s genau dann korrekt ist, wenn s[z — w]
korrekt ist, denn = ¢ V und (2) kein ¢ € 77!(s) ist korrekt, wenn s nicht korrekt ist.
Damit erhalten wir

(Bedl™s)= 3 (A sle = w) (1)

wepos(s)

= Z ([[‘?ﬂ?/%{a;}vt) (2), ([[¢]]$/TG{$}¢) =0, falls t ¢ Tgv

ter—1(s)
= (T([[ﬁﬁ]]\e/nd{x})v s) -

Nach Lemma 4.2.10 ist [¢]}) (x} €n2-erkennbar, falls [¢]c™* eng-erkennbar ist. Also ist
auch [Jz.¢]°"* nach Lemma 3.3.6 eng-erkennbar.
Sei [¢]¢"* schwach eng-erkennbar. Dann ist [3z.¢]¢"* mit obigem Beweis nach Lem-

ma 3.3.6 ebenfalls schwach ens-erkennbar. ]

Vollkommen analog zum vorherigen Lemma erhélt man das Ergebnis fiir den Existenz-
quantor zweiter Stufe.
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Proposition 4.3.9. Sei ¢ € wMSO und seien en; und eny Positionsaufzdhlungen fiir
Gewichtsbdume. Wenn [¢p]°™ eine (schwach) eng-erkennbare Potenzreihe ist, dann ist

auch [3X.¢]°™ (schwach) eny-erkennbar.

Beweis. Sei V' := Free(3X.¢) und 7 : Xy y1x} — Ly eine Umbenennung, definiert durch
7((s, f)) == (s, flv) fiir alle (o, f) € Yy g,y Weiterhin sei s ein Baum aus T,

([BX01™ )= S (815 51X = 1))

ICpos(s)

- Z [[(b]]t\z}ld{x}’ ))

ter—1(s)
= A ), )

Ist [¢]“™ eng-erkennbar, ist somit nach Lemma 4.2.10 und Lemma 3.3.6 auch [3X.¢]™
eng-erkennbar.

Sei [¢]¢™ schwach eng-erkennbar. Dann ist [3X.¢]" mit obigem Beweis nach Lem-
ma 3.3.6 ebenfalls schwach ens-erkennbar. ]

Im Allgemeinen sind weder [3z.¢]" noch [3X.¢]*" erkennbaren Stufenfunktionen,
auch wenn [¢]¢" eine erkennbare Stufenfunktion ist. Sei beispielsweise ¥ ein Rangalphabet
mit maxy > 0, K der Semiring der natiirlichen Zahlen und en eine Positionsaufzéhlung.
Dann ist [1]* = 1, denn Tk, = T3, Doch fiir alle s € Ty, ist ([32.1]",s) = [pos(s)|
und (3X1]", 5) = | (pos(s))].

Wir beobachten, dass die Semantik derjenigen eingeschréankter Formeln, in welchen
alle Generalisierungen erster Stufe boolesche Formeln quantifizieren, sogar mit jeder
beliebigen Positionsaufzahlung fiir Gewichtsbdume en-erkennbar sind. Ist in einer Formel
Vx.¢ die Teilformel ¢ hingegen gestuft, so ist [Vx.¢]¢" im Allgemeinen nur erkennbar
mit der Positionsaufzéhlung en.

Lemma 4.3.10. Sei ¢ € MSO(K, X)) und en eine Positionsaufzihlung fir Gewichtsbdu-
me. Ist [¢]" eine erkennbare Stufenfunktion, so ist [Vx.¢]" schwach en-erkennbar.

Beweis. Wir folgen in diesem Beweis dem entsprechenden Beweis von Droste und Vogler
[17, Lemma 5.5| fiir gewichtete MSO-Logik iiber Baumen in Semiringen.

Seien W := Free(¢) und V := Free(Vz.¢) = W \ {z}. Angenommen = ¢ W, dann
betrachten wir zundchst die Formel ¢ := ¢ V edge;(x, z). Aus der Semantikdefinition
folgt [¢'ITh, (2 = (917, (4 also auch [V oI, 2y = V28], (a} Auferdem ist ¢’ nach
Proposition 4.3.3 eine erkennbare Stufenfunktion, weshalb wir nur den Fall x € W
betrachten miissen.

Sei also x € W. Da ¢ eine erkennbare Stufenfunktion ist, gibt es Baumsprachen
Ly,..., Ly, die Ty, partitionieren, und paarweise verschiedene Elemente k1, ..., k, € K
mit [¢]" = Y7 ki - 1z,. Wir bilden das Rangalphabet Yy = Iy x [1,n], dessen
Elemente wir als (o, f,4) schreiben mit ¢ € ¥, f € {0,1}" und i € [1,n]. Der Rang
eines Symbols (o, f) € Xy bleibe dabei erhalten; rk((o, f,)) := rkx(o, f). Jeder Baum
s €T S, entspricht nun genau einem Paar (s',v). Dabei sei der Baum s’ € T, definiert
durch Projektion auf die erste und zweite Komponente; s’ := 712 0 s. In s’ steht also
an jeder Stelle w € pos(s) genau dann das Symbol (o, f), wenn s(w) = (o, f,i). Die

52



4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

Funktion v : pos(s) — [1,n] ist bestimmt durch v := 730s. Sie ordnet damit jeder Position
w € pos(s) mit s(w) = (o, f,i) die Zahl 7 zu. Umgekehrt entspricht jedes Paar (s, v) mit
s' € Ty, und v : pos(s’) — [1,n] einem Baum s € Ty = mit s(w) = (s'(w),v(w)). In s
werden also alle Positionen w mit v(w) markiert. Im Folgenden identifizieren wir deshalb
Biaume s € Ty, mit dem zugehorigen Paar s = (s, v).

Wir betrachten nun die folgende Baumsprache:

L:= {(sl,v) €Ty, ‘ Vw € pos(s’),i € [1,n] s v(w) =i = [z = w] € L,} :

Da Li,..., L, eine Partition bilden, ist fiir jeden Baum (s',v) € L die Funktion v
eindeutig bestlmmt Also ist L = Niey L; mit

L; = {(s',v) €Ty, ‘Vw € pos(s') 1v(w) =i = sz > w] € Li} .

Offenbar enthilt L; ebenfalls alle die Biume (s',v), in denen v(w) # i an allen Positionen
w € pos(s’) gilt. Wir zeigen nun, dass die Baumsprachen L; erkennbar sind und damit
auch die Baumsprache L.

Die Baumsprachen Lq,..., L, sind erkennbar, also gibt es deterministische Baum-
automaten My, ..., M, mit L(M;) = L; und M; = (Q;,%, 8%, F;) fiir i € [1,n]. Zu jedem
dieser Automaten M, konstruieren wir einen Baumautomaten Ml, welcher auf einem
Baum s = (s’,v) das Verhalten von M; simuliert. An jeder Stelle w mit v(w) = ¢ wird
eine Kopie von M; gestartet, fiir die z auf w gesetzt ist. Das realisieren wir analog zur
Potenzmengenkonstruktion. Dabei miissen wir jedoch beriicksichtigen, dass = geméf der
Definition von s[x — w] nur an einer Position gesetzt sein darf. Das werden wir mithilfe
eines Flags gewihrleisten.

Sei also M; : (QZ, EV,5 F) ein Baumautomat den Zustinden Q; = p(Qi x {0,1})
und den Finalzustéinden F. = {U C Q; x {0,1} | U N (Q; x {1}) C F; x {1}}. Die finalen
Zustandsmengen enthalten also Paare (g, b) mit ¢ € @Q; und b € {0, 1} derart, dass ¢ final
ist, falls b = 1 das Setzen von z an genau einer Position signalisiert. Insbesondere enthalten
sie auch Zusténde mit dem Flag-Wert 0, welches angibt, dass der betrachtete Baum fiir
die Variable x nicht korrekt ist. Wir definieren die Familie der Transitionsfunktionen
§i = {Séa,f,l)}(a,f,l)eiv fir alle (o, f,1) € ig}ﬂ) und P, ..., P, € Q; wie folgt:

P falls [ # ¢ und

5t Pi,...,P,) =
(ovf,l)< 1 ) { P'UP" falls | =i mit

Pl = 0y framsop (1o 5pm), Y b | | Vi€ [L,m] s (pj,b5) € Py A D by <1,
j=1 j=1

P’ = {<5ég7f[mﬁl])(p1,...,pm ) ‘ Vj e 1,m]: (p;,0) € P}
P’ beschreibt hierbei die Ubernahme des Flag-Wertes: 0, falls alle Vorgéingerzustéinde das
Flag 0 tragen, das heifst = bisher nicht gesetzt wurde; 1, wenn genau ein Vorgangerzustand

den Flag-Wert 1 hat, das heiflt x genau einmal gesetzt wurde. P” setzt das Flag auf 1,
wenn [ = ¢ und alle Vorgingerzustinde den Flag-Wert 0 tragen.
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Wir zeigen nun, dass ]\AJJZ die Baumsprache EZ erkennt. M; und ]\AJ/Z sind deterministisch,
also sind fiir jeden Baum (s',v) € Ty und jede Position w € pos((s’,v)) die Mengen
der Laufe Ry, (s'[x — w]) und Ryp ((s',v)) einelementig. Wir bezeichnen diese Léaufe
mit 7y, beziehungsweise 7(y ).

Behauptung: Es gilt die folgende Gleichung;:

(4'1) r(s’,v)(g) = {("ﬂs’[z—ﬂb } U { Ts!] 33—>w] ‘ w e pOS( ,) A v(w) = z}

Dabei stehe s'[z — )] fir denjenigen Baum, der aus s’ € Ty, entsteht, indem jedes
Symbol (o, f) in s’ durch (o, fU(x,0)) ersetzt wird. Dies ist wohldefiniert, weil Funktionen
Mengen sind und V' die Variable x nicht enthélt.

Wir beobachten, dass der Baum s'[z — )] nicht korrekt ist, denn es gibt keine Position
w € pos(s'[z — 0]) mit mo(s'[x — 0](w)) = 1.

Beweis. Den Beweis der Behauptung fiihren wir induktiv iiber den Aufbau eines Baumes
s := (s',v). Dazu schreiben wir den Baum s als Funktionsterm s := (o, f,1)(s1, ..., 5m).
Fir j € [1,m] ist ein Teilbaum s; : N* --» Xy, jeweils mit Vj.w € pos(s) : sj(w) = s(w)
definiert. Entsprechend erhalten wir fiir jeden Lauf r € Ry (s) die Teilldufe r; € Ry; (s;)

mit Vj.w € pos(s) : rj(w) = r(j.w). Vollkommen analog dazu betrachten wir s’ ebenfalls
als Term s" := (o, f)(s], ..., 8},).

Sei s := (s',v) € T: S, ein Baum, welcher aus genau einem Blatt besteht, das heifst
pos(s) = {e}. Sei s(¢) mit (o, f,1) beschriftet, wobei o € 2 f € {0,1}" und [ € [1,n].
Wir nehmen zuerst [ # ¢ an und erhalten:

(s’ v) (e) = 5fa,f,z)()
mit Definition von &' folgt
_p
= {( Ea,f[m—>0])70)}
da v(w) =1 # i folgt
= {(ryoo0)(€),0) } U{(repmou(e), 1) | w e pos(s’) A v(w) =1} .

Angenommen [ = ¢, dann gilt

(') (&) = 0(g 1. ()
mit Definition von & folgt
=P'UP
= {(5éa,f[w—>0])’ 0)} U {“@J[mﬂ)v 1)}
aus v(w) = [ = i folgt
= {1 0} U{(rypporan(©):1) | w € pos(s’) A v(w) =i} -
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Nun gelte die Aussage fiir die Baume sq, ..., s, € va‘ Wir werden die nach folgende
Gleichung benétigen.
(4.2)

{ <5éa,f[az—>0])(p1’ cee apm)v Z bj)
j=1

= {(ro =0 (€),0)} U {(ryppmuw)(€),1) | w € [1,m] A w € pos(s,,) A vu(w) =i}

J=1

Vj € [1,m]: (pj,bj) €rs;(e) A ibﬁ < 1}

Sie lésst sich folgendermafien herleiten.

{ <5Eg7f[g;—>0] P1y---yPm azbj)
7j=1

mit der Induktionsvoraussetzung folgt

= { <5Eo—,f[x_>0] P1y---yPm 7Zb]>
7j=1

((pj,bj) = (rs;[z—nu]<€)71) AN weE pos(s;-) A v}(w) = z)} A Zm:bj < 1}

j=1

vj E 1 m] : (pj»bj) ETSj(i?) A ij < 1}

J=1

Vi€ [Lm) s |(pg:by) = (ryan(€):0) V

= { (Floustonson 40 (@) -7 o0 (),0) pU
(5ia,f z—0 (rs’l [z—0] (5)7 s Tsl [z—w) (6) sy Tsl [z—0) (5))7 1)
(0,f[z—0])
[lm]/\u)Epos(’)/\vu ) =i}
= { P50 (€): 0) } U{ (rypsuw) (€),1) | w € [L,m] A w € pos(sy,) A vy(w) =i}

Diese Gleichung kommt nun in einer Fallunterscheidung zum Einsatz. Sei s(¢) = (o, f,1)
mit o € £, f € {0,1}" und I € [1, n]. Wir nehmen zuniichst [ # i an.

T'(s' v) (5)
= 5éa,f,l)("ﬂ51 (5)7 s Tsy (5))
mit Definition von &° folgt

{(5éa,f[x—>0 Dis--yPm), Zb) Vi€ [1,m]: (pj,bj) €ry(e Z }

Anwendung von Gleichung 4.2 ergibt
= {(r9—0)(€),0) } U {(r o) (€), 1) |ue[l,m] A w e pos(s),) A vy(w) =1}
= { r /[x—>®] } U { Tst [a—sw] (e),1) | w € pos(s’) A v(w) = z}
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

Sei anderenfalls [ = 1.
T(s’,v) (E)
= 5EU,f,l)(r51 (5)7 RRRXA- (6))
mit Definition von &° folgt

m m
= S 0l spasop 01 oPm), Y by | | Vi€ [1,m] : (py, by) €7, (e Z
J=1 j=1

U {(520,f[xﬁ\1})(p17 c s Pm)s ‘ Vi€ [j,m] : (p;,0) € 7y, (5)}

Anwendung von Gleichung 4.2 und der Induktionsvoraussetzung ergibt

= {(TS/[$_>@] 0)} U {( T s/ fw—uw] (€), 1) ’ ue[l,m] A wepos(s,) A vy(w) =1}
U {<6<Uf[m])<rsf )&, e s (), 1)
= {(rs o—0) (€ 0)}u{(r s/ [e—uw] (€ 1) Juell,m] A wepos(s,) A vu(w) =i}
u{(ry ﬁs]( e), 1)}
= {(ro 10 (€),0) } U {(ryfomu) (€ 1) | w € pos(s’) A v(w) =i}
Damit haben wir Glelchung 4.1 bewiesen. O

Nach Voraussetzung ist L(M;) = L;, sodass fiir jede Position w € pos(s’) gilt:
sz s wl € Lj <= ryjpy(e) € F .
Daraus folgt wiederum, dass
(s',v) € Lj <= Yw € pos(s') : v(w) =i —> Ts/z—uw](€) € F
= T ) (€) € F (Gleichung 4.1)
— (s',v) € L(M;) .
Also wird L; von M; erkannt und damit existiert auch ein deterministischer Baum-
automat M = (Q, Sy, 0, F) mit L(M) = L = Niey L;. Aus diesem konstruieren wir

einen schwachen gewichteten Baumautomaten M := (Q EV, i, 7y). Dazu definieren wir
fiir alle m > 0, (0, f,1) € Sy und q1, . . ., G, q € Q

k; fausa( polans - am) =g,
0 sonst,

Mm((O', f? l))ql,..,,qm,q = {

1 fallsq € F und
1(q) =
0 sonst .

Sei (s',v) € Ts, - Da M deterministisch ist, gibt es genau einen Lauf r € Ry7((8',0)).
Der Lauf r ist ebenfalls ein Lauf von M auf (s',v). Also hingt das Gewicht (Syy, (s, v))
nun allein davon ab, ob r in M erfolgreich ist oder nicht. Es gilt somit

1PN M (', 0), 7Y (en(M((s',v),1))(i))  falls (s',v) € L,

0 sonst.

o6



4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

Wir beobachten, dass an jeder Position w € pos((s’,v)) das Gewicht M ((s',v),r)(w) der
Wert Ky € {k1,...,kn} ist. Dieses ist aber genau ([¢]*", s'[x — w]). Also gilt fiir die
Gewichtsbdume von M und ¢:

M((s",0),r)(w) = ¢5"(s") (w) .

x

Abschliefend definieren wir eine Umbenennung 7 : Sy — Sy mit 7((a, f,1)) := (o, f)
fiir alle (o, f,1) € Sv. Da Ly,..., L, eine Partition bilden, hat jeder Baum s’ € Ts,
genau ein Urbild (s, v) € 77 (s) mit (s/,v) € L. Das Gewicht (Syr, (s',0)) aller anderen
Urbilder (s,6) € 771(s) betrigt 0. Damit erhalten wir fiir alle s’ € Ty, :

(r(Sm)s) = > (Swm,(s.6))
(s",0)eT—1(s")
(s',v) sei das eindeutige Urbild mit (s',v) € L
= (Sm, (S/’ v))

sei r € Ry7((s,v)) (Das heift, r ist eindeutig.)

= |p‘?S(S )‘ M((s',v),r)(en(M((s",v),))(i))
- aus M((s',v),7)(w) = ¢S (s')(w) folgt
= |P‘ﬁ’) 05" (s') (en(45" (s))(7))
Ipzsz(i’)\
=TI @l le = ent6" 600D

= ([Vz.¢]°", s") Semantikdefinition von V .
Also ist 7(Snr) = [Vx.¢]" und damit nach Lemma 3.3.6 schwach en-erkennbar. O

Wir haben in diesem Beweis einen Baumautomaten, der die Baumsprache L erkennt,
direkt konstruiert. Mit einer Idee von Droste und Gastin in |17, Lemma 5.4] konnen wir
die Erkennbarkeit von L auch mithilfe des Satzes von Biichi fiir Baumsprachen zeigen.
Es folgt eine kurze Skizze dieses Beweises.

Beweis. (Skizze)

Zunéichst definieren wir ¥ := ¥ x [1,n] und damit Sy := ¥ x {0,1}". Der obige Beweis
lasst sich vollkommen analog mit dieser Definition fithren. Ein Baum s € Tiv entspricht
nun einem Paar (s',v) mit §' := w30 s und v := 1 0 s. Wir konstruieren die Formel
¢ € MSO(X) aus einer Formel ¢ € MSO(Y), indem wir alle Teilformeln der Form
label,(z) durch \/;cpy ) label(y ;) (z) ersetzen. Nun folgern wir (s',v) |= Y = s EY
fir alle (s',v) € Tiv und Formeln ¢ € MSO(X), denn fiir alle z € V gilt folgende

Aquivalenz:

(s',v) E \/ labelz;)(z) <= & |=label,(x) .

i€[1,n]
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

Nach dem Satz von Biichi fiir Baumsprachen gibt es fiir jede Baumsprache L; mit
i € [i,n] eine Formel 1;, die L; definiert. Wir betrachten die Formel

Ci=ve | N\ labelg,(x) —

i€[l,n] o€X

Mit dieser erhalten wir fiir alle (s',v) € Tz
14
(s, 0) EC < Vwepos(s),ic[ln]:vw) =i = (s[z— w),v) E
< VYw e pos(s),ie[l,n]:v(w) =i = (s[z = w]) E
SN

< VYw € pos(s’),i € [1,n]: (s'[x — w]) € L; .

<
—~
S
~—
I
~

Also definiert ¢ die Baumsprache L. O

Auch wenn [¢]°" eine erkennbare Stufenfunktion ist, so ist [Va.4]*" im Allgemeinen
keine erkennbare Stufenfunktion. Betrachten wir dazu wieder den Semiring der natiirlichen
Zahlen und ein Rangalphabet X mit mazy > 0. Dann ist [2]" = 2, denn Ty, = T5; .

Fiir alle s € Tk, gilt jedoch ([Vz.2]",s) = 2lpos(s)l
Proposition 4.3.11. Sei ¢ € wMSO und en eine Positionsaufzdhlung fiir Gewichtsbdu-

me. Sei K zudem ein multiplikativ lokal endliches und kommutatives Bimonoid. Ist [¢]¢"
eine erkennbare Stufenfunktion, so ist [VX.¢]|" ebenfalls eine erkennbare Stufenfunktion.

Beweis. Sei V := Free(V.X.¢) und 7 : Yy xy — Xy eine Umbenennung definiert durch
7((0, f)) := (o, flv) fiir alle (o, f) € Sy yx}y. Da K kommutativ ist, gilt nach Definition
der Semantik fiir alle s € T = unabhéngig von der auf p (V) fixierten Ordnung:

(VX.]™s) = ] ([@lvurxy.slX = 1)

ICpos(s)

= H ([elvugxys s')

s'er—1(s)
= (I ([olvugxy), s) -
Nach Proposition 3.3.7 ist [VX.¢]¢" also eine erkennbare Stufenfunktion. O

Nun fassen wir die Erkenntnisse dieses Abschnittes zur Erkennbarkeit zusammen.
Zunachst betrachten wir starke Bimonoide ohne weitere Einschréankungen und Formeln
aus wRMSO.

Satz 4.3.12. Sei K ein starkes Bimonoid mit Negation und en eine Positionsaufzdhlung
fiir Gewichtsbdume. Dann gilt:

Ken—rmso (7)) © Kenmuree( Ty

Beweis. Wir beweisen die Aussage induktiv iiber den Formelaufbau, wobei wir die
gestuften Formeln als kleinste Teilformeln betrachten. Sei also ¢ € wRMSO.
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

e Gestufte Formeln ¢:
Nach Lemma 4.3.4 ist die Semantik [¢]*" eine erkennbare Stufenfunktion und
somit nach Lemma 3.2.10 schwach en-erkennbar.

e Generalisierung zweiter Stufe VX.¢
Nach Definition der eingeschrankten Formeln muss ¢ boolesch sein. Also ist auch
VX.¢ boolesch und damit gestuft.

Gelte die Aussage nun fiir die Formeln [¢]¢"* und [¢]°".

e Konjunktion ¢ A 1):
Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ boolesch. Dann ist nach Propositi-
on 4.3.7 [¢ A ] schwach en-erkennbar.

e Disjunktion ¢ V 1:
Ebenfalls nach Proposition 4.3.7 ist [¢ V 1] schwach en-erkennbar.

e Partikularisierung erster 3z.¢ und zweiter Stufe 3X.¢:
Nach Proposition 4.3.8 und Proposition 4.3.9 sind [Jz.¢]*" und [3X.¢]" schwach
en-erkennbar.

O

Den Abschluss dieses Abschnittes bildet der folgende Satz, welcher fiir die Positions-
aufzihlungen fiir Gewichtsbaume T'S und en~ die Erkennbarkeit von wEMSO-Formeln
zusammenfasst. Hierbei beschranken wir uns, wie in [18], auf bi-lokal endliche starke
Bimonoide. Das ist notwendig, da die Erkennbarkeit des Hadamard-Produktes, welches
wir fiir die Konjunktion benétigen, im Allgemeinen sonst nicht gegeben wire.

Satz 4.3.13. Sei K ein bi-lokal endliches starkes Bimonoid mit Negation und < eine
lineare Ordnung auf K. Dann gelten:

° KTSfemso«TE» C KTwarec<<TE>> und
o K<—emso(Ty)) C K<—wree(Ty)).
Ist K zudem kommutativ, gelten dariber hinaus:
o KTS-mso(TYy C KTS—wree( Ty und
o K=m(Tn)) € K=ree(Tx)).

Beweis. Nach Lemma 3.2.10 sind alle erkennbaren Stufenfunktionen mit jeder Positions-
aufzahlung en schwach erkennbar, insbesondere also fiir en = T'S und en = en<. Sei en
im Folgenden entweder stets die Positionsaufzéhlung T'S oder stets die Positionsaufzéih-
lung en<. Diese Einschriankung benétigen wir zur Anwendung von Satz 3.2.17. Induktiv
iiber den Formelaufbau folgt nun die Aussage.

e Atomformeln ¢:
Nach Proposition 4.3.1 ist [¢]¢" eine erkennbare Stufenfunktion.
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

Fiir ¢,¢ € wMSO seien nun [¢]*" und [¢]" schwach en-erkennbar. Aus Satz 3.2.17
folgt, dass dann [¢]*" und []*" erkennbare Stufenfunktionen sind, denn K ist bi-lokal

endlich und en entweder die Positionsaufzahlung T'S oder en<.

e Negation —¢:
Nach Proposition 4.3.2 ist [-¢]°" eine erkennbare Stufenfunktion.

e Konjunktion ¢ A ¢b und Disjunktion ¢ V ¥:
Nach Proposition 4.3.3 sind [¢ A 0] und [¢ V ] erkennbare Stufenfunktionen.

e Partikularisierung erster 3z.¢ und zweiter Stufe 3X.¢:
Nach Proposition 4.3.8 und Proposition 4.3.9 sind [Jz.¢]*" und [3X.¢]" schwach
en-erkennbar.

e Generalisierung erster Stufe Vz.¢:
Nach Lemma 4.3.10 ist [Vz.¢]*" schwach en-erkennbar.

Sei K kommutativ und [¢]" schwach en-erkennbar und damit nach Satz 3.2.17 eine
erkennbare Stufenfunktion.

e Generalisierung zweiter Stufe V.X.¢:
Nach Proposition 4.3.11 ist [VX.¢]°" eine erkennbare Stufenfunktion.
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4 Erkennbarkeit und Definierbarkeit in wMSO

4.4 Definierbarkeit erkennbarer Baumreihen in wMSO

DER finale Abschnitt fiihrt nun zu den Hauptergebnissen dieser Arbeit. Wir konstru-
ieren dazu eine Formel, welche das Verhalten eines gewichteten Baumautomaten
reflektiert. Einerseits erhalten wir die Charakterisierung der mit einer Positionsaufzahlung
fiir Gewichtsbdume schwach erkennbaren Potenzreihen durch das Fragment wRMSO.
Andererseits zeigen wir, dass sich in bi-lokal endlichen Bimonoiden die, mit den Positi-
onsaufzdhlungen T'S und <-erkennbaren, Baumreihen durch wEMSO charakterisieren
lassen.

Zur Beschreibung formaler Potenzreihen werden wir die Kovalenz (exklusives oder)
und die Implikation benutzen. Fiir Formeln ¢,y € wMSO fiihren wir sie deshalb als
Abkiirzungen ein:

OV = =(=(p A=) A =(=p Ay)) und
¢ —=tpi==(pANY) .

Sind ¢ und 1 boolesch, dann sind offenbar auch ¢V und ¢ — 1 boolesch. Nach
Lemma 4.2.6 gelten in diesem Fall [¢ Vo] = 1p4yy) und [¢p — @] = Tpgoy fir
beliebige Positionsaufzéhlungen fiir Gewichtsbdume. Sind ¢ und % hingegen gestufte
Formeln, so ist die Semantik unserer Abkiirzungen nach Lemma 4.3.4 stets eine erkennbare
Stufenfunktion.

Aufierdem wollen wir noch eine an die ungewichtete MSO-Logik angelehnte Partikula-
risierung als Abkiirzung einfiihren:

Ex.¢p :=-Vz.—¢ .

Ist ¢ boolesch, dann auch E z.¢.

Im Folgenden wollen wir das Verhalten eines gewichteten Baumautomaten mithilfe
einer wWRMSO-Formel beschreiben. Hierfiir werden wir zunéchst eine boolesche Formel
konstruieren, die einen Lauf eines gewichteten Baumautomatens beschreibt. Sei dazu
M = (Q, %, u,7y) ein gewichteter Baumautomat.

e Die Menge aller Transitionen in M sei

By = {(cj’,a,q)‘mEO/\(j'EQm/\UEE(m)/\qEQ} .

e Fiir die Mengenvariablen Xg, , mit (¢, 0,q) € By ist die boolesche Partitionsformel
part € wMSO wie folgt definiert:

part := V. \/ T € Xgoq
(670-7Q)GBM

e Die Laufformel von M und v ist die folgende Formel ¢y, € wMSO iiber den freien
Variablen Xz, , mit (¢,0,q) € Bu:

Yar = part Ay A Y3,
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= /\ Va. ((z € Xg.0q) — labely(z)) und
(@07‘1)EBM

'(ﬂ%w = /\ V. ((.%' € X(j’,a,q) —Ey ... Ey‘(ﬂw?\;’) mit
(7,0,0)€Bm

7=(q1,-,qm)
|q|>0

b= N\ |edgeilz,y) A\ v € Xpog,
1<i<|q] (P,0,q:)€Bm

Unter Beriicksichtigung der Abkiirzungen V und — ist 1; boolesch, und deshalb ist
[¥m] = L1y, Vereinfacht ausgedriickt, fixiert die Lauf-Formel fiir jede Belegung der
Variablen Xz, , mit (¢,0,q) € By einen Lauf von M auf einem Baum. Die Formel part
fasst die Positionen nach ihren Transitionen zusammen, w}w besagt, dass jede Position
mit dem Symbol der jeweiligen Transition beschriftet ist und 11)]2\/[ stellt schliefslich sicher,
dass alle Positionen und deren Kinder mit Zustdnden der zugehorigen Transition belegt

sind.

Satz 4.4.1. Sei K ein starkes Bimonoid mit Negation und en eine Positionsaufzdhlung
fiir Gewichtsbdume. Dann gilt:

KC’I’L*U/’I’EC«TE» g K@ﬂ*T’€T)’LSO<<TE>> .

Beweis. Sei S eine Baumreihe und M = (Q, X, p,7y) ein wwta, der S schwach en-erkennt.
Wir setzen V = {ijq ’ (q,0,q) € BM}, wobei Bjs die Menge der Transitionen von M
ist. Wir zeigen zunéchst: Es gibt fiir jeden Baum ¢ € Ty, eine Bijektion der Laufe Rps(t)
auf die Menge

Py, (t) :={p| pist (V,t)-Variablenbelegung A (t,p) = ¥m} .

Sei dazu r : pos(t) — Q ein Lauf von M auf t. Wir definieren die (V,t)-Belegung
pr: V — p(pos(t)) folgendermafen: Fiir alle (q1,...,qm,0,q) = (¢,0,q) € By sei

pr(Xgoq) ={w € pos(t) | r(w.l) =q, ..., r(wm)=gn A t(w) =0 A r(w) =q} .

Das Paar (t, p,) erfiillt somit die Laufformel ¢y;.

Sei umgekehrt p eine (V,t)-Belegung mit (¢, p) = ¥a. Wir konstruieren nun einen
Lauf r, : pos(t) = Q. Da (v, p) die Teilformel part erfiillt, gibt es fiir jede Position
w € pos(t) genau eine Menge Xz, , mit w € Xz, .. Also setzen wir r,(w) := ¢q. Da (v, p)
die Teilformel vy, erfiillt, ist {(w) = o an jeder Position w € Xz, ,. Aukerdem folgt
aus 1%, dass an jeder Position w € X;, , die Invariante 7,(w.i) = ¢; fiir i € [1,m] und
7= (q1,--.,qm) gilt. Deshalb ist r, ein Lauf von M auf t.

Wir fithren eine nicht-boolesche Implikation als Abkiirzung ein: ¢ D 1 := —¢ V (¢ A1).
Sei en eine Positionsaufzahlung fiir Gewichtsbdume und s € T%,, ein Baum. Der Wert
von ([¢ D ¥]{7, s) ist ([¥]F7, s), falls ([¢]§7,s) = 1 und 1 falls ([¢]{", s) = 0. Wir werden
die Implikation O deshalb als Filter fiir die Transitionsgewichte verwenden. Die boolesche
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Implikation — vermag das nicht zu leisten, da die Gleichung [-—¢[{* = [¢]{" in starken
Bimonoiden mit Negation im Allgemeinen nicht gilt.

Der gewichtete Baumautomat M ist schwach, also ist img(y) = {0, 1}. Somit gelingt es
uns, das Verhalten von + mithilfe von E und V in einer booleschen Formel auszudriicken.
Wir setzen nun:

¢:=tn A dur A by, wobei

Yt 1= V. /\ ((37 € Xq"p,q) ) Mm(U)tﬁQ) und
(¢,0,9)€Bnr

Yy :=Ez. | root(z) A \/ (2 € Xg6.9) NY(q)) mit
(‘T)O—H)GBM

root(z) := V. (medgei(x,z) N ... N —edgemazs (T, 2)) .

Die Laufformel 1p; und die Finalgewichtsformel 1), sind boolesch; die Laufgewichtsfor-
mel 1, hingegen ist eine eingeschriankte Formel. Somit ist ¢ eine Formel aus wRMSO.

Sei nun t € Ty, beliebig und r : pos(t) — @ ein Lauf von M auf t. Wir haben gezeigt,
dass eine Bijektion der Léufe Rys(t) auf die Variablenbelegungen Py, (t) existiert. Also
gibt es zu r genau eine (V,t)-Variablenbelegung p,, sodass (¢, p,) = ¥ und damit
([ar], (¢, pr)) = 1 gilt. Da in allen Bdumen ausschlieflich die Wurzel ¢ die boolesche
Formel root(z) erfiillt, erhalten wir fiir p, aulerdem:

(T3], (tpr) =1 <= A(r(e)) = 1.

Wir setzen nun

Yrpt = /\ ((z € Xgo4) D bm(0)gq) -
(q,0,9)€BM

Das Gewicht des Laufes » von M auf ¢ inklusive seines Finalgewichtes berechnet sich
durch ¢ wie folgt, wobei V := Free(¢) und s := (¢, p,).

Ipos(s)]

161, (o)) =TT ([Walays sl = en(@h)S (9))(0)]) - 7))

i=1
Xg.0,q mit (¢,0,q) € By bilden eine Partition, also folgt
Ipos(t)|

= [ mnt@E)) 1),y myr o) - V(rE))
-1

wobei p(i) := en((¢,)5" () (i)
= wig(t,7) - y(r(e))
Die Reihenfolge der Faktoren in ([t0,¢]", s) entspricht genau der Reihenfolge der Faktoren
in wt§(t,r). Wird S durch M beispielsweise schwach TS-erkannt, so wére en = T'S.

Im letzten Schritt bilden wir die wWREMSO-Formel § := 3X; ... 3Xy|.¢, welche das
Verhalten des wta M beschreibt. Dabei sei X, ..., Xy eine beliebige Aufzéhlung der
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Variablenmenge V. Es bleibt noch zu zeigen, dass S} = [£]°". Sei also ¢ € T¥;, dann gilt
o= > (81" ()
p ist (Vjt)-VB.

= > ([ p)

p ist (V,t)-VB.
(t,l)) ':'lp]\/f,v

= Z (H¢Hen7 (ta pr))

reR(t)

= 3w r) A (r(e) = (S§ht)

reRp ()

O]

Mit diesem Ergebnis und gemeinsam mit Satz 4.3.12 erhalten wir schlieklich, dass die
Menge der mit einer Positionsaufzdhlung fiir Gewichtsbdume en schwach en-erkennbaren
Potenzreihen durch wRMSO charakterisiert wird. Damit haben wir [18, Theorem 5.5]

von Potenzreihen iiber Worten auf Potenzreihen iiber Bdumen iibertragen und erhalten
unser erstes Hauptergebnis.

Satz 4.4.2. Sei K ein starkes Bimonoid und en eine Positionsaufzihlung fir Gewichts-
bdume. Dann gilt:

KCTL—’LUTEC <<TE>> — Ken—Tmso <<T2>> .
Bewets. Wir verwenden nun einen Ringschluss.

Ken—wrec«TE» C Ken—remso«TZ» (Satz 4.4_1)
C Ken—rmso<<TE>>
C Kenwree oYy (Satz 4.3.12)

O]

Nach Lemma 3.2.12 fallen schwach erkennbar und erkennbar zusammen fiir Positions-
aufzahlungen fiir Gewichtsbaume, in welchen die Wurzel stets das letzte Element jedes
Gewichtsbaumes ist. Wir erhalten sofort die folgende Aussage.

Korollar 4.4.3. Sei K ein starkes Bimonoid mit Negation und en eine Positionsauf-
zihlung fiir Gewichtsbiume mit en(|pos(t)|) = € fir alle t € Tk. Dann gilt:

KETL*’I"@C <<TZ>> — Kenfrmso <<T2>> .
Insbesondere also:

KTS—rec <<TE >> _ KTS—rmso <<TE >> )
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BOOL
1rEC

eni-definierbar in wRMSO

schwach enj-erkennbar

eng-definierbar in wRMSO

schwach eng-erkennbar

STEP

crisp-erkennbar

Abbildung 4.2: Klassen schwach erkennbarer Baumreihen

Unser erstes Hauptergebnis lasst sich mit der folgenden Abbildung veranschaulichen.

Betrachten wir nun bi-lokal endliche Bimonoide. Wir haben gezeigt, dass in diesen
fiir die Positionsaufzahlungen fiir Gewichtsbaume 7'S und en<, wobei < eine lineare
Ordnung auf K ist, alle erkennbaren Reihen erkennbare Stufenfunktionen sind. Das
begriindet nun die Verallgemeinerung von |18, Theorem 5.3| auf Baumreihen, unser
zweites Hauptergebnis.

Satz 4.4.4. Sei K ein bi-lokal endliches starkes Bimonoid mit Negation und < eine
lineare Ordnung auf K. Dann gelten:

o KTS=rec( )y — KTS—emso( T und
o KTy = Ko (Ty).
Ist K zudem kommutativ, gelten dariber hinaus:
o KTS=recTy)y — KTS=mso(TyY und
o K=7ree((Tx)) = K="m(Tx).

Beweis. Sei nun en entweder die Positionsaufzahlung T'S oder die Positionsaufzihlung
en~. Wir verwenden wieder einen Ringschluss.

Ken—wrec«TE» C Ken—remso«TE» (Satz 4.4.1)
C Ken_emso«Tg»
C KT (Satz 4.3.13, Teil 1)

Da K bi-lokal endlich ist, erhalten wir mit Satz 3.2.17 die Aussagen des ersten Teils.
Sei K auferdem kommutativ. Dann folgen beide Aussagen des zweiten Teils vollkommen
analog aus dem zweiten Teil von Satz 4.3.13. O

Dieser Beweis ldsst sich auch fithren, indem man im Beweis von Satz 4.4.1 von
einem crisp-deterministischen Baumautomaten ausgeht. Diese Automaten erkennen
nach Lemma 3.2.9 genau die erkennbaren Stufenfunktionen und laut Satz 3.2.17 ist
in bi-lokal endlichen Bimonoiden jede T'S- beziehungsweise <-erkennbare Baumreihe
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eine erkennbare Stufenfunktion. Ersetzt man nun in ¢, die nicht-boolesche Implikation
D durch die boolesche Implikation —, so ist ¢, ebenfalls boolesch und £ somit T'S-
beziehungsweise <-erkennbar.

Als Konsequenz aus Korollar 3.2.18 erhalten wir abschlieftend, dass in bi-lokal endli-
chen Bimonoiden die in wEMSO T'S-definierbaren mit den in wEMSO <-definierbaren
Potenzreihen zusammenfallen. Ist das Bimonoid auferdem kommutativ, ergibt sich auch
die Gleichheit der in wMSO T'S-definierbaren Reihen mit den in wMSO <-definierbaren
Reihen.

Korollar 4.4.5. Sei K ein bi-lokales endliches starkes Bimonoid mit Negation und <
eine lineare Ordnung auf K. Dann gilt:

KTS—emso«TE» — K<—emso<<TE>> )
Ist K auferdem kommutativ, so gilt dariber hinaus:

TSm0 T) = K< Ty)
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AS letzte Kapitel erweitert die Charakterisierung von erkennbaren formalen Po-
tenzreihen iiber Wértern in starken Bimonoiden durch die gewichtete monadische
Logik zweiter Stufe [18] auf Baume. Wir haben gezeigt, dass die mit einer Positions-
aufzihlung der Gewichtsbdume en erkennbaren Baumreihen genau die im Fragment
wRMSO en-definierbaren Baumreihen sind. Damit verallgemeinern wir die entsprechen-
den Ergebnisse fiir erkennbare Baumreihen iiber Semiringen [17]. Beschrankt man sich
auf bi-lokal endliche starke Bimonoide, werden die mit einer linearen Ordnung < und
die mit T'S erkennbaren Baumreihen von wEMSO charakterisiert. Dies beruht auf der
Aussage von Satz 3.2.17, dass alle <- beziechungsweise T'S-erkennbaren Baumreihen in
bi-lokal endlichen starken Bimonoiden erkennbare Stufenfunktionen sind. Wir kénnen
Satz 4.4.4 auf alle Positionsaufzdhlungen der Gewichtsbdume verallgemeinern, die diese
Eigenschaft besitzen.

Satz 5.0.6 (Erweiterung Satz 4.4.4). Sei K ein bi-lokal endliches starkes Bimonoid. Ist
en eine Positionsaufzihlung derart, dass alle en-erkennbaren Baumreihen aus K (T%))
erkennbare Stufenfunktionen sind, so gilt:

Ken—emso <<TE>> — KETL—’[UTBC <<TE >> .
Ist K zudem kommutativ gilt aufSerdem.:
KCTL—mSO <<TZ >> — KCTL—'LUTEC <<TE>> .

Beweis. (Skizze)
Wir zeigen die Behauptungen vollkommen analog zum Beweis von Satz 4.4.4. In dessen
Ringschluss wird Satz 4.3.13 genutzt, wobei en die Positionsaufzahlung T'S oder en< ist:

Ken—emso«TE» g Ken—wrec<<TE>> .

Der Beweis dieser Inklusion nutzt im Induktionsschritt die Aussage, dass in bi-lokal
endlichen Bimonoiden alle T'S- und alle <-erkennbaren Baumreihen erkennbare Stufen-
funktionen sind. Das gilt per Voraussetzung ebenfalls fiir en und somit gilt die Inklusion
auch fiir beliebige Positionsaufzéhlungen en mit dieser Eigenschaft. O

Es bleibt zu untersuchen, welche Positionsaufzahlungen neben T'S und en< diese
Eigenschaft besitzen. Sind die Ergebnisse beispielsweise fiir Tiefensuchen {ibertragbar,
die nicht beim ersten Kind eines Knotens beginnen?

In Lemma 3.2.12 haben wir gezeigt, dass fiir alle Positionsaufzdhlungen, in denen die
Wurzel stets die letzte Stelle ist, Erkennbarkeit und schwache Erkennbarkeit zusammen-
fallen. Aus jeder Positionsaufzdhlung en; kann man eine Positionsaufzdhlung eny derart
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konstruieren, dass die Wurzel stets die letzte Position ist und die sich sonst wie en;
verhélt. Wir definieren dazu fiir alle ¢ € Tx, w € pos(t) und r = enq(t)~'(e)

|pos(t)] falls w =€,
ena(t) " (w) == { eny (t) " (w) falls enq (t) " H(w) <7,
eni(t) " Hw) —1 falls eny(t) "1 (w) > 7.

Fiir die derart verdnderte Positionsaufzdhlung gelten offensichtlich Lemma 3.2.12 und
Korollar 4.4.3. Gibt es jedoch neben T'S Aufzéhlungen en; und nicht-kommutative starke
Bimonoide K fiir die die folgende Gleichheit, wobei ens wie oben konstruiert sein moge,
gilt?

em—rec <<TE >> — Jen2—rec <<TE >>

Moglicherweise existieren weitere Fragmente von wMSO, die mit gewissen Figenschaften
von Positionsaufzahlungen korrespondieren.

Eine mogliche Abstraktion von der Gewichtsberechnung von Automatenldufen durch
Multiplikation haben Droste und Meinecke fiir gewichtete Wortautomaten vorgeschla-
gen [14]. Einem Tupel von Gewichten aus einem kommutativen Monoid (K, +,0) wird
dabei nicht das Produkt aller Elemente, sondern das Bild unter einer Bewertungsfunk-
tion Val : K+ — K zugeordnet. Diese geniige den Bedingungen Val((k)) = k und
Val((ki,...,kn)) =0 < ki =0V...Vk, =0 fur alle k,k1,...,k, € K. Es
bleibt zu untersuchen, ob die damit gezeigten Charakterisierungen durch eine entspre-
chend interpretierte wMSO-Logik ebenfalls auf entsprechend gewichtete Baumautomaten
iibertragbar sind.

In [26] hat Rahonis gewichtete Muller Baumautomaten, die auf unendlichen Béumen
arbeiten, betrachtet. Droste und Vogler haben in [15] die Charakterisierung erkennbarer
Wortreihen {iber starken Bimonoiden durch wMSO-Logik ebenfalls auf unendliche Worte
erweitert. Diese Ergebnisse konnen moglicherweise auch auf erkennbare Potenzreihen
iiber unendlichen Bdumen iibertragen werden.

Ebenfalls offen ist die Ubertragbarkeit von Kleene-Sétzen fiir rationale Wortreihen
tiber bi-lokal endlichen starken Bimonoiden [15]| auf Baumreihen. Sie wiirde zu einer
Erweiterung der Ergebnisse von Droste und Vogler in 16| fithren.
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