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2.3.1 Kovariante Differentialkalküle . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 29
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3.2 Größenvergleich der äußeren Algebren . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 45
3.2.1 Resultate für die Quantengruppen der A-Serie . . . . . .. . . . . . . . 46
3.2.2 Resultate für die Quantengruppen der B-, C- und D-Serien . . . . . . . 47

3.3 Iwahori-Hecke-Algebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 48
3.3.1 Partitionen, zentrale Idempotente und Involutionen. . . . . . . . . . . 49
3.3.2 Die AlgebraHk(q)
Hk(q) und ihr Antisymmetrisator . . . . . . . . . 53

3.4 Kodarstellungen von Koordinatenhopfalgebren . . . . . . .. . . . . . . . . . 57
3.4.1 Kohalbeinfache Hopfalgebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 57

3.5 Beweis von Theorem 3.11 und Theorem 3.12 (i) . . . . . . . . . . .. . . . . . 64

3



4 INHALTSVERZEICHNIS

3.5.1 Der Rang des Antisymmetrisators im Falle der A-Serie .. . . . . . . . 64
3.5.2 Abschluss der Beweise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.6 Beweis von Theorem 3.13 und Theorem 3.14 . . . . . . . . . . . . . .. . . . 70
3.6.1 Unter-Hopf-Bimoduln von�
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4 �-Metriken, Kontraktionen und Laplace-Beltrami-Operator en 85
4.1 �-Metriken und Kontraktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .85

4.1.1 �-Metriken . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.1.2 Kontraktionsoperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 88

4.2 Laplace-Beltrami-Operatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 92
4.2.1 Dualität von Differential und Kodifferential . . . . .. . . . . . . . . . 95

4.3 De-Rham-Kohomologie und Hodge-Zerlegung . . . . . . . . . . .. . . . . . 99
4.3.1 Resultate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.3.2 Die Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators . . . .. . . . . . . . 101
4.3.3 Pfadalgebren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.3.4 Beweis von Theorem 4.18 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4.4 Beweis des Hodgeschen Zerlegungssatzes . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 114
4.4.1 Homomorphe kovariante Differentialkalküle . . . . . .. . . . . . . . 114
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Kapitel 1

Einleitung

Der Übergang von der klassischen Physik zur Quantenmechanik bedeutete mathematisch die
Hinwendung zur Analyse nichtkommutativer Strukturen. So sind die Theorie der linearen Ope-
ratoren im Hilbertraum und die Theorie der Lie-Gruppen in der Quantenphysik grundlegend.
In den 80er Jahren haben sich zwei eng miteinander verbundene Gebiete der Mathematik und
der mathematischen Physik herausgebildet. Dies ist zum einen die durch Connes’ Pionierarbei-
ten [20] entstandenenichtkommutative Differentialgeometrie. Das zweite große Gebiet ist die
Theorie der Quantengruppen und Quantenräume, die in den fundamentalen Arbeiten von Drin-
feld [28], Jimbo [55], Woronowicz [109], Faddeev [84], Manin [75] und anderen entwickelt
wurde. Es wird allgemein erwartet, dass sich aus diesen beiden Gebieten neue Ansätze und
Techniken zur Lösung fundamentaler Probleme der Physik ergeben werden, wie z. B. zur Ver-
bindung von Quantenfeldtheorie und Gravitation, zum Verständnis der Raum-Zeit auf kleinen
Längenskalen, Ansätze zur Lösung von Vielteilchenproblemen und integrabler Modelle. Sieht
man die Geometrisierung der Physik in Connes’ Sinne als ein Programm an, so erkennt man,
dass von mathematischer Seite noch viel getan werden muss, um die notwendigen Konzepte
bereitzustellen.
Die Theorie der Quantengruppen besitzt eine Vielzahl von Verbindungen zu anderen Gebieten
der Mathematik, wie etwa zur niedrigdimensionalen Topologie und Knotentheorie [60,61,104],
zu symmetrischen Räumen und speziellen Funktionen [24, 25], zur Darstellungstheorie von
Algebren [65, 85], zur Spektral- und Operatorentheorie [58, 88, 112] und natürlich auch zur
Theorie der Hopfalgebren selbst [2–4]. Die große Zahl von Monographien zu Quantengruppen
[18,32,52,56,59,62,65,69,80,98] spiegelt die mannigfaltigen Verbindungen wider.
Eine Grundidee der nichtkommutativen Geometrie hat ihren Ursprung im Gelfand-Neumark-
Theorem, welches besagt, dass die Kategorie der kompakten Hausdorffräume äquivalent ist zur
Kategorie der kommutativenC�-Algebren mit Eins. DiesëAquivalenz wird vermittelt durch
denÜbergang vom topologischen Raum zur Algebra der stetigen Funktionen auf diesem Raum.
Viele differentialgeometrische Begriffe lassen sich auf diesem Wege algebraisch formulieren.
So entsprechen etwa Vektorfelder den Derivationen der Algebra, und Zusammenhänge in ei-
nem Vektorbündel entsprechen kovarianten Ableitungen imModul der Schnitte des Bündels.
Mitunter gibt es auch mehrere algebraische Formulierungeneines geometrischen Sachverhalts.
Die Idee der nichtkommutativen Geometrie kann man also, vereinfacht ausgedrückt, wie folgt
beschreiben: Die kommutative Funktionenalgebra wird durch eine geeignete nichtkommuta-
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6 1 Einleitung

tive Algebra ersetzt, die man als Funktionenalgebra über einem
”
nichtkommutativen Raum“

interpretiert. Nun sind Lie-Gruppen nicht nur topologische Räume und Mannigfaltigkeiten, sie
besitzen noch zusätzliche Strukturen wie die Gruppenmultiplikation, das Einselement und das
Inverse. Diese Strukturen widerspiegeln sich auf der Algebrenseite durch das Vorhandensein
eines Koprodukts, einer Koeins und eines Antipoden. Das duale Objekt zur Gruppe ist eine
kommutative Hopfalgebra.

Der Begriff der Quantengruppe ist nicht streng definiert. Esist vielleicht auch gar nicht sinnvoll,
diesen Begriff festzulegen. Vielmehr hat sich in den letzten Jahren herauskristallisiert, dass die-
se Bezeichnung für drei große Klassen von Hopfalgebren immer wieder verwendet wird. Das
sind zum einen die Deformationen der Einhüllenden von halbeinfachen Lie-Algebren, zum an-
deren die Deformationen der entsprechenden Koordinatenhopfalgebren auf den zugehörigen
Lie-Gruppen und schließlich die kompakten Quantengruppen. Die erstgenannte Klasse gehört
zu den quasitriangulären Hopfalgebren, die Angehörigender zweiten Klasse sind koquasitrian-
guläre Hopfalgebren. Die Theorie der koquasitriangulären Hopfalgebren wurde in den Arbei-
ten von Doi [27], Larson und Towber [63] sowie Drinfeld [29] entwickelt. Diese Klasse von
Hopfalgebren enthält die Grundobjekte, auf die sich die vorliegende Arbeit bezieht, nämlich
die KoordinatenhopfalgebrenO(Gq) zu denq-deformierten klassischen Lie-Gruppen.

Von Woronowicz wurden die Quantengruppen schon zeitig als potentielle Träger einer nicht-
kommutativen Geometrie erkannt [110]. Er entwickelte in [111] eine allgemeine Theorie der
kovarianten Differentialrechnung auf Hopfalgebren, die wie bei Connes [20] auf den Begriff
der Differentialform aufbaut. Woronowicz’ Konzept wurde erstmals von Carow-Watamura et
al. [17] und Jurčo [57] auf die vier Serien vonq-deformierten Funktionenalgebren auf den klas-
sischen Lie-Gruppen angewandt. Diese Methode wurde später verallgemeinert auf beliebige ko-
quasitrianguläre Hopfalgebren [62, Abschnitt 14.5]. Eine alternative Konstruktion für Kalküle
auf Quantengruppen findet man in der Arbeit von Brzeziński und Majid [16]. Zugänge zur Kon-
struktion von nichtkommutativen Differentialkalkülen auf Quantenräumen stammen von Her-
misson [49], Podleś [81], Schmüdgen [89], Sudbery [100] und Wess und Zumino [108]. Auf
Quantengruppen wird die große Zahl der möglichen Differentialkalküle durch die Kovarianz-
forderung eingeschränkt; das ist die Verträglichkeit des Differentials mit der Gruppenwirkung.
Allerdings reicht diese Forderung nicht aus, einen kanonischen Kalkül auszusondern, wie es in
der klassischen Lie-Theorie der Fall ist. Wegen der Bedeutung der nichtkommutativen Differen-
tialrechnung für die Entwicklung physikalischer Anwendungen wäre es dennoch wünschens-
wert, einen oder einige ausgezeichnete bikovariante Differentialkalküle zu haben. Damit ist die
Frage nach einer Klassifikation der bikovarianten Kalküleerster Ordnung nahe liegend. Mit
dem Klassifikationsproblem befasst sich eine Reihe von Arbeiten, etwa [6,44,70,87,90–93].

Allein das Studium und die Klassifikation von Kalkülen erster Ordnung ist jedoch nicht aus-
reichend für die Entwicklung einer reichhaltigen Geometrie. Erst die fundierte Kenntnis von
Kalkülen höherer Ordnung ermöglicht eine Verallgemeinerung der klassischen differentialgeo-
metrischen Begriffe, wie etwa Metrik und Zusammenhang. Eine Motivation für die vorliegende
Arbeit war es, gewisse Konstruktionen auszuzeichnen, etwaaufgrund ihrer Nähe zum klassi-
schen Objekt, wegen ihrer reichhaltigen Struktur oder wegen ihrer Einfachheit in der Handha-
bung.
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In dieser Arbeit werden zwei Problemkomplexe bearbeitet. Im ersten werden verschiedene
äußere Algebren zu einem vorgegebenen Kalkül erster Ordnung miteinander verglichen und
ihre Größen explizit berechnet. Der zweite Problemkomplex beschäftigt sich mit der de-Rham-
Kohomologie und dem Hodgeschen Zerlegungssatz für Quantengruppen.
Das bislang fruchtbarste Konzept, zu einem vorgegebenen kovarianten Kalkül erster Ordnung
einen Differentialkalkül höherer Ordnung zu konstruieren, ist die von Woronowicz vorgeschla-
gene Konstruktion einer äußeren Algebra. Nur in diesem Fall ist es möglich, die Größen der
linksinvarianten und biinvarianten äußeren Algebren (f¨ur die A-Serie) effektiv zu berechnen,
den Laplace-Beltrami-Operator sinnvoll zu definieren und,darauf aufbauend, die de-Rham-
Kohomologie sowie die Hodge-Zerlegung zu bestimmen. Als wesentlich unhandlicher erwiesen
sich die beiden anderen Versionen von äußeren Algebren.
Ein Hauptresultat des ersten Problemkreises ist in den Theoremen 3.11 und 3.12 dargelegt. Es
behandelt die Poincaré-Reihen von äußeren Algebren. Es sei q eine transzendente komplexe
Zahl. Für Woronowicz’ äußere Algebren über den Quantengruppen vom Typ A und derenN2-
dimensionale Standardkalküle werden die Dimensionen desRaumes der links- bzw. biinvarian-
tenk-Formen berechnet. Wie im klassischen Fall hat der Raum der linksinvariantenk-Formen
die Dimension

�N2k �. Die Algebra der biinvarianten Formen wird als Algebra erzeugt von jeweils
einer biinvarianten(2k � 1)-Form,k = 1; : : : ; N . Sie ist graduiert kommutativ. Die höchste
Form ist biinvariant, bis auf Skalare eindeutig bestimmt und hat den GradN2. Biinvariante
Formen sind geschlossen.
Die entscheidenden Methoden für die Lösung dieses Problems stammen aus der Theorie der
Iwahori-Hecke-Algebren. Ihre Charaktere, Involutionen,Darstellungen der minimalen zentra-
len Idempotente sowie polynomwertigen Spurfunktionale, in [83] von Ram eingeführt, wurden
verwendet. Ferner werden einige neue Sätze der Kodarstellungstheorie von Koordinatenhopfal-
gebren bereitgestellt.
Neben Woronowicz’ äußerer Algebra gibt es zwei weitere Möglichkeiten, eine differentielle
Hopfalgebra�^ = �
=J so zu konstruieren, dass sie einen gegebenen kovarianten Kalkül �
erster Ordnung als homogene Komponente ersten Grades enth¨alt. Dieuniversellëaußere Alge-
bra ist die größtmögliche Differentialalgebra mit der genannten Eigenschaft. Diequadratische
äußere Algebra ist ein Quotient der universellen äußerenAlgebra, und Woronowicz’ äußere Al-
gebra ist wiederum ein Quotient der quadratischen äußerenAlgebra. Es stellt sich die Frage, in
welchem Maße diese drei äußeren Algebren voneinander abweichen. Für die Quantengruppen
vom Typ A wird diese Frage in Theorem 3.13 beantwortet: Es seiq eine transzendente komplexe
Zahl,� einer der Standardkalküle und� die biinvariante 1-Form. Dann stimmen die quadrati-
sche äußere Algebra und Woronowicz’ äußere Algebra überein. FürN � 3 und generische
Kalkülparameterz sowie fürN = 2 undz2 6= q2, z generisch, stimmen ferner die quadratische
und die universelle äußere Algebra überein. Nur im FallN = 2 undz2 = q2 ist die Dimension
des Raumes der linksinvarianten2-Formen des universellen Kalküls genau um1 größer als beim
quadratischen Kalkül. Der universelle Kalkül enthält die biinvariante 2-Form� ^ � zusätzlich.
Faktorisiert man den universellen Kalkül nach dieser 2-Form, so erhält man den quadratischen
Kalkül. Die Form� ^ � ist in der universellen äußeren Algebra zentral. Der universelle Kalkül
ist ein innerer Differentialkalkül, d. h.d� = � ^ �� (�1)n� ^ � für einen-Form�.
Im Theorem 3.14 werden die quadratische und die universelleäußere Algebra zu den Standard-



8 1 Einleitung

kalkülen auf den orthogonalen und symplektischen Quantengruppen miteinander verglichen:
Es seiq keine Einheitswurzel und� die biinvariante 1-Form. Dann ist die quadratische äußere
Algebra isomorph zum Quotienten der universellen äußerenAlgebra nach dem von�^� erzeug-
ten Ideal. Die 2-Form� ^ � ist in der universellen äußeren Algebra zentral, und der universelle
Differentialkalkül ist ein innerer.

Für den Nachweis, dass die universelle äußere Algebra in den betreffenden Fällen echt größer
ist als die quadratische äußere Algebra, geben wir eine zusätzliche quadratische Relation im
Quanten-Tangentialraum an. Für die umgekehrte Richtung,nämlich den Nachweis, dass das
zum universellen Kalkül gehörige Ideal nicht zu klein wird, benutzen wir neue Sätze zu Unter-
Hopf-Bimoduln.

Hopf-Bimoduln nehmen in dieser Arbeit eine zentrale Stellung ein, da sie unter verschiedensten
Gesichtspunkten immer wieder benötigt werden. Zunächstwerden sie zur Konstruktion kovari-
anter Differentialkalküle erster Ordnung verwendet. DasTensorprodukt von Hopf-Bimoduln
wird für die Konstruktion äußerer Algebren benutzt. Um Größenvergleiche zwischen ihnen
treffen zu können, werden Unter-Hopf-Bimoduln betrachtet. Schließlich benötigt man zur Kon-
struktion einer�-Metrik – der Grundlage für Kodifferential und Laplace-Beltrami-Operator –
die Begriffe des linksdualen bzw. rechtsdualen Hopf-Bimoduls. Die Resultate dieses ersten Pro-
blemkomplexes sind in den Arbeiten [96,97] enthalten.

Im zweiten Problemkomplex gehen wir auf die de-Rham-Kohomologie und den Hodgeschen
Zerlegungssatz ein. Wir betrachten hier ausschließlich Woronowicz’ äußere Algebren. Die Fra-
ge nach den de-Rham-Kohomologien wurde bislang nur in wenigen Arbeiten, etwa in [36,110]
und [42, Abschnitt 8], behandelt. Allen betrachteten Fällen liegt die relativ leicht handhabba-
re QuantengruppeSLq(2) zugrunde. Die hier verwendeten Methoden versagen jedoch f¨ur die
QuantengruppenGLq(N) undSLq(N) bei allgemeinemN . Als entscheidendes Mittel, die auf-
tretenden Probleme anzugehen, wurde der Laplace-Beltrami-Operator für Woronowicz’ äußere
Algebra entwickelt. Die Grundlagen dazu wurden von Heckenberger [41] gelegt. Der Autor hat
den Laplace-Beltrami-Operator modifiziert und die Spektralzerlegung des Laplace-Beltrami-
Operators für den Fall der QuantengruppeGLq(N) bestimmt. Wir skizzieren hier die einzelnen
Schritte der Konstruktion des Laplace-Beltrami-Operators. Ausgangspunkt ist ein Paar zuein-
ander dualer Differentialkalküle�+ und�� mit einer�-symmetrischen dualen Paarung. Diese
wird zu einer dualen Paarung der Tensoralgebren�
+ und�
� fortgesetzt. Mit Hilfe des Anti-
symmetrisators und der Schiebepermutationen, die mit der Zopfung konstruiert wurden, wird
auf dem Tensorprodukt�
+ 
A �
� eine Kontraktion definiert. Der Antisymmetrisator und die
Schiebepermutationen

”
mischen“ dabei die Tensorkomponenten so, dass sich die Kontraktion

faktorisieren lässt zu einer Kontraktion der äußeren Algebren. Das Kodifferential� definiert
man mittels Kontraktion mit der biinvarianten 1-Form des dualen Kalküls. Der Laplace-Beltra-
mi-Operator schließlich wird definiert als�d � +� d. Die beiden Hauptergebnisse dieses Kapi-
tels sind die Aussagen zur de-Rham-Kohomologie der bikovarianten Differentialkalküle (Theo-
rem 4.18) sowie der Hodgesche Zerlegungssatz für die Kalk¨ule der A-Serie (Theorem 4.19).
Das Theorem 4.18 besagt folgendes. Es seiq eine transzendente komplexe Zahl,A die Koor-
dinatenhopfalgebra zu einer der QuantengruppenGLq(N), SLq(N), SOq(N) bzw.Spq(N) und� = ��;z ein Standarddifferentialkalkül mit regulärem Parameter z. Dann sind die Einbettun-
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gen von�L̂ , �R̂ und�Înv der links-, rechts- bzw. biinvarianten Formenräume in denRaum�^
aller Formen Quasiisomorphismen, das heißt, ihre de-Rham-Kohomologien stimmen überein.
Im FalleGLq(N) mit einem Kalkülparameterz, für denzNq�2 = � gilt, wobei � eine primi-
tivem-te Einheitswurzel ist, ergibt sich die de-Rham-Kohomologie von�^ als Tensorprodukt
der biinvarianten de-Rham-Kohomologie mit der Polynomalgebra in den VariablenDm undD�m. Dabei istD die Quantendeterminante. Im FalleOq(N) erzeugt die Quantendeterminante
ebenfalls zusätzliche Anteile in der de-Rham-Kohomologie.
Entscheidend für die Existenz dieser Quasiisomorphismenist, dass der Laplace-Beltrami-Ope-
rator diagonalisierbar ist. Seine Eigenwerte, die vom Deformationsparameterq, dem Kalkülpa-
rameterz und zwei integralen dominanten Gewichten abhängen, werden explizit bestimmt.
Dazu wird die Theorie der Pfadalgebren verwendet, wie sie von Leduc und Ram in [64] ent-
wickelt wurde. Wie im klassischen Fall wird die de-Rham-Kohomologie durch harmonische
Formen repräsentiert. Jedoch nur im Fall der A-Serie entspricht jeder harmonischen Form eine
de-Rham-Kohomologie. Im Falle der B-, C- und D-Serien sind biinvariante Formen nicht not-
wendigerweise geschlossen. Jede biinvariante Form ist harmonisch; aber für gewisse Kalkülpa-
rameterz gibt es weitere harmonische Formen, die sich aus invarianten Formen und der Quan-
tendeterminante konstruieren lassen.
Das zweite Hauptresultat dieses Problemkreises ist die Hodge-Zerlegung für die Quantengrup-
penGLq(N) undSLq(N) (Theorem 4.19). Ist der Kalkülparameterz regulär, so lässt sich je-
de Form eindeutig zerlegen in die Summe aus einem Rand, einemKorand und einem Koho-
mologierepräsentanten. Ferner gilt, analog zum klassischen Fall, dass die folgenden drei For-
menräume übereinstimmen: die biinvarianten Formen, dieharmonischen Formen und die de-
Rham-Kohomologie.
Der Laplace-Beltrami-Operator sichert die Existenz der Hodge-Zerlegung. Für die Eindeutig-
keit wird die Dualität von Differential und Kodifferential sowie die schwache Isomorphie der
beiden Kalküle�+̂ und��̂ benötigt. Für die orthogonalen und symplektischen Quantengruppen
gibt es keine vollständige Hodge-Zerlegung. Nur die Elemente, die im Bild des Laplace-Bel-
trami-Operators liegen, gestatten eine eindeutige Zerlegung in Rand und Korand. Die Resultate
dieses Kapitels sind im gemeinsamen Artikel mit Heckenberger [48] festgehalten.

Die Arbeit ist folgendermaßen gegliedert. Im Kapitel 2 werden knapp die Grundlagen für die
folgenden Kapitel bereitgestellt. In der Regel werden keine Beweise geführt, ausgenommen
in Abschnitt 2.2, wo neue Sätze zu dualen Hopf-Bimoduln genannt werden. Die Definitionen
und einfachsten Eigenschaften der Quantengruppen und Quantenvektorräume, wie sie in [84]
eingeführt wurden, werden kurz umrissen. Die Teilabschnitte 2.1.5 bis 2.1.7 sind den koquasi-
triangulären Bialgebren und Hopfalgebren gewidmet. Im Abschnitt 2.2 wird eine Einführung in
die Theorie der Hopf-Bimoduln gegeben. Sie beginnt mit der Beschreibung der Strukturtheorie
von Hopf-Bimoduln. Im Anschluss werden Tensorprodukte vonHopf-Bimoduln, die Tensor-
algebra und der wichtige Begriff der Zopfung (engl. braiding) definiert. Zum Schluss wird auf
duale Hopf-Bimoduln eingegangen. Ein Kriterium für Unter-Hopf-Bimoduln wird gezeigt. Ab-
schnitt 2.3 beginnt mit der allgemeinen Definition eines kovarianten Differentialkalküls erster
Ordnung. Die damit verbundenen Begriffe wie Quanten-Tangentialraum,!-Abbildung und as-
soziiertes Rechtsideal, werden wiederholt. Die verallgemeinerte Jurčo-Konstruktion von biko-
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varianten Differentialkalkülen auf koquasitriangulären Hopfalgebren wird erläutert. Schließlich
wird diese Konstruktion spezialisiert auf die Koordinatenhopfalgebren der QuantengruppenGq.
Die explizite Konstruktion der Standardkalküle auf Quantengruppen wird hier wiederholt.

Kapitel 3 ist den äußeren Algebren und Differentialkalkülen höherer Ordnung gewidmet.
Zunächst werden die drei Arten von äußeren Algebren zu einem gegebenen Kalkül erster Ord-
nung definiert. Im zweiten Abschnitt sind die Hauptresultate dargelegt, welche die Größen-
vergleiche berühren. Im etwas größeren Abschnitt 3.3 werden wichtige Begriffe und Sätze aus
der Theorie der Hecke-Algebren bereitgestellt, und einigeneue Sätze werden ergänzt. Einige
Fakten zur Kodarstellungstheorie von Koordinatenhopfalgebren werden gezeigt.

Für die Beweise von Theorem 3.13 und Theorem 3.14 werden einige Eigenschaften von Unter-
Hopf-Bimoduln verwendet, die in Abschnitt 3.6.1 bewiesen werden. Die obere Abschätzung der
Größe des universellen Kalküls ist recht technisch und wurde daher in den Anhang B verscho-
ben.

Im Kapitel 4 steht der Laplace-Beltrami-Operator im Mittelpunkt. In den ersten beiden Ab-
schnitten werden die Begriffe�-Metrik, Kontraktion, Kodifferential und Laplace-Beltrami-
Operator eingeführt und erste einfache Eigenschaften abgeleitet. Es wird gezeigt, dass das Dif-
ferential und das Kodifferential bezüglich der�-Metrik zueinander dual sind. Im Abschnitt 4.3
werden zunächst die beiden Hauptresultate Theorem 4.18 und Theorem 4.19 genannt. Im An-
schluss daran wird die Spektralzerlegung des Laplace-Beltrami-Operators bestimmt, seine Ei-
genwerte werden berechnet. Insbesondere werden diejenigen integralen dominanten Gewichte
ermittelt, bei denen der Eigenwert Null wird. Der Beweis vonTheorem 4.18 wird hier beendet.
Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird der Hodgesche Zerlegungssatz bewiesen. Dazu wird
der Begriff homomorpher Differentialkalküle eingeführt und gezeigt, dass die Standarddiffe-
rentialkalküle�+̂ und��̂ diese Eigenschaft besitzen.

Im Anhang A werden die wichtigsten Formeln zum Rechnen mitR̂-Matrizen bereitgestellt.
Der graphische Kalkül wird erläutert. Anhang B ist vollständig dem Beweis von Lemma 3.38
gewidmet.

Wir beenden die Einleitung mit dem Auflisten von Konventionen. Als Grundkörper dient
der KörperC der komplexen Zahlen. Alle Vektorräume, Algebren, Bialgebren usw. seienC-
Vektorräume,C-Algebren,C-Bialgebren usw. MitHom(V;W ) wird der Raum derC-linearen
Abbildungen vonV nachW bezeichnet. Ferner seiEnd(V ) = Hom(V; V ). Das Tensorpro-
dukt
 bedeutet stets
C. Die lineare Hülle einer Mengefai j i 2 Kg sei hai j i 2 Ki. MitA werden stets Bialgebren bezeichnet. Der Dualraum vonA seiA�, die duale Hopfalgebra
zu einer HopfalgebraA seiAÆ. Falls nicht ausdrücklich etwas anderes festgelegt wird,wer-
den Moduln, Bimoduln und Komoduln stets über dem RingA betrachtet. Das Koprodukt, die
Koeins und die Antipodenabbildung vonA werden mit�, " bzw. mit S bezeichnet. Ferner
ist ea := a � "(a)1 und eB := feb j b 2 Bg für jede TeilmengeB � A. Insbesondere istker " = eA. Es seiv = (vij)i;j2K eine (endlichdimensionale) Matrixkodarstellung vonA, d. h.�(vij) = Pk vik 
 vkj und"(vij) = Æij (Kronecker-Symbol). Dann bezeichnen wir die lineare
Hülle der Matrixelemente vonv mit C(v) = hvij j i; j 2 Ki. Mit v sei die kontragredien-
te Kodarstellung zuv bezeichnet, wobei(v)ij = S(vji ). Auch für eine Darstellungf vonA
seif  wie oben definiert. Für den Verflechtungsraum zweier Matrixkodarstellungenv undw,



11

auch Morphismen- oder Intertwiningraum genannt, wird das Symbol Mor(v;w) verwendet.Mor(v) steht für den RaumMor(v; v). Auch im Falle von Matrixdarstellungenf undg vonA wird diese BezeichnungMor(f ; g) für den Morphismenraum benutzt. Die transponierte Ab-
bildung zu einer linearen AbbildungA seiAt, trA sei die Spur vonA, undrgA sei der Rang
vonA. Für die Einheitsmatrix wird der BuchstabeI reserviert. Die EinbettungI
k�1
T 
 I
l
einer linearen AbbildungT 2 End(V
V ) in den RaumEnd(V 
k+l+1) mit k � 1 und l � 0
wird mit Tk;k+1, mitunter auch einfach mitTk, bezeichnet. Ist nichts Gegenteiliges vereinbart,
so benutzen wir die Einsteinsche Konvention der Summation ¨uber doppelt auftretende Indizes
in unterschiedlichen Faktoren eines Terms. Die komplexe Zahl q sei stets von Null verschie-
den und keine Einheitswurzel. Weitere Eigenschaften, wie etwa die Transzendenz, werden ex-
plizit erwähnt. Es werden dieq-Zahlen [[N ℄℄q := (qN � q�N)=(q � q�1) verwendet. Ferner
sei q̂ := q � q�1. In der gesamten Arbeit kommt die Sweedler-Notation für das Koprodukt�(a) = a(1) 
 a(2)sowie für Strukturabbildungen von linken Komoduln�L(�) = �(�1) 
 �(0)
und rechten Komoduln�R(�) = �(0) 
 �(1) zur Anwendung. IstB einA-Bimodul, dann heißt
die Abbildungb / a := S(a(1)) b a(2), a 2 A, b 2 B, rechtsadjungierte WirkungvonA aufB.
Innerhalb eines Kapitels werden Lemmata, Sätze, Theoremeund Folgerungen in gemeinsamer
Zählung fortlaufend nummeriert. Jeweils separat gezählt werden Definitionen, Bemerkungen
und Beispiele. Das Ende einer Bemerkung bzw. eines Beweiseswird mit dem Symbol2 bzw.

angezeigt.

Die Abfassung der Habilitationsschrift wurde erst ermöglicht durch die langjährige Un-
terstützung der Deutschen Forschungsgemeinschaft. Diese Förderung begann vor der Promo-
tion mit den DFG-Projekten

”
Lie-Theorie: Harmonische Analyse“ und

”
Quantengruppen“ und

setzte sich fort mit der Vergabe eines Habilitandenstipendiums und der Aufnahme ins Gradu-
iertenkolleg

”
Analysis, Geometrie und ihre Verbindung zu den Naturwissenschaften“.

Ich danke meinem Doktorvater Konrad Schmüdgen für die Initiierung der oben genannten DFG-
Projekte, für die Anregung zu diesem Thema und seine Unterstützung in vielen Detailfragen.
Ein besonderer Dank gilt meinem Kollegen und Freund IstvánHeckenberger. Ohne den Gedan-
kenaustausch mit ihm wäre diese Arbeit in dieser Form nichtentstanden.
Für viele interessante Gespräche und Hinweise danke ich Tony Sudbery, Shahn Majid, Arun
Ram, Rainer Matthes und Martin Welk. Für die Unterstützung im Graduiertenkolleg danke ich
Hans-Bert Rademacher. Ich danke Martin Läuter für aufmerksames Korrekturlesen.
Meiner Frau und meinem großen Sohn danke ich für ihr Verständnis in der Zeit, in der ich mich
rar machte.
Schließlich sei auch allen, die diese Arbeit in dieser oder jener Form gefördert haben und hier
nicht genannt werden können, an dieser Stelle herzlich gedankt.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Quantengruppen

In diesem Kapitel werden die Definitionen und die wichtigsten Eigenschaften der quantisierten
Koordinatenalgebren zu den klassischen einfachen Lie-Gruppen wiederholt. Dabei beziehen
wir uns auf die grundlegende Arbeit von Faddeev, Reshetikhin und Takhtadzhyan [84].

2.1.1 Die FRT-Bialgebra

Es seiV = CN ,N � 2 derN -dimensionale komplexe Vektorraum undfei j i = 1; : : : ; Ng sei-
ne Standardbasis. Ferner seiR̂ 2 End(V 
 V ) ein Endomorphismus mit der MatrixdarstellungR̂ = (R̂ijmn), i; j;m; n = 1; : : : ; N . Mit Chuiji bezeichnen wir die freie Algebra, die von denN2 Generatorenuij, i; j = 1; : : : ; N erzeugt ist. Ferner seiI das von denN4 ElementenI ijmn := R̂ijklukmuln � uikujl R̂klmn; i; j;m; n = 1; : : : ; N
erzeugte zweiseitige Ideal vonChuiji. Es seiA(R̂) die FaktoralgebraChuiji=I, d. h. die von den
Elementenuij, i; j = 1; : : : ; N und den RelationenR̂ijkl ukmuln = uikujl R̂klmn; i; j;m; n = 1; : : : ; N (2.1)

erzeugte Algebra. DieN � N -Matrix u = (uij) der Generatoren heißtFundamentalmatrix
von A(R̂). In Matrixschreibweise kann man die obigen Relationen wie folgt aufschreiben:R̂u1u2 = u1u2R̂. Wir zitieren [84, Theorem 1]:

Satz 2.1 Es gibt eine eindeutig bestimmte Bialgebrenstruktur auf der AlgebraA(R̂) mit�(uij) =Xk uik 
 ukj und "(uij) = Æij; i; j = 1; : : : ; N:
Die BialgebraA(R̂) heißtFRT-Bialgebrazur linearen Transformation̂R.

13
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2.1.2 Quantenvektorr̈aume

Wie im vorigen Abschnitt seîR eine komplexeN2 � N2-Matrix; A(R̂) sei die zugehörige
FRT-Bialgebra.
Die beiden Grundideen zur Konstruktion der Koordinatenalgebra bzw. der äußeren Algebra
über einem QuantenvektorraumCNq sind die Folgenden. Erstens soll eineZ-graduierte Alge-
bra konstruiert werden, deren homogene Komponenten dieselben Dimensionen haben wie die
entsprechenden nichtdeformierten Objekte (Polynomalgebra inN Variablen bzw. äußere Alge-
bra inN Variablen). Zweitens sollen die Algebren unter den Kowirkungen der entsprechenden
HopfalgebrenO(Gq) kovariant sein.
Es seif 2 C[x℄ ein komplexes Polynom. Die AlgebraX(f ; R̂) ist definiert als Faktoralgebra
der freien AlgebraChx1; : : : ; xN i nach denN2 Relationenf(R̂)klijxkxl = 0; i; j = 1; : : : ; N: (2.2)

Fasst manx = (x1; : : : ; xN )t als Spaltenvektor auf, dann kann man die obigen Relationen in
Matrixschreibweise wie folgt darstellen:f(R̂)x1x2 = 0:
Wir zitieren das entsprechende Resultat aus [84, Theorem 2](mit der Vertauschung von linken
und rechten Komoduln) bzw. [62, Proposition 4].

Satz 2.2 Es seiA eine Bialgebra, die eine Faktoralgebra der FRT-BialgebraA(R̂) ist. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Algebrenhomomorphismus' : X(f ; R̂)! X(f ; R̂)
Amit'(xi) =Xk xk 
 uki ; i = 1; : : : ; N:
Auf diese Weise wirdX(f ; R̂) eine rechte KomodulalgebräuberA.

2.1.3 Die QuantengruppenGLq(N) und SLq(N)
In diesem Abschnitt seîR die folgende komplexe Matrix [84, Abschnitt 1.4]R̂ijmn = qÆijÆinÆjm + (q � q�1)Æi<jÆimÆjn; (2.3)

wobei Æi<j = 1 ist, wenni < j, und sonst Null. Wir wollen annehmen, dassq2 6= �1, also[[2℄℄q 6= 0. Die Matrix R̂ ist symmetrisch. Sie erfüllt die Hecke-Bedingung(R̂ � qI)(R̂ + q�1I) = 0 (2.4)

und die Zopfrelation̂R12R̂23R̂12 = R̂23R̂12R̂23 inCN
CN
CN . Sie besitzt die folgende Spek-
tralzerlegung R̂ = qP̂+ � q�1P̂�;
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wobei P̂+ = 1[[2℄℄q (R̂ + q�1I) und P̂� = 1[[2℄℄q (�R̂ + qI) (2.5)

orthogonale Idempotente sind.
Es seienf(t) = t � q undg(t) = t + q�1. Dann heißenO(CNq ) := X(f ; R̂) und�(CNq ) :=X(g; R̂) Koordinatenalgebrabzw. äußere Algebra des Quanten-VektorraumesCNq . Man be-
achte, dassf(R̂) bzw. g(R̂) gerade die Faktoren in (2.4) sind, d. h., sie stellen Vielfache vonP̂� bzw. vonP̂+ dar. Die AlgebraO(CNq ) hat die Generatorenx1; : : : ; xN und die erzeugenden
Relationenxixj = qxjxi für i < j. Die Algebra�(CNq ) ist erzeugt von denN Generatoreny1; : : : ; yN und den Relationeny2i = 0, i = 1; : : : ; N undyiyj = �q�1yjyi für alle i < j. Wir
bezeichnen die homogenen Komponenten-ten Grades einerN0-graduierten AlgebraBmitBn,
alsoB = Ln�0Bn. Da' den RaumX(f ; R̂)n invariant lässt für allen 2 N0, definiert die
Einschränkung'n von ' auf diese homogene Komponente eine Unterkodarstellung. Wie im
klassischen Fall istdim�(CNq )N = 1, etwa�(CNq )N = Cv mit v = y1 � � � yN . Daher existiert
ein eindeutig bestimmtes gruppenartiges ElementD 2 A(R̂), so dass'(v) = v 
 D. Dieses
Element heißtQuantendeterminantevonA(R̂). Das ElementD ist zentral und gruppenartig
in A(R̂), und istq keine Einheitswurzel, so wird das Zentrum vonD erzeugt. Eine explizi-
te Beschreibung der Quantendeterminante liefert derq-antisymmetrische Tensor("~{). Es ist"~{ = "i1:::iN = (�q)`(~{), falls~{ eine Permutation vonf1; : : : ; Ng ist, und"~{ = 0 sonst. Dabei ist`(~{) die Anzahl der Inversionen der Permutation~{. Dann giltD =X~{ "~{ ui11 � � �uiNN : (2.6)

Das ElementU :=Pi q�2iuii heißtQuantenspurvonu. Es ist, bis auf Vielfachheit, das einzigeAdR-invariante lineare Element vonA.

Definition 2.1 Die Koordinatenhopfalgebra der QuantengruppeGLq(N) ist die zentrale Er-
weiterung vonA(R̂) mit dem InversenD�1 der QuantendeterminanteD. Genauer,O(GLq(N))
ist die Faktoralgebra vonA(R̂)[t℄ der Polynome int mit Koeffizienten inA(R̂) nach dem vom
ElementtD� 1 erzeugten Ideal.

Somit istO(GLq(N)) die von denN2 + 1 Elementenuij undt erzeugte Algebra mit den erzeu-
genden Relationen (2.1) undDt = tD = 1; tuij = uijt; i; j = 1; : : : ; N:
In O(GLq(N)) gilt t = D�1.
Definition 2.2 Die Koordinatenhopfalgebra der QuantengruppeSLq(N), bezeichnet durchO(SLq(N)), ist definiert als der Quotient der FRT-BialgebraA(R̂) nach dem vom ElementD� 1 erzeugten IdealJ: O(SLq(N)) := A(R̂)=J = O(GLq(N))=J: (2.7)
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Um den Antipoden definieren zu können, benötigen wir wie f¨ur klassische Matrizen die Mino-
ren. Wir definieren die Kofaktorenu(i; j) vermögeu(i; j) = (�q)i�j X�2SN�1(�q)`(�)u1�(1) � � �uj�1�(j�1)uj+1�(j+1) � � �uN�(N);
wobei � = (�(1); �(2); : : : ; �(j � 1); �(j + 1); : : : ; �(N)) eine Permutation der Zahlen(1; : : : ; i� 1; i+ 1; : : : ; N) ist. Wir zitieren [84, Theorem 4]:

Satz 2.3 Die AlgebrenO(GLq(N)) undO(SLq(N)) besitzen eine eindeutig bestimmte Hopfal-
gebrenstruktur, so dass das Koprodukt und die Koeins durch�(uij) = uik 
 ukj bzw."(uij) = Æij
gegeben sind. Der AntipodeS ist für O(GLq(N)) gegeben durchS(uij) = D�1u(i; j) undS(D�1) = D. In O(SLq(N)) gilt S(uij) = u(i; j). Ferner istS2(uij) = q2i�2juij.
2.1.4 Die QuantengruppenOq(N), SOq(N) und Spq(N)
Wir tragen hier die Definitionen und einfachsten Eigenschaften der orthogonalen und symplekti-
schen Quantengruppen zusammen. Es seiN�3 eine natürliche Zahl. Wir setzeni0 := N + 1� i
für alle i = 1; : : : ; N . Ferner sein = N=2, fallsN gerade ist undn = (N � 1)=2, fallsN unge-
rade ist. Zu den SerienBn undDn gehören die QuantengruppenOq(2n+1), SOq(2n+1) bzw.Oq(2n) undSOq(2n). Zur SerieCn gehört die QuantengruppeSpq(2n). Wir definieren nun die
Zahlen%i, � und�i, i = 1; : : : ; N wie folgt. Es sei� = �i = 1 für die SerieBn undDn. Ferner
seien�i = 1 für i = 1; : : : ; n und� = �i = �1 für i = n+1; : : : ; N für die SerieCn. Wir setzen(%1; : : : ; %N ) = 8>><>>:(n� 12 ; n� 32 ; : : : ; 12 ; 0;�12 ; : : : ;�n+ 12) für Bn;(n; n� 1; : : : ; 1;�1; : : : ;�n) für Cn;(n� 1; n� 2; : : : ; 0; 0;�1; : : : ;�n + 1) für Dn: (2.8)

Die Werte von%i sind durch die folgenden beiden Eigenschaften für alle drei Serien bestimmt:
es gilt%i0 + %i = 0 für alle i = 1; : : : ; N und%i = (N + 1� �)=2� i für i � N=2.
Die Matrix C = (Cij), auchMetrik genannt, ist dann gegeben durchCij := �iÆij0q�%i, und es
gilt B := C�1 = �C. Ferner setzen wirKijmn := BijCmn . Die R̂-Matrix hat die folgende GestaltR̂ijmn = qÆij�Æij0 ÆinÆjm + (q � q�1)Æm<j(ÆimÆjn �Kijmn): (2.9)

Sie ist symmetrisch und erfüllt die folgende kubische Gleichung(R̂ � q)(R̂ + q�1)(R̂ � r�1) = 0; (2.10)

wobeir := �qN��. Ferner gilt die Zopfrelation̂R12R̂23R̂12 = R̂23R̂12R̂23 inCN
CN
CN . Wir
wollen voraussetzen, dass(q+q�1)(q�r�1)(q�1+r�1) 6= 0. Insbesondere ist dannq�q�1 6= 0.
Wir setzens = 1 + (r� r�1)=(q � q�1). Dann besitzt̂R die folgende SpektralzerlegungR̂ = qP̂+ � q�1P̂� + r�1P̂ 0;
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wobeiP̂+ = 1[[2℄℄q (R̂ + q�1I � q � q�1qr� 1 K); P̂� = 1[[2℄℄q (�R̂ + qI � q � q�1q�1r+ 1K); P̂ 0 = 1sK
paarweise orthogonale Idempotente sind.
Die HopfalgebraO(SLq(N)) war definiert als Quotient der FRT-BialgebraA(R̂) nach der
zusätzlichen RelationD = 1. In ähnlicher Weise werden wir die HopfalgebrenO(Oq(N)),O(Spq(N)) und O(SOq(N)) definieren. Es zeigt sich, vgl. [62, Lemma 9.12], dass für allei; j = 1; : : : ; N die ElementeXn Bj0j Cnn0unj un0j0 und

Xn Bi0i Cnn0uinui0n0
übereinstimmen. Wir nennen dieses ElementQ. Man zeigt, dassQ zentral und gruppenartig inA(R̂) ist.

Definition 2.3 Die KoordinatenhopfalgebraO(Oq(N)) bzw. O(Spq(N)) ist definiert als der
Quotient der FRT-BialgebraA(R̂) nach dem vom ElementQ� 1 erzeugten Ideal.

Wir zitieren [84, Theorem 5]:

Satz 2.4 Die AlgebrenO(Oq(N)) undO(Spq(N))besitzen eine eindeutig bestimmte Hopfalge-
brenstruktur mit dem Koprodukt�(uij) = uik 
 ukj und der Koeins"(uij) = Æij, i; j = 1; : : : ; N .

Der AntipodeS ist für beide Algebren gegeben durchS(uij) = Bii0uj0i0Cj0j = �i�jq%j�%iuj0i0 . Es
gilt S2(u) = D�1uD mitD = BtC.

Das ElementU = Pi;jDjiuij heißt Quantenspurder Fundamentalmatrixu. Es ist, bis auf
Vielfachheit, das einzigeAdR-invariante lineare Element vonA. In Analogie zur Definition der
Koordinatenalgebra und der äußeren Algebra auf dem QuantenvektorraumCNq definiert man
auch im Falle der orthogonalen und symplektischenR̂-Matrizen die entsprechenden Koordi-
natenalgebrenO(R̂) bzw. äußere Algebren�(R̂). Im Falle der Koordinatenalgebren fordert
man die Relationen̂P�x1x2 = 0 und im symplektischen Fall zusätzlicĥP 0x1x2 = 0. Im Falle
der äußeren Algebra sind die definierenden Relationen im orthogonalen Fall̂P+y1y2 = 0 undP̂ 0y1y2 = 0, während im symplektischen Fall diêP 0-Relation entfällt. Es stellt sich wiederum
heraus, dass sowohl im orthogonalen wie auch im symplektischen Fall die Mengefym11 ym22 � � � ymNN jm1; : : : ; mN 2 f0; 1g; m1 + � � �+mN = kg
eine lineare Basis der homogenen Komponente�(R̂)k ist. Insbesondere istdim�(R̂)N = 1,
undv := y1 � � � yN entspricht genau einem ElementD 2 A(R̂) mit '(v) = v 
 D. Das Ele-
mentD, die Quantendeterminante, ist zentral und gruppenartig inA(R̂). Die Relationen zum
quadratischen, zentralen und gruppenartigen ElementQ sind wie folgt, vgl. [39, Abschnitt 5].QN = D2 für die B- und D-Serie und Qn = D für die C-Serie.

Es gilt alsoD2 = 1 in O(Oq(N)) und D = 1 in Spq(N). Die KoordinatenhopfalgebraO(SOq(N)) ist definiert als der Quotient der KoordinatenhopfalgebraO(Oq(N)) nach dem vom
ElementD� 1 erzeugten Ideal.
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2.1.5 Koquasitriangul̈are Hopfalgebren

Diese große Klasse von Hopfalgebren umfasst die Standard-DeformationenO(Gq) der Koordi-
natenhopfalgebren zu den klassischen Lie-Gruppen, wie siein den obigen Teilabschnitten 2.1.3
und 2.1.4 definiert wurden.

Definition 2.4 Eine koquasitriangul̈are Bialgebraist eine BialgebraA zusammen mit einer
Bilinearform r : A � A ! C, so dass die folgenden drei Bedingungen für allea; b;  2 A
erfüllt sind:
(i) Die Form r ist bezüglich der Faltung invertierbar, d. h., es gibt einezweite Bilinearformr : A�A! C, so dassr(a(1); b(1))r(a(2); b(2)) = "(a)"(b) = r(a(1); b(1))r(a(2); b(2)):
(ii) Die Multiplikation mit vertauschten Faktoren lässt sich durchr undr wie folgt beschreiben:ba = r(a(1); b(1)) a(2)b(2) r(a(3); b(3)):
(iii) r(ab; ) = r(a; (1))r(b; (2));r(a; b) = r(a(1); )r(a(2); b):
Wir nennenr dieuniverseller-Form vonA.

Bemerkung 2.1 Die Bedingung (ii) beschreibt in gewissem Sinne, wie starkA von der Kom-
mutativität

”
abweicht“. Sie ist nach Multiplikation von (ii) mitr(a(4); b(4)) äquivalent zur(a(1); b(1))a(2)b(2) = r(a(2); b(2))b(1)a(1):

Die Bedingung (iii) besagt, dassr eine duale Paarung der BialgebrenA undAop (mit vertausch-
ter Multiplikation) definiert. 2
Beispiel 2.1 Jede kommutative Bialgebra ist koquasitriangulär mit dertrivialen universellenr-Formr(a; b) = "(a)"(b).
Wir zählen nun einige Grundeigenschaften von koquasitriangulären Bialgebren auf. Die Bewei-
se findet man in [62, Teilabschnitt 10.1.1].
Es seiA eine koquasitrianguläre Bialgebra mit der universellenr-Form r. Dann gilt für allea; b;  2 A:r(a(1); b(1))r(a(2); (1))r(b(2); (2)) = r(b(1); (1))r(a(1); (2))r(a(2); b(2)); (2.11)r(1; a) = r(a; 1) = "(a):
Nebenr ist auchrop eine universeller-Form vonA, wobeirop(a; b) := r(b; a).
Eine Hopfalgebra heißtkoquasitriangul̈ar, falls sie als Bialgebra koquasitriangulär ist. IstA
eine koquasitrianguläre Hopfalgebra, dann gilt für allea; b 2 A:r(S(a); b) = r(a; b); r(a; S(b)) = r(a; b); r(S(a); S(b)) = r(a; b):
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Wir definieren die linearen Funktionalef undf aufA vermögef(a) = r(a(1); S(a(2))) und f(a) = r(S(a(1)); a(2)); a 2 A:
Dann giltf f = f f = 1 in A�. Der AntipodeS vonA ist bijektiv, und es gilt für allea 2 A:S2(a) = f(a(1)) a(2) f(a(3)):
Andere Formulierungen der obigen Gleichung sind:f(a(1))S2(a(2)) = a(1)f(a(2)) und f(a(1))a(2) = S2(a(1))f(a(2)):
Setzt man in der ersten Gleichunga := S(a) ein und wendet anschließendS�1 an, so hat manf(S(a(1)))a(2) = S2(a(1))f(S(a(2))):
Bemerkung 2.2 Aus den letzten beiden Gleichungen folgt, dass für jede Matrixkodarstellungv = (vij) sowohl die Matrix

�f(S(vij))� als auch
�f(vij)� zuMor(v; v) gehören. 2

Duale Paare von Bialgebren.Viele wichtige und interessante Sätze über Quantengruppen
benötigen für ihren Beweis eine duale Paarung mit einer geeigneten Unteralgebra des Dual-
raums der zugehörigen Koordinatenhopfalgebra. Wir werden im nächsten Abschnitt sehen, dass
für koquasitrianguläre Bialgebren eine duale Paarung innatürlicher Weise mit Hilfe der univer-
sellenr-Form gegeben ist.

Definition 2.5 Ein duales Paarvon BialgebrenU undA ist eine bilineare Abbildungh�; �i : U�A! C mith�(f); a
 bi = hf; abi; hfg; ai = hf 
 g;�(a)i;hf; 1i = "(f); h1; ai = "(a)
für alle a; b 2 A undf; g 2 U. Die duale Paarung heißtnicht ausgeartet, falls aushf; ai = 0
für allef 2 U folgt, dassa = 0 und falls aushf; ai = 0 für allea 2 A folgt, dassf = 0.

Man zeigt leicht die folgende Tatsache: Isth�; �i ein duales Paar von HopfalgebrenU undA,
dann gilt hS(f); ai = hf; S(a)i; f 2 U; a 2 A:
2.1.6 A(R̂) und O(Gq) als koquasitrianguläre Bialgebren

Viele koquasitrianguläre Bialgebren und Hopfalgebren werden entsprechend dem folgenden
Satz [62, Theorem 10.7] konstruiert.

Satz 2.5 Es seiR̂ = (R̂abrs) 2 CN2�N2
, N � 2 eine invertierbare Matrix, die die ZopfrelationR̂12R̂23R̂12 = R̂23R̂12R̂23 aufCN 
 CN 
 CN erfüllt. Die FRT-BialgebraA(R̂) ist dann ko-

quasitriangul̈ar. Genauer, es existiert eine eindeutig bestimmte universelle r-Formr aufA(R̂)
mit r(uij; ukl ) = R̂kijl und r(uij; ukl ) = (R̂�1)iklj :
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Um die KoordinatenhopfalgebrenO(Gq) mit einer koquasitriangulären Struktur zu versehen,
benötigen wir einen komplexen Parameterx 2 C zur Normierung derR̂-Matrix, vgl. [62,
Theorem 10.9].
Im folgenden Satz bezeichnêR, den Serien A, B, C bzw. D entsprechend, eine der Matrizen
(2.3) bzw. (2.9).

Satz 2.6 Die KoordinatenhopfalgebrenO(GLq(N)), O(SLq(N)), O(Oq(N)), O(Spq(N)) undO(SOq(N)) sind koquasitriangul̈are Hopfalgebren mit einer durchrx(uij; ukl ) = x�1R̂kijl ; i; j; k; l = 1; : : : ; N (2.12)

eindeutig bestimmten universellenr-Form rx. Dabei istx im FalleGLq(N) ein von Null ver-
schiedener Parameter,xN = q im Falle SLq(N), x2 = 1 in den F̈allenOq(N), SOq(2n) undSpq(N) undx = 1 im FalleSOq(2n+ 1).
Für die jeweilige Quantengruppe nennen wir die oben angegebenen Parameterx zulässig.

2.1.7 Die`-Funktionale koquasitriangulärer Bialgebren

In diesem Abschnitt definieren wir diè�-Funktionale, die in natürlicher Weise einer koquasi-
triangulären BialgebraA zugeordnet sind. Die von ihnen erzeugte AlgebraU bildet ein duales
Paar von Bialgebren mit der BialgebraA. Sie wird später zur Konstruktion der bikovarianten
Differentialkalküle auf den QuantengruppenGq benötigt.
Es seiA eine koquasitrianguläre Bialgebra mit universellerr-Formr. Füra 2 A führen wir die
folgenden linearen Funktionale aufA ein:`+(a) := r(�; a); `�(a) := r(a; �); `(a)(x) := r(a(1); x(1))r(x(2); a(2)); x 2 A: (2.13)

IstA eine Hopfalgebra, so gilt̀(a) = S(`�(a(1)))`+(a(2)). Es seiU die von den Funktionalen`�(a), a 2 A erzeugte Unteralgebra vonA0. Dann gilt [62, Proposition 10.11].

Satz 2.7 (i) U ist eine Unterbialgebra der dualen BialgebraAÆ vonA. Die Abbildungena 7!`�(a) sind Homomorphismen von BialgebrenAop nachU. Für alle a; b; x 2 A gilt`�(ab)(x) = `�(b)(x(1))`�(a)(x(2));�(`�(a)) = `�(a(1))
 `�(a(2)):
(ii) IstA eine Hopfalgebra, dann istU eine Unter-Hopfalgebra vonAÆ, und es giltS(`�(a)) =`�(S�1(a)), a 2 A. Ferner gelten f̈ur alle a; b 2 A undg 2 AÆ die folgenden Identitäten:�(`(a)) = `(a(2))
 S�`�(a(1))�`+(a(3));`(a) / g = `(a(2)) g�a(1)S(a(3))�;`(a)`(b) = `(a(1)b(2))r(b(1); S(a(3)))r(b(3); a(2)):
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Kommen wir nun zu deǹ-Funktionalen zu einer konkreten Matrixkodarstellungv = (vij). Wir
definieren R̂nijm := r(vij; vnm) (2.14)

und erhalten eine Matrix̂R mit der inversen Matrix̂R�1 gegeben durch(R̂�1)inmj = r(vij; vnm).
Man erkennt, dasŝR wegen (2.11) die Zopfrelation erfüllt, und es giltR̂ 2 Mor(v
v). Wir
definieren nun die Matrizeǹ� = (`�ij) und` = (`ij) von linearen Funktionalen aufA über`+ij = `+(vij); `�ij = `�(vij); `ij = `(vij):
Dav eine Kodarstellung vonA ist, ist`� eine Kodarstellung vonU. IstA eine Hopfalgebra, so
gilt `ij = S(`�ik)`+kj . Aufgrund der Definition (2.14) von̂R sind die Werte der Funktionalè�
und` aufv gegeben durch`+ij(vnm) = R̂inmj; `�ij(vnm) = (R̂�1)inmj; `ij(vnm) = (R̂2)nimj; `�ij(S(vnm)) = (R̂�)nijm: (2.15)

Satz 2.8 Die oben definierten Matrizeǹ� und` erfüllen mit �R := PR̂P die folgenden Rela-
tionen: �R`+1 `+2 = `+1 `+2 �R; �R`�1 `�2 = `�1 `�2 �R; �R`+1 `�2 = `�1 `+2 �R: (2.16)`1R̂`1R̂ = R̂`1R̂`1: (2.17)

Die Gleichung (2.17) heißt Spiegelungsgleichung (engl. reflexion equation).

2.2 Hopf-Bimoduln

Die Strukturtheorien von einseitig und erst recht von zweiseitig kovarianten Bimoduln (Hopf-
Bimoduln) über einer Hopfalgebra sind sehr reichhaltig und gestatten eine Vielzahl tiefgreifen-
der Aussagen. Neben der Strukturtheorie von Hopf-Bimodulnbeschreiben wir die Konstruk-
tion der Tensoralgebra. Eigenschaften der Zopfung zweier gegebener Hopf-Bimoduln werden
genannt. Das Resultat Satz 2.14 zu dualen Hopf-Bimoduln istunseres Erachtens neu. Den Ab-
schluss dieses Abschnitts bildet ein Kriterium für Unter-Hopf-Bimoduln.

2.2.1 Kovariante Bimoduln

Definition 2.6 Ein linkskovarianter Bimodul̈uberA ist ein Bimodul� , der mit der Strukturab-
bildung�L : � ! A
 � ein linker Komodul ist, und der die Gleichung�L(a�b) = �(a)�L(�)�(b)
für allea; b 2 A und� 2 � erfüllt.
Ein rechtskovarianter Bimodul̈uberA ist ein Bimodul, ausgestattet mit einer rechten Kowir-
kung�R : � ! � 
A derart, dass�R(a�b) = �(a)�R(�)�(b)
für allea; b 2 A und� 2 � gilt.
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Die Elemente des Vektorraumes�L := f! j�L(!) = 1
!g bzw.�R := f! j�R(!) = !
 1g
heißenlinks-bzw. rechtskovariant. Das folgende Lemma beschreibt eine wichtige Projektions-
abbildung für linkskovariante Bimoduln. Wir zitieren [111, Lemma 2.2]:

Lemma 2.9 Es sei� ein linkskovarianter Bimodul. Dann existiert eine eindeutig bestimmte
lineare ProjektionPL : � ! �L derart, dassPL(a�) = "(a)PL(�)
für alle a 2 A und� 2 � gilt. Die AbbildungPL ist gegeben durchPL(�) = S(�(�1))�(0). Für� 2 � unda 2 A gilt � = �(�1)PL(�(0)) undPL(� a) = S(a(1))PL(�)a(2) = PL(�) / a.

Das folgende Strukturtheorem für kovariante Bimoduln findet man in der Monographie von
Sweedler [101, Theorem 4.1.1] in leicht abgewandelter Form.

Theorem 2.10 (Fundamentalsatz)Es sei� ein linkskovarianter Bimodul. Dann definiert die
Abbildungm : A
 �L ! � , m(a
 �) = a� einen Isomorphismus von linkskovarianten Bimo-
duln. Dabei sind die Strukturabbildungen vonA
 �L wie folgt gegeben:a(b
 �) := ab(1) 
 � / (2);�L(b
 �) := b(1) 
 b(2) 
 �
für a; b;  2 A und� 2 �L.
Insbesondere ist jeder linkskovariante Bimodul� ein freierA-Bimodul. Jede lineare Basis von�L ist eine freieA-Linksmodulbasis von� .

Definition 2.7 Ein Hopf-BimodulüberA (auch bikovarianter Bimodul genannt) ist ein Bimo-
dul � , ausgestattet mit zwei linearen Abbildungen�L : � ! A 
 � und�R : � ! � 
 A,
so dass(�;�L; �R) ein Bikomodul ist, d. h., linke und rechte Kowirkung sind miteinander ver-
tauschbar, und es gelten�L(a!b) = �(a)�L(!)�(b) sowie�R(a!b) = �(a)�R(!)�(b) für
allea; b 2 A und! 2 � .

Die Elemente von�Inv = �L \ �R heißenbikovariant.

Bemerkung 2.3 (i) Der Begriff des Hopf-Bimoduls wird in der Literatur [1, 62, 101] in ver-
schiedener Weise verwendet. Das hängt im Wesentlichen davon ab, welche der vier Strukturab-
bildungen (linke und rechte Modul- und Komodulstrukturen)gerade betrachtet werden. Dabei
sind stets mindestens eine Modul- und eine Komodulstrukturim Spiel, die im oben angegebe-
nen Sinne miteinander verträglich sein müssen. Bei uns sollen stets alle vier Strukturen präsent
und miteinander verträglich sein.
(ii) Ein rechterA-Modul V , der auch rechterA-Komodul ist und für den die Bedingung!(0) / a(1) 
 !(1)a(2) = (! / a(2))(0) 
 a(1)(! / a(2))(1) (2.18)

für allea 2 A und! 2 V erfüllt ist, heißt (rechts-rechts)Yetter-Drinfeld-Modul. Diese Struktur
wurde erstmals von Yetter [113] untersucht. Hopf-Bimodulnsind als Kategorie mit Tensorpro-
dukt und Zopfung isomorph zu Yetter-Drinfeld-Moduln, siehe [86]. 2
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Von nun an sei� einen Hopf-Bimodul. Als Dimension von� bezeichnen wir die Dimen-
sion des Vektorraumes�L seiner linksinvarianten Elemente. Die von uns betrachteten Hopf-
Bimoduln sind stets als endlichdimensional vorausgesetzt. Wir definieren eine linke und rechteA�-Wirkung auf� wie folgt: Für� 2 � undf 2 A� seienf � � = �(0)f(�(1)) und � � f = f(�(�1))�(0):
Man nennt sie dielinksregul̈arebzw.rechtsregul̈areDarstellung vonA� auf� . Wir kommen nun
zum Hauptsatz über Hopf-Bimoduln [101, Theorem 4.1.1] in der Version von Woronowicz [111,
Theorem 2.4].

Theorem 2.11 Es sei� ein Hopf-Bimodul undf!i j i 2 Kg eine Basis des Vektorraumes�L.
Dann existieren Matrizenv = (vij), vij 2 A undf = (f ij), f ij 2 AÆ derart, dass
(i) v eine Matrixkodarstellung vonA ist,
(ii) f eine Matrixdarstellung vonA ist,
(iii) �R(!j) =Pi !i 
 vij und!i / a =Pj f ij(a)!j:
Ferner gilt die folgende Vertr̈aglichkeitsrelation zwischen der Matrixkodarstellungv und der
Matrixdarstellungf : Pr vri (a � f rj ) =Pr(f ir � a)vjr (2.19)

für alle a 2 A undi; j 2 K.
Ist umgekehrtf!i : i 2 Kg die Basis eines endlichdimensionalen Vektorraumes�0 und sindv undf eine Matrixkodarstellung bzw. eine Matrixdarstellung vonA mit (2.19), dann gibt es
einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Hopf-Bimodul � , so dass�L = �0 und (iii)
gelten.

In dieser Situation benutzen wir die Schreibweise� = (v;f): Die zweite Gleichung in (iii) ist
äquivalent zu !i a =Xj a(1) f ij(a(2))!j: (2.20)

2.2.2 Die Zopfung von Hopf-Bimoduln

In diesem Teilabschnitt seien in der obigen Notation� = (v;f) und � = (w; g) Hopf-
Bimoduln überA. Dann ist das Tensorprodukt�
A� ebenfalls ein Hopf-Bimodul mit den
folgenden Strukturabbildungen:a(�
A �)b = (a�)
A (�b);�R(�
A �) =X�(0) 
A �(0) 
 �(1)�(1);�L(�
A �) =X�(�1)�(�1) 
 �(0) 
A �(0) (2.21)

für alle a; b 2 A, � 2 � und� 2 �. Das�
A� entsprechende Paar aus einer Kodarstellung
und einer Darstellung lautet(v
w;f
g). Analog definiert man das Tensorprodukt mehrerer
Faktoren:�
k := � 
A � � � 
A � (k Faktoren), fallsk � 2 und�
 =Lk�0 �
k. Dabei sind
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0 = A und�
1 = � . Definitionsgemäß ist�L = �R = � aufA. Dann sind�
k und�

Hopf-Bimoduln.
Eine der interessantesten und wichtigsten Eigenschaften von Hopf-Bimoduln ist sicherlich die
Existenz einer Zopfung. Sie ist durch zwei Eigenschaften charakterisiert: Für jedes Paar� und� von Hopf-Bimoduln ist die Zopfung� : � 
A �! �
A � ein Isomorphismus von Hopf-
Bimoduln und� erfüllt die Zopfrelation (2.24).

Definition 2.8 Die lineare Abbildung� : � 
A �! �
A � , gegeben durch�(! 
A �) = !(�2)�(0)S(�(1))
A S(!(�1))!(0)�(2); (2.22)

heißtZopfungder Hopf-Bimoduln� und�.

Wir geben zwei andere Gleichungen für� an, die später oft benutzt werden. Es gilt für! 2 �L
und� 2 �L: �(! 
A �) = �(0) 
A ! / �(1);��1(�
A !) = ! /S�1(�(1))
A �(0): (2.23)

Wir zitieren die Haupteigenschaft der Zopfung [62, Proposition 13.5]:

Satz 2.12Die durch(2.22)gegebene Abbildung� ist ein Isomorphismus von Hopf-Bimoduln.
Es ist die einzige lineare Abbildung� 
A �! �
A � mit der Eigenschaft�(a! 
A �) = a�
A ! für ! 2 �L; � 2 �R:
Die Abbildung� erfüllt die Zopfrelation auf dem dreifachen Tensorprodukt(� 
 id)(id
�)(� 
 id) = (id
�)(� 
 id)(id
�): (2.24)

Wir benötigen auch die Koordinatenschreibweise für die Zopfung. Sindf!ig undf�jg lineare
Basen der Vektorräume�L und�L, dann istf!i
A�jg eine freie Basis des Linksmoduls�
A�.
Dann folgt aus Theorem 2.11 und der Definition von�, dass es komplexe Zahlen�nkij gibt mit�(!i 
A �j) = �nkij �n 
A !k; wobei �nkij = f ik(wnj ): (2.25)

2.2.3 Dualität von Hopf-Bimoduln

In diesem Teilabschnitt habe die HopfalgebraA stets einen invertierbaren Antipoden. Die Be-
griffe linksdualer und rechtsdualer Hopf-Bimodul werden eingeführt. Dabei orientieren wir uns
an der Arbeit [8, Abschnitt II. 4]. Allerdings ist dort nur der linksduale Hopf-Bimodul definiert.
Das Hauptergebnis dieses Abschnitts, Satz 2.13, ist neu. Esbesagt, dass der linksduale und der
rechtsduale Hopf-Bimodul zueinander isomorph sind. Eine lineare Abbildungf : � 
A �! A
heißt nicht ausgeartet (oder regulär), falls es für alle! 2 � , ! 6= 0 ein � 2 � gibt mitf(!
A �) 6= 0 und umgekehrt für alle� 2 �, � 6= 0 ein! 2 � existiert, so dassf(!
A �) 6= 0.
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Definition 2.9 Es sei� ein Hopf-Bimodul. Dann heißt ein Hopf-Bimodul_� linksdualer Hopf-
Bimodul zu � , falls es einen HomomorphismusgL : _� 
A � ! A von Hopf-Bimoduln
derart gibt, dass die AbbildunggL nicht ausgeartet ist. Ensprechend heißt ein Hopf-Bimodul�_ rechtsdualer Hopf-Bimodulzu � , falls es einen nicht ausgearteten HomomorphismusgR : � 
A �_ ! A von Hopf-Bimoduln gibt.

Bemerkung 2.4 Da die AbbildungengL undgR Homomorphismen von Bikomoduln sind, sind
sie kovariant, d. h., es gilt(id
gL)�L = �gL = (gL 
 id)�R und (id
gR)�L = �gR =(gR 
 id)�R auf_� 
A � bzw. auf� 
A �_. 2
Es seiv eine Matrixkodarstellung. Mitv sei die Kodarstellung mit den Matrixelementen(v)ij = S�1(vji ) bezeichnet. Analog sei für eine Darstellungf das Symbolf definiert.

Satz 2.13Es sei� = (v;f) ein Hopf-Bimodul.
(i) Dann gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten linksdualen Hopf-Bimodul_�
und einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten rechtsdualen Hopf-Bimodul�_.
(ii) Die dualen Bimoduln haben die Gestalt_� = (v; f) bzw.�_ = (v;f).
(iii) Die PaarungengL und gR sind mit der Zopfung im folgenden Sinne verträglich: Es sei� ein weiterer Hopf-Bimodul. Dann gilt(gL)23�12�23 = (gL)12 im Raum_� 
A � 
A � und(gL)12�23�12 = (gL)23 in�
A_�
A� . Für den rechtsdualen Hopf-Bimodul gelten entsprechend(gR)23�12�23 = (gR)12 in � 
A �_ 
A � und(gR)12�23�12 = (gR)23 in �
A � 
A �_.
Bemerkung 2.5 Für den linksdualen Hopf-Bimodul entspricht (iii) der Kommutativität der
folgenden beiden Diagramme_� 
A � 
A � �
A _� 
A �-�12�23

�gL
id�����R id
gL�����	 �
A _� 
A � _� 
A � 
A �-�23�12
�id
gL�����R gL
id�����	 2

Beweis. (i) und (ii). Wir zeigen die Behauptungen nur für den linksdualen Hopf-Bimodul. Die
Beweise für den rechtsdualen Hopf-Bimodul verlaufen analog. Zur Eindeutigkeit: Es sei_� ein
linksdualer Hopf-Bimodul zu� . Wir zeigen, dass"gL1 = gLPL in _�
A� gilt. Insbesondere
liefert gL auf linksinvarianten Formen stets ein Vielfaches von1. Da gL eine Linksmodul- und
Linkskomodulabbildung ist, erhält man wegen Lemma 2.9 für t 2 _� 
A �gL(PL(t)) = gL(S(t(�1))t(0)) = S(t(�1))gL(t(0))= m(S 
 id)�t(�1) 
 gL(t(0))� = m(S 
 id)�(gL(t))= "(gL(t))1:
DagL sowohl Links- als auch Rechtsmodulabbildung ist, und da_� 
A � ein freier Links- bzw.
Rechtsmodul ist, folgt aus der Regularität vongL auf _� 
A � die Regularität der VerknüpfungPLÆgL : _�L 
 �L ! C. Somit sind_�L und�L zueinander duale Vektorräume.
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Es seienf!ig undf�ig zueinander duale Basen von�L bzw. _�L. Ferner sei_� = (w; g) mit
einer Matrixkodarstellungw und einer Matrixdarstellungg. Wegen der Rechtskovarianz vongL
gilt dann für allei; j: Æij1 = gL(�i 
A !j) = ("ÆgL 
 id)�R(�i 
 !j)= "ÆgL(�n 
A !k)
 wni vkj = wki vkj :
Multipliziert man die letzte Gleichung mitS(vjn) von rechts und summiert überj, so ergibt sich
die Behauptungw = v.
DagL eine rechte Modulabbildung ist, ergibt sich für allea 2 A undi; j:aÆij = gL(�i 
A !j a) = gL(�i f jk � a
A !k)= (gimf jk) � agL(�m 
A !k) = (gikf jk) � a:
Wendet man auf diese Gleichung" an, so hat man inAÆ die GleichungÆij1 = gikf jk . Multipliziert
man dies von rechts mitS�1(fnj ) und summiert überj, so ergibt sich die zweite Behauptungg = f . Mithin ist die Eindeutigkeit des linksdualen Hopf-Bimoduls gezeigt. Man überzeugt
sich leicht davon, dass das so erhaltene Paar(w; g) tatsächlich die Verträglichkeitsbedingung
(2.19) erfüllt, so dass damit auch die Existenz von_� nachgewiesen ist.
(iii) Wir zeigen nur die Relation zwischen der PaarunggL und der Zopfung. Die zweite Glei-
chung zeigt man völlig analog. DagL und� Linksmodulabbildungen sind und_� 
A � 
A �
ein freier Linksmodul ist, genügt es, die Behauptung für eine Basis von(_� 
A � 
A �)L zu
zeigen. Sei dazu� 
A ! 
A � 2 _�L 
 �L 
 �L. Dann gilt wegen (2.23)(gL)23�12�23(� 
A ! 
A �) = (gL)23�12(� 
 �(0) 
A ! / �(1))= (gL)23(�(0) 
A � / �(1) 
A ! / �(2))= �(0) 
A gL(S(�(1))��(2) 
A S(�(3))!�(4))= �(0)"(�(1))
A gL(� 
A !) = (gL)12(� 
A ! 
A �):
In der vorletzten und letzten Gleichung benutzten wir jeweils, dassgL(� 
A !) ein Skalar ist.

Wir formulieren nun das Hauptresultat dieses Teilabschnitts.

Satz 2.14Es seiA eine Hopfalgebra mit invertierbarem Antipoden und� = (v;f) ein Hopf-
Bimodul mit der Basisf!ig von�L. Ferner seienf�ig undf�ig die linkskovarianten Dualbasen
zuf!ig vom linksdualen bzw. rechtsdualen Hopf-Bimodul_� bzw.�_, d. h.gL(�i; !j) = Æij undgR(!j; �k) = Æjk.
Dann ist die lineare AbbildungT : _� ! �_, gegeben durchT (a �i) = a S2(�i) = a S(vij)�k vjk;
ein Isomorphismus von Hopf-Bimoduln. Dabei bezeichnetS den Antipoden derN0-graduierten
Super-Hopfalgebra(�_)
. Die dualen PaarungengL und gR sind im folgenden Sinne�-symmetrisch gR(id
T ) = gL� in � 
A _�:
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Beweis. (a) Wir zeigen zunächst, dassT eine rechte Komodulabbildung ist, d. h.�R(T (�i)) =T (�j)
 (v)ji . Da das Koprodukt in�_ durch�(�i) = �L(�i) +�R(�i) = 1
 �i + �j 
 S�1(vij)
gegeben ist (vergleiche mit untenstehendem Satz 3.1 oder [62, Proposition 13.7]) und"(�i) = 0
gilt, erhält manS(�i) = ��jvij. Folglich ergibt sich zusammen mit (3.1) (siehe unten) und
Satz 2.13 (ii) T (�i) = S2(�i) = �S(vij)S(�j) = S(vij) �k vjk = �k / vik: (2.26)

Demnach ist�R T (�i) = S(vxj ) �z vjy 
 S(vix)S�1(vkz ) vyk = T (�x)
 S(vix), und (a) ist gezeigt.
(b) Wir zeigen, dassT eine rechte Modulabbildung ist und fixieren dazub 2 A. DaS2 : A! A
surjektiv ist, gibt es eina 2 A mit S2(a) = b. Da S2 ferner Algebrenendomorphismus von(�_)
 ist, erhält man mit (2.20) und_� = (v; f):T (�i) b = T (�i)S2(a) = S2(�i a) = S2�(S(f ji ) � a) �j�= S2�a(1)S(f ji )(a(2))�T (�j) = (S2a)(1)S�1(f ji )�(S2a)(2)�T (�j)= (S�1(f ji ) � S2(a))T (�j) = T �(S�1(f ji ) � S2(a)) �j�= T (�i S2(a)) = T (�i b):
Folglich istT eine rechte Modulabbildung.
(c) Wegen (2.26) istT (�i) eine linkskovariante 1-Form. Somit istT schließlich eine linke Komo-
dulabbildung. Damit ist gezeigt, dassT ein Isomorphismus von Hopf-Bimoduln ist. Insbesonde-
re gilt für die MatrixT := (T li )mit T (�i) = T li �l, dassT 2 Mor(v; v) undT t 2 Mor(f ; f).
(d) Wir zeigen die Symmetrieaussage. Daf die rechte Wirkung auf der linearen Hülle der�i
ist, erhalten wir aus (2.26), dassT (�i) = S(f lk)(vik)�l, d. h.T li = S(f lk)(vik). Da�, gL, gR undT sämtlich Bimodulabbildungen sind, genügt es, die Behauptung für!i 2 �L und�j 2 _�L zu
beweisen. Nach (2.23) istgL�(!i 
A �j) = gL(�k 
A (!i / S(vjk))) = gL(�k 
A f in(S(vjk))!n)= f in(S(vjn)) = T ij = gR(!i 
A T (�j));
was den Beweis vollendet.

Bemerkung 2.6 (i) Leider ist die zweite (erwünschte)�-Symmetrie in�_ 
A � , nämlichgL (T�1 
 id) = gR �, i. a. nicht erfüllt.
(ii) Es ist nicht schwer zu sehen, dass die unten in Abschnitt2.3.3 definierten Hopf-Bimoduln_�+;z und��;z kanonisch isomorph sind. 2
Ein linearer Teilraum� � � heißtUnter-Hopf-Bimodulvon� , falls� selbst ein Hopf-Bimodul
ist. Später wird das folgende Kriterium für Unter-Hopf-Bimodul benötigt.
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Lemma 2.15 Es sei� ein Hopf-Bimodul und� � � ein linker Untermodul und linker Un-
terkomodul von� . Genau dann ist� ein Unter-Hopf-Bimodul von� , wenn�L bez̈uglich der
rechtsadjungierten Wirkung und der rechten Kowirkung abgeschlossen ist, d. h.�L /A � �L
und�R(�L) � �L 
A.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus dem Hauptsatz über Hopf-Bimoduln,
Satz 2.11. Wir zeigen die Hinlänglichkeit. Sämtliche Kovarianzeigenschaften müssen für�
nicht mehr gezeigt werden, da sie sich von� vererben. Wir müssen zeigen, dass� bezüglich
der rechten Modulstruktur und der rechten Komodulstrukturabgeschlossen ist. Als linkskova-
rianter Linksmodul ist� frei mit einer freien Linksmodulbasisf�i j i 2 Kg � �L. Es seien� 2 � unda 2 A. Dann existierenai 2 A mit � = ai�i. Folglich ist�a = ai�i a = aia(1) S(a(2))�ia(3) = aia(1)(�i / a(2)):
Wegen der Abgeschlossenheit von�L unter der rechtsadjungierten Wirkung und der Abge-
schlossenheit von� unter der linken Wirkung folgt hieraus�a 2 �.
Wegen�R(�L) � �L 
A gilt�R(�) = �R(A�L) � A�L 
A = �
A;
und der Beweis ist komplett.

Ein Hopf-Bimodul heißt irreduzibel, falls er außerf0g keinen echten Unter-Hopf-Bimodul
enthält. Wie im Gruppenfall beweist man auch hier das Schursche Lemma:

Jeder Morphismus zwischen irreduziblen Hopf-Bimoduln istentweder ein Iso-
morphismus oder identisch Null. Jeder Endomorphismus eines irreduziblen Hopf-
Bimoduls hat die Gestalt id mit  2 C.

Die folgenden Tatsachen zeigt man wie im klassischen Fall f¨ur Gruppen. Es sei� ein irre-
duzibler Hopf-Bimodul. Dann sind die dualen Hopf-Bimoduln_� und �_ ebenfalls irredu-
zibel. Es seiA : � ! � ein Morphismus von Hopf-Bimoduln. Dann sind die Abbildungen_A : _� 
A �! A undA_ : �
A �_ ! A, gegeben durch_A(� 
A �) = gL(� 
A A(�)) bzw. A_(�
A �) = gR(A(�)
A �) (2.27)

Morphismen von Hopf-Bimoduln. Ist umgekehrt eine Abbildung_A bzw.A_ wie oben gegeben,
dann gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus von Hopf-BimodulnA : �! � , so dass
(2.27) erfüllt ist.

2.3 Differentialkalküle

In diesem Abschnitt wiederholen wir allgemeine Bezeichnungen und Fakten der von Woro-
nowicz in [111] entwickelten Theorie der bikovarianten Differentialkalküle auf Hopfalgebren.
Weiter gehende Ausführungen findet man im Kapitel 14 der Monographie [62].
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2.3.1 Kovariante Differentialkalküle

Definition 2.10 (i) Ein Differentialkalk̈ul erster Ordnung über A (kurz DKEO) ist einA-Bimodul � zusammen mit einer linearen Abbildungd: A ! � , welche die Leibnizregeld(ab) = da�b + a�db für a; b 2 A erfüllt und für die� = ha db j a; b 2 Ai.
(ii) Man sagt, dass� linkskovariantist, falls es eine lineare Abbildung�L : � ! A
� gibt,
so dass�L(adb) = �(a)(id
d)�(b) für allea; b 2 A. Entsprechend heißt� rechtskovariant,
falls es eine lineare Abbildung�R : � ! �
A gibt mit�R(adb) = �(a)(d
 id)�(b) für allea; b 2 A. Man nennt� bikovariant, falls� sowohl links- als auch rechtskovariant ist.

Im letzten Fall ist(�;�L; �R) ein Hopf-Bimodul [111, Proposition 1.4].
Es sei� ein linkskovarianter DKEO überA. Eine zentrale Rolle spielt die folgende Abbildung! : A! �L, gegeben durch !(a) = S(a(1))da(2): (2.28)

Man erkennt, dass! = PL d. Wegen der Leibnizregel und!(ea) = !(a) gilt!(eab) = !(a) / b; a; b 2 A: (2.29)

Der VektorraumR = ker " \ ker! ist ein Rechtsideal ineA. Man nenntR das zum linkskova-
rianten Kalkül� assoziierte Rechtsideal. Es seif!i j i 2 Kg eine lineare Basis von�L. Dann
existieren lineare FunktionaleXi 2 AÆ, i 2 K mit !(a) =Pi2K Xi(a)!i für allea 2 A.

Definition 2.11 Der lineare RaumX := fX 2 AÆ jX(1) = X(r) = 0 für alle r 2 Rg heißt
Quanten-Tangentialraumvon� .

Es giltX = hXi j i 2 Ki. Ferner lässt sich das Differentiald wie folgt schreiben:da =Xi2K(Xi � a)!i für a 2 A: (2.30)

Der linkskovariante DKEO� ist bereits durch sein assoziiertes RechtsidealR oder auch durch
seinen Quanten-TangentialraumX bis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.
Ein DKEO � heißt innerer Differentialkalk̈ul, falls es ein Element� 2 � derart gibt, dassda = � a� a � für alle a 2 A. Wendet man auf diese Gleichung die linksinvariante ProjektionPL an, so erhält man mit Lemma 2.9 für allea 2 A undr 2 R!(a) = � / a� "(a)�; � / r = 0: (2.31)

Wir benötigen noch ein Resultat über die Dualität von� undX, vgl. etwa [111, Theorem 5.1]
oder [62, Proposition 14.3].

Lemma 2.16 Es sei � ein linkskovarianter DKEO über A und X sein Quanten-
Tangentialraum. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Bilinearformh�; �i : � � X! C mithX; a dbi = "(a)X(b) für a; b 2 A; X 2 X:
Die Einschr̈ankung dieser Bilinearform auf�L � X ist nicht ausgeartet, und es gilth!(a); Xi = X(a) für a 2 A; X 2 X:
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Am Schluss dieses Abschnitts wollen wir Eigenschaften erg¨anzen, die nur für bikovariante
DKEO auftreten.

Für a 2 A definiert die AbbildungAdR : A ! A 
 A, AdR(a) = a(2) 
 S(a(1))a(3) ei-
ne rechte Komodulabbildung, die wir dierechtsadjungierte Kowirkungvon A auf sich nen-
nen. Man beachte, dassAdR auf A und / auf AÆ zueinander duale Abbildungen sind, d. h.(f / g)(a) = (f 
 g)AdR(a) für allea 2 A undf; g 2 AÆ. Die Beweise der nächsten Aussagen
findet man in [62, Abschnitt 14.2].

Lemma 2.17 Es sei� = (v;f) ein bikovarianter DKEOüberA mit der Basisf!i j i 2 Kg
von�L, assoziiertem RechtsidealR und Quanten-TangentialraumX. Dann gilt f̈ur alle a 2 A�R(!(a)) = (! 
 id)AdR(a): (2.32)

Für alle g 2 AÆ undi 2 K gilt Xi / g = g(vij)Xj: (2.33)

Insbesondere istR einAdR-invariantes Rechtsideal voneA undX ein / -invarianter Teilraum
vonAÆ.
2.3.2 Bikovariante Differentialkalküle auf koquasitriangulären Hopfal-

gebren

In diesem Abschnitt seiA eine koquasitrianguläre Hopfalgebra mit den universellen r-Formenr unds, die sich meist nur um einen Charakter unterscheiden. Ferner seiv = (vij)i;j=1;:::;d eine
Matrixkodarstellung vonA.

Der Ausgangspunkt für die Konstruktion von bikovariantenDifferentialkalkülen aufA ist die
Feststellung, dass durch die Paare��s = (v; `�;s ) und _��r = (v; `�r ); (2.34)

in der Notation von Theorem 2.11, Hopf-Bimoduln überA gegeben sind. Es ist nicht schwer,
die Verträglichkeitsrelation (2.19) zu beweisen, [62, S.518 oben].

Zur Konstruktion von bikovarianten Differentialkalkülen überA benutzen wir geeignete Ten-
sorprodukte der obigen Hopf-Bimoduln und sichern damit dieExistenz eines biinvarianten Ele-
ments. Wir definieren die Hopf-Bimoduln�+ = ��s 
A _�+r = (v 
 v; `�;s 
 `+r ); (2.35)�� = _�+ =__�+r 
A _��s = (v 
 v; ̀ +r 
 `�s ): (2.36)

Die Strukturabbildungen von�� , � 2 f+;�g können wie folgt beschrieben werden. Der Vek-
torraum��;L hat eine Basisf!�ij j i; j = 1; : : : ; dg, so dass die rechte Wirkung und die rechte
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Kowirkung die folgende Gestalt haben!+ij a = a(1)S(`�s mi )`+r jn(a(2))!+mn;!+ij a = a(1)s(vmi ; a(2))r(a(3); vjn)!+mn; (2.37)�R(!+ij) = !+mn 
 vmi S(vjn): (2.38)!�ij a = a(1)S�1(`+r mi )`�s jn(a(2))!�mn;!�ij a = a(1)r(a(2); S(vmi ))s(S(vjn); a(3))!�mn; (2.39)�R(!�ij) = !�mn 
 S2(vmi )S(vjn): (2.40)

Wir setzen !+0 := Pi !+ii und, mit einer invertierbaren MatrixD 2 Mor(v; v),!�0 :=Pi;j(D�1)ij!�ij . Dann ist!�0 biinvariant. Füra 2 A definieren wir nunda = !�0 a� a !�0 : (2.41)

Die zugehörigen!-Abbildungen, siehe (2.31), bezeichnen wir mit!� , � 2 f+;�g. Damit ist
die Konstruktion von zwei zuv, r unds assoziierten Differentialkalkülen abgeschlossen, [62,
Proposition 14.20].

Satz 2.18Für beide Konstruktionen ist der Hopf-Bimodul� := A dAA ein bikovarianter
Differentialkalk̈ul erster Ordnung̈uberA mit dem Differentiald.

Bemerkung 2.7 (i) Die Dimension des Quanten-TangentialraumesX ist höchstens gleichd2,d = rg(v). Tatsächlich gibt es Fälle, in denen diese Dimension echtkleiner alsd2 ist, etwa im
Falle einer kommutativen HopfalgebraAmit den universellenr-Formenr = s = "�". Hier istda � 0, alsodimX = 0.
(ii) Die oben angegebene Idee zur Konstruktion bikovarianter Differentialkalküle taucht erst-
mals in den Arbeiten [57] und [17] auf, jedoch noch nicht in dieser Allgemeinheit, sondern nur
für die QuantengruppenO(Gq), deren kanonischer-Form und die fundamentale Matrixkodar-
stellungu. 2
Es sei� 2 f+;�g undX� der Quanten-Tangentialraum des oben konstruierten Kalküls. Wir
setzen voraus, dass beide oben konstruierten Kalküled2-dimensional sind. Dann gilt� = �� ,
und f!�ijg ist eine freie Linksmodulbasis von� . Wegen (2.31) und!� (a) = Pi;j X�ij(a)!�ij
erhält man als DualbasisfX�ijg � AÆ zuf!�ijg die ElementeX+ij = S(`�s ik)`+r kj � Æij;X�ij = (D�1)mn S�1(`+r im)`�s nj � (D�1)ij: (2.42)

Die d2 ElementeX�ij sind dann linear unabhängig und bilden eine Basis vonX� .
Mit � bezeichnen wir wieder die Zopfung von Hopf-Bimoduln. Aus (2.25) und (2.37) ergibt
sich dann�(!+ij 
A !+kl) = f ijrs((vv)mnkl )!+mn 
A !+rs= s(vri ; vmx (v)ny )r(vxk(v)yl ; vjs)!+mn 
A !+rs= s(vti ; vmx )s(vrt ; S(vyn))r(vxk ; vjz)r(S(vly); vzs)!+mn 
A !+rs: (2.43)
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Analog zeigt man�(!�ij 
A !�kl) = s(S(vmx ); vti)s(vyn; vrt )r(vzs ; vly)r(vjz; S(vxk))!�mn 
A !�rs:
2.3.3 Bikovariante Differentialkalküle auf O(Gq)
In diesem Abschnitt seiA die KoordinatenhopfalgebraO(Gq) zu einer der QuantengruppenGq = GLq(N); SLq(N); Oq(N); SOq(N) oderSpq(N). Es seienx und y für Gq zulässige
Parameter, vgl. Satz 2.6. Wir setzenv = u sowier = rx und s = ry; ferner seiz := xy.
Diese Zahlenz nennen wir� -zulässig. Dann bezeichnen wir den bikovarianten DKEO�+
aus dem obigen Abschnitt mit�+;z und den DKEO�� mit ��;z. Aus der unten stehenden Be-
schreibung wird klar werden, dass die Kalküle tatsächlich nur vom Produktxy abhängen, so
dass die obige Schreibweise gerechtfertigt ist. In [95, Theoreme 2.9 und 2.10] wurde gezeigt,
dassdim(��;z)L = N2, so dass die entsprechenden Elemente des Quanten-TangentialraumesX�ij, i; j = 1; : : : ; N linear unabhängig sind. Wir beschreiben nun diese Kalküle näher. Wir
wollen vereinbaren, dass die Funktionale`�ij stets gleichry(uij; �) und die Funktionalè+ij stets
gleich rx(�; uij) sind, vgl. (2.13), so dass die Vorzeichen� den zulässigen Parameterx bzw.y in der r-Form festlegen. Nun definieren wir die invertierbare DiagonalmatrixD = (diÆij),D 2 Mor(u;u). Im FallGLq(N) undSLq(N) setzen wirdi = qN+1�2i undr = qN . Für die
Quantengruppen der B-, C- und D-Serien setzen wirD = CtB und r = �qN��. Für alle vier
Serien seis := trD = trD�1. Man überzeugt sich leicht davon, dass diese Definition vons
mit der aus Abschnitt 2.1.4 für die orthogonalen und symplektischen Quantengruppen überein-
stimmt. Es seif!�ij j i; j = 1; : : : ; Ng eine lineare Basis des linksinvarianten Formenraums von��;z. Die rechte Kowirkung�R(�) und die rechte Wirkung� / a mit � 2 (��;z)L unda 2 A sind
dann gegeben durch�R(!+ij) = !+kl 
 (u
 u)klij ; �R(!�ij) = !�kl 
 (u 
 u)klij ; (2.44)!+ij / a = S(`�ki )`+jl (a)!+kl = ry(uki ; a(1))rx(a(2); ujl )!+kl;!�ij / a = S�1(`+ki )`�jl (a)!�kl = ry(a(1); S(uki ))rx(S(ujl ); a(2))!�kl: (2.45)

Es sind also�+;z = (u
u; `�
 `+) und��;z = (u
u; ̀ +
 `�). Die Kalküle besitzen
jeweils ein bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmtes biinvariantes Element!+0 =PNi=1 !+ii 2 �+;z und!�0 =PNi=1 d�1i !�ii2 ��;z. Insbesondere ergibt sich durch Einsetzen vona := umn in (2.45):!+ij / umn = z�1R̂mkiv R̂jvnl !+kl; !+0 / umn = z�1(R̂2)mknl !+kl;!�ij / umn = zdid�1k (R̂�1)mkiv (R̂�1)jvnl !�kl; !�0 / umn = zd�1k (R̂�2)mknl !�kl: (2.46)

Es seifX�ij j i; j = 1; : : : ; Ng eine Basis des Quanten-TangentialraumesX� von ��;z dual zur
Basisf!�ij j i; j = 1; : : : ; Ng. Aus (2.42) ergibt sichX+ij = S(`�ik)`+kj � Æij; X+0 = s�1(D�1)ijX+ij ;X�ij = d�1i �S(`+ik)`�kj � Æij�; X�0 = s�1PiX�ii : (2.47)
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Im Fall � = � benutzten wirS2(`�) = D`�D�1, was aus Satz 2.7 (ii), Satz 2.3 und Satz 2.4
folgt. Dabei bezeichnetX�0 das zu!�0 duale Basiselement bezüglich der Zerlegung der Ko-
darstellung�R auf (��;z)L in irreduzible Komponenten. Die entsprechenden Projektoren inMor(u
 u) undMor(u 
 u) sind(P+0 )ijkl = 1s d�1k ÆijÆkl bzw. (P�0 )ijkl = 1s d�1i ÆijÆkl:
Man beachte, dassX�0 wegen (2.33) inAÆ zentral ist, und es giltS(X+0 ) = X�0 . Es seiX0 := X+0 +X�0 .
Für eine komplexeN2�N2-Matrix T̂ mit der Eigenschaft̂T 2 Mor(u
u) definieren wir die
Matrizen �T abst := T̂ tsba ; �T abst := T̂ satb und �T� := ( �T )�1: (2.48)

Dann gilt �T 2 Mor(u
u;u
u) und �T 2 Mor(u
u). Weitere Eigenschaften findet man
im Anhang A.
Wir berechnen die Matrixelemente der Zopfung auf�+ 
A �+. Nach Formel (2.43) ergibt sich
mit (A.1), da sich die Normierungskoeffizientenx, y, x�1 undy�1 wegheben:�mnrsij kl = �R�nrty R̂mtix (R̂�1)lzsyR̂jxkz = � �R�23R̂12 �R�134 �R23�mnrsij kl : (2.49)

Unter Verwendung des graphischen Kalküls, vergleiche Anhang A, ergibt sich die folgende
Darstellung dieser Matrix. I

?
6

R
m n r s
i j k l�mnrsij kl =

Abbildung 2.1: Die graphische Darstellung der Zopfung�.

Um die Schreibweisen zu vereinfachen, schreiben wir mitunter�� anstelle von��;z.
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Kapitel 3

Äußere Algebren und Kalküle höherer
Ordnung

In diesem Kapitel stellen wir zunächst die drei bekannten Möglichkeiten vor, zu einem kovarian-
ten Differentialkalkül erster Ordnung eine äußere Algebra und damit einen differentiellen Kom-
plex zu konstruieren. Dies sind Woronowicz’ äußere Algebra, die quadratische und die univer-
selle äußere Algebra. Einfache Hilfssätze zu universellen Differentialkalkülen werden bereitge-
stellt. Mit Hilfe der Dualität von�L undX konnte eine Methode gefunden werden, die Größe des
Raumesu�^2L der linksinvarianten universellen 2-Formen zu bestimmen.Die ersten Hauptre-
sultate dieses Kapitels sind die Theoreme 3.11 und 3.12. Hier werden die Poincaré-Reihen von
Woronowicz’ äußeren Algebren (links- und biinvariante Formen) zu den Standardkalkülen auf
den Quantengruppen der A-Serie angegeben. Es wird gezeigt,dass die biinvarianten Formen
eine graduiert kommutative Algebra bilden. Biinvariante Formen sind geschlossen, und ver-
schiedene biinvariante Formen repräsentieren verschiedene de-Rham-Kohomologieklassen. Als
entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis der Poincaré-Reihen werden im Abschnitt 3.3 Iwahori-
Hecke-Algebren benutzt. Die Resultate aus Abschnitt 3.3.2sind neu und speziell auf die Ver-
einfachung von Woronowicz’ Antisymmetrisator zugeschnitten. Abschnit 3.4 enthält bekannte
aber auch neue Sätze (Lemma 3.26 und Satz 3.30) zur Kodarstellungstheorie von Koordinaten-
hopfalgebren. Die Beweise des ersten Hauptresultates werden dann abgeschlossen.

Das zweite Hauptresultat dieses Kapitels, Theorem 3.13, stellt Größenvergleiche zwischen den
drei verschiedenen äußeren Algebren an. Relativ einfach ist der Vergleich von Woronowicz’
äußerer Algebra und der quadratischen äußeren Algebra. Er stützt sich im Wesentlichen auf die
Dualität vons�L̂ und der Spiegelungsgleichungsalgebra im Sinne von quadratischen Algebren.
Der Vergleich von quadratischer und universeller äußererAlgebra geschieht in drei Schritten.
Im ersten Schritt wird gezeigt, dass die zwei (im Falle der A-Serie) bzw. drei (im Falle der B-,
C- und D-Serien) biinvarianten Elemente von�
2 bereits den gesamten Kern des Antisymme-
trisatorsA2 als Unter-Hopf-Bimodul erzeugen. Im zweiten Schritt wird gezeigt, dass gewisse
biinvariante Elemente von�
2 im Unter-Hopf-BimodulS(R) liegen. Im Falle der A-Serie mitN � 3 ist das Ziel hiermit schon erreicht. Für die orthogonalen und symplektischen Quanten-
gruppen und für den AusnahmefallN = 2 bei der A-Serie wird im dritten Schritt gezeigt, dass
der biinvariante 2-Tensor�0 nicht in S(R) liegt. Mit diesen drei Eigenschaften lässt sich der
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Vergleich vonu�^ unds�^ vollziehen.

3.1 Äußere Algebren über Hopf-Bimoduln

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen für eine Theorieder Differentialkalküle höherer
Ordnung auf Quantengruppen gelegt. Wir werden sehen, dass die Tensoralgebra über einem
Hopf-Bimodul eine Super-Hopf-Struktur trägt, die sich auch auf die äußeren Algebren vererbt,
vergleiche auch [10,15] oder [62, Abschnitt 13.2].

Es sei� ein Hopf-Bimodul. Wir setzen�
0 := A, �
1 := � , �
n := � 
A � � � 
A � (n
Faktoren) und�
 := Ln2N0 �
n. Nach dem Ergebnis des vorigen Abschnitts sind dann die
Räume�
 und�
n, n 2 N0 ebenfalls Hopf-Bimoduln. Außerdem ist�
 in natürlicher Weise
eineN0-graduierte Algebra.

Definition 3.1 Eine Super-Hopfalgebraist eineN0-graduierte AlgebraA = Ln2N0 An, so
dass die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) A ist eine graduierte Koalgebra, d. h.,A ist eine Koalgebra mit�(An) � Mi+j=nAi 
Aj für alle n 2 N0
und"(An) = f0g für n � 1.
(ii) Das Koprodukt� : A! A
A und die Koeins" : A! C sind graduierte Algebrenhomo-
morphismen. Dabei ist das Produkt inA
A gegeben durch(a
 b) � (
 d) := (�1)kna
 bd;
wobeib 2 Ak,  2 An unda; d 2 A.

(iii) Es gibt eine lineare AbbildungS : A! Amit S(An) � An, welche die Antipodenbeding-
ungen einer Hopfalgebra erfüllt.

Man kann zeigen, dass für den AntipodenS einer Super-Hopfalgebra stets giltS(b) = (�1)knS()S(b) mit b 2 Ak und 2 An. (3.1)

Wir zitieren [62, Proposition 13.7]:

Satz 3.1 DieN0-graduierte Algebra�
 ist eine Super-Hopfalgebra, wobei die Strukturabbil-
dungen�
, "
 undS
 die Strukturabbildungen vonA fortsetzen und für � 2 � durch�
(�) = �L(�) +�R(�); "
(�) = 0; (3.2)S
(�) = �S(�(�1))�(0)S(�(1)) (3.3)

gegeben sind.
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3.1.1 Dieäußeren AlgebrenW�^ und s�^
Wir bezeichnen mit Sk die symmetrische Gruppe der Mengef1; : : : ; kg. Es seisi = (i; i + 1) 2 Sk, i = 1; : : : ; k � 1 die Transposition, diei und i + 1 miteinander ver-
tauscht. Dann kann jede Permutationw 2 Sk, w 6= 1 in der Formw = si1 � � � sir mit gewissenin 2 f1; : : : ; k� 1g, r 2 N geschrieben werden. Das kleinstmöglicher heißtLängevonw und
wird mit `(w) bezeichnet. Jede Darstellung vonw als Produkt voǹ(w) Transpositionensi heißt
reduzierte Zerlegungvonw. Wir benutzen die folgende elementare Eigenschaft der symmetri-
schen Gruppe, vergleiche etwa [13]:`(wsi) 2 f`(w)� 1; `(w) + 1g, w 2 Sk, i = 1; : : : ; k � 1.
Die Elemente der MengeCi;k�i = fp 2 Sk j p(m) < p(n) für 1 � m < n � i undi+ 1 � m < n � kg
werdenSchiebepermutationen(engl. shuffle permutation) genannt. Jede Permutationp 2 Sk
gestattet eine eindeutige Zerlegungp = p1p2p3 mit p1 2 Ci;k�i, wobeip2 2 Sk undp3 2 Sk die
Elementei + 1; : : : ; k bzw.1; : : : ; i unverändert lassen. Außerdem gilt`(p) = `(p1) + `(p2) +`(p3).
Anheben in Artins Zopfgruppe.Die ZopfgruppeBk ist die von den Generatorenb1; : : : ; bk�1 und
den Relationen bibi+1bi = bi+1bibi+1; i = 1; : : : ; k � 2; (3.4)bibj = bjbi; ji� jj � 2: (3.5)

erzeugte Gruppe. Die Abbildungbi 7! si definiert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
vonBk aufSk. Umgekehrt ordnen wir jeder reduzierten Zerlegungw = si1 � � � sir das Zopfgrup-
penelementbw = bi1 � � � bir zu. Wegen (3.4) und (3.5) hängt diese Zuordnungbw nicht von der
Wahl der reduzierten Zerlegungsi1 � � � sir ab. Ferner giltbvw = bvbw, falls `(vw) = `(v)+`(w).
Dies ist insbesondere auf die Schiebezerlegung einer Permutationw anwendbar:w = p1p2p3
liefert bw = bp1bp2bp3 . In der GruppenalgebraCBk definieren wir nun den Antisymmetrisator
und die den Schiebepermutationen zugeordneten Zopfsummen:Ak = Xw2Sk sgn(w)bw; (3.6)Ai;k�i = Xw2Ci;k�i sgn(w)bw; Bi;k�i = Xw�12Ci;k�i sgn(w)bw: (3.7)

Aufgrund der Schiebezerlegung erhalten wir für1 � i < k,A1 = 1:Ak = Ai;k�i(Ai 
Ak�i) und Ak = (Ai 
Ak�i)Bi;k�i: (3.8)

Insbesondere gilt A1;i = 1� b1 + b2b1 � � � �+ (�1)ibi � � � b1;Ai;1 = 1� bi + bi�1bi � � � �+ (�1)ib1 � � � bi;B1;i = 1� b1 + b1b2 � � � �+ (�1)ib1 � � � bi;Bi;1 = 1� bi + bibi�1 � � � �+ (�1)ibi � � � b1: (3.9)
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Ferner rechnet man leicht nach, dass die folgenden Rekursionsbeziehungen füri � 1 gelten:A1;i = id�(id
A1;i�1)b1; Ai;1 = id�(Ai�1;1 
 id)bi;B1;i = id�b1(id
B1;i�1); Ai;1 = id�bi(Bi�1;1 
 id): (3.10)

Mit wÆ bezeichnen wir das längste Wort inSk. Diese Permutation bildet das Tupel(1; : : : ; k)
auf das Tupel(k; : : : ; 1) ab. Für eine reduzierte Zerlegungw = sn1 � � � snr definieren wirw =sn1 � � � snr , wobein = k � n. Offenbar hängtw nicht von der Wahl der reduzierten Zerlegung
ab. WegensnwÆ = wÆsk�n und`(w) = `(w) hat manbwbwÆ = bwÆbw und AkbwÆ = bwÆAk: (3.11)

Wir kommen nun zu Woronowicz’ Konstruktion [111, Proposition 3.1] der äußeren Algebra. Es
sei� die Zopfung des bikovarianten Bimoduls�
A� . Füri = 1; : : : ; k�1 definieren wir einen
Automorphismus�i des Hopf-Bimoduls�
k durch�i = id
 � � � 
 � 
 � � � 
 id, wobei die
Zopfung� an der Stelle(i; i+1) des Tensorproduktes�
k wirkt. Da� die Zopfrelation erfüllt,
genügen die Automorphismen�1; : : : ; �k�1 den erzeugenden Relationen der ZopfgruppeBk.
Daher gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismusx 7! (x) von Bk in die Auto-
morphismen von�
k, derbi auf �i abbildet. Wir schreiben kurz�w = (bw), w 2 Sk für den
der Permutationw entsprechenden Automorphismus von�
k. Der Homomorphismus lässt
sich auf die GruppenalgebraCBk fortsetzen und nimmt dann Bilder in den Endomorphismen
von �
k an. Wir setzenAk = (Ak), Ai;k�i = (Ai;k�i) undBi;k�i = (Bi;k�i). Der En-
domorphismusAk heißtWoronowicz’ Antisymmetrisatorvon�
k. Die obigen Konstruktionen
sind für alle Darstellungen der ZopfgruppenalgebraCBk möglich. Ersetzt man überall� durch��1, so erhält man ebenfalls eine wohldefinierte Darstellung.Da wir im folgenden beide Arten
von Operatoren benötigen, schreiben wirA�k , A�i;j undB�i;j wenn wir mit��1 arbeiten.
Wegen (3.8) istWJ := Lk�2 kerAk ein zweiseitiges Ideal und ein Hopf-Bimodul. Folg-
lich ist W�^ = �
=WJ eineN0-graduierte Algebra und ein Hopf-Bimodul. Wir nennenW�^ =Lk�0 W�^k Woronowicz’äußere Algebrazum gegebenen Hopf-Bimodul� . Anstelle
des IdealsWJ kann man auch das vonkerA2 erzeugte IdealsJ := hker(I � �)iIdeal der Ten-
soralgebra�
 betrachten. Wir nennens�^ := �
=sJ = Lk�0 s�^k die quadratischëaußere
Algebra. Wegen (3.8) giltsJ � WJ. Daher istW�^ ein Quotient vons�^. Natürlich sind sowohlW�^ als auchs�^ Algebren und Hopf-Bimoduln. Darüber hinaus erben sie auchdie Super-
Hopf-Struktur von�
. Wir zitieren das entsprechende Resultat aus [62, Teilabschnitt 13.2.2].

Satz 3.2 Es sei� ein Hopf-Bimodul mit der kanonischen Zopfung� von�
2. Dann sind Woro-
nowicz’ äußere AlgebraW�^ und die quadratischëaußere Algebras�^ N0-graduierte Super-
Hopfalgebren.

Da�
k ein freier linkerA-Modul ist, können wir die Räume(�
k)L und�L
 � � �
�L (k Fak-
toren) miteinander identifizieren.
Im nächsten Satz zeigen wir, dass die Wirkung des AntipodenS auf biinvariantenk-Tensoren
(bzw.k-Formen) bis auf das Vorzeichen mit der Wirkung des längsten Wortes übereinstimmt.
Es seif�ig eine Vektorraumbasis von�L. In der Notation von Theorem 2.11 sei bezüglich dieser
Basis� = (v;f). Dann bilden die Elemente�i =Pj �jS(vji ) eine lineare Basis von�R, wobei�i =Pj �jvji gilt, siehe [111, (2.38)].
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Satz 3.3 Es seiA eine Hopfalgebra und� ein Hopf-Bimodul̈uberA mit der Zopfung�. Es
bezeichneS den Antipoden derN0-graduierten Super-Hopfalgebra�
. Dann gilt f̈ur alle biin-
varianten Elemente� 2 �
kInv , k � 2:S(�) = (�1) 12k(k+1)�wÆ(�): (3.12)

Dabei istwÆ das l̈angste Wort inSk und�wÆ der entsprechende Hopf-Bimodul-Automorphismus
von�
k. Die Gleichung gilt auch f̈ur � 2 W�^kInv .

Beweis. (a) Wir summieren über doppelt auftretende Multiindizes. Für einen Multiindex~{ = (i1; : : : ; ik) bezeichne
 { = (ik; : : : ; i1) die umgekehrte Indexfolge. Ferner schreiben wir�~{ für das Produkt�i1
A � � �
A�ik , entsprechend bedeutet� | := �jk
A � � �
A�j1. Aufgrund

von [62, Proposition 13.8] giltS(�~{) = (�1) 12k(k+1)� { .
(b) Mit Hilfe vollständiger Induktion überk wird nun gezeigt, dass für allek � 2� | v ~|~{ = �wÆ(�~{) (3.13)

gilt. Wegen�jvji = �i, �i / a = f in(a)�n und (2.25), erhalten wir�j2 
A �j1vj1i1 vj2i2 = �j2 
A �i1 vj2i2 = �j2vj2x f i1y (vxi2)
A �y = �xyi1i2�x 
A �y = �(�i1 
A �i2):
Damit ist (3.13) fürk = 2 gezeigt. Die Gleichung gelte fürk. Wir wollen sie fürk + 1 bewei-
sen. Es seiw0Æ das längste Wort inSk+1, nämlichw0Æ = s1s2 � � � skwÆ. Da `(w0Æ) = k + `(wÆ)
gilt, kann man diese Gleichung zu einer Gleichung in der Zopfalgebra anheben. Folglich ist�w0Æ = �1 � � ��k�wÆ. Wegen (2.20) und (2.25) erhalten wir�ivnj = �xyij vnx �y. Benutzt man dies
mehrmals, so erhält man �~| vji = (�1 � � ��k)n~n~| i vjn �~n: (3.14)

Mit der Induktionsvoraussetzung, Gleichung (3.14) und derobigen Rekursion für�w0Æ erhalten
wir �j 
A � | v~|~{ vji = �j(�wÆ)~|~{ 
A �~| vji = �j(�wÆ)~|~{(�1 � � ��k)n~n~| i vjn 
A �~n= �jvjn(�w0Æ)n~n~{ i 
A �~n=(�w0Æ)n~n~{ i �n 
A �~n=�w0Æ(�~{ 
A �i);
was (3.13) beweist.
(c) Es sei� = �~{ �~{ 2 �
kInv mit �~{ = (�i1 ; : : : ; �ik) 2 Ck. Mit Hilfe der Resultate aus (a) und
(b) erhalten wir wegen�
 1 = �(0) 
 �(1)S(�) = S(�(0))�(1) = S(�~{ �~|) v~|~{ = �~{ S(�~|)v~|~{= (�1) 12k(k+1)�~{ � | v~|~{ = (�1) 12k(k+1)�~{ �wÆ(�~{) = (�1) 12k(k+1)�wÆ(�):
Damit ist der erste Teil bewiesen. (d) WegenS(kerAk) � kerAk, siehe [62, Proposition 13.10]
und�wÆ(kerAk) � kerAk nach (3.11), sind sowohl der AntipodeS als auch der Automorphis-
mus�wÆ auf dem QuotientenW�^k wohldefiniert.
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3.1.2 Differentialkalküle höherer Ordnung

Definition 3.2 (i) Eine Differentialalgebra über A ist eineN0-graduierte Algebra�^ =Ln�0 �^n mit �^0 = A zusammen mit einer linearen Abbildungd: �^ ! �^ vom Grad1,
so dassd2 = 0 gilt, undd die graduierte Leibnizregeld(�1�2) = d�1��2 + (�1)n�1�d�2; für �1 2 �^n und �2 2 �^
erfüllt. Das Produkt in�^ wir mitunter mit^ bezeichnet.
(ii) Gilt zusätzlich �^n = A�dA � � �dA (n Faktoren),n 2 N, so nennen wir�^ einen
Differentialkalk̈ul.
(iii) Ein Differentialkalkül �^ heißt bikovariant, falls es lineare Abbildungen�L : �^ ! A
 �^ und�R : �^ ! �^ 
A vom Grad Null gibt, so dass
(a) �L�A = �R�A = �,
(b) (�^; �L; �R) ist ein Hopf-Bimodul und
(c) �L(d�) = (id
d)�L(�) sowie�R(d�) = (d
 id)�R(�) für alle� 2 �^.

Ein Differentialkalkül heißtinnerer Differentialkalk̈ul, falls es eine1-Form� 2 �^1 derart gibt,
dassd� = �� � (�1)n�� für alle� 2 �^n.
Es seien(�î ; di), i = 1; 2 Differentialalgebren überA. Dann ist(�1̂ 
�2̂ ; d
) eine Differen-
tialalgebra überA, falls das Produkt in�1̂ 
�2̂ durch(!1 
 !2)(�1 
 �2) = (�1)ij !1�1 
 !2�2; !2 2 �^i2 , �1 2 �^j1 , !1 2 �1̂ , �2 2 �2̂
und das Differentiald
 durchd
(!1 
 !2) = d1!1 
 !2 + (�1)i!1 
 d2!2; !1 2 �^i1 ; !2 2 �2̂
gegeben sind.

Definition 3.3 Eine differentielle Hopfalgebraist sowohl eine Differentialalgebra mit einem
Differential d als auch eineN0-graduierte Super-Hopfalgebra mit einem Koprodukt�. Beide
Strukturen müssen wie folgt miteinander verträglich sein: d
� = �d.

Die äußeren AlgebrenW�^, s�^ undu�^ sind sämtlich differentielle Hopfalgebren, siehe [62,
Theorem 14.17 und Theorem 14.18].

3.1.3 Der universelle linkskovariante Kalkül

In diesem Abschnitt sei� ein linkskovarianter DKEO überA undR sein assoziiertes Rechts-
ideal. Wir wollen hier eine dritte Möglichkeit angeben, eine äußere Algebra zu konstruieren, die� als ihre homogene Komponente vom Grad Eins enthält. Die ersten beiden Konstruktionen,
Woronowicz’ äußere Algebra und die quadratische äußere Algebra, funktionieren für beliebi-
ge Hopf-Bimoduln – es ist kein Differential vonnöten. Die anstehende Konstruktion hingegen
benötigt einen linkskovarianten Differentialkalkül� . Hierbei werden jedoch die rechte Kovari-
anz bzw. eine Zopfung nicht gebraucht.
Bevor wir zur Definition des universellen linkskovariantenKalküls kommen, erwähnen wir
die Maurer-Cartan-Formel, die als Ausgangspunkt der Definition fungiert, siehe [62, Propo-
sition 14.13].
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Satz 3.4 Es sei�^ =Lk�0 �^k ein linkskovarianter Differentialkalk̈ul über der HopfalgebraA, dann gilt f̈ur alle a 2 A d!(a) = �!(a(1)) ^ !(a(2)): (3.15)

Was für die linkskovarianten KalküleersterOrdnung die!-Abbildung ist, ist für die Kalküle
höherer Ordnung die folgendeS-Abbildung. Die AbbildungS : A ! �L 
 �L sei gegeben
durch S(a) = !(a(1))
 !(a(2)): (3.16)

Wegen!(r) = 0 für r 2 R folgt aus (3.15), dass für aller 2 R die GleichungS(r) = 0 gilt.
In [62, Teilabschnitt 14.3.3] wurde gezeigt, dass diese Bedingung die einzige Restriktion für die
Konstruktion eines Differentialkalküls höherer Ordnung ist, der� als Differentialkalkül erster
Ordnung enthält.

Definition 3.4 Es sei� ein linkskovarianter DKEO überA undR sein assoziiertes Rechtsideal.
Ferner seiuJ das von den ElementenS(r), r 2 R erzeugte Ideal in der Tensoralgebra�
. Dann
heißt u�^ := �
=uJ = Lk�0 u�^k die universelleäußere Algebraoder auchuniverseller
Differentialkalk̈ul zum linkskovarianten Differentialkalkül erster Ordnung� .

Bemerkung 3.1 (i) Diese Konstruktionsmethode des universellen Kalkülszu einem gegebenen
linkskovarianten DKEO wurde bereits von Woronowicz in der Arbeit [110] für den3D-Kalkül
aufSUq(2) verwendet. Dort ist auch die de-Rham-Kohomologie des3D-Kalküls berechnet wor-
den, die mit der klassischen de-Rham-Kohomologie der kompakten Lie-GruppeSU(2) überein-
stimmt.

(ii) Ist � bikovariant, so istu�^ eine N0-graduierte Super-Hopfalgebra, vgl. [62, Theo-
rem 14.18]. 2
Wir erwähnen noch einige Eigenschaften der AbbildungS. Die Aussage (i) ist in [62, Lem-
ma 14.15] bewiesen und (ii) folgt sofort aus (2.32).

Lemma 3.5 (i) Es sei� ein linkskovarianter DKEÖuberA undR sein assoziiertes Rechts-
ideal. Dann gilt f̈ur alle r 2 R unda 2 AS(ra) = S(r) / a = S(a(1)) S(r) a(2): (3.17)

(ii) Es sei� ein bikovarianter DKEÖuberA mit assoziiertem RechtsidealR und der rechten
Kowirkung�R. Dann gilt aufA �R S = (S
 id)AdR: (3.18)

Wir geben nun einige neue Formeln für das Rechnen mitS an, die im Anhang noch benötigt
werden.



42 3 Äußere Algebren und Kalküle höherer Ordnung

Lemma 3.6 Es sei� ein linkskovarianter DKEO undR sein assoziiertes Rechtsideal.
(i) Für alle a; b 2 A undr 2 R geltenS(ab) = S(a) / b + (!(a) / b(1))
 !(b(2)) + !(b(1))
 (!(a) / b(2)) + "(a)S(b);S(rb) = S(r) / b: (3.19)

(ii) Ist darüber hinaus� ein innerer Kalk̈ul mit da = � a�a �, so gilt f̈ur alle a 2 A undr 2 RS(a) = (�
�) / a� � 
 (� / a)� (� / a)
 � + "(a)� 
 �;S(r) = (�
�) / r: (3.20)

Beweis. (i) folgt sofort aus der Definition vonS sowie (2.29). Beim Beweis von (ii) benutzt
man zusätzlich (2.31).

Das folgende Lemma stellt ein sehr nützliches Kriterium dar, die Dimension des Raumesu�^2L
der linksinvarianten 2-Formen des universellen Kalküls zu bestimmen. Für die Kalküles�^ undW�^ ist dies meist kein Problem, dadim s�^2L = dimW�^2L = rg(I��). Die Spektralzerlegung
von� sowie die Größe der zugehörigen Eigenräume hat man aber im Allgemeinen gut im Griff.

Lemma 3.7 Es seiA eine Hopfalgebra,� ein linkskovarianter DKEOüber A mit dem
Quanten-TangentialraumX undu�^ der universelle Differentialkalk̈ul über� . Dann giltdim u�^2L = dimfT 2 X
 X jm(T ) 2 Xg;
wobeim: X
 X! AÆ die Multiplikationsabbildung ist.

Beweis. Wir benutzen den folgenden Fakt, der aus der linearen Algebra bekannt ist: Es seiB : V �W ! C eine nicht ausgeartete Bilinearform undU ein Teilraum vonV . Dann ist auch
die induzierte PaarungB : V=U � U? ! C mit U? = fw 2 W jB(u; w) = 0; u 2 Ug
nicht ausgeartet. Nach Lemma 2.16 ist die vonh�; �i induzierte Bilinearform auf�L
�L�X
X
nicht ausgeartet. Wendet man die obige Tatsache auf den TeilraumU = S(R) an, so erhält man,
dass die Paarungu�^2L � U? ! C nicht ausgeartet ist. Insbesondere giltdim u�^2L = dimU?.
Es seiT = �ijXi
Xj 2 U?. Unter Beachtung von Lemma 2.16 erhält man für aller 2 R:0 = hS(r); T i = h!(r(1))
!(r(2)); �ijXi
Xji = �ijXi(r(1))Xj(r(2)) = m(T )(r):
Trivialerweise istm(T )(1) = 0 und somitm(T ) 2 X. Folglich istU? = m�1(X), das Urbild
vonX. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 3.2 (i) Es sei� ein bikovarianter DKEO. Insbesondere ist� ein Hopf-Bimodul
mit einer Zopfung�. Da für lineare Abbildungenf immer (ker f)? = im f t gilt, lässt sich
die Bilinearform�L
�L � X
X ! C auch zu einer nicht ausgearteten Bilinearforms�^2L �
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X) ist. Außerdem istAt2 die zuA2�(�L 
 �L)
duale lineare Abbildung.
(ii) Es sei� ein bikovarianter DKEO. WegenS(R) � kerA2 gilt m�1(X) � imAt2. Im Allge-
meinen gilt jedoch nichtm�1(X) = imAt2 wie etwa im Falle der orthogonalen und symplekti-
schen Quantengruppen. 2
Die Frage nach der Größe des Raumes der linksinvarianten2-Formen des universellen Kalkülsu�^2L wollen wir für die QuantengruppenGq und ihre Standardkalküle��;z beantworten. Dabei
arbeiten wir mit der oben angegebenen dualen Paarung und bestimmen den Raumm�1(X).
Lemma 3.8 Es seienV ein rechterA-Komodul,W ein rechterAÆ-Modul undh�; �i : V�W !C eine nicht ausgeartete Bilinearform. Ferner gelte für alle v 2 V , w 2 W undf 2 AÆ:hv; w � fi = hv(0)f(v(1)); wi:
Dann gilt: IstP 2 Mor(V ) ein Morphismus vonA-Komoduln, so istP t 2 Mor(W ) ein Mor-
phismus vonAÆ-Moduln. IstP darüber hinaus idempotent, dann ist die Einschränkung der
Bilinearform aufimP � imP t ebenfalls nicht ausgeartet.

Beweis. WegenP 2 Mor(V ) gilt Pv(0) 
 v(1) = (Pv)(0) 
 (Pv)(1) für v 2 V . Somit gilt für
allev 2 V , w 2 W undf 2 AÆ:hv; P tw � fi = hv(0)f(v(1)); P twi= hPv(0)f(v(1)); wi= h(Pv)(0)f((Pv)(1)); wi= hPv; w � fi= hv; P t(w � f)i:
Da die Paarung nicht ausgeartet ist, folgt die erste Behauptung.
Sei P nun zusätzlich idempotent. Es seiv0 2 imP , alsov0 = Pv0. Angenommen, es ist0 = hv0; P twi für allew 2 W . Dann gilt0 = hPv0; P twi = hP 2v0; wi = hv0; wi:
Da die Bilinearformh�; �i nicht ausgeartet ist, folgtv0 = 0. Ähnlich zeigt man, dass auch der
Bildraum vonP die Punkte des Bildraumes vonP t trennt.

Es seiB ein rechterAÆ-Modul bezüglich der rechtsadjungierten Wirkung/ . Wir setzenB0 := fb 2 B j b / f = "(f)b; f 2 AÆg und nennen diese Elemente/ -invariant.

Folgerung 3.9 Es seiA eine Hopfalgebra und� ein bikovarianter DKEOüberA mit dem
Quanten-TangentialraumX. Ferner seiP 2 Mor(�R) idempotent. Dabei bezeichne�R die
rechte Kowirkung vonA auf einem der R̈aume�L 
 �L, u�^2L bzw.s�^2L .
Dann istimP ein�R-invarianter Teilraum von�L 
 �L, u�^2L bzw. vons�^2L undimP t ist ein/ -invarianter Teilraum vonX
X,m�1(X) bzw. vonX^X. Die Einschr̈ankung der Bilinearform
auf imP� imP t ist nicht ausgeartet.
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Beweis. Nach (3.18) istS(R) ein�R-invarianter Teilraum von�L 
 �L, und(kerA2)L ist �R-
invariant, da� eine Bikomodul-Abbildung ist. Beachtet man (2.33), so erh¨alt man für alle� 2 �L, f 2 AÆ undX 2 X h�(0)f(�(1)); Xi = h�;X / fi:
Diese Identität lässt sich fortsetzen auf� 2 �L 
 �L und X 2 X 
 X. Hieraus folgt die/ -Invarianz vonX ^ X undm�1(X). Somit ist das obige Lemma in unserer Situation anwend-
bar.

Unser nächstes Ziel ist es, den universellen Differentialkalkül mit der quadratischen äußeren
Algebra zu vergleichen. Letztere ist offensichtlich ein Quotient vonu�^ aufgrund der Univer-
salitätseigenschaft. Wir lassen mitunter das Zeichen^ weg und schreiben�1 �2 anstelle von�1^�2, wenn wir in einem Differentialkalkül�^ arbeiten. Es stellt sich heraus, dass die biinva-
riante2-Form�2 eine entscheidende Rolle bei der Frage spielt, ob die oben genannten Algebren
übereinstimmen oder nicht. Im folgenden Lemma tragen wir einige Eigenschaften von�2 zu-
sammen.

Lemma 3.10 Es sei� ein bikovarianter innerer DKEÖuberA mit da = � a � a �, a 2 A,
und�^ sei ein bikovarianter Differentialkalk̈ul überA, der� als Komponente ersten Grades
entḧalt.
(i) Für a 2 A gilt dann: �2 / a = "(a)�2 + �!(a) + !(a)� � d!(a); (3.21)(d�) / a = "(a)d� + �!(a) + !(a)� � d!(a): (3.22)

(ii) Falls d� = 2�2, dann ist�2 zentral in�^.
(iii) Gilt a �2 = �2 a für alle a 2 A, dann ist�^ ein innerer Differentialkalk̈ul mitd� = � �� (�1)n� �; für � 2 � n (3.23)

und�2 ist zentral in�^.
Beweis. (i) Wegen (2.31) und (3.15) gilt�2 / a = � / a(1)(� / a(2))= ("(a(1))� + !(a(1)))("(a(2))� + !(a(2)))= "(a)�2 + �!(a) + !(a)� � d!(a):
Benutzt mand� b = d(�b) + � db, � b = b � + db, (2.31) und (3.15), so erhält mand� / a = S(a(1))d� a(2)= S(a(1))(d(� a(2)) + � da(2))= S(a(1)) d(a(2) � + da(2)) + S(a(1)) � a(2)S(a(3))da(4)= S(a(1))(da(2) � + a(2)d �) + ("(a(1))� + !(a(1)))!(a(2))= !(a) � + "(a) d� + � !(a)� d!(a):
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(ii) Multipliziert man Gleichung (3.21) mit2 und subtrahiert Gleichung (3.22), so erhält man0 = �!(a)+!(a)�� d!(a) bzw.d!(a) = � !(a)+!(a) �. Setzt man dies in (3.21) ein, so hat
man �2 / a = "(a)�2; was äquivalent zu �2a = a�2 ist. (3.24)

Wir zeigen, dass�2 mit allen Elementen aus� vertauscht. Es seien� 2 � undai; bi 2 A so
gewählt, dass� = ai dbi. Dann gilt wegen (3.24), und da� ein innerer DKEO ist,�2 � = �2 ai(� bi � bi �) = ai(� bi � bi �) �2 = � �2:
Da�^ von den Elementen ausA und� als Algebra erzeugt wird, ist�2 in �^ zentral.

(iii) Den Beweis vond� = � � � (�1)n� � führen wir durch vollständige Induktion über den
Gradn der Form� 2 �^n. Für n = 0 ist die Bedingung erfüllt aufgrund der Definition des
Differentialkalküls erster Ordnung. Angenommen, die Formel gilt für n � 1. Zu � existieren�i 2 �^n�1 undbi 2 A, so dass� = �i dbi. Nach Induktionsvoraussetzung und wegen�2 bi =bi �2 für alle bi gilt dannd� = d�i dbi = � �i dbi � (�1)n�1�i � (�bi � bi�)= � �� (�1)n(�i �bi � � �ibi � �)= � �� (�1)n�i dbi �= � �� (�1)n� �:
Damit ist der Induktionsbeweis erbracht. Wendet man auf dieobige Gleichung noch einmald
und (3.23) an und beachtetd2� = 0, so ergibt sich�2 � = � �2, und damit ist�2 zentral in�^2.
3.2 Größenvergleich deräußeren Algebren

In diesem Abschnitt präsentieren wir das erste Hauptresultat der Arbeit. Für die bikovarianten
Standarddifferentialkalküle bestimmen wir die Größen der linksinvarianten und biinvarianten
äußeren Algebren im Falle von Woronowicz’ Konstruktion und für die Quantengruppen der A-
Serie. Für alle vier Serien vergleichen wir die quadratische äußere Algebra mit der universellen
äußeren Algebra.

Als Poincaŕe-Reiheder graduierten AlgebraB = L1k=0Bk (mitunter auch Hilbert-Reihe ge-
nannt) bezeichnen wir die PotenzreiheP (B; t) = 1Xk=0 dim(Bk)tk:
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3.2.1 Resultate für die Quantengruppen der A-Serie

Theorem 3.11 Es seiA eine der HopfalgebrenO(SLq(N)) bzw.O(GLq(N)), q sei transzen-
dent und� = ��;z mit � 2 f+;�g, wobeiz ein � -zulässiger Parameter sei. MitW�L̂ be-
zeichnen wir die Unteralgebra der linksinvarianten Elemente von Woronowicz’̈außerer Alge-
bra W�^.
Dann lautet die Poincaŕe-Reihe vonW�L̂P (W�L̂ ; t) = (1 + t)N2 ;
das heißt,dim(W�^kL ) = �N2k � für alle k 2 N0. Insbesondere gibt es, bis auf skalare Vielfache,
genau eine linksinvariante Form vom maximalen GradN2.
Bemerkung 3.3 (i) Ein Vergleich mit der klassischen Situation ist hier am Platze. Die angege-
bene Poincaré-Reihe stimmt mit der Poincaré-Reihe der Algebra der linksinvarianten Formen
aufU(N) bzw.GL(N;R) überein, da der klassische Differentialkalkül die DimensionN2 hat.
Für die klassischen Lie-GruppenSU(N) undSL(N;R) entfällt in der Poincaré-Reihe ein Fak-
tor 1 + t.
(ii) Offenbar sind die Definitionen der AlgebrenW�L̂ nur von der Zopfung� abhängig. Die
Matrix von� hängt beim Kalkül��;z aufGLq(N) bzw.SLq(N) nicht vonz ab und auch nicht
von der Wahl der QuantengruppeGLq(N) oderSLq(N), wohl aber vonN .

(iii) Für SLq(2) und deren4-dimensionale bikovariante Differentialkalküle ersterOrdnung wur-
de die Poincaré-Reihe der Algebras�L̂ von Grießl [36] bestimmt. 2
Theorem 3.12 Es seienA, q und� wie im Theorem 3.11. MitW�Înv bezeichnen wir die Unter-
algebra der biinvarianten Elemente vonW�^. Dann gilt

(i) P (W�Înv; t) = (1 + t)(1 + t3) � � � (1 + t2N�1):
(ii) Für !k 2 W�^kInv und!n 2 W�^nInv gilt!k ^ !n = (�1)kn !n ^ !k:
(iii) Für ! 2 W�Înv gilt d! = 0.
(iv) Verschiedene biinvariante Formen repräsentieren verschiedene de-Rham-
Kohomologieklassen.

Bemerkung 3.4 Nach (i) ist die Dimension vonW�^kInv gleich der Anzahl der Partitionen vonk in die Summe von paarweise verschiedenen ungeraden natürlichen Zahlen, kleiner gleich2N � 1. Diese Zahl ist auch gleich der Anzahl der symmetrischen Partitionen� vonk, also mit� = �0 wobei�1 � N . Die linksinvariante Form vom maximalen GradN2 ist sogar biinvariant.2
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Wir setzen in Anlehnung an die Notation in [92]x = qN+1s = q�2 + q�4 + � � �+ q�2N ; (3.25)s0+ = x � q�2 + 1; s0� = x � q�2N + q�2N�2;n�;z = z��s0� � x
und nennen den Parameterwertz des Kalküls��;z generisch, falls n�;z 6= 0.

Theorem 3.13 Es seienA, q und� wie im Theorem 3.11. Mitu�^ unds�^ bezeichnen wir die
universelle bzw. die quadratischeäußere Algebräuber� .
Dann sind die folgenden differentiellen Hopfalgebren zueinander isomorph:

(i) s�^ �= W�^:
(ii) u�^ �= s�^ für N � 3, n�;z 6= 0, sowie f̈ur N = 2, � = + mitz 62 fq;�q; (q4 + 1)=(q2 + 1)g.
(iii) s�^ �= u�^=(�2) für N = 2, � = + undz2 = q2.

Im Fall (iii) ist �2 zentral, und der universelle Differentialkalkül ist ein innerer Kalk̈ul.

Bemerkung 3.5 (i) Für die Quanten-Super-GruppeGLq(mjn) und den Kalkül��;1 wurde die
Isomorphieu�^ �= s�^ in der Arbeit [66, Abschnitt 5.3] gezeigt.
(ii) Da im FalleN = 2 die Kalküle�+;z und��;z isomorph sind, genügt es�+;z zu betrachten.
Im FalleSLq(2) entsprechen die Parameterwertez = q undz = �q dem4D+-Kalkül bzw. dem4D�-Kalkül, die in [111] definiert wurden.
(iii) Die Kalküle s�^ und W�^ sind ebenfalls innere Kalküle, da�2 = 0, vergleiche auch
Lemma 3.10 (iii). 2
3.2.2 Resultate für die Quantengruppen der B-, C- und D-Serien

Wir formulieren nun das Theorem 3.13 entsprechende Resultat für die Quantengruppen der or-
thogonalen und symplektischen Serien. In diesem Fall betrachten wir die Kalküle�+ := �+;1
und �� := �+;�1. Wegen der Isomorphie der Kalküle�+;z und ��;z, gilt insbesondereX+0 = X�0 .

Theorem 3.14 Es seiA eine der HopfalgebrenO(Oq(N)) oderO(Spq(N)) mit N � 3 undq sei keine Einheitswurzel. Es sei� einer der beiden bikovarianten DKEO�� überA und2s + (q � q�1)(r � r�1) 6= 0 im Falle von��. Wir bezeichnen die bis auf skalare Vielfachheit
eindeutig bestimmte biinvariante1-Form mit�.
(i) Dann sind der Quotientu�^=(�2) und die quadratischëaußere Algebras�^ einander iso-
morphe Hopf-Bimoduln.
(ii) Die biinvariante2-Form �2 ist zentral inu�^. Der Kalkül u�^ ist ein innerer Differential-
kalkül, d. h. d� = � ^ �� (�1)n� ^ �; � 2 u�^n: (3.26)
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Bemerkung 3.6 (i) Die Isomorphie von Hopf-Bimodulnu�^=(�2) unds�^ impliziert auch die
Isomorphie der Räume als differentielle graduierte Hopfalgebren.

(ii) Leider war es nicht möglich, die Poincaré-Reihen für die linksinvarianten bzw. biinvarianten
äußeren Algebren der orthogonalen und symplektischen Quantengruppen zu bestimmen. Nur im
Falle der QuantengruppeSpq(4) ist es möglich, die Größe der linksinvarianten äußeren Algebra
exakt zu berechnen, da eine endliche Gröbnerbasis aus homogenen Elementen vom Grad2
existiert. Es gilt P (s�L̂ ; t) = (1 + t)111� 5t+ 5t2 � t3 :
Unter Verwendung des Computeralgebra-Programms FELIX [5]konnten die Anfangsglieder
einiger weiterer Poincaré-Reihen bestimmt werden. FürOq(3) hat manP (s�L̂ ; t) = 1 + 9t+ 46t2 + 183t3 + 628t4 + 1938t5 + 5514t6 + 14709t7 + 37212t8 + � � � :
Für alle orthogonalen und symplektischen Quantengruppenmit N � 5 und deren Standard-
kalküle gilt: P (W�Înv; t) = 1 + t+ 5t3 + 15t4 + � � � :
In diesem Falle gibt es biinvariante Formen, die nicht geschlossen sind. Die biinvariante äußere
Algebra ist nicht graduiert kommutativ. 2
3.3 Iwahori-Hecke-Algebren

In diesem Abschnitt behandeln wir die Iwahori-Hecke-Algebra vom Typ A, kurz Hecke-
Algebra genannt, und wir zählen einige ihrer wichtigsten Eigenschaften auf. Die Iwahori-
Hecke-Algebra vom Typ A ist eine gut untersuchte Algebra, zuder es eine Reihe von Mo-
nographien [33,51] und eine Vielzahl von Artikeln [37,38,64,83,105] gibt.

Wir werden eine explizite Formel für die zentralen Idempotente der Hecke-Algebra angeben.
Durchweg setzen wir voraus, dass die komplexe Zahlq keine Einheitswurzel ist. In diesem
Falle gelten dieselben Aussagen, wie im Falle des GrundkörpersC(q). Wir übernehmen die
Definition aus der Monographie von Humphreys [50, Abschnitte 7.1 und 7.4].

Definition 3.5 Es gibt eine eindeutig bestimmte assoziative Algebrenstruktur auf dem Vektor-
raum mit der BasisfTw jw 2 Skg, wobeiT1 = 1 ist, so dass für alles 2 fs1; : : : ; sk�1g undw 2 Sk gilt TsTw = Tsw; falls `(sw) > `(w); (3.27)TsTw = (q � q�1)Tw + Tsw; falls `(sw) < `(w): (3.28)

Diese Algebra heißtIwahori-Hecke-Algebra vom TypAk�1 und wird bezeichnet mitHk(q).
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Anstelle von (3.28) wird oftmalsTsTw = (q � 1)Tw + qTsw genommen. Die von uns oben
angegebene Variante ist aber beim Arbeiten mit Quantengruppen von Vorteil. Wir schreiben
kurzTi anstelle vonTsi. Die Relationen (3.4), (3.5) mitTi anstelle vonbi undT 2i = (q � q�1)Ti + 1; i = 1; : : : ; k � 1; (3.29)

sind äquivalent zu (3.27) und (3.28).

3.3.1 Partitionen, zentrale Idempotente und Involutionen

Wir übernehmen die Bezeichnungen aus [67] für Partitionen, Kompositionen und Charaktere.
Ein Tupel� = (�1; �2; : : : ) von ganzen Zahlen heißtPartition von k, falls �1 + �2 + � � � = k
und �1 � �2 � � � � � 0 gilt. Wir schreiben dann� ` k. Mitunter verwenden wir die Be-
zeichnung� = (kmk(k � 1)mk�1 � � � 1m1), wobei mi die Anzahl der Komponenten von�
bezeichnet, die gleichi sind. Wir identifizieren eine Partition� häufig mit dem zugehörigen
Young-Diagramm (auch Ferrers-Diagramm genannt). Es hat inder i-ten Zeile�i Kästchen,
wobei die ersten Kästchen jeder Zeile untereinander stehen und alle weiteren Kästchen rechts
vom ersten stehen. AlskonjugiertePartition von� bezeichnen wir diejenige Partition�0, deren
Young-Diagramm das transponierte des Young-Diagramms von� ist (Vertauschung von Zeilen
und Spalten), also�0n = Cardfi j�i � ng. Die irreduziblen Darstellungen der Hecke-AlgebraHk(q) sind durch Partitionen� von k parametrisiert. Die Dimension einer zu� gehörigen ir-
reduziblen Darstellung ist, wie im Fall der symmetrischen GruppeSk, gleichd� = k!=h(�).
Dabei isth(�) = Qx2� h(x) das Produkt derHakenl̈angenh(x) = �i + �0j � i� j + 1, wobeix = (i; j) ein Kästchen von� ist, das sich in deri-ten Zeile undj-ten Spalte befindet, verglei-
che etwa [67, I. 6, Example 2 (a) und I. 7 (7.6)]. In diesem Falldefinieren wir denInhalt (engl.
content) vonx durch(x) := j � i. Ferner sei(�) = Px2� (x) der Inhalt von�. Den zu�
gehörigen irreduziblen Charakter bezeichnen wir mit��. Unter einerZerlegung der Einsver-
stehen wir eine Menge von primitiven (minimalen) Idempotentenfpi� j� ` k; 1 � i � d�g,
so dasspi�pj� = Æ��Æij. Das Elementz� =Pd�i=1 pi� ist dann das minimalezentraleIdempotent,
assoziiert zu�. Es gilt

P� z� = 1. Für den Rest dieses Abschnitts fixieren wir die natürlichen
Zahlenk undN .
EineN -Kompositionvon k ist einN -Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen� = (�1; : : : ; �N),�i � 0 mit �1 + �2 + � � �+ �N = k. Wir bezeichnen dies mit� j= k. Für jedeN -Komposition� = (�1; : : : ; �N) vonk definieren wirx� = x�11 x�22 : : : x�NN , wobeix1; : : : ; xN kommutierende
Variablen sind. Es seife1; : : : ; eNg eine Basis des VektorraumesV = CN . Für einen Tensorv = ei1
ei2
 � � �
eik 2 V 
k definieren wir seinGewichtwt(v) als diejenige Kompositionwt(v) = (�1; : : : ; �N), wobei�j die Anzahl der Faktorenej in v ist. Offenbar giltwt(v) j= k.
Für eine Komposition� vonk definieren wir den idempotenten OperatorE� aufV 
k vermögeE�(v) := Æ�;wt(v) v , wobeiv = ei1
ei2
 � � �
eik ein Monom inV 
k ist. Man prüft leicht nach,
dassE�E� = Æ�;�E� für alle�; � j= k gilt, sowieI =P�j=k E�.
Als nächstes geben wir eine andere Form der Darstellung derHecke-AlgebraHk(q) durch dieR̂-Matrizen (2.3) vom Typ A an. Wir definieren die Darstellungen % und% vonHk(q) aufV 
k.
Es bezeichne�n den Vertauschungsoperator vonV 
k, der dien-te und(n + 1)-te Tensorkom-
ponenten miteinander vertauscht. Die Wirkung des Hecke-GeneratorsTn, 1 � n � k � 1, auf
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einem Basiselementv = ei1
ei2
 � � �
eik ist wie folgt gegeben:%(Tn)v = 8>><>>:qv; falls in = in+1;q̂v + �n(v); falls in < in+1;�n(v); falls in > in+1:
Die Darstellung% ist gegeben durch%(Tn) = �n%(Tn)�n. In Matrixschreibweise bedeutet
das%(Tn) = R̂n;n+1, wobei die Indizesn und n + 1 bei R̂ die Stellen des TensorproduktesV 
k angeben, an denen̂R wirkt. Analog ist %(Tn) = �Rn;n+1. Beide Darstellungen% und% vertauschen mit allen IdempotentenE�, � j= k, da sie jeweils das Gewicht eines Tensorsei1 
 � � � 
 eik nicht verändern.
Wir führen aufHk(q) ein SpurfunktionalTr mit Werten in der PolynomalgebraC[x1; : : : ; xN ℄
ein. Der folgende Satz stammt aus einer Arbeit von Ram, siehe[83, Lemma 3.5, Lemma 3.7
und Theorem 3.8].

Satz 3.15 (i) Die AbbildungTr: Hk(q)! C[x1; : : : ; xN ℄Tr(h) =X�j=kx� tr(E� %(h)) (3.30)

definiert aufHk(q) ein Spurfunktional, d. h., es giltTr(hg) = Tr(gh) für alle h; g 2 Hk(q).
(ii) Es seip 2 Hk(q) ein Idempotent. Dann ḧangtTr(p) nicht vonq ab. Insbesondere gilt für
alle Partitionen� vonk und alle minimalen Idempotentep� mit p�z� = p�, dassTr(p�) = s�(x1; : : : ; xN); (3.31)

dabei ists� die Schur-Funktion zur Partition�, siehe[67, I (3.1), S. 40].
(iii) Für h 2 Hk(q) giltTr(hz�) = ��(h)s�(x1; : : : ; xN ) und Tr(h) =X�`k ��(h)s�(x1; : : : ; xN): (3.32)

Bemerkung 3.7 Der Beweis von [83, Lemma 3.5] zeigt, dass das Ersetzen von% durch% in
Formel (3.30) die FunktionTr nicht verändert. 2
Eine BilinearformB auf einer AlgebraB heißtassoziativ, falls für allea; b;  2 B die IdentitätB(ab; ) = B(a; b) erfüllt ist. In der GruppenalgebraCSk gilt für alle Partitionen� vonk, dassz� = d�k! Xw2Sk ��(w)w�1;
siehe [83, Formel (1.2)]. Wir werden zeigen, dass in der Hecke-AlgebraHk(q) eine analoge
Formel für die minimalen zentralen Idempotentez� gilt. Dies wird gesichert durch die Existenz
einer assoziativen, symmetrischen und nicht ausgeartetenBilinearform aufHk(q).
Es seienfTw jw 2 Skg und ffw jw 2 Skg ein Paar dualer Basen vonHk(q) bzw. seinem
Dualraum. Mögef 0 das dem Einselement ausHk(q) entsprechende Funktional bezeichnen.
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Lemma 3.16 Für g; h 2 Hk(q) definierthg; hi := f 0(gh) eine symmetrische, assoziative und
nicht ausgeartete Bilinearform aufHk(q). Für alle v; w 2 Sk gilthTv; Twi = (1; falls vw = 1;0; sonst.

(�)
Beweis. Für die rechte Seite von(�) benutzen wir das Kronecker-SymbolÆvw;1. Die Assoziati-
vität der Bilinearform folgt sofort aus ihrer Definition. Nehmen wir Formel(�) als bereits be-
wiesen an. Dann ist die Bilinearform auch symmetrisch, davw = 1 genau dann, wennwv = 1,
undf 0 ist linear. Die Form ist nicht ausgeartet, dafTw jw 2 Skg undfTw�1 jw 2 Skg ein Paar
orthogonaler Basen bilden. Wir zeigen nun(�) durch vollständige Induktion über die Länge vonw. Nach Definition isthTv; 1i = f 0(Tv) = Æv;1, und somit gilt(�) für w = 1. Angenommen,(�) gilt für alle v; w0 2 Sk, wobeiw0 eine fixierte Länge hat. Wir zeigen die Behauptung fürw = sw0 mit `(w) = `(w0) + 1 undv beliebig.
Fall 1: `(vs) = `(v) + 1. Wegen (3.27) und der Induktionsvoraussetzung gilthTv; Twi = f 0(TvTsTw0) = f 0(TvsTw0) = hTvs; Tw0i = Ævsw0;1 = Ævw;1:
Fall 2: `(vs) = `(v)� 1. Wegen (3.28) und der Induktionsvoraussetzung erhalten wirhTv; Twi = f 0(TvTsTw0) = f 0�(q̂Tv + Tvs)Tw0� = q̂hTv; Tw0i+ hTvs; Tw0i = q̂hTv; Tw0i+ Ævw;1:
Wir müssen zeigen, dasshTv; Tw0i = 0 gilt bzw., was laut Induktionsvoraussetzung äquivalent
dazu ist,vw0 6= 1. Angenommen, es geltevw0 = 1. Dann ist`(v) = `(w0). Weil dann aber
auchvssw0 = 1, so folgt`(vs) = `(sw0) = `(w0) + 1 = `(v) + 1. Dies widerspricht unserer
Fallannahme. Folglich istvw0 6= 1 und der Beweis ist erbracht.

Nun können wir die allgemeine Theorie für Algebren mit assoziativen, symmetrischen und
nicht ausgearteten Bilinearformen anwenden, etwa [21, Proposition (9.17), S. 204]. Das zentrale
Idempotentz� lässt sich in der folgenden Weise angeben:z� = d�t� Xw2Sk ��(Tw)Tw�1: (3.33)

Dabei ist t� = Xw2Sk ��(Tw)��(Tw�1) (3.34)

von Null verschieden. Ferner giltt� = d�1� ��(t) mit t = Xw2Sk TwTw�1: (3.35)

In unserem Fall der Hecke-Algebra kann man sogar noch etwas mehr aussagen.

Lemma 3.17 Das Elementt =Pw2Sk TwTw�1 ist zentral inHk(q). Es giltt =P�`k t�z�.
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Beweis. Wir fixieren s = si für ein i 2 f1; : : : ; k � 1g und definieren die MengeL = fw 2Sk j `(sw) > `(w)g. Dann istSk die disjunkte Vereinigung vonL und sL. Wegen (3.27) gilt
dannTswT(sw)�1 = TsTwTw�1Ts, w 2 L. Wegen (3.29) erhalten wirTstTs = Xw2L[sLTsTwTw�1Ts =Xw2L(TsTwTw�1Ts + T 2s TwTw�1T 2s )=Xw2L(TsTwTw�1Ts + T 2s TwTw�1(q̂Ts + 1))=Xw2L(TsTwTw�1Ts + (q̂Ts + 1)TwTw�1 + q̂TsTsTwTw�1Ts)=Xw2L(TsTwTw�1Ts + TwTw�1) + q̂TsXw2L(TwTw�1 + TsTwTw�1Ts) = t+ q̂Tst:
Multipliziert man diese Gleichung von links mitT�1s und benutztT�1s = Ts � q̂, so erhält mantTs = Tst. Folglich istt zentral. Wendet man�� auf den Ansatzt = P�`k ��z�, �� 2 C an
und verwendet��(z�) = Æ��d�, was aus (3.33) und (3.34) folgt, so ergibt sich�� = t�.

Wir betrachten drei für unsere Untersuchungen wichtige Abbildungen der Ordnung zwei�k, �k
und�k vonHk(q). Auf den Generatoren sind sie gegeben durch�k(Ti) := Tk�i, �k(Ti) := Ti,
bzw.�k(Ti) := �T�1i . Die Zuordnung�k kann zu einem Algebrenhomomorphismus vonHk(q)
fortgesetzt werden, während�k und�k zu Antihomomorphismen vonHk(q) fortgesetzt werden
können, da sie die erzeugenden Relationen der Hecke-Algebra invariant lassen. Man prüft leicht
nach, dass die der drei Morphismen aufHk(q) folgendermaßen aussehen. Für allew 2 Sk gilt:�k(Tw) = TwÆTwT�1wÆ ; �k(Tw) = Tw�1; �k(Tw) = sgn(w)T�1w : (3.36)

Für �k beachte man (3.11). Offenbar sind die drei Abbildungen paarweise miteinander ver-
tauschbar.

Lemma 3.18 Es sei� ` k eine Partition vonk. Dann gilt f̈ur das minimale zentrale Idempotentz� vonHk(q): �k(z�) = z�, �k(z�) = z�0 und�k(z�) = z�.

Beweis. Für�k folgt die Behauptung sofort aus der Darstellung (3.33) und der Tatsache, dass
Charaktere auf konjugierten Elementen gleich sind. Wir führen den Beweis für die Involution�k.
(a) Zunächst zeigen wir die Behauptung für den Symmetrisator z(k) und den Antisymmetrisatorz(1k). Sie erzeugen jeweils ein eindimensionales Ideal inHk(q). Das zentrale Idempotentz(k)
bzw. z(1k) ist das eindeutig bestimmte zentrale von Null verschiedeneElement ausHk(q) mitTiz(k) = qz(k) bzw.Tiz(1k) = �q�1z(1k) für alle i = 1; : : : ; k � 1. Da das Bild eines zentralen
Idempotents unter einem Antihomomorphismus erneut ein zentrales Idempotent ist, und wegenTi �k(z(k)) = ��k(z(k)T�1i ) = �q�1�k(z(k)); i = 1; : : : ; k � 1;
erhalten wir�k(z(k)) = z(1k). Da der Antiautomorphismus�k die Ordnung2 hat, gilt ferner�k(z(1k)) = z(k).
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(b) Nun sei� = (�1; : : : ; �r) eine beliebige Partition. Ferner sei�0 = (�01; : : : ; �0s) das zu� konjugierte Diagramm. In [37] wurden zu einem gegebenen Young-Tableau ein minima-
les Idempotentp� = h�e�h�1� h+e+h�1+ konstruiert. Dabei sinde� = A�01 � � � � � A�0s unde+ = S�1 � � � � � S�r , wobeiAj = z(1j) undSj = z(j) denj-ten Antisymmetrisator bzw. denj-ten Symmetrisator der Hecke-AlgebraHj(q) bezeichnen. Wir machten dabei von den natürli-
chen EinbettungenHn1(q)� � � � �Hnr(q)! Hk(q) für Kompositionenn j= k Gebrauch. Die
Elementeh� hängen noch von den Eintragungen des Young-Tableaus ab. Nach dem Ergebnis
von (a) gilt�k(e�) = S�01 � � � � � S�0s unde0+ = A�1 � � � � � A�r . Dap� ein minimales Unteri-
dempotent vonz� ist, ist �k(p�) ein minimales Unteridempotent vonz�0 . Wegenz� =Pd�i=1 pi�
und �k(pi�)�k(pj�) = Æij�k(pi�) ist �k(z�) ein Unteridempotent vonz�0 . Da aber�k(z�) ein von
Null verschiedenes minimales zentrales Idempotent ist, erhalten wir schließlich�k(z�) = z�0 .
Wir zeigen�k(z�) = z�, ohne die obige explizite Konstruktion der minimalen irreduziblen
Idempotente aus [37] zu verwenden. Dafür benutzen wir aberein Resultat von Ram. Für eine
Komposition� = (�1; : : : ; �r) j= k bezeichne� = �1��2�� � ���r diejenige Permutation
ausSk, die sich als Produkt derr disjunkten (eingebetteten) Zyklen�i schreiben lässt, wobein := sn�1sn�2 � � � s1
ist. Offensichtlich gilt dann für die ElementeTn der Hecke-AlgebraHk(q), dass�n(Tn) = �n(Tn), da das Vertauschen der Reihenfolge der Faktoren gerade mitdem inne-
ren AutomorphismusTwÆ(�)T�1wÆ übereinstimmt. Wir fixieren nun ein BasiselementTw,w 2 Sk.
Nach [83, Theorem 5.1] gibt es dann ein Elementw =X�j=k aw�T�
mit aw� 2 Z[q; q�1℄ derart, dass�(Tw) = �(w) für alle Charaktere der Hecke-AlgebraHk(q).
Also gilt für alle Charaktere��(�k(Tw)) =X�j=k aw��(�k(T�)) =X�j=k aw��(T�) = �(w) = �(Tw):
In der ersten Gleichung benutzten wir, dass auch�Æ�k ein Charakter ist. In der zweiten Glei-
chung verwendeten wir, dass�k und�k auf Tn übereinstimmen und dass�(�k(h)) = �(h)
für alleh 2 Hk(q), weil �k ein innerer Automorphismus ist. Somit gilt also�(Tw) = �(Tw�1)
für allew 2 Sk und alle Charaktere� vonHk(q). Setzt man dies in (3.33) ein, so erhält man�k(z�) = z�. Es sei nunp� ein primitives Idempotent zu fixiertem�. Da�k(p�)z� = �k(z�)�k(p�) = �k(p�z�) = �k(p�);
ist auch�k(p�) ein zup� äquivalentes primitives Idempotent.

3.3.2 Die AlgebraHk(q)
Hk(q) und ihr Antisymmetrisator

Die AlgebraHk(q) = Hk(q)
Hk(q) spielt in unseren Untersuchungen zu den Poincaré-Reihen
der Differentialkalküle eine wichtige Rolle. Wir wollen hauptsächlich den Antisymmetrisator



54 3 Äußere Algebren und Kalküle höherer Ordnungak vonHk(q) studieren. Wir definieren ihn wie folgt. Es sei eine Abbildung� auf den Genera-
torenbi der ZopfgruppeBk durch�(bi) = Ti 
 T�1i gegeben. Da die Elemente�(bi) ebenfalls
die Zopfgruppenrelationen (3.4) und (3.5) erfüllen, lässt sich� eindeutig zu einem Algebren-
homomorphismus von der GruppenalgebraCBk nachHk(q) fortsetzen. Man prüft leicht nach,
dass dabei gilt �w := �(bw) = sgn(w)�k(Tw)
 �k(Tw); w 2 Sk:
Es seiak das Bild des AntisymmetrisatorsAk der ZopfgruppenalgebraCBk, vgl. (3.6)ak = �(Ak) = Xw2Sk �k(Tw)
 �k(Tw): (3.37)

Wir erhalten dann z. B.a2 = 1� T1 
 T�11 ;a3 = 1�T1
T�11 �T2
T�12 +T1T2
T�11 T�12 +T2T1
T�12 T�11 �T1T2T1
T�11 T�12 T�11 :
Entsprechend definieren wir die Summen der Schiebepermutationenai;j = �(Ai;j) für i +j = k. Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist die Spektralzerlegung des Antisymmetrisatorsak 2 Hk(q).
Satz 3.19Der Antisymmetrisatorak ausHk(q) besitzt die folgende Spektralzerlegungak =X�`k t���: (3.38)

Dabei sind die Elemente �� = 1t�ak(z�
�k(z�)); � ` k (3.39)

paarweise orthogonale Idempotente inHk(q). Ferner gilt(Tr
 Tr)�� = s�0(x1; : : : ; xN)s�(x1; : : : ; xN ): (3.40)

Beweis. Die entscheidende Formel für den Beweis der Idempotenz von �� istak(1
 �k(h)) = ak(h
 1); h 2 Hk(q): (3.41)

Wir führen den Beweis in drei Schritten.
(a) Es seik = 2 undh = T = T1. WegenT 2 = 1 + q̂T undT�2 = 1� q̂T�1 gilta2(1
 �2(T )) = (1
 1� T 
 T�1)(1
 (�T�1))= 1
 (�T�1) + T 
 (�q̂T�1 + 1)= (1 + q̂T )
 (�T�1) + T 
 1= (T 
 (�T�1) + 1
 1)(T 
 1)= a2(T 
 1):
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(b) Nun seik > 2. Wegen (3.8) gilt für allei; j mit i+ j + 1 = kak = ai+1;j(ai+1 
 aj)= ai+1;j�ai�1;2(ai�1 
 a2)
 aj�= y(ai�1 
 a2 
 aj)
mit y = ai+1;j(ai�1;2 
 1). Dabei wirktai�1;2 an den ersteni + 1 Positionen. Zusammen mit
dem Ergebnis von (a) erhalten wirak(1
 �k(Ti)) = y(ai�1 
 a2 
 aj)(1
 �k(Ti))= y(ai�1 
 a2(1
 �2(T ))
 aj)= y(ai�1 
 a2(T 
 1)
 aj)= ak(Ti 
 1):
(c) Nun sei (3.41) fürh undg ausHk(q) erfüllt. Dann gilt die Gleichung auch fürhg, dennak(1
 �k(hg)) = ak(1
 �k(g)�k(h)) = ak(1
 �k(g))(1
 �k(h)) = ak(g 
 1)(1
 �k(h))= ak(1
 �k(h))(g 
 1) = ak(h
 1)(g 
 1) = ak(hg 
 1):
Da die Menge derTi die Hecke-AlgebraHk(q) erzeugt, ist der Beweis von (3.41) erbracht.
Wir zeigen nun, dassak(z� 
 �k(z�)) wesentlich idempotent ist. Beachtet man, dass1
 z� ein
zentrales Idempotent inHk(q) ist und Lemma 3.17 und wendet man mehrmals die Gleichung
(3.41) sowie die Definition (3.37) des Antisymmetrisators an, so erhält man(ak(z� 
 �k(z�)))2 = ak(z� 
 1)ak(z� 
 1)= a2k(z� 
 1)= akPw2Sk(�k(Tw)z� 
 �k(Tw))= akPw2Sk(TwTw�1z� 
 1)= ak(tz� 
 1)= t�ak(z� 
 1)= t�ak(z� 
 �k(z�)):
Folglich ist�� idempotent. Benutzt man erneut (3.41) undz�z� = 0 für � 6= �, so erhält man���� = t�1� t�1� ak(z� 
 1)ak(z� 
 1) = t�1� t�1� a2k(z�z� 
 1) = 0;
d. h.,�� und �� sind orthogonal zueinander. Wegen1 = P� z� und

P� ak(z� 
 �k(z�)) =P� ak(z� 
 1) = ak, ergibt sich (3.38).
Zur letzten Behauptung. Wir schreibenx für die Gesamtheit der kommutierenden Variablenx1; : : : ; xN . Vertauscht man die Rollen vonw undw�1 in (3.33), wendet dann die Involution�k
an und benutzt Lemma 3.18, so hat man schließlichz�0 = d�t� Xw2Sk ��(Tw�1)�k(Tw):
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Wendet man darauf��0 an, dividiert durch��0(z�0) = d�0 = d� und multipliziert mits�(x)s�0(x), so erhält man schließlich mit (3.32) und (3.39)s�(x)s�0(x) = 1t� Xw2Sk ��(Tw�1)��0(�k(Tw))s�(x)s�0(x)= 1t� Xw2Sk Tr(Tw�1z�)Tr(�k(Tw)z�0)= (Tr
 Tr) 1t� Xw2Sk(Tw�1 
 �k(Tw))(z� 
 �k(z�))!= (Tr
 Tr)� 1t�ak(z� 
 �k(z�))� = (Tr
 Tr)��:
Bemerkung 3.8 Die explizite Formel für den Eigenwertt� lautet: t� = k!q(�)hq(�)=h(�),
wobei hq(�) = Qx2�[[h(x)℄℄q das Produkt derq-Hakenlängen ist. Zum Beweis benutzen
wir die Formel [38, (1.6)]. Da wir eine andere Version der Hecke-Algebra und auch ande-
re q-Zahlen verwenden, müssen wir einige Transformationen vornehmen. Wir bezeichnen die
Hecke-Algebra in [38] mitHk(q) und ihre Generatoren mitgi. Die AbbildungHk(q2)! Hk(q),
die durchgi 7! qTi, i = 1; : : : ; k � 1 gegeben wird, definiert einen Algebrenisomorphismus.
Die Formel (1.6) aus [38] lautet dann für die Hecke-AlgebraHk(q) mit den Generatorengi:Xw2Sk ��(gw)��(q�2`(w)gw�1) = Æ��k!q�2n(�)h(�)�1Yx2� 1� q2h(x)1� q2 :
Benutzt man den obigen Isomorphismusgw 7! q`(w)Tw und die Definition vont�, so erhalten
wir für � = � wegen (3.34) auf der linken Seitet� = Xw2Sk q`(w)��(Tw)q�2`(w)��(Tw�1)q`(w):
Wendet man die Identitäten

Px2� h(x) = n(�)+n(�0)+ j�j undn(�0)�n(�) = (�) aus [67,
S. 11] an, so erhalten wirt� = k!q�2n(�)+Px2� h(x)�kh(�)�1Yx2� qh(x) � q�h(x)q � q�1= k!qn(�0)�n(�)h(�)�1Yx2�[[h(x)℄℄q= k!q(�)h(�)�1hq(�): 2
Lemma 3.20 Es sei� ` k, eine symmetrische Partition vonk, d. h.� = �0, und� 2 Hk(q) ein
Idempotent mit��� = �. Dann gilt �wÆ � = sgn(wÆ)�:
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Beweis. (a) Wir benutzen die Iwahori-Hecke-AlgebraHk über dem KörperC(x), der ratio-
nalen Funktionen inx um zu zeigen, dassT 2wÆz� = z� gilt. Wegen (3.11) istT 2wÆ zentral.
Also existieren Koeffizienten�� 2 C(x) mit T 2wÆ = P� ��z�. Da TwÆ invertierbar ist, giltT�2wÆ =P� ��1� z�. Wegen� = �0 und Lemma 3.18 gilt�k(z�) = z�. Somit erhalten wir��z� = �k(��z�) = �k(T 2wÆz�) = z�T�2wÆ = ��1� z�:
Also gilt �2� = 1. Es sei��(x) = g(x)=h(x) mit gewissen Polynomeng und h. Da aber��(x) nur höchstens zwei Werte, nämlich1 und �1, annimmt, tritt mindestens einer der
beiden Werte, etway0, unendlich oft auf:��(xi) = y0, i 2 N. Dann hat aber das Poly-
nom f(x) = g(x)� y0h(x) unendlich viele Nullstellenxi, i 2 N. Folglich ist f � 0, und��(x) � y0 ist konstant. Also hängt der gesuchte Werty0 auch für die Hecke-AlgebraHk(q)
nicht vom Parameterq ab. Setzt manq = 1, so hat manT 2wÆjq=1 = 1, da in der GruppenalgebraCSk das längste WortwÆ(i) = k � i eine Involution ist. Somit gilt allgemein�� = 1.
(b) Mit der Definition von��, (3.11),wÆ = w�1Æ , (3.41) und dem Ergebnis von (a) erhalten wir:�wÆ� = �wÆ��� = t�1� �wÆak(z� 
 1)�= t�1� ak(sgn(wÆ)�k(TwÆ)
 �k(TwÆ))(z� 
 1)�= t�1� sgn(wÆ)ak(T 2wÆz� 
 1)�= t�1� sgn(wÆ)ak(z� 
 1)�= sgn(wÆ)��� = sgn(wÆ)�:
3.4 Kodarstellungen von Koordinatenhopfalgebren

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Begriffe und Fakten aus der Theorie der Kodarstel-
lungen von Hopfalgebren. Insbesondere gilt unsere Aufmerksamkeit den Koordinatenhopfalge-
bren zu den QuantengruppenGq. Alle auftretenden Kodarstellungen seien endlichdimensional.

3.4.1 Kohalbeinfache Hopfalgebren

Wir übernehmen Definitionen und einfachste Sätze aus [62,Abschnitt 11.2]. Es seiA eine Hopf-
algebra. MitbA bezeichnen wir die Menge derÄquivalenzklassen� irreduzibler Kodarstellungenu� vonA. Ein lineares Funktionalh aufA heißtlinksinvariant bzw. rechtsinvariant, falls für
allea 2 A gilth � a = (id
h)�(a) = h(a)1 bzw. a � h = (h
 id)�(a) = h(a)1: (3.42)

Definition 3.6 (und Satz) Eine HopfalgebraA heißtkohalbeinfach, wenn eine der folgenden
Bedingungen erfüllt ist:
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(i) Jede Kodarstellung vonA ist die direkte Summe von irreduziblen Unterkodarstellungen.
(ii) Die KoalgebraA ist die direkte Summe ihrer koeinfachen Unterkoalgebren:A =M�2 bA C(u�):
(iii) Die Mengefu�ij j� 2 bA; i; j = 1; : : : ; d�g ist eine lineare Basis vonA.
(iv) Es existiert ein eindeutig bestimmtes links- und rechtsinvariantes Funktionalh aufA mith(1) = 1.

Einen Beweis der̈Aquivalenz findet man in [62, Theorem 11.13, S. 403]. Die Eigenschaft (ii)
nennt man auch Peter-Weyl-Zerlegung vonA, und das in (iv) auftretende lineare Funktionalh
heißtHaarfunktionalvonA. Es sei nunA eine kohalbeinfache Hopfalgebra mit Haarfunktionalh. Für� 2 bA seiP � : A! A die Projektion aufC(u�). Insbesondere gilt füra =P�;i;j �iju�ij,�ij 2 C, dassP �(a) = Pi;j �iju�ij. Wir definieren die linearen Funktionaleh�, � 2 bA aufA
vermögeh� = "ÆP �. Offensichtlich gilt dannX�2 bA h� = " und (P � 
 id)� = (id
P �)� = (P � 
 P �)� = �ÆP �:
Man rechnet leicht nach, dassh��a = a�h� = P �(a). Man beachte, dass der eindimensionalen
trivialen Kodarstellung1 das Haarfunktionalh = h0 entspricht. Wir nummerieren es einfach
mit � = 0.

Lemma 3.21 Das Haarfunktionalh einer kohalbeinfachen HopfalgebraA ist regul̈ar, d. h.,h(ab) = 0 für alle a 2 A impliziertb = 0, undh(ab) = 0 für alle b 2 A implizierta = 0.

Beweis. Wir benutzen die Ergebnisse und die Notation aus [62, Kapitel 11.2]. Es seih(ab) = 0
für alle b 2 A unda = P�;i;j �iju�ij. Wir fixieren � 2 bA undk; l 2 f1; : : : ; d�g und wählenb := S(u�nk)(F�1)ln tr(F ). Dann erhält man nach [62, Proposition 15]0 = h(ab) =X�2 bA d�Xi;j=1 �ijh�u�ijS(u�nk)(F�1)ln tr(F )�= d�Xi;j=1 �ijÆik Fnjtr(F )(F�1)ln tr(F ) = �kl:
Da dies für alle� 2 bA, k; l = 1; : : : ; d� gilt, folgt a = 0. Der Beweis der zweiten Implikation
verläuft analog.

Lemma 3.22 Es seiA eine kohalbeinfache Hopfalgebra und ein zentrales Element der dualen
AlgebraA�.
(i) Für alle a 2 A gilt danna(1)(a(2)) = (a(1))a(2):
(ii) Für alle � 2 bA existieren komplexe ZahlenE�() derart, dass in der linksregul̈aren
Darstellung aufC(u�) alsE�()-faches der Identiẗat wirkt, d. h., f̈ur alle a 2 A gilt � h� � a = E�()h� � a und (h� � a) = E�()h�(a): (3.43)
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Beweis. (i) Da  zentral ist, gilt für allef 2 A� unda 2 A0 = hf� f; ai = f(a(1))(a(2))� (a(1))f(a(2)) = f�a(1)(a(2))� (a(1))a(2)�:
DaA� die Punkte vonA trennt, folgt die Behauptung.
(ii) Die linksreguläre Darstellung� vonA� aufC(u�), gegeben durch�(f)(P �(a)) := f � P �(a) = P �(a(1))f(a(2));
ist irreduzibel, da jeder�-invariante Teilraum vonC(u�) auch�-invariant ist, undC(u�) ist
als Koalgebra irreduzibel. Da zentral ist, vertauscht�() mit allen Operatoren�(f), f 2 A�.
Nach dem Schurschen Lemma ist also�() = E�() I für eine gewisse komplexe ZahlE�().
Bei der Untersuchung der Nichtausgeartetheit von Paarungen benötigen wir später häufig das
folgende Lemma.

Lemma 3.23 Es seiA eine kohalbeinfache Hopfalgebra, undv undw seien irreduzible Ma-
trixkodarstellungen vonA. Die folgenden Aussagen sindäquivalent:
(i) dimMor(1; v 
w) = 1, (ii) dimMor(v 
w; 1) = 1, (iii) v �= w und(iv) v �= w.
Beweis. (i)! (iii). Es seienfeig undfflg Vektorraumbasen der DarstellungsräumeV bzw.W
mit den gegebenen Kodarstellungenv = (vij) undw = (wlk). Es seiT = (T il) 6= 0 ein von
Null verschiedener Morphismus von1 nachv 
 w, alsoT il1 = vijwlkT jk. Multipliziert man

diese Gleichung von links mitS(vni ), summiert überi und setztT li:=T il, dann erhält manT li(v)in = wlkT kn;
d. h.T 2 Mor(v;w). DaT 6= 0 und sowohlv als auchw irreduzibel sind, folgt diëAquiva-
lenz aus dem Schurschen Lemma.
(iii) ! (i). Die obigen Schlüsse sind umkehrbar; somit istMor(1; v 
w) zumindest nicht leer.
Gäbe es einen weiteren zuT linear unabhängigen MorphismusT1, so enthielte auchMor(v;w)
einen weiteren zuT linear unabhängigen Morphismus, was nach dem Schurschen Lemma wie-
derum nicht möglich ist. Also folgt (i) aus (iii).
(iii) ! (iv). Nach [62, Proposition 11.15 (ii)] giltv �= v. Also gilt v �= v �= w. Die Um-
kehrung (iv)! (iii) folgt genauso.
(iv) ! (ii). Es seiU 2 Mor(v;w). Wegen der Irreduzibilität vonv undw ist U bis auf ein
skalares Vielfaches eindeutig bestimmt. Dann giltUki vij = S(wlk)U lj. Multiplikation von rechts

mit wkm, Summation überk und die SetzungeUik := U ik lieferteUikvijwkm = eUjm1;
also eU 2 Mor(v 
 w; 1). Wie oben schließt man, dass es bis auf Vielfachheit keine weiteren
von Null verschiedenen Morphismen inMor(v 
w; 1) geben kann.
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Als Charaktereiner Matrixkodarstellungv = (vij)i;j=1;:::;d vonA bezeichnen wir das Element�v = Pdi=1 vii vonA. Im Falle der Null-Kodarstellung setzten wir�v = 0. Ist A kohalbein-
fach, dann sind zwei (endlichdimensionale) Kodarstellungen genau dann äquivalent, wenn ihre
Charaktere übereinstimmen, vgl. [62, Corollary 11.18, S.407]. Es seienp1 undp2 idempotente
Elemente einer AlgebraB. Wir nennenp1 undp2 äquivalent, falls es Elementea undb ausB
gibt, für dieab = p1 undba = p2 gilt.

Lemma 3.24 Es seienp und q Idempotente einer AlgebraB mit p 6= 0 oder q 6= 0. Falls für
alle x 2 B die Gleichungp1xp2 = 0 erfüllt ist, so sindp1 undp2 inäquivalent.

Beweis. Angenommen,p und q seien äquivalent, dann gibt es Elementea; b 2 B mit p = ab
und q = ba. Da p = p3 = ababab und q = q3 = bababa nicht beide gleich Null sind, folgtp a q 6= 0 im Widerspruch zur Voraussetzung. Also sindp undq inäquivalent.

Lemma 3.25 Es seienA eine kohalbeinfache Hopfalgebra undv = (vij) eine Matrixkodarstel-
lung vonA über dem linearen RaumV .
(i) Es seiP 2 Mor(v) idempotent. Dann definiert die Einschränkung vonv auf das Bild vonP
eine Unterkodarstellungv(P ) vonv mit dem Charakter�v(P ) =Pi;j P ijvji .
(ii) Es seienP undQ idempotente Elemente vonMor(v). Die entsprechenden Unterkodarstel-
lungenv(P ) undv(Q) sind genau dann zueinanderäquivalent, wenn die IdempotenteP undQ äquivalent sind.
(iii) Es seienP� 2 Mor(v), � = 0; : : : ; m, P0 6= 0 paarweiseäquivalente Idempotente, undP = P� �P�, � 2 C sei ebenfalls idempotent. Dann gibt es nichtnegative ganzeZahlenr
unds mit s 6= 0, so dass die folgenden Kodarstellungen einanderäquivalent sinds � v(P ) �= r � v(P0); und es gilt

X� � = rs:
Beweis. Wir summieren über sich wiederholende Indizes.
(i) Wir bestimmen die Matrixkoeffizienten der Unterkodarstellungw = v(P ). Dazu seienfeig
undfflg die Vektorraumbasen vonV bzw.W := imP . Wir definieren die linearen AbbildungenA : W ! V vermögeAw = w, w 2 W undB : V ! W überBv = Pv, v 2 V . Dann gilt
offenbarP = AB undBA = idW . Die Matrixelemente vonA undB bezüglich der gewählten
Basen sind dann bestimmt durchfl = PAjl ej undB(ei) = PBki fk. Es sei' die zur Kodar-
stellungv gehörige rechte Komodulabbildung'(ei) = P ej 
 vji . DaA = PA undP = AB
sind, erhalten wir mitP 2 Mor(v)'(fn) =P'(Ajnej) =P ei 
 vijAjn =P ei 
 vijP jkAkn=P ei 
 vjkP ijAkn =PAimei 
 Bmj vjkAkn =P fm 
 (BvA)mn :
Folglich ist aufW eine Unterkodarstellungw mit den Matrixelementenw = BvA gegeben.
Somit ist�w =PBmj vjkAkm =P(AB)kjvjk =PP kj vjk.
(ii) Seien zunächstP undQ äquivalent, d. h., es gibt ElementeA; B 2 Mor(v) mit P = AB
undQ = BA. Nach (i) sind die Charaktere der Unterkodarstellungenv(P ) undv(Q) gegeben
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durch�v(P ) = PP kl vlk bzw. �v(Q) = PQkl vlk. Setzt manP = AB undQ = BA ein und
benutztB 2 Mor(v), so erhält man�v(P ) =XAkxBxl vlk =XAkxvxl Blk =XQlxvxl = �v(Q):
DaA kohalbeinfach ist, folgtv(P ) �= v(Q). Es seien nunv(P ) undv(Q) äquivalente Kodar-
stellungen, d.h., es gibt eine bijektive AbbildungJ mit J 2 Mor(v(P ); v(Q)). Es seienW1 undW2 die Bildräume vonP bzw.Q. Ferner seienA1; B1 undA2; B2 dieP bzw.Q entsprechenden
Abbildungen aus dem Beweis von (i), welche die Einbettung bzw. die Projektion beschreiben.
WegenJ 2 Mor(v(P ); v(Q)) gilt J(B1vA1) = (B2vA2)J . Wendet man die Koeins" auf die-
se Gleichung an und setztA = A1J�1B2 sowieB = A2JB1, so erhält manAB = P undBA = Q, das heißt,P undQ sind äquivalent.
(iii) Nach (i) und (ii) gilt�v(P ) =Pk;l P kl vlk =Pk;l;� �(P�)kl vlk =P� ��v(P�) = �P� ���v(P0): (3.44)

DaA kohalbeinfach ist, existieren positive ganze Zahlens� und irreduzible von Null verschie-
dene Kodarstellungenu� mit v(P0) �=P� s�u�. Wir setzenr� := s�P� �. Aus (3.44) folgt
dann�v(P ) = P� r��u� . DaA kohalbeinfach ist und die Charaktere irreduzibler Kodarstel-
lungen linear unabhängig sind, sindr� nichtnegative ganze Zahlen undv(P ) �= P� r�u�.
Folglich ist

P� � = s�1� r� für alle � nichtnegativ und rational (und konstant). Es gilts�v(P ) �= r�v(P0) für alle�.

Im Folgenden werden wir sehen, dass sich die Peter-Weyl-Zerlegung für das Koprodukt auch
auf Hopf-Bimoduln überträgt. Es seienv und w Kodarstellungen vonA und � ein Hopf-
Bimodul. Wir definieren die folgenden linearen Teilräume von� :� (v;w) := f� 2 � j �(�1) 
 �(0) 
 �(1) 2 C(v)
 � 
 C(w)g: (3.45)

Offensichtlich sind die Räume� (v;w) Bikomoduln, da auf ihnen die rechte und linke Kowir-
kung von� abgeschlossen ist. Natürlich sind es i. a. keine Hopf-Bimoduln, da die Multipli-
kation mit Elementen ausA die Kowirkung ändert. Wir schreiben kurz� (�; �) anstelle von� (u�;u�). Aufgrund der Peter-Weyl-Zerlegung gilt� = M�;�2 bA� (�; �): (3.46)

Wir ergänzen nun einen Satz, der eine Verbindung herstelltzwischen den beiden Hecke-
Algebra-Darstellungen% und% eines primitiven Idempotents und den entsprechenden Unter-
kodarstellungen vonu
k bzw.(u)
k.
Lemma 3.26 Es seiA eine der HopfalgebrenO(GLq(N)) bzw. O(SLq(N)). Ferner seip 2 Hk(q) idempotent,P � = %(�k(p)) undP  = %(p). Dann sind die folgenden Kodarstellun-
gen zueinander̈aquivalent (u
k(P �)) �= (u)
k(P ):
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Beweis. Wir zeigen zunächst die Gleichung%(h) { | = %(�k(�k(h)))~|~{ (3.47)

für h 2 Hk(q). Dabei seien~{ = (i1; : : : ; ik) und ~| = (j1; : : : ; jk) Multiindizes und
 { =(ik; : : : ; i1) bzw.

 | = (jk; : : : ; j1). Wir benutzen die Schreibweiseu~{ | := ui1jkui2jk�1 � � �uikj1. Es

sei zunächsth = Tn. Wegen�k(Tn) = Tk�n und�k(Tn) = Tn gilt:%(�k(�k(Tn)))~|~{ = %(TwÆTnT�1wÆ )~|~{ = %(Tk�n)~|~{ = R̂jk�n;jk�n+1ik�n;ik�n+1 = �Rik�n+1;ik�njk�n+1;jk�n = %(Tn) { | :
Dies beweist (3.47) im Falleh = Tn. Nun sei (3.47) fürg; h 2 Hk(q) erfüllt. Aufgrund der Dar-
stellungseigenschaft von% und% sowie der Antihomomorphie von�k erhalten wir schließlich%(gh) { | =P~x%(g) { x%(h) x | =P~x%(TwÆ�k(g)T�1wÆ )~x~{ %(TwÆ�k(h)T�1wÆ )~|~x = %(TwÆ�k(gh)T�1wÆ )~|~{:
Da die MengefTng die Hecke-AlgebraHk(q) erzeugt, ist der Beweis von (3.47) vollendet. Im
Folgenden summieren wir über doppelt auftretende Multiindizes. Wegen Lemma 3.25 (i), (3.47)
undS(�v) = �v erhalten wir�(u)
k(P ) =P(P )~{~| (u)~|~{=P %(TwÆ�k(p)T�1wÆ ) | { (u)~|~{=P %(TwÆ) |~x (P �)~x~z%(T�1wÆ )~z { S �u { | �= S �P %(TwÆ) |~x (P �)~x~z%(T�1wÆ ) { | u~z { �= S �P(P �) {~z u~z { �= S(�(u
k(P �))) = �(u
k(P �)) :
In der vierten Gleichung benutzten wir, dass%(T�1wÆ ) 2 Mor(u
k) gilt. Da A kohalbeinfach
ist, sind die Darstellungenu
k(P �) und (u)
k(P ) einander äquivalente Kodarstellungen.

Da für ein primitives Idempotentp 2 Hk(q) das Bild�k(p) ein zup äquivalentes primitives
Idempotent ist, erhalten wir

Folgerung 3.27 Es sei� ` k, p� 2 Hk(q) ein primitives Idempotent zu�, P� = %(p�) undP � = %(p�). Dann gilt (u
k(P�)) �= (u)
k(P � ):
Wir wiederholen die Brauer-Schur-Weyl-Dualität für Quantengruppen vom Typ A, siehe auch
[39] oder [62, Theorem 8.38, Proposition 11.20 und Proposition 11.21].

Satz 3.28Es seiA eine der HopfalgebrenO(GLq(N)) bzw.O(SLq(N)). Ferner seiq eine
transzendente komplexe Zahl,k 2 N, � ` k undp� ein zu� geḧoriges primitives Idempotent.
Dann gilt:
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(i) Die Darstellung % : Hk(q) ! Mor(u
k) ist surjektiv. Die Unterkodarstellungu� := u
k(%(p�)) vonu
k ist irreduzibel.
(ii) Es gilt ker % = M�`k; �01>N z�Hk(q):
Die Unterkodarstellungu� ist genau dann Null, wenn�01 > N .

Folgerung 3.29 Es seienA undq wie oben, und�; � ` k seien Partitionen vonk. Dann giltu� �= u� genau dann, wenn� = � oder�01 > N und�01 > N .

Beweis. ist trivial. Wir zeigen die umgekehrte Richtung. Angenommen, es sei�01 � N oder�01 � N und� 6= �. Es seienp� undp� primitive Idempotente ausHk(q), die zu den Partitionen� bzw.� gehören. Ferner seienP� = %(p�) undP� = %(p�). Da nach dem obigen SatzP� 6= 0
oderP� 6= 0 gilt und daP�XP� = 0 für alleX 2 Mor(u
k), sind nach Lemma 3.24P� undP� inäquivalent. Nach Lemma 3.25 (ii) sind dann auch die Kodarstellungenu� undu� inäqui-
valent.

Wir untersuchen an dieser Stelle einen Hopf-Automorphismus, der zur Hodge-Zerlegung
benötigt wird.

Satz 3.30Es seiA = O(GLq(N)) bzw.A = O(SLq(N)). Für k = 1; : : : ; N setzen wirk0 = N + 1� k.
Es existiert genau ein Hopf-AutomorphismusF : A! A mitF (uab) = S(ub0a0); a; b = 1; : : : ; N: (3.48)

Für alle � 2 bA gilt F (C(u�)) = C((u�)).
Beweis. (a) Wir zeigen, dassF die Relationen der Hopfalgebra erhält. Man rechnet sofortnach,
dass R̂abrs = R̂s0r0b0a0 und d�1k = dk0; a; b; r; s; k = 1; : : : ; N: (3.49)

Darüber hinaus erfüllt derq-antisymmetrische Tensor"~{, der die QuantendeterminanteD defi-
niert, die folgende Relation"i1��� iN = "i0N ��� i01. Wir zeigen, dass der Algebrenhomomorphismusf : Chuiji ! Chvijiop;op, gegeben durchf(uab) = vb0a0 , die definierenden Relationen der Hopf-
algebraA auf die der HopfalgebraAop;op abbildet. Dabei möge die freie AlgebraChvijiop;op
sowohl die umgekehrte Multiplikation als auch die umgekehrte Komultiplikation haben. Auf-
grund der obigen numerischen Identitäten fürR̂ und"~n haben wirf(R̂abxyuxr 
 uys � uax 
 ubyR̂xyrs ) = R̂y0x0b0a0 vr0x0 
 vs0y0 � vx0a0 
 vy0b0 R̂s0r0y0x0:
Die rechte Seite erzeugt die Relationen der BialgebraAop;op. Analog zeigt man die Verträglich-
keit mit der Determinantenbedingung. Schließlich gilt(f 
 f)�uab = vx0a0 
 vb0x0 = �vb0a0 =�(f(uab)) und"(f(uab)) = Æab = "(uab). Somit istf ein Homomorphismus von Bialgebren. Da
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sowohlA als auchAop;op Hopfalgebren sind, istf ein Hopfalgebren-Homomorphismus. Da
der Antipode eine Hopfalgebren-Abbildung vonAop;op nachA ist, definiertF = SÆf einen
Hopfalgebra-Automorphismus. Sein InversesF�1 ist gegeben durchF�1(uab) = S�1(ub0a0).
Wir zeigen die zweite Behauptung. Dazu identifizieren wir� 2 bA mit der zugehörigen
Partition, etwa� ` k. Es seip� 2 Hk(q) ein zu � gehöriges primitives Idempotent undP � := %(p�) 2 Mor(u
k), so dassC(u�) = h(P �)~n~x u~x~m j~n; ~m 2 f1; : : : ; Ngki. Für einen Mul-

tiindex~x = (x1; : : : ; xk) setzen wir~x 0 = (x01; : : : ; x0k) und
 x 0 = (x0k; : : : ; x01). Wir zeigen, dass

sich die Matrixelemente der Darstellungen% und % folgendermaßen ineinander umrechnen.
Für alleh 2 Hk(q) gilt: %(h)~n~m = %(h)~n0~m0 : (3.50)

Dies zeigt man mit vollständiger Induktion überk. Offenbar gilt die obige Relation für alleh 2 H2(q), denn es ist nach Definition von�R und (3.49)%(T1)a0b0r0s0 = �Ra0b0r0s0 = R̂s0r0b0a0 = R̂abrs = %(T1)abrs:
Für1 2 H2(q) ist die Bedingung trivial. Für den Induktionsschluss vonk�1 aufk benutzt man,
dass es für alleh 2 Hk(q) Elementex; y 2 H2(q) und g 2 Hk�1(q) derart gibt, dass sichh
als Linearkombination von Elementen der Formxk�1;k g yk�1;k schreiben lässt. Damit ist (3.50)
gezeigt. Wegen (3.47) und (3.50) gilt(Q�) x 0 n 0 := %(�k(�k(p�))) x 0 n 0 = %(p�)~n0~x 0 = %(p�)~n~x = (P�)~n~x: (3.51)

Da nach Lemma 3.18 die Involutionen�k und �k primitive Idempotente in äquivalente pri-
mitive Idempotente überführen, sind auchP� und Q� äquivalent und definieren daher nach
Lemma 3.25 äquivalente Unterkodarstellungen. Ihre Charaktere stimmen überein. Wir erhalten
daher: �F (u�) = F (�u�) = (P�)~n~x(u)~x 0~n0 = (Q�) x 0 n 0S(u n 0 x 0) = S(�u�) = �(u�) :
In der dritten Gleichung benutzten wir (3.51). DaA kohalbeinfach ist, folgt aus der Gleichheit
der Charaktere die Behauptung.

3.5 Beweis von Theorem 3.11 und Theorem 3.12 (i)

3.5.1 Der Rang des Antisymmetrisators im Falle der A-Serie

In diesem Abschnitt bestimmen wir den Rang von Woronowicz’ AntisymmetrisatorAk : �
k ! �
k zu� = �+;z. Für den Kalkül��;z erhält man die entsprechende Aussage über
Satz 4.14. Ausgehend von Satz 3.19 identifizieren wir nach Anwendung der Darstellung%
 %
auf die AlgebraHk(q) den Antisymmetrisatorak mit Woronowicz’ AntisymmetrisatorAk. Wir
verwenden die Kodarstellungstheorie vonA, um die Dimension der einzelnen Eigenräume von



3.5 Beweis von Theorem 3.11 und Theorem 3.12 (i) 65Ak zu berechnen. Es sei nunA eine der HopfalgebrenO(GLq(N)) bzw. O(SLq(N)). Da q
transzendent ist, istA kohalbeinfach, vgl. [62, Theorem 11.22, S. 410].
Nach Folgerung 3.27 sind die Kodarstellungen(u
k(P�)) und(u)
k(P � ) zueinander äquiva-
lent, dabei sindP� = %(p�) undP � = %(p�) die Darstellungen eines primitiven Idempotents
zur Partition�. Da für transzendente Deformationsparameterq die Kodarstellungstheorie vonA mit der Darstellungstheorie der entsprechenden klassischen Lie-Gruppe übereinstimmt, er-
halten wir insbesondere für den RangÆ�(N) vonu� den bekannten WertÆ�(N) = rgu� = rg(u�) = s�(1; : : : ; 1) = h(�)�1 Y(i;j)2�(N + j � i); (3.52)

wobeis� die Schurfunktion vonN Argumenten ist, siehe etwa [67, I.3 Example 4, S. 45].
Wir betrachten nun die Darstellung%+ vonHk(q) im RaumV 
2k, wobei%+ = %
% ist. Im ver-
bleibenden Teil dieses Abschnitts schreiben wir kurzw� für die Einschränkung(u)
k(%(p�))
der Kodarstellung(u)
k auf den vom Idempotent%(p�) erzeugten Unterraum vonV 
k. Nach
Folgerung 3.27 gilt (u�) �= w�: (3.53)

Mit Hilfe des folgenden Satzes lässt sich der Rang des Antisymmetrisatorsak = %+(ak) ermit-
teln.

Satz 3.31Es seiv = u
k
(u)
k. Dann definiert das Idempotent�+� = %+(��) eine Unter-
kodarstellungv(�+� ) vonv, für die giltv(�+� ) �= u� 
w�0: (3.54)

Bemerkung 3.9 Da�� ein Unteridempotent vonz� 
 z�0 ist, ist klar, dass�+� ein Unteridem-
potent von%(z�) 
 %(z�0) ist. Die Einschränkung der Kodarstellungv auf dieses Idempotent
liefert eine Kodarstellung, die gleichd2� u�
w�0 ist. Dabei istd2� die Vielfachheit. Das Interes-
sante am obigen Satz ist, dass genau eine der Komponentenu� 
w�0 in �+� auftritt und zwar
vollständig. Denkbar wäre ja, dass nach Aufspalten dieses Tensorproduktes der Projektor�+�
nur gewisse irreduzible Teile vonu� 
 w�0 enthält, aber nicht alle. Dieser Fall tritt nicht ein.2
Beweis. (a) Zunächst berechnen wir den Rang von�+� in V 
2k, d. h. die Dimension
der Kodarstellungv(���). Dazu benutzen wir das in Satz 3.15 eingeführte SpurfunktionalTr auf Hk(q). Mit Tr1 bezeichnen wir das Bild vonTr unter der Einsetzungsabbildungx1 = x2 = � � � = xN = 1. Wendet man diese Einsetzung auf Gleichung (3.30) an, beachtet die
Unabhängigkeit vonTr von der Wahl der Darstellung% bzw.% und ferner

P�j=k E� = I, erhält
man Tr1(h) = tr %(h) = tr %(h): (3.55)

Nun sei� 2 Hk(q) idempotent. Da der Rang eines Idempotents gleich seiner Spur ist, erhalten
wir nach Gleichung (3.55),rg %+(�) = (Tr1 
 Tr1)�. Insbesondere gilt für� = �� wegen
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(3.40) und (3.52): rg��� = s�(1; : : : ; 1)s�0(1; : : : ; 1) = Æ�0(N)Æ�(N): (3.56)

(b) Es seifpij� j i; j = 1; : : : ; d�g eine lineare Basis des zweiseitigen Idealsz�Hk(q) be-
stehend aus paarweise äquivalenten Idempotenten. Nach Lemma 3.18 ist dann die Men-
ge f�k(pij� ) j i; j = 1; : : : ; d�g eine Basis vonz�0Hk(q). Wegen (3.39) ist�� ein Un-
teridempotent vonz�0 
 z�. Folglich existieren komplexe Zahlen��mnrs, m;n; r; s =1; : : : ; d�, mit �� =P��mnrs pmn� 
�k(prs� ). Außerdem sind die Idempotentepmn� 
 �k(prs� )
paarweise äquivalent inHk(q). Wendet man die Darstellung%+ an, so hat man�+� =P��mnrs%(pmn� )
%(�k(prs� )). Man prüft leicht nach, dassv = u
k
(u)
k, P = �+�
undPi = %(pmn� )
%(�k(prs� ), i = (mnrs) die Voraussetzungen von Lemma 3.25 (iii) erfüllen.
Folglich gilt v(�+� ) �= �� u�
w�0 ; wobei �� =X��mnrs
eine nichtnegative rationale Zahl ist. Insbesondere gilt wegen (3.52), dassdim(v(�+� )) = �� Æ�(N)Æ�0(N). Vergleicht man dies mit (3.56), so sieht man�� = 1.
Der Beweis ist damit vollständig.

Ein wichtiger Schritt beim Studium der linksinvarianten und biinvarianten AlgebrenW�L̂
bzw. W�Înv besteht darin, den AntisymmetrisatorAk von �
kL auf den Antisymmetrisatorak = %+(ak) von %+(Hk(q)) zurückzuführen. Wir geben dazu einen IsomorphismusJ (k)
von rechten Komodulnu
k
(u)
k und�R��
kL an, der den Antisymmetrisatorak in den
AntisymmetrisatorAk abbildet. Der folgende Satz stellt also die Verbindung zwischen den
Sätzen über die abstrakte AlgebraHk(q) und die von der Zopfung� erzeugte Algebra her.

Satz 3.32Es seiA eine der HopfalgebrenO(GLq(N)) bzw.O(SLq(N)), � = �+;z undk � 1.
Wir setzenv = u
k
(u)
k.
(i) Es gibt einen IsomorphismusJ (k) von rechten Komodulnv und�R��
kL derart, dassJ (k)ak = AkJ (k): (3.57)

(ii) Es existiert ein IsomorphismusJ^k von rechten Komodulnv� imak und�R�W�^kL .
(iii) Es gibt einen Isomorphismus vonW�^kInv und dem Vektorraum(imak)v der v-invarianten
Elemente vonimak.
Beweis. Wir schreibenWn anstelle vonWn;n+1 für eine lineare AbbildungW 2 End(V
V ),
die an den Stellenn undn + 1 des TensorproduktesV 
k mit n � k � 1 wirkt.
(i) Es seienfe~{ j~{ = (i1; : : : ; i2k); ij2f1; : : : ; Ngg; f�i1i2
A � � �
A�i2k�1i2k j ij 2 f1; : : : ; Ngg
die kanonischen Vektorraumbasen vonV 
2k bzw.�
kL . Bezüglich dieser Basen definieren wir
die MatrixJ (k) wie folgt. Es seiJ (1) = I und fürk � 2.J (k)2 ��� 2k�1 = �R�2k�2( �R�2k�4 �R�2k�3) � � � ( �R�2i � � � �R�k+i�1) � � � ( �R�2 � � � �R�k ): (3.58)
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?
6I I I

? ? 	J (4) =
Abbildung 3.1: Die graphische Darstellung vonJ (4).

Die Indizes(2; : : : ; 2k � 1) geben an, dassJ (k) nur an den Stellen2; : : : ; 2k � 1 wirkt und die
erste und letzte Komponente unverändert lässt. OffenbaristJ (k) invertierbar, da�R� invertierbar
ist. Man überprüft unschwer, dass die folgenden beiden Rekursionsbeziehungen erfüllt sindJ (k) = J (k�1)2 ���2k�3 �R�2k�2 � � � �R�k ;J (k) = J (k�1)4 ���2k�1 �R�2 � � � �R�k :
Benutzt man eine der obigen Rekursionen, so kann man mit vollständiger Induktion überk
zeigen, dassJ (k) einen Isomorphismus der Kodarstellungenu
k
(u)
k und (u
u)
k de-
finiert. Da�R��
kL �= (u
u)
k nach Definition von�R, ist der erste Teil von (i) gezeigt.
Wir zeigen die Gültigkeit von (3.57). Da beide Antisymmetrisatorenak undAk homomorphe
Bilder des AntisymmetrisatorsAk der Zopfgruppenalgebra sind, genügt es zu zeigen, dass die
entsprechenden Bilder vonbn ineinander überführt werden, genauer, es genügt zu zeigen, dassJ (k)%+(Tn 
 T�1n ) = �nJ (k) für n = 1; : : : ; k � 1:
Wegen (2.49) ist die dazu äquivalente MatrixschreibweiseJ (k)R̂n �R�1k+n = �R�2nR̂2n�1 �R�12n+1 �R2nJ (k): (3.59)

Wir wollen (3.59) durch vollständige Induktion überk beweisen. WegenJ (2) = �R�2 ist sie fürk = 2 undn = 1 offenbar.
Fall 1: n = 1. Aufgrund der ersten Rekursionsgleichung, (A.3),k � 3, und der Induktionsvor-
aussetzung gilt J (k)R̂1 �R�1k+1 = J (k�1)2 ���2k�3 �R�2k�2 � � � �R�k+2 �R�k+1 �R�k R̂1 �R�1k+1= J (k�1)2 ���2k�3R̂1 �R�2k�2 � � � �R�k+2 �R�k+1 �R�k �R�1k+1= J (k�1)2 ���2k�3R̂1 �R�1k R̂k �R�2k�2 � � � �R�k= �R�2 R̂1 �R�13 �R2J (k�1)2 ���2k�3 �R�2k�2 � � � �R�k= �R�2 R̂1 �R�13 �R2J (k)+ :
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Fall 2: 2 � n � k � 1. Wegen der zweiten Rekursionsgleichung, (A.3) undk � 3 erhalten wirJ (k)R̂n �R�1k+n = J (k�1)4 ���2k�1 �R�2 � � � �R�k R̂n �R�1k+n= J (k�1)4 ���2k�1 �R�1k+n �R�2 � � � �R�n �R�n+1R̂n �R�n+2 � � � �R�k= J (k�1)4 ���2k�1R̂n+1 �R�1k+n �R�2 � � � �R�k= �R�2nR̂2n�1 �R�12n+1 �R2nJ (k�1)4 ��� 2k�1 �R�2 � � � �R�k= �R�2nR̂2n�1 �R�12n+1 �R2nJ (k):
Dabei benutzten wir in der vierten Gleichung die um zwei Positionen nach rechts verschobene
Induktionsvoraussetzung (fürk � 1 undn� 1):J (k�1)4:::2k�1R̂n+1 �R�1k+n = �R�2nR̂2n�1 �R�12n+1 �R2nJ (k�1)4:::2k�1:
Damit ist der Beweis von (i) erbracht.
(ii) Nach (i) ist die AbbildungJ (k) : V 
2k ! �
kL ein linearer Isomorphismus, der die Kerne der
Abbildungenak undAk bijektiv aufeinander abbildet. Daher kannJ (k) faktorisiert werden zu
einem Isomorphismus vonV 
2k= ker ak auf�
kL = kerAk. Da auch das Bildimak v-invariant ist
und daimak �= V 
2k= ker ak, ist auch die AbbildungJ^k : imak ! W�^kL ein Isomorphismus
von rechten Komoduln.
(iii) Da A halbeinfach ist undJ^k ein Isomorphismus von rechten Komoduln, istJ^k die
direkte Summe der Isomorphismen der isotypischen Komponenten von imak bzw. W�^k.
Insbesondere werden die trivialen Komponenten, d. h. die zur Kodarstellung1 gehörigen
Komponenten, bijektiv aufeinander abgebildet. Somit ist die Einschränkung vonJ^k auf den
Raum der invarianten Elemente vonimak ein Isomorphismus aufW�^kInv .

Bemerkung 3.10 Identifiziert man ProjektorenP 2 Mor(v) mit ihrem zugehörigen Teilraum,
so liefertJ (k) vermögeJ (k)P (J (k))�1 einen�R-invarianten Teilraum von�
kL . 2
3.5.2 Abschluss der Beweise

Zunächst zeigen wir die folgende kombinatorische Identität:X�`k Æ�0(N)Æ�(N) = �N2k �; (3.60)

wobeiN undk nichtnegative ganze Zahlen sind.
Wir benutzen dazu die Formel [67,(4:30), I. 4, S. 65]:

Q(1 + xiyj) = P� s�(x)s�0(y). Diese
schränken wir auf die endliche Variablenmengex1; : : : ; xN undy1; : : : ; yN ein und betrachten
die natürliche Bigraduierung der Polynome in diesen Variablen. Schränkt man die Formel weiter
ein auf die homogenen Komponenten vom Grad(k; k) und setzt dannx1 = � � � = xN = y1 =� � � = yN = 1 ein, so erhält man mit (3.52) die Gleichung (3.60). Wegen (3.56) und Satz 3.32 (ii)
erhalten wir schließlichdimW�^kL =X�`k rg��� =X�`k Æ�0(N)Æ�(N) = �N2k �:
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Insbesondere ist die einzige Partition� von N2 mit rg��� 6= 0 die Partition� = (NN). In
diesem Fall ist� = �0 symmetrisch. Nach der obigen Formel istdimW�^N2L = 1, und damit
existiert genau eine höchste Form vom GradeN2. Der Beweis von Theorem 3.11 ist abgeschlos-
sen.
Zum Beweis von Theorem 3.12 (i) betrachten wir die formale Potenzreihep(t) = (1 + t)(1 + t3)(1 + t5) � � � = 1 +Xi�1 i ti:
Dann istk = Cardf� j� ` k; � = �0g. Dies stammt von der bekannten Bijektion zwischen
den symmetrischen Partitionen und den ungeraden Partitionen mit paarweise verschiedenen
Summanden, vgl. [12, S. 184 oben]. Betrachtet man nur einen endlichen Abschnitt der obigen
Reihe, so ergibt sich, dass das Polynoms(t) = (1 + t)(1 + t3) � � � (1 + t2N�1) = 1 + b1t+ � � �+ bN2tN2
die Koeffizientenbk = Cardf� j� ` k; � = �0; �01 � Ng hat.
Wegen (3.56) und (3.52) istim��� = 0, falls�01 > N . Es genügt daher, die Elemente der MengePk := f� j� ` k; �01 � Ng zu betrachten. Dann istu� von Null verschieden nach Satz 3.28 (ii).
Wir erwähnen einen einfachen Fakt aus der Kodarstellungstheorie: Es seiW der Vektorraum,
auf dem die Kodarstellungw wirkt. Dann ist der RaumWw der unterw invarianten Elemente
isomorph zuMor(1;w). Ferner gilt nach Lemma 3.23Mor(1; v 
w) �= Mor(v;w), und au-
ßerdem istv �= v.
Wegen Satz 3.32 (iii), (3.54) und (3.53) gilt für� = �+;z mit v = u
k
(u)
k undw� = (u)
k(%(p�))dim(W�^kInv ) = X�2Pk dim(im�+� )v = X�2Pk dimMor(1; v(�+� )) (3.61)= X�2Pk dimMor(1;w�0 
 u�) = X�2Pk dimMor((w�0);u�)= X�2Pk dimMor((u�0);u�) = X�2Pk dimMor(u�0 ;u�) (3.62)= Cardf� j� 2 Pk; u� �= u�0g = Cardf� j� 2 Pk; � = �0g:
Bei den letzten beiden Schritten benutzten wir das Schursche Lemma sowie Folgerung 3.29.
Dies liefert genau den Koeffizientenbk des Polynomss(t). Der Beweis für die Kalküle� = ��;z
folgt wieder mit Satz 4.14 (i) mit� = � = (0). Dies vollendet den Beweis von Theorem 3.12 (i).

Lemma 3.33 Für � 2 W�^kInv gilt�wÆ(�) = (�1) 12k(k�1)� und S(�) = (�1)k�: (3.63)

Beweis. Da nach (3.61) die RäumeW�^kInv und
L�2Pk Mor(1; v(�+� )) als lineare Räume

isomorph sind, entsprechen die biinvariantenk-Formen zur Partition� mit � = �0, eineindeutig
den Unteridempotenten� von �+� . Jeder einzelne RaumMor(1; v(�+� )) ist nach (3.62)
eindimensional, falls� = �0 und sonst nulldimensional. Dà(wÆ) = 12k(k � 1), folgt die
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erste Behauptung aus Lemma 3.20. Zusammen mit Satz 3.3 folgtdie zweite Behauptung.

Nun können wir auch den Beweis von Theorem 3.12 (ii), (iii) und (iv) abschließen. Mit (3.63)
und (3.1) erhalten wir für�k 2 W�^kInv und�n 2 W�^nInv�k ^ �n = (�1)k+nS(�k ^ �n)= (�1)k+n+knS(�n) ^ S(�k)= (�1)k+n+kn+k+n�n ^ �k= (�1)kn�n ^ �k:
Es sei� 2 W�^kInv . Da das Differentiald mit dem AntipodenS kommutiert, den Grad der Form
um Eins erhöht und biinvariante Elemente in ebensolche abbildet, erhalten wir mit (3.63)d� = d�(�1)kS(�)� = (�1)kS(d�) = (�1)k(�1)k+1d� = �d�:
Folglich istd� = 0. Dad linear ist, ist somit jede biinvariante Form geschlossen.
Angenommen�1; �2 2 W�^kInv repräsentieren dieselbe de-Rham-Kohomologieklasse. Dann gibt
es� 2 W�^k�1Inv mit �1 � �2 = d�. Dad mit der rechten Kowirkung aufW�^k�1 und aufW�^k
vertauscht, ist das UrbildW = d�1(d�) auch ein�R-invarianter Teilraum vonW�^k�1L . Da�R�hd�i isomorph zur trivialen Kodarstellung1 ist, folgt aus dem Schurschen Lemma, dass�R�W ein Vielfaches der trivialen Kodarstellung ist. Daher ist alsoW � W�^k�1Inv undd� = 0.
Folglich ist�1 = �2 und der Beweis von Theorem 3.12 ist fertig.

3.6 Beweis von Theorem 3.13 und Theorem 3.14

Wir wenden uns dem Beweis von Theorem 3.13 zu und betrachten für den Beweis von Teil (i)
quadratische Algebren. Manin entwickelte in [75, Abschnitt 3] eine Theorie der quadratischen
Algebren, studierte Operationen auf ihnen und untersuchteihre Eigenschaften. Einequadra-
tische Algebraist eineN0-graduierte AlgebraB = Li�0Bi mit B0 = C, B1 erzeugtB als
Algebra und alle erzeugenden RelationenRel(B) sind (homogen) zweiten Grades. Das heißt,Rel(B) � B1 
B1 undB = B
1 =(Rel(B)). Die duale quadratische Algebra zuB ist definiert
alsB! = (B�1)
=(Rel(B)?), wobeiRel(B)? = ft 2 B�1 
 B�1 j t(r) = 0 für alle r 2 Rel(B)g
den zuRel(B) orthogonalen Teilraum bezeichnet.

Beispiel 3.1 Es seienq 2 C�, V = he1; e2i ein zweidimensionaler Vektorraum undR = he1
e2 � q e2 
 e1i � V
V . Dann istA = V 
=(R) isomorph zur Koordinatenalgebra
auf der QuantenebeneO(C2q). Es seife1; e2g die Dualbasis zufe1; e2g. Man rechnet leicht
nach, dass dannR? = he1
e1; e2
e2; e1
e2 + q�1e2
e1i, undA! ist isomorph zur äußeren
Algebra�^(C2q).
Satz 3.34Es seiA die KoordinatenhopfalgebrenO(Gq) zu einer der QuantengruppenGLq(N),SLq(N), Oq(N), SOq(N) bzw.Spq(N) und� = �+;z. Dann ist die Algebras�L̂ eine quadra-
tische Algebra. Sie ist dual zur Spiegelungsgleichungsalgebra(2.17)B(R̂) := ChLij j i; j = 1; : : : ; Ni=(L1 R̂ L1 R̂ � R̂ L1R̂ L1):
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Beweis. Nach Definition ists�L̂ = �L
=(ker(I��)) also wegenker(I��) � �L
�L eine qua-
dratische Algebra. Es seiT : V 
V ! V 
V eine lineare Abbildung. Wegen(kerT )? = imT t
ist die duale quadratische Algebra zuV 
=(kerT ) gleich(V �)
=(imT t). Somit erhalten wir den
Relationenraum von(s�L̂ )! als Bild von(I � �)t. Es seifLij j i; j = 1; : : : ; Ng die Dualbasis
zu f!+ij j i; j = 1; : : : ; Ng. Durch Weglassen des Tensorzeichens identifizieren wir dieTen-
soralgebra über�L� mit der vonfLij j i; j = 1; : : : ; Ng frei erzeugten assoziativen Algebra. Wir
berechnen den Relationenraumim(I � �)t und verwenden die Matrixdarstellung (2.49) in der
entsprechend transponierten Form sowie die definierenden Gleichungen (2.48) für�R und �R:Lijkl := (I � �)t(Lij 
 Lkl )= Lij 
 Lkl � �R�jkty R̂itmx(R̂�1)szly R̂nxrz Lmn 
 Lrs= LijLkl � �R�jkty (R̂ L1 R̂ L1 R̂�1)itly:
Multipliziert man diese Gleichung mit�Rabjk, summiert überj; k und beachtet (A.2), dann erhält
man �RabjkLijkl = (L1 R̂ L1 � R̂ L1 R̂ L1 R̂�1)itly:
Multipliziert man die obige Gleichung von rechts mit̂R, so sieht man, dass die Elemente(L1 R̂ L1 R̂ � R̂ L1 R̂ L1)itly im Relationenraum liegen. Wegen der Invertierbarkeit vonR̂ und�R spannen diese Elemente schon den ganzen Relationenraumim(I � �)t auf.

Majid [69, Theorem 7.4.1 und Theorem 10.3.1] hat gezeigt, dass der VektorraumA(R̂) ein
zweites Produkt trägt, bei demA(R̂) isomorph zur SpiegelungsgleichungsalgebraB(R̂) wird.
Die AlgebrenA(R̂) undB(R̂) sind als graduierte Vektorräume isomorph. Außerdem ist be-
kannt, dass die FRT-BialgebraA(R̂) die Vektorraumbasisf(u11)k11(u12)k12 � � � (uNN)kNN j k11; k12; : : : ; kNN 2 N0g
besitzt, siehe [78, Theorem 3.5.1]. Folglich hat auch die AlgebraB(R̂) diese Poincaré-
Birkhoff-Witt-Basis. Wegen [82, Theorem 5.3] istB(R� ) Koszulsch. Wegen [75, Proposition 7,
Abschnitt 9] und Satz 3.34 können wir die Frobenius-Formelfür quadratisch-duale Koszul-
Algebren anwenden:P (s�L̂ ; t)P (B(R� );�t) = 1. Folglich gilt P (s�L̂ ; t) = (1 + t)N2

. Be-
achtet man die Inklusion der die äußeren Algebrens�^ undW�^ definierenden IdealesJ � WJ
und die Identität der Poincaré-ReihenP (s�L̂ ; t) = P (W�L̂ ; t), nach Theorem 3.11, dann hat
man die Gleichheit der IdealesJ undWJ. Der Beweis von Theorem 3.13 (i) ist damit komplett.

3.6.1 Unter-Hopf-Bimoduln von�
2
Wir wollen nun Lemma 2.15 anwenden und eine Klasse von Unter-Hopf-Bimoduln zum Hopf-
Bimodul� 
A � mit � = �+;z konstruieren.
Unser Ziel ist es, den vonS(R) erzeugten freien Linksmodul, der nach Lemma 2.15 und
Lemma 3.5 sogar ein Unter-Hopf-Bimodul von�
2 ist, abzuschätzen gegen den Unter-Hopf-
Bimodul kerA2. Wegen der Universalitätseigenschaft vonu�^ ist klar, dassS(R) � kerA2.
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Dies folgt aber auch direkt aus der Formel(! 
 !)AdR(a) = A2(S(a)); a 2 A, siehe [62,
Formel 14.30], und derAdR-Invarianz vonR, vgl. Lemma 2.17. Wir werden sehen, dass in
den FällenGLq(N) und SLq(N), N � 3 die beiden Unter-Hopf-Bimoduln zusammenfallen,
während es in den FällenSLq(2),Oq(N), SOq(N) undSpq(N) jeweils einen eindimensionalen
Unter-Hopf-Bimodul gibt, derAS(R) zukerA2 ergänzt.

Die Methode zur Konstruktion von Unter-Hopf-Bimoduln lässt sich auch auf höhere Tensor-
produkte�
k, k � 2 übertragen. Dies wurde in der Arbeit [46, S. 1356] benutzt.

In diesem Abschnitt seiA die Koordinatenhopfalgebra zu einer der QuantengruppenGq der
vier klassischen Serien und� = �+;z einer derN2-dimensionalen bikovarianten DKEO überA. Die Gültigkeit der entsprechenden Sätze für die Hopf-Bimoduln��;z folgt aus der Dualität
von �+;z und��;z, vergleiche Satz 4.14. Die Standardbasis desCN sei fe1; : : : ; eNg. Für die
Spektralprojektoren der̂R-Matrix führen wir im Falle der A-Serie die IndexmengeJ = f+;�g
und im Falle der B-, C-, und D-Serien die IndexmengeJ = f+;�; 0g ein.

Lemma 3.35 Es seienP̂ 2 Mor(u
u) und �Q 2 Mor(u
u) idempotente Elemente. Die
lineare Abbildung' : �L 
 �L ! (CN)
4, gegeben durch'(!+ij 
 !+kl) = ei
ej
ek
el, ist
ein Isomorphismus von rechten Komoduln,' 2 Mor(�R;u
u
u
u). Wir identifizieren die
beiden R̈aume unter Weglassung von'.
(i) Der freie Linksmodul A �R�23P̂12 �Q34 �R23(�L
�L) (3.64)

ist ein Unter-Hopf-Bimodul von�
2 der Dimensionrg(P̂ ) rg( �Q).
(ii) �
2 ist die direkte Summe vonj2, j := Card(J) bikovarianten Unter-Hopf-Bimoduln���,�; � 2 J , die jeweils von den linksinvarianten Elementen�R�23P̂ �12 �P �34 �R23(�L
�L)
als freie Linksmoduln erzeugt werden. Ferner giltkerA2 =M�2J ���
als innere direkte Summe von Unter-Hopf-Bimoduln .

Beweis. Wir verwenden im Beweis erstmals den graphischen Kalkül zum Rechnen mit Morphis-
men. Eine kurze Einführung in diesen Kalkül findet man im Anhang A. Dass' einen Isomor-
phismus von rechten Komoduln definiert, folgt aus der Definition (2.44) der rechten Kowirkung�R auf� und aus deren Fortsetzung (2.21) auf� 
A � .

(i) Da alle vier in der Gleichung (3.64) auftretenden Teilabbildungen Morphismen von Kodar-
stellungen sind, prüft man leicht nach, dassT := �R�23P̂12 �Q34 �R23 in Mor(u
u
u
u) liegt.
Folglich istT (�L 
 �L) invariant unter der rechten Kowirkung�R.
Wir berechnen nun die rechtsadjungierte Wirkung auf den Elementen�PQmnkl := T (!+mn
!+kl).
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Wegen (2.46) erhalten wir unter Beachtung von(!+vw 
 !+d) / uij = !+vw / uie 
 (!+d / uej)�PQmnkl / uij = z�2T vwdmnklR̂iavyR̂wyeb R̂eszR̂dzjt !+ab
!+st= z�2(R̂12 �R23R̂34 �R45T1234)iabstmnklj !+ab
!+st= z�2(T1234R̂12 �R23R̂34 �R45)iabstmnklj !+ab
!+st= z�2�PQvwst(R̂12 �R23R̂34 �R45)ivwstmnklj: (3.65)

Die vorletzte Gleichung wird ersichtlich, wenn man die graphische Darstellung der beiden Sei-
ten betrachtet, siehe Abbildung 3.2.

P̂ �Q? 6�R		 	 6
? I � �

? 	�
P̂ �Q? 6�R	I??

? q
!+ab
!+st =

6i a b s t i a b s t

m n k l j m n k l j
!+ab
!+st.

Abbildung 3.2:h�PQi ist abgeschlossen unter der rechtsadjungierten Wirkung.

Folglich ist T (�L
�L) sowohl unter der rechten Kowirkung als auch unter der rechts-
adjungierten Wirkung abgeschlossen. Nach Lemma 2.15 istAT (�L
�L) ein Unter-Hopf-
Bimodul. Die Dimensionsaussage folgt aus der Invertierbarkeit von �R und �R� sowie wegenrg(P̂12 �Q34) = rg P̂ rg �Q.
(ii) Die erste Aussage folgt aus (i) und weil im Falle der A-Serie (P̂+ + P̂�)12( �P+ + �P�)34
und in den anderen Fällen(P̂+ + P̂� + P̂ 0)12( �P+ + �P� + �P 0)34 die Identität auf(CN)
4
ist. Darüber hinaus sind diêP � und P̂ � wie auch �P � und �P � für � 6= � jeweils zueinander
orthogonale Idempotente. Folglich ist die Summe direkt.
Nun zur zweiten Aussage: Es sei�� der Eigenwert von̂R bezüglichP̂ � , alsoR̂P̂ � = �� P̂ � ,
und zwar�+ = q, �� = �q�1 und, im Falle der B-, C- und D-Serien,�0 = r�1. Man beachte,
dass auch�R �P � = �� �P � gilt. Für � := �R�23P̂ �12 �P �34 �R23(!+ij 
 !+kl) erhalten wir mit (2.49) und�R �R� = I: �(�) = �R�23R̂12 �R�134 �R23 �R�23P̂ �12 �P �34 �R23(!+ij 
 !+kl)= ����1� �R�23P̂ �12 �P �34 �R23(!+ij 
 !+kl)= ����1� �:
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Daq keine Einheitswurzel ist, gilt�� 6= �� für � 6= �. Also ist� 2 (kerA2)L genau dann, wenn� = �. Wir haben also(kerA2)L = L� ���L als lineare Räume. Wegen (i) erzeugt jeder der
Räume���L einen Unter-Hopf-Bimodul. Damit ist der Beweis erbracht.

Zur Vereinfachung wählen wir eine neue Basis von(� 
A � )L:�vwst = �R�yzws !+vy
!+zt; !+vw 
 !+st = �Ryzws �vyzt: (3.66)

In dieser Basis lautet die rechte Kowirkungu
u
u
u, und die Zopfung� ist nun� = R̂12 �R�134 . Wir schreiben�� anstelle von��� , � 2 J . Da die Kodarstellung(u
u)(P̂ �)
irreduzibel ist und die Kodarstellung(u
u)( �P �) nach Lemma 3.26 zu ihr kontragredient ist,
besitzt�� nach Lemma 3.23 genau ein biinvariantes Element�� .P̂ � �P �? ? 6 67 ��� = (P̂ �)mnlk �mnkl = �mnkl =m n k l P̂ �? ? 7 �m n 6 6�mnkl:k l

Abbildung 3.3: Die biinvarianten Elemente�� .
Wegen (3.66) ist!+0 
!+0 = R̂vytz �vyzt, und wegenR̂ =P��P̂ � erhält man!+0 
!+0 =X�2J ����: (3.67)

Das folgende Lemma besagt, dass das Element�� bereits den gesamten Hopf-Bimodul��
erzeugt.

Lemma 3.36 Es seiA die KoordinatenhopfalgebraO(Gq) zu einer der QuantengruppenGq
der vier Serien und� = �+;z. Ferner sei�� , � 2 J der oben definierte Unter-Hopf-Bimodul
vonkerA2.
Dann erzeugt�� bereits den vollen Hopf-Bimodul�� . Genauer, es ist�� /A = ��L:
Beweis. Da der Hopf-Bimodul�0 eindimensional ist, gibt es für� = 0 nichts zu zeigen. Wir
fixieren also� 2 f+;�g. Die Beweisidee ist die Folgende: Zunächst erzeugt man durch die
rechtsadjungierte Wirkung mituij auf �� gewisseN2 Elemente��ij, und dann, durch erneu-
te Wirkung vonuij auf ��st die Elemente��sijt, die schließlich eine Basis von�� bilden. Die
Rechnungen sind technisch recht aufwändig und werden, zurbesseren Veranschaulichung der
Umformungen, unter Benutzung des graphischen Kalküls durchgeführt.
Nach Lemma 3.35 besteht die kanonische linksinvariante Basis von�� aus den Elementen��mnkl = �R�23P̂ �12 �P �34 �R23(!+mn
!+kl) = �R�wsyz (P̂ �)vyma( �P � )ztbl �Rabnk !+vw
!+st:



3.6 Beweis von Theorem 3.13 und Theorem 3.14 75

Wir werden diese Elemente in den oben genannten zwei Schritten erzeugen.
(a) Wir führen zunächst den Beweis für den komplizierteren Fall der B-, C- und D-Serien durch
(3 Morphismen inMor(u
u) anstelle von2 Morphismen bei der A-Serie).
Zunächst berechnen wir�� / uij und erhalten eine Linearkombination der Elemente�� ,��ij = Biz(P̂ � )mnzk ( �P � )vwkyCjy �mnvw (entfällt bei der A-Serie) und��ij = (P̂ �)mnyk ( �P � )vwkz �Ryzij �mnvw:

P̂ � �P �? ? 6 67��ij = �mnkl, ��ij =m n k l?6 6?i j P̂ � �P �? ? 6 67 �mnkl.m n k l
i j->

Abbildung 3.4: Die graphische Darstellung der Elemente��ij und��ij.
Wir zeigen zuerst, dass die folgenden beiden Gleichungen erfüllt sind:�� / euij = q̂(�2� + 1)��ij � r�1q̂(1 + ��2� )��ij; (3.68)�� / eU = ���� ; �� = q̂(�� + ��1� )(�� r� ��1� r�1): (3.69)

Der Vollständigkeit halber ergänzen wir, dass für allea 2 A�0 / a = "(a)�0; (3.70)

da�0 ein eindimensionaler Unter-Hopf-Bimodul ist. Die obige Gleichung ist äquivalent dazu,
dass allea 2 A mit �0 vertauschen.
Analog zur Herleitung von (3.65) erhält man mit (3.66) und (2.46) unter Beachtung vonz2 = 1:�mnkl / uij = �R�abnk(!+ma / ui)(!+bl / uj)= �R�abnkR̂ivmyR̂ayd R̂pbzR̂lzjt !+vd
!+pt= ( �R34R̂12 �R23R̂34 �R45 �R�23)ivwstmnklj �vwst: (3.71)

Zur besseren Veranschaulichung geben wir die graphische Darstellung des betreffenden Mor-
phismus’ an. -? ? 6 6 ��mnkl / uij =i m n k l j

v w s t �vwst
Abbildung 3.5: Die rechtsadjungierte Wirkung vonuij auf �mnkl.



76 3 Äußere Algebren und Kalküle höherer OrdnungP̂ � �P �Æ Æ?i j
6 6? ?�� / uij = (P̂ �)mnlk �mnkl / uij = =

P̂ � �P � Æ?i j
6 6? ? P̂ � �P � Æ?i j

6 6? ? P̂ � �P � Æ?i j
6 6? ?= +q̂ �q̂> � =

P̂ � �P �i j
6 6? ?= > 7j P̂ � �P �6 6? ? >?6 ?6�q̂r�1P̂ � �P �6 6? ? > *j i ji j+q̂ +
P̂ � �P �6 6? ? > *ji j+�2� q̂ P̂ � �P �6 6? ? >?6 ?6�q̂r�1��2� i j .

=1

Abbildung 3.6: Der Beweis von (3.68).

Wir berechnen nun die Wirkung vonuij auf �� mit Hilfe des graphischen Kalküls. Im ersten
Schritt löst man mittelŝR�1 = R̂ � q̂I + q̂K die KreuzungR̂ in der gepunkteten Box auf und
erhält die drei anderen Summanden mitR̂�1, I undK. Im zweiten Schritt tut man dasselbe mit
derR̂-Matrix im ersten Summanden (gepunktete Box). Das liefert die ersten drei Summanden
der nächsten Zeile. Im zweiten Summanden trifft die Matrix�R auf den zweiten Projektor und
liefert somit��I. Dabei wird diese Kreuzung aufgelöst und es entsteht eine zweite Kreuzung
(R̂-Matrix), die auf den ersten Projektor̂P � trifft und somit einen weiteren Faktor�� liefert. So
entsteht der vierte Summand der letzten Gleichung. Mit dem dritten Summanden der zweiten
Gleichung verfahren wir analog. Das Herausdrehen der Schlaufe liefert den Faktorr�1, und die
beiden inversenR-Matrizen liefern jeweils den Faktor��1� . Wegeneuij = uij � Æij1 folgt hieraus
sofort (3.68). Multiplizieren wir (3.68) mitDji und beachten, dassDji ��ij = �� undDji ��ij = r��
gelten, erhalten wir (3.69). Wir wollen in der Gleichung (3.68) den Term��ij eliminieren. Daq
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keine Einheitswurzel ist, istT� = q̂(�2� + 1)R̂�1 � r�1q̂(1 + ��2� ) invertierbar mit der InversenT�1+ = 1q̂[[2℄℄q � 11� q�1r�1 P̂+ + 1�q2 � q�1r�1 P̂� + 1rq � r�1q�1 P̂ 0� ;T�1� = 1q̂[[2℄℄q � 1q�2 � qr�1 P̂+ + 1�1� qr�1 P̂� + 1q�1r� qr�1 P̂ 0�:
Setzt man (S� )ijst = Byi (T�1� )yjztCsz und multipliziert (3.68) mit S� , erhält man(S� )ijst�� / euij = ��st. Folglich liegen die Elemente��st, s; t = 1; : : : ; N und � 2 f+;�g in �� .
Im zweiten Schritt berechnen wir die rechtsadjungierte Wirkung vonuij auf den Elementen��st.
Wir erhalten eine Linearkombination der Elemente��istj := (P̂ �)mnky ( �P � )vwzl �RyzstBikCjl �mnvw;��istj := BiyBsz(P̂ � )mnyz ( �P �)vwd CtdCj �mnvw:
Ihre graphische Darstellung findet man in der Abbildung 3.7.P̂ � �P �6 6? ?? 6i j>~6 s t��istj = 6 6? ?? 6i j6 s t, ��istj = P̂ � �P �?6 6? ? ? .

Abbildung 3.7: Die Elemente��istj und��istj.
Es gilt offenbar ��sijt = ��syztCkyBlz �Rklij : (3.72)

Wegen (3.71) gilt ��st / uij = P̂ � �P �6 6? ?? 6s jt j6i � .?
Abbildung 3.8: Die rechtsadjungierte Wirkung vonuij auf��st.

Ersetzt man eine Matrix̂R durchR̂�1 + q̂I � q̂K, so erhält man ähnlich zu den graphischen
Berechnungen in Abbildung 3.6.��sijt := ��uv / uab �Rausi R̂vbjt � Æij��st = q̂��sijt � q̂r�1��sijt: (3.73)
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Wegen��uv 2 ��L und der Abgeschlossenheit von��L unter der rechtsadjungierten Wirkung ist��sijt 2 ��L für alle i; j; s; t. Somit gilt wegen (3.73) und (3.72)��sijt = (Ct1TBt1)abdsijt ��abd, wobeiT = q̂(R̂�1� r�1I). Daq keine Einheitswurzel ist, istT invertierbar und hat als inverse MatrixT�1 = q̂�1�(q�1 � r�1)�1P̂+ � (q + r�1)�1P̂��. Also gehörtByi (T�1)yjzlCkz ��sijt = ��sklt
zu ��L. Durch geeignete Linearkombination dieser Elemente erhält man schließlichBmv BayCbzC lt ��vyzt �Rabnk = ��mnkl, was den Beweis vollendet.
(b) Wir betrachten nun den FallGLq(N) und SLq(N). Dabei führen wir den Beweis nur für
die Kalküle� = �+;z. Der Beweis für die Kalküle��;z verläuft analog.̈Ahnlich zum Teil (a)
dieses Beweises leitet man auf graphischem Wege die zu (3.68) analoge Formel her. Es ist klar,
dass bei der A-Serie wegen̂R�1 = R̂� q̂I der jeweils dritte Summand in Abbildung 3.6 entfällt
und somit auch der letzte Summand der letzten Gleichung. Wirerhalten damit:�� / uij = z�2Æij�� + z�2q̂(��2� + 1)��ij: (3.74)

Also liegen die Elemente��ij in ��L. Zur Vereinfachung multiplizieren wir noch die Elemente��ij
mit �R�ijrs und erhalten die Elemente��rs := (P̂ � )mnrk ( �P �)vwks �mnvw:
Die erneute Wirkung vonuij auf��rs liefert mit (3.71) nach Einfügen vonz�2, da wir die A-Serie
betrachten, ��sr / uij �R�irab �R�sjkl = z�2(P̂ �)mnax �Rxybz �Ryuzk( �P � )vwul �mnvw= z�2�Æbk ��al + q̂(P̂ � )mnax ( �P � )vwul �Rxubk �mnvw�:
Dabei benutzten wir (A.4). Der erste Summand auf der rechtenSeite liegt bereits in�� /A wie
auch die linke Seite. Folglich liegt auch der zweite Summandder rechten Seite in�� /A, das
ist, bis auf den Faktor̂q, (P̂ � )mnax ( �P � )vwul �Rxubk �mnvw = ��abkl:
Die Elemente��abkl bilden aber die kanonische linksinvariante Basis von�� .
Folgerung 3.37 (i) Es seienA und� wie im Lemma und� ein Unter-Hopf-Bimodul vonkerA2,
der!+0 
 !+0 entḧalt. Dann fallen die Unter-Hopf-Bimoduln� undkerA2 zusammen.
(ii) Es seiA die Koordinatenhopfalgebra zu einer orthogonalen oder symplektischen Quanten-
gruppe,� wie im Lemma und� ein Unter-Hopf-Bimodul vonkerA2, der die Elemente�+ und�� entḧalt. Dann gilt �+ h�0i = kerA2:
(iii) Es seiA = O(GLq(2)) oderA = O(SLq(2)) und� = �+;z mit z = �q, � 2 f+1;�1g einer
der 4D�-Kalküle überA. Ferner sei� ein Unter-Hopf-Bimodul vonkerA2, der das Element�+ entḧalt. Dann gilt �+ h�0i = kerA2:
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Beweis. (i) Beachtet man (3.67) und (3.69), so erhält man mit der rechtsadjungierten Wirkung
von eU i, i = 0; 1; : : : ; j � 1 auf !+0 
!+0 ein lineares Gleichungssystem mit den Variablen��,� 2 J und der Koeffizientenmatrix bestehend aus denj Zeilen ���i�, i = 0; 1; : : : ; j � 1.
Wegen der Regularität dieser Matrix, die Determinante istgleich

Q� ��Q�;�(�� � ��), hat
man�� 2 �. Nach dem obigen Lemma ist dann aber auch�� � � für alle � 2 J und damitkerA2 =L�2J �� � �, was zu zeigen war.
(ii) Da �+ und�� beide in� liegen, umfasst� somit auch die von diesen beiden biinvarianten
Elementen erzeugten Unter-Hopf-Bimoduln vonkerA2. Einzig der vom Element�0 erzeugte
eindimensionale Unter-Hopf-Bimodul könnte noch als Komplement zu� fehlen. Die obige
Summe ist genau dann direkt, wenn�0 nicht in� liegt.
(iii) Es gibt nur zwei biinvariante Elemente inkerA2, von denen das eine in� enthalten ist.� enthält somit den gesamten von�+ erzeugten9-dimensionalen Unter-Hopf-Bimodul vonkerA2.
Für das folgende Lemma, Teil (i) und (ii), setzen wir# = !(U) = Pi q�2i!ii und� = S(U) =Pi;j q�2i!ij
!ji. Dabei sei! die!-Abbildung von��;z undU die Quantenspur.
Dann sind# und� biinvariant wegen�R(!ij) = �R(S(uix)duxj ) = �S(ukx)
S(uik)�(duxl
ulj) = !kl 
 (u
u)klij
und(q�2iÆij) 2 Mor(1;u
u). Mehr noch, die beiden Elemente� und#
# bilden eine Basis
von�
2Inv .
Wir wollen zeigen, dass im Falle der A-Serie!�0
!�0 2 S(R) für alle Kalküle mit Ausnahme
vonN = 2, � = + undz2 = q2 gilt. Wir setzen voraus, dassq eine transzendente komplexe
Zahl ist. Für den oben genannten Ausnahmefall zeigen wir, dass der RaumS(R) zumindest das
Element�+ enthält und damit nach Folgerung 3.37 (iii) den gesamten9-dimensionalen Unter-
Hopf-Bimodul�+. Für die Standardkalküle auf den Quantengruppen der B-, C- und D-Serien
wollen wir zeigen, dass sie die Elemente�+ und�� enthalten.

Lemma 3.38 (i) Es seiA eine der HopfalgebrenO(GLq(N)) bzw.O(SLq(N)). Ferner sei� = ��;z, R = R�;z undz sei generisch, das heißt,n�;z 6= 0.
Dann gilt für N � 3, und f̈ur N = 2, � = + undz2 6= q2, dass#
 # 2 S(R).
(ii) Es seiA = O(GLq(2)) oderA = O(SLq(2)) und� = �+;z mit z = �q, � 2 f1;�1g.
Dann ist� := S(eUU � �eU) mit � = �(q�1 + q�5) ein von Null verschiedenes Vielfaches von�+ und liegt inS(R).
(iii) Es seiA eine der HopfalgebrenO(Oq(N)) bzw.O(Spq(N)), � = �+ oder � = ��
sowie q keine Einheitswurzel. F̈ur den ��-Kalkül setzen wir zus̈atzlich voraus, dass2s+ (q � q�1)(r� r�1) 6= 0.
Dann gilt�+; �� 2 S(R).
Der Beweis von Lemma 3.38 ist in den Anhang B verlegt worden.

Folgerung 3.39 (i) Es seiA eine der Hopfalgebren zur A-Serie und es mögen dieselben Vor-
aussetzungen wie im obigen Lemma unter (i) gelten. Dann giltAS(R) = kerA2:
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(ii) Es seienA, � undz wie im obigen Lemma unter (ii) oder (iii) gegeben. Dann giltAS(R) + �0 = kerA2: (3.75)

Beweis. (i): Da z generisch ist, ist!�0 
 !�0 ein von Null verschiedenes Vielfaches von# 
 #.
Zusammen mit Folgerung 3.37 (i) erhält man die Behauptung.
(ii): Die Behauptung für die orthogonalen und symplektischen Quantengruppen erhält man aus
Folgerung 3.37 (ii). Für den Ausnahmefall beiGLq(2) undSLq(2) ergibt sich die Behauptung
aus Folgerung 3.37 (iii).

Mit Punkt (i) der obigen Folgerung ist der Beweis von Theorem3.13 (ii) fertig.
Haben wir mit (3.75) eine Möglichkeit erhalten, die Mindestgröße vonS(R) abzuschätzen,
wollen wir nun die Mindestgröße vonu�^2L , des zuS(R) komplementären Teilraumes,
abschätzen. Die Direktheit der Summe (3.75) soll gezeigt werden. Dazu werden wir Lemma 3.8
verwenden und den Raum der quadratisch-linearen Relationen in X
X + X untersuchen.
Genau genommen vergleichen wir nur die Räume der/ -invarianten Elemente vonX
X, X^X
undm�1(X), und somit, vermöge der Dualität, auch die Räume der biinvarianten Elemente von�
A� , s�^2 bzw.u�^2. Hierbei istm: AÆ
AÆ ! X die Multiplikationsabbildung.

Wir benötigen für das folgende Lemma im FallGLq(2) noch eine Relation zwischen der Quan-
tendeterminanteD und der universellenr-Form. Es seiA = O(GLq(N)) mit der r-Formrx,x 2 C� aus Satz 2.6. Im Beweis von [62, Theorem 11.51, S. 440] findet man die Peter-Weyl-
Zerlegung vonO(GLq(N)), O(GLq(N)) = Xr;s2N0D�rAs(R̂);
wobeiAs(R̂) die homogene Komponente vonA(R̂) vom Grades ist. Es seia 2 D�mAn(R̂)
für fixierte Zahlenm;n 2 N0. Dann giltrx(a;D) = rx(D; a) = (qx�N )k "(a); (3.76)

wobei k = �mN + n ist. Der Beweis dieser Gleichung folgt unmittelbar aus der zentralen
Formel für dier-Form von Elementen der GestaltaD�m in [62, S. 340].

Lemma 3.40 (i) Es seienA eine der HopfalgebrenO(Oq(N)) bzw.O(Spq(N)) undN � 3,� = �+;1 oder�+;�1 einer der beidenN2-dimensionalen bikovarianten Standardkalküle überA mit dem Quanten-TangentialraumX und dessen Basis(2.47). Dann giltdim s�^2Inv = 0; dim (X^X)0 = 0; dim (kerA2)Inv = 3;dim u�^2Inv � 1; m�1(X)0 � hT i; dim S(R)Inv � 2;
wobei T = Xij
XmnBiyR̂jymzCnz : (3.77)
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(ii) Es seiA = O(GLq(2)) oderA = O(SLq(2)), z2 = q2, � = �+;z undX der zugeḧorige
Quanten-Tangentialraum mit der Basis(2.47). Dann giltdim s�^2Inv = 0; dim (X^X)0 = 0; dim (kerA2)Inv = 2;dim u�^2Inv � 1; m�1(X)0 � hT i; dim S(R)Inv � 1;
wobeiT wie in (3.77)geẅahlt ist mitB = C�1. Die MatrixCij = "ij ist derq-antisymmetrische
Tensor(2.6).

Beweis. (a) Wir zeigen zunächst, dass im orthogonalen und symplektischen Fall die Gleichungdim�
2Inv = dim(X
X)0 = 3 gilt. Es ist bekannt, dassdimMor(u
u) = 3 und dassI; R̂
undK eine lineare Basis vonMor(u
u) bilden, vergleiche Anhang A. Benutzt man (A.9), so
sieht man, dass die AbbildungE 7! (BszCryEabyz) einen linearen Isomorphismus vonMor(u
u)
nachMor(1;u
u
u
u) definiert. Nun ist aber� = �ijmn�ij
�mn 2 �
A� genau dann
biinvariant, wenn(�ijmn) 2 Mor(1;u
u
u
u). Damit istdim�
2Inv = dim(X
X)0 = 3
gezeigt. IstA eine der Hopfalgebren vom Typ A, dann giltdimMor(u
u) = 2. Völlig analog
zu den obigen Schlüssen erhält mandim�
2Inv = dim(X
X)0 = 2.
(b) Es seif�ij j i; j = 1; : : : ; Ng die Basis von�L und� =Pi �ii die biinvariante 1-Form. Dann
sind die Elemente�
�, � = Dkj �ik
�ji, und� = CizR̂ymzn Byj �ij
�mn biinvariante2-Formen, die
im orthogonalen und symplektischen Fall eine Basis von�
2Inv bilden; im Falle der A-Serie
(SLq(2) undGLq(2)) bilden�
� und� eine Basis von�
2Inv , da dieser Raum nur zweidimensio-
nal ist. Mit Hilfe des graphischen Kalküls überzeugt man sich leicht davon, dass die Zopfung�
auf�
2Inv wie die Identität wirkt:I R�	 I R�	 I R�	�� �o o��= �o= o� �=, ,

.

Abbildung 3.9: Die Wirkung von� auf den drei biinvarianten2-Tensoren.

Folglich gilt, im Fall (i) wie auch im Fall (ii),�
2Inv � kerA2 und somits�^2Inv = f0g. Wegen
Folgerung 3.9 ist auch(X^X)0 = f0g.
(c) Wir betrachten den Fall (i). Wegen (2.16) und [84, Remark21] giltR̂wmvj (`�)my `+jz = `+wj (`�)vmR̂jymz;`�Ct`�t = Ct1: (3.78)

Es sei T0 = `ij `mn BiyR̂jymzCnz = (`�)wi `+wj (`�)vm`+vn BiyR̂jymzCnz :
Wir benutzen zunächst die obigen Gleichungen (3.78), (A.11) und schließlich auch (A.13) und
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erhalten T0 = S(`�iw )(`�)my `+jz R̂wmvj `+vn BiyCnz= S(`�iw )S(`�ym ) R̂wmvj CvjBiy= r�1S(`�ym `�iw Cwm)Biy= r�1CiyBiy1 = r�1s: (3.79)

Beachtet manXij = "�`ij � Æij, (2.47), die obige Umformung und wieder (A.11) und (A.13), so
folgt m(T ) = ("�`ij � Æij)("�`mn � Æmn )BiyR̂jymzCnz= T0 � "�BiyR̂iymzCnz `mn � "�BiyR̂jymzCmz `ij +BiyR̂iymzCmz= r�1(s� "�Bmz Cnz `mn � "�BiyCjy`ij + s)= �2sr�1X0:
Also gilt T 2 m�1(X) und wegen der/ -Invarianz vonT ist dim(m�1(X)0) � 1. Betrach-
tet man die ProjektionP 2 Mor(�R�u�^2L ) von u�^2L auf den Teilraumu�^2Inv und wen-
det auf P Folgerung 3.9 an, so ergibt sich, dass die Einschränkung der Bilinearform aufu�^2Inv � m�1(X)0 nicht ausgeartet ist. Wegenu�^2Inv = �
2Inv =S(R)Inv und dim�
2Inv = 3 erhal-
ten wirdimS(R)Inv � 2.
Wir betrachten den Fall (ii). Es gilt die folgende Modifikation der Gleichung (3.78):`�Ct`�t = Ctf�; (3.80)

wobeif+(a) = rx(a;D) undf�(a) = ropy (a;D). Nach (2.13) ist nämlich`+ijCkj `+lk(a) = rx(a(1); uij)rx(a(2); ulk)Ckj= rx(a; ulkuijCkj ) = rx(a; C liD) = C lif+(a):
Analog zeigt man die Gleichung für̀�. Wir setzenT0 wie oben und fügen in (3.79) die not-
wendigen Ergänzungen ein:T0 = S(`�iw ) (`�)my `+jz R̂wmvj `+vn BiyCnz= S(`�iw )S(`�ym ) R̂wmvj Cvj f+Biy= r�1S(`�ym `�iw Cwm) f+Biy= r�1CiyS(f�)Biy f+ = r�1sS(f�)f+:
Wir zeigen nun, dassS(f�)f+ = 1 für z2 = q2. Dazu seia 2 D�mAn(R̂), m;n 2 N0. Dann
gilt wegen (3.76) mitk = �mN + n(S(f�)f+)(a) = f�(S(a(1))) f+(a(2)) = ry(D; S(a(1)))rx(a(2);D) = ry(D; a(1))rx(a(2);D)= "(a(1))"(a(2))(qx�N )k(qy�N)k= "(a)(q2 z�N )k = "(a):
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In der letzten Gleichung setzten wirN = 2 sowie die Voraussetzungz2 = q2 ein. Betrach-
tet man nunX+ij = `ij � Æij, erhält man wie im Teil (i):m(T ) = �2sr�1X+0 . Somit istm�1(X)0 � fTg und, wegen der Dualität,dim S(R)Inv � 1. Damit ist der Beweis vollständig.

Nun können wir die Beweise von Theorem 3.13 (iii) und Theorem 3.14 vollenden. Nach dem
obigen Lemma ist in den verbliebenen Fällen stetsS(R) echt in(kerA2)L enthalten, somit ist
die Kodimension vonS(R) in (kerA2)L mindestens gleich Eins. Wegen (3.75) unddim�0L = 1
ist sie aber andererseit höchstens gleich Eins. Folglich ist die Summe (3.75) direkt. Da sowohlu�L̂ als auchs�L̂ quadratische Algebren sind, istu�L̂ =(�0) �= �
L =(S(R) + h�0i) �= �
L =(kerA2)L �= s�L̂ :
Weil sowohlu�^=(�0) als auchs�^ freieA-Moduln sind, folgtu�^=(�0) �= s�^. Wegen der
Kongruenz�^� � r�1�0 (mod S(R)), vergleiche (3.67) und beachte�+; �� 2 S(R), erhalten
wir schließlichu�^=(�^�) �= s�^.
Dass�^� mit allen Elementen ausA vertauscht, folgt aus�^� = r�1�0 in u�^ und (3.70).
Wegen Lemma 3.10 (iii) erhält man ferner, dassu�^ ein innerer Kalkül ist und�^� in u�^
zentral ist. Damit sind die Beweise abgeschlossen.
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Kapitel 4�-Metriken, Kontraktionen und
Laplace-Beltrami-Operatoren

In diesem Kapitel übertragen wir einige wichtige differentialgeometrische Begriffe, wie Metrik,
Verjüngung, Kodifferential und Laplace-Beltrami-Operator auf den Quantengruppenfall. In der
Literatur gibt es die verschiedensten Methoden, den Begriff der Metrik einzuführen, man denke
an die französische Schule um Madore, Dubois-Violette [30, 31, 68], an Arbeiten von Dimakis
und Müller-Hoissen [26] oder den Artikel von Meyer [77]. Amgeeignetsten für die Bestimmung
der de-Rham-Kohomologien der bikovarianten Standarddifferentialkalküle erwies sich aber der
von Heckenberger [41] gewählte Weg. Wir führen daher hierdiese Begriffe ein.
Im gesamten Kapitel bezeichnen wir mit�^ stets Woronowicz’ äußere Algebra zu einem gege-
benen Hopf-Bimodul� .

4.1 �-Metriken und Kontraktionen

4.1.1 �-Metriken

Es seiA eine Hopfalgebra, und�+ und�� seien (endlichdimensionale) Hopf-Bimoduln überA.

Definition 4.1 Eine lineare Abbildungg : �+
A��+��
A�+ ! A heißt�-Metrik des Paares(�+; ��), falls die folgenden Bedingungen erfüllt sind:

(i) g ist ein Bimodulhomomorphismus,

(ii) g ist nicht ausgeartet, d. h., ausg(�
A �) = 0 für alle� 2 ��� folgt � = 0 und
ausg(� 
A �) = 0 für alle� 2 �� folgt � = 0.

(iii) g� = g (�-Symmetrie).

(iv) Für alle� 2 f+;�g giltg12�23�12 = g23; g23�12�23 = g12 (4.1)

im Raum�� 
A � bzw.� 
A �� , wobei� = �+ 
A �� + �� 
A �+.

85
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Bemerkung 4.1 (i) Eine Eigenschaft der klassischen Metrik einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit ist ihre Symmetrie. Den Kotangentialbündeln über der GruppenmannigfaltigkeitG ent-
sprechen im Quantenfall die Hopf-Bimoduln überO(Gq). Wir haben jedoch schon im Ab-
schnitt 2.2.2 gesehen, dass die einfache Vertauschung zweier Formen aus gegebenen Hopf-
Bimoduln kein wohldefinierter Morphismus von Hopf-Bimoduln ist. Vielmehr tritt die Zop-
fung� in natürlicher Weise an die Stelle der Vertauschung. Dies motiviert die Eigenschaft der�-Symmetrie (iii).
(ii) Einfache Betrachtungen zeigen, dass es für die Standardkalküle aufSLq(N) undGLq(N)
keine Metrik der Formg : � 
A � ! A gibt, die (iv) mit�+ = �� = � erfüllt. Sehr wohl gibt
es aber�-Metriken mit�+ = �+;z und�� = ��;z. 2
Eine�-Metrik g heißtlinkskovariantbzw. rechtskovariant, falls(id
g)�L = �g; bzw. (g 
 id)�R = �g (4.2)

in � gilt. Wir nennen die�-Metrik g bikovariant, falls sie sowohl links- als auch rechtskovariant
ist. In dieser Arbeit betrachten wir nur bikovariante�-Metriken.

Bemerkung 4.2 Der Begriff der bikovarianten�-Metrik ist sehr ähnlich zu den linksdualen
und rechtsdualen Hopf-Bimoduln, vergleiche auch Abschnitt 2.2.3. Letzterer ist aber etwas
schwächer, da die vollständige�-Symmetrie bei dualen Hopf-Bimoduln nicht gewährleistetist.
Genauer, durch die Identifizierung von links- und rechtsdualen Hopf-Bimoduln lässt sich zwar
eine Paarungg : ��
A�++�+
A�� ! A konstruieren, die (i), (ii), (iv) erfüllt und bikovariant
ist, jedoch gilt für diese Paarung im Allgemeinen nichtg� = g. 2
Mitunter lassen wir das Tensorzeichen weg und schreiben einfach g(�a; �) = g(�; a�) =g(�a
A �) für allea 2 A, � 2 �� und� 2 ��� .
Ist g : �� 
A ��� ! A, � 2 f+;�g ein Homomorphismus von Bimoduln, dann gilt im
Tensorprodukt-Bimodul

Nkm=1 �m mit �m 2 f�+; ��g die Gleichunggi;i+1 gj;j+1 = gj�2;j�1 gi;i+1 für k > j > i+ 1 (4.3)

Zur Begründung: Verjüngt man zunächst an der vorderen Stelle (i; i + 1), so verschiebt sich
das hintere Indexpaar(j; j + 1) um zwei Stellen nach vorn. Die einzige Bedingung für die
Wohldefiniertheit der obigen Abbildungen ist, dass an den Stellen(i; i+1) und(j; j+1) jeweils
Bimoduln�� mit unterschiedlichen Vorzeichen stehen. Genauso ergibt sichgi;i+1�j;j+1 = �j�2;j�1gi;i+1 und �i;i+1gj;j+1 = gj;j+1�i;i+1; j > i + 1. (4.4)

Wir setzten nung rekursiv zu einem Endomorphismuseg des Hopf-Bimoduls�
� 
A �
�� ,� 2 f+;�g fort: eg(�; a) = �a; eg(a; �) = a�;eg(� 
A �; � 
A �) = eg(� g(�; �); �) (4.5)

mit � 2 �
� , � 2 �� , � 2 ��� , � 2 �
�� und a 2 A. Wir schreibenegn;k für eg, wenn das
Argument voneg in �
n� 
A �
k�� liegt. Sind� und� vom Gradn bzw.k mit n � k, dann gilteg(�; �) 2 �
n�k� .
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Da g ein Morphismus von Bimoduln ist, isteg ein wohldefinierter Morphismus. Die Abbildungeg ist links-, rechts- bzw. bikovariant, falls die Abbildungg es war.
Im Folgenden setzten wir stets voraus, dass�+ und�� Hopf-Bimoduln sind und dassg eine
bikovariante�-Metrik des Paares(�+; ��) ist. Wir beginnen mit einer sehr einfachen Folgerung
aus der rekursiven Definition voneg.

Lemma 4.1 (i) Es seien�; � 2 �
� und�; � 2 �
�� . Dann gilteg(�
A � 
A � 
A �) = eg(�
A eg(� 
A �)
A �):
(ii) Es seienT und T 0 Bimodul-Endomorphismen von�
i� bzw.�
i�� und i; j; k; l 2 N miti+ j � k; l. Ferner gelteegi;i(T 
 id
i) = egi;i(id
i
T 0). Dann gilt auchegk;l(id
k�i�j
T 
 id
j 
 id
l) = egk;l(id
k
 id
j 
T 0 
 id
l�i�j):
Beweis. (i) Für homogene Elemente� und� vom Grad1 ist die Behauptung erfüllt. Für homo-
gene Elemente höheren Grades zeigt man die Behauptung durch vollständige Induktion über
den Homogenitätsgrad von� und�.
(ii) Es seien�k�i�j, �i und �j homogene Elemente aus�
� und �j; �i und �l�i�j homogene
Elemente aus�
�� , wobei der Index den jeweiligen Grad angibt. Dann berechnetman nach (i),
wegenaj := eg(�j 
A �j) 2 A und aufgrund der Voraussetzungegk;l(�k�i�j
AT (�i)
A �j 
A �j 
A �i 
A �l�i�j)= eg��k�i�j 
A T (�i)
A eg(�j 
A �j)
A �i 
A �l�i�j�= eg��k�i�j 
A eg(T (�i)aj 
A �i)
A �l�i�j�= eg��k�i�j 
A eg(�i 
A ajT 0(�i))
A �l�i�j�= eg(�k�i�j 
A �i 
A �j 
A �j 
A T 0(�i)
A �l�i�j):
Hieraus ergibt sich die Behauptung.

Das nächste Lemma, es beinhaltet die Symmetrie von� bezüglicheg, ist bedeutsam für die
folgenden Konstruktionen.

Lemma 4.2 Es seieni; k; l positive ganze Zahlen mit1 � i < k; l. Dann giltegk;l(��k�i;k�i+1; id
l) = egk;l(id
k; ��i;i+1): (4.6)

Beweis. Wegen (4.5) und Lemma 4.1 (ii) reicht es, die Behauptung für i = 1 undk = l = 2
zu zeigen. In diesem Falle isteg = g12g23. Mit i = 1 und j = 3 folgt aus (4.3) die Gleichungg12g34 = g12g12. In der zweiten und vierten Gleichung der folgenden Umformungen benutzen
wir die Bedingung (iv) in der Definition der�-Metrik, siehe (4.1). Wir erhalten danneg��12 = g12g23��12 = g12g12��23 = g12g34��23 = g12g23��34 = eg��34: (4.7)
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Es seig ein Morphismus von Hopf-Bimodulng : �+
A ��+��
A �+ ! A. Aus der Theorie
der Hopf-Bimoduln folgt leicht, dassg genau dann nicht ausgeartet ist, wenn die Einschränkung
vong auf den Raum der linksinvarianten Elemente von�+ 
A �� + �� 
A �+ nicht ausgeartet
ist. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) g ist nicht ausgeartet.

(ii) Die Einschränkung vong auf den Raum(�+ 
A �� + �� 
A �+)L ist nicht ausgeartet.

(iii) Die Matrix von g bezüglich einer beliebigen Basis von�+;L und��;L ist invertierbar.

4.1.2 Kontraktionsoperatoren

Definition 4.2 Als Kontraktionen(bezüglich der�-Metrik g) bezeichnen wir die Abbildungenh�; �i� : �
k� 
A �
l�� ! �
jk�lj� 0 mit � 2 f+;�g und� 0 = � für k � l sowie� 0 = �� für k < l,
die gegeben sind durch:h�; �i� := eg(B�k�l;l � ; A�l �) für k � l;h�; �i� := eg(A�k � ; B�k;l�k�) für k < l: (4.8)

Wie schong, sind auch die Abbildungenh�; �i� Homomorphismen von Hopf-Bimoduln. Sind
sowohlk als auchl kleiner als2, hängen die Kontraktionen nicht mehr vom Vorzeichen� ab,
und wir lassen es gelegentlich weg:h�; �i+ = h�; �i� =: h�; �i. Die nächste Eigenschaft besagt,
dass der AntisymmetrisatorA�i bezüglicheg symmetrisch ist.

Lemma 4.3 Für nichtnegative ganze Zahleni; j; k undl mit 1 � i+ j � k; l giltegk;l�id
k�i�j
A�i 
 id
j+l� = egk;l�id
k+j 
A�i 
 id
l�i�j�:
Beweis. Wegen Lemma 4.1 genügt es zu zeigen, dasseg(A�i 
 id
i) = eg(id
i
A�i ) für allei 2 N gilt. Wegen Lemma 4.2 gilt für allen 2 N0, n � i:egi+1;i+1(��1 � � ���n 
 id
i+1) = egi+1;i+1(id
i+1
��i�n+1 � � ���i ): (4.9)

Wir führen nun den Beweis mit vollständiger Induktion über i. Für i = 2 folgt die Behauptung
sofort aus Lemma 4.2. Möge sie füri erfüllt sein. Dann gilt nach (3.8)A�i+1 = (id
A�i )B�1;i.
Somit ergibt sich mit der Induktionsvoraussetzung, mit (4.9) und erneut mit (3.8)egi+1;i+1(A�i+1 
 id
i+1) = eg�(id
A�i )B�1;i 
 id
i+1�= eg �Pin=0(�1)n��1 � � ���n 
 A�i 
 id�= eg �id
i+1
Pin=0(�1)n��i�n+1 � � ���i (A�i 
 id)�= eg �id
i+1
A�i;1(A�i 
 id)�= eg �id
i+1
A�i+1� :
Eine wichtige Folgerung aus dem obigen Lemma ist die Tatsache, dass die Kontraktionh�; �i�
”
faktorisiert“ werden kann zu Kontraktionsabbildungen deräußeren Algebra�^ = W�^.
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Lemma 4.4 (i) Für k � l, �k 2 �
k� und�l 2 �
l�� giltA�k�lh�l; �ki� = egl;k(�l 
 A�k �k);A�k�lh�k; �li� = egk;l(A�k �k 
 �l): (4.10)

(ii) Die über(4.8)definierte Abbildungh�; �i� ist auf den Faktorr̈aumen�^k� 
A �^l�� ! �^jk�lj� 0
wohldefiniert, dabei ist� 0 = � , falls k � l und� 0 = �� , fallsk < l.
Beweis. (i) Wir zeigen nur die erste Gleichung. Der Beweis der zweiten Gleichung verläuft
analog. Nach der Definition der Kontraktion und wegen Lemma 4.3 giltA�k�lh�l; �ki� = A�k�legk;l(A�l �l 
A B�l;k�l�k)= A�k�legl;k(�l 
A (A�l 
 id
k�l)Bl;k�l�k):
Wegen der Indexverschiebung (4.4) giltA�k�legl;k = egl;k(id
2l
A�k�l). Benutzt man dies, kann
man fortfahren: A�k�lh�l; �ki� = egl;k(�l 
A (A�l 
 A�k�l)B�l;k�l�k)= egl;k(�l 
A A�k �k):
(ii) Man beachte, dasskerA+k = kerA�k gilt. Wir müssen zeigen, dass die Kontraktionh�; �i� das
IdealkerAk
A �
l�� +�
k� 
A kerAl in kerAjk�lj abbildet. Sei zunächstk � l. Für�k 2 kerA�k
und�l 2 �
l�� gilt dann nach (4.10)A�k�lh�k; �li� = egk;l(A�k �k 
A �l) = 0:
Sei nun�k 2 �
k� und�l 2 kerAl, so erhält man wie oben unter Verwendung von (3.8)A�k�lh�k; �li� = egk;l(A�k �k 
A �l)= egk;l((A�l 
 A�k�l)B�l;k�l�k 
A �l)= egk;l((id
l
A�k�l)B�l;k�l�k 
A A�l �l)= 0:
Damit isth�; �i� wohldefiniert. Fürk � l verlaufen die Beweise analog.

Wir fassen hier einige wichtige Eigenschaften der Kontraktion zusammen, die in der Arbeit [41,
Lemmata 4.3, 4.4 und 6.2] gezeigt sind.

Lemma 4.5 Es seien�i 2 �^ki�i , i = 0; 1; 2 mit �1 = �2 = ��0 undk1 + k2 � k0. Dann erf̈ullt
die Kontraktion die folgenden Gleichungen:h�1; h�2; �0i�i� = h�1 ^ �2; �0i�; hh�0; �1i�; �2i� = h�0; �1 ^ �2i�;h�1; h�0; �2i�i� = hh�1; �0i�; �2i�: (4.11)
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Beweis. Wir verwenden durchweg die Tatsache, dass� = 0 in �^k genau dann, wennAk(�) = 0
in �
k. Aus Lemma 4.3 und Lemma 4.4 (i) erhalten wir im Falle der ersten Gleichung mit den
Repräsentanten�i 2 �
ki�i von �i, i = 0; 1; 2:A�k0�k1�k2(h�1; h�2; �0i�i�) = eg(�1; A�k0�k2(h�2; �0i�))= eg(�1; eg(�2; A�k0�0))= eg(�1 
A �2; A�k0�0)= A�k0�k1�k2(h�1 
A �2; �0i�):
Die zweite Gleichung zeigt man analog.
Zum Beweis der letzten Gleichung benutzen wir dieselbe Argumentation. Die linke Seite ergibtA�k0�k1�k2h�1; h�0; �2i�i� = eg(�1; A�k0�k2h�0; �2i�) = eg(�1; eg(A�k0�0; �2));
während wir für die rechte Seite den folgenden Ausdruck erhalten:A�k0�k1�k2hh�1; �0i�; �2i� = eg(A�k0�k1h�1; �0i�; �2) = eg(eg(�1; A�k0�0); �2):
Nach der Definition voneg und wegenk1 + k2 � k0 stimmen diese beiden Ausdrücke überein.

Zur Berechnung der Kontraktion sind die folgenden beiden Rekursionsformeln nützlich.

Lemma 4.6 Für alle �k 2 �^k� , �0k 2 �^k�� , k � 1, � 2 �� , � 2 ��� mit � 2 f+;�g gelten die
folgenden beiden Gleichungenh�k ^ �; �i� = �kh�; �i� � h�k; ��(1)i� ^ ��(2); (4.12)h�; � ^ �0ki� = h�; �i��0k � ��(1) ^ h��(2); �0ki�; (4.13)

wobei��(� 
A �) = ��(1) 
A ��(2) 2 ��� 
A �� .
Beweis. Fürk = 1 lautet die linke Seite der ersten Gleichungh�1 ^ �; �i� = g23�(�1 
A � � ��(�1 
A �))
A ��= g23(�1 
A � 
A �)� g12��23(�1 
A � 
A �):
In der zweiten Gleichung benutzten wir (4.1). Wennk � 2, so benutzen wir (3.10) und schließenh�k ^ �; �i� = eg(B�k;1(�k 
A �)
A �)= gk+1;k+2(�k 
A � 
A �� ��k;k+1(B�k�1;1 
A id
2)(�k 
A � 
A �))= �k 
A g(� 
A �)� gk;k+1��k+1;k+2(B�k�1;1 
A id
2)(�k 
A � 
A �)= �k 
A g(� 
A �)� gk;k+1(B�k�1;1 
A ��)(�k 
A � 
A �)= �kh�; �i� � h�k; ��(1)i� ^ ��(2):
Der Beweis der zweiten Gleichung ist analog.

Wir fahren mit einigen Bemerkungen zur Nichtausgeartetheit der Kontraktionh�; �i� fort.
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Satz 4.7 Die Abbildungh�; �i� : �^k� 
A�^k�� ! A, � 2 f+;�g, k � 1 und ihre Einschr̈ankung
auf die linksinvarianten Teilr̈aume�^k�;L und�^k��;L sind nicht ausgeartet.

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass die Abbildungeg : �
k� 
A �
k�� ! A und deren Ein-
schränkung auf�
k�;L 
 �
k��;L nicht ausgeartet sind. Fürk = 1 ist die Aussage wahr, dag
per definitionem nicht ausgeartet ist, und es gilteg = g. Nun gelte die Behauptung für eink � 1, und es sei�k+1 2 �
k+1� . Dann existieren endlich vielek-Formen�i 2 �
k� und li-
near unabhängige 1-Formen�i 2 ��;L derart, dass�k+1 = Pi �i 
A �i. Angenommen, es istegk+1;k+1(�k+1
A �0k
A �0) = 0 für alle�0k 2 �
k��;L und�0 2 ���;L. Dann folgt aus der Definition
von eg, dassegk+1;k+1(�i 
A �i 
A �0k 
A �0) = g(�iegk;k(�i; �0k) 
A �0) = 0 für alle �0 2 ���;L.
Da g ein Homomorphismus von rechtenA-Moduln ist, gilt die letzte Gleichung sogar für alle�0 2 ��� . Da g nicht ausgeartet ist, gilt�ieg(�i 
A �0k) = 0, und da die 1-Formen�i 2 ��;L
linear unabhängig sind, erhalten wiregk;k(�i 
A �0k) = 0 für alle �0k 2 �
k��;L. Da eg ein Homo-
morphismus von rechtenA-Moduln ist, erhalten wir sogareg(�i; �0k) = 0 für alle �0k 2 �
k�� . Die
Induktionsvoraussetzung liefert uns dann�i = 0 und folglich�k+1 = �i 
A �i = 0.
Nun zeigen wir die Behauptung des Satzes. Es seien� 2 �^k� und�0 2 �
k� ein Repräsentant
von �. Wir setzenh�; �0ki� = 0 für alle �0k 2 �^k��;L voraus. Das heißt,eg(A�k �0 
A �0k) = 0 für
alle�0k 2 �
k��;L. Daeg ein Homomorphismus von rechtenA-Moduln ist, gilt die letzte Gleichung
sogar für alle�0k 2 �
k�� . Im ersten Teil des Beweises sahen wir, dass dannA�k �0 = 0 gilt.
Folglich ist� = 0.
Die Nichtausgeartetheit im zweiten Argument vonh�; �i� zeigt man analog.

Folgerung 4.8 Es seig eine linkskovariante�-Metrik des Paares(�+; ��). Dann gilt f̈ur allek � 0, dassdim�^k+;L = dim�^k�;L.
Lemma 4.9 Für alle a 2 A, � 2 ��;L und�0 2 ���;L gilt:hha�; �0i� = hh�a; �0i� = hh�; a�0i� = h(a)h�; �0i�: (4.14)

Beweis. Es seif�i j i = 1; : : : ; mg eine Basis des Vektorraumes��;L der linksinvarianten For-
men. Es genügt, die Behauptung für� = �i zu beweisen. Wegen der Linkskovarianz der�-
Metrik folgt dannh�; �0i� 2 C1, und daher gilthha�; �0i� = h(ah�; �0i�) = h(a)h�; �0i�.
Aufgrund von Theorem 2.11 existieren lineare Funktionalef ij , i; j = 1; : : : ; m mit�ia = a(1)f ij(a(2))�j und f ij(1) = Æij. Wegenh�j; �0i� 2 C 1 und der Eigenschaft des Haar-
funktionals (3.42) gilt daherhh�ia; �0i� = h(a(1))f ij(a(2))h�j; �0i� = f ij(h(a(1))a(2))h�j; �0i�= f ij(h(a) � 1)h�j; �0i� = h(a)h�i; �0i�:
Hieraus folgt die Behauptung.

Wegen der�-Symmetrie der Metrik erhalten wir aus (4.14) insbesonderefür die biinvariante1-Form!��0 2 ���;Inv und alle� 2 �� , � = ai�i mit ai 2 A und�i 2 ��;L:hh�; !��0 i� = h(aih�i; !��0 i�) = h(ai)h!��0 ; �ii� = hh!��0 ; �i�: (4.15)
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4.2 Laplace-Beltrami-Operatoren

Unser wichtigstes Instrument zur Berechnung der de-Rham-Kohomologiegruppen ist der unten
definierte Laplace-Beltrami-Operator. Durch ihn kann man in

”
gutartigen“ Fällen nachweisen,

dass die kanonischen Einbettungen der linksinvarianten, rechtsinvarianten und biinvarianten
Formenräume in den Raum�^ aller Differentialformen Quasiisomorphismen sind, d. h.,die
de-Rham-Kohomologien der oben genannten Räume stimmen überein. Die ursprüngliche No-
tation aus [41, Abschnitt 6] war für Elemente der AlgebraA gedacht. Wir ändern sie durch ein
Vorzeichen im ersten Summanden ab und erhalten einen Operator, der auf ganz�^ sehr gute
Eigenschaften besitzt, etwa die Diagonalisierbarkeit.

Definition 4.3 Die Abbildungen��� : �^k� ! �^k�1� , k � 0, die durch��� (a) = 0 für a 2 A
und ��� � = h�; !��0 i� + (�1)kh!��0 ; �i� (4.16)

für � 2 �^k� , k > 0, gegeben sind, heißenKodifferentialoperatorenauf �^k� . Die linearen
AbbildungenL�� : �^k� ! �^k� , gegeben durchL�� := �d� ��� + ��� d� ; (4.17)

heißenLaplace-Beltrami-Operatorenauf�^k� .

Die Elemente des VektorraumesH�(�^k� ) := f� 2 �^k� jL�� � = 0g (4.18)

heißenharmonischek-Formen. Können keine Missverständnisse auftreten, schreiben wir L�
anstelle vonL�� .
Wegen��� (a) = 0 stimmen die in [41] definierten Laplace-Beltrami-Operatoren aufA mit den
obigen überein. Es gilt alsoL+� a = L�� a = �2sa + h!+0 a; !�0 i + h!�0 a; !+0 i
für a 2 A.
Wir benötigen eine Identität für die Zopfung�.

Lemma 4.10 Es seien� und� Hopf-BimodulnüberA. Dann gilt(���;�)k � � � (���;�)1 = ���;�
k (4.19)

als Homomorphismus der Hopf-Bimoduln� 
A�
A � � �
A� nach�
A � � �
A�
A � . Ersetzt
man in(4.19)�
k durch seinen Quotienten�^k, dann bleibt(4.19)gültig.

Beweis. (a) Die Zopfung�� ist mit dem Tensorprodukt von Hopf-Bimoduln im folgenden Sinne
verträglich. Es gilt (idY 
�X;Z)(�X;Y 
 idZ) = �X;Y
Z
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für alle Hopf-BimodulnX, Y undZ, vergleiche [113, Theorem 5.2]. Durch Iteration dieser
Identität hat man (��;�)k(��;�)k�1 � � � (��;�)1 = ��;�
k :
(b) Da für allei = 1; : : : ; k � 1 die Zopfrelation�i+1�i�i+1 = �i�i+1�i erfüllt ist, erhalten
wir �k � � ��1 �i+1 = �i �k � � ��1. Daher gilt �k � � ��1 (Ak)2���k+1 = Ak �k � � ��1. Folglich
bildet �k � � ��1 den Raum� 
A kerAk in den RaumkerAk 
A � ab, und daher ist die
Quotientenabbildung�k � � ��1 : � 
A �^k ! �^k 
A � wohldefiniert, und es gilt (4.19). Der
Beweis für�� verläuft analog und benutzt zusätzlich die RelationkerAk = kerA�k .

Lemma 4.11 Es seien�k 2 �^k� , � 2 �� , � 2 ��� undk � 1. Dann gilth� ^ �k; �i� = � ^ h�k; �i� + (�1)kegk+1;1(��(� 
A �k)
A �);h�; �k ^ �i� = h�; �ki� ^ � + (�1)keg1;k+1(�
A ��(�k 
A �)); (4.20)

wobei in der ersten Gleichung�� = ���� ;�^k� und in der zweiten�� = ���^k� ;�� .
Beweis. Wir zeigen die erste Gleichung. Der Beweis für die zweite verläuft analog. Nach der
Definition der Kontraktion (4.8) gilth� ^ �k; �i� = eg�(1� ��k + ��k ��k�1 � � � �+ (�1)k��k � � ���1 )(� 
A �k); ��:
Da die Endomorphismen��k , ��k ��k�1, : : : , ��k � � ���2 alle nicht auf dem ersten Tensorfaktor
wirken, können wir die erstenk Summanden zusammenfassen und den letzten abspalten. Mit
Lemma 4.10 erhalten wirh� ^ �k; �i� = eg�� 
A (1� ��k�1 + � � �+ (�1)k�1��k�1 � � ���1 )�k; ��++ (�1)keg(��k � � ���1 (� 
A �k); �)= � 
A h�k; �i� + (�1)keg(��(� 
A �k); �):
Damit ist der Beweis erbracht.

Im Folgenden seiA eine der Koordinatenhopfalgebren der QuantengruppenGq und (�+; ��)
das in Abschnitt 2.3.3 definierte Paar von bikovarianten DKEO aufA.
In [41, Lemma 3.1, Propositionen 3.3 und 3.4] wurde gezeigt,dass die Setzungg(a!+ij; !�kl) = aDjk(D�1)li und g(a!�ij ; !+kl) = aÆjkÆil (4.21)

eine bikovariante�-Metrik auf dem Paar(�+;z; ��;z) definiert. Dabei haben wir in der Notation
von [41, Abschnitt 3] die folgenden Spezialisierungen vorgenommen:F1 = D, F2 = D�1 undG1 = G2 = I. In [41, Lemma 3.1] wurde die Bikovarianz vong sowie die Nichtausgeartet-
heit gezeigt. In [41, Proposition 3.3] ist gezeigt worden, dassg12��23��12 = g23, womit die zweite
Bedingung an eine�-Metrik erfüllt ist. Diese Relation folgt aber auch schon aus der rechten Ko-
varianz vong analog zum Beweis von Satz 2.13 (iii). Schließlich sind auchdie Voraussetzungen
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von [41, Proposition 3.4] erfüllt, denn aus der Irreduzibilität vonu folgt mit dem Schurschen
Lemma, dass die Matrizen

�f(S(uij))� und
�f(uij)� zueinander proportional sind, siehe auch

Bemerkung 2.2. Somit existiert die komplexe Zahlz. Man berechnet, dass für die universeller-Form rx gilt: f(uij) = xr�1Dji . DaD diagonal ist,F1 = D undG1 = G2 = I, folgt die
Existenz der in [41, Proposition 3.4] genannten Zahl. Somit istg eine�-symmetrische Metrik.
Dabei ist g(!�0 ; !��0 ) = s: (4.22)

Wir geben hier noch einen unabhängigen Beweis für die Existenz der�-Metrik zwischen�+;z
und ��;z. Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Hopf-Bimoduln_�+;z und ��;z kanonisch
isomorph sind. Ferner kann die�-Metrik g : �+;z
A��;z ! Amit Hilfe der rechten DualitätgR
aus der Identifizierung von��;z mit dem rechtsdualen Hopf-Bimodul�_+;z von�+;z hergeleitet
werden, vgl. Satz 2.14:g(!+ij; !�kl) = g(!+ij ; T�1(!_kl)) := gR(!+ij ; (T�1)mnkl !_mn) = (T�1)jikl;
dabei ist f!_klg die linksinvariante Dualbasis von�_+;z mit gR(!+ij ; !_mn) = ÆjmÆin undTmnkl = (`� 
 `+)mnxy �S(ukx (u)ly)� (nach Schritt (d) des Beweises von Satz 2.14). Dies liefert
die erste Formel von (4.21).
Wir zeigen nun die�-Symmetrie dieser Metrik auf(�; _� ) mit Hilfe des folgenden Lemmas.
Sei zunächst� ein beliebiger Hopf-Bimodul; wir setzeng�_� 
A � := gL; g�� 
A _� := gR(id
T ): (4.23)

Dann istg� = g auf � 
A _� erfüllt, siehe Satz 2.14. Auf_� 
A � ist diese Bedingung i. a.
jedoch nicht erfüllt.

Lemma 4.12 (i) Die in (4.23) definierte Abbildungg ist genau dann�-Metrik des Paares(�; _� ), wenn eine der folgenden zueinanderäquivalenten Bedingungen erfüllt ist:
(a)gR(id
T ) = gL, (b) gR� = gL(T�1 
 id), (c) gL�2 = gL bzw.(d) gR = gR�2.
(ii) Hinreichend f̈ur (i) ist, dass� irreduzibel ist und dass es Elemente!0 2 �Inv und�0 2 _�Inv
gibt mitgL(�0 
A !0) 6= 0.

Beweis. (i) Die einzige zu prüfende Eigenschaft ang ist die �-Symmetrie auf_� 
A � . Die
Bedingung (a) folgt unmittelbar aus der Definition vong. Mit (a) und wegeng� = g auf� 
A_� hat man sofort (c), nämlichgL = gR(id
T )� = gL�2. Ferner ist klar, dass�(id
T ) =(T 
 id)� in �
A_� gilt, denn� undT sind Morphismen von Hopf-Bimoduln und die Identität
gilt offenbar für die Modulbasis�L 
 _�R. Hieraus ergibt sich diëAquivalenz mit (b) und (d).
(ii) Wir betrachten die zu_A := gL�2 assoziierte AbbildungA : � ! � , siehe (2.27). Wegen
der Irreduzibilität von� und nach dem Schurschen Lemma folgtA =  id mit einem 2 C,
also_A = gL. Wegen der Biinvarianz von!0 und�0 gilt �2(�0
A !0) = �0
A !0. Somit ergibt
sich gL(�0 
A !0) = gL�2(�0 
A !0) = gL(�0 
A !0):
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Da gL(!0 
A �0) 6= 0 ist, ergibt sich = 1, und damitgL�2 = gL. Die Bedingung (c) aus (i) ist
erfüllt.

Die Irreduzibilität der Kalküle�+;z erkennt man wie folgt. Die Bilder vonP0 bzw.I � P0 sind
die einzigen invarianten Teilräume von(�+;z)L unter der rechten Kowirkung. Formel (2.46)
zeigt jedoch, dass beide Räume nicht unter der rechtsadjungierten Wirkung abgeschlossen sind.
Folglich ist�+;z irreduzibel. Die zweite Bedingung von Lemma 4.12 (ii) ist wegen (4.22) erfüllt.

Wir wollen einige wichtige Eigenschaften des Laplace-Beltrami-Operators herleiten.

Satz 4.13Für � 2 �^k� giltL�� � = (�1)k��2s� + eg���(!�0 
A �); !��0 �+ eg�!��0 ; ��(�
A !�0 )��: (4.24)

Beweis. Wir benutzen die Definitionen vond� und ��� , die Gleichung�(!��0 
A !�0 ) =!�0 
A !��0 sowie die Gleichungen (4.12) und (4.22) und erhalten die folgenden Gleichungen
(dabei verändern wir nur die unterstrichenen Terme von einer Zeile zur nächsten, die anderen
Terme bleiben unverändert)L�� � = �d��h�; !��0 i� + (�1)kh!��0 ; �i��+ ��� �!�0 ^ �+ (�1)k�1� ^ !�0�= �!�0 ^ h�; !��0 i� + (�1)k�1h�; !��0 i� ^ !�0 + (�1)k+1�!�0 ^ h!��0 ; �i�+ (�1)kh!��0 ; �i� ^ !�0�+ h!�0 ^ �; !��0 i� + (�1)k+1h!��0 ; !�0 ^ �i�+ (�1)k�1(h� ^ !�0 ; !��0 i� + (�1)k+1h!��0 ; � ^ !�0 i�)= �!�0 ^ h�; !��0 i� + (�1)k�1h�; !��0 i� ^ !�0 + (�1)k+1!�0 ^ h!��0 ; �i�� h!��0 ; �i� ^ !�0 + h!�0 ^ �; !��0 i� + (�1)k+1(s��!�0 ^ h!��0 ; �i�)+ (�1)k�1(s��h�; !��0 i� ^ !�0) + h!��0 ; � ^ !�0 i�= 2s(�1)k+1�� !�0 ^ h�; !��i� � h!��0 ; �i� ^ !�0 + h!�0 ^ �; !��0 i� ++ h!��0 ; � ^ !�0 i�= 2s(�1)k+1�+ (�1)k�eg(��(!�0 
A �); !��0 ) + eg(!��0 ; ��(�
A !�0))�:
Die letzte Gleichung folgt aus (4.20).

Bemerkung 4.3 Der obige Satz ist neu und noch nicht in [41] enthalten. Man erkennt in seinem
Beweis, dass die Vorzeichenmodifizierung in der Definition des Laplace-Beltrami-Operators
notwendig ist für die Gültigkeit von (4.24). 2
4.2.1 Dualität von Differential und Kodifferential

Der folgende Satz spielt beim Beweis des Hodgeschen Zerlegungssatzes eine entscheidende
Rolle.
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Satz 4.14Es seiA eine kohalbeinfache Hopfalgebra,(�+; ��) ein Paar von bikovarianten Dif-
ferentialkalk̈ulenüberA mit der�-Metrik h�; �i� und�; � 2 bA. Für � 2 bA bezeichne� 2 bA
die Äquivalenzklasse der zuu� kontragredienten Kodarstellung(u�).
(i) Die Abbildunghh�; �i� : �^k� (�; �)� �^k�� (�; �)! C, � 2 f+;�g, k � 0, ist nicht ausge-
artet.
(ii) Die Einschr̈ankungd� : �^k� (�; �) ! �^k+1� (�; �) des Differentials ist die duale Abbil-
dung zur Einschr̈ankung���� : �^k+1�� (�; �) ! �^k�� (�; �) des Kodifferentials bezüglich der
dualen Paarunghh�; �i�.

Beweis. (i) Es sei�^ := ��̂ . Wir fixieren � 2 bA und k 2 N und zeigen zunächst,
dass

P�2 bA �^k(�; �) endlichdimensional ist. Der Raum�^kL � P�2 bA �^k(0; �) ist end-
lichdimensional, weil�L diese Eigenschaft hat. Nun sei� 2 P�2 bA �^k(�; �). Wegen� = �(�2) � S(�(�1))�(0) erhalten wir� 2 C(u�)�^kL . Da C(u�) endlichdimensional ist, folgt
die Behauptung. Analog zeigt man, dassdimP�2 bA �^k(�; �) <1.

Für�; � 2 bA seienf�ijg undf�mn g Vektorraumbasen von�^k� (�; �) bzw.�^k�� (�; �). Dann gilt(id
�R)�L(�ij) = u�ix 
 �xy 
 u�yj;(id
�R)�L(�kl ) = u�ka 
 �ab 
 u�bl:
Wir setzenhikjl := hh�ij; �kl i�. Wegen der linken Kovarianz der Kontraktionh�; �i� erhalten wiru�ixu�kyhh�xj ; �yl i� = (id
h)�h�ij; �kl i� = 1�hh�ij; �kl i�;u�ixu�kyhxyjl = hikjl1:
Folglich ist(hikjl )i;k 2 Mor(1;u�
u�) für allej; l. Nach Lemma 3.23 erhalten wir(hikjl )i;k = 0,
fallsu� 6�= u� . Unter Verwendung der rechten Kovarianz erhalten wir durchanaloge Schlüsse(hikjl )j;l 2 Mor(u� 
 u�; 1) für alle i; k und weiter(hikjl )j;l = 0, fallsu� 6�= u� . Angenommen,hh�; �i� = 0 für ein festes� 2 �^k� (�; �) und alle� 2 �^k�� (�; �). Nach den obigen Argumen-
ten ist dannhh�; �i� = 0 für alle� 2 �^k�� (�; �), �; � 2 bA. Wegen (3.46) folgthh�; �i� = 0 für
alle � 2 �^k�� . Wegen Satz 4.7 ergibt sich� = 0. Die Nichtausgeartetheit im zweiten Argument
zeigt man analog.
(ii) Es seien� 2 �^k� (�; �) und� 2 �^k+1�� (�; �). Wegen (4.11), (4.15), der�-Symmetrie vong und wegenh�; �i� 2 ��� erhalten wirhhd�; �i� = hh!�0 ^ �� (�1)k� ^ !�0 ; �i�= hh!�0 ; h�; �i�i� + (�1)k+1hh�; h!�0 ; �i�i�= hhh�; �i�; !�0i� + (�1)k+1hh�; h!�0 ; �i�i�= hh�; h�; !�0i�i� + (�1)k+1hh�; h!�0 ; �i�i�= hh�; ���i�:
Damit ist der Beweis beendet.

Folgerung 4.15 Für alle a 2 A und� 2 f+;�g giltg(!�(a); !��0 ) = g(!��0 ; !�(a)) = sX�0 (a): (4.25)
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Beweis. Wegen (2.44) haben wir die folgende Peter-Weyl-Zerlegungdes Raumes der linksin-
varianten Elemente von�� : ��;L = �� (1; 1)� �� (1; ad);
wobeiad die zu1 in u
u komplementäre(N2 � 1)-dimensionale Kodarstellung bezeichnet.
Es seienf!�ad;ig undfX�ad;jg die zuf!�0g undfX�0 g komplementären Dualbasen von�� (1; ad)
bzw.X�ad (dem entsprechenden(N2 � 1)-dimensionalen Teilraum vonX� ). Dann gilt!�(a) = X�0 (a)!�0 +Xi X�ad;i(a)!�ad;i:
Aus dem Beweis von Satz 4.14 (i) folgt, dass die Einschränkung der Paarungh�; �i� auf�� (1; ad) � ��� (1; 1) verschwindet, daad 6�= 1. Insbesondere giltg(!�ad;i; !��0 ) = 0 =g(!��0 ; !�ad;i) für alle i. Zusammen mit der obigen Darstellung für die!-Abbildung!� erhalten
wir mit (4.22) die Behauptung.

Im folgenden Satz wird die einfache Gestalt des Laplace-Beltrami-Operators klar. Er lässt sich
als Summe der linksregulären und der rechtsregulären Darstellungen der zentralen ElementeX�0 aufschreiben.

Satz 4.16Für � 2 �^k� gilt:L+� � = (�1)ks�X�0 � �+ � �X��0 �= (�1)ks��(0)X�0 (�(1)) +X��0 (�(�1))�(0)�; (4.26)L�� � = (�1)ks�X��0 � �+ � �X�0 �= (�1)ks��(0)X��0 (�(1)) +X�0 (�(�1))�(0)�: (4.27)

Insbesondere giltL+� a = L�� a = sX0 � a = sa �X0 für a 2 A.

Beweis. Wir beweisen (4.26). Es sei� = Pi �iai mit �i 2 (�^k� )L undai 2 A. Wegen (2.23),�a = a(1)(� / a(2)), und dag und� Modulabbildungen sind, erhalten wireg(�(!�0 
A �iai); !��0 ) = eg(�(!�0 
A �i)ai; !��0 )= eg(�i(0) 
A (!�0 / �i(1))ai; !��0 )= eg(�i(0)ai(1) 
A (!�0 / (�i(1)ai(2))); !��0 )= �i(0)ai(1)g�!�(�i(1)ai(2)) + "(�i(1)ai(2))!�0 ; !��0 �= �i(0)ai(1)sX�0 (�i(1)ai(2)) + �iaig(!�0 ; !��0 )= s(�(0)X�0 (�(1)) + �):
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In der vierten Gleichung benutzten wir (2.31), in der fünften (4.25) und in der letzten Gleichung
(4.22). Nun sei� =Pi ai�i mit �i 2 (�^k� )L undai 2 A. Wegen (4.25) und (4.22) haben wireg(!��0 ; �(ai�i 
A !�0)) = eg(!��0 ai; �(�i 
A !�0 ))= eg(ai(1)!��0 / ai(2); !�0 
A �i)= ai(1)g�!��(ai(2)) + "(ai(2))!��0 ; !�0��i= s�ai(1)X��0 (ai(2))�i + ai�i�= s(X��0 (�(�1))�(0) + �):
In der letzten Gleichung benutzten wir die Zentralität vonX�0 und Lemma 3.22. Setzt man die
beiden Teile in (4.24) ein, so erhält man (4.26).
Wir zeigen nun (4.27). Analog zu den obigen Herleitungen für L+� zeigt man, dass die Gleichungeg(��(!�0 
A �); !��0 ) = s��+X0(�(�1))�(0)� gilt. Etwas anders funktioniert der zweite Teil. Es
sei� =Pi ai�i mit �i 2 (�^k� )L undai 2 A. Benutzt man (2.23), so erhält maneg(!��0 ;��(ai�i 
A !�0)) = eg(!��0 ai; (!�0 /S�1�i(1))
A �i(0))= g�!��0 aiS(S�1(�i(2))); !�0S�1(�i(1))��i(0)= g�ai(1)�i(2)!��0 / (ai(2)�i(3)); !�0�S�1(�i(1))�i(0)= sai(1)�i(2)�"(ai(2)�i(3)) +X��0 (ai(2)�i(3))�S�1(�i(1))�i(0)= s(�+ ai(1)�i(0)X��0 (ai(2)�i(1)))= s(�+ �(0)X��0 (�(1))):
Dies liefert (4.27). DaX�0 zentral ist, folgtL+� a = L�� a = sX0 � a = sa � X0 aus (4.26) und
(4.27).

Wegen der Zentralität vonX�0 und Lemma 3.22 (ii) existieren für alle� 2 bA komplexe ZahlenE��, so dassX�0 � als skalares Vielfaches der Identität aufC(u�) wirkt:sX�0 � h� � a = E��h� � a;sX�0 (h� � a) = E��h�(a) (4.28)

für a 2 A. Ein wichtiger Schritt zur Bestimmung der de-Rham-Kohomologie ist die Tatsache,
dass sich der Laplace-Beltrami-Operator auf�^ diagonalisieren lässt und seine Eigenwerte
berechenbar sind.

Satz 4.17Es seiA = O(Gq) die Koordinatenhopfalgebra der QuantengruppeGq, � = ��;z
mit � 2 f+;�g und � -zulässigem Parameterz. Für �; � 2 bA definieren wir die Abbil-
dungh�� : �^ ! �^(�; �) durchh��(�) = h�(�(�1))�(0)h�(�(1)). Dann gilt f̈ur � 2 �^ und��� = h��(�) � = X�;�2 bA ���; �^ =Mk�0 M�;�2 bA�^k(�; �); (4.29)L+� ��� = (�1)k(E��� + E��)���;L�� ��� = (�1)k(E�� + E��� )���: (4.30)

Wir bezeichnen den auftretenden Eigenwert mitE�� := E�� + E+� .
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Beweis. (a) Man zeigt ohne Probleme, dass tatsächlich��� 2 �^(�; �). Wegen
P� h� = "

und� = "(�(�1))�(0)"(�(1)) folgt der erste Teil von (4.29). Zum zweiten Teil: Der erste Sum-
mand der Summe ist direkt wegen der Graduierung. Die Direktheit der zweiten Summe folgt
aus der Tatsache, dass die Matrixelemente inäquivalenterirreduzibler Kodarstellungen linear
unabhängig sind, siehe Definition 3.6 (ii).
(b) Wegen�R(���) = h�(�(�1))�(0)
 h���(1) und�L(���) = �(�1)�h�
 �(0)h�(�(1)) erhalten
wir aus (4.26) und (4.28) die GleichungenL+� ��� = (�1)ks�h�(�(�1))�(0)X�0 (h� � �(1)) +X��0 (h� � �(�1))�(0)h�(�(1))�= (�1)k(E�� + E��� )���:
Der Beweis der zweiten Gleichung von (4.30) verläuft ähnlich.

4.3 De-Rham-Kohomologie und Hodge-Zerlegung

4.3.1 Resultate

Wir setzen P+ = f� = (�1; : : : ; �N) j�1 � �2 � � � � � �N ; �i 2 Zg;P++ = f� 2 P+ j�N � 0g: (4.31)

Im Falle GLq(N) parametrisiertP+ genau die irreduziblen Kodarstellungen vonA, siehe
etwa [62, Theorem 11.51], wobei(1; 0; : : : ; 0), (0; : : : ; 0;�1) und (1; 1; : : : ; 1) den Kodarstel-
lungenu, u bzw. der DeterminanteD entsprechen. Wir benötigen, da die�i nicht mehr als
nichtnegativ vorausgesetzt werden können, eine Erweiterung der in [67, Chapter 1] für Partitio-
nen eingeführten Begriffe auf Elemente� 2 P+, Young-Diagramme mit

”
negativen“ Spalten:

Für � 2 P+ definieren wirj�j = �1 + � � � + �N . Für i 2 f1; : : : ; Ng und j 2 Z schreiben
wir (i; j) 2 �, falls 1 � j � �i oder�i < j � 0. In dieser Situation definieren wir für
Kästchenx := (i; j) 2 � die Abbildungsgn wie folgt. Es seiensgn(x) := 1, falls j � 1 undsgn(x) := �1 sonst. DerInhalt von x 2 � sei dann(x) := j � i und derInhalt von � sei(�) :=Px2� sgn(x) (x). Insbesondere gilt

Px2� sgn(x) = j�j.
Im FalleGLq(N) sagen wir, dass der Kalkülparameterz regulär ist, falls für alle�; � 2 P+ die
Zahl F�� = (z�j�j � 2 + zj�j)[[N ℄℄q + (q � q�1)�� z�j�jXx2� sgn(x)qN+2(x) � zj�jXx2� sgn(x)q�N�2(x)! (4.32)

von Null verschieden ist, bis auf� = � = (0). In der Tat kann man für einige wichtige Fälle,
wie z = 1 undzN = q2 Aussagen zur Regularität vonz treffen. Wir werden unten sehen, dass
die ZahlenF�� gerade die Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators aufden Formen vom
Typ (�; �) sind.
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Es sei�^ =Lk�0�k eine Differentialalgebra. Wie üblich bezeichneHdeR(�^) =Mk�0 HkdeR(�^) mit HkdeR(�^) = ker dk= imdk�1; (4.33)

die de-Rham-Kohomologie von�^. Wegen der Leibnizregel istker d = Lk�0 ker dk eine
Unteralgebra von�^ und imd = Lk�0 imdk ein Ideal vonker d. Folglich istHdeR(�^) eine
Algebra. Da das Differentiald bikovariant ist, sind die Algebren�L̂ , �R̂ und�Înv sowie die
Vektorräume�^(1;D) und�^(D; 1) jeweilsZ-graduierte Differentialkomplexe.

Theorem 4.18 Die komplexe Zahlq sei transzendent.
(a) Es sei Gq eine der QuantengruppenGLq(N), SLq(N), SOq(N) bzw. Spq(N) undA = O(Gq) ihre Koordinatenhopfalgebra. Ferner sei� = ��;z mit � -zulässigem Parameterz.
Im FalleGLq(N) setzen wir zus̈atzlich voraus, dassz regulär ist. Wir betrachten Woronowicz’
äußere Algebra�^ = W�^. Dann sind die naẗurlichen Einbettungen der links-, rechts- bzw.
biinvarianten Formenr̈aume in�^ Quasiisomorphismen, das heißtHdeR(�^) �= HdeR(�L̂ ) �= HdeR(�R̂ ) �= HdeR(�Înv):
(b) Es seiA = O(GLq(N)) bzw.A = O(Oq(2n + 1)) und � wie oben. Im FallGLq(N)
geltezNq�2 = �, wobei� eine primitivem-te Einheitswurzel sei,m 2 N. Dann existieren
IsomorphismenHdeR(�^) �= C[Dm;D�m℄
HdeR(�Înv) für GLq(N);HdeR(�^) �= HdeR(�Înv)�DHdeR(�Înv) für Oq(2n+ 1); � = ��;1;HdeR(�^) �= HdeR(�Înv)�HdeR(D�Înv) für Oq(2n+ 1):
In allen Fällen gilt HdeR(�L̂ ) �= HdeR(�R̂ ) �= HdeR(�Înv):
(c) Es seiA = O(Oq(2n)) und� wie in (a). Dann giltHdeR(�^) �= HdeR(�Înv)�DHdeR(�Înv)�HdeR(�^(1;D))�HdeR(�^(D; 1));HdeR(�L̂ ) �= HdeR(�Înv)�HdeR(�^(1;D));HdeR(�R̂ ) �= HdeR(�Înv)�HdeR(�^(D; 1)):
Bemerkung 4.4 Für die QuantengruppeGLq(N) ist der Parameterwertz = 1 von besonderem
Interesse, da nur in diesem Fall die Vertauschungsrelationen zwischen den Differentialenduij
und den Matrixelementenumn linear sind, d. h.du1 � u2 = R̂�u1 � du2R̂� :
Diese Kalküle wurden in den Arbeiten [100], [71] und [102] ausführlich untersucht. Im Beweis
von Lemma 4.23 werden wir zeigen, dassz = 1 regulär ist. 2
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Theorem 4.19 Es seiq transzendent.Gq sei eine der QuantengruppenGLq(N) bzw.SLq(N)
undA = O(Gq) ihre Koordinatenhopfalgebra. Es sei� = ��;z mit � -zulässigem Parameterz
einN2-dimensionaler bikovarianter DKEÖuberA. Es sei�^ = W�^ Woronowicz’̈außere Al-
gebra. Im FalleGLq(N) setzen wir zus̈atzlich voraus, dassz regulär ist. Dann gilt die folgende
Hodge-Zerlegung für �^k undk 2 N0:�^k �= d�^k�1 � �+ �^k+1 �HkdeR(�^);�^k �= d�^k�1 � �� �^k+1 �HkdeR(�^): (4.34)

Außerdem ist der Kohomologiering von�^ isomorph zur Algebra der biinvarianten Formen
und zum Vektorraum der harmonischen Formen:HkdeR(�^) �= HkdeR(�Înv) �= �^kInv �= H+(�^k) �= H�(�^k): (4.35)

Bemerkung 4.5 (i) Verbindet man das Resultat aus Theorem 3.12 (i) mit der obigen Koho-
mologieaussage, so hat mandimHN2deR(�^) = dim�^N2Inv = 1. Das heißt, es gibt aufA ein
lineares Funktionalf , welches die folgenden Eigenschaften besitzt: Für allea 2 A gibt es ein� 2 �^(N2�1) mit a� = d�+ f(a)�;
wobei � 2 �^N2Inv die, bis auf skalare Vielfache, eindeutig bestimmte Form vom GradN2 ist
(Volumenform). Dad bikovariant ist, findet man leicht, dassa(1)f(a(2)) = f(a(1))a(2) = f(a)1
undf(1) = 1. Somit istf das Haarfunktionalh vonA.
(ii) Ist A eine Hopfalgebra zu den Serien B, C oder D, dann ist eine biinvariante Form i. a.
nicht geschlossen. Es gibt jedoch eine abgeschwächte Formdes Hodgeschen Zerlegungssatzes
(4.34). Dazu sei�k := L+(�^k) = L�(�^k). Man kann zeigen, dass giltd�k�1 � �+ �k+1 �= �k �= d�k�1 � �� �k+1: (4.36)

Mit Hilfe des Computeralgebra-Programms FELIX [5] konntendie ersten Glieder der Poincaré-
Reihen von�Înv undHdeR(�Înv) bestimmt werden:P (�Înv; t) = 1 + t + 5t3 + 15t4 + � � � undP (HdeR(�Înv); t) = 1 + t+ 2t3 + 2t4 + � � � . 2
4.3.2 Die Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators

Für den Rest dieses Abschnitts bezeichneA die Koordinatenhopfalgebra einer der Quanten-
gruppenGq wie im Theorem 4.18. Wie schon im Abschnitt 3.3 eingeführt,bezeichnet�0i für
eine Partition� 2 P++ die Länge deri-ten Spalte des Young-Diagramms�. Wir definieren die
MengenP (A) für die einzelnen Quantengruppen alsP+ für GLq(N),P 0++ := f� 2 P++ j�N = 0g für SLq(N),f� 2 P++ j�01 + �02 � Ng für Oq(N),f� 2 P++ j�01 � ng für Spq(2n),f� 2 P++ j�01 � N2 g für SOq(N).
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Die MengenP+ undP++ sind bereits in (4.31) definiert worden. Nach [62, Theorem 11.22]
entsprechen die irreduziblen Kodarstellungenv vonA eineindeutig den Elementen vonP (A).
Wir identifizieren im folgenden stetsbA undP (A).
Wir setzen für alle vier SerienW �m+1 = R̂�mR̂�m�1 � � � R̂�2R̂�1R̂�1R̂�2 � � � R̂�m�1R̂�m: (4.37)

Es bezeichnetr2q dieq-Spurbildung an der letzten Komponente, d. h., fürT 2 End(V 
m+1) ist(tr2q T )i1���imj1���jm = T i1���im ij1���jm j(D�1)ji : (4.38)

Lemma 4.20 Es seiA die Koordinatenhopfalgebra zu einer der QuantengruppenGq, m 2 N
und~{ = (i1; : : : ; im), ~| = (j1; : : : ; jm) Multiindizesüberf1; : : : ; Ng. Dann giltsX�0 (ui1j1 � � �uimjm) = z��m (tr2q W �m+1)~{~| � s Æ~{~|:
Die Matrix (tr2q W �m+1)~{~| ist zentral inMor(u
m).
Beweis. Wir zeigen zunächst die letztgenannte Eigenschaft. DaMor(u
m) von den MatrizenR̂i;i+1, i = 1; : : : ; m � 1 als Algebra erzeugt wird, reicht es zu zeigen, dassX�0 (u
m) mit
allenR̂i;i+1 vertauscht. Dies ist aber klar wegen der definierenden RelationenR̂u
u = u
uR̂.
Wegen (4.37) und (4.38) ist klar, dasstr2q W �m+1 2 Mor(u
m).
Wir führen den Beweis der obigen Gleichung nur für� = +. Der Beweis verläuft für� = �
analog. Wir benutzen die Schreibweiseu~{~| := ui1j1 � � �uimjm. Mit vollständiger Induktion überm
beweist man leicht, dass!+ij / u~{~| = z�m(R̂m � � � R̂1)~{ xi ~z (R̂1 � � � R̂m)j ~z~| y !+xy:
Fürm = 1 ist dies genau die Formel (2.46). Somit gilt wegen!+0 =Pi !+ii!+0 / u~{~| = z�m(W+m+1)~{ x~| y !+xy:
Wegen!+(a) = X+ij (a)!+ij , (2.31) und (2.47) gilt:X+ij (u~{~|) = z�m(W+m+1)~{ i~| j � Æ~{~| Æij und sX+0 (u~{~|) = z�m (tr2q W+m+1)~{~| � Æ~{~| s:
Aus der unten stehenden graphischen Darstellung der Elemente tr2q W �m ist deren Zentralität
unmittelbar ablesbar, da sich jeder MorphismusX 2 Mor(u
m�1), der oben, d. h. von links,
heranmultipliziert wird, vollständig nach unten hindurchschieben lässt.
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� � � 	tr2q W�m+1 = ?? = 7R?? � � �	= 	tr2q W+m+1 = SSSSS
Abbildung 4.1: Die Elementetr2q W �m+1.

Unser Ziel ist es, die Zerlegung der zentralen Elementetr2q W �m+1 2 Mor(u
m) als Linear-
kombination der minimalen zentralen IdempotenteZ� = %(z�), � ` m aufzuschreiben. Im
orthogonalen und symplektischen Fall treten zwar noch zentrale Anteile mit� ` (m � 2f),m = 0; : : : ; [m=2℄ auf, die jedoch nicht berücksichtigt werden müssen, da man o. B. d. A. für
die irreduzible KodarstellungC(u�) die Unterkodarstellung vonu
m mit � ` m wählen kann
(kleinste Wahl vonm). Im orthogonalen und symplektischen Fall interessieren wir uns also
auch nur für die zentralen Projektorenz� mit � ` m.
Für � 2 f+;�g und die A-Serie definieren wir die folgenden rationalen Funktionen, die vom
Kalkülparameterz und einem variablen Deformationsparametert abhängen, der bei Speziali-
sierung gleichq gesetzt wird. Für� 2 P+ setzen wir:e��(t; z) := z�� j�j [[N ℄℄t + �(t� t�1)Xx2� sgn(x)t�(N+2(x))!� [[N ℄℄t;e��(t; z) := e�� (t; z) + e+� (t; z): (4.39)

Für die B-, C- und D-Serien setzen wir weiter, man beachtez2 = 1,e�(t) := �zj�j(t� t�1)2Xx2�[[N � �+ 2(x)℄℄t:
Wegen der Isomorphie der Kalküle�+;z und��;z gilt E+� = E�� =: E�.

Lemma 4.21 (i) Es seiA = O(GLq(N)) oderA = O(SLq(N)) und z sei ein� -zulässiger
Parameter. Ferner sei� 2 P++. Dann gilt f̈ur den EigenwertE�� vonX�0 aufC(u�)E�� = e��(q; z):
(ii) Es seienA = O(Oq(N)), A = O(SOq(N)) bzw.A = O(Spq(N)) undz ein� -zulässiger
Parameter. Ferner sei� 2 P (A). Dann gilt f̈ur den EigenwertE� vonX0 aufC(u�)E� = e�(q):
Bevor wir den Beweis des obigen Lemmas antreten können, müssen wir eine neue Theorie
bereitstellen.
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4.3.3 Pfadalgebren

In diesem Abschnitt geben wir einen kleinen Einblick in die von Leduc und Ram in [64] ent-
wickelte Theorie der Pfadalgebren (engl. path algebras). Sie ermöglicht eine geschlossene Ent-
wicklung der Darstellungstheorien verschiedener verwandter Algebren wie etwa der Iwahori-
Hecke-Algebra, Birman-Wenzl-Murakami-Algebra oder Temperley-Lieb-Algebra. Unser Ziel
ist die Herleitung der Formeln (4.44) und (4.47).
Bratteli-Diagramme, Pfade und Tableaus.Ein Bratteli-Diagrammist ein Graph, dessen Ecken
aus einer Familie von Mengen̂Am, m � 0 stammen, und dessen Kanten Ecken ausÂm mit
Ecken ausÂm+1 verbinden. Wir setzen voraus, dassÂ0 nur aus einer einzigen Ecke? besteht.
Zwei Ecken sind durch höchstens eine Kante miteinander verbunden. Die Ecken heißen in un-
serem Fall auchFormen(engl. shape). Die MengêAm ist die Menge der Formen vomNiveaum. Ist� 2 Âm mit einer Form� 2 Âm+1 verbunden, dann schreiben wir� � �.
Es seienA ein Bratteli-Diagramm,� 2 Âm und� 2 Ân mit m < n. Ein PfadP von� nach�
ist eine Folge von Formen�(i), m � i � nP = (�(m); �(m+1); : : : ; �(n));
wobei� = �(m) � �(m+1) � � � � � �(n) = � und�(i) 2 Âi. Ein TableauT der Form� ist ein
Pfad von? nach�, T = (?; �(1); : : : ; �). Wir schreibenshp(T ) = �, falls T ein Tableau der
Form� ist;m ist dieLängevonT , falls shp(T ) 2 Âm. Wir führen die folgenden Bezeichnungen
ein T� ist die Menge der Tableaus der Form�,Tm ist die Menge der Tableaus der Längem,Tm� ist die Menge der Pfade von� zu einer beliebigen Form der Längem.
� ist die Menge der Paare(S; T ) von PfadenS; T 2 T�,
m ist die Menge der Paare(S; T ) von PfadenS; T 2 Tm mit shp(S) = shp(T ).
Pfadalgebren.Für jedesm 2 N0 definieren wir eineC-Algebra Am mit der BasisfEST j (S; T ) 2 
mg und der MultiplikationESTEPQ = ÆTPESQ:
Man beachte, dassA0 �= C. Jedesa 2 Am kann in der Forma = X(S;T )2
m aSTEST
mit gewissen KonstantenaST 2 C geschrieben werden. Auf diese Weise können wir jedesa 2 Am als die gewichtete Summe von Pfadpaaren auffassen. Jede AlgebraAm ist isomorph
zur direkten Summe von Matrixalgebren. Wir nennen die Familie derAm auch einenTurm von
Pfadalgebren zum Bratteli-DiagrammA. Es giltAm = M�2ÂmCd��d�;
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wobeid� = Card(T�). Somit sind also die irreduziblen Darstellungen vonAm durch die Men-
ge der Formen̂Am parametrisiert. Außerdem ist die Dimension der durch� parametrisierten
irreduziblen Darstellung gleich der Menge der Pfade von? nach�. Die Menge der TableausT� bildet also eine natürliche Basis des zu� gehörigen irreduziblenAm-Moduls.
Die EinbettungAm � An, m � n. Es seienT = (�; : : : ; �) ein Pfad von� nach� undS = (�; : : : ; �) ein Pfad von� nach�. Wir definieren den PfadT � S = (�; : : : ; �; : : : ; �)
als Verkettung der beiden PfadeT und S. Dabei tritt � in T � S nur einmal auf. Nun sei0 � m < n. Wir definieren die EinbettungAm � An wie folgt: Für jedes Paar(P;Q) 2 
m
fassen wirEPQ als ein Element vonAn auf vermögeEPQ = XT2Tn� EP�T;Q�T ; mit � = shp(P ) = shp(Q): (4.40)

Die ZentralisatoralgebrenMor(u
k). Wir betrachten das Bratteli-DiagrammY aus Abbil-
dung 4.2. ?
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Abbildung 4.2: Das Young-GitterY für die A-Serie.

Die Formen� 2 Ŷm vom Niveaum sind gerade die Partitionen� von m: Ŷm = f� ` mg.
Eine Partition� 2 Ŷm ist durch eine Kante mit einer Partition� 2 Ŷm+1 verbunden, falls
man� aus� durch Hinzufügen eines Kästchens erhält. EinStandardtableauder Form� ` m
erhält man, indem man in die Kästchen des Young-Diagramms� die Zahlen1; 2; : : : ; m so
schreibt, dass sie in jeder Zeile von links nach rechts und injeder Spalte von oben nach unten
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wachsen. Jedes TableauT 2 T� des Bratteli-DiagrammsY kann in natürlicher Weise mit einem
Standardtableau der Form� identifiziert werden: Es seiP ein Standardtableau der Form� undT = (� (0); � (1); : : : ; � (m)) 2 T� dasjenige Tableau, bei dem die Partition� (i) durch die Menge
der Kästchen vonP gegeben ist, die die Zahlen1; 2; : : : ; i enthalten. Offenbar ist dies eine
Bijektion zwischen der Menge der StandardtableausP der Form� und den TableausT 2 T�.
Dasr-abgeschnitteneYoung-GitterY (r) ist durch die MengenŶm(r) = f� ` m j `(�) � rg
gegeben, dabei ist`(�) die Anzahl der Zeilen von�. Man erhält also aus dem Young-GitterY
dasr-abgeschnittene Young-Gitter, indem man alle Partitionenmit mehr alsr Zeilen entfernt
sowie natürlich alle zugehörigen Kanten.
Unser Ziel ist es, die Koeffizienten��, � ` m der zentralen Elementetr2q W �m+1 bezüglich der
minimalen zentralen IdempotenteZ� = %(z�) zu ermitteln.
Die A-Serie.Für den Rest dieses Abschnitts beziehen wir uns stets auf das abgeschnittene
Young-GitterY (N � 1), siehe Abbildung 4.2. In [64, Abschnitt 4] wird die von derR̂-Matrix
(2.3) erzeugte Algebra aufgefasst als ein Turm von Pfadalgebren zum abgeschnittenen Bratteli-
DiagrammY (N �1). Wir zitieren [64, (4.7) Proposition] mit der notwendigen Normierung derR̂-Matrix.

Satz 4.22Es seiS = (�(0); : : : ; �(m)) ein Tableau im Bratteli-DiagrammY (N � 1). Dann giltWm = XT2Tm(Wm)TTETT mit (Wm)TT = qrm(T );
wobei rm(S) = 2(�(m�1)i � i + 1) (4.41)

ist. Dabei erḧalt man�(m), indem man in deri-ten Zeile von�(m�1) ein Kästchen hinzufügt.

Der in der Formel [64, (4.7)] beirm(S) auftretende zweite Summand(�2m+2)=(r+1) entfällt
in unserem Fall (N = r + 1), da in der von uns gewählten Normierung (2.3) dieR̂-Matrix den
Faktorq�1=N nicht enthält.
Mit Hilfe des graphischen Kalküls, vergleiche Anhang A, zeigt man leicht, dass fürT 2 Mor(u
m�1) gilt tr2q(R̂m;m+1 T R̂m;m+1) = tr2q(T ) + q̂rT:
Insbesondere gilt dann die folgende Rekursiontr2q W+m+1 = tr2q W+m + q̂rW+m . Daher isttr2q W+m+1 = q̂r mXk=1 W+k + s: (4.42)

Analog zeigt man tr2q W�m+1 = �q̂r�1 mXk=1 W�k + s:
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In der Sprache der Pfadalgebren giltZ� = PT2T�ETT . Zur Berechnung von�� genügt es
daher, den Koeffizienten vontr2q W �m+1 vor einemMatrixelement, etwa vorESS zu kennen.
Dabei seiS = (�(0); �(1); : : : ; �(m)) z. B. das Standardtableau der Form�, bei dem die Zahlen1; : : : ; m zeilenweise eingetragen sind. Wegen der obigen Rekursion genügt es daher, für allek = 1; : : : ; m den Koeffizienten��;k vonW �k bezüglichESS zu ermitteln. Fürk < m benötigen
wir dazu die Einbettung (4.40) vonW �k 2 Ak in Am:W �k = XP2Tk(W �k )PP EPP ;EPP = XT2Tm� EP�T;P�T ; � = shp(P ):
In der letzten Gleichung wirdEPP auf der linken Seite als Element der größeren AlgebraAm
aufgefasst, währendP auf der rechten Seite für einen Pfad in̂Ak steht. Um��;k zu ermitteln,
müssen wir also alle TeiltableausP = (�(0); : : : ; �(k)) vonS betrachten. Der zugehörige Wert
ist nach Satz 4.22 gleich(W �k )PP = q�rk(P ); wobei rk(P ) = 2(j � i): (4.43)

und(i; j) 2 shp(P ) ist das Kästchen vonshp(P ), welches am weitesten unten rechts steht. Da
bei den Einbettungen vonW �k , k = 1; : : : ; m in Am jedes K̈astchenvon� genau einmal unten
rechts steht, hat man also �� =Xx2� q2�(x); (4.44)

wobei (x) = j � i der Inhalt des Kästchens(i; j) 2 � ist. Somit hat man für� ` m wegen
(4.42) Z� tr2q W �m+1 =  � q̂ r�Xx2� q2�(x) + s!Z�: (4.45)

Die B-, C- und D-Serien.Wir betrachten nun das Young-GitterY für die B-, C- und D-Serien,
siehe Abbildung 4.3.

In [64, Abschnitt 5] werden die MorphismenalgebrenMor(u
m), die von derR̂-Matrix (2.9)
erzeugt werden, als Turm von Pfadalgebren zum Young-GitterY aufgefasst.
Man erhält unter Verwendung von̂R = R̂�1 + q̂I � q̂K und des graphischen Kalküls, siehe
Anhang A, die folgende Rekursionsgleichung fürtr2q W+m+1tr2q W+m+1 = tr2q W+m + q̂rW+m � q̂r�1W�m :
Hieraus folgt tr2q W+m+1 = q̂r mXk=1 W+k � q̂r�1 mXk=1 W�k + s: (4.46)
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Abbildung 4.3: Das Young-Gitter für die B-, C- und D-Serien.

Für tr2q W�m+1 erhält man durch analoge Überlegungen dasselbe Ergebnis,tr2q W�m+1 = tr2q W+m+1. Wir bestimmen nun, wie im Falle der A-Serie, die Koeffizienten� 2 C, � ` m von tr2q W+m vor dem minimalen zentralen IdempotentZ�. Nach [64, Pro-
position (5.13)] gilt dieselbe Formel (4.43) wie im Fall derA-Serie. Es ergibt sich also für� ` m Z� tr2q W+m =  q̂ rXx2� q2(x) � q̂ r�1Xx2� q�2(x) + s!Z�:
Beachtet manr = �qN��, so ergibt sichZ� tr2q W+m =  �q̂2Xx2�[[N � �+ 2(x)℄℄q + s!Z�: (4.47)

Beweis von Lemma 4.21. (i) Wir setzenm := j�j, undZ� = %(z�) sei die Darstellung des
minimalen zentralen Idempotentsz� der Hecke-AlgebraHm(q). Nach (4.28) ist der EigenwertE�� vonsX�0 � gegeben durch sX�0 �(Z�)~{~x u~x~| � = E�� (Z�)~{~|;
dah�� aufC(u�) als Identität wirkt (h� wirkt aufC(u�) als Koeins) und das Argument(Z�)~{~x u~x~|
vonsX�0 in der obigen Formel zuC(u�) gehört, vergleiche Satz 3.28 zur Definition vonu�. Also
gilt wegen (4.45) und Lemma 4.20sX�0 �(Z�)~{~x u~x~| � = (Z�)~{~x�(tr2q W �m+1)~x~| � s Æ~x~| � (4.48)= (Z�)~{~|  z��m � q̂r�Xx2� q2�(x) + s!� s!
Beachtet mans = [[N ℄℄q, r = qN im Falle der A-Serie undsgn(x) = 1 für alle x 2 � mit� 2 P++ , so ergibt sich die Behauptung.
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(ii) Analog zur Herleitung von (4.48) haben wirsX0�(Z�)~{~x u~x~| � = (Z�)~{~x�(tr2q W �m+1)~x~| � s Æ~x~| �:
Setzt man (4.47) ein, so ergibt sich die Behauptung.

Wir untersuchen nun für die verschiedenen Quantengruppenund deren zugehörige Partitionen�; �, wann der EigenwertE�� gleich0 wird.

Lemma 4.23 Es seien�; � 2 P (A).
(i) Für SLq(N) gilt E�� = 0 genau dann, wenn� = � = (0).
(ii) Für GLq(N) gilt E�� = F��. Der Parameterwertz = 1 ist regul̈ar. Falls zNq�2 = �
mit einer primitivenm-ten Einheitswurzel�, m 2 N, dann giltE�� = 0 genau dann, wenn� = (nN) und� = (kN ) für n; k 2 mZ.
(iii) In den F̈allenSpq(N) undSOq(N) gilt E�� = 0 genau dann, wenn� = � = (0). Im FallOq(N) istE�� = 0 genau dann, wenn�; � 2 f(0); (1N)g.
Beweis. Wir fixieren �; � 2 P++ und setzenl := j�j. Es folgt aus Lemma 4.21 dass für die
QuantengruppenGLq(N) undSLq(N) die GleichungE�� = e��(q; z) gilt, wobeizN = q2 im
FalleSLq(N) undz 6= 0 für GLq(N). Später werden wir sehen, dass diese Gleichung sogar für�; � 2 P+ gilt und nicht nur für�; � 2 P++.
Wir zeigen (i). Dazu setzen wir eE�� = limt!1 e��(t; t2=N )(t� t�1)2 : (4.49)

In der Bemerkung zu Proposition 7.1 in der Arbeit [41] wurde festgestellt, dasseE� := eE+� + eE�� = N�1Xi=1 (N � i)miN  i(mi +N) + 2 i�1Xj=1 jmj! ; (4.50)

wobeimi = �i � �i+1, i = 1; : : : ; N � 1. Berechnet man andererseits die Grenzwerte (4.49)
direkt mittels (4.39), so erhält maneE+� = eE�� = 12N (lN2 + 2(�)N � l2): (4.51)

Beachtet man die Formeln(�) = n(�0) � n(�), n(�) = Pi�1(i � 1)�i und n(�0) =Pi�1 12�i(�i � 1), siehe etwa [67, Chapter 1], so erhält man in der Tat (4.50) aus (4.51). Da

auf der rechten Seite von (4.50) nur nichtnegative Summanden auftreten, ergibt sicheE+� � 0
für � 2 P 0++ und eE+� = 0 genau dann, wenn� = (0). Angenommen, es istE�� = 0 für gewisse�; � 2 P 0++. Da e��(t) := e��(t; t2=N ) eine algebraische Funktion vont ist, jedocht = q eine
transzendente Nullstelle ist, musse��(t) identisch verschwinden. Insbesondere giltlimt!1 e��(t; t2=N )(t� t�1)�2 = eE�� + eE+� = 0: (4.52)
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Zusammen mit der obigen Bemerkung folgt� = � = (0).
Zu (ii). Wir fixieren � 2 P+ und setzen wiederl := j�j. Zunächst wollen wir zeigen, dassE�� = e��(q; z), d. h. wir müssen auch Young-Diagramme� mit

”
negativen Spalten“, also mit�i < 0, zulassen. Da wir die Eigenwert-Formel jedoch nur für� 2 P++ kennen, müssen wir

den Eigenwert vonsX�0 auf ElementenDna, n 2 Z berechnen. Dazu zeigen wir, dassDn a
ein Eigenvektor fürX�0 � ist, fallsa ein Eigenvektor ist, und wir berechnen den entsprechenden
Eigenwert. Es sei alsosX�0 �a = E�a mit einer komplexen ZahlE� . Wegeǹ +ij(D) = qx�N Æij
und`�ij(D) = q�1yN Æij erhalten wir!� (D) = (q2�z��N � 1)!�0 : (4.53)

Wegen (2.31) gilt also!�0 /D = q2�z��N!�0 . Die rechtsadjungierte Wirkung vonD�1 auf diese
Gleichung liefert!�0 /D�1 = q�2�z�N!�0 . Fürn 2 Z haben wir dann!�0 /Dn = q2n�z�nN�!�0 : (4.54)

DaDn, n 2 Z gruppenartig ist, erhalten wir mit (2.31) und� a = a(1)� / a(2) (nach Definition
der rechtsadjungierten Wirkung) aus Gleichung (4.25) die folgenden Formeln:sX�0 � (Dna) = sDna(1)X�0 (Dna(2))= Dna(1)g�!� (Dna(2)); !��0 �= Dna(1)g(!�0 / (Dna(2)); !��0 )�Dna(1)"(a(2))g(!�0 ; !��0 )= Dna(1)g(q2n�z�nN�!�0 / a(2); !��0 )� sDna= q2n�z�nN�Dna(1)�g(!�(a(2)); !��0 ) + "(a(2))s�� sDna= �q2n�z�nN� (E� + s)� s�Dna:
Da die KodarstellungD der Partition(1N) entspricht unds = [[N ℄℄q, haben wir im Spezialfalln = 1 für � 2 P+ E��+(1N ) + [[N ℄℄q = q2�z�N� (E�� + [[N ℄℄q): (4.55)

Wir zeigen, dass andererseits dieselbe Rekursion für die Funktionene�� gilt:e��+(1N )(t; z) + [[N ℄℄t = t2�z�N� (e��(t; z) + [[N ℄℄t); � 2 P+: (4.56)

Für� 2 P+ sei�̂ = f(i; j) 2 �+ (1N) j (i; j � 1) 2 �g. Wie erhält man das (verallgemeinerte)
Young-Diagramm̂� aus�? Im Falle� 2 P++ verschiebt man� einfach um eine Stelle nach
rechts und fügt vorn eine volleN -Spalte an. Ist�1 � � � � � �k � 0, so verschiebt man� nach
rechts um1 und fügt das Kästchen(i; 1) für allei = 1; : : : ; k an. Im Falle0 � �k+1 � � � � � �N
wird das Kästchen(i; 0) entfernt und der Rest wird um1 nach rechts verschoben. Da aber die
Kästchenx mit �i < 0 eine negative Signatur haben (sgn(x) < 0), und j� + (1N)j = l + N ,
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erhalten wir aus (4.39)e��+(1N )(t; z) =z��(l+N)0�[[N ℄℄t + �(t� t�1)Xx2�̂ sgn(x) t�(N+2(x))++�(t� t�1) NXi=1 t�(N+2�2i)!� [[N ℄℄t=z�� l��N  [[N ℄℄t + �(t� t�1)t2�Xx2� sgn(x) t�(N+2(x))++�(t� t�1)(t�N + t�(N�2) + � � �+ t�(�N+2))�� [[N ℄℄t=z�� l��N�(1� t2� )[[N ℄℄t + z� lt2� (e��(t; z) + [[N ℄℄t) ++ �(t� t�1)t� [[N ℄℄t�� [[N ℄℄t=t2�z��N (e��(t; z) + [[N ℄℄t)� [[N ℄℄t:
In der letzten Gleichung benutzten wir�t� (t � t�1) = t2� � 1. Da es zu jedem� 2 P+ einn 2 N gibt mit � + (nN ) 2 P++ und wegenE�� = e��(q; z) für � 2 P++, erhalten wir aus der
Gleichheit der Rekursionsformeln (4.55) und (4.56) die GleichheitE�� = e��(q; z) für � 2 P+.
Vergleicht man (4.39) und (4.32), so hat manE�� = F��.
Wir zeigen nun, dass der Parameterwertz = 1 regulär ist. Angenommen,F�� = 0 für gewisse�; � 2 P+. Dae��(t; 1) eine rationale Funktion int ist undq eine transzendente Wurzel dieser
Funktion ist, gilte��(t; 1) � 0. Insbesondere ist0 = limt!1(t � t�1)�1e��(t; 1) = j�j � j�j.
Wir setzenl := j�j = j�j. Ferner gilt0 = limt!1(t� t�1)�2e��(t; 1). Wegen(t� t�1)�2e��(t; 1) =Xx2� sgn(x)tN2 +(x) �N2 + (x)�t �Xx2� sgn(x)t�N2 �(x) ��N2 � (x)�t
erhält man im Grenzfallt! 1 die GleichunglN + (�) + (�) = 0: (�)
Wir setzten in (4.51)eE+� := (2N)�1(j�jN2 + 2(�)N � j�j2) für � 2 P+. Wegen (4.50) isteE+� � 0 für � 2 P 0++ und eE+� = 0 nur für� = (0). Man rechnet leicht nach, dasseE+�+(1N ) = eE+�
für alle� 2 P+. Also gilt aucheE+� � 0 für alle� 2 P+ und eE+� = 0 genau dann, wenn� = (nN)
mit gewissemn 2 Z. Daraus folgen die beiden Ungleichungen(�); (�) � (2N)�1(l2� lN2).
Setzt man dies in die Gleichung (�) ein, so erhält man0 � 1N l2. Da dieser Ausdruck aber stets
größer oder gleich Null ist, muss Gleichheit herrschen, also l = 0. Die Gleichheit trat aber bei
der obigen Ungleichung genau dann ein, wenn� = (nN ) und� = (kN ) für gewissen; k 2 Z.
Wegenl = 0 ist dies nur möglich für� = � = (0). Folglich istz = 1 regulär.
Schließlich untersuchen wir noch den FallzNq�2 = �, wobei� eine primitivem-te Einheits-
wurzel ist (m 2 N). Es sei~z = (t2�)1=N . Dann gilte��+(mN )(t; ~z) = e��(t; ~z) wegen (4.56) und�m = 1. Folglich giltE�+(mN ); � = E�;� = E�+(mN ) = F�+(mN ); �+(mN ) = F��
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für alle �; � 2 P+. Damit ist die eine Richtung der Behauptung gezeigt. Für die andere Rich-
tung können wir voraussetzen, dass�; � 2 P++. Da q eine transzendente Wurzel der alge-
braischen Funktionf(t) := e��(t; ~z) ist, schließen wir, dassf(t) identisch Null ist. Daher
ist insbesonderelimt!�1 f(t) = 0, und aus (4.39) folgt weiter, dassj�j; j�j 2 mNZ. Außer-
dem istlimt!1 f(t)=(t2 � 1) = 0. Unter Verwendung von (4.51) kann man nachrechnen, dasslimt!1 tN�1f(t)=(t2 � 1)2 = eE+� + eE+� . Diese Summe ist aber positiv mit Ausnahme voneE+� = eE+� = 0. Letzteres ist äquivalent zu� = (kN); � = (lN ) für gewissek; l 2 Z. Zusam-
men mitj�j; j�j 2 mNZ erhalten wir die Behauptung.

Zu (iii). Angenommen, es istE�� = e�(q) + e�(q) = 0 für gewisse�; � 2 P (A). Dae�(t) + e�(t) eine rationale Funktion mit der transzendenten Nullstellet = q ist, musse� + e� � 0 gelten. Insbesondere ist0 != limt!1 �zj�j(e�(t) + e�(t))(t� t�1)2=(j�j+ j�j)(N � �) + 2(�) + 2(�): (4.57)

Benutzt man die Ungleichung2(�)N � j�j2�j�jN2, � 2 P++, aus dem Beweis von (ii), dann
sieht man, dass für� 6= (0) im Fall � = �1 und im Fall (� = 1 und j�j > N ) die Ungleichung2(�) > �j�j(N � �) gilt. Wegen (4.57) haben wir daher� = � = (0) oder (� = 1 undj�j; j�j � N ). Im letzten Fall gilt2(�) � �j�j2 + j�j, wobei Gleichheit genau dann herrscht,
wenn� = (1k), 1 � k � N , da(�) am kleinsten wird, wenn alle Kästchen in der ersten Spalte
sind. Setzt man dies in (4.57) ein, so erhält man�; � 2 f(0); (1N)g. Tatsächlich gilt in diesen
FällenE�� = 0.

4.3.4 Beweis von Theorem 4.18

Wir bezeichnen mit[�℄ die Kohomologieklasse von� 2 �^. Da d bikovariant ist und weilh� � a = a � h� für alle � 2 bA, kommutiert das Differentiald mit den Abbildungenh��,�; � 2 bA. Insbesondere lässt sichh0;0 zur Abbildungh0;0� : HdeR(�^) ! HdeR(�Înv) faktori-
sieren. Wegenh0;0 � = id, wobei� die Einbettung von�Înv in �^ bezeichnet, isth0;0� surjektiv.
Wir zeigen nun die Injektivität. Es sei� 2 HdeR(�^), insbesondere istd� = 0, und wir setzen
voraus, dassh0;0�(�) = [�0;0℄ = 0. Wir wollen [�℄ = 0 zeigen.

(i) Wir betrachten zunächst den Fall (a) von Theorem 4.18 mit � = �+;z. Nach Lemma 4.23 istE�� 6= 0 genau dann, wenn(�; �) 6= (0; 0). Aus (4.17) und (4.30) erhalten wir dann��� = (�1)kE�1�� (�d �+ + �+ d) ���;��� = (�1)kE�1�� (�d �� + �� d) ��� (4.58)

für alle (�; �) 6= (0; 0). Dad mit h�� vertauscht, erhalten wird��� = h��(d�) = h��(0) = 0:
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Wegen (4.58) ist dann[���℄ = (�1)kE�1�� [�d �+(���)℄ = 0 für alle (�; �) 6= (0; 0), da die
Kohomologieklasse eines Korandes Null ist. Folglich gilt[�℄ = [�0;0℄ + X(�;�)6=(0;0)[���℄ = 0;
undh0;0� ist injektiv. Ganz analog zeigt man, dass auch die Einschränkungen vonh0;0 auf die
Teilräume�L̂ bzw.�R̂ IsomorphismenHdeR(�L̂ ) �= HdeR(�Înv) bzw.HdeR(�R̂ ) �= HdeR(�Înv)
liefern. Damit ist (a) für den Fall� = �+;z gezeigt. Für� = ��;z benutze man die zu (4.58)
analogen Gleichungen ��� = (�1)kE�1�� (�d �� + �� d)���;��� = (�1)kE�1�� (�d �+ + �+ d)���:
Auch in diesem Fall erhält man die Bijektivität vonh0;0�.
(ii) Man beachte, dass für allea 2 A mit da = 0 die folgende Gleichung gilt:HdeR(a�^) �= aHdeR(�^): (4.59)

Wir betrachten die QuantengruppeGLq(N) und nehmen an, dass der Parameterz die
Bedingung zNq�2 = � erfüllt mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel� (m 2 N).
Man beachte ferner, dassd(Dm) = 0 wegen (4.54) und (2.31). Außerdem gilt�L = � (0; 0)� � (0; (1; 0; : : : ; 0;�1)) wegen (2.44) undu
u �= 1 � u(1;0;:::;0;�1). Aus
der Littlewood-Richardson-Regel für die Zerlegung von Tensorprodukten vonGL(N)-
Darstellungen folgt insbesondere: Istu� eine irreduzible Unterdarstellung vonu�
u�,�; � 2 P+, dann gilt j�j = j�j + j�j. Da die Darstellungstheorie fürGL(N) dieselbe ist
wie die Kodarstellungstheorie fürO(GLq(N)), da q transzendent ist, folgt hieraus wegenj(0)j = j(1; 0; : : : ; 0;�1)j = 0, dass�
L = M�; j�j=0�
(0; �):
Auch für die äußere Algebra schließt man, dassj�j = 0 notwendig ist für�^(0; �) 6= f0g.
Wegen�^ = A�L̂ , ist somitj�j = j�j notwendig für�^(�; �) 6= f0g. Zusammen mit Lem-
ma 4.23 ergibt sich, dassE�� = 0 genau dann ein Eigenwert vonL�� ist, wenn� = � = (nN)
für einn 2 mZ. Ähnlich wie in (i) schließt man nun, dass die AbbildunghD := Xn2mZh(nN );(nN ) : �^ ! Mn2mZ�^((nN); (nN)) = Mn2mZDn�Înv
einen Isomorphismush�D : HdeR(�^) ! Ln2mZHdeR(Dn�Înv) induziert. Wegen (4.59) gilt
weiterHdeR(Dn�Înv) = DnHdeR(�Înv) für n 2 mZ. Damit ist die erste Isomorphie von (b)
gezeigt. Wir wenden uns den links- bzw. rechtsinvarianten Formen zu. Da die Bilder der Abbil-
dungenhD��L̂ bzw.hD��R̂ in �Înv liegen (wieder wegenj�j = 0, genau dann, wennj�j = 0),
definieren sie Quasiisomorphismen von�L̂ nach�Înv bzw. von�R̂ nach�Înv. Damit ist derGLq(N)-Teil von (b) bewiesen.
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(iii) Wir betrachten nun den FallOq(N) und� = ��. Nach Lemma 4.23 istE�� = 0 genau
dann ein Eigenvektor vonL+ = L�, wenn�; � 2 f(0); (1N)g. Dieselben Argumente wie in (i)
führen darauf, dass hD := h0;0 + h(0);(1N ) + h(1N );(0) + h(1N );(1N )
einen Quasiisomorphismus von�^ nach�^(1; 1) + �^(1;D) + �^(D; 1) + �^(D;D)
definiert. Nach Definition voǹ�, R̂, undD erhalten wir̀ +ij(D) = x�NÆij und`�ij(D) = yNÆij
(mit den zulässigen Parameternx, y undz = xy). Folglich hat manX+ij (D) = (z�N � 1)Æij und dD = (z�N � 1)D!+0 :
Folglich ist dD 6= 0 bei Oq(2n + 1) und �+;�1. In allen anderen Fällen istdD = 0. We-
gen derÄquivalenzu
 u �= u(2) � u(11) � 1, hat jede irreduzible Unterkodarstellung belie-
biger Tensorpotenzen(u
u)
k ein Young-Diagramm mit einergeradenAnzahl von Kästchen.
Dies ist eine Folgerung aus der Littlewood-Richardson-Regel für orthogonale Gruppen. Also ist�^(�; �) = f0g, falls j�j+ j�j ungerade ist. Insbesondere gilt�^(1;D) = �^(D; 1) = f0g,
fallsN ungerade ist. Für geradesN können diese Räume jedoch nichttrivial sein. Damit ist der
Beweis von Theorem 4.18 abgeschlossen.

4.4 Beweis des Hodgeschen Zerlegungssatzes

In diesem Abschnitt werden wir den Beweis von Theorem 4.19 geben. Dazu benötigen wir die
Begriffe der Dualität von Hopf-Bimoduln sowie die Homomorphie von Differentialkalkülen.
Wir werden sehen, dass die Kalküle�+̂ und��̂ für die QuantengruppenSLq(N) undGLq(N)
schwach isomorph sind im Sinne von Abschnitt 4.4.1. Zusammen mit der Dualität von Diffe-
rential und Kodifferential ergibt sich daraus dann der Beweis des Theorems.

4.4.1 Homomorphe kovariante Differentialkalküle

In diesem Teilabschnitt untersuchen wir den recht selten benutzten Begriff der Homomorphie
von Differentialkalkülen. Er wurde in einer Arbeit von Pflaum und Schauenburg [79] eingeführt.
Es seif : B! C ein Algebrenhomomorphismus und� sei einC-Bimodul. Dann ist� auch einB-Bimodul viaa � � � b := f(a)�f(b).
Definition 4.4 (i) Es seienB undC Algebren und(�; d1) und (�; d2) Differentialkalküle er-
ster Ordnung überB bzw.C. Das Paar(f; F ) bestehend aus einem Algebrenhomomorphismusf : B ! C und einemB-BimodulhomomorphismusF : � ! � heißtHomomorphismus von
Differentialkalk̈ulen erster Ordnung� und�, fallsFd1 = d2f: (4.60)
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(ii) Es seien�^ und�^ Differentialkalküle überB bzw.C. Ein HomomorphismusF : �^ ! �^
von graduierten Algebren heißtHomomorphismus von Differentialkalkülen�^ und�^, fallsFd1 = d2F: (4.61)

Wir erinnern daran, dass Differentialkalküle�^ und�^ über derselben AlgebraA isomorph
heißen (im Sinne von Woronowicz [111]), wenn es einen bijektiven BimodulhomomorphismusF : �^ ! �^ vom Grad Null gibt mitF d1 = d2 undF0 = id. Um mit diesem Standardbegriff
nicht in Konflikt zu geraten, bezeichnen wir die bijektiv homomorphen Differentialkalküle auch
als zueinander

”
schwach isomorph“.

Wir werden im Satz 4.26 sehen, dass die Differentialkalküle W�+̂ undW��̂ für die Quanten-
gruppen vom Typ A schwach isomorph sind.
Das folgende Lemma charakterisiert homomorphe linkskovariante Differentialkalküle erster
Ordnung mit Hilfe ihrer Rechtsideale bzw. ihrer Quanten-Tangentialräume.

Lemma 4.24 Es seien� und� linkskovariante DKEÖuber den HopfalgebrenA undB. Ihre
assoziierten Rechtsideale seienR bzw.S, und ihre Quanten-Tangentialräume seienX bzw.Y.
Es seif : A ! B ein Hopfalgebren-Homomorphismus. Dann sind die folgendenAussagen
äquivalent:

(i) f(R) � S:
(ii) f t(Y) � X:
(iii) Es existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus(f; F ) von linkskova-
rianten DKEO� und�.

Beweis. (iii) ! (i). Es seien!� und!� die!-Abbildungen zu� bzw.� . Daf ein Morphismus
von Hopfalgebren ist undF (a db) = f(a)df(b), erhalten wir für aller 2 R!�(f(r)) = S�f(r)(1)�df(r)(2) = S(f(r(1)))df(r(2))= f(S(r(1)))F (dr(2)) = F (!� (r)) = 0: (4.62)

Außerdem gilt"(f(r)) = "(r) = 0 und somitf(r) 2 S.
(i) ! (ii). Da S undY bezüglich der dualen Paarung vonB undBÆ zueinander orthogonale
Teilräume sind, giltf t(Y )(r) = Y (f(r)) 2 Y (S) = f0g für alle r 2 R undY 2 Y. Darüber
hinaus istf t(Y )(1) = Y (f(1)) = Y (1) = 0 und folglichf t(Y ) 2 X.
(ii) ! (iii). Durch die Gleichung (4.60) ist die AbbildungF eindeutig bestimmt, nämlichF (aidbi) := f(ai) df(bi). Wir zeigen, dassF wohldefiniert ist. Dazu seienf!ig und f�jg
Vektorraumbasen von�L bzw.�L. Ihre Dualbasen seienfXig bzw.fYjg. Nach Voraussetzung
existieren komplexe Zahlen�ij 2 C, so dassf t(Yj) = �ijXi. Angenommen,aidbi = 0. Dann
gilt wegen (2.30)0 = ai(Xk � bi)!k und folglich0 = ai(Xk � bi) für allek. Benutzt man dies,
so erhält manf(ai)df(bi) = f(ai)f(bi(1))!�(f(bi(2))) = f(ai)f(bi(1))Yj(f(bi(2)))�j= f(aibi(1))f t(Yj)(bi(2))�j = �kjf(aibi(1))Xk(bi(2))�j= �kjf(ai(Xk � bi))�j = 0:
Die AbbildungF ist also wohldefiniert.
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Lemma 4.25 Es seien�^ und�^ linkskovariante Differentialkalk̈ule über den HopfalgebrenA bzw.B. Ferner seiF : �^ ! �^ ein Homomorphismus von Differentialkalkülen und sei-
ne KomponenteF0 ein Hopfalgebren-Homomorphismus. Dann gilt(F0 
 F )�L = �LF undF (� / a) = F� /F0a für � 2 �^ unda 2 A.

Der Beweis benutzt nur die Kovarianz vond, die Eigenschaften vonF0 und Standardschlüsse.
Wir lassen ihn daher weg. Ersetzt man im obigen Lemma die linke Kovarianz durch die rechte,
so lautet die erste Aussage(F 
 F0)�R = �RF .
Wir werden nun sehen, dass die Differentialkalküle�+̂ und��̂ zueinander schwach isomorph
sind.

Satz 4.26Es sei A eine der KoordinatenhopfalgebrenO(GLq(N)) bzw. O(SLq(N)),�+ = �+;z und�� = ��;z. Für k = 1; : : : ; N setzen wirk0 = N + 1� k.
(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten bijektiven HomomorphismusF : �+̂ ! ��̂ von Diffe-
rentialkalk̈ulen derart, dassF (uab) = S(ub0a0); a; b = 1; : : : ; N: (4.63)

(ii) Für �; � 2 bA undk 2 N0 ist die Einschr̈ankung vonF auf�^k+ (�; �) eine bijektive Abbil-
dung auf�^k� (�; �).
Beweis. (a) Die Existenz eines eindeutig bestimmten Hopfalgebren-AutomorphismusF0 : A! A mit (4.63) wurde in Satz 3.30 gezeigt.
(b) Wir müssen nachweisen, dass sichF zu einem Morphismus von�+;z nach��;z fortset-
zen lässt. Dazu benutzen wir das Kriterium aus Lemma 4.24 (ii): F t(X�) � X+. Da F ein
Koalgebrenhomomorphismus ist, istF t multiplikativ auf der von den Matrixelementeǹ�ab ,a; b = 1; : : : ; N erzeugten Unteralgebra vonAÆ. Wir berechnenF t(`�ab ) auf den erzeugenden
Elementen vonA. Wegen (2.15) und (3.49) hat manF t(`�ab )(urs) = `�ab (F (urs)) = `�ab (S(us0r0))= p�1(R̂�1)s0abr0 = p�1(R̂�1)rb0a0s = `�b0a0(S(urs)) = S(`�b0a0)(urs);
wobei p = x im Falle `+ und p = y im Falle von`�. Da sowohlF t(`�ab ) als auchS(`�b0a0)
Darstellungen vonA sind, erhalten wirF t(`�ab ) = S(`�b0a0). Nach [84, Theorem 9.1] ist`+rv S(`�ws ) R̂vbw = R̂rvswS(`�bv) `+w :
Multipliziert man diese Relation mitDsr und beachtetDsrR̂rvsw = rÆvw, erhält manDsr`+rvS(`�ws ) R̂vbw = rS(`�bv)`+v :
Multipliziert man diese Gleichung mit(R̂�1)mna (D�1)abDnk und benutzt die IdentitätR̂vbw(R̂�1)mna (D�1)abDnk = ÆvnÆwm, vergleiche (A.2), hat manDsr `+rkS(`�ms ) = rS(`�bv)`+v (R̂�1)mna (D�1)abDnk : (4.64)
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Mit (2.47), (4.64),(R̂�1)jna(D�1)a = r�1Æjn undd�1k = dk0 erhalten wir dannF t(X�i0j0) = F t�(D�1)kl S�1(`+i0k )`�lj0�� (D�1)i0j0= (D�1)kl S�1(S(`+k0i ))S(`�jl0)�Dij= Dl0k0`+k0i S(`�jl0)�Dij= rS(`�bv)`+v (R̂�1)jna(D�1)abDni �Dij= r(X+b + Æb)(R̂�1)jna(D�1)abDni �Dij= rX+b (R̂�1)jna(D�1)abDni :
Damit liegt F t(X�) in X+ und der Beweis von (b) ist abgeschlossen. Wir bemerken, dassF t : X� ! X+ bijektiv ist, daX+ab = r�1F t(X�i0j0)(D�1)ikR̂kalb Dlj. Nach Lemma 4.24 istF (adb) := F (a)dF (b) eine wohldefinierteA-Modulabbildung von�+ nach ��. Analog
zeigt man, dassF�1 : �� ! �+ mit F�1(adb) := F�1(a)dF�1(b) eine wohldefinierteA-
Modulabbildung ist, die zuF invers ist.
(c) Wir betrachten nun die höheren Formen. Für� 2 f+;�g bezeichneF � die AbbildungF
bzw.F�1, je nachdem ob� = + oder� = �. DaF � eineA-Bimodulabbildung ist, können
wir F � zu einem AlgebrenhomomorphismusF � : �
� ! �
�� fortsetzen. Wir zeigen, dassF
mit der Zopfung� vertauschbar ist:F� = �F auf�
2+ . Da sowohlF als auch� Bimodulabbil-
dungen sind und�+ 
A �+ eine freie Basis aus linksinvarianten Elementen besitzt, genügt es,
die Gleichung für linksinvariante Elemente zu zeigen. Es seien�; � 2 (�+)L. Nach (2.23) und
Lemma 4.25 giltF�(�
A �) = F (�(0) 
A (� / �(1))) = F (�(0))
A F (� / �(1))= (F�)(0) 
A (F� / (F�)(1)) = �(F� 
A F�):
Damit vertauschtF mit dem AntisymmetrisatorA2. Induktiv zeigt man, dassF auch mit dem
AntisymmetrisatorAk, k 2 N vertauschbar ist. Dasselbe gilt fürF�1. Somit istF � : ��̂ ! ��̂�
eine wohldefinierte Abbildung mitF F�1 = F�1F = id. Nach Lemma 4.25 und Satz 3.30
folgt F (�^k+ (�; �)) � �^k� (�; �). Da F�1 : ��̂ ! �+̂ ebenfalls die Voraussetzungen von
Lemma 4.25 erfüllt, folgt, dassF�1��^k� (�; �) die Umkehrabbildung zuF ��^k+ (�; �) ist.
Damit ist alles gezeigt.

Bemerkung 4.6 Für die Quantengruppen der B-, C- und D-Serien sind die Differentialkalküle�+̂;z und��̂;z, sogar isomorph im starken Sinne (F0 = id). 2
Nun können wir den Beweis von Theorem 4.19 durchführen. Nach Theorem 3.12 (iii) ver-
schwindet das Differentiald auf dem Raum�^kInv . Folglich istHkdeR(�Înv) �= �^kInv . Zusammen
mit Theorem 4.18 erhält man (4.35). Wegen�^kInv = �^k(0; 0) folgt aus (4.29), dassHkdeR(�^)
ein direkter Summand in (4.34) ist. Nach (4.58) erhalten wirfür (�; �) 6= (0; 0) die Formeln�^k� (�; �) = d�^k�1� (�; �) + �+�^k+1� (�; �);�^k� (�; �) = d�^k�1� (�; �) + ���^k+1� (�; �): (4.65)
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Wir müssen nur noch zeigen, dass beide Zerlegungen direkt sind. Da alle in der obigen Glei-
chung auftretenden Räume endlichdimensional sind, sieheBeweis von Satz 4.14 (i), genügt es,
ihre Dimensionen zu vergleichen. Wir bezeichnen die Einschränkung einer linearen Abbildung-
enf : �^ ! �^ auf den Raum�^k(�; �) mit fk;�;�. Nach Satz 4.14 istrg ��� ;k+1;�;� = rg dk;�;��� ;
dadk;�;��� wie auch��� ;k+1;�;� zueinander duale lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen
Räumen sind. Nach Satz 4.26 giltdk;�;�� F = Fdk;�;�+ , undF ist bijektiv. Daher stimmen die
Ränge vondk;�;��� unddk;�;�� überein. Somit hat manrg ��� ;k+1;�;� = rg dk;�;��� = rg dk;�;�� :
WegenHkdeR(��̂ (�; �)) = f0g ist dimker dk;�;�� = rg dk�1;�;�� . Schließlich erhalten wirdim�^k� (�; �) = dimker dk;�;�� + rg dk;�;��= rg dk�1;�;�� + rg ��� ; k+1;�;�:
Hieraus folgt, dass die Summen in (4.65) direkt sind. Damit ist der Beweis von Theorem 4.19
abgeschlossen.

Bemerkung 4.7 Der Beweis des abgeschwächten Zerlegungssatzes für die Quantengruppen
der B-, C- und D-Serien, vgl. Bemerkung 4.5, verläuft völlig analog zu den obigen Argumenten.
Anstelle vonF wähle man den starken Isomorphismus der Kalküle�+;z und��;z. 2



Anhang A

Rechnen mit Morphismen

In diesem Anhang ergänzen wir ohne Beweise häufig verwendete Formeln, die Morphismen
von Kodarstellungen der Koordinatenhopfalgebren enthalten. Einige Beweise findet man in [92,
Lemma 3.2 und Lemma 3.4].

Wir fassen zunächst die Formeln zusammen, die für alle vier Serien gelten. Istx ein zulässiger
Parameter, so gilt �R�abrs := x�1 rx(ubr; S(usa)) = Daz(R̂�1)byzr(D�1)ys;�R�abrs := x�1 rx(S(uas); ubr) = R̂�1srba;�Rabrs := x rx(S2(ura); ubs) = R̂rasb : (A.1)

Wir wiederholen einige bekannte Eigenschaften von�R und �R�, siehe etwa [92, Lemma 3.3 und
Lemma 3.4]: �R� �R� = �R� �R� = I; (A.2)�R�23 �R�12 �R�123 = �R�112 �R�23 �R�12; �R�12 �R�23R̂12 = R̂23 �R�12 �R�23: (A.3)

Wir wollen an dieser Stelle eine kleine Einführung in den graphischen Kalkül geben, wie er
in den Arbeiten [91, 92, 95, 96] verwendet wurde. Die Exaktheit dieses Kalküls wurde in [103]
gezeigt. In [95, Abschnitt 1.5.3] wurde nachgewiesen, dassdie R̂-Matrizen der vier klassischen
Serien, mit einem Normierungsfaktor versehen, die Voraussetzungen von Lemma 4.3 in [103]
erfüllen. Verwendet man den graphischen Kalkül, so werden Formeln und Beweise einfacher
und anschaulicher. Im übrigen lässt sich jeder graphische Beweis in einen algebraischen Beweis
zurück übersetzen.

Die Eckpunkte eines Graphen sind stets mit den Kodarstellungenu bzw. u beschriftet, je
nachdem, ob die zugehörige Kante nach unten bzw. oben gerichtet ist. Diese Markierungen
sind nicht extra angebracht, da sie ja aus der Pfeilrichtungabzulesen sind. Befindet sich unten
oder oben keine Ecke, was etwa bei Bögen auftritt, so ist dietriviale Kodarstellung1 dafür
einzusetzen.

119



120 A Rechnen mit Morphismen� �? � �?Æ 6 Æ 6(Æij) = (Dij) = (D�1ij) = (Æij) =
Abbildung A.1: Die vier Bogenmorphismen.

Ferner benutzen wir die Matrizen

,,
���R����R �R� =�R = ���� ����� ., �R� =�R = ���	 ����I ����	 ���I

,, �R� =�R = 
 	6� �?s = .��������I ����I����
Abbildung A.2: Die gedrehten̂R-Matrizen und die Zahls.

Ähnlich zur in (4.38) definierten Spurtr2q definieren wir fürT = (T abst ) 2 End(CN
CN)
die q-Spur tr1q T 2 End(CN) durch (tr1q T )bt = DsaT abst . Durch Komposition der gedrehtenR̂-Matrizen mit den oben angegebenen Bögen ergeben sich die folgenden Formeln.

= r = r�1 = r = r�1��Æ 6 R�Æ ? R�Æ ? ��Æ 6
R 	 	 R� � � � � � � �= r = r�1 = r = r�1

� �? � �?� �?� �?IÆ  Æ 6 �Æ  Æ 6 �Æ  Æ 6 IÆ  Æ 6= r�1= r= r�1= r
	 I I 	� � � �= r = r�1 = r = r�1? 6 6 ?

Abbildung A.3: Die Spuren der verschiedenenR̂-Matrizen.

A.1 Die A-Serie

Die folgenden Gleichungen gelten im Falle der A-Serie.



A.1 Die A-Serie 121�Rxybz �Ryuzk = ÆxuÆbk + q̂ �Rxubk ; (A.4)Xi;j q2s�2j(P̂�)injm(P̂�)jsir = [[2℄℄�2q (ÆnrÆms + s�q2sÆnmÆrs);Xi;j q�2iR̂ikjl R̂jmin = q�2mÆknÆlm + q�1q̂ÆklÆmn: (A.5)

Die MorphismenalgebrenMor(u
u) ,Mor(u
u) undMor(u
u) sind alle zweidimensio-
nal. Ihre Basen sind wie folgt gegeben.Mor(u
u) = hR̂; R̂�1i; Mor(u
u) = h �R+; �R�i; (A.6)Mor(u
u;u
u) = h �R+; �R�i; Mor(u
u;u
u) = h �R+; �R�i;Mor(u
u) = hP0; P1i; (A.7)

wobei die IdempotenteP0 undP1 die Gestalt(P0)abrs = 1sDab Ærs und P1 = I � P0 (A.8)

haben. DieR̂-Matrix erfüllt die Hecke-Relation̂R�1 = R̂ � q̂I.���R����	���	�� ��R = �q̂ ? ?
Abbildung A.4: Die Hecke-Bedingung.

Aus der Hecke-Relation und den Spurformeln erhält man die folgenden Formeln.

	 �R = +rq̂ � �?
� �?Æ 6

Æ 6= �r�1q̂ � �?Æ 6
= +rq̂ = � �?Æ 6�r�1q̂

I �R	
�I	 R R�I ?6? 6 ? 6

?6
Abbildung A.5: Die Produkte der verdrehten̂R-Matrizen.
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A.2 Die B-, C- und D-Serien

Die Besonderheit der orthogonalen und symplektischen Gruppen ist, dass die Fundamentaldar-
stellungu isomorph zu ihrer kontragredienten Darstellungu ist. Definiert man die Tenso-
ren (Cab) 2 Hom(C;CN
CN) und (Cab) 2 Hom(CN
CN ;C) vermögeCab = Cab undCab = Cab (und die entsprechenden Tensoren fürB = C�1), so giltMor(1;u
u) = h(Cab)i; Mor(u
u; 1) = h(Cab)i; Mor(u;u) = hCti: (A.9)

Eng verbunden mit der Kodarstellungstheorie der orthogonalen und symplektischen Quanten-
gruppen ist die Birman-Wenzl-Murakami-Algebra. Sie übernimmt im Quantenfall die Rolle der
Brauer-Algebra, siehe auch [106], [11] und [62, Teilabschnitt 8.6.4].

Definition A.1 Es seienq; r 2 C� mit q2 6= 1 komplexe Parameter undk 2 N, k � 2. Die
Birman-Wenzl-Murakami-AlgebraBWMk(q; r) ist die komplexe Algebra mit Eins, die von den
invertierbaren Elementeng1; : : : ; gk�1 und den Relationen (3.4), (3.5) (mitgi anstelle vonbi)
sowie den Relationenei gi = gi ei = r�1ei; ei gi�1ei = rei; ei g�1i�1ei = r�1ei
erzeugt wird, wobei ei := 1� (gi � g�1i )=(q � q�1):
Aus der obigen Definition folgt, dassei wesentlich idempotent ist mite2i = x ei undx = 1 + (r � r�1)=(q � q�1). Ferner erfülltgi die kubische Gleichung(gi � q)(gi + q�1)(gi � r�1) = 0:
Analog zu der Tatsache, dass für die A-Serie die MatrizenR̂ und �R Darstellungen der Hecke-
Algebra definieren, gilt für diêR-Matrizen der B-, C- und D-Serien:

Satz A.1 Es seiA eine der HopfalgebrenO(Oq(N)) bzw.O(Spq(N)) und R̂ die zugeḧorigeR̂-Matrix. Ferner seik 2 N mit k � 2. Dann definieren die Abbildungengi 7! R̂i;i+1 undgi 7! �Ri;i+1 surjektive Darstellungen% : BWMk(q; r) ! Mor(u
k) bzw.% : BWMk(q; r) !Mor((u)
k) der Birman-Wenzl-Murakami-Algebra.

Bei der Darstellung% wird fernerei aufKi;i+1 abgebildet.

Wir geben nun eine kurze Einführung in den modifizierten graphischen Kalkül im B-, C- und D-
Fall. Der Unterschied beruht vor allem auf der Existenz eines zusätzlichen Morphismus(Cab),
der im Falle der A-Serie nicht präsent ist. Da im orthogonalen und symplektischen Fall die
Kodarstellungenu undu zueinander isomorph sind,Ct 2 Mor(u;u), existieren hier von
oben nach unten laufende Kanten, deren Ecken verschieden orientiert sind. So wird etwa der
obige MorphismusCt durch eine vertikale Kante repräsentiert, die an der unteren Ecke einen
Pfeil nach unten hat und an der oberen Ecke einen Pfeil nach oben. Es zeigt sich, dass in diesem
Kalkül drei auf einer Kante aufeinanderfolgende Pfeilrichtungenaba (mit entgegengesetzten
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Orientierungena und b) durch einen Pfeil der Orientierunga ersetzt werden können. Entfernt
man eine Schlinge durch Drehen im Uhrzeigersinn (erste Reidemeister-Bewegung), liefert das
den Faktorr, dreht man die Schlinge entgegen dem Uhrzeiger heraus, erfordert das den Faktorr�1. Ein geschlossener Ring liefert den Faktors.
Es gelten die folgenden, gut bekannten Relationen zwischenden MatrizenR̂, R̂�1, K undD,
siehe etwa [92] oder [95]: R̂�1 = R̂ � q̂I + q̂K (A.10)Cyz R̂yzst = r�1Cst ; R̂abyzCyz = r�1Cab ; (A.11)R̂ � R̂�1 = q̂(I �K); (A.12)s = trD; (A.13)tr1q R̂ = rI; tr1q I = sI; tr1q K = I: (A.14)

R	 R
R R	

	 	= r�1 = r�1 	 R� = q̂? ?�q̂= r ? = s ? = ???	 w 	 w	 w
R = R =R =

Abbildung A.6: Die graphische Darstellung der Gleichungen(A.11), (A.12) und (A.14).
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Anhang B

Die biinvarianten 2-Formen in u�^
B.1 Beweis von Lemma 3.38 (i) und (ii)

In diesem Anhang wollen wir Lemma 3.38 beweisen. Bevor wir jedoch den Beweis des obi-
gen Lemmas antreten können, benötigen wir noch die definierenden Parameter der Kalküle
sowie ein technisches Lemma, das die AbbildungS mit Hilfe von Projektoren und Maurer-
Cartan-Formen ausdrückt. Zunächst erwähnen wir die Gr¨oßen der definierenden Parameter, wie
sie auch in den Arbeiten [91, 92] verwendet wurden. Um doppelte Bezeichnungen zu vermei-
den, mussten allerdings einige Umbenennungen vorgenommenwerden. Außerdem wurde beim
Kalkül �+;z der Parameterz aus [91] inz�1 umbenannt. Im folgenden durchlaufen die Parame-
ter� und� stets die Vorzeichenmengef+;�g. Dabei bezieht sich� stets auf den Kalkül��;z und� auf den Projektor̂P �. Es seienr+ = 1�q�2 = q�1q̂ undr� = �q�2N+q�2N�2 = �q�2N�1q̂.
Wir setzenu = qN+1s = q�2 + q�4 + � � �+ q�2N ;s+ = 1 + u + q�2N�2; s� = u � q�2 � q�2N ;s0+ = u � q�2 + 1; s0� = u � q�2N + q�2N�2;s++ = u � q�2 + q2; s�+ = u � q�4 + 1;s+� = u � q�2N + q�2N�4; s�� = u � q�2N+2 + q�2N�2:
In sehr kompakter Schreibweise lauten die letzten vier Größens�� = u+q��r� [[2℄℄q. Ferner setzen
wir n�;z = z��s0� � u und ��;z = n�1�;z(q�2�z�N � 1):
Im generischen Fall erzeugen die Differentialeduij den Hopf-Bimodul��;z als linkenA-Modul,
siehe [92, Lemma 1.5 und Theorem 2.1].Äquivalent dazu ist, dass der Raum der Maurer-Cartan-
Formen h!ij := !�(uij) j i; j = 1; : : : ; Ni die DimensionN2 hat. Das assoziierte RechtsidealR�;z erfüllt dann die GleichungR�;z � huij j i; j = 1; : : : ; Ni �C1 = A:

125



126 B Die biinvarianten2-Formen inu�^
Benutzt man (2.46) und (2.31), erhält man die Umrechnungsformeln von!�ij zu den Maurer-
Cartan-Formen!ij = !�(uij). Für� = + bzw.� = � erhalten wir!ij = z�1(R̂2)ikjl !+kl � Æij!+0 bzw. !ij = zd�1k (R̂�2)ikjl !�kl � Æij!�0 : (B.1)

In beiden Fällen ist# = n�;z !�0 . Beachtet man (B.1) und (2.31), so erhält man die erste un-
tenstehende Gleichung. Analog zu den Berechnungen in Lemma3.10 ergibt sich die zweite
Gleichung: # / a = n�;z!(a) + "(a)#; (B.2)(#
 #) / b = n2�;zS(b) + n�;z�!(b)
 # + #
 !(b)�+ "(b)#
 #: (B.3)

Aufgrund von (3.19), (B.2),!(U) = # und"(U) = u erhält man für alleb 2 AS(Ub) = � / b + (2n�;z + u)S(b) + #
 !(b) + !(b)
 #: (B.4)

Für � 2 f+;�g definieren wir(v�)ij := Xk;n;m q�2k(P̂ �)kinmunkumj und V� :=Xi q�2i(v�)ii:
Ferner benötigen wir die Größent+ = u + 1; t� = u � q�2N ;�� = [[2℄℄2q=s�; � = q [[2℄℄q=(ut�);�+�;z = q�z��s+=[[2℄℄q; ���;z = q��z��s�=[[2℄℄q;�+�;z = t+(z�2�s+� � u)=(q[[2℄℄qn�;z); ���;z = t�(z�2�s�� � u)=(q[[2℄℄qn�;z):
Die folgenden Identitäten rechnet man leicht nach:q2�s+ + q�2�s� = s+� + s�� = 2u + r� [[2℄℄2q ; (B.5)q�s+ + q��s� = [[2℄℄qs0� : (B.6)

Wegen (B.6) gilt��;z := �+�;z + ���;z = z��s0� .
Für (�; �) 2 f+;�g � f0; 1g definieren wir die AbbildungenQ�;� 2 Hom(V 
2; V 
4) durch(Q�;�)abmnrs =Xx;y;z(P̂ �)abxy(P�)mnyz (P̂ �)xzrs :
WegenP̂ � 2 Mor(u
u) undP� 2 Mor(u
u) erhält man unschwer, dass die ElementeQ�;�
im RaumMor(u
u;u
u
u
u) liegen.

Lemma B.1 Es seienA eine der HopfalgebrenO(GLq(N)) bzw.O(SLq(N)), � = ��;z und!ij := !� (uij). Dann gilt f̈ur alle a; b; r; s = 1; : : : ; N
(i) uarubs � ÆarÆbs � X�;�;m;n �;�(Q�;�)abmnrs eumn (mod R�;z); (B.7)
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wobei�;1 = �����;z und�;0 = u����;z.
(ii) S(uarubs) =X�;�;�0 �;��;�0(Q�;�)abmnxy (Q�;�0)xyvwrs !mn 
 !vw:
(iii) Es giltS(W�) = A��;z� +B��;z#
 #, mitW� = V� � ���;zU undA��;z = ��(���;z)2 � ���;z; B��;z = �(���;z)2 � u�1��(���;z)2: (B.8)

Beweis. (i) Im gesamten Beweis summieren wir über sich wiederholende Indizes. Wir benötigen
die Formeln (2) und (3) der Arbeit [91, S. 318], das sind(v�)ij � 1u ÆijV� � ���;z �uij � 1u ÆijU� (mod R�;z); (B.9)fW� = eV� � ���;z eU � 0 (mod R�;z): (B.10)

Setzt man diese Formeln in die Hauptformel des Beweises von [92, Lemma 4.4] ein, nämlich inuarubs � ÆarÆbs � s�1+ [[2℄℄2q(P̂+)abxy ev+yz(P̂+)xzrs + s�1� [[2℄℄2q(P̂�)abxy ev�yz(P̂�)xzrs�q[[2℄℄qs�1+ t�1+ (P̂+)abrs eV+ � q[[2℄℄qs�1� t�1� (P̂�)abrs eV� (mod R�;z);
und benutzt die Identitäts� = q�1[[2℄℄q t� � u, erhält man nach einer Reihe von Umformungen
(B.7).
(ii) Nach Definition der AbbildungS und wegen!� (a) = !�(b) für a � b (mod R�;z), nach
Definition des assoziierten Rechtsideals, folgt aus (i)S(uarubs) = !(uaxuby)
 !(uxruys) = X�;�0�;�0 �;��0;�0(Q�;�)abmnxy (Q�0;�0)xyvwrs !mn 
 !vw:
WegenP̂ �P̂ �0 = Æ�;�0P̂ � erhalten wir daraus (ii).
(iii) Nach Definition vonV�, wegenP̂ �P̂ �0 = Æ�;�0P̂ � undq�2x�2y(P̂ �)ijxy = q�2i�2j(P̂ �)ijxy (keine
Summation) ergibt sichS(V�) = q�2i�2j(P̂ �)ijxy X�0;�;�0 �0��0�0(P̂ �0)xyab (P�)mnb (P̂ �0)aed(P�0)vwdf (P̂ �)efij !mn 
 !vw= q�2x�2yX�;�0 ����0(P̂ �)xyab (P�)mnb (P̂ �)axd(P�0)vwdy !mn 
 !vw:
Man beachte, dass die lineare AbbildungT� = (T bdy� ) mit T bdy� = q�2x�2y(P̂ �)xyab (P̂ �)axd (kei-
ne Summation übery) zum MorphismenraumMor(1;u
u
u
u) gehört. Da ein linearer
Isomorphismus dieses Raumes mitMor(u
u) existiert, ist auch der erste Raum zweidimen-
sional. Die beiden MorphismenQ0 undQ1 mit Qbdy� := q�2y(P�)byd, � = 0; 1 (keine Summation
übery) bilden eine Basis vonMor(1;u
u
u
u). Wegen (A.5) istT� = ��1� Q1+u�1�1� Q0.
Außerdem gilt (P� 
 P�0)Q�00 = Æ�;�0Æ�;�00Q�;Qmnvw0 !mn
!vw = 1u #
# und Qmnvw1 !mn
!vw = � � 1u #
#:
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Somit erhalten wirS(V�) = (��1� 2�;1Qmnvw1 + u�1�1� 2�;0Qmnvw0 )!mn 
 !vw= ��(���;z)2� + ��(���;z)2 � u�1��(���;z)2�#
 #: (B.11)

WegenS(U) = � ist der Beweis von (iii) komplett.

Beweis von Lemma 3.38 (i). Er ist in zwei Teile gegliedert. Der einfache Teil behandelt den
Beweis für die Parameterwertez mit z2N 6= q4. Die Wertez mit zN = q2 undzN = �q2 sind
schwieriger zu handhaben. Man beachte, dass die FällezN = q2 keineswegs pathologischen
Charakter tragen. Vielmehr sind genau diese Parameterwerte � -zulässig fürSLq(N). Um die
Bezeichnungen zu vereinfachen, lassen wir bei den Parametern A��;z; B��;z; n�;z; ��;z; ���;z; ���;z
und��;z den Index�; z weg.
Fall 1: z2N 6= q4. Nach [91, Formel (3) S. 318] und [91, Theorem 2.1 (iii)] giltgD�1 � � eU (mod R) und eD � �z��Nq2�� eU (mod R):
DaD undD�1 gruppenartig sind, erhält man wegenS(eU) = � und!(eU) = #,S(gD�1 � � eU) = �2#
 #� ��;S(eD+ z��Nq2�� eU) = z�2�Nq4��2 #
 # + z��Nq2�� �: (B.12)

WegenzN 6= q2 ist � 6= 0. Folglich gilt nach Division der obigen beiden Gleichungendurch� bzw. durchz��Nq2�� und anschließendem Gleichsetzen� = �#2 = �z��N q2��#2 in u�^.
Folglich ist#2 = 0 in u�^, dazN 6= �q2.
Fall 2: (zN � q2)(zN + q2) = 0.
Wir setzenx := eUU � �eU . Man beachte, dass wegen̂P+ + P̂� = I gilt x = fW+ + fW�.
Nach (B.9) und wegen�+ + �� = � + u gilt x � 0 (mod R). Wegen Lemma B.1 (iii), istS(x) = A� +B#
 #, wobeiA = A+ +A� undB = B+ +B�. Setzt manb = U in (B.3) ein
undb = eU in (B.4), so erhält man(#
 #) /U = n2� + (2n + u)#
 #; � /U = (A� n + u)� + (B � 2)#
 #: (B.13)

Setzt man in (3.17)r = x unda = U ein, so folgt aus (B.13)S(xU) = A� /U +B(#
 #) /U= (A(A� n + u) +Bn2)� + (A(B � 2) +B(2n + u))#
 # (B.14)=: A0� +B0#
 #:
Angenommen, die Matrix

�A BA0 B0� sei regulär. Dann ist#
# eine Linearkombination vonS(x) undS(xU), und somit gilt#
# 2 S(R), und wir sind fertig. Ist die Matrix singulär, gilt(A� nB)(2A� nB) = 0:
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Wendet man obige Argumentation anstelle auffS(x); S(xU)g auf die PaarefS(x); S(fW+U)g,fS(x); S(fW�U)g, fS(fW+); S(fW+U)g undfS(fW�); S(fW�U)g an, so erhalten wir#
# 2 S(R)
oder zwei weitere Möglichkeiten:2A+ = nB+; 2A� = nB� oderA+ = nB+; A� = nB�.
Fall 2.1: 2A� = nB�, � 2 f+;�g. Es sei zunächstN � 3. Da q transzendent ist, ist�� von Null verschieden. Setzt man die Werte (B.8) fürA� und B� ein und verwendet��� = u�1n�1(z�2�s�� � u) und� = u + n, so ergibt sich2��(��)2 � 2�� = n z�2�s�� � uun �� � �� uu ��(��)2;(�+ u)��(��)2 = (z�2�s�� + u)��: (B.15)

Angenommen,�� = 0 für ein � 2 f+;�g. Wegen (B.15) ist dann� + u = z��s0� + u = 0, da��(��)2 6= 0. Wegen der Definition von�� ist somitz�2�s�� � u = 0. Eliminiert manu, so erhält
manz = �q2� undq ist eine Einheitswurzel. Dies widerspricht unserer Annahme. Folglich ist�+�� 6= 0. Setzt man�+ u = �+ + �� in Gleichung (B.15) ein, erhält man�+(�+(�+)2 � z�2� s+� � u) = ��+(�+)2��;��(��(��)2 � z�2� s�� � u) = ���(��)2�+:
Multipliziert man die beiden Gleichungen, dividiert durch�+�� und setzt dann die Gleichung��(��)2 = q2��z�2� s� ein, erhält man�+(�+)2(z�2�s�� + u) + ��(��)2(z�2�s+� + u) = (z�2�s�� + u)(z�2�s�� + u);
bzw.z�2��q2�s+(z�2�s�� + u) + q�2�s�(z�2�s+� + u)� = z�4�s+� s�� � z�2�u(s+� + s�� ) + u2:
Wegen (B.5) verschwindet der Koeffizient vorz�2� . Setzt mans�� = u + q��r� [[2℄℄q ein, erhält
man weiter0 = z�4� (q2�s+(u + q��r� [[2℄℄q) + q�2�s�(u + q�r� [[2℄℄q)� (u + q��r� [[2℄℄q)(u + q�r� [[2℄℄q))� u2;
bzw.0 = z�4� ((q2�s+ + q�2�s�)u + (q�s+ + q��s�)[[2℄℄qr� � u2 � ur� [[2℄℄2q � r2� [[2℄℄2q)� u2:
Benutzt man (B.5), (B.6) undu 6= 0, hat manz�4� (u + [[2℄℄2qr� ) � u = 0. Wegenz2N = q4,
liefert dies im Falle� = +(q2N+2 + q2N + q2N�6 + q2N�8 + � � �+ 1)N � q8(q2N�2 + q2N�4 + � � �+ 1)N = 0;
und im Falle� = �(q2N+2 + q2N + � � �+ q8 + q2 + 1)N � q4N�8(q2N�2 + q2N�4 + � � �+ 1)N = 0:
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Da N � 3 widerspricht dies unserer Annahme, dassq transzendent ist. Somit ist der Fall2A� = nB� für N � 3 unmöglich. Es sei nunN = 2, � = �+;z, und z2 = �q2. Entspre-
chendz = �iq (i = p�1) lauten die definierenden Parameter� = �+ = �i(q�1 + q�5); �+� = �i(q + q�1);�+ = �n�1(1 + q�2 + q�4)(q�2 + q�6); n = �iq�1 � q�2 � q�4 � iq�5;+(�+)2 = n�2(q4 + q2 + 1)(q�2 + q�6)2:
Setzt man diese Werte in (B.8) ein, führen elementare Umformungen der Gleichung2A+ � nB+ = 0 in beiden Fällen auf(q2 + 1)2(q4 + 1) = 0. Dies widerspricht unserer An-
nahme, dassq transzendent ist.
Fall 2.2: A� = nB�, � 2 f+;�g. Ähnlich zur Herleitung von (B.15) erhalten wir���(��)2 = z�2���s�� . Setzt man��(��)2 = q2��z�2�s� ein und dividiert dann durchz�2� , so
erhält manq2���s� = ��s�� . Setzt man hier die Identitätq2��s� = ��q̂�1[[2℄℄qr� + s�� ein, subtra-
hiert�s�� und multipliziert dann mits��� , so erhält man für� = +;� die beiden Gleichungen�� q̂�1[[2℄℄qr�s�� = s+� s�� (�+ � �);��� q̂�1[[2℄℄qr�s+� = s+� s�� (�� � �):
Addiert man die beiden Gleichungen und beachtet�++�� = �+u unds�� �s+� = �� q̂[[2℄℄qr� ,
erhalten wir��[[2℄℄2qr2� = (u��)s+� s�� . Folglich ist� = us+� s�� =(s+� s�� � [[2℄℄2qr2� ). Beachtet mans+� s�� �[[2℄℄2qr2� = u(u+r� [[2℄℄2q), erhält man weiter� = s+� s�� =(u+r� [[2℄℄2q). Setzt man schließlich� = z�� (u + r� ) ein, hat manz�� (u + r� )(u + r� [[2℄℄2q) = (u + q� [[2℄℄qr� )(u + q�� [[2℄℄qr� ):
Wegenz2N = q4 schließen wir hieraus, dassq algebraisch ist. Dies widerspricht unserer An-
nahme. Der FallA� = nB� ist somit unmöglich. Fasst man die Resultate der Fälle 2.1und 2.2
zusammen, dann ergibt sich#2 = 0 in u�^, und der Beweis ist abgeschlossen.
Zu (ii). Nach [111, Formel (1.26)] liegtx := eUU � �eU in R. Mit Hilfe der Maurer-Cartan-
Formen# und� lässt sich dieses Element schreiben als� = A� +B#
 #, mitA = q�6(q � �)(q5 � �) und B = 2�q�1(q5 � �)=(q3 � �);
vergleiche etwa [96, S. 517, unten]. Man beachte, dass2A = nB, wobei n = n+;z =�q�1 � q�2 � q�4 + �q�5. Wir müssen nur noch nachweisen, dass� ein Vielfaches von�+
ist. Äquivalent dazu ist, dass� keinen��-Anteil hat. Dazu benötigen wir die Umrechnung der
Maurer-Cartan-Formen auf unsere Standardbasis!+ij . Nach (B.1) gilt� = q�2i!ij
!ji = q�2i�(z�1(R̂2)ikjl !+kl � Æij!+0 �
 �z�1(R̂2)jmin !+mn � Æji !+0 �= z�2q�2i(R̂2)ikjl (R̂2)jmin !+kl
!+mn + (�2z�1s0+ + u)!+0 
!+0= z�2q̂2 q�2l !+kl
!+lk + �!+0 
!+0 ;
wobei� = z�2(q�1q̂3 + 2q�1q̂ + u)� 2n� u. Dabei benutzten wir die Heckebedingung (2.4),
(A.5) undtr1q R̂ = q�1I, vergleiche Anhang A.1, und die Definition vonn+;z. Wegen (B.1) gilt
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ferner#
# = n2!+0 
!+0 : Nach (3.67) und (3.66) gilt!+0 
!+0 = q�+ � q�1��;q�2l !+kl
!+lk = q�1(�+ + ��):
Wir berechnen nun die��-Komponente�� von�. Nach den obigen beiden Transformationsfor-
meln ist �� = (A� + b# 
 #)� = �z�2q̂2Aq�2l !+kl
!+lk + (�a+ n2B)!+0 
!+0 ��= (q�1z�2q̂2A� q�1(�A+ n2B))��:
Setzt man nunz2 = q2 und2A = nB ein, erkennt man, dass der obige Koeffizient verschwin-
det, also�� = 0.

B.2 Beweis von Lemma 3.38 (iii)

Wir wollen, ähnlich zum Anhang B.1, nachweisen, dass die biinvarianten 2-Formen�+ und�� in S(R) liegen. Wir setzen dabei im Gegensatz zum vorangegangenen Anhang nur voraus,
dassq keine Einheitswurzel ist. Wir werden für die Kalküle�+ := �+;1 und �� := ��;1
verschiedene Beweise angeben, da�� etwas schwieriger zu handhaben ist. Der Beweis für�+
ist einfach, da wir nur auf ein einzigesAdR-invariantes Element ausR zurückgreifen müssen. Im
zweiten Beweis benötigen wir zumindest zwei derartige Elemente, deren genaue Beschreibung
wir aus [92, Abschnitt 6] nehmen. Außerdem verwenden wir einComputeralgebra-Programm,
um lange Termumformungen auszuführen. Für transzendente Werte vonq funktioniert der erste
Beweis auch für��.
Abkürzend schreiben wir̂r = r � r�1. Im Folgenden wirdnicht über die Indizes� und �
summiert.
Teil 1: � = �+. Zur Abkürzung setzen wir�ij := !+ij und� := !+0 . Wir zeigen zunächst, dassQ := eU2 � q̂r̂eU in R liegt. Wegen (2.46) und (A.14) erhalten wir� /U = tr1q(R̂2)mn �mn =(q̂r̂ + s)�. Wegen (2.31), (2.29), und"(U) = s erhalten wir!(Q) = (� / eU) / eU � q̂r̂� / eU = 0:
Außerdem ist"(Q) = 0 und somitQ 2 R. Als nächstes berechnen wirS(Q). WegenQ 2 R
erhalten wir mit (3.20)S(Q) = (�
�) /Q. Beachtet man (B.1) und (3.69), erhält manS(Q) = (�
�) /Q = (q�+ � q�1��) / (eU eU � q̂r̂eU)= q�2+�+ � q�1�2��� � q̂r̂(q�+�+ � q�1����)= q�+(�+ � q̂r̂)�+ � q�1��(�� � q̂r̂)��: (B.16)

DaR ein Rechtsideal ist, liegtQeU ebenfalls inR. Wegen (3.19) und (B.16) gilt alsoS(QeU) = q�2+(�+ � q̂r̂)�+ � q�1�2�(�� � q̂r̂)��: (B.17)
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Zur Lösung dieses linearen Gleichungssystems (B.16) und (B.17) in den Variablen�+ und��
betrachten wir die Koeffizientendeterminantedet = �+��(�+ � ��)(�+ � q̂r̂)(�� � q̂r̂)= (r+ r�1)q̂6[[2℄℄3q(qr� q�1r�1)(q�1r� qr�1)(q2r� q�2r�1)(q�2r� q2r�1):
Da q keine Einheitswurzel ist, giltdet 6= 0. Folglich liegen sowohl�+ als auch�� in S(R).
Teil 2: � = ��. Wir bezeichnen den kritischen Wert mit, = q̂q2r(2s+ q̂r̂) = (q4 + 1)r2 + 2q(q2 � 1)r� (q4 + 1):
Es gibt zweiAdR-invariante quadratische Elemente inA, nämlichV� = DbaDji (P̂ �)aiyz uybuzj ,� 2 f+;�g mit "(V�) = st� .
Die den Kalkül�� definierenden Parameter�� sind bestimmt durch die GleichungfW� 2 R,
wobeiW� = V� � ��U , vgl. [92, (3) S. 656]. Auf derselben Seite findet man auch deren nume-
rische Ausdrücke: �+ = r̂(�q2r+ q�2r�1 � q̂)q̂r̂ + 2s ;�� = r̂(�q�2r+ q2r�1 � q̂)q̂r̂ + 2s :
Die Spektralprojektoren̂P �, �2f+;�g, derR̂-Matrix aus Abschnitt 2.1.4 sowie ihreq-Spuren
kann man auch in der folgenden Gestalt aufschreibenP̂ � = (�� + ��1� )�1(��1� I + R̂ + q̂(1� r��)�1K); (B.18)tr1q(P̂ �) = r̂(�2�r� ��1� )q̂(�� + ��1� )(��r� 1)I =: t�I: (B.19)

Man rechnet leicht nach, dass die rechtsadjungierte Wirkung einesAdR-invarianten Elements
den Raum der biinvarianten Elemente eines beliebigen Hopf-Bimoduls invariant lässt. Wendet
man dies auf die Hopf-Bimoduln�� und dieAdR-invarianten ElementeV� an und beachtet,
dass�� , �2f+;�g, das einzige biinvariante Element von�� ist (bis auf Vielfachheit), dann
müssen also komplexe Zahlen�� , �; � 2 f+;�g, existieren mit�� /fV� = ���� :
Wir wollen diese Konstanten bestimmen. Nach Definition vonV� und Gleichung (3.68) ist�� / V� = �� / uijust(P̂ �)jtabDaiDbs= �Æij�� + q̂(�2� + 1)��ij � r�1q̂(1 + ��2� )��ij� / ust (P̂ �)jtabDaiDbs:
Wir demonstrieren die Berechnungen am ersten Term. Wegen (3.68) und (B.19) giltÆij�� / (ust(P̂ �)jtabDaiDbs) = t��� /U = t�(s+ �� )�� :
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Ähnlich den graphischen Berechnungen im Abschnitt 3.6.1 erhält man für die beiden anderen
Terme ��ij / (ust(P̂ �)jtabDaiDbs) = (q̂Æ�;�r2�2� + r�2�t� � q̂����1� e��)�� ;��ij / (ust(P̂ �)jtabDaiDbs) = (q̂r��1� ��e�� + ��2� t� � q̂r�1��2� Æ�;�)�� ;
wobei mane�� aus dem folgenden Bild mit Hilfe von (B.18) bestimmt:P̂ � �P �6 6? ? �P �^ �� 6 = e���� :

Abbildung B.1: Die Definition vone��.
Der numerische Wert iste�� = (��1� + q̂(1 � r��)�1)=(�� + ��1� ). Setzt man alle bekannten
Parameter ein, hat man schließlich++ = �1(q2 + 1)(q2r2 � 1)r�2q�6((q12 + q4)r4 + (2q11 � 2q9 + 2q5 � 2)r3 ++ (�q12 + q8 � 4q6 + q4 � 1)r2 + (�2q9 + 2q7 � 2q3 + 2q)r+ q8 + 1);+� = �1[[2℄℄q(2(q � q�1r�2)(r+ q3)(r� q)((q2 � 1 + q�2)r2 + q̂r� q2 + 1� q�2);�+ = �1[[2℄℄q(2(q�1 � qr�2)(qr+ 1)(q3r� 1)((q2 � 1 + q�2)r2 + q̂r� q2 + 1� q�2);�� = �1(q2 + 1)(r2 � q2)r�2q�6((q8 + 1)r4 + (2q9 � 2q7 + 2q3 � 2q)r3 ++ (�q12 + q8 � 4q6 + q4 � 1)r2 + (�2q11 + 2q9 � 2q5 + 2q3)r+ q12 + q4):
Nun können wir vier biinvariante Elemente vonS(R) bestimmen. Wegen (B.1) und (3.69) er-
halten wirS(W�) = (�
�) / (fV� � �� eU) = q(+� � ���+)�+ � q�1(�� � ����)��: (B.20)

Ähnlich zum Teil 1 erhalten wir darüber hinausS(W� eU) = q�+(+� � ���+)�+ � q�1��(�� � ����)��: (B.21)

Wir betrachten die4�2-KoeffizientenmatrixT = (Tij) des linearen Gleichungssystems (B.20)
und (B.21),� 2 f+;�g, mit den Variablen�+ und��. Ihre beiden Spalten lauten(Ti1) = q�++ � �+�+; +� � ���+; �+(++ � �+�+); �+(+� � ���+)�t;(Ti2) = �q�1��+ � �+��; �� � ����; ��(�+ � �+��); ��(�� � ����)�t:
Wir unterscheiden drei Fälle: 1.(Ti1) = 0, 2. (Ti2) = 0 und 3. keine Spalte verschwindet
identisch.
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Fall 1: ++ � �+�+ = +� � ���+ = 0. Dies entspricht dem folgenden Gleichungssystem:0 = (q2 + 1)(qr� 1)(qr+ 1)(q12r4 + q4r4 + 2q11r3 � 2q9r3 + 2q5r3 � 2q3r3 �� q12r2 + q8r2 � 4q6r2 + q4r2 � r2 � 2q9r+ 2q7r� 2q3r+ 2qr+ q8 + 1);0 = 2(qr� 1)(qr+ 1)(r+ q3)(r� q)�� (q4r2 � q2r2 + r2 + q3r� qr� q4 + q2 � 1)(q2 + 1):
Da q keine Einheitswurzel ist, erhalten wird1 = q12r4 + q4r4 + 2q11r3 � 2q9r3 + 2q5r3 � 2q3r3 �� q12r2 + q8r2 � 4q6r2 + q4r2 � r2 � 2q9r+ 2q7r� 2q3r+ 2qr+ q8 + 1 = 0;d2 = q4r2 � q2r2 + r2 + q3r� qr� q4 + q2 � 1 = 0:
Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus eliminieren wir schrittweise die Potenzen vonr und
erhalten schließlich zwei Polynome in den Variablenq undr:a =(q4 + 1)(q6 � q2 + 1)(q8 + 1)q4r3 ++ (q4 � q2 + 1)(3q14 � 2q10 + 2q8 � q6 + 2q2 � 2)q3r2 ++ (q20 � 2q18 + 2q14 � 4q12 � q10 + 5q8 � 6q6 + q4 + q2 � 1)r++ (q4 � q2 + 1)(q16 � 4q14 + 2q12 + 2q10 � 5q8 + 2q6 + 2q4 � 4q2 + 2)q
undb = (�q4 � 1)(q6 � q2 + 1)(q4 � q2 + 1)4(q � 1)6(q + 1)6qr++ (�2q12 + 3q10 � 3q8 + q6 + q4 � 2q2 + 1)(q4 � q2 + 1)3(q � 1)6(q + 1)6q2;
so dassad2 + bd1 = �(q6 + q3 + 1)(q6 � q3 + 1)(q � 1)6(q + 1)6q. Man beachte, dass auf
der rechten Seite keinr mehr auftritt. Da aberd1 = d2 = 0, muss auch die rechte Seite der
obigen Gleichung gleich0 sein, und somit istq eine Einheitswurzel, was unserer Annahme
widerspricht. Folglich tritt der Fall 1 nicht ein.
Fall 2: �+��+�� = ������� = 0. Analog zum Fall 1 erhalten wir aus den obigen beiden
Gleichungen, dassd3 = q4r2 � q2r2 + r2 + q3r� qr� q4 + q2 � 1 = 0;d4 = q8r4 + r4 + 2q9r3 � 2q7r3 + 2q3r3 � 2qr3 �� q12r2 + q8r2 � 4q6r2 + q4r2 � r2 � 2q11r+ 2q9r� 2q5r+ 2q3r+ q12 + q4 = 0:
Wiederum existieren Polynomea und b in den Variablenq und r, so dassad3 + bd4 =(q6 + q3 + 1)(q6 � q3 + 1)(q4 � q2 + 1)(q � 1)12(q + 1)12q2. Dies widerspricht unserer An-
nahme, dassq keine Einheitswurzel ist. Somit verbleibt als einzige Möglichkeit der Fall 3.
Fall 3. Wir werden zeigen, dassT den Rang2 hat. Angenommen,T habe höchstens den Rang1.
Dann müssen insbesondere die2�2-Matrizen, gebildet aus der ersten und dritten Zeile bzw. aus
der zweiten und vierten Zeile die Determinante0 haben. Wegen�+��� 6= 0 ist dies äquivalent
zu den Gleichungen(++ � �+�+)(�+ � �+��) = 0 und(+� � ���+)(�� � ����) = 0.
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Da außerdem die Matrix aus den ersten beiden Zeilen eine verschwindende Determinante hat,
erhalten wir++��+�+ = +�����+ = 0 oder�+��+�� = ������� = 0. Doch das
ist nach der Fallannahme ausgeschlossen. Folglich hatT den Rang2, und sowohl�+ als auch�� liegen inS(R).
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stellungen mit besonderer Berücksichtigung der Anwendungsgebiete, Band LXXIV,
Springer-Verlag, Berlin-Göttingen-Heidelberg, 1955

145



146 LITERATURVERZEICHNIS

[13] Bourbaki, N.: Groupes et algebrès de Lie. Chapitres IV, V et VI, Éléments de
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[45] Heckenberger, I. und A. Schüler: Higher order differential calculus onSLq(N), Czech. J.
Phys.47 (1997), 1153–1161
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