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Kapitel 1
Einleitung

Der Ubergang von der klassischen Physik zur Quantenmechad#ubete mathematisch die
Hinwendung zur Analyse nichtkommutativer Strukturen. tdd slie Theorie der linearen Ope-
ratoren im Hilbertraum und die Theorie der Lie-Gruppen in Qaantenphysik grundlegend.
In den 80er Jahren haben sich zwei eng miteinander verber@ehiete der Mathematik und
der mathematischen Physik herausgebildet. Dies ist zuemelie durch Connes’ Pionierarbei-
ten [20] entstandeneichtkommutative Differentialgeometridas zweite grol3e Gebiet ist die
Theorie der Quantengruppen und Quant&mme die in den fundamentalen Arbeiten von Drin-
feld [28], Jimbo [55], Woronowicz [109], Faddeev [84], Mani75] und anderen entwickelt
wurde. Es wird allgemein erwartet, dass sich aus dieserebdgBtbieten neue Ansatze und
Techniken zur Losung fundamentaler Probleme der Phygiéem werden, wie z. B. zur Ver-
bindung von Quantenfeldtheorie und Gravitation, zum \Zrghis der Raum-Zeit auf kleinen
Langenskalen, Ansatze zur Losung von Vielteilchenf@oien und integrabler Modelle. Sieht
man die Geometrisierung der Physik in Connes’ Sinne als migrBmm an, so erkennt man,
dass von mathematischer Seite noch viel getan werden musdjeunotwendigen Konzepte
bereitzustellen.

Die Theorie der Quantengruppen besitzt eine Vielzahl vabiiedungen zu anderen Gebieten
der Mathematik, wie etwa zur niedrigdimensionalen Top@amd Knotentheorie [60,61,104],
zu symmetrischen Raumen und speziellen Funktionen [34 225 Darstellungstheorie von
Algebren [65, 85], zur Spektral- und Operatorentheorie @83 112] und natirlich auch zur
Theorie der Hopfalgebren selbst [2—4]. Die grol3e Zahl vomdtpaphien zu Quantengruppen
[18,32,52,56,59,62,65,69, 80, 98] spiegelt die mannigih Verbindungen wider.

Eine Grundidee der nichtkommutativen Geometrie hat ihrespkling im Gelfand-Neumark-
Theorem, welches besagt, dass die Kategorie der kompaktesddrffraume aquivalent ist zur
Kategorie der kommutativef*-Algebren mit Eins. Diesd\quivalenz wird vermittelt durch
denUbergang vom topologischen Raum zur Algebra der stetigektfanen auf diesem Raum.
Viele differentialgeometrische Begriffe lassen sich afsdm Wege algebraisch formulieren.
So entsprechen etwa Vektorfelder den Derivationen derlxigeund Zusammenhange in ei-
nem Vektorbiindel entsprechen kovarianten AbleitungeMiodul der Schnitte des Bundels.
Mitunter gibt es auch mehrere algebraische Formulieruegess geometrischen Sachverhalts.
Die Idee der nichtkommutativen Geometrie kann man als@&intxcht ausgedriickt, wie folgt
beschreiben: Die kommutative Funktionenalgebra wird ldweine geeignete nichtkommuta-
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6 1 Einleitung

tive Algebra ersetzt, die man als Funktionenalgebra Ubene,nichtkommutativen Raum*
interpretiert. Nun sind Lie-Gruppen nicht nur topologied®aume und Mannigfaltigkeiten, sie
besitzen noch zusatzliche Strukturen wie die Gruppenpiilition, das Einselement und das
Inverse. Diese Strukturen widerspiegeln sich auf der Algegeite durch das Vorhandensein
eines Koprodukts, einer Koeins und eines Antipoden. DasedDajekt zur Gruppe ist eine
kommutative Hopfalgebra.

Der Begriff der Quantengruppe ist nicht streng definierisEsgielleicht auch gar nicht sinnvoll,
diesen Begriff festzulegen. Vielmehr hat sich in den letZkehren herauskristallisiert, dass die-
se Bezeichnung fur drei grof3e Klassen von Hopfalgebrenenwmeder verwendet wird. Das
sind zum einen die Deformationen der Einhillenden vondiafachen Lie-Algebren, zum an-
deren die Deformationen der entsprechenden Koordinaptalgebren auf den zugehorigen
Lie-Gruppen und schlief3lich die kompakten Quantengrupp@nerstgenannte Klasse gehort
zu den quasitriangularen Hopfalgebren, die Angehoragreweiten Klasse sind koquasitrian-
gulare Hopfalgebren. Die Theorie der koquasitriangriadopfalgebren wurde in den Arbei-
ten von Doi [27], Larson und Towber [63] sowie Drinfeld [29)tevickelt. Diese Klasse von
Hopfalgebren enthalt die Grundobjekte, auf die sich didiegende Arbeit bezieht, namlich
die Koordinatenhopfalgebre®(G,) zu deng-deformierten klassischen Lie-Gruppen.

Von Woronowicz wurden die Quantengruppen schon zeitig atergielle Trager einer nicht-
kommutativen Geometrie erkannt [110]. Er entwickelte ibqJLleine allgemeine Theorie der
kovarianten Differentialrechnung auf Hopfalgebren, die Wei Connes [20] auf den Begriff
der Differentialform aufbaut. Woronowicz’ Konzept wurdesinals von Carow-Watamura et
al. [17] und Jurco [57] auf die vier Serien vgrdeformierten Funktionenalgebren auf den klas-
sischen Lie-Gruppen angewandt. Diese Methode wurdersgrtdlgemeinert auf beliebige ko-
quasitriangulare Hopfalgebren [62, Abschnitt 14.5].dealternative Konstruktion fur Kalkile
auf Quantengruppen findet man in der Arbeit von BrzezihekiMajid [16]. Zugange zur Kon-
struktion von nichtkommutativen DifferentialkalkiilenfaQuantenraumen stammen von Her-
misson [49], Podles [81], Schmudgen [89], Sudbery [10@] Wess und Zumino [108]. Auf
Quantengruppen wird die grof3e Zahl der moglichen Diffeadicalkiile durch die Kovarianz-
forderung eingeschrankt; das ist die Vertraglichkeg Béferentials mit der Gruppenwirkung.
Allerdings reicht diese Forderung nicht aus, einen karohr@is Kalkill auszusondern, wie es in
der klassischen Lie-Theorie der Fall ist. Wegen der Bedawutier nichtkommutativen Differen-
tialrechnung fur die Entwicklung physikalischer Anwenden ware es dennoch wiinschens-
wert, einen oder einige ausgezeichnete bikovariante feiftealkalkiile zu haben. Damit ist die
Frage nach einer Klassifikation der bikovarianten Kalkéster Ordnung nahe liegend. Mit
dem Klassifikationsproblem befasst sich eine Reihe vonifgbgetwa [6, 44, 70,87,90-93].

Allein das Studium und die Klassifikation von Kalkillen ersOrdnung ist jedoch nicht aus-
reichend fur die Entwicklung einer reichhaltigen GeoneetErst die fundierte Kenntnis von
Kalkulen hoherer Ordnung ermdoglicht eine Verallgeneeimg der klassischen differentialgeo-
metrischen Begriffe, wie etwa Metrik und ZusammenhangeBiiotivation fir die vorliegende
Arbeit war es, gewisse Konstruktionen auszuzeichnen, atvigrund ihrer Nahe zum klassi-
schen Objekt, wegen ihrer reichhaltigen Struktur oder welyeer Einfachheit in der Handha-
bung.



In dieser Arbeit werden zwei Problemkomplexe bearbeitet.ekrsten werden verschiedene
aul3ere Algebren zu einem vorgegebenen Kalkil erster igimiteinander verglichen und
ihre GroRen explizit berechnet. Der zweite Problemkompkschaftigt sich mit der de-Rham-
Kohomologie und dem Hodgeschen Zerlegungssatz fur Qugnippen.

Das bislang fruchtbarste Konzept, zu einem vorgegebenegriemten Kalkil erster Ordnung
einen Differentialkalkiil hoherer Ordnung zu konstrererist die von Woronowicz vorgeschla-
gene Konstruktion einer auReren Algebra. Nur in dieserhi§iaés moglich, die Gro3en der
linksinvarianten und biinvarianten auf3eren Algebram (fie A-Serie) effektiv zu berechnen,
den Laplace-Beltrami-Operator sinnvoll zu definieren utakauf aufbauend, die de-Rham-
Kohomologie sowie die Hodge-Zerlegung zu bestimmen. Alsamdich unhandlicher erwiesen
sich die beiden anderen Versionen von auf3eren Algebren.

Ein Hauptresultat des ersten Problemkreises ist in denréheen 3.11 und 3.12 dargelegt. Es
behandelt die Poincaré-Reihen von auflieren Algebreneigseaine transzendente komplexe
Zahl. Fur Woronowicz’ auRere Algebren tiber den Quameamgen vom Typ A und dereiN?2-
dimensionale Standardkalkiile werden die DimensioneriRdesnes der links- bzw. biinvarian-
tenk-Formen berechnet. Wie im klassischen Fall hat der Raumirdesihvarianterk-Formen
die Dimensior(]f) . Die Algebra der biinvarianten Formen wird als Algebra egtevon jeweils
einer biinvarianter(2k — 1)-Form,k = 1,..., N. Sie ist graduiert kommutativ. Die hochste
Form ist biinvariant, bis auf Skalare eindeutig bestimmd inat den GradV?2. Biinvariante
Formen sind geschlossen.

Die entscheidenden Methoden fur die Losung dieses Rrabgammen aus der Theorie der
Iwahori-Hecke-Algebren. lhre Charaktere, InvolutionBaystellungen der minimalen zentra-
len Idempotente sowie polynomwertigen Spurfunktionalg¢88] von Ram eingefuhrt, wurden
verwendet. Ferner werden einige neue Satze der Kodarsgslheorie von Koordinatenhopfal-
gebren bereitgestellt.

Neben Woronowicz’ aul3erer Algebra gibt es zwei weitereghbikeiten, eine differentielle
Hopfalgebral™ = I'®/J so zu konstruieren, dass sie einen gegebenen kovariantkl Ka
erster Ordnung als homogene Komponente ersten GradesteDile universelleaul3ere Alge-
bra ist die grofstmogliche Differentialalgebra mit dengenten Eigenschaft. Dguadratische
aul3ere Algebra ist ein Quotient der universellen aul3&hgebra, und Woronowicz’ aul3ere Al-
gebra ist wiederum ein Quotient der quadratischen aul#dgabra. Es stellt sich die Frage, in
welchem Mal3e diese drei aul3eren Algebren voneinanderietioeve Fir die Quantengruppen
vom Typ A wird diese Frage in Theorem 3.13 beantwortet: Eg s#&ie transzendente komplexe
Zahl, I' einer der Standardkalkille ufiddie biinvariante 1-Form. Dann stimmen die quadrati-
sche aul3ere Algebra und Woronowicz’ aul3ere AlgebrasibeFur N > 3 und generische
Kalkulparameter sowie fir N = 2 und z? # ¢2, z generisch, stimmen ferner die quadratische
und die universelle auRere Algebra iberein. Nur im Fal= 2 und 22 = ¢? ist die Dimension
des Raumes der linksinvariantef-ormen des universellen Kalkills genau ugrof3er als beim
quadratischen Kalkul. Der universelle Kalkill entha# Biinvariante 2-Forn# A ¢ zusatzlich.
Faktorisiert man den universellen Kalkill nach dieser tak®0 erhalt man den quadratischen
Kalktl. Die Formé A @ ist in der universellen aul3eren Algebra zentral. Der useie Kalkil

ist ein innerer Differentialkalkul, d.hlp = 0 A p — (—1)"p A 6 fur einen-Form p.

Im Theorem 3.14 werden die quadratische und die univergelflere Algebra zu den Standard-
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kalkuilen auf den orthogonalen und symplektischen Quantgrpen miteinander verglichen:
Es seiq keine Einheitswurzel und die biinvariante 1-Form. Dann ist die quadratische aul3ere
Algebraisomorph zum Quotienten der universellen aul3&lgebra nach dem vof\ ¢ erzeug-
ten Ideal. Die 2-Fornd A 6 ist in der universellen aul3eren Algebra zentral, und dereuselle
Differentialkalkil ist ein innerer.

Fur den Nachweis, dass die universelle aul3ere Algebranrbétreffenden Fallen echt grofier
ist als die quadratische aufRere Algebra, geben wir eingtziche quadratische Relation im
Quanten-Tangentialraum an. Fur die umgekehrte Richtoamglich den Nachweis, dass das
zum universellen Kalkil gehorige Ideal nicht zu klein dyibenutzen wir neue Satze zu Unter-
Hopf-Bimoduln.

Hopf-Bimoduln nehmen in dieser Arbeit eine zentrale Stejlain, da sie unter verschiedensten
Gesichtspunkten immer wieder benotigt werden. Zunaekstien sie zur Konstruktion kovari-
anter Differentialkalkille erster Ordnung verwendet. Dagsorprodukt von Hopf-Bimoduln
wird fur die Konstruktion aul3erer Algebren benutzt. UmbGenvergleiche zwischen ihnen
treffen zu konnen, werden Unter-Hopf-Bimoduln betratHsehlie3lich bendtigt man zur Kon-
struktion einero-Metrik — der Grundlage fur Kodifferential und LaplaceiBami-Operator —
die Begriffe des linksdualen bzw. rechtsdualen Hopf-BioedDie Resultate dieses ersten Pro-
blemkomplexes sind in den Arbeiten [96, 97] enthalten.

Im zweiten Problemkomplex gehen wir auf die de-Rham-Kohlogie und den Hodgeschen
Zerlegungssatz ein. Wir betrachten hier ausschliel3licrowawicz’ aul3ere Algebren. Die Fra-
ge nach den de-Rham-Kohomologien wurde bislang nur in veendgbeiten, etwa in [36, 110]
und [42, Abschnitt 8], behandelt. Allen betrachteten éfalliegt die relativ leicht handhabba-
re Quantengrupp8L,(2) zugrunde. Die hier verwendeten Methoden versagen jedactiié”
Quantengruppe&L,(N) undSL,(N) bei allgemeinenV. Als entscheidendes Mittel, die auf-
tretenden Probleme anzugehen, wurde der Laplace-Belaarator fir Woronowicz’ aul3ere
Algebra entwickelt. Die Grundlagen dazu wurden von Heckegér [41] gelegt. Der Autor hat
den Laplace-Beltrami-Operator modifiziert und die Spékédegung des Laplace-Beltrami-
Operators fir den Fall der Quantengrugpe, (V') bestimmt. Wir skizzieren hier die einzelnen
Schritte der Konstruktion des Laplace-Beltrami-Opematéusgangspunkt ist ein Paar zuein-
ander dualer Differentialkalktle, und I"_ mit einero-symmetrischen dualen Paarung. Diese
wird zu einer dualen Paarung der Tensoralgelirérund I'® fortgesetzt. Mit Hilfe des Anti-
symmetrisators und der Schiebepermutationen, die mit dpfufig konstruiert wurden, wird
auf dem Tensorprodukt; ®, I'® eine Kontraktion definiert. Der Antisymmetrisator und die
Schiebepermutationgmischen” dabei die Tensorkomponenten so, dass sich dierdddiun
faktorisieren lasst zu einer Kontraktion der auf3ereneBlgn. Das Kodifferential definiert
man mittels Kontraktion mit der biinvarianten 1-Form deslén Kalkils. Der Laplace-Beltra-
mi-Operator schliel3lich wird definiert alsd 9 4+ 0 d. Die beiden Hauptergebnisse dieses Kapi-
tels sind die Aussagen zur de-Rham-Kohomologie der bikartan Differentialkalkille (Theo-
rem4.18) sowie der Hodgesche Zerlegungssatz fir dieltal@ér A-Serie (Theorem 4.19).
Das Theorem 4.18 besagt folgendes. Esysaine transzendente komplexe Zahldie Koor-
dinatenhopfalgebra zu einer der Quantengrugpep(N), SL,(N), SO4(N) bzw.Sp,(N) und

I' = I'. , ein Standarddifferentialkalkill mit regularem ParameteDann sind die Einbettun-



genvonl”*, I’ und I der links-, rechts- bzw. biinvarianten Formenraume in Beam /7™
aller Formen Quasiisomorphismen, das heifl3t, ihre de-RKahomologien stimmen uberein.
Im Falle GL,(N) mit einem Kalkillparameter, fur denz"¢ 2 = ( gilt, wobei¢ eine primi-
tive m-te Einheitswurzel ist, ergibt sich die de-Rham-Kohomaogn I'"* als Tensorprodukt
der biinvarianten de-Rham-Kohomologie mit der Polynoraeblg in den VariablerD™ und
D~™. Dabei istD die Quantendeterminante. Im Falle(N) erzeugt die Quantendeterminante
ebenfalls zusatzliche Anteile in der de-Rham-Kohomadogi

Entscheidend fur die Existenz dieser Quasiisomorphigstedass der Laplace-Beltrami-Ope-
rator diagonalisierbar ist. Seine Eigenwerte, die vom Dre@dionsparameter, dem Kalkilpa-
rameterz und zwei integralen dominanten Gewichten abhangen, weedelizit bestimmt.
Dazu wird die Theorie der Pfadalgebren verwendet, wie siebaduc und Ram in [64] ent-
wickelt wurde. Wie im klassischen Fall wird die de-Rham-Kaiologie durch harmonische
Formen reprasentiert. Jedoch nur im Fall der A-Serie ectsigeder harmonischen Form eine
de-Rham-Kohomologie. Im Falle der B-, C- und D-Serien siiMariante Formen nicht not-
wendigerweise geschlossen. Jede biinvariante Form istdrasch; aber fur gewisse Kalkulpa-
rameterz gibt es weitere harmonische Formen, die sich aus invandfdemen und der Quan-
tendeterminante konstruieren lassen.

Das zweite Hauptresultat dieses Problemkreises ist digét@@rlegung fur die Quantengrup-
penGL,(N) undSL,(N) (Theorem 4.19). Ist der Kalkillparameteregular, so lasst sich je-
de Form eindeutig zerlegen in die Summe aus einem Rand, dfioeamd und einem Koho-
mologiereprasentanten. Ferner gilt, analog zum klassisé-all, dass die folgenden drei For-
menraume Ubereinstimmen: die biinvarianten Formenhdrenonischen Formen und die de-
Rham-Kohomologie.

Der Laplace-Beltrami-Operator sichert die Existenz ded¢fZerlegung. Fur die Eindeutig-
keit wird die Dualitat von Differential und Kodifferentigsowie die schwache Isomorphie der
beiden Kalkilel™{ undI™ benétigt. Fir die orthogonalen und symplektischen Qersgriuppen
gibt es keine vollstandige Hodge-Zerlegung. Nur die Eletaedie im Bild des Laplace-Bel-
trami-Operators liegen, gestatten eine eindeutige Zeniggn Rand und Korand. Die Resultate
dieses Kapitels sind im gemeinsamen Artikel mit Heckendej4g] festgehalten.

Die Arbeit ist folgendermal3en gegliedert. Im Kapitel 2 waardknapp die Grundlagen fur die
folgenden Kapitel bereitgestellt. In der Regel werden &dieweise gefuhrt, ausgenommen
in Abschnitt2.2, wo neue Satze zu dualen Hopf-Bimodulnagem werden. Die Definitionen
und einfachsten Eigenschaften der Quantengruppen undi€@waktorraume, wie sie in [84]
eingefuhrt wurden, werden kurz umrissen. Die TeilabgthRi1.5 bis 2.1.7 sind den koquasi-
triangularen Bialgebren und Hopfalgebren gewidmet. Inséimitt 2.2 wird eine Einfihrung in
die Theorie der Hopf-Bimoduln gegeben. Sie beginnt mit desdBireibung der Strukturtheorie
von Hopf-Bimoduln. Im Anschluss werden Tensorprodukte twmpf-Bimoduln, die Tensor-
algebra und der wichtige Begriff der Zopfung (engl. bragjidefiniert. Zum Schluss wird auf
duale Hopf-Bimoduln eingegangen. Ein Kriterium fur Unkéopf-Bimoduln wird gezeigt. Ab-
schnitt 2.3 beginnt mit der allgemeinen Definition einesd&wanten Differentialkalkils erster
Ordnung. Die damit verbundenen Begriffe wie Quanten-Tatigkgaum,w-Abbildung und as-
soziiertes Rechtsideal, werden wiederholt. Die veraligi@erte Jurco-Konstruktion von biko-
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varianten Differentialkalkiilen auf koquasitriang@arHopfalgebren wird erlautert. Schliel3lich
wird diese Konstruktion spezialisiert auf die Koordindtepfalgebren der Quantengrupg&n
Die explizite Konstruktion der Standardkalkile auf Quangruppen wird hier wiederholt.

Kapitel 3 ist den auf3eren Algebren und Differentialkédkil hoherer Ordnung gewidmet.

Zunachst werden die drei Arten von aul3eren Algebren zeneigegebenen Kalkil erster Ord-
nung definiert. Im zweiten Abschnitt sind die Hauptreseltdargelegt, welche die Grolien-
vergleiche bertihren. Im etwas grofReren Abschnitt 3.3lemmwichtige Begriffe und Satze aus
der Theorie der Hecke-Algebren bereitgestellt, und eimgae Satze werden erganzt. Einige
Fakten zur Kodarstellungstheorie von Koordinatenhogdatgn werden gezeigt.

Fur die Beweise von Theorem 3.13 und Theorem 3.14 werdégeetigenschaften von Unter-
Hopf-Bimoduln verwendet, die in Abschnitt 3.6.1 bewiesarden. Die obere Abschatzung der
Grol3e des universellen Kalkuls ist recht technisch unddeaaher in den Anhang B verscho-
ben.

Im Kapitel 4 steht der Laplace-Beltrami-Operator im Mipehkt. In den ersten beiden Ab-
schnitten werden die Begriffe-Metrik, Kontraktion, Kodifferential und Laplace-Belira-
Operator eingefuihrt und erste einfache Eigenschaftealaibgt. Es wird gezeigt, dass das Dif-
ferential und das Kodifferential beztuglich deiMetrik zueinander dual sind. Im Abschnitt4.3
werden zunachst die beiden Hauptresultate Theorem 4d8heorem 4.19 genannt. Im An-
schluss daran wird die Spektralzerlegung des Laplaced®elOperators bestimmt, seine Ei-
genwerte werden berechnet. Insbesondere werden diejeimiggralen dominanten Gewichte
ermittelt, bei denen der Eigenwert Null wird. Der Beweis vdreorem 4.18 wird hier beendet.
Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird der Hodgeschdegemgssatz bewiesen. Dazu wird
der Begriff homomorpher Differentialkalkiile eingeftind gezeigt, dass die Standarddiffe-
rentialkalkilleI"} undI"” diese Eigenschaft besitzen.

Im Anhang A werden die wichtigsten Formeln zum Rechnen Rvlatrizen bereitgestellt.
Der graphische Kalkul wird erlautert. Anhang B ist vadistig dem Beweis von Lemma 3.38
gewidmet.

Wir beenden die Einleitung mit dem Auflisten von Konvengon Als Grundkorper dient
der KorperC der komplexen Zahlen. Alle Vektorraume, Algebren, Bidigan usw. seierd-
VektorraumeC-Algebren,C-Bialgebren usw. MitHom(V, W) wird der Raum defC-linearen
Abbildungen vonl” nachW bezeichnet. Ferner séind(V') = Hom(V, V). Das Tensorpro-
dukt ® bedeutet stet®. Die lineare Hille einer Mengéu; | € K} sei(a;|i € K). Mit
A werden stets Bialgebren bezeichnet. Der Dualraum Aosei A*, die duale Hopfalgebra
zu einer Hopfalgebral sei A°. Falls nicht ausdriicklich etwas anderes festgelegt wiret-
den Moduln, Bimoduln und Komoduln stets Giber dem Rihgetrachtet. Das Koprodukt, die
Koeins und die Antipodenabbildung vot werden mitA, ¢ bzw. mit S bezeichnet. Ferner
istd := a — e(a)l und B := {b|b € B} fir jede Teiimenge B C A. Insbesondere ist
kere = A. Es seiv = (v;?)i,jeK eine (endlichdimensionale) Matrixkodarstellung vénd. h.
A(v}) = 32, vi ® vj unde(v)) = &;; (Kronecker-Symbol). Dann bezeichnen wir die lineare
Hulle der Matrixelemente vow mit C(v) = (v}|i,j € K). Mit v° sei die kontragredien-
te Kodarstellung zw bezeichnet, wobefv®); = S(v]). Auch fir eine Darstellung® von A
sei f¢ wie oben definiert. Fur den Verflechtungsraum zweier Miatidarstellungem und w,



11

auch Morphismen- oder Intertwiningraum genannt, wird das®l Mor(v, w) verwendet.
Mor(wv) steht fur den RaumMor (v, v). Auch im Falle von Matrixdarstellungefi und g von

A wird diese Bezeichnunilor( f, g) fur den Morphismenraum benutzt. Die transponierte Ab-
bildung zu einer linearen Abbildung sei A*®, tr A sei die Spur vom4, undrg A sei der Rang
von A. Fur die Einheitsmatrix wird der Buchstabeeserviert. Die Einbettung® ' @ T'® %!
einer linearen Abbildung@” € End(V®V) in den RaunEnd (V& ++1) mit k > 1 undl > 0
wird mit 7}, .+, mitunter auch einfach mify, bezeichnet. Ist nichts Gegenteiliges vereinbart,
so benutzen wir die Einsteinsche Konvention der Summatisr doppelt auftretende Indizes
in unterschiedlichen Faktoren eines Terms. Die komplexd Za&ei stets von Null verschie-
den und keine Einheitswurzel. Weitere Eigenschaften, wia elie Transzendenz, werden ex-
plizit erwahnt. Es werden dig-Zahlen[N], := (¢" — ¢~ V)/(q — ¢~') verwendet. Ferner
seig := ¢ — ¢ '. In der gesamten Arbeit kommt die Sweedler-Notation fis Haprodukt
A(a) = aqy ® apysowie fur Strukturabbildungen von linken Komodulty, (p) = p_1) ® p(o)
und rechten Komodula\, (p) = p) ® pay zur Anwendung. IsB ein A-Bimodul, dann heif3t
die Abbildungb<a := S(a()) ba), a € A, b € B, rechtsadjungierte Wirkungon A auf B.
Innerhalb eines Kapitels werden Lemmata, Satze, Theowsé-olgerungen in gemeinsamer
Zahlung fortlaufend nummeriert. Jeweils separat ge¢za@biden Definitionen, Bemerkungen
und Beispiele. Das Ende einer Bemerkung bzw. eines Beweisésnit dem Symbol2 bzw.

m angezeigt.

Die Abfassung der Habilitationsschrift wurde erst ernméigl durch die langjahrige Un-
terstutzung der Deutschen Forschungsgemeinschafte Biéslerung begann vor der Promo-
tion mit den DFG-ProjekteplLie-Theorie: Harmonische Analyse* un@uantengruppen® und
setzte sich fort mit der Vergabe eines Habilitandenstipend und der Aufnahme ins Gradu-
iertenkolleg,Analysis, Geometrie und ihre Verbindung zu den Naturwisskaften®.

Ich danke meinem Doktorvater Konrad Schmiidgen fur di@éniing der oben genannten DFG-
Projekte, fur die Anregung zu diesem Thema und seine Uiitetsg in vielen Detailfragen.
Ein besonderer Dank gilt meinem Kollegen und Freund Ist¥éckenberger. Ohne den Gedan-
kenaustausch mit ihm ware diese Arbeit in dieser Form reokgtanden.

Fur viele interessante Gesprache und Hinweise dankeaaoly $udbery, Shahn Majid, Arun
Ram, Rainer Matthes und Martin Welk. Fur die Unterstiutzim Graduiertenkolleg danke ich
Hans-Bert Rademacher. Ich danke Martin Lauter fur aulkseenes Korrekturlesen.

Meiner Frau und meinem grof3en Sohn danke ich fur inr Vedsiés in der Zeit, in der ich mich
rar machte.

Schlief3lich sei auch allen, die diese Arbeit in dieser odeej Form gefordert haben und hier
nicht genannt werden konnen, an dieser Stelle herzlicarged
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1 Einleitung




Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Quantengruppen

In diesem Kapitel werden die Definitionen und die wichtigsegenschaften der quantisierten
Koordinatenalgebren zu den klassischen einfachen Ligy&m wiederholt. Dabei beziehen
wir uns auf die grundlegende Arbeit von Faddeev, Reshetikhd Takhtadzhyan [84].

2.1.1 Die FRT-Bialgebra

Esseil” = CV, N > 2 der N-dimensionale komplexe Vektorraum ufig |i = 1,..., N} sei-
ne Standardbasis. Ferner $eie End(V ® V) ein Endomorphismus mit der Matrixdarstellung
R = (R4 ) ij,mmn=1,...,N. Mit C(u’) bezeichnen wir die freie Algebra, die von den
N? Generatoren, i,j = 1,..., N erzeugt ist. Ferner séidas von derV* Elementen

. R 00 Dkl
Imn T Rklu Uy Uy Rmn?

fnuil ,j,mmn=1...,N
erzeugte zweiseitige Ideal varu}). Es seid(R) die Faktoralgebrd’(u?)/J, d. h. die von den
Elementem;'-, i,j =1,..., N und den Relationen

pig kL 7 Dkl
Rkl U Uy = Ug Uy Rmn?

i,j,mmn=1...,N (2.1)

erzeugte Algebra. DieV x N-Matrix u = (u}) der Generatoren heifftundamentalmatrix

~

von A(R). In Matrixschreibweise kann man die obigen Relationen wigtfaufschreiben:
Rujus = uiusR. Wir zitieren [84, Theorem 1]:

A

Satz 2.1 Es gibt eine eindeutig bestimmte Bialgebrenstruktur aufdgebra. A(R) mit

Alul) =Y up@ub und e(u)) =0y, ij=1,...,N.
k

Die BialgebraA(R) heiRtFRT-Bialgebrazur linearen TransformatioR.

13



14 2 Grundlagen

2.1.2 Quantenvektoraume

Wie im vorigen Abschnitt seR? eine komplexeN? x N2-Matrix; A(R) sei die zugehorige
FRT-Bialgebra.

Die beiden Grundideen zur Konstruktion der Koordinateelhtg bzw. der aufl3eren Algebra
uber einem Quantenvektorrauﬁ?j]V sind die Folgenden. Erstens soll eiegraduierte Alge-
bra konstruiert werden, deren homogene Komponenten des&imensionen haben wie die
entsprechenden nichtdeformierten Objekte (PolynomadgelV Variablen bzw. aul3ere Alge-
bra in N Variablen). Zweitens sollen die Algebren unter den Komrgen der entsprechenden
Hopfalgebrer(G,,) kovariant sein.

Es seif € C[z] ein komplexes Polynom. Die Algebfé(f; R) ist definiert als Faktoralgebra

der freien AlgebraC(z4, . .., zx) nach denV? Relationen
fR) Mz, =0, d,j=1,...,N. (2.2)
Fasst mane = (z1,...,2y)" als Spaltenvektor auf, dann kann man die obigen Relatiamen i

Matrixschreibweise wie folgt darstellen:
f(R):I?lwg = 0.

Wir zitieren das entsprechende Resultat aus [84, TheorémiRfer Vertauschung von linken
und rechten Komoduln) bzw. [62, Proposition 4].

Satz 2.2 Es seiA eine Bialgebra, die eine Faktoralgebra der FRT—BiaIgebﬂc(aI%) ist. Dann
gibt es einen eindeutig bestimmten Algebrenhomomorplismii( f; R) — X(f; R) ® A mit

o(x;) :Zxkébuf, i=1,...,N.
k
Auf diese Weise wirtd( f; R) eine rechte Komodulalgebikzber A.

2.1.3 Die QuantengruppenGL,(IN') und SL,(IN)
In diesem Abschnitt sei die folgende komplexe Matrix [84, Abschnitt 1.4]

wobeid;; = 1ist, wenni < j, und sonst Null. Wir wollen annehmen, dags# —1, also
[2], # 0. Die Matrix R ist symmetrisch. Sie erfullt die Hecke-Bedingung

(R—ql)(R+q7'1)=0 (2.4)

und die Zopfrelation?, Ryy 2,5 = Ry Ry Ry in CY@CNQCN. Sie besitzt die folgende Spek-
tralzerlegung

R= ql’f’Jr — q*IFA’*,
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wobei

Pr— 2 (R4q'D) und P~ = (=R +ql) (2.5)

[2], [2],

orthogonale Idempotente sind.
Es seienf(t) = t — g undg(t) = t + ¢ . Dann heiBer®(CY) := X(f; R) und A(CY) :=
X(g; R) Koordinatenalgebrabzw. aul3ere Algebra des Quanten-VektorraurﬁE}é. Man be-
achte, dasg'(R) bzw. g(R) gerade die Faktoren in (2.4) sind, d. h., sie stellen Viékacon
P~ bzw. vonP* dar. Die Algebra‘)(CfJV) hat die Generatoreny, . ..,z und die erzeugenden
Relationenr;z; = gx;z; fur ¢ < j. Die Algebra/l(@f;’) ist erzeugt von deV Generatoren
Y1,...,yny und den Relationep? = 0,7 = 1,..., N undy;y; = —q 'y,y; fur allei < j. Wir
bezeichnen die homogenen Komponenten Grades einéX-graduierten Algebr& mit B,,,
alsoB = @, ., B.. Day den RaumiX(f; R), invariant lasst fir alle: € N, definiert die
Einschrankungp,, von ¢ auf diese homogene Komponente eine Unterkodarstellune.iwi
klassischen Fall istim A(C))y = 1, etwaA(CY)y = Cv mitv = y; - - - yy. Daher existiert

A

ein eindeutig bestimmtes gruppenartiges Eleniert A(R), so dassp(v) = v @ D. Dieses

A

Element heiQuantendeterminanteon A(R). Das ElementD ist zentral und gruppenartig

~

in A(R), und istq keine Einheitswurzel, so wird das Zentrum vnerzeugt. Eine explizi-
te Beschreibung der Quantendeterminante liefertge@ntisymmetrische Tensde;). Es ist

gr = €i,..iy = (—¢)"?, falls 7 eine Permutation vofil, ..., N} ist, unds; = 0 sonst. Dabei ist
¢(7) die Anzahl der Inversionen der Permutatib®ann gilt
D= epult - ufy. (2.6)
v

Das Element/ := >, ¢~ *u! heilftQuantenspuvonu. Esist, bis auf Vielfachheit, das einzige
Adg-invariante lineare Element vofh.

Definition 2.1 Die Koordinatenhopfalgebra der Quantengrupfé.,(N) ist die zentrale Er-
weiterung vonA (R) mit dem InverserD ! der Quantendeterminariz Genauer(GL,(N))

ist die Faktoralgebra vaA (R)][t] der Polynome it mit Koeffizienten inA(R) nach dem vom
ElementtD — 1 erzeugten Ideal.

SomitistO(GL,(N)) die von denV? + 1 Elementen:; undt erzeugte Algebra mit den erzeu-
genden Relationen (2.1) und

Dt =tD =1, tuf=ult, i,j=1,..

N.

In O(GL,(N)) gilt t =D,

Definition 2.2 Die Koordinatenhopfalgebra der Quantengrupf&,(N), bezeichnet durch
O(SLy(N)), ist definiert als der Quotient der FRT-Bialgebfd?) nach dem vom Element
D — 1 erzeugten lded:

O(SLy(N)) = A(R)/d = O(GL¢(N))/3. (2.7)
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Um den Antipoden definieren zu kdnnen, benotigen wir wiekiassische Matrizen die Mino-
ren. Wir definieren die Kofaktoren(i, j) vermodge

.o i—q o j—1 j+1
u(i, j) = (—q)"’ Z (—Q)e( )uclr(l) o 'U?;(jq)ugfaﬂ) o 'Ufyv(N):

OESN_1

wobei o = (0(1),0(2),...,0(j — 1),0(j + 1),...,0(N)) eine Permutation der Zahlen
(1,...,i—1,i+1,..., N) ist. Wir zitieren [84, Theorem 4]:

Satz 2.3 Die Algebren9(GL,(N)) undO(SL,(N)) besitzen eine eindeutig bestimmte Hopfal-
gebrenstruktur, so dass das Koprodukt und die Koeins duiah}) = uj, ® u% bzw.e(u}) = 6y
gegeben sind. Der Antipode ist fur O(GL,(N)) gegeben durcts(u}) = D~'u(i,j) und
S(D7') = D.In O(SLy(N)) gilt S(u}) = u(i, j). Ferner istS?(u}) = ¢ */ul.

J

2.1.4 Die QuantengruppenOg4(IN), SO4(IN) und Sp,(IN)

Wir tragen hier die Definitionen und einfachsten Eigenstemadier orthogonalen und symplekti-
schen Quantengruppen zusammen. E&/seB eine natlrliche Zahl. Wir setzéh:= N +1 — i
furallei = 1,..., N. Ferner seh = N/2, falls N gerade istund = (IV —1)/2, falls N unge-
rade ist. Zu den SerieB,, undD,, gehdren die Quantengruppén(2n + 1), SO,(2n + 1) bzw.
O4(2n) undSO,(2n). Zur SerieC,, gehort die Quantengrupise, (2n). Wir definieren nun die

Zahlengp;, e unde;, i = 1,..., N wie folgt. Es see = ¢; = 1 fur die SerieB,, undD,,. Ferner

seien; = 1furi=1,...,nunde =¢; = —1fari =n+1,..., N furdie SerieC,,. Wir setzen
(n—%,n—%,...,%,O,—%,...,—n—}—%) fur B,

(01,---,0Nn) = (n,n—1,...,1,=-1,...,—n) fur C,, (2.8)
(n—1,n-2,...,0,0,—1,...,—n+1) fur D,.

Die Werte vonp; sind durch die folgenden beiden Eigenschaften fur alleSeeien bestimmt:
es giltoy + o; =0flrallei =1,...,Nundg; = (N +1—¢)/2 —ifuri < N/2.

Die Matrix C' = (C;ﬁ), auchMetrik genannt, ist dann gegeben durﬁp:: €:0;7¢~%, und es
gilt B := C~! = €C. Ferner setzen wik, := BiC'". Die R-Matrix hat die folgende Gestalt

R = "% 510 m + (0 — ¢ 1) Omej (BimOn — KI2). (2.9)
Sie ist symmetrisch und erfullt die folgende kubische Giaing
(R=q)(R+g¢ ) (R—-v") =0, (2.10)
wobeit := gV ¢. Ferner gilt die Zopfrelatiol, Ry, R,y = Ry Ry Ryq in CN@CN@CN. Wir
wollen voraussetzen, dags+q~')(g—t~") (¢~ +t~') # 0. Insbesondere ist dagr-¢~" # 0.
Wir setzens = 1 + (t —t !)/(¢ — ¢ *). Dann besitzf? die folgende Spektralzerlegung

R = qlf’Jr — qillf’* + tfllf’o,
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wobei

-1
q—q . 1 R
K), P =—(—R+ql -
qe—1 ) [[2]]11(

1

g o1
179 gy, pP'=-K

. 1 -
Pr=—(R+q'T-
(F+q g le+1 I

121,
paarweise orthogonale ldempotente sind.
Die Hopfalgebra®(SL,(N)) war definiert als Quotient der FRT-Bialgeb#&( R) nach der
zusatzlichen Relatio = 1. In ahnlicher Weise werden wir die HopfalgebrégO,(N)),
O(Sp,(NN)) und O(SO,(N)) definieren. Es zeigt sich, vgl. [62, Lemma9.12], dass fie al
i,j=1,..., N die Elemente

] n

- ’ - P
E B} Cpujul  und E B} Clupusy
n n

ubereinstimmen. Wir nennen dieses Elemenian zeigt, das€ zentral und gruppenartig in

A

A(R) ist.

Definition 2.3 Die Koordinatenhopfalgebra(O,(N)) bzw. O(Sp,(N)) ist definiert als der
Quotient der FRT-Bialgebrd (R) nach dem vom Elemest — 1 erzeugten Ideal.

Wir zitieren [84, Theorem 5]:

Satz 2.4 Die Algebren9(O,(N)) undO(Sp,(NV))besitzen eine eindeutig bestimmte Hopfalge-
brenstruktur mit dem Koprodulkt (u}) = uj, ® u} und der Koeing (u) = d55,4,j = 1,..., N.

Der Antipodes ist fur beide Algebren gegeben dursifu}) = Biul, C] = e;e;q% ). Es
gilt S?(u) = D™'uD mit D = B*C.

Das ElementU = }_, Dfu; heiBt Quantenspurder Fundamentalmatrix. Es ist, bis auf
Vielfachheit, das einzigd dx-invariante lineare Element vof. In Analogie zur Definition der
Koordinatenalgebra und der auf3eren Algebra auf dem szsae#ttz)rraurnCDfJV definiert man
auch im Falle der orthogonalen und symplektisclieMatrizen die entsprechenden Koordi-
natenalgebre(R) bzw. auRere Algebrer (). Im Falle der Koordinatenalgebren fordert
man die Relatione®~z,z, = 0 und im symplektischen Fall zusatzlidfz,z, = 0. Im Falle
der auReren Algebra sind die definierenden Relationen ihogonalen FalPy,y, = 0 und
150y1y2 — 0, wahrend im symplektischen Fall di¢?-Relation entfallt. Es stellt sich wiederum

heraus, dass sowohl im orthogonalen wie auch im sympldidis€all die Menge
{y?lly;n?yx«N |m17"'7mN S {071}7m1++mN — k}

eine lineare Basis der homogenen Komponeh(t&), ist. Insbesondere igtim A(R), = 1,
undv := y, - - - yy entspricht genau einem Elemehte A(R) mit o(v) = v ® D. Das Ele-
mentD, die Quantendeterminantést zentral und gruppenartig iﬁ(f%). Die Relationen zum

quadratischen, zentralen und gruppenartigen Ele@eaimid wie folgt, vgl. [39, Abschnitt 5].
Q¥ =D? firdie B-und D-Serie  und Q" =D fir die C-Serie.

Es gilt alsoD? = 1 in O(Oy(N)) und D = 1 in Sp,(N). Die Koordinatenhopfalgebra
O(SO,(N)) ist definiert als der Quotient der Koordinatenhopfalgeii@,(/N)) nach dem vom
ElementD — 1 erzeugten Ideal.
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2.1.5 Koquasitriangulare Hopfalgebren

Diese grof3e Klasse von Hopfalgebren umfasst die StandeforBDationer(G,) der Koordi-
natenhopfalgebren zu den klassischen Lie-Gruppen, wia dgien obigen Teilabschnitten 2.1.3
und 2.1.4 definiert wurden.

Definition 2.4 Eine koquasitriangudre Bialgebraist eine Bialgebrad zusammen mit einer
Bilinearformr: A x A — C, so dass die folgenden drei Bedingungen fur alle,c € A
erfullt sind:

(i) Die Form r ist bezuglich der Faltung invertierbar, d.h., es gibt eimeite Bilinearform
r: Ax A — C,sodass

r(aqy, ba))T(ag), be)) = e(a)e(b) = T(aq), ba))r(ae), be)-
(i1) Die Multiplikation mit vertauschten Faktoren lasstis durchr und> wie folgt beschreiben:
ba = r(aq), bay) apbe) Tlag), be)-
(iii)
r(ab,c) = r(a, cqy)r(b, co)),
r(a,bc) = r(aq), c)r(aw),b).
Wir nennenr die universeller-Form von A.

Bemerkung 2.1 Die Bedingung (ii) beschreibt in gewissem Sinne, wie stérkon der Kom-
mutativitat,abweicht’. Sie ist nach Multiplikation von (ii) mit(a4), b)) aquivalent zu

r(aq), bay)aebe) = T(agw), be)ba)aq).-

Die Bedingung (iii) besagt, dagine duale Paarung der Bialgebrémund.A°? (mit vertausch-
ter Multiplikation) definiert. O

Beispiel 2.1 Jede kommutative Bialgebra ist koquasitriangular mit wetalen universellen
r-Formr(a,b) = e(a)e(b).

Wir zahlen nun einige Grundeigenschaften von koquasiu¢aren Bialgebren auf. Die Bewei-
se findet man in [62, Teilabschnitt 10.1.1].

Es seiA eine koquasitriangulare Bialgebra mit der universelldform ». Dann gilt fur alle
a,b,c e A.

r(aq), bay)r(ag), c)T(be), c@) = rba, cay)r(an), c2)r(ae), be), (2.11)
r(l,a) =r(a,1) =<(a).
Nebenr ist auchr°? eine universelle-Form vonA, wobei7? (a, b) := 7(b, a).

Eine Hopfalgebra heif#toquasitriangudr, falls sie als Bialgebra koquasitriangular ist. ¥t
eine koquasitriangulare Hopfalgebra, dann gilt fur alle € A:

r(S(a),b) =7(a,b), 7T(a,S(b))=r(a,b), r(S(a),S(b))=r(a,b).
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Wir definieren die linearen Funktionafeund f auf A vermoge
fa) =r(an), S(a)) und f(a) =7(S(an)),ap), a€ A
Dann giltf f = f f = 1in A*. Der AntipodeS von A ist bijektiv, und es gilt fur alle: € A:
S*(a) = flaw) ae) f(ag)-
Andere Formulierungen der obigen Gleichung sind:
flaw)S*(a@) = aqflae) und  flam)ae = S*(aw)f(ae)-

Setzt man in der ersten Gleichung= S(a) ein und wendet anschlieResd' an, so hat man

f(S(am))a) = S*(am)) f(S(aw)).

Bemerkung 2.2 Aus den letzten beiden Gleichungen folgt, dass fur jederikatdarstellung
v = (v}) sowohl die Matrix(f(S(v}))) als auch(f(vi)) zuMor(v, v**) gehoren. 0

Duale Paare von Bialgebrerviele wichtige und interessante Satze Uber Quantengmipp
benotigen fur ihren Beweis eine duale Paarung mit einerggeten Unteralgebra des Dual-
raums der zugehorigen Koordinatenhopfalgebra. Wir wenalenachsten Abschnitt sehen, dass
fur koquasitriangulare Bialgebren eine duale Paarunmtiirlicher Weise mit Hilfe der univer-
sellenr-Form gegeben ist.

Definition 2.5 Ein duales Paarvon Bialgebreril und.A ist eine bilineare Abbildung
(,): Ux A— Cmit
(A(f),a @b) = (f, ab), (fg,0) = (f ®g,Ala)),
(f;1) = &(f), (1,a) = £(a)

fur allea,b € Aundf, g € U. Die duale Paarung heidicht ausgeartetfalls aus(f,a) = 0
fur alle f € U folgt, dass: = 0 und falls augf, ) = 0 fur allea € A folgt, dassf = 0.

Man zeigt leicht die folgende Tatsache: {st-) ein duales Paar von Hopfalgebr&nund A,
dann gilt

(S(f),a)=(f,S(a)), feUWU acA

2.1.6 A(R) und O(G,) als koquasitriangulare Bialgebren

Viele koquasitriangulare Bialgebren und Hopfalgebrendea entsprechend dem folgenden
Satz [62, Theorem 10.7] konstruiert.

Satz 2.5Es seikR = (R™) € CV**N*| N > 2 eine invertierbare Matrix, die die Zopfrelation
RiyRos Ry = Rys Ry Rys auf CN @ CN @ CN erfilllt. Die FRT-BialgebraA (R) ist dann ko-

quasitrianguéir. Genauer, es existiert eine eindeutig bestimmte urdllers-Form r auf A(R)
mit

(o) = B und wub) = (R
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Um die Koordinatenhopfalgebref(G,) mit einer koquasitriangularen Struktur zu versehen,
benotigen wir einen komplexen Parametere C zur Normierung detk-Matrix, vgl. [62,
Theorem 10.9].

Im folgenden Satz bezeichr@, den Serien A, B, C bzw. D entsprechend, eine der Matrizen
(2.3) bzw. (2.9).

Satz 2.6 Die Koordinatenhopfalgebret(GL,(V)), O(SLy(N)), O(O4(N)), O(Sp,(NV)) und
O(SO,(N)) sind koquasitriangure Hopfalgebren mit einer durch

rz(ug,uf) = x’lRff,

i, ki=1,... N (2.12)

eindeutig bestimmten universellesFform r,. Dabei istz im Falle GL,(NN) ein von Null ver-
schiedener Parameter,Y = ¢ im Falle SL,(N), 2> = 1 in den Fallen O,(N), SO,(2n) und
Sp,(IV) undz = 1im Falle SO, (2n + 1).

Fur die jeweilige Quantengruppe nennen wir die oben arlgggen Parameterzulassig

2.1.7 Dief-Funktionale koquasitriangularer Bialgebren

In diesem Abschnitt definieren wir dig -Funktionale, die in natiirlicher Weise einer koquasi-
triangularen Bialgebral zugeordnet sind. Die von ihnen erzeugte Algeltirbildet ein duales
Paar von Bialgebren mit der Bialgehra Sie wird spater zur Konstruktion der bikovarianten
Differentialkalkiile auf den Quantengruppép benotigt.

Es seiA eine koquasitriangulare Bialgebra mit universeldéformr. Fiura € A fuhren wir die
folgenden linearen Funktionale adfein:

(*(a) :==r(,a), ((a):=7(a,-), La)(z):=r(aq),z0)r(Te),a0), €A (2.13)

Ist A eine Hopfalgebra, so gil(a) = S(¢~ (a())){* (a2)). Es seill die von den Funktionalen
(*(a), a € A erzeugte Unteralgebra voti. Dann gilt [62, Proposition 10.11].

Satz 2.7 (i) U ist eine Unterbialgebra der dualen Bialgeb#t von A. Die Abbildunger: —
(*(a) sind Homomorphismen von Bialgebrdf® nachU. Fur alle a, b, v € A gilt

C*(ab)(z) = £5(b) (z1)) 0 (a) (z(2)),
A6 (a)) = (apy) © £ (ag2))-

(ii) Ist.A eine Hopfalgebra, dann igt eine Unter-Hopfalgebra vor°, und es giltS(¢*(a)) =
(%(S7'(a)), a € A. Ferner geltenir alle a,b € A undg € A° die folgenden Identitten:

A(b(a)) = Lag) @ S((am)) " (aw),
a)<g = Lae) g(a@)S(ag)),
£(a)l(b) = L(an)be))r (b, S(ag)))r(ba), ae)
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Kommen wir nun zu ded-Funktionalen zu einer konkreten Matrixkodarstellung: (v}). Wir
definieren

BRI = r(vhon) (2.14)

3 ¥m

und erhalten eine Matrix mit der inversen Matrix?~' gegeben durchR Dins =7 (v, op).

j»¥m

Man erkennt, das® wegen (2.11) die Zopfrelation erfullt, und es gitt € Mor(v@v) Wir
definieren nun die Matrizeé* = (£+%) und€ = (%) von linearen Funktionalen auf Uber

=01, =0 (v)), O =)

Daw eine Kodarstellung vor ist, ist¢* eine Kodarstellung voil. Ist.A eine Hopfalgebra, so
gilt 7 = S(¢7},)¢*". Aufgrund der Definition (2.14) voi sind die Werte der Funktionae
und£ aufv gegeben durch

g—l—z ( ) Rm

g C5(om) = (R, 5(vh) = (B2)y, €45(S(vp)) = (B*)h,. (2.15)

m mjr vj mjs

Satz 2.8 Die oben definierten Matrizei® und 2 erfilllen mit? := PRP die folgenden Rela-
tionen:

ReTeS =00 R, Re7€; =070, R, RETL; =076 R. (2.16)
0RO, R = RE,RE,. (2.17)

Die Gleichung (2.17) heil3t Spiegelungsgleichung (endlexen equation).

2.2 Hopf-Bimoduln

Die Strukturtheorien von einseitig und erst recht von zeiéig kovarianten Bimoduln (Hopf-
Bimoduln) Giber einer Hopfalgebra sind sehr reichhaltig gastatten eine Vielzahl tiefgreifen-
der Aussagen. Neben der Strukturtheorie von Hopf-Bimodhelschreiben wir die Konstruk-
tion der Tensoralgebra. Eigenschaften der Zopfung zweigelgener Hopf-Bimoduln werden
genannt. Das Resultat Satz 2.14 zu dualen Hopf-Bimodulmis¢éres Erachtens neu. Den Ab-
schluss dieses Abschnitts bildet ein Kriterium fur Uritepf-Bimoduln.

2.2.1 Kovariante Bimoduln

Definition 2.6 Ein linkskovarianter BimoduliberA ist ein Bimodull”, der mit der Strukturab-
bildungA,: I' - A ® I ein linker Komodul ist, und der die Gleichung

Ay (apb) = A(a) Ar(p) A(D)

furallea, b € Aundp € I" erfullt.
Ein rechtskovarianter Bimoduilber A ist ein Bimodul, ausgestattet mit einer rechten Kowir-
kungAg: I' - I' ® A derart, dass

Ag(apb) = A(a) Ar(p) A(D)
furallea, b € Aundp € I qgilt.
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Die Elemente des Vektorraumds, := {w | AL (w) =1 Q@w} bzw. [} = {w | Ap(w) =w® 1}
heil3eninks- bzw. rechtskovariantDas folgende Lemma beschreibt eine wichtige Projektions-
abbildung fur linkskovariante Bimoduln. Wir zitieren [11Lemma 2.2]:

Lemma 2.9 Es seil ein linkskovarianter Bimodul. Dann existiert eine eindguiestimmte
lineare ProjektionP, : I" — I}, derart, dass

P(ap) = £(a)P.(p)

furallea € A undp € I gilt. Die AbbildungP;, ist gegeben durcl, (p) = S(p_1))p). FUr
p € I'unda € A gilt p = p_1)P.(p)) Und P (pa) = S(an)) Pu(p)ae) = Pu(p) <a.

Das folgende Strukturtheorem fur kovariante Bimoduln dinchan in der Monographie von
Sweedler [101, Theorem 4.1.1] in leicht abgewandelter Form

Theorem 2.10 (Fundamentalsatz)Es seil” ein linkskovarianter Bimodul. Dann definiert die
Abbildungm: A® I, — I', m(a ® p) = ap einen Isomorphismus von linkskovarianten Bimo-
duln. Dabei sind die Strukturabbildungen vdn® I, wie folgt gegeben:

a(b® p)c := abcqy ® pAc),
Ar(b® p) == by @ by @ p

fura,b,c € Aundp € I;.

Insbesondere ist jeder linkskovariante Bimodutin freier.A-Bimodul. Jede lineare Basis von
I}, ist eine freieA-Linksmodulbasis vod'.

Definition 2.7 Ein Hopf-Bimoduliiber A (auch bikovarianter Bimodul genannt) ist ein Bimo-
dul I, ausgestattet mit zwei linearen Abbildungédn: I’ - A I'undAy: I' — I’ ® A,
sodassrl, A;, Ag) ein Bikomodul ist, d. h., linke und rechte Kowirkung sind eiitander ver-
tauschbar, und es geltety (awd) = A(a) AL (w)A(b) sowie Ag (awb) = A(a)Ag(w)A(b) fur
allea, b€ Aundw € T

Die Elemente vord;,, = I} N [x heilRenbikovariant

Inv

Bemerkung 2.3 (i) Der Begriff des Hopf-Bimoduls wird in der Literatur [126101] in ver-
schiedener Weise verwendet. Das hangt im Wesentlichesndaty, welche der vier Strukturab-
bildungen (linke und rechte Modul- und Komodulstrukturgeyade betrachtet werden. Dabei
sind stets mindestens eine Modul- und eine Komodulstrukiu8piel, die im oben angegebe-
nen Sinne miteinander vertraglich sein mussen. Bei ultersstets alle vier Strukturen prasent
und miteinander vertraglich sein.

(ii) Ein rechterA-Modul V', der auch rechteA-Komodul ist und fur den die Bedingung

W) dag) @ W) = (Wdae))e) © an) (@ am))o) (2.18)

furallea € A undw € V erfulltist, heil3t (rechts-recht¥etter-Drinfeld-ModulDiese Struktur
wurde erstmals von Yetter [113] untersucht. Hopf-Bimodsihd als Kategorie mit Tensorpro-
dukt und Zopfung isomorph zu Yetter-Drinfeld-Moduln, sB6]. O
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Von nun an seil" einen Hopf-Bimodul. Als Dimension vol' bezeichnen wir die Dimen-
sion des Vektorraumes; seiner linksinvarianten Elemente. Die von uns betrachtetepf-
Bimoduln sind stets als endlichdimensional vorausgeséfiztdefinieren eine linke und rechte
A*-Wirkung aufl” wie folgt: Furp € I'und f € A* seien

fxp=poflpa)) und pxf=f(p1)po)-

Man nennt sie diénksregubre bzw.rechtsreguére Darstellung vord* aufI". Wir kommen nun
zum Hauptsatz tiber Hopf-Bimoduln [101, Theorem 4.1.1n\¢érsion von Woronowicz [111,
Theorem 2.4].

Theorem 2.11Es seil” ein Hopf-Bimodul undw; | i € K} eine Basis des Vektorraumes.
Dann existieren Matrizen = (v}), vi € Aund f = (f}), f; € A° derart, dass

() v eine Matrixkodarstellung vou ist,

(ii) f eine Matrixdarstellung vorl ist,

(i) Ar(w;) =37, wi @ viundw;ga = 3, fi(a)w;

Ferner gilt die folgende Ver&glichkeitsrelation zwischen der Matrixkodarstellungind der
Matrixdarstellungf:

S ui(ax f7) = X, (i« a)ed (2.19)

furallea € Aundi,j € K.

Ist umgekehr{w; : i € K} die Basis eines endlichdimensionalen Vektorrautiesnd sind
v und f eine Matrixkodarstellung bzw. eine Matrixdarstellung vémmit (2.19) dann gibt es
einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten Hopf-Birhdduwo dassl; = I und (iii)
gelten.

In dieser Situation benutzen wir die Schreibwelise- (v, f). Die zweite Gleichung in (iii) ist
aquivalent zu

= Z a) f;(a(g)) Wj. (2.20)
J

2.2.2 Die Zopfung von Hopf-Bimoduln

In diesem Teilabschnitt seien in der obigen Notation= (v, f) und A = (w, g) Hopf-
Bimoduln GiberA. Dann ist das Tensorproduki®, A ebenfalls ein Hopf-Bimodul mit den
folgenden Strukturabbildungen:

(Ot Qa B)b = (acr) ®, (B),
(@ ®, B Za ®a B0y @ a1)B)s (2.21)
(a®, B Z Q- (0) Qa 5(0)

furallea,b € A, € I'und € A. DasI'®, /A entsprechende Paar aus einer Kodarstellung
und einer Darstellung Iauteé’v@w f®g). Analog definiert man das Tensorprodukt mehrerer
Faktoren: I'®* := I' ®, --- ®, I' (k Faktoren), fallst > 2undI'® = @,., I'**. Dabei sind
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Ir'® = Aund ™' = I'. DefinitionsgemaR ist\;, = A, = A auf.A. Dann sindl"®* und I'®
Hopf-Bimoduln.

Eine der interessantesten und wichtigsten Eigenschaftetiopf-Bimoduln ist sicherlich die
Existenz einer Zopfung. Sie ist durch zwei Eigenschaftenakterisiert: Fur jedes Paarund
A von Hopf-Bimoduln ist die Zopfung: I' ®, A — A ®, I'" ein Isomorphismus von Hopf-
Bimoduln undo erfillt die Zopfrelation (2.24).

Definition 2.8 Die lineare Abbildungr: I' ®, A — A ®, I', gegeben durch

o(w ®u p) = w(-2)0)S(P1)) Bu S(W(-1))w(©)P), (2.22)
heiRtZopfungder Hopf-Bimodulnl" und A.

Wir geben zwei andere Gleichungen tilan, die spater oft benutzt werden. Es giltdile 77,
undp € A;:

o(w @4 p) = p(oy @u w APy,

o » (2.23)
o (p@uw) =waS (p)) @ p(o)-

Wir zitieren die Haupteigenschaft der Zopfung [62, Proposil3.5]:

Satz 2.12 Die durch(2.22)gegebene Abbildung ist ein Isomorphismus von Hopf-Bimoduln.
Es ist die einzige lineare Abbildung®, A — A ®, I mit der Eigenschaft

olaw ®, p) =apRuw furw ey, p € Ag.
Die Abbildunge erfullt die Zopfrelation auf dem dreifachen Tensorprodukt
(0 ®id)(id ®0) (0 ®id) = (Id®0o) (0 ® id)(id ®0). (2.24)

Wir bendtigen auch die Koordinatenschreibweise fur dpfzing. Sind{w;} und{p,} lineare
Basen der Vektorraumg, und A, dannist{w; ®, p,} eine freie Basis des Linksmoduls,, A.
Dann folgt aus Theorem 2.11 und der Definition vgrdass es komplexe Zahleg.’c gibt mit

0(w; @4 pj) = 0 pn ®y wi, Wobei ol = fi(w]). (2.25)

2.2.3 Dualitat von Hopf-Bimoduln

In diesem Teilabschnitt habe die Hopfalgebatets einen invertierbaren Antipoden. Die Be-
griffe linksdualer und rechtsdualer Hopf-Bimodul werdé@mgefuihrt. Dabei orientieren wir uns
an der Arbeit [8, Abschnitt I1. 4]. Allerdings ist dort nur dénksduale Hopf-Bimodul definiert.
Das Hauptergebnis dieses Abschnitts, Satz 2.13, ist nebegsgyt, dass der linksduale und der
rechtsduale Hopf-Bimodul zueinander isomorph sind. Bimedre Abbildung/: I' ®, A — A
heil3t nicht ausgeartet (oder regular), falls es fur allec I', w # 0 ein p € A gibt mit
f(w®, p) # 0und umgekehrtfir alle € A, p # 0 einw € I existiert, so dasg(w ®, p) # 0.
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Definition 2.9 Es seil” ein Hopf-Bimodul. Dann heil3t ein Hopf-Bimodul" linksdualer Hopf-
Bimodul zu I", falls es einen Homomorphismuys: 'I' ®, I' — A von Hopf-Bimoduln
derart gibt, dass die Abbildung, nicht ausgeartet ist. Ensprechend heif3t ein Hopf-Bimodul
I'V rechtsdualer Hopf-Bimodutu I, falls es einen nicht ausgearteten Homomorphismus
gr: I' ®, 'V — A von Hopf-Bimoduln gibt.

Bemerkung 2.4 Da die Abbildungery; und gz Homomorphismen von Bikomoduln sind, sind
sie kovariant, d.h., es gilid®g:) A, = Ag. = (. ® id)Ag und (id®gr) A, = Agr =
(gr ® id) A auf'I"' ®, " bzw. aufl’ @, I'V. O

Es seiv eine Matrixkodarstellung. Mitv sei die Kodarstellung mit den Matrixelementen

(*v)i = S~!(v]) bezeichnet. Analog sei fir eine Darstellufiglas Symboff definiert.

Satz 2.13Es seil’ = (v, f) ein Hopf-Bimodul.

(i) Dann gibt es einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimnitgsdualen Hopf-Bimoduir”

und einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten rechtediHopf-Bimodul™".

(i) Die dualen Bimoduln haben die Gestalt = (v°, °f) bzw.I"Y = (v, f°).

(i) Die Paarungeng; und g sind mit der Zopfung im folgenden Sinne vagiich: Es sei

A ein weiterer Hopf-Bimodul. Dann giltg;,)23012023 = (g1.)12 im Raum'l" ®, I’ ®, A und
(g1)12023012 = (gr)23 IN A®, I'®, I'. Fur den rechtsdualen Hopf-Bimodul gelten entsprechend
(9r)23012023 = (gr)12IN T ®, I'V ®, Aund(gr)12023012 = (gr)23 IN A®, ' ®, I,

Bemerkung 2.5 Fur den linksdualen Hopf-Bimodul entspricht (iii) der Komtativitat der
folgenden beiden Diagramme

re, ', A2 Ak, \IT'®, T’ Ao, I 2222, VI'e, ', A
gr.®id id ®gr, id m\\ /L@ld
A

Beweis (i) und (ii). Wir zeigen die Behauptungen nur fur den lidkalen Hopf-Bimodul. Die
Beweise fiir den rechtsdualen Hopf-Bimodul verlaufen agaZur Eindeutigkeit: Es s&i” ein
linksdualer Hopf-Bimodul zu". Wir zeigen, dassg;1 = ¢, P, in YI'®,I" gilt. Insbesondere
liefert ¢;, auf linksinvarianten Formen stets ein Vielfaches voma ¢;, eine Linksmodul- und
Linkskomodulabbildung ist, erhalt man wegen Lemma 2r&fa 'I' @, I

g(Pu(t)) = gu(S(tv)t) = St 1))g(t(0))
=m(S ®id)(t—1) ® gut))) = m(S @ id) A(g.(t))

= £(gu(t))1.
Da g, sowohl Links- als auch Rechtsmodulabbildung ist, undida, I" ein freier Links- bzw.

Rechtsmodul ist, folgt aus der Regularitat wprauf "I ®,, I" die Regularitat der Verkniipfung
Poog.: VI, ® I, — ©. Somit sindT; und I}, zueinander duale Vektorraume.
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Es seien{w;} und {#;} zueinander duale Basen véh bzw. 'I.. Ferner seil" = (w, g) mit
einer Matrixkodarstellungy und einer Matrixdarstellung. Wegen der Rechtskovarianz vgn
gilt dann fur allez, j:

0351 = g1.(0; @ wy) = (e°g1. ® id) Ar(0; ® wy)

n, k k, k
= e°g1.(0n ®a W) @ Wi'v; = w;vj.

Multipliziert man die letzte Gleichung mi (v ) von rechts und summiert tUbgrso ergibt sich
die Behauptungv = v°.
Da ¢;, eine rechte Modulabbildung ist, ergibt sich fur alle A undi, j:

adi; = g9u(0; @4 wja) = gu(b; fi * a @4 wy)
= (gmfi) * 9.0 @u wi) = (g.f7) * a.

Wendet man auf diese Gleichungn, so hat man irl° die Gleichung;;1 = g,if,j. Multipliziert
man dies von rechts mji’*l(f]“) und summiert Ubey, so ergibt sich die zweite Behauptung
g = °f. Mithin ist die Eindeutigkeit des linksdualen Hopf-Bimddgezeigt. Man tUberzeugt
sich leicht davon, dass das so erhaltene Pagqg) tatsachlich die Vertraglichkeitsbedingung
(2.19) erfuillt, so dass damit auch die Existenz V¥bmachgewiesen ist.
(iif) Wir zeigen nur die Relation zwischen der Paarupgund der Zopfung. Die zweite Glei-
chung zeigt man vollig analog. Da und o Linksmodulabbildungen sind und” ®, I’ ®, A
ein freier Linksmodul ist, genuigt es, die Behauptung fineeBasis von’I" ®, I' ®, A), zu
zeigen. Seidaz ®, w®, p € "I, ® I, ® A.. Dann gilt wegen (2.23)

(91)23012023(0 @4 w ®4 p) = (91.)23712(0 ® p(o) ®a w <Ap(1))
= (91)23(p0) ®a 0 < p1y ®a wAp(2))
= p(0) ®a 91.(S(p(1))0p(2) ®a S(p(3))wp(a))
= p)e(P(1)) ®u g.(0 @4 w) = (g1.)12(0 @4 w @4 p).

In der vorletzten und letzten Gleichung benutzten wir jésyelassy, (0 ®, w) ein Skalar ist.
| ]

Wir formulieren nun das Hauptresultat dieses Teilabsthnit

Satz 2.14Es seiA eine Hopfalgebra mit invertierbarem Antipoden uid= (v, f) ein Hopf-
Bimodul mit der Basigw; } vonT . Ferner seief{#;} und{n;} die linkskovarianten Dualbasen
zu{w;} vom linksdualen bzw. rechtsdualen Hopf-Bimodubzw.I", d. h.g, (¢;, w;) = ¢;; und
gk(wjank) = 5jk-
Dann ist die lineare Abbildund@': YI" — I'V, gegeben durch

T(a ;) =aS*(n;) =a S(v;-)nk vi,
ein Isomorphismus von Hopf-Bimoduln. Dabei bezeiclhra#n Antipoden deN,-graduierten

Super-Hopfalgebra(r'V)®. Die dualen Paarungery, und g, sind im folgenden Sinne
o-symmetrisch

gr(1d®T) = g0 in ', T
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Beweis (a) Wir zeigen zunachst, dagseine rechte Komodulabbildung ist, d. A (T'(6;)) =
T(0;) ® (v°)]. Da das Koprodukt if™ durch

A(m) = An(m) + Ae(m) = 1@ + n; ® S_l(v;-)

gegeben ist (vergleiche mit untenstehendem Satz 3.1 oBgP{6position 13.7]) une(n;) = 0
gilt, erhalt manS(n,) = —njv;'.. Folglich ergibt sich zusammen mit (3.1) (siehe unten) und
Satz 2.13 (i)

T(6;) = S*(m) = —=S(v}) S(n3) = S(v}) m v, = 1 A0} (2.26)

Demnach istA, T'(6;) = S(v¥) n. v ® S(vi) S~ (vF) v} = T(6,) ® S(vL), und (a) ist gezeigt.
(b) Wir zeigen, das¥ eine rechte Modulabbildung ist und fixieren déza A. DaS?: A — A
surjektiv ist, gibt es eim € A mit S?(a) = b. Da S? ferner Algebrenendomorphismus von
(I'V)® ist, erhalt man mit (2.20) und™ = (v°, °f):

T(0:)b=T(0) S*(a ) SQ(m a) =8 ( f’ ) *a)n;)
= S5*(am)S(f))(a@))T(8;) = (S ((SQa) )T (
= (S'(f)) xS ( ))T(9g) = T(( (f’) * 52(@))91)
= T(0; 5*(a)) =T(0;b).

Folglich istT eine rechte Modulabbildung.

(c) Wegen (2.26) isT'(6;) eine linkskovariante 1-Form. Somit iBtschlief3lich eine linke Komo-
dulabbildung. Damit ist gezeigt, da®in Isomorphismus von Hopf-Bimoduln ist. Insbesonde-
re gilt fur die MatrixT := (T7) mit T(6;) = T'y, dassT € Mor(v®, v) undT" € Mor(f°,f).

(d) Wir zeigen die Symmetrieaussage. padie rechte Wirkung auf der linearen Hulle dgr
ist, erhalten wir aus (2.26), dag¥6;) = S(f})(vi)n, d.h. T} = S(f})(vi). Das, g, gz Und

T samtlich Bimodulabbildungen sind, geniigt es, die Behangpfirw,; € I, undd; € I}, zu
beweisen. Nach (2.23) ist

9.0 (Wi ®u 0;) = g.(0 @4 (Wi<S(v]))) = g1.(0k ®Ra f1(S(v])) wn)
= [n(S(v])) = T} = gn(w; @4 T(6))),

was den Beweis vollendet. m

Bemerkung 2.6 (i) Leider ist die zweite (erwiinschte)-Symmetrie inI"V ®, I, namlich
gu (T7' ®id) = g 0, i. a. nicht erfullt.

(i) Es ist nicht schwer zu sehen, dass die unten in AbscRidt8 definierten Hopf-Bimoduln
'I'y . und I , kanonisch isomorph sind. O

Ein linearer Teilraumt C I" heiRtUnter-Hopf-Bimodulvon I', falls A selbst ein Hopf-Bimodul
ist. Spater wird das folgende Kriterium fur Unter-Hopirdul benotigt.
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Lemma 2.15 Es seil” ein Hopf-Bimodul undt C I ein linker Untermodul und linker Un-
terkomodul voni". Genau dann istl ein Unter-Hopf-Bimodul vod’, wenn A, beZiglich der
rechtsadjungierten Wirkung und der rechten Kowirkung aobéossen ist, d.hi; <A C A,
undAg(4,) C 4, ® A.

Beweis Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus dem HauptsdieriHopf-Bimoduln,
Satz2.11. Wir zeigen die Hinlanglichkeit. Samtliche lKoanzeigenschaften mussen fir
nicht mehr gezeigt werden, da sie sich vBrvererben. Wir missen zeigen, das®eziglich
der rechten Modulstruktur und der rechten Komodulstruaigeschlossen ist. Als linkskova-
rianter Linksmodul istA frei mit einer freien Linksmodulbasi§\; |i € K} C A,. Es seien
A € Aunda € A. Dann existierem; € A mit A = a; ;. Folglich ist

Ao = ai)\i a = a;a) S(a(g)))\la(g) = a;a41) ()‘z <1a(2)).

Wegen der Abgeschlossenheit vdp unter der rechtsadjungierten Wirkung und der Abge-
schlossenheit vor unter der linken Wirkung folgt hieraus: € A.
WegenAg(A;) C A, ® A gilt

An(A) = Ag(AA) CAA A= AR A,

und der Beweis ist komplett. n

Ein Hopf-Bimodul heil3t irreduzibel, falls er au3¢d} keinen echten Unter-Hopf-Bimodul
enthalt. Wie im Gruppenfall beweist man auch hier das Suthe Lemma:

Jeder Morphismus zwischen irreduziblen Hopf-Bimodulndastweder ein Iso-
morphismus oder identisch Null. Jeder Endomorphismussemeduziblen Hopf-
Bimoduls hat die Gestadtid mit ¢ € C.

Die folgenden Tatsachen zeigt man wie im klassischen kalGfuppen. Es sel” ein irre-
duzibler Hopf-Bimodul. Dann sind die dualen Hopf-Bimodulii und I'V ebenfalls irredu-
zibel. Es seid: A — I' ein Morphismus von Hopf-Bimoduln. Dann sind die Abbildunge
VAV @, A = AundAY: A®, I'V — A, gegeben durch

VA @, \) = g.(0 @, A(N)) bzw. AY(A®, 1) = gr(A(N) @4 1) (2.27)

Morphismen von Hopf-Bimoduln. Ist umgekehrt eine Abbildud bzw. AY wie oben gegeben,
dann gibt es einen eindeutig bestimmten Morphismus von Bapbduln A: A — I', so dass
(2.27) erfullt ist.

2.3 Differentialkalkile

In diesem Abschnitt wiederholen wir allgemeine Bezeiclggmund Fakten der von Woro-
nowicz in [111] entwickelten Theorie der bikovariantenfBréntialkalkile auf Hopfalgebren.
Weiter gehende Ausfuhrungen findet man im Kapitel 14 der ddoaphie [62].
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2.3.1 Kovariante Differentialkalkiile

Definition 2.10 (i) Ein Differentialkalkil erster Ordnungiber A (kurz DKEO) ist ein
A-Bimodul I" zusammen mit einer linearen Abbildudg A — I', welche die Leibnizregel
d(ab) = da-b + a-db fur a, b € A erfullt und fur diel" = (adb|a,b € A).

(i) Man sagt, dasg’ linkskovariantist, falls es eine lineare Abbildung, : I' — A®I gibt,
so dassA; (adb) = A(a)(id ®@d)A(b) fur allea, b € A. Entsprechend heif3t rechtskovariant
falls es eine lineare Abbildung: I" — I'®A gibt mit A (adb) = A(a)(d ® id) A(b) fur alle
a,b € A. Man nenntl” bikovariant falls I" sowohl links- als auch rechtskovariant ist.

Im letzten Fall ist(I', A, Ar) ein Hopf-Bimodul [111, Proposition 1.4].
Es seil” ein linkskovarianter DKEO Uibefl.. Eine zentrale Rolle spielt die folgende Abbildung
w: A — I}, gegeben durch

w(a) = S(a(l))da(g). (2.28)
Man erkennt, dass = P, d. Wegen der Leibnizregel und(a) = w(a) gilt
w(ab) = w(a)<b, a,be A. (2.29)

Der VektorraunR = ker e N ker w ist ein Rechtsideal itd. Man nenntR das zum linkskova-
rianten KalkilI" assoziierte Rechtsidedts sei{w; | i € K} eine lineare Basis von;,. Dann
existieren lineare Funktional§; € A°,i € K mitw(a) =), x Xi(a)w; fir allea € A.

Definition 2.11 Der lineare Raun¥ := {X € A°|X(1) = X(r) = Ofluraller € R} heifdt
Quanten-Tangentialraurnvon I".

EsgiltX = (X;|i € K). Ferner lasst sich das Differenti&lwie folgt schreiben:
da = Z(XZ xa)w; fur ae€ A (2.30)

1€K
Der linkskovariante DKEQ ist bereits durch sein assoziiertes Rechtsieader auch durch
seinen Quanten-Tangentialraufrbis auf Isomorphie eindeutig festgelegt.
Ein DKEO I" heil3tinnerer Differentialkalkil, falls es ein Elemenp € I' derart gibt, dass
da = pa —apfurallea € A. Wendet man auf diese Gleichung die linksinvariante Ptaak
P, an, so erhalt man mit Lemma 2.9 fur afle= A undr € R

w(a) = p<a —e(a)p, p<ar=0. (2.32)

Wir benotigen noch ein Resultat Uber die Dualitat vomnd X, vgl. etwa [111, Theorem 5.1]
oder [62, Proposition 14.3].

Lemma 2.16 Es sei I' ein linkskovarianter DKEO uUber A und X sein Quanten-
Tangentialraum. Dann gibt es eine eindeutig bestimmta&aliform(-,-): I" x X — C mit

(X,adb) =e(a)X(b) fur a,be A, X €X.
Die Einschéankung dieser Bilinearform auf;, x X ist nicht ausgeartet, und es gilt

(w(a),X)=X(a) fur a€ A, X € X.
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Am Schluss dieses Abschnitts wollen wir Eigenschafteramezgi, die nur fur bikovariante
DKEO auftreten.

Fira € A definiert die AbbildungAdg: A — A ® A, Adg(a) = a@) @ Slan))ags) ei-

ne rechte Komodulabbildung, die wir drechtsadjungierte Kowirkungon A auf sich nen-
nen. Man beachte, dassl; auf A und < auf.A° zueinander duale Abbildungen sind, d. h.
(fag)(a) = (f ® g)Adr(a) firallea € Aundf, g € A°. Die Beweise der nachsten Aussagen
findet man in [62, Abschnitt 14.2].

Lemma 2.17 Es seil’ = (v, f) ein bikovarianter DKEQuber A mit der Basis{w; |i € K}
von I, assoziiertem Rechtside&lund Quanten-Tangentialraubd. Dann gilt fur allea € A

Ap(w(a)) = (w®@id)Adg(a). (2.32)
Furalle g € A°undi € K gilt
Xi<ag=g(vh)X;. (2.33)

Insbesondere iR ein Adg-invariantes Rechtsideal vaA und X ein <-invarianter Teilraum
vonA°.

2.3.2 Bikovariante Differentialkalkiile auf koquasitriangularen Hopfal-
gebren

In diesem Abschnitt sell eine koquasitriangulare Hopfalgebra mit den universellf&ormen
r und s, die sich meist nur um einen Charakter unterscheiden. Feaie = (v;ﬁ)iyjzl
Matrixkodarstellung vord.

Der Ausgangspunkt fur die Konstruktion von bikovarianifferentialkalkilen aufA ist die
Feststellung, dass durch die Paare

.....

I'f= (v, und It =(ve,£)), (2.34)
in der Notation von Theorem 2.11, Hopf-Bimoduln Gib&égegeben sind. Es ist nicht schwer,
die Vertraglichkeitsrelation (2.19) zu beweisen, [62583 oben].

Zur Konstruktion von bikovarianten Differentialkalkinéiber.A benutzen wir geeignete Ten-
sorprodukte der obigen Hopf-Bimoduln und sichern damitdistenz eines biinvarianten Ele-
ments. Wir definieren die Hopf-Bimoduln

Iy=T, @ T =(weveL, L), (2.35)
I =T =T @, T = (v°° @ v°, 65 @ L), (2.36)

S

Die Strukturabbildungen von;, 7 € {4, —} kdnnen wie folgt beschrieben werden. Der Vek-
torraum[’. ;, hat eine Basiw/; |i,j = 1,...,d}, so dass die rechte Wirkung und die rechte
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Kowirkung die folgende Gestalt haben

wiia = amy ST (a)w;,

0 = a7, 0 (et )i 230
Ar(wih) = wh, @ v]"S(v]). (2.38)
wlg a=amS~ (6T %(@(2))‘”;717 ) (2.39)
wij a = amyr(ae), S(]"))s(S(v7), a@)) W,
Ap(Wij) = Wy, ® S?(v™)S (vl). (2.40)
Wir setzenw; := > .w;; und, mit einer invertierbaren Matridd € Mor(v°,v),

wy =, ;(D7")kw;;. Dann istug biinvariant. Fura € A definieren wir nun

da =wja—aw]. (2.41)

Die zugehdrigenv-Abbildungen, siehe (2.31), bezeichnen wir mit, 7 € {+, —}. Damit ist
die Konstruktion von zwei zw, » und s assoziierten Differentialkalkillen abgeschlossen, [62,
Proposition 14.20].

Satz 2.18 Fur beide Konstruktionen ist der Hopf-Bimodlll := A dA A ein bikovarianter
Differentialkalkil erster Ordnungiber.A mit dem Differentiatl.

Bemerkung 2.7 (i) Die Dimension des Quanten-Tangentialraurfeist hochstens gleich?,

d = rg(v). Tatsachlich gibt es Falle, in denen diese Dimension kiefimer alsd? ist, etwa im
Falle einer kommutativen Hopfalgebfamit den universellen-Formenr = s = = xe. Hier ist
da = 0, alsodim X = 0.

(ii) Die oben angegebene Idee zur Konstruktion bikovaeaiifferentialkalkile taucht erst-
mals in den Arbeiten [57] und [17] auf, jedoch noch nicht iess#ir Allgemeinheit, sondern nur
fur die Quantengruppefi(G,), deren kanonische-Form und die fundamentale Matrixkodar-
stellungu. O

Es seir € {+,—} und X" der Quanten-Tangentialraum des oben konstruierten kalkiir
setzen voraus, dass beide oben konstruierten KatkatBmensional sind. Dann gilf = T,
und {w];} ist eine freie Linksmodulbasis vofi. Wegen (2.31) und)"(a) = >, ; X];(a)w];
erhalt man als Dualbas{sX7;} C A° zu{w];} die Elemente

X5 = S0 =65,

X = (DS e 6T — (D

J

(2.42)

Die d? ElementeX]; sind dann linear unabhangig und bilden eine BasisXion
Mit o bezeichnen wir wieder die Zopfung von Hopf-Bimoduln. Aus2&) und (2.37) ergibt
sich dann

o (wii ®a wii) = F((V0° )" )wmn @u w
S( Ui, 1:( ) )r(vlf( )l’ s)wmn ®a w;:
= s(vj,v7")s(v], S(v)))r (v, v))r(S(vy), v7)wih, @ wih. (2.43)
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Analog zeigt man

0 (wi; ®u wig) = s(S(v"), vi)s (g, v))r (v, vy )7 (v, S (VF) ) Wi B w

2.3.3 Bikovariante Differentialkalkile auf O(G,)

In diesem Abschnitt sefl die Koordinatenhopfalgebr&(G,) zu einer der Quantengruppen
Gy = GLy(N), SLg(N), O¢(N), SO4(N) oderSp,(N). Es seienz undy fur G, zulassige
Parameter, vgl. Satz 2.6. Wir setzen= u sowier = r, unds = r,; ferner seiz := zy.
Diese Zahler: nennen wir/'-zulassig. Dann bezeichnen wir den bikovarianten DKHQ
aus dem obigen Abschnitt mit, . und den DKEOI_ mit I'_ .. Aus der unten stehenden Be-
schreibung wird klar werden, dass die Kalkile tatsabhtiar vom Produkt:y abhangen, so
dass die obige Schreibweise gerechtfertigt ist. In [95,0oftime 2.9 und 2.10] wurde gezeigt,
dassdim(I7 ,); = N?, so dass die entsprechenden Elemente des Quanten-Tairgemties
X7, i, 7 = 1,..., N linear unabhangig sind. Wir beschreiben nun diese Kelkidher. Wir
wollen vereinbaren, dass die Funktionété stets gleich?, (u?, -) und die Funktionalé™’ stets
gleich 7, (-, u ]) sind, vgl. (2.13), so dass die Vorzelch&nden zulassigen Parametefozw
y in derr-Form festlegen. Nun definieren wir die invertierbare Diagjmatrix D = (d;0;;),
D € Mor(u°®,u). Im Fall GL,(N) undSL,(N) setzen wird; = ¢V *17% undt = ¢". Fur die
Quantengruppen der B-, C- und D-Serien setzenWit C*B undr = ¢V ~¢. Fur alle vier
Serien sek := tr D = tr D~'. Man uberzeugt sich leicht davon, dass diese Definitionsvon
mit der aus Abschnitt 2.1.4 fur die orthogonalen und sykimdehen Quantengruppen tberein-
stimmt. Es se{w]; |4,j = 1,..., N} eine lineare Basis des linksinvarianten Formenraums von
I; .. Die rechte KowirkungAy (p) und die rechte Wirkung<a mit p € (I7;,), unda € A sind
dann gegeben durch

An(wih) =W @ (W@ ud)j,  Ar(wy;) = wy ® (u™ @ u)j; (2.44)

w~+-<1a:S€_l-€€+j wih =1, (uf, any)r(a ,ujw+,
ij ( ) () kl y(z (1)) ((2) l) kl (2.45)

i

Essindalsd’, . = (u®u®, £ *®@£L")undl"_, = (u**®u, %" ® £ ). Die Kalkiile besitzen
jeweils ein bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig basties biinvariantes Element, =
SN wi el undwy = N, di'w; € T . Insbesondere ergibt sich durch Einsetzen von
a:= unm in (2.45):

Wz'—;qu? =z lRmkRlema W(;rq“nm =z (R2) nl wkl’ (2.46)
wij Qup = 2d;di! (RO)E (R wiy wo gt = zdy (R wpy.
Es sei{ X[, |4,j = 1,..., N} eine Basis des Quanten-Tangentialraufiéson I’ . dual zur
Basis{w]; |z j=1,. N}. Aus (2.42) ergibt sich
Xt =S et — s, XS =s (DX},
ij ( k) J J 0 ( ) K (247)

X = le(S(W?;)ff —6ij), Xo =s'>,X;.
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Im Fall 7 = — benutzten wirS?(£*) = D€*D~', was aus Satz 2.7 (i), Satz 2.3 und Satz 2.4
folgt. Dabei bezeichneX | das zuw] duale Basiselement bezuglich der Zerlegung der Ko-
darstellungA, auf (I7,,), in irreduzible Komponenten. Die entsprechenden Projektan
Mor(u ® u°) undMor(u ® u®) sind

o1 a1
(POJr)le = ; dkléz’jékl bzw. (PO )k]l = ; dZ léijékl-

Man beachte, das¥] wegen (2.33) inA° zentral ist, und es gilS(X;") = X;. Es sei
Xo:= X, +X,.

Fur eine komplexeV2x N2-Matrix 7' mit der Eigenschafl’ € Mor(u®u) definieren wir die
Matrizen

T =T T%.=T73 und T~ := (7). (2.48)

Dann giltT € Mor(u*®u, u®u®) undT € Mor(u‘®u). Weitere Eigenschaften findet man
im Anhang A.

Wir berechnen die Matrixelemente der Zopfung &uf®, I',. Nach Formel (2.43) ergibt sich
mit (A.1), da sich die Normierungskoeffizienteny, z=' undy~' wegheben:

UZ}Z;S = th,m}%gt(]%il)lszﬁiz = (353}?12]%541]%23):;2;5- (2.49)
Unter Verwendung des graphischen Kalkils, vergleicheahlgA, ergibt sich die folgende
Darstellung dieser Matrix.

m n r s
K
Okl = /
N

Abbildung 2.1: Die graphische Darstellung der Zopfung

Um die Schreibweisen zu vereinfachen, schreiben wir mgtufit anstelle vory~, ,.
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Kapitel 3

Aufere Algebren und Kalkiile htherer
Ordnung

In diesem Kapitel stellen wir zunachst die drei bekannté@ghthkeiten vor, zu einem kovarian-
ten Differentialkalkil erster Ordnung eine au3ere Algalind damit einen differentiellen Kom-
plex zu konstruieren. Dies sind Woronowicz’ auf3ere Algeldie quadratische und die univer-
selle aulRere Algebra. Einfache Hilfssatze zu univezadllifferentialkalkiilen werden bereitge-
stellt. Mit Hilfe der Dualitat von/;, undX konnte eine Methode gefunden werden, die Grol3e des
Raumes,I"*? der linksinvarianten universellen 2-Formen zu bestimnida.ersten Hauptre-
sultate dieses Kapitels sind die Theoreme 3.11 und 3.12 wéieden die Poincaré-Reihen von
Woronowicz’ aul3eren Algebren (links- und biinvarianterRen) zu den Standardkalkillen auf
den Quantengruppen der A-Serie angegeben. Es wird gedeggg,die biinvarianten Formen
eine graduiert kommutative Algebra bilden. Biinvariantaien sind geschlossen, und ver-
schiedene biinvariante Formen reprasentieren verseheede-Rham-Kohomologieklassen. Als
entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis der Poincaré-&eikerden im Abschnitt 3.3 lwahori-
Hecke-Algebren benutzt. Die Resultate aus Abschnitt 3B1@ neu und speziell auf die Ver-
einfachung von Woronowicz’ Antisymmetrisator zugesdemit Abschnit 3.4 enthalt bekannte
aber auch neue Satze (Lemma 3.26 und Satz 3.30) zur Kotargstheorie von Koordinaten-
hopfalgebren. Die Beweise des ersten Hauptresultatesewelahn abgeschlossen.

Das zweite Hauptresultat dieses Kapitels, Theorem 3.&Bt &rol3envergleiche zwischen den
drei verschiedenen auf3eren Algebren an. Relativ einfsictier Vergleich von Woronowicz’
aul3erer Algebra und der quadratischen auf3eren Algebstii&t sich im Wesentlichen auf die
Dualitat von,I""* und der Spiegelungsgleichungsalgebra im Sinne von qusciiah Algebren.
Der Vergleich von quadratischer und universeller aul3&lgebra geschieht in drei Schritten.
Im ersten Schritt wird gezeigt, dass die zwei (im Falle deBésie) bzw. drei (im Falle der B-,
C- und D-Serien) biinvarianten Elemente vbi? bereits den gesamten Kern des Antisymme-
trisatorsA, als Unter-Hopf-Bimodul erzeugen. Im zweiten Schritt wirekzgigt, dass gewisse
biinvariante Elemente voi®? im Unter-Hopf-Bimodul$(R) liegen. Im Falle der A-Serie mit
N > 3ist das Ziel hiermit schon erreicht. Fur die orthogonalad aymplektischen Quanten-
gruppen und fur den Ausnahmefall = 2 bei der A-Serie wird im dritten Schritt gezeigt, dass
der biinvariante 2-Tensof® nicht in §(R) liegt. Mit diesen drei Eigenschaften lasst sich der
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Vergleich von, " und ™ vollziehen.

3.1 AuRere Algebren iiber Hopf-Bimoduln

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen fur eine ThedeeDifferentialkalkiile hoherer
Ordnung auf Quantengruppen gelegt. Wir werden sehen, daskedsoralgebra tiber einem
Hopf-Bimodul eine Super-Hopf-Struktur tragt, die siclkchwauf die auf3eren Algebren vererbt,
vergleiche auch [10, 15] oder [62, Abschnitt 13.2].

Es seil" ein Hopf-Bimodul. Wir setzed™®° := A, I'®! == ' T®" .= T'®, -- -, I (n
Faktoren) und™® := Dien, I'®*". Nach dem Ergebnis des vorigen Abschnitts sind dann die
Raumel™ undI'®", n € N, ebenfalls Hopf-Bimoduln. AuBerdem i&t° in natirlicher Weise
eineN,-graduierte Algebra.

Definition 3.1 Eine Super-Hopfalgebrast eine Ny-graduierte Algebrad = @, ., An, SO
dass die folgenden Bedingungen erfullt sind:
(i) A ist eine graduierte Koalgebra, d. W ist eine Koalgebra mit

AA) C P Ai®A; firalle neN,

i+j=n

unde(A,) = {0} furn > 1.
(i) Das KoproduktA: A — A ® A und die Koeing: A — C sind graduierte Algebrenhomo-
morphismen. Dabei ist das Produkt4n® A gegeben durch

(a®@b) - (c®d) = (-1)ac® bd,

wobeib € Ay, c € A, unda, d € A.
(iii) Es gibt eine lineare Abbildung: A — A mit S(A,,) C A,, welche die Antipodenbeding-
ungen einer Hopfalgebra erfllt.

Man kann zeigen, dass fur den Antipoderiner Super-Hopfalgebra stets gilt
S(bc) = (=1)*S(c)S(b) mith € A, undc € A,. (3.1)
Wir zitieren [62, Proposition 13.7]:

Satz 3.1 Die Ny-graduierte Algebral™® ist eine Super-Hopfalgebra, wobei die Strukturabbil-
dungen4g, 5 und Sy, die Strukturabbildungen vaA fortsetzen undifr p € I" durch

Ag(p) = Alp) + Ar(p), ex(p) =0, (3.2)
Se(p) = =S(p=1))p©)S(p1)) (3.3)

gegeben sind.
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3.1.1 Dieauleren Algebreny, I'* und ;I

Wir bezeichnen mitS, die symmetrische Gruppe der Menggl,..., k}. Es sei
si=(i,i+1) €Sk, ¢ = 1,...,k — 1 die Transposition, dié und i + 1 miteinander ver-
tauscht. Dann kann jede Permutatiore Si, w # 1 in der Formw = s;, - - - s;, Mit gewissen
in €{1,...,k—1},r € N geschrieben werden. Das kleinstmoglicheeiRtLangevon w und
wird mit /(w) bezeichnet. Jede Darstellung veorals Produkt vorf(w) Transpositiones; heif3t
reduzierte Zerlegungon w. Wir benutzen die folgende elementare Eigenschaft der stnvm
schen Gruppe, vergleiche etwa [18Jws;) € {¢(w) — 1,¢(w) + 1}, w € S, i =1,...,k — 1.
Die Elemente der Menge

Ciri={p€Sk|p(m)<pn)furl<m<n<iundi+1<m<n<k}

werdenSchiebepermutationefengl. shuffle permutation) genannt. Jede PermutaiiensS,,
gestattet eine eindeutige Zerlegyng pipaps mit p; € C, _;, wobeip, € S undps € Sy die
Elemente + 1,...,k bzw.1,...,i unverandert lassen. AuRerdem gilp) = ¢(p1) + {(p2) +
{(ps)-

Anheben in Artins ZopfgruppBie ZopfgruppeB,. ist die von den Generatorén, . . ., b, und
den Relationen

bib’i+lbi - bi+1bib’i+la i = 17 SRR k— 27 (34)

erzeugte Gruppe. Die Abbildurig— s; definiert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus
von B, aufS;. Umgekehrt ordnen wir jeder reduzierten Zerlegung s;, - - - s;, das Zopfgrup-
penelement,, = b;, -+ - b;, zu. Wegen (3.4) und (3.5) hangt diese Zuordntipaicht von der
Wabhl der reduzierten Zerlegung - - - s;, ab. Ferner gilb,,, = b,b,, falls {(vw) = £(v) +¢(w).
Dies ist insbesondere auf die Schiebezerlegung einer Rationww anwendbarw = p;pops3
liefert b,, = b,,b,,b,,. In der Gruppenalgebr&@B,, definieren wir nun den Antisymmetrisator
und die den Schiebepermutationen zugeordneten Zopfsummen

Ap =) sgn(w)by, (3.6)
WESE
Aip i = Z sgn (w)by, By i= Z sgn(w)by . (3.7)
wEC; p—; wileci,k—i

Aufgrund der Schiebezerlegung erhalten wirfixc 7 < k, Ay = 1:
A=A (A, ®A,) und A,=(A;® A, )Biji (3.8)
Insbesondere gilt
Aj;=1—0by +boby — -+ (=1)'b;- by,

: (3.9)
Bl7i:1—b1+b1b2—"'+(—1)Zb1"'bi,

By =1—0b+bib 1 — -+ (=1)b-b.
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Ferner rechnet man leicht nach, dass die folgenden Reksistaiehungen fiir> 1 gelten:

Al,i — ld —(ld ®A17i,1)b1, A’i,l — ld —(Ai7171 ® ld)bl,

3.10
B, =id—-b(id®B;_1), A;; =id—b;j(B;_1; ®id). ( )

Mit w, bezeichnen wir das langste Wort$p. Diese Permutation bildet das Tupeél ..., k)
auf das Tupelk, ..., 1) ab. FUr eine reduzierte Zerlegung= s,, - - - s, definieren wirw =
Smr - - - S, Wobein = k — n. Offenbar hangt nicht von der Wahl der reduzierten Zerlegung
ab. Wegens, w, = w,s,_, und/(w) = ¢(w) hat man

Db, = bubw  UND  Agby, = by, Ay. (3.11)

Wir kommen nun zu Woronowicz’ Konstruktion [111, Propamiti3. 1] der aul3eren Algebra. Es
seio die Zopfung des bikovarianten Bimodulsz, I". Furi = 1,..., k—1 definieren wir einen
Automorphismusr; des Hopf-Bimoduld™®* durche; = id®--- ® 0 ® - -+ ® id, wobei die
Zopfungo an der Stelldi, i + 1) des Tensorproduktds®* wirkt. Da o die Zopfrelation erfilllt,
genuigen die Automorphismen, ..., o, 1 den erzeugenden Relationen der Zopfgruppe
Daher gibt es einen eindeutig bestimmten Homomorphismus ~(z) von B, in die Auto-
morphismen vorl"®*, derb; auf ; abbildet. Wir schreiben kurz,, = v(b,,), w € S, fur den
der Permutationv entsprechenden Automorphismus vbBii*. Der Homomorphismus lasst
sich auf die Gruppenalgebf@B, fortsetzen und nimmt dann Bilder in den Endomorphismen
von I'®F an. Wir setzend;, = y(Ay), Aix i = Y(Aix ) und B;x; = v(Bix_;). Der En-
domorphismusi; heiRtWoronowicz’ Antisymmetrisatmon I"®*. Die obigen Konstruktionen
sind fur alle Darstellungen der Zopfgruppenalgebid, moglich. Ersetzt man tiberatl durch
o1, so erhalt man ebenfalls eine wohldefinierte Darstelliewir im folgenden beide Arten
von Operatoren benotigen, schreiben wjr, A;; und B;'; wenn wir mito*' arbeiten.

Wegen (3.8) istyd = @,.,ker A; ein zweiseitiges Ideal und ein Hopf-Bimodul. Folg-
lich ist wI'* = I'®/,J eine Ny-graduierte Algebra und ein Hopf-Bimodul. Wir nennen
wl™ = EB,QO wI Woronowicz’auRere Algebraum gegebenen Hopf-Bimodiil. Anstelle
des Ideals,d kann man auch das vder A, erzeugte ldeald := (ker(I — 0))1qear der Ten-
soralgebral™® betrachten. Wir nennefd™ := I'®/J = @,-,s]"* die quadratischeiulRere
Algebra Wegen (3.8) giltJ C J. Daher ist, " ein Quotient vonI™ . Natiirlich sind sowohl
wl” als auch,I"* Algebren und Hopf-Bimoduln. Dariiber hinaus erben sie adiehSuper-
Hopf-Struktur vonI"®. Wir zitieren das entsprechende Resultat aus [62, Teifligd 3.2.2].

Satz 3.2 Es seil” ein Hopf-Bimodul mit der kanonischen Zopfungon7"“2. Dann sind Woro-
nowicz’ aulBere Algebrg, " und die quadratischauBere Algebral™ Ny-graduierte Super-
Hopfalgebren.

Da I'"®F ein freier linkerA-Modul ist, konnen wir die Raum@ %), undI'.® - - - @I, (k Fak-
toren) miteinander identifizieren.

Im nachsten Satz zeigen wir, dass die Wirkung des Antipgtianf biinvarianterk-Tensoren
(bzw. k-Formen) bis auf das Vorzeichen mit der Wirkung des lang®¥ertes tibereinstimmit.

Es sei{0; } eine Vektorraumbasis vafi,. In der Notation von Theorem 2.11 sei beziiglich dieser

BasisI” = (v, f). Dann bilden die Elementg = ) . 0,5 (v/) eine lineare Basis vofi,, wobei
0; =, n;v! gilt, siehe [111, (2.38)].
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Satz 3.3 Es seiA eine Hopfalgebra und™ ein Hopf-Bimoduliber A mit der Zopfungr. Es
bezeichneS den Antipoden deN,-graduierten Super-Hopfalgebida®. Dann gilt fur alle biin-
varianten Elementg € I'®%, k > 2:

S(p) = (1) oy, (p). (3.12)

Dabei istw, das Bngste Wort irs,, undo,,, der entsprechende Hopf-Bimodul-Automorphismus
vonI'®*, Die Gleichung gilt auchifr p €  I'/\*.

Inv

Beweis (a) Wir summieren uber doppelt auftretende MultiindizEsir einen Multiindex
7= (i1,...,iy) bezeichner = (i, ..., i) die umgekehrte Indexfolge. Ferner schreiben wir
g; fur das Produkt; ®, - - - ®.0;, , entsprechend bedeute% = 1j,®a - - Qanj, . Aufgrund
von [62, Proposition 13.8] gilf (6;) = (—1)z**+y..

(b) Mit Hilfe vollstandiger Induktion Gbek wird nun gezeigt, dass fur alle> 2

T_
v = w

e v (07) (3.13)

o

gilt. Wegenn;v] = 6;, 0; <a = fi(a)6, und (2.25), erhalten wir

My @ Njy V0 = njy @4 03, 012 = 002 F1H(08) @ 0y = 07,0, ®4 0y = 0(6;, @ 0;,).

Damit ist (3.13) furk = 2 gezeigt. Die Gleichung gelte fikr. Wir wollen sie furk + 1 bewei-
sen. Es seiv], das langste Wort i8; 1, namlichw! = s1s5 - sgw.. Dal(wl) = k + (w,)
gilt, kann man diese Gleichung zu einer Gleichung in der Zlggbra anheben. Folglich ist
Ow, = 01+ 0r0w,. Wegen (2.20) und (2.25) erhalten Win? = o7'vy 6,. Benutzt man dies
mehrmals, so erhalt man

;v = (o - -ak);-’»ﬁ v

0. (3.14)
Mit der Induktionsvoraussetzung, Gleichung (3.14) undategen Rekursion fiw,,, erhalten
wir
M ®a N5viv] =ni(00,) ®a 050! =n(0w, )Mo -0k i) @4 05

=15V (Uwo) Qu 0= (Uwé)?iﬁen Rn b7

=0, (07 ®a 0;),
was (3.13) beweist.
(c) Es seip = a0y € I'®* mit a; = (i, ..., ;) € C*. Mit Hilfe der Resultate aus (a) und
(b) erhalten wir wegep ® 1 = p(g) ® pn)

S(p) = S(pw)py = S(azby) vl = 0z S(B)v]
= (—1)2" N asn. o] = (=1)2 ez, (07) = (—1)250 Vg, (p).

Damit ist der erste Teil bewiesen. (d) Weggfker A;) C ker Ay, siehe [62, Proposition 13.10]

undo,, (ker A;) C ker A, nach (3.11), sind sowohl der Antipodeals auch der Automorphis-
muso,,, auf dem Quotientep I"** wohldefiniert. n
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3.1.2 Differentialkalktile hoherer Ordnung

Definition 3.2 (i) Eine Differentialalgebraiiber A ist eine Ny-graduierte Algebral™* =
@D, o " mit '’ = A zusammen mit einer linearen Abbildudg I'* — ' vom Gradl,
so dassl? = 0 gilt, undd die graduierte Leibnizregel

d(p1p2) = dpi-p2 + (=1)"p1-dpy, flrp, e ™ und p, eI

erflllt. Das Produkt in™* wir mitunter mitA bezeichnet.
(i) Gilt zusatzlich " = A.dA---dA (n Faktoren),n € N, so nennen wir[* einen
Differentialkalkil.
(i) Ein Differentialkalkil 7' hei3t bikovariant falls es lineare Abbildungen
AT A IMundAg: I' — I' ® A vom Grad Null gibt, so dass

(a) AL ffl = ARF-A = A,

(b) (', A, Ag) ist ein Hopf-Bimodul und

() A.(dp) = (id®d)A.(p) sowieAg(dp) = (d ® id) Ar(p) fur alle p € I'.

Ein Differentialkalkiil heiBtnnerer Differentialkalkil, falls es einé-Formp € I'! derart gibt,
dassd¢ = p¢ — (—1)"(pfuralle € 1"".

Es seien()*,d;), i = 1,2 Differentialalgebren ubed. Dann ist(I'{*'®I', ds) eine Differen-
tialalgebra Uber, falls das Produkt id{*®I,* durch

(w1 @ w2)(p1 ® pa) = (=) wipy @ wopa, wy € T, pr € TN, wy €TV, py € I
und das Differentiadls, durch
d®(w1 X LUQ) = d1w1 X wo + (—l)iwl (24 dQCdQ, w1 € Fl/\l, Wy € FQ/\

gegeben sind.

Definition 3.3 Eine differentielle Hopfalgebrast sowohl eine Differentialalgebra mit einem
Differential d als auch einé\y-graduierte Super-Hopfalgebra mit einem KoprodukiBeide
Strukturen miussen wie folgt miteinander vertraglicmseip A = Ad.

Die auRBeren Algebrepl™, ,I"" und . I"" sind samtlich differentielle Hopfalgebren, siehe [62,
Theorem 14.17 und Theorem 14.18].

3.1.3 Der universelle linkskovariante Kalkiil

In diesem Abschnitt sei’ ein linkskovarianter DKEO tibef und R sein assoziiertes Rechts-
ideal. Wir wollen hier eine dritte Moglichkeit angebemeiul3ere Algebra zu konstruieren, die
I'" als ihre homogene Komponente vom Grad Eins enthalt. Dieretseiden Konstruktionen,
Woronowicz’ aul3ere Algebra und die quadratische au3égebka, funktionieren fur beliebi-
ge Hopf-Bimoduln — es ist kein Differential vonnoten. Dieséehende Konstruktion hingegen
benotigt einen linkskovarianten Differentialkalklil Hierbei werden jedoch die rechte Kovari-
anz bzw. eine Zopfung nicht gebraucht.

Bevor wir zur Definition des universellen linkskovariantéalkils kommen, erwahnen wir
die Maurer-Cartan-Formel, die als Ausgangspunkt der Qefmifungiert, siehe [62, Propo-
sition 14.13].
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Satz 3.4 Es seil"" = @, """ ein linkskovarianter Differentialkald Uber der Hopfalgebra
A, dann giltfirallea € A

dw(a) = —w(am)) Awlaw)). (3.15)

Was fur die linkskovarianten Kalkilerster Ordnung diew-Abbildung ist, ist fur die Kalkile
hoherer Ordnung die folgendiAbbildung. Die Abbildungs: A — I, ® I, sei gegeben
durch

8(a) = wlan)) ® wlagw)). (3.16)

Wegenw(r) = 0 fur r € R folgt aus (3.15), dass fur alke € R die Gleichungs(r) = 0 gilt.
In [62, Teilabschnitt 14.3.3] wurde gezeigt, dass diesaipag die einzige Restriktion fur die
Konstruktion eines Differentialkalkiils hoherer Ordigust, der!” als Differentialkalkil erster
Ordnung enthalt.

Definition 3.4 Es seil” ein linkskovarianter DKEO tUbef undXR sein assoziiertes Rechtsideal.
Ferner sejJ dasvon den Elementeir), r € R erzeugte Ideal in der Tensoralgelird. Dann
heiRt, [ := I'®/,J = @,-, " die universelleaulere Algebraoder auchuniverseller
Differentialkallil zum linkskovarianten Differentialkalkiil erster Ordnufg

Bemerkung 3.1 (i) Diese Konstruktionsmethode des universellen Kalkulginem gegebenen
linkskovarianten DKEO wurde bereits von Woronowicz in debéit [110] fur den3 D-Kalkul
aufSU,(2) verwendet. Dort ist auch die de-Rham-Kohomologie3fesKalkiils berechnet wor-
den, die mit der klassischen de-Rham-Kohomologie der kétepd_ie-GruppesU(2) Uberein-
stimmit.

(i) Ist I' bikovariant, so ist,I"" eine Ny-graduierte Super-Hopfalgebra, vgl. [62, Theo-
rem 14.18]. O

Wir erwahnen noch einige Eigenschaften der Abbild8ndpie Aussage (i) ist in [62, Lem-
ma 14.15] bewiesen und (ii) folgt sofort aus (2.32).

Lemma 3.5 (i) Es seil” ein linkskovarianter DKEQiber A und R sein assoziiertes Rechts-
ideal. Dann gilttir aller € Runda € A

8(ra) = 8(r)<a = S(aqn)) 8(r) ac). (3.17)

(i) Es seil” ein bikovarianter DKEQuber A mit assoziiertem Rechtside&lund der rechten
Kowirkung A,. Dann gilt aufA

Ap $ = (S ®id)Ady. (3.18)

Wir geben nun einige neue Formeln fur das RechnenSnai, die im Anhang noch benotigt
werden.
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Lemma 3.6 Es seil” ein linkskovarianter DKEO unf sein assoziiertes Rechtsideal.
(i) Furallea,b € Aundr € R gelten

8(ab) = 8(a) b+ (w(a)abny) ® w(be)) + w(bay) @ (w(a) b)) +<(a)S(b),

8(rb) = 8(r) <b. (3:19)

(i) Ist daruber hinaud" ein innerer Kalkil mitde = 0 a — a0, so giltfurallea € Aundr € R

S(a) = (0®0)<a —0® (0<a) — (f<a)® 0+ ¢c(a)f ® 6,

S(r) = (6®0) ar. (3:20)

Beweis (i) folgt sofort aus der Definition vos sowie (2.29). Beim Beweis von (ii) benutzt
man zusatzlich (2.31). [

Das folgende Lemma stellt ein sehr niitzliches Kriterium die Dimension des Raumes/?
der linksinvarianten 2-Formen des universellen Kalkillbestimmen. Fir die Kalkuld™ und
w I ist dies meist kein Problem, ddm ;I"*? = dim ,I'** = rg(I — o). Die Spektralzerlegung
vono sowie die Grof3e der zugehorigen Eigenraume hat man mb&igemeinen gut im Griff.

Lemma 3.7 Es seiA eine Hopfalgebra,l" ein linkskovarianter DKEOuber A mit dem
Quanten-Tangentialraud und,, " der universelle Differentialkalk iber I". Dann gilt

dim , [ = dim{T € X ® X |m(T) € X},
wobeim: X ® X — A° die Multiplikationsabbildung ist.

Beweis Wir benutzen den folgenden Fakt, der aus der linearen Adgbbkannt ist: Es sei
B:V x W — C eine nicht ausgeartete Bilinearform ubicein Teilraum vonl”. Dann ist auch
die induzierte Paarung

B:V/UxU"—=C mit Ut={weW|Bu,w)=0,ucU}

nicht ausgeartet. Nach Lemma 2.16 ist die yor) induzierte Bilinearform auf;, &7, x XX
nicht ausgeartet. Wendet man die obige Tatsache auf deadmill = S(R) an, so erhalt man,
dass die Paarung?"? x Ut — C nicht ausgeartet ist. Insbesondere gith , 17> = dim U.
Es seil’ = o/ X;®X; € U~*. Unter Beachtung von Lemma 2.16 erhalt man fir alie R:

0=(8(r), T) = (w(ra))@w(rw), o/in®Xj> = O[ini(T(l))X]‘(T(Q)) =m(T)(r).

Trivialerweise istm(7')(1) = 0 und somitm(7") € X. Folglich istU* = m~'(X), das Urbild
von X. Daraus folgt die Behauptung. [ ]

Bemerkung 3.2 (i) Es seil ein bikovarianter DKEO. Insbesondere idt ein Hopf-Bimodul
mit einer Zopfungs. Da fir lineare Abbildungerf immer (ker f)X = im f* gilt, lasst sich
die BilinearformI',®I, x X®X — C auch zu einer nicht ausgearteten Bilinearfqdii? x
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XAX — C faktorisieren, wobeXAX = A5(X®X) ist. AuRerdem istd} die zuA, [ (L ® 1)
duale lineare Abbildung.

(ii) Es seil” ein bikovarianter DKEO. Wege®(R) C ker A, gilt m~*(X) D im AS. Im Allge-
meinen gilt jedoch nichin ' (X) = im A% wie etwa im Falle der orthogonalen und symplekti-
schen Quantengruppen. O

Die Frage nach der Grol3e des Raumes der linksinvari@aemmen des universellen Kalkils
«I7"? wollen wir fur die Quantengruppef, und ihre StandardkalkulE, , beantworten. Dabei
arbeiten wir mit der oben angegebenen dualen Paarung utichben den Raunm ! (X).

Lemma 3.8 Es seieri/ ein rechterA-Komodul,IW ein rechterA°-Modul und(:, -): VxW —
C eine nicht ausgeartete Bilinearform. Ferner geltedllev € V, w € W und f € A°:

(v, w- f) = (v f(v)), w)-

Dann gilt: Ist P € Mor(V") ein Morphismus vool-Komoduln, so isP* € Mor(W) ein Mor-
phismus vonA°-Moduln. Ist P dariber hinaus idempotent, dann ist die Einsikung der
Bilinearform aufim P x im P* ebenfalls nicht ausgeartet.

Beweis WegenP € Mor(V) gilt Pugy ® vy = (Pv)) ® (Pv)q) fur v € V. Somit gilt fur
allev e V,weWundf € A°:

(U,th.f> U(O)f(vl)) Pw )

(
Pu) f(vay), w)

(
= |
= ((Pv) o) f(Pv)@)), w)
= (Pv,w - f)

= (v, P*(w - f)).

Da die Paarung nicht ausgeartet ist, folgt die erste Belagpt
Sei P nun zusatzlich idempotent. Es sgi € im P, alsov, = Pvy,. Angenommen, es ist
0 = (vg, P*w) fur allew € W. Dann gilt

0 = (Puy, P*w) = (P%vg, w) = (g, w).

Da die Bilinearform(-, -) nicht ausgeartet ist, folgt, = 0. Ahnlich zeigt man, dass auch der
Bildraum vonP die Punkte des Bildraumes vdtf trennt. ]

Es seiB ein rechterA°-Modul bezuglich der rechtsadjungierten Wirkurg Wir setzen
Bo:={be B|baf=e(f)b, f € A} und nennen diese Elementeinvariant.

Folgerung 3.9 Es seiA eine Hopfalgebra und™ ein bikovarianter DKEOuber A mit dem
Quanten-Tangentialraurf(. Ferner seiP € Mor(4;) idempotent. Dabei bezeichn&, die

rechte Kowirkung vord auf einem der Rumel, @ I, .72 bzw. 2.

Dann istim P ein Ag-invarianter Teilraum vonl}, ® I, ,1? bzw. von,I'*? undim P* ist ein

g-invarianter Teilraum vorl®@X, m*(X) bzw. vori{AX. Die Einschénkung der Bilinearform
aufim P x im P*® ist nicht ausgeartet.
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Beweis Nach (3.18) isB(R) ein Ag-invarianter Teilraum vorl, ® 77, und (ker As),, ist Ag-
invariant, dac eine Bikomodul-Abbildung ist. Beachtet man (2.33), soa#trimian fur alle
pel,, feA undX € X

(P f(py), X) = (p, X < f).

Diese Identitat lasst sich fortsetzen aufe I ® I;, und X € X ® X. Hieraus folgt die
a-Invarianz vonX A X undm~!(X). Somit ist das obige Lemma in unserer Situation anwend-
bar. n

Unser nachstes Ziel ist es, den universellen Differekai&lil mit der quadratischen aul3eren
Algebra zu vergleichen. Letztere ist offensichtlich einofent von, ™" aufgrund der Univer-
salitatseigenschaft. Wir lassen mitunter das Zeichameg und schreibep, p, anstelle von
p1/Apo, Wwenn wir in einem Differentialkalkul™ arbeiten. Es stellt sich heraus, dass die biinva-
riante2-Form@? eine entscheidende Rolle bei der Frage spielt, ob die ohamgéen Algebren
Ubereinstimmen oder nicht. Im folgenden Lemma tragen mige Eigenschaften voé? zu-
sammen.

Lemma 3.10 Es seil” ein bikovarianter innerer DKEQiber A mitda = 6a — a6, a € A,
und I""* sei ein bikovarianter Differentialkall tiber A, der I" als Komponente ersten Grades
enthalt.

(i) Fur a € A gilt dann:

0?<a = e(a)f* + Ow(a) + w(a)fd — dw(a), (3.21)
(df) <a = e(a)dd + Ow(a) + w(a)d — dw(a). (3.22)

(i) Fallsd® = 262, dann ist9? zentral inI™".
(iii) Gilt a 0? = 62 o fur alle a € A, dann istI"™" ein innerer Differentialkalldl mit

dp=0p—(-1)"po, fur pel™ (3.23)
undé? ist zentral inI™".
Beweis (i) Wegen (2.31) und (3.15) gilt

92<1a = 9<1a(1)(0<1a(2))
= (e(a)f + wlaw))(e(aw)d + w(aw))
= ¢(a)0? + fw(a) + w(a)d — dw(a).

Benutzt manlf b = d(0b) + 6db, #b = b6 + db, (2.31) und (3.15), so erhalt man
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(ii) Multipliziert man Gleichung (3.21) mi2 und subtrahiert Gleichung (3.22), so erhalt man
0 = fw(a)+w(a)d —dw(a) bzw.dw(a) = fw(a) +w(a) §. Setzt man dies in (3.21) ein, so hat
man

0*<a =c(a)f?, wasaquivalentzu #%a = af?® ist. (3.24)

Wir zeigen, das$? mit allen Elementen aus vertauscht. Es seiem € I unda;, b; € A SO
gewabhlt, dasg = «a; db;. Dann gilt wegen (3.24), und da ein innerer DKEO ist,

02p: 92 al(ﬁbl — bz 9) = az(ﬁbz —blG) 92 = p92

Da I von den Elementen au$ und " als Algebra erzeugt wird, i$€ in I'* zentral.

(iii) Den Beweis vondp = 0 p — (—1)"p# fuhren wir durch vollstandige Induktion Gber den
Gradn der Formp € '™, Furn = 0 ist die Bedingung erfilllt aufgrund der Definition des
Differentialkalkills erster Ordnung. Angenommen, dierier gilt fur n — 1. Zu p existieren
a; € """ tundb; € A, so dasp = a; db;. Nach Induktionsvoraussetzung und wegéh, =

b; 62 fur alle b; gilt dann

dp = day db; = 0 oz db; — (—1)"; 6 (Bb; — bif)
=0p—(—1)"(; 0b; 0 — ;0; 00)
=0p—(—1)"a;db; 0
=0p—(-1)"p0.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht. Wendet man aubdige Gleichung noch einmal
und (3.23) an und beachtétp = 0, so ergibt sict¥? p = p 62, und damit is¥? zentral inI""2.
]

3.2 Grolenvergleich deraul3eren Algebren

In diesem Abschnitt prasentieren wir das erste Hauptiesdér Arbeit. Fur die bikovarianten
Standarddifferentialkalkiile bestimmen wir die Grof3em khksinvarianten und biinvarianten
aul3eren Algebren im Falle von Woronowicz’ Konstruktiorddir die Quantengruppen der A-
Serie. Fur alle vier Serien vergleichen wir die quadraigsgul3ere Algebra mit der universellen
aulieren Algebra.

Als Poincae-Reiheder graduierten Algebr® = @,~, B, (mitunter auch Hilbert-Reihe ge-
nannt) bezeichnen wir die Potenzreihe

P(B,t) = idim(%k)tk.
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3.2.1 Resultate fur die Quantengruppen der A-Serie

Theorem 3.11 Es seiA eine der Hopfalgebre®(SL,(N)) bzw.O(GL,(N)), ¢ sei transzen-
dentundl” = I’,, mit7 € {4, —}, wobeiz ein I'-zulassiger Parameter sei. Mit " be-
zeichnen wir die Unteralgebra der linksinvarianten Eleteevon Woronowiczaul3erer Alge-
bra ™.

Dann lautet die Poinc&-Reihe vor, I}

P(wI 1) = (1+ )Y,

das heiltdim (') = (A,’:) fur alle £ € N,. Insbesondere gibt es, bis auf skalare Vielfache,
genau eine linksinvariante Form vom maximalen GNad

Bemerkung 3.3 (i) Ein Vergleich mit der klassischen Situation ist hier atatle. Die angege-
bene Poincaré-Reihe stimmt mit der Poincaré-Reihe dgelfk der linksinvarianten Formen
auf U(N) bzw. GL(N, R) uberein, da der klassische Differentialkalkiil die Dirgiem N2 hat.
Fur die klassischen Lie-Grupp&t/ (V) undSL(N, R) entfallt in der Poincaré-Reihe ein Fak-
torl +¢.

(i) Offenbar sind die Definitionen der Algebrep”* nur von der Zopfungr abhangig. Die
Matrix von o hangt beim Kalkul’, , auf GL,(N) bzw. SL,(N) nicht vonz ab und auch nicht
von der Wahl der Quantengrupf#.,(N) oderSL,(N), wohl aber vonV.

(i) Fur SL,(2) und derent-dimensionale bikovariante Differentialkalkule ersBmdnung wur-
de die Poincaré-Reihe der Algehid" von Griel3| [36] bestimmt. O

Theorem 3.12 Es seiemA4, ¢ und I" wie im Theorem 3.11. Mit I/, bezeichnen wir die Unter-
algebra der biinvarianten Elemente vgid™”. Dann gilt

(i)

P(wIh, t) = (1+t)(1+£)---(1+£V7.

Inv)

(ii) Fur wy, € wI'™ undw, € I " gilt

Inv Inv
Wi Awp = (=1 w, A wy.
(i) Furw € I, gilt dw = 0.

(iv)  Verschiedene biinvariante Formen ré&gentieren verschiedene de-Rham-
Kohomologieklassen.

Bemerkung 3.4 Nach (i) ist die Dimension vog, I'\* gleich der Anzahl der Partitionen von

k in die Summe von paarweise verschiedenen ungeradeniolagirlZahlen, kleiner gleich

2N — 1. Diese Zahl ist auch gleich der Anzahl der symmetrischetiti®aen A von k, also mit

A = X wobei)\; < N. Die linksinvariante Form vom maximalen Gra& ist sogar biinvariant.
O
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Wir setzen in Anlehnung an die Notation in [92]

r=¢"Me=q+q o+, (3.25)
s, =r—q7+1, sL=pr—q¢ N +¢"7
n,,=2z"s —1
und nennen den Parameterwedes Kalkuls ;. generischfallsn, . # 0.

Theorem 3.13 Es seiem4, g undI” wie im Theorem 3.11. Mjt/"* und " bezeichnen wir die
universelle bzw. die quadratiscBel3ere Algebrdiber .
Dann sind die folgenden differentiellen Hopfalgebren marder isomorph:

(i) o I" I,
iy JrN= g fur N > 3,n., #0,sowiefir N =2, 7 = + mit

Z ¢ {qa —d, (q4 + 1)/((]2 + 1)}
(i) M= TMN(0?) fur N =27 =+undz? = ¢

Im Fall (iii) ist§? zentral, und der universelle Differentialkéikist ein innerer Kalkil.

Bemerkung 3.5 (i) Fur die Quanten-Super-Grupgd., (m|n) und den Kalkull.; wurde die
Isomorphie, I'* = ;" in der Arbeit [66, Abschnitt5.3] gezeigt.

(i) Daim Falle N = 2 die KalkuleI, , undI_ , isomorph sind, genugt €s, , zu betrachten.
Im FalleSL,(2) entsprechen die Parameterwerte ¢ undz = —g dem4 D -Kalkill bzw. dem
4D _-Kalkul, die in [111] definiert wurden.

(iii) Die Kalkule ;7 und " sind ebenfalls innere Kalkille, d& = 0, vergleiche auch
Lemma 3.10 (iii). O

3.2.2 Resultate fur die Quantengruppen der B-, C- und D-Seen

Wir formulieren nun das Theorem 3.13 entsprechende Resitdie Quantengruppen der or-
thogonalen und symplektischen Serien. In diesem Fall tietiea wir die Kalkulel, := I, ;
und I'_ := I} _,. Wegen der Isomorphie der KalkilE, , und I'_,, gilt insbesondere
X5 =X;.

Theorem 3.14 Es seiA eine der Hopfalgebrei®(O,(N)) oder O(Sp,(N)) mit N > 3 und

g sei keine Einheitswurzel. Es sEieiner der beiden bikovarianten DKEO, Uber A und
26+ (¢ — ¢ ')(t — 1) # 0 im Falle vonI"_. Wir bezeichnen die bis auf skalare Vielfachheit
eindeutig bestimmte biinvarianteForm mit6.

(i) Dann sind der Quotient/™"/(#%) und die quadratischéuRere Algebral™™ einander iso-
morphe Hopf-Bimoduln.

(ii) Die biinvariante2-Form 6? ist zentral in,I"". Der Kalkil ,I"" ist ein innerer Differential-
kalkil, d. h.

dp=0Ap—(=1)"p N0, pe " (3.26)
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Bemerkung 3.6 (i) Die Isomorphie von Hopf-Bimodulp/™ /(6%) und ™" impliziert auch die
Isomorphie der Raume als differentielle graduierte Higaflaren.

(ii) Leider war es nicht moglich, die Poincaré-Reihendie linksinvarianten bzw. biinvarianten
aulReren Algebren der orthogonalen und symplektischent®ogruppen zu bestimmen. Nur im
Falle der Quantengrupgs®, (4) ist es moglich, die GroRe der linksinvarianten auRerkgelra
exakt zu berechnen, da eine endliche Grobnerbasis ausgem®o Elementen vom Grad
existiert. Es gilt

1+t
PN t) = ( .
(IE51) 1 —5t+5t2 13
Unter Verwendung des Computeralgebra-Programms FELDk¢Bhten die Anfangsglieder
einiger weiterer Poincaré-Reihen bestimmt werden.(B{iB) hat man

P( T t) = 1+ 9t + 46t> + 183> + 628t + 1938¢° + 5514¢° + 147097 + 372124 + - - - .

Fur alle orthogonalen und symplektischen Quantengrumme' m >5 und deren Standard-
kalkule gilt: S
(“ I/n\v7t) 1 t ‘5t3+15t4+ .

In diesem Falle gibt es biinvariante Formen, die nicht giessen sind. Die biinvariante aul3ere
Algebra ist nicht graduiert kommutativ. O

3.3 Iwahori-Hecke-Algebren

In diesem Abschnitt behandeln wir die Iwahori-Hecke-Algelvom Typ A, kurz Hecke-
Algebra genannt, und wir zahlen einige ihrer wichtigstagelschaften auf. Die lwahori-
Hecke-Algebra vom Typ A ist eine gut untersuchte Algebradeu es eine Reihe von Mo-
nographien [33,51] und eine Vielzahl von Artikeln [37, 38, 83, 105] gibt.

Wir werden eine explizite Formel fur die zentralen Idengmé der Hecke-Algebra angeben.
Durchweg setzen wir voraus, dass die komplexe Zakéine Einheitswurzel ist. In diesem
Falle gelten dieselben Aussagen, wie im Falle des Grumaks(C(q). Wir iUbernehmen die
Definition aus der Monographie von Humphreys [50, Absckmitl und 7.4].

Definition 3.5 Es gibt eine eindeutig bestimmte assoziative Algebreksirauf dem Vektor-

raum mit der Basig T, |w € Si}, wobeiT; = 1 ist, so dass fur alle € {s;,..., st 1} und
w € Sy, gilt
T.T, = Ty, falls  /(sw) > l(w), (3.27)
T.Ty = (g — ¢ )Ty + Ty, falls  £(sw) < £(w). (3.28)

Diese Algebra heilvahori-Hecke-Algebra vom Tyfy, ; und wird bezeichnet mitl,.(q).
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Anstelle von (3.28) wird oftmal§7,, = (¢ — 1)T,, + ¢Ts, genommen. Die von uns oben
angegebene Variante ist aber beim Arbeiten mit Quantepgrupon Vorteil. Wir schreiben
kurzT; anstelle vori,. Die Relationen (3.4), (3.5) mif; anstelle vorb; und

T?=(q—q¢ V+1, i=1,....k—1, (3.29)

7

sind aquivalent zu (3.27) und (3.28).

3.3.1 Partitionen, zentrale Idempotente und Involutionen

Wir Ubernehmen die Bezeichnungen aus [67] fur Partitlpi@mpositionen und Charaktere.
Ein Tupel\ = (A, Ay, ...) von ganzen Zahlen heiBartitionvonk, falls\; + Ay +--- =k
und \; > Xy > --- > 0 gilt. Wir schreiben dann\ + k. Mitunter verwenden wir die Be-
zeichnung\ = (k™ (k — 1)™-t...1™), wobeim; die Anzahl der Komponenten voh
bezeichnet, die gleich sind. Wir identifizieren eine Partition haufig mit dem zugehorigen
Young-Diagramm (auch Ferrers-Diagramm genannt). Es hdem-ten Zeile \; Kastchen,
wobei die ersten Kastchen jeder Zeile untereinander stahd alle weiteren Kastchen rechts
vom ersten stehen. AlonjugiertePartition von\ bezeichnen wir diejenige Partitioyi, deren
Young-Diagramm das transponierte des Young-Diagramms\vsh(Vertauschung von Zeilen
und Spalten), alsa!, = Card{i|\; > n}. Die irreduziblen Darstellungen der Hecke-Algebra
Hy(q) sind durch Partitionen: von k parametrisiert. Die Dimension einer 2ugehorigen ir-
reduziblen Darstellung ist, wie im Fall der symmetrischemgpeS;, gleichd, = k!/h()\).
Dabei isth(\) = [T, ., h(x) das Produkt derakenkngenh(z) = \; + \; — i — j + 1, wobei
z = (i,7) ein Kastchen von ist, das sich in dei-ten Zeile undj-ten Spalte befindet, verglei-
che etwa [67, |. 6, Example 2 (a) und 1.7 (7.6)]. In diesem Bafinieren wir derinhalt (engl.
content) vonw durche(z) := j — 4. Ferner set(\) = >, c(z) derinhaltvon A\. Den zu\
gehorigen irreduziblen Charakter bezeichnen wirypitUnter eineiZerlegung der Einsver-
stehen wir eine Menge von primitiven (minimalen) Idemptger{p |\ - k, 1 < i < d,},
so dasgip), = 0),0;;. Das Element, = 3", p} ist dann das minimaleentraleldempotent,
assoziiert zw\. Es gilt) |, z, = 1. Fur den Rest dieses Abschnitts fixieren wir die natiidich
Zahlenk und V.

Eine N-Kompositionvon & ist ein N-Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen= (1, ..., un),
i > 0mit gy + po + -+ - 4+ py = k. Wir bezeichnen dies mjt = . Fur jedeN-Komposition
p= (pu, ..., ) vonk definieren wiret = zi" 25> ... 24, wobeizy, ..., zy kommutierende
Variablen sind. Es s€ey, ..., ex} eine Basis des Vektorraumé&s = CV. Fur einen Tensor
v = e,®e,R e, € VO definieren wir seirGewichtwt(v) als diejenige Komposition
wt(v) = (1, ..., un), wobeip; die Anzahl der Faktorem; in v ist. Offenbar giltwt(v) = k.
Fur eine Komposition von & definieren wir den idempotenten Operatgy auf V" vermodge
E,(v) == bpmi() v, WObEIU = €;, ®€;,® - - - ®e;, €in Monom inV®* ist. Man pruft leicht nach,
dassE,E, = 0,,E, furalle u, v = k gilt, sowiel =3° , , E,.

Als nachstes geben wir eine andere Form der Darstellungleeke-Algebraf . (¢) durch die
R-Matrizen (2.3) vom Typ A an. Wir definieren die Darstellungeund o. von Hj,(q) auf Ve*,
Es bezeichne,, den Vertauschungsoperator voit*, der dien-te und(n + 1)-te Tensorkom-
ponenten miteinander vertauscht. Die Wirkung des Heckee@orsl,,, 1 < n < k — 1, auf
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einem Basiselement= ¢;, ®e;,® - - - ®e;, ist wie folgt gegeben:

qu, falls i, =i,41,
o(To)v= < qu+7,(v), falls i, <ipi,
T, (), falls 4, > i,41.

Die Darstellungo. ist gegeben durch.(7,) = 7,0(T,)7,. In Matrixschreibweise bedeutet
daso(T,) = Rn’nﬂ, wobei die Indizes: undn + 1 bei & die Stellen des Tensorproduktes
V®* angeben, an deneR wirkt. Analog ist o.(T},) = Rn,nﬂ. Beide Darstellungemn und

o. vertauschen mit allen ldempotentéh, 1 = k, da sie jeweils das Gewicht eines Tensors
e, ® -+ - ® e;, nicht verandern.

Wir fuhren aufH,(q) ein Spurfunktionallr mit Werten in der Polynomalgebf@d|x, . .., zy]
ein. Der folgende Satz stammt aus einer Arbeit von Ram, Ji&helemma3.5, Lemma3.7

und Theorem 3.8].
Satz 3.15(i) Die AbbildungTr: Hi(q) — Clz1,...,znN]

Tr(h) = > @ tr(E, o(h)) (3.30)
uEk

definiert aufHy (¢) ein Spurfunktional, d. h., es giltr(hg) = Tr(gh) fur alle h, g € Hy(q).
(i) Es seip € H(q) ein Idempotent. Danndngt Tr(p) nicht vong ab. Insbesondere giltif
alle Partitionen) vonk und alle minimalen Idempotengg mit p,z, = p,, dass

Tr(ps) = sa(z1, ..., 2n), (3.31)

dabei ists, die Schur-Funktion zur Partition, siehe[67, 1(3.1), S. 40]
(ii) Fur h € Hi(q) gilt

Tr(hz)) = X (h)sa(zr,...,zy) und Tr(h) =Y xMh)sa(a1,. .., 2n). (3.32)
AFE

Bemerkung 3.7 Der Beweis von [83, Lemma 3.5] zeigt, dass das Ersetzem\aurcho. in
Formel (3.30) die Funktiofir nicht verandert. O

Eine BilinearformB auf einer AlgebraB heil3tassoziatiyfalls fur allea, b, c € B die Identitat
B(ab, ¢) = B(a, be) erfulltist. In der Gruppenalgebf@s,, gilt fur alle Partitionen\ von k, dass

d -
A= Z XM w) w™

wES

siehe [83, Formel (1.2)]. Wir werden zeigen, dass in der ldetigebraH,(q) eine analoge
Formel fur die minimalen zentralen Idempotentagilt. Dies wird gesichert durch die Existenz
einer assoziativen, symmetrischen und nicht ausgearB#ierarform aufHy(q).

Es seien{T,, |w € Sy} und {f"”|w € Si} ein Paar dualer Basen vdii,(¢q) bzw. seinem
Dualraum. Mogef® das dem Einselement aii& (q) entsprechende Funktional bezeichnen.
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Lemma 3.16 Fur g, h € Hy(q) definiert(g, h) := f°(gh) eine symmetrische, assoziative und
nicht ausgeartete Bilinearform adf(¢). Fur alle v, w € Sy, gilt

1, falls ovw=1,

<Tv: Tw> = { (*)

0, sonst.

Beweis Fur die rechte Seite vofx) benutzen wir das Kronecker-Symbg|, ;. Die Assoziati-
vitat der Bilinearform folgt sofort aus ihrer Definition.ddmen wir Forme(x) als bereits be-
wiesen an. Dann ist die Bilinearform auch symmetrischy@da= 1 genau dann, wenav = 1,
und f° ist linear. Die Form ist nicht ausgeartet, fig, | w € Sy} und{T,,-1 |w € S;} ein Paar
orthogonaler Basen bilden. Wir zeigen nu) durch vollstandige Induktion Uiber die Lange von
w. Nach Definition is{T,,,1) = f%(T,) = 4,1, und somit gilt(x) fir w = 1. Angenommen,
(x) gilt fur alle v, w" € Si, wobeiw' eine fixierte Lange hat. Wir zeigen die Behauptung fur
w = sw' mit {(w) = ¢(w') + 1 undv beliebig.

Fall 1: /(vs) = £(v) + 1. Wegen (3.27) und der Induktionsvoraussetzung gilt

<T’07 Tw> - fO(TstTw’) = fO(TvsTw’) - <Tvsa Tw’> = 51)511)’,1 = 5’010,1-
Fall 2: /(vs) = ¢(v) — 1. Wegen (3.28) und der Induktionsvoraussetzung erhalten wi
<Tv; Tw> = fO(TstTw’) - fo((qu + Tvs)Tw’) = (j<Tv: Tw’> + <Tvs: Tw’> - (j<Tv; Tw’> + 51}10,1-

Wir mussen zeigen, das$,, T.,,) = 0 gilt bzw., was laut Induktionsvoraussetzung aquivalent
dazu istyw’ # 1. Angenommen, es geltey’ = 1. Dann ist/(v) = /(w'). Weil dann aber
auchvssw' = 1, so folgtl(vs) = ¢(sw') = ¢(w') + 1 = {(v) + 1. Dies widerspricht unserer
Fallannahme. Folglich istw’ # 1 und der Beweis ist erbracht. [

Nun konnen wir die allgemeine Theorie fur Algebren mitasativen, symmetrischen und
nicht ausgearteten Bilinearformen anwenden, etwa [2Jd&ition (9.17), S. 204]. Das zentrale
Idempotent, lasst sich in der folgenden Weise angeben:

d
2\ = t—A > XN T T (3.33)
A WESE
Dabei ist
th= > xXMTw)X L) (3.34)
WESE
von Null verschieden. Ferner gilt
th=dy M) mit t=> T,T,-. (3.35)

WESE

In unserem Fall der Hecke-Algebra kann man sogar noch etwas aussagen.

Lemma 3.17 Das Element = ) T, T,-1 istzentral inHy(q). Es giltt = >, ., tr2x.

wES
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Beweis Wir fixierens = s; fur eini € {1,...,k — 1} und definieren die Mengé = {w €
Sk | ¢(sw) > £(w)}. Dann istS, die disjunkte Vereinigung vot. und sL. Wegen (3.27) gilt
dannT, T{(swy = T5T T, Ts, w € L. Wegen (3.29) erhalten wir

TiT,= > TT,Tp-To =Y (LT, T T, + T2T, T, T7)

weLUsL weL
= (LTI Ty + T2T, T (GTs + 1))
weL
= (LT T + (GTs + 1) Ty Tyt + GTTT, T T
weL
= (TTW Ty To + TuTy=1) + 4T > (TuTymr + TTW Ty Ty) =t + (Tt
weL weL

Multipliziert man diese Gleichung von links nilt ! und benutzf,; ' = T — ¢, so erhalt man
tT, = Tit. Folglich istt zentral. Wendet mag* auf den Ansatz = - ., @,2,, oy, € C an
und verwendek?(z,,) = dx,dx, was aus (3.33) und (3.34) folgt, so ergibt sich= ¢,. n

Wir betrachten drei fur unsere Untersuchungen wichtigbilllongen der Ordnung zwei, [
und¢, von Hy(q). Auf den Generatoren sind sie gegeben durgt¥;) := T}, k(T;) = T;,
bzw. . (T;) := —T[I. Die Zuordnungy, kann zu einem Algebrenhomomorphismus Véy(q)
fortgesetzt werden, wahreryy und:;, zu Antihomomorphismen voHy (q) fortgesetzt werden
konnen, da sie die erzeugenden Relationen der Hecke-fgalariant lassen. Man prift leicht
nach, dass die der drei Morphismen &{f(¢) folgendermalen aussehen. Fir alle Sy, gilt:

o (Ty) = T TuT, ", Bi(Ty) = Ty, e (Ty) = sgn(w)T, " (3.36)

w

Fur o, beachte man (3.11). Offenbar sind die drei Abbildungenwwe@e miteinander ver-
tauschbar.

Lemma 3.18 Es sei) + k eine Partition vork. Dann gilt ur das minimale zentrale Idempotent
2 VONH(q): ai(2)) = 2, te(2x) = 2 undfi(2x) = 2.

Beweis Fur o, folgt die Behauptung sofort aus der Darstellung (3.33) uadTditsache, dass
Charaktere auf konjugierten Elementen gleich sind. Wirdin den Beweis fur die Involution
L.

(a) Zunachst zeigen wir die Behauptung fir den Symmenisg,) und den Antisymmetrisator
zqky. Sie erzeugen jeweils ein eindimensionales Idedljfq). Das zentrale Idempotenty,
bzw. zx ist das eindeutig bestimmte zentrale von Null verschiedgleeent ausi,(¢) mit
Tizky = qzr) DZW. Tiz(gry = —q*lz(m furalle: = 1,...,k — 1. Da das Bild eines zentralen
Idempotents unter einem Antihomomorphismus erneut eitrales Idempotent ist, und wegen

T; e (z) = =tz Ty ) = —q 'ue(zy), i=1,...,k—1,

erhalten wirc,(2x)) = 2x). Da der Antiautomorphismus die Ordnung2 hat, gilt ferner

Lk (Z(lk)) = Z(k) .
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(b) Nun seiA = (Aq,...,\,) eine beliebige Partition. Ferner s¥i = (\},...,\.) das zu
A konjugierte Diagramm. In [37] wurden zu einem gegebenennyelableau ein minima-
les Idempotenp, = h_e_h~'h e h7' konstruiert. Dabei sind_ = Ay x --- x A, und
er = Sy X -+ x Sy, wobeid; = 745, undS; = z(;) denj-ten Antisymmetrisator bzw. den
j-ten Symmetrisator der Hecke-Algelig(¢) bezeichnen. Wir machten dabei von den natirli-
chen Einbettunge#,,, (¢) x --- x H,, (q) — Hy(q) fur Kompositionem = k Gebrauch. Die
Elementeh. hangen noch von den Eintragungen des Young-Tableaus &h. d¢sn Ergebnis
von () giltig(e—) = Sy, x --+ x Sy, unde!, = Ay, x -+ x Ay, . Dap, ein minimales Unteri-
dempotent vor, ist, ist.;(p,) ein minimales Unteridempotent vay. Wegenz, = z;@l;lpg
und v () ek (P}) = ijee(ph) ist x(2)) ein Unteridempotent von,.. Da aber(z,) ein von
Null verschiedenes minimales zentrales Idempotent isglesm wir schlieBlich,(zy) = zy.

Wir zeigen 5x(z\) = =z, ohne die obige explizite Konstruktion der minimalen iueiblen
Idempotente aus [37] zu verwenden. Dafir benutzen wir alveResultat von Ram. Fir eine
Kompositiony = (p1, - . ., 1) = k bezeichney, = v, xv,, x---x,, diejenige Permutation
ausS, die sich als Produkt derdisjunkten (eingebetteten) Zyklen, schreiben lasst, wobei

Yn = Sn—1Sn—2" 51

ist. Offensichtlich gilt dann fur die Elementd’, der Hecke-AlgebraHy(q), dass
an(T,,) = Bn(T,), da das Vertauschen der Reihenfolge der Faktoren geradéemitinne-
ren Automorphismug,, (-)7,,' Ubereinstimmt. Wir fixieren nun ein Basiselem&hnt w € Sy.

Nach [83, Theorem 5.1] gibt es dann ein Element

Cy = g awujyu
nl=k

mit a,,, € Z[q,q""] derart, dass(T,,) = x(c,) fur alle Charaktere der Hecke-Algebkg, (¢).
Also qilt fur alle Charaktere

X(ﬂk(Tw)) = ZawuX(ﬁk(T’m)) = ZawuX(T’m) = X(Cw) = X(Tw)'
nEk nEk

In der ersten Gleichung benutzten wir, dass augh). ein Charakter ist. In der zweiten Glei-
chung verwendeten wir, dasg und g, auf T',, Ubereinstimmen und dasga(h)) = x(h)

fur alle h € Hy(q), weil oy, ein innerer Automorphismus ist. Somit gilt alg¢7,) = x(7,-1)

fur alle w € Si und alle Charakterg von Hy(q). Setzt man dies in (3.33) ein, so erhalt man
Br(2x) = 2. Es sei num, ein primitives Idempotent zu fixierteth Da

Br(pa)zx = Br(2x)Br(pa) = Br(pazx) = Br(pr)s

ist auchgy(py) ein zup, aquivalentes primitives Idempotent. n

3.3.2 Die AlgebraH(q) ® H}(q) und ihr Antisymmetrisator

Die AlgebraK;(q) = Hy(q) ® Hy(q) spieltin unseren Untersuchungen zu den Poincaré-Reihen
der Differentialkalkiile eine wichtige Rolle. Wir wollerabptsachlich den Antisymmetrisator
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ar vonHy(q) studieren. Wir definieren ihn wie folgt. Es sei eine Abbildunauf den Genera-
torend; der ZopfgruppeB,. durcha (b;) = T; ® T,' gegeben. Da die Elementeb;) ebenfalls
die Zopfgruppenrelationen (3.4) und (3.5) erfullenstésicho eindeutig zu einem Algebren-
homomorphismus von der Gruppenalgebiid, nachX(q) fortsetzen. Man pruft leicht nach,
dass dabei gilt

Oy = o-(bw) = Sgn(w)ﬁk(Tw) ® Lk(Tw)a w e Sk
Es seia; das Bild des Antisymmetrisatos, der Zopfgruppenalgeb@&B;,, vgl. (3.6)
ar=0(Ar) =Y Bi(Ty) @ u(Tw). (3.37)
wES

Wir erhalten dann z. B.

as = 1— Tl ®T171,

a; = 1-T\QT, ' —TeT, '+ T\ LT, ' T, '+ T, T\@T, 'T; ' =T\ Ty, T, ' T, 'T; .
Entsprechend definieren wir die Summen der Schiebeperiongata; ; = o (A, ;) fur i +

j = k. Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist die Spektragarig des Antisymmetrisators
ap € %k(q)

Satz 3.19 Der Antisymmetrisatoa, ausH;(q) besitzt die folgende Spektralzerlegung
ap = Zt)\ﬂ',\. (338)
ARk

Dabei sind die Elemente
1

™ = t—ak(Z,\®Lk(Z)\)), Ak (339)
A

paarweise orthogonale Idempotentelify(¢). Ferner gilt
(Tr @ Tr)my = sy (zq, ..., xN)sx(T1, ..., TN). (3.40)
Beweis Die entscheidende Formel fur den Beweis der Idempotenzryadst
ap(l® w(h)) =ar(h®1), he H(q). (3.41)

Wir fuhren den Beweis in drei Schritten.
(@) Essek =2undh =T =T,. Wegenl? =1+ ¢l undT 2 =1 — ¢T ! gilt

a;(12uT)=101-TeT (1 (-T™)
=1 (-T "Y+T&(—¢T " +1)
=1+¢N@(-TH+T®1
=T (-TH+1e)(Te1)
=ay(T®1).
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(b) Nun seik > 2. Wegen (3.8) gilt fur allg, j miti + 7+ 1 =k

ar = a;i15(ai ® a;j)
= Qi1 (ai—1,2(ai71 ® az) @ a'j)

=ylai-1 ®ay® aj)

mity = a;41 j(a;—12 @ 1). Dabei wirkta;_; » an den ersten+ 1 Positionen. Zusammen mit
dem Ergebnis von (a) erhalten wir

ar(1® w(Ty)) = y(ai—1 ® a; ® a;)(1 @ 1 (T}))
= y(ai-1 ® as(1 ® 1»(T)) ® ay)
y(ai1 ® ax(T'®1) @ ay)

(c) Nun sei (3.41) fuh undg ausHy(q) erfullt. Dann gilt die Gleichung auch filrg, denn

a,(1® te(hg)) = ar(l ® tx(g)ik(h)) = ar(1 ® 1(9))(1 ® te(h)) = ar(g ® 1)(1 & 1x(h))
=ar(1®u(h)(g®1) =ap(h®1)(9®1) = ar(hg @ 1).

Da die Menge deT; die Hecke-Algebrdi,(q) erzeugt, ist der Beweis von (3.41) erbracht.

Wir zeigen nun, dass; (2, ® tr(z,)) wesentlich idempotent ist. Beachtet man, dagsz, ein
zentrales Idempotent ifi(; (¢) ist und Lemma3.17 und wendet man mehrmals die Gleichung
(3.41) sowie die Definition (3.37) des Antisymmetrisatarsso erhalt man

(ar(2x ® te(22)))? = ar(2) @ Dag(zy @ 1)
=a} (5 ®1
= ar Y _yes, (Be(Tw) 2 @ 4 (Tw))
= ar Y yes, (TuTw 122 ® 1)
=a;(tzn® 1)
= tyap(za ® 1)

= t,\ak(Z’)\ & Lk(Z,\)).
Folglich istr, idempotent. Benutzt man erneut (3.41) und, = 0 fur A # 1, so erhalt man
Ty =ty 't a2 ® Vag(z, ® 1) = £, ag (202, © 1) = 0,

d.h.,m, undr, sind orthogonal zueinander. Wegén= >, z, und )", ax(zy ® u(z))) =
>y ap(zy ® 1) = ay, ergibt sich (3.38).

Zur letzten Behauptung. Wir schreibenfir die Gesamtheit der kommutierenden Variablen
r1,...,ry. Vertauscht man die Rollen vanundw=" in (3.33), wendet dann die Involutiop

an und benutzt Lemma 3.18, so hat man schlief3lich

d
2N = t—:\ Z XA(wal)Lk(Tw).

WESE
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Wendet man darauf® an, dividiert durchy® (zy) = dy = d\ und multipliziert mit
sx(x)sy(x), so erhalt man schlielich mit (3.32) und (3.39)
1 ,
Y XA Tom)X Y (w(To))sa(@)sx ()

sx(x)sy(x) = .
wESy,

1

= Tr(Ty-120) Tr (1 (Tow) 20)
Y

WESy

= (Tr ® Tr) (tl D (T ®@ (T)) (22 @ Lk(zk))>

A WESE

= (Tr ® Tr) <%ak(zA ® Lk(zk))> = (Tr @ Tr)my

Bemerkung 3.8 Die explizite Formel fur den Eigenwet§ lautet:ty, = klg“Vh,(N)/h(N),
wobei hy(X) = [, [R(x)], das Produkt deg-Hakenlangen ist. Zum Beweis benutzen
wir die Formel [38, (1.6)]. Da wir eine andere Version der Ked&lgebra und auch ande-
re ¢g-Zahlen verwenden, missen wir einige Transformationenealamen. Wir bezeichnen die
Hecke-Algebra in [38] miti,,(¢) und ihre Generatoren mjt. Die AbbildungH (¢?) — Hy(q),

die durchg; — ¢T;,7 = 1,...,k — 1 gegeben wird, definiert einen Algebrenisomorphismus.
Die Formel (1.6) aus [38] lautet dann fur die Hecke-Algehfdq) mit den Generatoreg:

Y X Gu)x (g 7 gum) = Skl VRN ]

WES TEX

1 — q2h(z)

1 —¢?
Benutzt man den obigen Isomorphismys— ¢““)T,, und die Definition vort,, so erhalten
wir fur ;1 = A wegen (3.34) auf der linken Seite

Wendet man die Identitatén, ., h(z) = n(A) +n(X) + || undn(\') —n(\) = c()) aus [67,
S.11] an, so erhalten wir

= k!q72"()‘)+zzex H ¢" =
TEA

= klg" )=V [TR(@)],

TEA

= Elg™h(\) " hy(N).

O

Lemma 3.20 Es sei) I k, eine symmetrische Partition vénd. h.A = X', undr € H(¢) ein
Idempotent miirr, = 7. Dann gilt

Ow, ™ = sgn(w,)m.
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Beweis (a) Wir benutzen die Iwahori-Hecke-Algebfd, Uber dem KorperC(zx), der ratio-
nalen Funktionen inc um zu zeigen, das$? z, = =z, gilt. Wegen (3.11) ist?, zentral.
Also existieren Koeffizientem, € C(z) mit 72 = Y, anz,. DaT,, invertierbar ist, gilt
T,2=Y, a;' 2. Wegen\ = X' und Lemma 3.18 gilt;(z,) = 2. Somit erhalten wir

axzy = p(anzy) = Lk(TuQ)Oz)\) = zATUTOQ =aj'z.
Also gilt a3 = 1. Es seiay(z) = g(x)/h(x) mit gewissen Polynomen und h. Da aber
ax(z) nur hochstens zwei Werte, namlidhund —1, annimmt, tritt mindestens einer der
beiden Werte, etwag, unendlich oft aufa,(x;) = 3, ¢ € N. Dann hat aber das Poly-
nom f(z) = g(z) — yoh(z) unendlich viele Nullstellerx;, i € N. Folglich istf = 0, und
ax(z) = yo ist konstant. Also hangt der gesuchte Wegyrtauch fur die Hecke-Algebré/,.(q)
nicht vom Parameter ab. Setzt mag = 1, so hat marf;_|,—; = 1, da in der Gruppenalgebra
CS;. das langste Wort, (i) = k — i eine Involution ist. Somit gilt allgemein, = 1.
(b) Mit der Definition vonry, (3.11),w, = w; !, (3.41) und dem Ergebnis von (a) erhalten wir:

O, T = Oy, MAT =1, Ty.ar(2) ® )7
= t/\ Yai (sgn(wo) Be(Tw,) @ te(Tw, ) (2a ® 1)
ty 'sgn(ws)ay (T, 2 ® 1)1

) ( ® )m

=1 sgn(wO ai(z

3.4 Kodarstellungen von Koordinatenhopfalgebren

In diesem Abschnitt wiederholen wir einige Begriffe und teakaus der Theorie der Kodarstel-
lungen von Hopfalgebren. Insbesondere gilt unsere Aufsaarikeit den Koordinatenhopfalge-
bren zu den Quantengruppét). Alle auftretenden Kodarstellungen seien endlichdinmemesi

3.4.1 Kohalbeinfache Hopfalgebren

Wir tibernehmen Definitionen und einfachste Satze au#yb&chnitt 11.2]. Es sefl eine Hopf-
algebra. MitA bezeichnen wir die Menge dAquivalenzklassen irreduzibler Kodarstellungen
u” von A. Ein lineares Funktionat auf A heitlinksinvariant bzw. rechtsinvariant falls fur
allea € A qgilt

h*a= (1d®h)A(a) = h(a)l bzw.axh = (h®id)A(a) = h(a)l. (3.42)

Definition 3.6 (und Satz) Eine Hopfalgebrad hei3tkohalbeinfachwenn eine der folgenden
Bedingungen erfullt ist:
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(i) Jede Kodarstellung voA ist die direkte Summe von irreduziblen Unterkodarstelkmg
(i) Die KoalgebraA ist die direkte Summe ihrer koeinfachen Unterkoalgebren:

A:@G(u

acd

(iii) Die Menge {u; |« € A, i, Jj= ,d,} ist eine lineare Basis voA.
(iv) Es existiert ein eindeutig bestlmmtes links- und reahtariantes Funktional auf A mit
h(1) = 1.

Einen Beweis deAquivalenz findet man in [62, Theorem 11.13, S. 403]. Die Baphalft (i)
nennt man auch Peter-Weyl-Zerlegung vébnund das in (iv) auftretende lineare Funktional
hei3tHaarfunktionalvon A. Es sei nurA4 eine kohalbeinfache Hopfalgebra mit Haarfunktional
h. Fira € AseiP*: A — A die Projektion auf(u®). Insbesondere gilt fir = ¥, i U,

¢y € C, dassP*(a) = Y, Wir definieren die linearen Funktionale, o € A aufA

,J ’L] ’L]
vermogeh® = ¢-P“. Offensichtlich gilt dann

 h*=e und (P*"®id)A=(id®P")A = (P"® P*)A= A-P"
acA

Man rechnet leicht nach, das%xa = axh® = P*(a). Man beachte, dass der eindimensionalen
trivialen Kodarstellungl das Haarfunktionah = h° entspricht. Wir nummerieren es einfach
mit o = 0.

Lemma 3.21 Das Haarfunktionalh einer kohalbeinfachen Hopfalgebré ist regufr, d. h.,
h(ab) = 0 fur alle a € A impliziertb = 0, undh(ab) = 0 fur alle b € A implizierta = 0.

Beweis Wir benutzen die Ergebnisse und die Notation aus [62, kbpit.2]. Es seh(ab) =0
furalleb € Aunda = Y7, ;. cjuq. WIr fixieren 3 € Aundk,l € {1,. .,dg} und wahlen

b:= S(u’,)(F "), tr(F). Dann erhalt man nach [62, Proposition 15]

ZZchuS ) (F ™) tr(F))

acA i,j=1
= E C’B(Slk

Da dies fur alles € A, k,l=1,...,dg gilt, folgt « = 0. Der Beweis der zweiten Implikation
verlauft analog. [ ]

i t1(F) = ¢y

Lemma 3.22 Es seiA eine kohalbeinfache Hopfalgebra uadin zentrales Element der dualen
AlgebraA*.

(I) Furallea € A giIt danna(l)c(a(g)) = c(a(l))a(g).

(i) Fir alle A € A existieren komplexe Zahleh), (c) derart, dassc in der linksreguéiren
Darstellung auf(u?) als E (c)-faches der Identiit wirkt, d. h., fir alle a € A gilt

cxh*xa=FE\(c)h*xa und c(h**a) = Ex(c)h*(a). (3.43)
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Beweis (i) Da c zentral ist, gilt fur allef € A* unda € A

0= (fe—cf,a) = flagy)c(aw) — claw) f(ae) = f(amclag) — caq))aw).

DaA* die Punkte vorA trennt, folgt die Behauptung.
(ii) Die linksregulare Darstellung von A* auf €(u*), gegeben durch

p(N)(P(a)) = f + P*(a) = PX(aw) f(ae),

ist irreduzibel, da jedep-invariante Teilraum vor€(u?*) auch A-invariant ist, undC(u?) ist
als Koalgebra irreduzibel. Dazentral ist, vertauscht(c) mit allen Operatoren(f), f € A*.
Nach dem Schurschen Lemma ist ajlgo) = F,(c) I fur eine gewisse komplexe Zahl, (c).

|

Bei der Untersuchung der Nichtausgeartetheit von Paarubgeottigen wir spater haufig das
folgende Lemma.

Lemma 3.23 Es seiA eine kohalbeinfache Hopfalgebra, uedund w seien irreduzible Ma-
trixkodarstellungen vort. Die folgenden Aussagen siaduivalent:

(i) dim Mor(1,v ® w) = 1, (ii) dim Mor(v ® w, 1) = 1, (iii) v° = w und(iv) v = w°.
Beweis (i) — (iii). Es seien{e;} und{ f,} Vektorraumbasen der Darstellungsraumézw. W'
mit den gegebenen Kodarstellungen= (v}) undw = (wy). Es seil’ = (") # 0 ein von
Null verschiedener Morphismus vannachv ® w, also7"1 = v}w,T7*. Multipliziert man
diese Gleichung von links mE(v?), summiert Ubef und setzTi::T”, dann erhalt man

k
n’

T(v), = wiT
d.h.T € Mor(v®, w). DaT # 0 und sowohh° als auchw irreduzibel sind, folgt did\quiva-
lenz aus dem Schurschen Lemma.

(iii) — (i). Die obigen Schlusse sind umkehrbar; somitistr(1, v ® w) zumindest nicht leer.
Gabe es einen weiteren ZUinear unabhangigen Morphisms, so enthielte auchlor(v¢, w)
einen weiteren z{@ linear unabhangigen Morphismus, was nach dem Schursaramia wie-
derum nicht moglich ist. Also folgt (i) aus (iii).

(i) — (iv). Nach [62, Proposition 11.15 (ii)] gilb = v. Also gilt v = v°° = w*°. Die Um-
kehrung (iv)— (iii) folgt genauso.

(iv) — (ii). Es seiU € Mor (v, w*®). Wegen der Irreduzibilitat vom und w*® ist U bis auf ein
skalares Vielfaches eindeutig bestimmt. Dann@jiv; = S(wj,)U;. Multiplikation von rechts
mit w* , Summation tbek und die Setzun@vf“c := U} liefert

T oyionk
Uikvjw Ujml,

m —

alsoU € Mor(v ® w, 1). Wie oben schlie3t man, dass es bis auf Vielfachheit keirigeres
von Null verschiedenen Morphismenhiior(v ® w, 1) geben kann. ]
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Als Charaktereiner Matrixkodarstellung = (v;i)i,jzlw,,d von A bezeichnen wir das Element
Xo = Zle vt von A. Im Falle der Null-Kodarstellung setzten wij, = 0. Ist A kohalbein-
fach, dann sind zwei (endlichdimensionale) Kodarstelamgenau dann aquivalent, wenn ihre
Charaktere Ubereinstimmen, vgl. [62, Corollary 11.18\(F]. Es seiem; undp, idempotente
Elemente einer Algebr®. Wir nennenp; und p, aquivalenf falls es Elemente undb ausB

gibt, fur dieab = p; undba = p, gilt.

Lemma 3.24 Es seierp und ¢ Idempotente einer Algebr mitp # 0 oderq # 0. Falls fur
alle x € B die Gleichungy, zp, = 0 erflllt ist, so sindp; undp, inaquivalent.

Beweis Angenommenp und ¢ seien aquivalent, dann gibt es Elemeaté € B mit p = ab
undg = ba. Dap = p* = ababab undq = ¢* = bababa nicht beide gleich Null sind, folgt
paq # 0im Widerspruch zur Voraussetzung. Also sindndq inaquivalent. [

Lemma 3.25 Es seiem eine kohalbeinfache Hopfalgebra und= (v?) eine Matrixkodarstel-
lung vonA Uber dem linearen Raumi.

(i) Es seiP € Mor(v) idempotent. Dann definiert die Einsémkung vorv auf das Bild vonP
eine Unterkodarstellung(P) vonv mit dem Charaktef.,p) = >, ; P;vf

(i) Es seienP und( idempotente Elemente vaifior(v). Die entsprechenden Unterkodarstel-
lungenv(P) undv(Q) sind genau dann zueinandaquivalent, wenn die Idempotenfeund

@ aquivalent sind.

(iii) Es seienP, € Mor(v), « = 0,...,m, Py # 0 paarweiseaquivalente ldempotente, und
P =" c.P,, co € C sei ebenfalls idempotent. Dann gibt es nichtnegative gdiantéenr
unds mit s # 0, so dass die folgenden Kodarstellungen einarédgrivalent sind

. T

s-v(P)=r-v(P), undesgil za:ca =—.
Beweis Wir summieren tber sich wiederholende Indizes.
(i) Wir bestimmen die Matrixkoeffizienten der Unterkodatkingw = v(P). Dazu seiefe; }
und{f,} die Vektorraumbasen var bzw.W:=im P. Wir definieren die linearen Abbildungen
A: W — VvermogedAw = w,w € WundB: V — W UberBv = Pv,v € V . Dann gilt
offenbarP = AB und BA = idy,. Die Matrixelemente vomi und B beziiglich der gewahlten
Basen sind dann bestimmt durgh= 3" A’e; und B(e;) = 3. B f. Es seip die zur Kodar-
stellungv gehorige rechte Komodulabbilduggde;) = S e; ® v/. DaA = PAundP = AB
sind, erhalten wir mi? € Mor(v)

o(fu) = Tp(Ae)) = Y e ©vidl = Yo © v} PIAY
= S e @ o PjA} = T Ao ® B A} = 5 [ ® (BoA)].

Folglich ist aufiV eine Unterkodarstellungy mit den Matrixelementemw = Bwv A gegeben.
Somitisty, = > B;nva'fn = Z(AB)?U% =3 vaz.

(i) Seien zunachsP und @@ aquivalent, d. h., es gibt Elemente B € Mor(v) mit P = AB
und@ = BA. Nach (i) sind die Charaktere der UnterkodarstellungéR) undv(Q) gegeben
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durchx,py = > PFol bzw. xpq) = Y. QFv. Setzt manP = AB und@ = BA ein und
benutztB E Mor(v), so erhalt man

=" Akl =3 ARPBL =3 QL = xu(o).

Da A kohalbeinfach ist, folgv(P) = v((Q). Es seien nuw(P) undwv(Q) aquivalente Kodar-
stellungen, d.h., es gibt eine bijektive AbbilduAgnit J € Mor(v(P),v(Q)). Es seier¥; und
W5 die Bildraume vonP bzw. Q). Ferner seient;, B; und A,, B, die P bzw.( entsprechenden
Abbildungen aus dem Beweis von (i), welche die Einbettung. lolte Projektion beschreiben.
WegenJ € Mor(v(P),v(Q)) gilt J(B1vA;) = (BvAy)J. Wendet man die Koeinsauf die-
se Gleichung an und setzt = A,.J-'B, sowie B = A,JB,, so erhalt mamdB = P und
BA = (@, das heil3tP und (@ sind aquivalent.

(iii) Nach (i) und (ii) gilt

Xv(P) = Zk,l Plkvk Zklaca( o)l Ullc > CaXv(Py) = (Za Ca)Xv(Po)- (3.44)

Da A kohalbeinfach ist, existieren positive ganze Zahigmind irreduzible von Null verschie-
dene Kodarstellungea” mit v(Py) = -, sgu’. Wir setzeng := s5 3, ca. Aus (3.44) folgt
dannx.py = Y5 7sXus- DaA kohalbeinfach ist und die Charaktere irreduzibler Kodasst
lungen Ilnear unabhangig sind, sing nichtnegative ganze Zahlen undP) = -, reu’.
Folglich ist )" ¢, = sglrﬂ fur alle g nichtnegativ und rational (und konstant). Es gilt
sgv(P) = rpv(Fy) fur alle g. ]

Im Folgenden werden wir sehen, dass sich die Peter-Weyggiang fur das Koprodukt auch

auf Hopf-Bimoduln Ubertragt. Es seianund w Kodarstellungen vord und I" ein Hopf-
Bimodul. Wir definieren die folgenden linearen Teilraunoe v

I'(v,w) :={p € I'| p—1) ® po) ® ppr) € C(v) @' ® C(w)}. (3.45)

Offensichtlich sind die Raum& (v, w) Bikomoduln, da auf ihnen die rechte und linke Kowir-
kung vonI" abgeschlossen ist. Naturlich sind es i.a. keine Hopf-Binhe, da die Multipli-
kation mit Elementen aud die Kowirkung andert. Wir schreiben kuiz()\, ;1) anstelle von
I'(u*, u*). Aufgrund der Peter-Weyl-Zerlegung gilt

r=@ rim. (3.46)

/\,uefl

Wir erganzen nun einen Satz, der eine Verbindung herstelischen den beiden Hecke-
Algebra-Darstellungep und g, eines primitiven ldempotents und den entsprechenden Unter
kodarstellungen vom®* bzw. (u°)®*.

Lemma 3.26 Es sei A eine der Hopfalgebrerd(GL,(N)) bzw. O(SL,(N)). Ferner sei
p € Hi(q) idempotentP* = o(5k(p)) und P¢ = o.(p). Dann sind die folgenden Kodarstellun-
gen zueinandeiquivalent

(u®k(P*))c ~ (uc)®k(Pc).
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Beweis Wir zeigen zunachst die Gleichung

0c(h)& = o(an(Br(h)))L (3.47)

STe=T

fur h € Hi(q). Dabei seierv’ = (iy,...,i) undj = (ji,...,Jjr) Multiindizes und? =
(ig, ... i1) bzZW. 5 = (jk, ..., j1). Wir benutzen die Schreibweisé]_ = uglku;i coeudt. Es
sei zunachst = T,,. Wegena (T,,) = Ty, und g (T,,) = T,, qilt:

Q(ak(ﬁk(Tn)))?‘: Q(TonnTujol)g: Q(Tk—n)g: RJk noJk—n+1 — le n+1,2k n (T)

Tl — nzk' n—+1 Jk—n+1 ]k n - QC

QT@T

Dies beweist (3.47) im Falle = T,,. Nun sei (3.47) fug, h € Hy(q) erfullt. Aufgrund der Dar-
stellungseigenschaft vanund o. sowie der Antihomomorphie vofy, erhalten wir schliel3lich

0c(gh)E = X 200(9) L 0c(M)E = X s0(Tow B(9) Ty Ve 0T, B (W) Ty Y = 0(Tow. B (gh) Ty )Y

Da die Meng€{T,,} die Hecke-Algebrdi,(q) erzeugt, ist der Beweis von (3.47) vollendet. Im
Folgenden summieren wir Uber doppelt auftretende Muliaes. Wegen Lemma 3.25 (i), (3.47)
undS(x») = Xec erhalten wir

‘TNT
aTsT
uTaT

-

X(ue)ek(pe) = 2, (P°)% (u)

SLSSy

In der vierten Gleichung benutzten wir, dagq’,') € Mor(u®*) gilt. Da A kohalbeinfach
ist, sind die Darstellungen®(P*)c und (u°)®*(P¢) einander aquivalente Kodarstellungen.
u

Da fur ein primitives Idempotent € Hy(q) das Bild 8;(p) ein zup aquivalentes primitives
Idempotent ist, erhalten wir

Folgerung 3.27 Es sei) F k, py € Hi(q) ein primitives ldempotent zi, P, = o(p,) und
P§ = p.(p»). Dann gilt

(w®(Py)® 2 (u®)*H(PX).

Wir wiederholen die Brauer-Schur-Weyl-Dualitat fur @Qiengruppen vom Typ A, siehe auch
[39] oder [62, Theorem 8.38, Proposition 11.20 und Propmsit1.21].

Satz 3.28 Es seiA eine der Hopfalgebrei®(GL,(N)) bzw. O(SL,(N)). Ferner seig eine
transzendente komplexe Zahlg N, A - £ undp, ein zu\ gelbdriges primitives Idempotent.
Dann gilt:
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() Die Darstellung o: Hiy(q) — Mor(u®*) ist surjektiv. Die Unterkodarstellung
ur := u®(o(py)) vonu®* ist irreduzibel.
(i) Es qilt

kero= @  aHi(o).

Ak, N >N
Die Unterkodarstellung:* ist genau dann Null, wenk, > N.

Folgerung 3.29 Es seienA und g wie oben, und\, i, - & seien Partitionen vor. Dann gilt
u* = u# genau dann, weni = g oder)\, > N undy) > N.

Beweis <« ist trivial. Wir zeigen die umgekehrte Richtung. Angenonmpnes sei\] < N oder
py < N und\ # . Es seierp, undp,, primitive Idempotente auf(¢), die zu den Partitionen
A bzw. ;0 gehoren. Ferner seidh, = o(p,) und P, = o(p,). Da nach dem obigen Safx # 0
oderP, # 0 gilt und daP, X P, = 0 fur alle X € Mor(u®*), sind nach Lemma 3.22, und
P, inaquivalent. Nach Lemma 3.25 (ii) sind dann auch die Kstdlungenu:* undu* inaqui-
valent. [

Wir untersuchen an dieser Stelle einen Hopf-Automorphsnder zur Hodge-Zerlegung
benotigt wird.

Satz 3.30Es seid = O(GLy(N)) bzw. A = O(SL,(N)). Fur & = 1,..., N setzen wir
E'=N+1—k.
Es existiert genau ein Hopf-Automorphisnfus A — A mit

F(uf) =S, a,b=1,...,N. (3.48)

Furalle A € A gilt F(C(u?)) = C((u?)e).

Beweis (a) Wir zeigen, dass’ die Relationen der Hopfalgebra erhalt. Man rechnet sofach,
dass

R® =Ry, und d;'=dp, a,brs,k=1,...,N. (3.49)

Dartuber hinaus erfullt der-antisymmetrische Tensey, der die Quantendeterminarifedefi-
niert, die folgende Relation;, ...;, = £ ...;;. Wir zeigen, dass der Algebrenhomomorphismus
f: Culy — C(vh)°Peop, gegeben durchfi(ug) = v7, die definierenden Relationen der Hopf-
algebraA auf die der Hopfalgebral°?“°P abbildet. Dabei moge die freie Algeb®<v§>op7cop
sowohl die umgekehrte Multiplikation als auch die umgekeiomultiplikation haben. Auf-
grund der obigen numerischen Identitatenfiunde; haben wir

FR® U @ u! — ul @ ubRYY) = RUTWL @ vf) — 0T @ vl R
Die rechte Seite erzeugt die Relationen der Bialgebyfe°P. Analog zeigt man die Vertraglich-
keit mit der Determinantenbedingung. SchlieRlich gfit® f)Auf = v% @ v% = MY =
A(f(ug)) unde(f(ud)) = dap = e(uy). Somitistf ein Homomorphismus von Bialgebren. Da
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sowohl A als auchA°P<°? Hopfalgebren sind, isf ein Hopfalgebren-Homomorphismus. Da
der Antipode eine Hopfalgebren-Abbildung vak*°? nachA ist, definiertF” = S-f einen
Hopfalgebra-Automorphismus. Sein Inverdes' ist gegeben durch' ' (ug) = S~ (u).
Wir zeigen die zweite Behauptung. Dazu identifizieren wire A mit der zugehorigen
Partition, etwa\ k. Es seipy € H(q) ein zu A\ gehoriges primitives Idempotent und
P* := o(py) € Mor(u®*), so das€(u*) = ((PEuZ | ii,m € {1,..., N}*). Fur einen Mul-
tindexi = (x4, ..., z;) setzenwirt' = (x},...,2}) und = (2}, ..., x}). Wir zeigen, dass
sich die Matrixelemente der Darstellungerund po. folgendermal3en ineinander umrechnen.
Fur alleh € Hy(q) gilt:

=

o(h)% = oc(h)k. (3.50)

Dies zeigt man mit vollstandiger Induktion Ubkr Offenbar gilt die obige Relation fur alle
h € H,(q), denn es ist nach Definition vai und (3.49)

oo(Th)ir = Rt = Ry = R = o(TL)5.
Furl € H,(q) istdie Bedingung trivial. Fir den Induktionsschluss won1 aufk benutzt man,
dass es fur allé € H(q) Elementer,y € Hy(q) undg € Hy_(q) derart gibt, dass sich
als Linearkombination von Elementen der Form, x. g yx—1., Schreiben lasst. Damit ist (3.50)
gezeigt. Wegen (3.47) und (3.50) gilt

P

(@QVZ = 0Bl (p) L = 0 (D) = o(pa)i = (PO (3.51)

n

Da nach Lemma3.18 die Involutionefy und a4, primitive Idempotente in aquivalente pri-
mitive Idempotente Uberfuhren, sind augh und @@, aquivalent und definieren daher nach
Lemma 3.25 aquivalente Unterkodarstellungen. Ihre Gdtara stimmen tberein. Wir erhalten
daher:

Xrw) = Fxn) = (POF)s = (@) &S (ul) = S(xur) = Xwhe-

In der dritten Gleichung benutzten wir (3.51). Bakohalbeinfach ist, folgt aus der Gleichheit
der Charaktere die Behauptung. [ ]

3.5 Beweisvon Theorem 3.11 und Theorem 3.12 (i)

3.5.1 Der Rang des Antisymmetrisators im Falle der A-Serie

In diesem Abschnitt bestimmen wir den Rang von Woronowicztigymmetrisator
Ap: I'®F — I'®Fzul' = I, ,. Fur den Kalkull'_ , erhalt man die entsprechende Aussage iber
Satz 4.14. Ausgehend von Satz 3.19 identifizieren wir nachiekidung der Darstellung® o.

auf die AlgebrdH,(¢) den Antisymmetrisatad, mit Woronowicz’ Antisymmetrisatod . Wir
verwenden die Kodarstellungstheorie vénum die Dimension der einzelnen Eigenraume von



3.5 Beweis von Theorem 3.11 und Theorem 3.12 (i) 65

Ag zu berechnen. Es sei nufh eine der Hopfalgebre®(GL,(NV)) bzw. O(SL,(N)). Da ¢
transzendent ist, isA kohalbeinfach, vgl. [62, Theorem 11.22, S. 410].

Nach Folgerung 3.27 sind die Kodarstellungarf?* (P, ))° und (u®)®*(P¢) zueinander aquiva-
lent, dabei sindP, = o(p,) und P§ = o.(p,) die Darstellungen eines primitiven Idempotents
zur Partition). Da fur transzendente Deformationsparametdre Kodarstellungstheorie von
A mit der Darstellungstheorie der entsprechenden klassistle-Gruppe Ubereinstimmt, er-
halten wir insbesondere fiir den RahgN) vonu* den bekannten Wert

ON(N) =rgut = rg(u?)® = sy(1,...,1) = h(\) ™" [ (N+j—1i), (3.52)
(4,5)EX

wobeis, die Schurfunktion voriV Argumenten ist, siehe etwa [67, |.3 Example 4, S. 45].

Wir betrachten nun die Darstellung vonJ,.(¢) im RaumV 2% wobeio, = o® 0. ist. Im ver-
bleibenden Teil dieses Abschnitts schreiben wir karzfur die Einschrankungu®)®* (o.(py))
der Kodarstellungu©)®* auf den vom Idempotent. (p,) erzeugten Unterraum van®*. Nach
Folgerung 3.27 gilt

(u?)® = w?. (3.53)

Mit Hilfe des folgenden Satzes lasst sich der Rang des pmtisetrisators,, = o, (a;) ermit-
teln.

Satz 3.31Es seiv = u®*®@(u®)®*. Dann definiert das Idempoteft; = o, (7)) eine Unter-
kodarstellungy (I7,") vonw, fur die gilt

v(II) =2 u* @ w. (3.54)

Bemerkung 3.9 Dar, ein Unteridempotent vom, ® zy ist, ist klar, dasd7," ein Unteridem-

potent vono(z,) ® o.(zy) ist. Die Einschrankung der Kodarstellungauf dieses Idempotent

liefert eine Kodarstellung, die gleiaff u* ® w?" ist. Dabei ist/? die Vielfachheit. Das Interes-

sante am obigen Satz ist, dass genau eine der Komponehtenw?' in [T} auftritt und zwar

vollstandig. Denkbar ware ja, dass nach Aufspalten didemsorproduktes der Projekth

nur gewisse irreduzible Teile vam* @ w? enthalt, aber nicht alle. Dieser Fall tritt nicht ein.
O

Beweis (a) Zunachst berechnen wir den Rang véf{ in V®?* d.h. die Dimension
der Kodarstellungu(I77). Dazu benutzen wir das in Satz 3.15 eingefuhrte Spurfankti
Tr auf Hg(q). Mit Tr; bezeichnen wir das Bild voflr unter der Einsetzungsabbildung
Ty =19 =---=1xy = 1. Wendet man diese Einsetzung auf Gleichung (3.30) an, betatie
Unabhangigkeit vofir von der Wahl der Darstellungbzw. o. und fernerzu‘:k E, = I, erhalt
man

Tri(h) = tr o(h) = tr pc(h). (3.55)

Nun seir € Hy(¢q) idempotent. Da der Rang eines Idempotents gleich seineri§parhalten
wir nach Gleichung (3.55)g 0, (7) = (Tr; ® Try)w. Insbesondere gilt fur = 7, wegen
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(3.40) und (3.52):
rg H;: == S/\(l, ceay 1)8/\/(1, caey 1) == (SAI(N)é/\(N) (356)

(b) Es sei{p¥|i,j = 1,...,d,} eine lineare Basis des zweiseitigen Ideaisl(q) be-
stehend aus paarweise aquivalenten ldempotenten. Nagiméa&.18 ist dann die Men-
ge {u(®?)|i,j = 1,...,d\} eine Basis vonzy Hi(q). Wegen (3.39) istr, ein Un-
teridempotent vonzy ® zy. Folglich existieren komplexe Zahlen),. ., m,n,r,s =
L..ooydy, Mit my =Y a,s PV "Qu(p5Y). AuBRerdem sind die Idempotentd™” @ v (p5¥)
paarweise aquivalent inH;(¢q). Wendet man die Darstellung, an, so hat man
I =3 s 0(PP) @0 (ur(P5)). Man prift leicht nach, dass = u® @ (u®)®*, P = II}
und P; = o(p"™)®0.(r(p5F), i = (mnrs) die Voraussetzungen von Lemma 3.25 (iii) erfullen.
Folglich gilt

v(IT) = o* w*e@w™, wobei o = Zaﬁmrs

eine nichtnegative rationale Zahl ist. Insbesondere giltegen (3.52), dass
dim(v(IT)) = a* 6,(N)dy (N). Vergleicht man dies mit (3.56), so sieht man = 1.
Der Beweis ist damit vollstandig. [ ]

Ein wichtiger Schritt beim Studium der linksinvariantendubiinvarianten Algebren, "
bzw. I, besteht darin, den Antisymmetrisatdr, von I'®* auf den Antisymmetrisator
ar = o4(ay) von o, (H(q)) zurickzufihren. Wir geben dazu einen Isomorphisnitfs
von rechten Komodulm®*®(u®)®* und A, [I®* an, der den Antisymmetrisatay, in den
AntisymmetrisatorA, abbildet. Der folgende Satz stellt also die Verbindung zthes den

Satzen uber die abstrakte Algeldf@(¢) und die von der Zopfung erzeugte Algebra her.

Satz 3.32Es seiA eine der Hopfalgebre®(GL,(N)) bzw.O(SL,(N)), I' = I'; , undk > 1.
Wir setzery = u®*@(uc)®*,
(i) Es gibt einen Isomorphismu&®) von rechten Komoduln und A, [T'®* derart, dass

JF = A, J®). (3.57)

(ii) Es existiert ein Isomorphismug* von rechten Komodula | im a; und Ay, [ 5.
(iiiy Es gibt einen Isomorphismus vgd** und dem Vektorraunim a;)? der v-invarianten
Elemente votm ay.

Beweis Wir schreiberiV,, anstelle vonv,, ,,,, fur eine lineare Abbildundg? € End(V®V),
die an den Stellen undn + 1 des Tensorproduktds®* mit n < k — 1 wirkt.
(i) Es seien

{6;| = (il, PN ,igk), ijE{]., .. .,N}}, {9i1i2®A c '®A9i2k——1i2k |Z] S {]_, .. ,N}}

die kanonischen Vektorraumbasen W6fi?* bzw. I'**. Beziiglich dieser Basen definieren wir
die Matrix J*) wie folgt. Es se") = I und furk > 2.

JZU?-)- 2%—1 — R;k—Q(R;k—4R;k—3) e (RZ o 'Rl;—i—i—l) e (RE v R/Z) (3-58)
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J® = / / /
, ( <

Abbildung 3.1: Die graphische Darstellung vaft).

Die Indizes(2, ..., 2k — 1) geben an, dasg*) nur an den Stellef, . .., 2k — 1 wirkt und die
erste und letzte Komponente unverandert lasst. Offeisbdf*) invertierbar, dak~ invertierbar
ist. Man Uberprift unschwer, dass die folgenden beidduR@nsbeziehungen erfullt sind
IO = I Ry Ry,
J(k) - J(k 2112 1R2 : 'Rlc-
Benutzt man eine der obigen Rekursionen, so kann man mat&aliiger Induktion tbek
zeigen, dasg®) einen Isomorphismus der Kodarstellungeft® (u°)®* und (u®@u°)®* de-
finiert. Da Ax [I'®*F =~ (u®uc)®* nach Definition vonA,, ist der erste Teil von (i) gezeigt.
Wir zeigen die Gultigkeit von (3.57). Da beide Antisymmsditorena,, und A, homomorphe

Bilder des Antisymmetrisatord, der Zopfgruppenalgebra sind, geniigt es zu zeigen, dass die
entsprechenden Bilder vary ineinander Uberfuhrt werden, genauer, es genugt zeaeaass

JBo (T, @ T =0,J® fur n=1,... k—1.
Wegen (2.49) ist die dazu aquivalente Matrixschreibweise
J R RI;Jrn RgnRZn—lenl—i—lRQnJ(k)' (359)

Wir wollen (3.59) durch vollstandige Induktion tibkhbeweisen. Weged? = R; ist sie fur
k = 2 undn = 1 offenbar.
Fall 1: n = 1. Aufgrund der ersten Rekursionsgleichung, (AB) 3, und der Induktionsvor-
aussetzung gilt
AUV SYRPEEED Y (/WY L1 10 w8

k—1 5 TH— —_
= J2(---2/273R1R2k 2" Rk+2Rk+1R Rk+1

TSl o R R Ry Ry

\ _ ~ ~ _ k \ _ \ _
= R, R Ry lej( 2112 sl o Ry,
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Fall 2: 2 < n < k — 1. Wegen der zweiten Rekursionsgleichung, (A.3) énd 3 erhalten wir
JOR R = J* ) Ry Ry R, R,

k+n k+n
= Jfﬁf;ﬁ_lRﬁnRE o 'R;R;+1RnRT:+2 o R/;
= Ji’?..}l,z_lﬁnﬂﬁﬁn}?; .. .Rl;
= RQ_nRanRQ_anRQnJﬁ.jﬁ,l]\%{ R
= Rz_néznAR;anRsz(k)-
Dabei benutzten wir in der vierten Gleichung die um zwei Barsen nach rechts verschobene
Induktionsvoraussetzung (figr— 1 undn — 1):

k—1) 7 - SR - . k—1
Ji...2k>—1Rn+1Rkin = R?nR2nflR2n1+1R2nJi...2k>—1'

Damit ist der Beweis von (i) erbracht.

(ii) Nach (i) ist die Abbildung/®): V®2k _ '@k ein linearer Isomorphismus, der die Kerne der
Abbildungena;, und A,, bijektiv aufeinander abbildet. Daher kadf® faktorisiert werden zu
einem Isomorphismus van®? / ker a;, auf I'®* / ker A,. Da auch das Biléim a;, v-invariant ist
und daim a, = V% / ker a4, ist auch die Abbildung’*: im a;, — ¥ ein Isomorphismus
von rechten Komoduln.

(iii) Da A halbeinfach ist und/** ein Isomorphismus von rechten Komoduln, j&t* die
direkte Summe der Isomorphismen der isotypischen Komgenevonim a; bzw. '
Insbesondere werden die trivialen Komponenten, d. h. dreKadarstellungl gehorigen
Komponenten, bijektiv aufeinander abgebildet. Somit istEinschrankung vo* auf den
Raum der invarianten Elemente viana;, ein Isomorphismus auf’\*. [

Inv

Bemerkung 3.10 Identifiziert man Projektore® € Mor(v) mit ihrem zugehorigen Teilraum,
so liefertJ® vermoge/®) P(J*))~! einenA-invarianten Teilraum vol ®*, m

3.5.2 Abschluss der Beweise

Zunachst zeigen wir die folgende kombinatorische Idantit

N2
S e = () (3.60)
AFE
wobei N undk nichtnegative ganze Zahlen sind.
Wir benutzen dazu die Formel [674.3'), 1.4, S.65]:[[(1 + z;y;) = >_, sa(z)sx (). Diese
schranken wir auf die endliche Variablenmenge. .., zy undyy, ..., yy €in und betrachten
die naturliche Bigraduierung der Polynome in diesen \ideia. Schrankt man die Formel weiter
ein auf die homogenen Komponenten vom Gfadk) und setzt danm; = --- = zy =y =
... =yy = 1 ein, so erhalt man mit (3.52) die Gleichung (3.60). WegebgBund Satz 3.32 (ii)
erhalten wir schlief3lich

dim 7" =Y "rgII] = Y 63 (N)6A(N) = (T)

Ak Ak



3.5 Beweis von Theorem 3.11 und Theorem 3.12 (i) 69

Insbesondere ist die einzige Partitidrvon N2 mit rg IT] # 0 die Partition\ = (NV). In
diesem Fall ist\ = X' symmetrisch. Nach der obigen Formelcil$thFL“\’2 = 1, und damit
existiert genau eine hochste Form vom Gratte Der Beweis von Theorem 3.11 ist abgeschlos-
sen.

Zum Beweis von Theorem 3.12 (i) betrachten wir die formaleeRereihe

pt) =1+ (L+)A+) =14 ot
i>1
Dann iste, = Card{A | A - k, A = X'}. Dies stammt von der bekannten Bijektion zwischen
den symmetrischen Partitionen und den ungeraden Paditiont paarweise verschiedenen
Summanden, vgl. [12, S. 184 oben]. Betrachtet man nur eindlicken Abschnitt der obigen
Reihe, so ergibt sich, dass das Polynom

s@)=(1+0)1+8) -1+ ) =1+ bt + -+ byt

die Koeffizienterb, = Card{\ | A F k, A = X', \] < N} hat.

Wegen (3.56) und (3.52) ia /1] = 0, falls \| > N. Es genugt daher, die Elemente der Menge
Pr = {\N| A F k, \] < N} zu betrachten. Dann ist* von Null verschieden nach Satz 3.28 (ii).
Wir erwahnen einen einfachen Fakt aus der Kodarstelltnegste: Es selV’ der Vektorraum,
auf dem die Kodarstellung wirkt. Dann ist der Rauni/’* der unterw invarianten Elemente
isomorph zuMor(1, w). Ferner gilt nach Lemma 3.2dor(1, v ® w) = Mor(v¢, w), und au-
Rerdem isb = v°°.

Wegen Satz 3.32 (iii), (3.54) und (3.53) gilt fur = I\, mit v = u®®(u)® und

w = (u)?(0c(pr))

dim(w I0F) = >~ dim(im I7;7)* = ) dim Mor(1, v(IT}")) (3.61)
AEP AEP
= Z dim Mor(1, w" @ u*) = Z dim Mor((w™)¢, u?)
AEPy AEPy
= Z dim Mor((u*)®, ut) = Z dim Mor(uw”’, u?) (3.62)
AEPy AEP

= Card{\ |\ € Py, u* 2 uN} = Card{A | X € Pp, A = N}

Bei den letzten beiden Schritten benutzten wir das Scharskeimma sowie Folgerung 3.29.
Dies liefert genau den Koeffizientépdes Polynoms(t). Der Beweis fur die Kalkilld” = I,
folgt wieder mit Satz 4.14 (i) mit = ;. = (0). Dies vollendet den Beweis von Theorem 3.12 (i).

Lemma 3.33 Fiir p € /¥ gilt

Tua(p) = (1) Vp und S(p) = (~1)*p. (3.63)

Beweis Da nach (3.61) die Raumel7\* und @, ., Mor(1,v(IIy)) als lineare Raume
isomorph sind, entsprechen die biinvarianteRormen zur Partition mit A = )\’, eineindeutig
den Unteridempotenten von 7, . Jeder einzelne Raurhlor(1,v(ITy)) ist nach (3.62)
eindimensional, falls\ = X’ und sonst nulldimensional. D&w,) = ik(k — 1), folgt die
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erste Behauptung aus Lemma 3.20. Zusammen mit Satz 3.3lielgiveite Behauptung. =

Nun konnen wir auch den Beweis von Theorem 3.12 (ii), (ingyiv) abschliel3en. Mit (3.63)
und (3.1) erhalten wir fup, € wI'"* undp, € I\"

pi A pn = (=1)""S(pr, A pr)

(=1)F S (p,) A S(pr)
(_1)k+n+kn+k+npn A Dk
(1)

1 knpn N Pk-

Es seip € wI'\. Da das Differentiall mit dem AntipodenS kommutiert, den Grad der Form
um Eins erhoht und biinvariante Elemente in ebensolchdddiberhalten wir mit (3.63)

dp = d((~1*S() = (~1)°S(dp) = (~1)*(~1)**'dp = —dp.

Folglich istdp = 0. Dad linear ist, ist somit jede biinvariante Form geschlossen.
Angenommenmn, p, € I\ reprasentieren dieselbe de-Rham-Kohomologieklassen Dibot
esp € w1 mit py — py = dp. Dad mit der rechten Kowirkung auf/**~* und auf,, I""*
vertauscht, ist das Urbilél” = d~'(dp) auch einAg-invarianter Teilraum vonr, I**~t. Da
Ar[(dp) isomorph zur trivialen Kodarstellung ist, folgt aus dem Schurschen Lemma, dass
Ag |[W ein Vielfaches der trivialen Kodarstellung ist. Daher isod?V C , \*=! unddp = 0.

Folglich istp; = p, und der Beweis von Theorem 3.12 ist fertig.

3.6 Beweis von Theorem 3.13 und Theorem 3.14

Wir wenden uns dem Beweis von Theorem 3.13 zu und betractitateh Beweis von Teil (i)
guadratische Algebren. Manin entwickelte in [75, Abscd8jieine Theorie der quadratischen
Algebren, studierte Operationen auf ihnen und untersubinéeEigenschaften. Einguadra-
tische Algebrast eineNy-graduierte AlgebraB = .., B; mit B, = C, B, erzeugtB als
Algebra und alle erzeugenden Relatiorig#i(B) sind (homogen) zweiten Grades. Das heif3t,
Rel(B) C B, ® B, undB = BY/(Rel(B)). Die duale quadratische Algebra z& ist definiert
alsB' = (B})®/(Rel(B)!), wobeiRel(B)! = {t € Bf ® B} |t(r) = 0 fur alle r € Rel(B)}
den zuRel(B) orthogonalen Teilraum bezeichnet.

Beispiel 3.1Es seieng € C*, V = (e, es) ein zweidimensionaler Vektorraum und
R ={e1®es — qes ®e1) C VRV, Dann istA = V®/(R) isomorph zur Koordinatenalgebra
auf der Quanteneber®(C?). Es sei{e', e’} die Dualbasis zye;,e,}. Man rechnet leicht
nach, dass danR* = (e'®e!, e2®e?, e!®e? + ¢ 'e?®e!), und A' ist isomorph zur auBeren
AlgebraA™(C?).

Satz 3.34 Es seiA die Koordinatenhopfalgebrefd(G,) zu einer der Quantengruppé€ii., (V),
SLq(N), O4(N), SO¢(N) bzw.Sp,(N) undI" = I, .. Dann ist die Algebral}" eine quadra-
tische Algebra. Sie ist dual zur Spiegelungsgleichungdaby2.17)

B(R):=C(L}|i,j=1,...,N)/(Li RLi R — RLR Ly).
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BeweisNach Definitionist I = I,%/(ker(I — o)) also wegerker(I —o) C I, ® I, eine qua-
dratische Algebra. Es séi: V@V — V®V eine lineare Abbildung. Wegeier 7')* = im 7™

ist die duale quadratische Algebra¥ti / (ker T') gleich(V*)® /(im T*). Somit erhalten wir den
Relationenraum vofyI/")' als Bild von (I — 0)*. Es sei{L! | i, j = 1,..., N'} die Dualbasis
Zu {C‘% |i, 7 = 1,..., N}. Durch Weglassen des Tensorzeichens identifizieren wifere
soralgebra tbef; * mit dervon{L;i |i, j =1,..., N} frei erzeugten assoziativen Algebra. Wir
berechnen den Relationenraum(/ — «)* und verwenden die Matrixdarstellung (2.49) in der
entsprechend transponierten Form sowie die definierentioh@ngen (2.48) filz und k:

Lijir = (I — a)t(L;'- ® LF)
=Li®LF— RJR! (RYERMLN ® L]

=LiLf — RJM(RLIRLi R
Multipliziert man diese Gleichung mff?g,’;, summiert Ubey, k£ und beachtet (A.2), dann erhalt
man
R Lijw=(LiRL,—RL,RL, R}
Multipliziert man die obige Gleichung von rechts niit, so sieht man, dass die Elemente
(Li RLi R — R L, R L,)i, im Relationenraum liegen. Wegen der Invertierbarkeit #oond
R spannen diese Elemente schon den ganzen Relationeigm ¢)* auf. ]

A

Majid [69, Theorem 7.4.1 und Theorem 10.3.1] hat gezeigssdier VektorraumA(R) ein
zweites Produkt tragt, bei dem(R) isomorph zur SpiegelungsgleichungsalgeB(ai?) wird.

Die AlgebrenA(R) und B(R) sind als graduierte Vektorraume isomorph. AuRerdem ist be
kannt, dass die FRT-Bialgebr&( R) die Vektorraumbasis

{(u))™ (ug)2 -+ - (uN)™ | ki1, ko, - . kvw € No}

A

besitzt, siehe [78, Theorem 3.5.1]. Folglich hat auch digehAta B(R) diese Poincaré-
Birkhoff-Witt-Basis. Wegen [82, Theorem 5.3] iB{( R™) Koszulsch. Wegen [75, Proposition 7,
Abschnitt9] und Satz 3.34 konnen wir die Frobenius-Forfiielquadratisch-duale Koszul-
Algebren anwendenP (1", t)P(B(R"), —t) = 1. Folglich gilt P(;,I'*,t) = (1 +¢)"’. Be-
achtet man die Inklusion der die au3eren Algehiiéh und, ™" definierenden Idealg C J
und die Identitat der Poincaré-Reihét{ ., t) = P( I}, t), nach Theorem3.11, dann hat
man die Gleichheit der Idealgd und.,J. Der Beweis von Theorem 3.13 (i) ist damit komplett.

3.6.1 Unter-Hopf-Bimoduln von I"®?

Wir wollen nun Lemma 2.15 anwenden und eine Klasse von UdtgfBimoduln zum Hopf-
Bimodul I" ®, I' mit I" = I, , konstruieren.

Unser Ziel ist es, den vo8(R) erzeugten freien Linksmodul, der nach Lemma2.15 und
Lemma 3.5 sogar ein Unter-Hopf-Bimodul vdii? ist, abzuschatzen gegen den Unter-Hopf-
Bimodul ker A,. Wegen der Universalitatseigenschaft vai* ist klar, dassS(R) C ker As.
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Dies folgt aber auch direkt aus der Fornjel ® w)Adg(a) = A2(8(a)), a € A, siehe [62,
Formel 14.30], und deAdy-Invarianz vonXR, vgl. Lemma2.17. Wir werden sehen, dass in
den FallenGL,(N) und SL,(N), N > 3 die beiden Unter-Hopf-Bimoduln zusammenfallen,
wahrend es in den Fallesi,, (2), O,(N), SO,(N) undSp,(N) jeweils einen eindimensionalen
Unter-Hopf-Bimodul gibt, der §(R) zu ker A, erganzt.

Die Methode zur Konstruktion von Unter-Hopf-Bimoduln $asich auch auf hohere Tensor-
produktel"®*, k > 2 Uibertragen. Dies wurde in der Arbeit [46, S. 1356] benutzt.

In diesem Abschnitt sefl die Koordinatenhopfalgebra zu einer der Quantengrugpgder
vier klassischen Serien und = I, , einer derN*-dimensionalen bikovarianten DKEO uber
A. Die Gliltigkeit der entsprechenden Satze fur die Hoph@lulnI_ , folgt aus der Dualitat
von Iy, und I, vergleiche Satz 4.14. Die Standardbasis @&ssei {e,, ..., ex}. Fur die
Spektralprojektoren de®-Matrix fiihren wir im Falle der A-Serie die Indexmende= {+, —}
und im Falle der B-, C-, und D-Serien die Indexmenge {+, —, 0} ein.

Lemma 3.35 Es seien”? € Mor(u®u) undQ € Mor(u*®uc) idempotente Elemente. Die
lineare Abbildungy: I ® I, — (CV)®*, gegeben durclp(w;} ® w}) = e;®e;®er®e;, ist
ein Isomorphismus von rechten Komoduirg Mor(Ag, uQu®u®u®). Wir identifizieren die
beiden Rume unter Weglassung von

(i) Der freie Linksmodul

A Ry PsQsy Ros (1,017 (3.64)

ist ein Unter-Hopf-Bimodul voi'®? der Dimensiong(P) rg(Q).
(i) I'®? ist die direkte Summe vgR, j := Card(J) bikovarianten Unter-Hopf-Bimoduln™,
T,v € J, die jeweils von den linksinvarianten Elementen

R;3Pf2 v?ij4R23 (FL@FL)
als freie Linksmoduln erzeugt werden. Ferner gilt

ker Ay = EB A

veld

als innere direkte Summe von Unter-Hopf-Bimodulin .

BeweisWir verwenden im Beweis erstmals den graphischen Kallii Rechnen mit Morphis-
men. Eine kurze Einfuhrung in diesen Kalkil findet man imhAng A. Dass einen Isomor-
phismus von rechten Komoduln definiert, folgt aus der Dedini{2.44) der rechten Kowirkung
Ar aufI" und aus deren Fortsetzung (2.21) auk, I

(i) Da alle vier in der Gleichung (3.64) auftretenden Tellddhungen Morphismen von Kodar-
stellungen sind, prift man leicht nach, ddss= Ry, P,,Q34 Ry, in Mor(u®@u@ueu’) liegt.
Folglich istT (I, ® I,) invariant unter der rechten Kowirkungy; .

Wir berechnen nun die rechtsadjungierte Wirkung auf demEtgend’ %, := T(w; @w;h).

mnk
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Wegen (2.46) erhalten wir unter Beachtung vafj, ® w;,) 9u = w, <ul ® (wi;aus)

PQ i _—2mvwed pia PWY pes pdz A+ +
emnkl <]uj ==z TmnkleyReb Rcszt wab®wst

. 2(D P P P iabst , + +
= 27 (Ryg Ry Ry RysT1234) ki Wap@Wiy
2 P P D P \iabst , + +
=z (T1234R12R23R34R45)mnklj W OW,y

_ _=2aPQ /D 5 D 5 wwst
=270 (R12R23R34R45)mnklj'

(3.65)

vwst

Die vorletzte Gleichung wird ersichtlich, wenn man die drigphe Darstellung der beiden Sei-
ten betrachtet, siehe Abbildung 3.2.

; a b s " 1 a b S t
<L | X<
\ p 0
X/ ‘ ™~ whuwh = { K whuws.
/

A X
T L
m n k [ ) m n kg [ J

Abbildung 3.2:(9"?) ist abgeschlossen unter der rechtsadjungierten Wirkung.

Folglich ist T(I'.®I}) sowohl unter der rechten Kowirkung als auch unter der rechts
adjungierten Wirkung abgeschlossen. Nach Lemma2.14Bt/ ®I}) ein Unter-Hopf-
Bimodul. Die Dimensionsaussage folgt aus der Invertidetiavon B und R~ sowie wegen
rg(PyQs1) = rg Prg Q. S

(i) Die erste Aussage folgt aus (i) und weil im Falle der AHBE P + P7)15(PT + P )34
und in den anderen FallegfPt + P~ + P%), (P + P~ + P%);, die Identitat auf(CN)®*
ist. DarUiber hinaus sind di#™ und P* wie auchP™ und P” filr - # v jeweils zueinander
orthogonale Idempotente. Folglich ist die Summe direkt.

Nun zur zweiten Aussage: Es sei der Eigenwert voriz beziiglichP™, alsoRP™ = \, PT,
und zwar\, = ¢, \_ = —¢ ! und, im Falle der B-, C- und D-Serien, = t~!. Man beachte,
dass auchiRP™ = \.P7 gilt. Fur p := Ry PT,PY, Ryy(w]; ® wfy) erhalten wir mit (2.49) und
RR =1

o(p) = R53R12R§41R23 R53Pf2p?ﬂR23 (W;; ® w/jz)
= )‘T)‘u_lR2_3P1T2P?,U4R23 (Wz—; ® W/jz)
=M1
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Dag keine Einheitswurzel ist, gilk, # A, fur 7 # v. Also istp € (ker A,), genau dann, wenn
T = v. Wir haben alsdker 4,),, = @, AY” als lineare Raume. Wegen (i) erzeugt jeder der
RaumeA?” einen Unter-Hopf-Bimodul. Damit ist der Beweis erbracht. u

Zur Vereinfachung wahlen wir eine neue Basis \®h®, ).

_ p-yz , ,+ + + + _ pyzg
HUWSt =R ws wvy®wzt7 Waw ® Wep = Rws e’uyzt- (366)

In dieser Basis lautet die rechte Kowirkungru®u‘®wu®, und die Zopfungo ist nun
& = R,,R3;. Wir schreibenA” anstelle vonA™", 7 € J. Da die Kodarstellunqu®u)(P")
irreduzibel ist und die Kodarstellungc@u°)(P7) nach Lemma 3.26 zu ihr kontragredient ist,
besitztA™ nach Lemma 3.23 genau ein biinvariantes Elemént

777— = (pT)Z;nngZkl = P PT emnkl - P emnkl-

Abbildung 3.3: Die biinvarianten Elementé.
Wegen (3.66) istf Qwy” = RYY 0,,.,, und wegenk = 3 )\, P¥ erhalt man

wi®wy =Y A", (3.67)

veJ

Das folgende Lemma besagt, dass das Elemeériereits den gesamten Hopf-Bimodur
erzeugt.

Lemma 3.36 Es seiA die Koordinatenhopfalgebr®(G,) zu einer der Quantengruppe®,
der vier Serien und” = I, ,. Ferner seidA”, € .J der oben definierte Unter-Hopf-Bimodul
vonker A,.

Dann erzeugt)” bereits den vollen Hopf-Bimodul". Genauer, es ist

N aA = AT,

Beweis Da der Hopf-Bimodul1® eindimensional ist, gibt es fir = 0 nichts zu zeigen. Wir
fixieren alsor € {4+, —}. Die Beweisidee ist die Folgende: Zunachst erzeugt machddie
rechtsadjungierte Wirkung mﬁ; auf n™ gewisseN? Elementen;;, und dann, durch erneu-
te Wirkung vonu; auf g, die Elementey;,, die schlief3lich eine Basis vor™ bilden. Die
Rechnungen sind technisch recht aufwandig und werderhesseren Veranschaulichung der
Umformungen, unter Benutzung des graphischen Kalkilshdyafuhrt.
Nach Lemma 3.35 besteht die kanonische linksinvariantesBas A™ aus den Elementen

Okl = R;3f’f2p§4]fi23 (w:rrm@)wljl) =R (‘fﬂ) (pT)iltRZ?c Wiy O

—ws vy
yz ma
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Wir werden diese Elemente in den oben genannten zwei Sahatzeugen.

(a) Wir fuhren zunachst den Beweis fur den kompliziestefFall der B-, C- und D-Serien durch
(3 Morphismen inMor(u®u) anstelle vor2 Morphismen bei der A-Serie).

Zunéachst berechnen wif <« und erhalten eine Linearkombination der Elemerite

0l = BLUPT)I(PT)}YCI Qv (entfallt bei der A-Serie)  und

5= (P (PR O

m n k1 m n ko1
[ + ¢ [ 4 4

np= | P P | Oonitr & = P P™ | O
7 7 7 ]

Abbildung 3.4: Die graphische Darstellung der Elemeyjfeind¢;.

Wir zeigen zuerst, dass die folgenden beiden Gleichund@éhtesind:

7w = G2+ DG — v+ A7), (3.68)

AU =, ar =G0 + A ) (At — A e ). (3.69)
Der Vollstandigkeit halber erganzen wir, dass fur alle A
n’<a = e(a)n’, (3.70)

daA° ein eindimensionaler Unter-Hopf-Bimodul ist. Die obigee@8hung ist aquivalent dazu,
dass alle: € A mit ° vertauschen.
Analog zur Herleitung von (3.65) erhalt man mit (3.66) ugditg) unter Beachtung vort = 1:

0 i _ p—ab + 3 + c
emnquuj =R nk(wmaquc) (wbl <]uj)
__ p—ab piv pay pep plz, A+ +
=R nkRmyRcd szRjt wvd®wpt

= (R34R12R23R34R45R2_3)ww8t avwst- (371)

mnklj

Zur besseren Veranschaulichung geben wir die graphischadllang des betreffenden Mor-
phismus’ an.

v w s
_ | ‘ _
emnkl <]u] = ‘/ """"""""" Al R B - vast
/] N
imn ko J

Abbildung 3.5: Die rechtsadjungierte Wirkung vopaufﬁmnkl.
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e[ e [P
+)\7.q Y —qr )\T T~
i J i J

Abbildung 3.6: Der Beweis von (3.68).

Wir berechnen nun die Wirkung vomg'. auf n™ mit Hilfe des graphischen Kalkuls. Im ersten
Schritt [6st man mittel®?~' = R — ¢I + ¢K die KreuzungR in der gepunkteten Box auf und
erhalt die drei anderen Summanden Rit', 7 und K. Im zweiten Schritt tut man dasselbe mit
der R-Matrix im ersten Summanden (gepunktete Box). Das liefieredsten drei Summanden
der nachsten Zeile. Im zweiten Summanden trifft die Maftiauf den zweiten Projektor und
liefert somit\, 1. Dabei wird diese Kreuzung aufgelost und es entsteht ewsgte Kreuzung
(R-Matrix), die auf den ersten Projektd¥” trifft und somit einen weiteren Faktor. liefert. So
entsteht der vierte Summand der letzten Gleichung. Mit detted Summanden der zweiten
Gleichung verfahren wir analog. Das Herausdrehen der 8fehli@fert den Faktot !, und die
beiden inverse®-Matrizen liefern jeweils den Faktor . Wegenil;'. = u; — 0;;1 folgt hieraus
sofort (3.68). Multiplizieren wir (3.68) miD] und beachten, dads/n]; = n” und D]¢]; = "
gelten, erhalten wir (3.69). Wir wollen in der Gleichungd3) den Ternm/; eliminieren. Dag



3.6 Beweis von Theorem 3.13 und Theorem 3.14 77

keine Einheitswurzel ist, ist, = G(A\2 + 1)R~" — v~ '¢(1 4+ A7?) invertierbar mit der Inversen

1 1 3 1 . 1 )
T ! = - ( Pry—— P+ 7130) :
+ Q[[Z]]q 1 _ q_lt_l _q2 _ q_lt_l tq _ t_lq_l

1 O 1 L L oy

- q12], (q*2 —qut i gt * g lt—gqrt

Setzt man (S,)Y = BY(T7")YC* und multipliziert (3.68) mit S,, erhalt man
(S-)sn™ <« = n7,. Folglich liegen die Elementg],, s,t = 1,..., N und7 € {+,—}in A".
Im zweiten Schritt berechnen wir die rechtsadjungiertekifig vonu;l auf den Elementeny,.
Wir erhalten eine Linearkombination der Elemente

sztj = (PT)Z;n(pT)g;UR?thZBIZcClJ gmnvw:

n;istj = B;Bz(PT)Zln(pT)Z?Cﬁng amnvw-

Ihre graphische Darstellung findet man in der Abbildung 3.7.

| 2 [ S Yy ¥ [
[P [ Tr
istj — I v Mistj = 7

f /\: I bt [ [

i S t J i S t g

Abbildung 3.7: Die Elementg,,; undnj,,..

LSt
Es gilt offenbar
wijt = Ny Oy BLR. (3.72)

Wegen (3.71) gilt

. ]57— pr
n;t < u; e ¢ 1 .
______________________ —f I
4 ~
(3 S t ]

Abbildung 3.8: Die rechtsadjungierte Wirkung vehauf 7.

Ersetzt man eine Matri® durchR* + ¢I — K, so erhalt man ahnlich zu den graphischen
Berechnungen in Abbildung 3.6.

T

sijt N Uy R??Rﬁf — 0ijNg = ‘jf;'jt - qtiln;’jt' (3.73)
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Wegenn;,, € A7 und der Abgeschlossenheit veli unter der rechtsadjungierten Wirkung ist
Coije € A7 fur alled, j, s, . Somit gilt wegen (3.73) und (3.72];;, = (CYT B} )8 11700, WObeI
T = ¢g(R~' —+v 'I). Dag keine Einheitswurzel ist, isf invertierbar und hat als inverse Matrix
Tt =q¢'((¢'- v )Pt — (g + t*l)*lﬁf). Also gehort

B?(T_l)gch sTijt = Merre
zu A7. Durch geeignete Linearkombination dieser Elemente lern@an schlief3lich
BrBeCtClay,,, R =07, was den Beweis vollendet.
(b) Wir betrachten nun den FaliL,(N) und SL, (V). Dabei fuhren wir den Beweis nur fir
die KalkuleI" = Iy ,. Der Beweis fur die Kalkuld™ , verlauft analogAhnlich zum Teil (a)
dieses Beweises leitet man auf graphischem Wege die zu @a8ge Formel her. Es ist klar,
dass bei der A-Serie wegétr! = R — I der jeweils dritte Summand in Abbildung 3.6 entfallt
und somit auch der letzte Summand der letzten Gleichunge¥Walten damit:

n" <1u§- = 2720, + 2 2G(\ 2 + )& (3.74)
Also liegen die Elementg; in A7. Zur Vereinfachung multiplizieren wir noch die Elemegfe
mit R/ und erhalten die Elemente
& = (P (PR O

rs

Die erneute Wirkung von;'. auf¢’_ liefert mit (3.71) nach Einfugen von 2, da wir die A-Serie
betrachten,
&R R = (P Ry RY(PT) B
= 272 (8 €1 + G(PT)™™(PT) Y RE Oy ) -
Dabei benutzten wir (A.4). Der erste Summand auf der recBeste liegt bereits imp™ <A wie
auch die linke Seite. Folglich liegt auch der zweite Summaadrechten Seite in” <A, das
ist, bis auf den Faktaqf,
(PT)Z?(PT)ZQIU ok Omnvw = Ogpp1-

Die Elementd7,,, bilden aber die kanonische linksinvariante Basis ¥on m

Folgerung 3.37 (i) Es seied und " wie im Lemma und ein Unter-Hopf-Bimodul voker A,
derwy ® wy enthalt. Dann fallen die Unter-Hopf-Bimodula undker A, zusammen.
(ii) Es seiA die Koordinatenhopfalgebra zu einer orthogonalen oderggktischen Quanten-
gruppe,l” wie im Lemma und! ein Unter-Hopf-Bimodul volker A,, der die Elementg* und
n~ enthalt. Dann gilt

A+ (n°) = ker A,.

(iii) Esseid = O(GL,(2)) oderA = O(SL,(2))undl" = I, , mitz = vq,v € {+1,—1} einer
der 4D, -Kalkule Uber A. Ferner sei/ ein Unter-Hopf-Bimodul voier A,, der das Element
n* enthalt. Dann gilt

A+ (n°) = ker A,.
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Beweis (i) Beachtet man (3.67) und (3.69), so erhalt man mit dentsadjungierten Wirkung
vonU', i = 0,1,...,7 — 1 aufwi ®w; ein lineares Gleichungssystem mit den Variablén
v € J und der Koeffizientenmatrix bestehend aus defeilen A\, o', i = 0,1,...,5 — 1.
Wegen der Regularitat dieser Matrix, die Determinantegisich [, A, ], (¢, — ), hat
mann” € A. Nach dem obigen Lemma ist dann aber ad¢hC A fur allev € J und damit
ker A, = @VEJ AY C A, was zu zeigen war.

(i) Dan™ undn~ beide inA liegen, umfasstl somit auch die von diesen beiden biinvarianten
Elementen erzeugten Unter-Hopf-Bimoduln Ve A,. Einzig der vom Element® erzeugte
eindimensionale Unter-Hopf-Bimodul kdnnte noch als Kéenpent zuA fehlen. Die obige
Summe ist genau dann direkt, wenthnicht in A liegt.

(iif) Es gibt nur zwei biinvariante Elemente iter A5, von denen das eine in enthalten ist.
A enthalt somit den gesamten van erzeugterf-dimensionalen Unter-Hopf-Bimodul von
ker As. n

Fur das folgende Lemma, Teil(i) und (ii), setzen wir = w(U) = >.¢ *w; und
n=38U)=>, ¢ %'w;j®w;;. Dabei sew die w-Abbildung vonT; , undU die Quantenspur.
Dann sind undn biinvariant wegen

Ag(wij) = AR(S(u;)du;ﬂ) = (S(ui)@S(u%))(duf@ug) = wp ® (u°®u)ff

und(¢~?4;;) € Mor(1, u°®u). Mehr noch, die beiden ElementaindJ®4 bilden eine Basis
von %2,

Wir wollen zeigen, dass im Falle der A-Serig@w] € §(R) fur alle Kalkile mit Ausnahme
von N = 2, 7 = + undz? = ¢? gilt. Wir setzen voraus, dagseine transzendente komplexe
Zahl ist. Fur den oben genannten Ausnahmefall zeigen wés der Raur§(R) zumindest das
Elementy™ enthalt und damit nach Folgerung 3.37 (iii) den gesaratdimensionalen Unter-
Hopf-Bimodul A*. Fur die Standardkalkiile auf den Quantengruppen der Bun@ D-Serien
wollen wir zeigen, dass sie die Elementeundr— enthalten.

Lemma 3.38 (i) Es seiA eine der Hopfalgebret(GL,(N)) bzw. O(SL,(N)). Ferner sei
I'=1T,,,R =R, undz sei generisch, das heifit, , # 0.

Danngiltfur N > 3, und ir N = 2, 7 = + undz? # ¢?, dassy ® ¥ € §(R).

(i) Es seid = O(GL,(2)) oderA = O(SL,(2)) undI" = I, , mitz = vq, v € {1, —1}.

Dann ist¢ := $(UU — AU) mit A = v(q~" + ¢°) ein von Null verschiedenes Vielfaches von
n™ und liegt inS(R).

(iii) Es seiA eine der Hopfalgebret®)(O,(N)) bzw. O(Sp,(N)), I" = I’y oder I' = I_
sowie ¢ keine Einheitswurzel. i# den ' -Kalkil setzen wir zu#zlich voraus, dass
26+ (¢ — ¢ (x—v1) #0.

Dann giltn™,n~ € §(R).

Der Beweis von Lemma 3.38 ist in den Anhang B verlegt worden.

Folgerung 3.39 (i) Es seiA eine der Hopfalgebren zur A-Serie und e8gan dieselben Vor-
aussetzungen wie im obigen Lemma unter (i) gelten. Dann gilt

A S(R) = ker As.
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(i) Es seiemd, I' und z wie im obigen Lemma unter (ii) oder (iii) gegeben. Dann gilt
AS(R) + A° = ker A,. (3.75)

Beweis (i): Da z generisch ist, ist] ® wj ein von Null verschiedenes Vielfaches vor .
Zusammen mit Folgerung 3.37 (i) erhalt man die Behauptung.

(ii): Die Behauptung fur die orthogonalen und symplekiise Quantengruppen erhalt man aus
Folgerung 3.37 (ii). Fur den Ausnahmefall ieL,(2) und SL,(2) ergibt sich die Behauptung
aus Folgerung 3.37 (iii). [ ]

Mit Punkt (i) der obigen Folgerung ist der Beweis von Theo&#13 (ii) fertig.

Haben wir mit (3.75) eine Moglichkeit erhalten, die Mintg®Re vonS(R) abzuschatzen,
wollen wir nun die MindestgroBe vopl'?, des zu8(R) komplementaren Teilraumes,
abschatzen. Die Direktheit der Summe (3.75) soll gezeggthen. Dazu werden wir Lemma 3.8
verwenden und den Raum der quadratisch-linearen Relation&®X + X untersuchen.
Genau genommen vergleichen wir nur die Raume<dénvarianten Elemente vaii®X, XAX
undm~'(X), und somit, vermdge der Dualitat, auch die Raume devaiianten Elemente von
I'e, I, 0" bzw., "2, Hierbei istm: A°®A° — X die Multiplikationsabbildung.

Wir bendtigen fir das folgende Lemma im F@&lL,(2) noch eine Relation zwischen der Quan-
tendeterminant® und der universellen-Form. Es seid = O(GL,(N)) mit derr-Formr,,

x € C* aus Satz 2.6. Im Beweis von [62, Theorem 11.51, S. 440] findet dre Peter-Weyl-
Zerlegung vorO(GL,(N)),

OCL(N) = 3 D A(R),

r,s€Ng

wobei A, (R) die homogene Komponente vot(?) vom Grades ist. Es sein € DA, (R)
fur fixierte Zahlenm, n € Ny. Dann gilt

rs(a, D) = ry(D, a) = (g2~ )" e(a), (3.76)

wobeik = —mN + n ist. Der Beweis dieser Gleichung folgt unmittelbar aus dentmalen
Formel fur dier-Form von Elementen der Gestald ™ in [62, S. 340].

Lemma 3.40 (i) Es seienA eine der Hopfalgebretd(O,(N)) bzw.O(Sp,(N)) und N > 3,
I' =T, oderl; _, einer der beidenV?-dimensionalen bikovarianten Standardkatkiiber
A mit dem Quanten-Tangentialrauihund dessen Bas{2.47) Dann gilt

dim (7 =0, dim (XAX),

Inv

dim [ > 1, m(X)g

0, dim (ker A);,, = 3,
(T), dim 8§(R)y,., < 2,

U

wobei

T = X;;®@X,., BERIY.C™ (3.77)

ytitmz~z
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(i) Es seid = O(GL,(2)) oderA = O(SL,(2)), 2> = ¢*, I' = 'y, und X der zugebrige
Quanten-Tangentialraum mit der Bag47) Dann gilt

dim ("2 =0, dim (XAX), dim (ker Ag)r,, = 2,
L,

0,
dim 2 > 1, m (X), 2 (T), dim §(R)y,, <

wobeiT" wie in(3.77)gewahlt ist mit B = C L. Die Matrix C;ﬁ = ¢,; ist derg-antisymmetrische
Tensor(2.6).

Beweis (a) Wir zeigen zunachst, dass im orthogonalen und syrtiptdden Fall die Gleichung
dim I'®? = dim(X®X), = 3 gilt. Es ist bekannt, daséim Mor(u®u) = 3 und dass/, R
und K eine lineare Basis volNor(u®u) bilden, vergleiche Anhang A. Benutzt man (A.9), so
sieht man, dass die Abbildurig— (B;C} E:?) einen linearen Isomorphismus vdfor(u®@u)
nachMor(1, uQu°®u®uc) definiert. Nun ist abep = a“™"0,;®0,,, € I'®,I" genau dann
biinvariant, wenn(a*/™") € Mor(1, uQu®@u®u*). Damit istdim /72? = dim(X®X), = 3
gezeigt. IstA eine der Hopfalgebren vom Typ A, dann gliin Mor(u®u) = 2. Vollig analog
zu den obigen Schliissen erhalt mam I'2? = dim(X®X), = 2.

(b) Essei{6;;|i,7 =1,..., N} die Basis von’}, undf = . 6;; die biinvariante 1-Form. Dann
sind die Elementéx6, n = D;?Gik@@eﬁ, und¢ = C;'R?Z/g@Bj./eij@emn biinvariante2-Formen, die
im orthogonalen und symplektischen Fall eine Basis ¥§ii bilden; im Falle der A-Serie
(SL,(2) undGL,(2)) bildenf ®6 undn eine Basis vor 22, da dieser Raum nur zweidimensio-

nal ist. Mit Hilfe des graphischen Kalkils Uberzeugt menh ¢eicht davon, dass die Zopfumg
auf I'®? wie die Identitat wirkt:

X\/ B y X\/ _ B X\/
C/\\VV VS TN N T e

S

Abbildung 3.9: Die Wirkung vorr auf den drei biinvariantea-Tensoren.

Folglich gilt, im Fall (i) wie auch im Fall (ii),[®? C ker A, und somit,7"> = {0}. Wegen
Folgerung 3.9 ist auctitAX), = {0}.
(c) Wir betrachten den Fall (i). Wegen (2.16) und [84, Renzdrkgilt

Ry = 0 (0°) 0, RiY

m=mz)

0ECH T = Ot (3.78)
Es sei
To = 0 47 ByRIY.CT = (C°) ¥ LS (C°), 0t By RIY,C.

Wir benutzen zunachst die obigen Gleichungen (3.78),XAubd schliellich auch (A.13) und
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erhalten
Ty = S(£,)(C-)me: Rem ¢4 Bi O™
= S(t;)S(6Y) RemCY B
= '5(6,0, C)B,

N [ e e |
=t CyByl—t s.

(3.79)

Beachtet mark;; = .0} — 6%, (2.47), die obige Umformung und wieder (A.11) und (A.18), s
folgt

m(T) = (e li — 0%) (el — 677 BLRIY.CY

yrtmz—z
=T, — e+ BLRY CP0T — L BLRIY.C', + BLRY C"
=t (s — e BICI — e BLCI: + 5)
= —25t71X0.

Also gilt 7 € m™"'(X) und wegen der-Invarianz vonT ist dim(m~'(X),) > 1. Betrach-
tet man die Projektion® € Mor(Ag[,I7?) von I auf den Teilraum, 7" und wen-

Inv

det auf P Folgerung 3.9 an, so ergibt sich, dass die EinschrankumgBdmearform auf
W% x m™1(X), nicht ausgeartet ist. Weged 2 = I'®2/8(R)y,, unddim I'®? = 3 erhal-

Inv Inv Inv Inv

ten wirdim §(R),,, < 2.
Wir betrachten den Fall (ii). Es gilt die folgende Modifikatider Gleichung (3.78):

0ECTET = Ot fE, (3.80)
wobei f*(a) = r;(a, D) und f~(a) = 7,*(a, D). Nach (2.13) ist namlich

o) = iy o )

= ry(a, upuiCy) = r4(a, ;D) = Ci f*(a).

Analog zeigt man die Gleichung fifr . Wir setzenT, wie oben und fugen in (3.79) die not-
wendigen Erganzungen ein:

Ty = S(6,") (C=)m e Rem e BiCr
= S(6,)S(6,2) By Cy f+ B!
=S O fB]

=t 'CLS(f7) B, fT =vsS(f) [T

Wir zeigen nun, dasS(f ) f* = 1 fiir 22 = ¢2. Dazu seie € D "A,(R), m,n € N,. Dann
gilt wegen (3.76) mitt = —mN +n

(S(f7)f)(a) = f7(S(aw)) fHa@) =Ty(D, S(an)))rs(a@), D) = ry(D, aq))r.(ac), D)

(
= e(aqy)e(a@) gz ) (qy=™)"
=c(a)(¢* 2 V)" = e(a).
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In der letzten Gleichung setzten wN = 2 sowie die Voraussetzungt = ¢ ein. Betrach-

tet man nunX;; = /; — d;, erhalt man wie im Teil (i)m(7) = —2st 'X;". Somit ist
m(X)y 2 {T} und, wegen der Dualitatlim $(R),,, < 1. Damit ist der Beweis vollstandig.
|

Nun konnen wir die Beweise von Theorem 3.13 (iii) und Theo814 vollenden. Nach dem
obigen Lemma ist in den verbliebenen Fallen s&tR) echt in(ker A,), enthalten, somit ist
die Kodimension vor§(R) in (ker A,), mindestens gleich Eins. Wegen (3.75) uhich A? = 1

ist sie aber andererseit hochstens gleich Eins. Folgdictie Summe (3.75) direkt. Da sowohl
«[7 als auch I’ quadratische Algebren sind, ist

7/ 017) Z P/ (8(R) + () = I/ (ker Ay), = (T

Weil sowohl, "™ /(n°) als auch, /" freie A-Moduln sind, folgt, ™" /(n°) = ;I'*. Wegen der
KongruenzOng = v~ '° (mod §(R)), vergleiche (3.67) und beachte, n~ € §(R), erhalten
wir schlieBlich, I""/(OA0) = T,

Dass?Af mit allen Elementen aud vertauscht, folgt auAd = +—11% in .1 und (3.70).
Wegen Lemma 3.10 (iii) erhalt man ferner, dag¥" ein innerer Kalkil ist undAf in 7"
zentral ist. Damit sind die Beweise abgeschlossen.
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Kapitel 4

o-Metriken, Kontraktionen und
Laplace-Beltrami-Operatoren

In diesem Kapitel iibertragen wir einige wichtige diffetiaigeometrische Begriffe, wie Metrik,
Verjungung, Kodifferential und Laplace-Beltrami-Optnaauf den Quantengruppenfall. In der
Literatur gibt es die verschiedensten Methoden, den HatgifMetrik einzufihren, man denke
an die franzosische Schule um Madore, Dubois-Violette 323068], an Arbeiten von Dimakis
und Muller-Hoissen [26] oder den Artikel von Meyer [77]. Agaeignetsten fur die Bestimmung
der de-Rham-Kohomologien der bikovarianten Standareidifftialkalkule erwies sich aber der
von Heckenberger [41] gewahlte Weg. Wir fuhren daher tiese Begriffe ein.

Im gesamten Kapitel bezeichnen wir niit stets Woronowicz’ auRere Algebra zu einem gege-
benen Hopf-Bimodul".

4.1 o-Metriken und Kontraktionen

4.1.1 o-Metriken

Es seiA eine Hopfalgebra, und’, und I"_ seien (endlichdimensionale) Hopf-Bimoduln tber
A.

Definition 4.1 Eine lineare Abbildung: I'y®, I +1I"®,I". — A heil3toc-Metrik des Paares
(I'y, I'), falls die folgenden Bedingungen erfullt sind:

() g istein Bimodulhomomorphismus,

(i) gistnichtausgeartet,d.h., ap& ®,n) = 0farallen € I"_, folgt { = 0 und
ausg (£ ®, 1) = 0 furalle¢ e I, folgt 5 = 0.

(i) go = g (c-Symmetrie).
(iv) Furaller € {+, —} gilt

012023012 = (23, §23012023 = (12 (4-1)

imRauml, ®, I’ bzw.I' ®, I';,wobeil’ =TI, @, I +T_ ®, I',.

85
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Bemerkung 4.1 (i) Eine Eigenschatft der klassischen Metrik einer Riemahas Mannigfal-
tigkeit ist ihre Symmetrie. Den Kotangentialbiindeln &ider Gruppenmannigfaltigkeit ent-
sprechen im Quantenfall die Hopf-Bimoduln Ub@¢G,). Wir haben jedoch schon im Ab-
schnitt2.2.2 gesehen, dass die einfache VertauschungrzWermen aus gegebenen Hopf-
Bimoduln kein wohldefinierter Morphismus von Hopf-Bimodukt. Vielmehr tritt die Zop-
fung o in natirlicher Weise an die Stelle der Vertauschung. Dieswiert die Eigenschaft der
o-Symmetrie (iii).

(i) Einfache Betrachtungen zeigen, dass es fur die Stalkdékule aufSL,(N) und GL,(N)
keine Metrik der Forny: I' ®, I' — A gibt, die (iv) mitI", = I"_ = I" erfullt. Sehr wohl gibt
es aber-Metriken mit/’y =1, ,undlI" =1 ,. O

Eineo-Metrik ¢ hei3tlinkskovariantozw. rechtskovariantfalls
(id®g)A, = Ag, bzw. (¢g®id)A; = Ag (4.2)

in T gilt. Wir nennen dier-Metrik ¢ bikovariant falls sie sowohl links- als auch rechtskovariant
ist. In dieser Arbeit betrachten wir nur bikovariantéetriken.

Bemerkung 4.2 Der Begriff der bikovariantemr-Metrik ist sehr ahnlich zu den linksdualen
und rechtsdualen Hopf-Bimoduln, vergleiche auch Abs¢Br2t3. Letzterer ist aber etwas
schwacher, da die vollstandigeSymmetrie bei dualen Hopf-Bimoduln nicht gewahrleisset
Genauer, durch die Identifizierung von links- und rechtsgtuéopf-Bimoduln lasst sich zwar
einePaarung: I'_®, I, +1, ®, [ — Akonstruieren, die (i), (ii), (iv) erfullt und bikovariant
ist, jedoch gilt fur diese Paarung im Allgemeinen night= g. O

Mitunter lassen wir das Tensorzeichen weg und schreibefadtiny(¢a, () = g(&, al) =
gléa®, () firallea e A, & € I und¢ € I'_,.

Istg: I ®, I, — A, 7 € {+,—} ein Homomorphismus von Bimoduln, dann gilt im
Tensorprodukt-Bimodu®)” _, A,, mit A,, € {I";, " } die Gleichung

Gisit1 9jj+1 = Gj—2,—19iiq1 TUrk>j>i+1 (4.3)

Zur Begrundung: Verjungt man zunachst an der vorderefieSti, i + 1), so verschiebt sich
das hintere Indexpadyj, j + 1) um zwei Stellen nach vorn. Die einzige Bedingung fir die
Wohldefiniertheit der obigen Abbildungen ist, dass an defi&3t(i, i+ 1) und(j, j + 1) jeweils
Bimoduln I". mit unterschiedlichen Vorzeichen stehen. Genauso engibt s

9iit104j+1 = Oj—2j1Giiv1  UNd 0430105501 = Gj 410041, J >0+ 1. (4.4)
Wir setzten nung rekursiv zu einem Endomorphismygsdes Hopf-Bimodulsl'® ®, I'®,,
T € {+, —} fort:
9(&a) =&a, g(a,() = ag,
9 ®ap,n @4 ¢) =79(Eg(p,n),C)
mté el pel,,nel_,,¢eTl® unda € A. Wir schreibeng, fir g, wenn das

Argument vong in I'®" ®, I'*F liegt. Sind¢ und¢ vom Gradn bzw. k mit n > &, dann gilt
9(&,¢) e TPt

(4.5)
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Da g ein Morphismus von Bimoduln ist, igtein wohldefinierter Morphismus. Die Abbildung
g ist links-, rechts- bzw. bikovariant, falls die Abbildugges war.

Im Folgenden setzten wir stets voraus, dAssund I~ Hopf-Bimoduln sind und dasg eine
bikovarianter-Metrik des Paare§ ., I"_) ist. Wir beginnen mit einer sehr einfachen Folgerung
aus der rekursiven Definition van

Lemma 4.1 (i) Es seierp, £ € I'® und¢, n € I'®.. Dann gilt

G(p@u €@ (®un) =g(p®ag(E®u ) ®un).

(i) Es seienT” und T' Bimodul-Endomorphismen vai®* bzw. I'® undi,j,k,1 € N mit
i+ j <k, 1. Ferner gelteg; (T ® id®") = g, ;(id® ®T"). Dann gilt auch

gra (i 9T ©1d™ ©1d™) = g, (1d* @ 1d¥ @T" @ id™ 7).

Beweis (i) Fur homogene Elementeund( vom Gradl ist die Behauptung erfullt. Fir homo-
gene Elemente hoheren Grades zeigt man die Behauptunly doitstandige Induktion tGber
den Homogenitatsgrad vgnund(.

(ii) Es seieng;_;_;, & und&; homogene Elemente au§® undn;, n; und 7,_;_; homogene

Elemente aug'®,_, wobei der Index den jeweiligen Grad angibt. Dann berechraat nach (i),

wegena; = g(&; ®4 n;) € A und aufgrund der Voraussetzung
gk,l(fkfz’fj(@fl (fz) ®a f] Qa Nj Qa Mi Qa M—i— J)

(&c ij@uT (&) ®a 9(5] Qa 77]) Qa1 Oa M—i— ])

9(&k—izj @u G(T(E)aj @a i) @a Mi—ivj)

9(Ek-i-5 @ §(& @ a;T" (1)) @a i)

G(Ek—ij Ru & Ru & @y Ru T' (1) @ i)

g
g
g
g
Hieraus ergibt sich die Behauptung. [

Das nachste Lemma, es beinhaltet die Symmetrie ovdreziiglichyg, ist bedeutsam fir die
folgenden Konstruktionen.

Lemma 4.2 Es seien, k, [ positive ganze Zahlen mit< ; < k,[. Dann gilt

Gt (Of i pip1> 147 = Gy (id®F 035 ). (4.6)

Beweis Wegen (4.5) und Lemma4.1 (ii) reicht es, die Behauptumg f& 1 undk =1 = 2
zu zeigen. In diesem Falle igt= gi2923. Mit i = 1 undj = 3 folgt aus (4.3) die Gleichung
912934 = ¢12912- In der zweiten und vierten Gleichung der folgenden Umfangan benutzen
wir die Bedingung (iv) in der Definition der-Metrik, siehe (4.1). Wir erhalten dann

§U1i2 = 912923U1i2 = 91291202@ = 9129340;3 = 91292309i = fq/aiﬁ. (4-7)
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Es seig ein Morphismus von Hopf-Bimodulp: I'y ®, I + ' ®, Iy, — A. Aus der Theorie

der Hopf-Bimoduln folgt leicht, dasggenau dann nicht ausgeartet ist, wenn die Einschrankung
von g auf den Raum der linksinvarianten Elemente vong, I'_ + I~ ®, I, nicht ausgeartet

ist. Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

() g ist nicht ausgeartet.
(i) Die Einschrankung vom auf den Rauntl’, ®, I'_ + I ®, I'}),, ist nicht ausgeartet.

(iii) Die Matrix von ¢ bezuglich einer beliebigen Basis vén ;, und I, ist invertierbar.

4.1.2 Kontraktionsoperatoren

Definition 4.2 Als Kontraktionen(beziiglich dew-Metrik ¢g) bezeichnen wir die Abbildungen
(- Ye: T @, T® — T mit 7 € {+, =} und7’ = 7 fur k > I sowier’ = —7 fur k < [,
die gegeben sind durch:

<£7<>i = :E]/(B]it_l’lga Alig) fur k Z l:
(€, Q0r =g(AL &, Bl Q) fur k<.

Wie schong, sind auch die Abbildungef, -). Homomorphismen von Hopf-Bimoduln. Sind
sowohlk als auchl kleiner als2, hangen die Kontraktionen nicht mehr vom Vorzeicheab,
und wir lassen es gelegentlichwég; ), = (¢,() =: (¢, (). Die nachste Eigenschaft besagt,
dass der Antisymmetrisater;" beziiglichg symmetrisch ist.

(4.8)

Lemma 4.3 Fur nichtnegative ganze Zahlénj, k undi mit1 < i+ j < k, [ gilt

Beweis Wegen Lemma4.1 geniigt es zu zeigen, dds§” ® id®) = §(id® ®A¥) fur alle
i € N gilt. Wegen Lemma4.2 gilt fur alle € Ng, n < i:

v (07 0y @1d) = G (1" @0, - 07, (4.9)

Wir fihren nun den Beweis mit vollstandiger Induktioreiih. Fiir; = 2 folgt die Behauptung
sofort aus Lemma4.2. Moge sie filerfullt sein. Dann gilt nach (3. 8312+1 = (id ®A;E)Bli’i.
Somit ergibt sich mit der Induktionsvoraussetzung, mi@)4nd erneut mit (3.8)

Girrini (A, ®id®) = g((id ®Ai)31iz ® i)

:g(z -aﬁ@Ai@id)

~ (ld@“ & Yo~ 1)y 0 (A @)
=g (id®*! ®A (AF ®id))

— g (1d®z+1 ®Az+1)

Eine wichtige Folgerung aus dem obigen Lemma ist die Tatsatdss die Kontraktiof, -) ..
~faktorisiert* werden kann zu Kontraktionsabbildungen @eferen Algebra™ = I"".
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Lemma 4.4 (i) Fur k > 1, ¢ € I'®F und¢, € %! gilt

AFE (G G+ = qa(G ® AFG),

4.10
A (G Ot = (4G ® Q). ( )

(ii) Die tiber (4.8)definierte Abbildung, -).. ist auf den Faktoraumenl " &, I — 13
wohldefiniert, dabeiist’ = 7, fallsk > [und7 = —7, fallsk < L.

Beweis (i) Wir zeigen nur die erste Gleichung. Der Beweis der zereiGleichung verlauft
analog. Nach der Definition der Kontraktion und wegen Lemr8ayit

A (G Crde = A G (A7 G @4 B iG)
= AL [0x(G @ (A7 @1d®F DBy 1)

Wegen der Indexverschiebung (4.4) glif 5., = G1..(id®* ®A;_,). Benutzt man dies, kann
man fortfahren:

A (G Crde = k(G @a (A © A ) B Cr)
= qx(G @a AEG).

(i) Man beachte, dads:r A} = ker A, gilt. Wir milssen zeigen, dass die Kontraktien).. das
Idealker Ay ®, I'! + I'®* ®, ker A; in ker Aj;_; abbildet. Sei zunachét> I. Flr(, € ker A}
und¢; € I'® gilt dann nach (4.10)

Aiz@k, Qs = ﬁk,z(AkiCk ®4 (1) = 0.

Sei nun¢, € I'®* und(; € ker 4;, so erhalt man wie oben unter Verwendung von (3.8)

AL (G Q)+ = Gra(Af G ®4 Q)

Iri((AF ® AL ) By G @4 G)
Gea((1d® @AY B 1Ge @4 A Q)
0.

Damit ist(-, -). wohldefiniert. Furk < [ verlaufen die Beweise analog. ]

Wir fassen hier einige wichtige Eigenschaften der Kontcakzusammen, die in der Arbeit [41,
Lemmata4.3, 4.4 und 6.2] gezeigt sind.

Lemma 4.5 Es seierg; € FTA’“ 1=0,1,2mitm, =1 = —71o undk; + ko < ky. Dann erfillt
die Kontraktion die folgenden Gleichungen:

(€1, (62, 80)+)+ = (G N &) e, (60,8104, ) = (L0, &1 N o)+,

(4.11)
<§17 <507£2>i>i — <<£17£0>i7 §2>i-
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Beweis Wir verwenden durchweg die Tatsache, dass0 in I'"* genau dann, wend, () = 0
in "% Aus Lemma4.3 und Lemma4.4 (i) erhalten wir im Falle deresrsBleichung mit den
Reprasentantef) € I'¥% vong;, i = 0,1, 2:

A (G oy Godad) = G(Cu, Ay ((Goy Co)))
= 5@1,5((2,14;?0(0))
= 9(¢1 ®u oy A;fofo)
= A (G @ G2, C0) 1)

Die zweite Gleichung zeigt man analog.
Zum Beweis der letzten Gleichung benutzen wir dieselbe Agniation. Die linke Seite ergibt

A1 (G (C0y D)2 = (G Ay, (€0, G2)2) = 9(Gr, 9( A o, G2)),

wahrend wir fur die rechte Seite den folgenden Ausdrublaken:

Akio_k;l_]@ <<C17 <0>i; <2>i — g(Akio_kl <C17 C0>i7 (2) = g(g(gla AkiOCO)a C?)

Nach der Definition vory und wegerk, + k; < ko stimmen diese beiden Ausdriicke Uiberein.
||

Zur Berechnung der Kontraktion sind die folgenden beidekuraonsformeln nitzlich.

Lemmad4.6 Furalleé, € I'* & e I k> 1,6€ T, pe I, mitr € {+,—} gelten die
folgenden beiden Gleichungen

(€ NE ) = &€ P+ — (&hs P+ N Dy, (4.12)
wobeioT (£ ®, p) = pﬁ) ®u p?;) el ,1I;.
Beweis Furk = 1 lautet die linke Seite der ersten Gleichung
(ELNE P = go5((61 @ & — 07 (&1 ®u €)) ®u p)
= 023(&1 ®u £ ®u p) — 912055(&1 ®u £ Ru p).
In der zweiten Gleichung benutzten wir (4.1). Wénix 2, so benutzen wir (3.10) und schliel3en
(ENEp) e = ?(Blit,l (&k ®a &) ®u p)

= gk+1,k+2(£k ®a f R p— O-;:l:’k+1 (B]:ct,l’l R 1d®2)(€k ®a f Qa P))

=& ®u g(E®up) — gk,k+10']f+1,k+2(B]:gt,1,1 ®a id®2)(5k ®u € @4 p)

=& @ 9(E®up) — gk,k+1(B]§C_1’1 QRa 07) (& ®u & @u p)

= &(&; P+ — (& Py A Py

Der Beweis der zweiten Gleichung ist analog. n

Wir fahren mit einigen Bemerkungen zur Nichtausgeartéthesi Kontraktiory-, ). fort.
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Satz 4.7 Die Abbildung(-, -)+ : I'"*®, 'k — A, 7 € {+, -}, k > 1 und ihre Einschankung
auf die linksinvarianten Teiilumel’/\F und "% sind nicht ausgeartet.

Beweis Zunachst zeigen wir, dass die Abbildugg: I'®* ®, I'®* — A und deren Ein-
schrankung auﬂ}?[’f ® Fi‘%’fL nicht ausgeartet sind. Fiir = 1 ist die Aussage wahr, da
per definitionem nicht ausgeartet ist, und es gil= ¢g. Nun gelte die Behauptung fur ein
k > 1, und es sef;,,; € I'®*!. Dann existieren endlich viele-Formené! € I'®* und li-
near unabhangige 1-Formen € I, derart, dass;.1 = >, p; ®, . Angenommen, es ist
Grt1k+1(E1 @ &, @0 p') = 0 fUralleg, € F?T’fL undp’ € I' .. Dann folgt aus der Definition
von g, dassgy1k+1(0i ®a & Qu & @a ) = 9(piGek(€,6,) @u p/) = 0flrallep e I'_.,.
Da g ein Homomorphismus von rechteixModuln ist, gilt die letzte Gleichung sogar fur alle
p' € I'_,. Dag nicht ausgeartet ist, gilt;g(¢' ®4 &) = 0, und da die 1-Formep; € I,
linear unabhangig sind, erhalten wif, (&' ®, &) = 0 fur alle &, € I'®F, . Dag ein Homo-
morphismus von rechteA-Moduln ist, erhalten wir sogaj(¢?, ¢,) = 0 fur alle &, € I'®*. Die
Induktionsvoraussetzung liefert uns dagin= 0 und folgliché, ., = p; ®, & = 0.

Nun zeigen wir die Behauptung des Satzes. Es seien"* und§, € I'®* ein Reprasentant
von £. Wir setzen(¢, &), = 0 fur alle ¢, € I voraus. Das heiR§ (A& &, &) = 0 fir

—T,L
alle¢, € Fi@T'fL. Dag ein Homomorphismus von rechteixModuln ist, gilt die letzte Gleichung
sogar fur alleg, € I'®F. Im ersten Teil des Beweises sahen wir, dass ddhg, = 0 gilt.
Folglich ist{ = 0.

Die Nichtausgeartetheit im zweiten Argument \en).. zeigt man analog. [

Folgerung 4.8 Es seig eine linkskovariante-Metrik des Paare$",, I'_). Dann gilt fur alle
k >0, dassdim I'{% = dim 'k

Lemma4.9 Furallea € A, pe Iy, undp € I'_, qilt:

hap, p')e = h{pa, p')+ = h{p,ap’)+ = h(a){p, p')+. (4.14)

Beweis Es sei{f; |i = 1,... ,m} eine Basis des Vektorraumés der linksinvarianten For-
men. Es genugt, die Behauptung filr= 6; zu beweisen. Wegen der Linkskovarianz der
Metrik folgt dann{p, ')+ € C1, und daher gilti{ap, p')+ = h(a{p, p')+) = h(a){p, p')+.
Aufgrund von Theorem2.11 existieren lineare Funktionﬂe i,j = 1,...,m mit
fia = aq) fi(a@)b; und fi(1) = &;. Wegen(f;,p')+ € C1 und der Eigenschaft des Haar-
funktionals (3.42) gilt daher

h(Bia, ')+ = hlaq)) f;(aw) (5, 0"+ = fij(hlaqy)aw)(0;, 0"+

= fi(h(a) - 1){b;, o)+ = h(a){0;, p)~.

Hieraus folgt die Behauptung. [

Wegen derwr-Symmetrie der Metrik erhalten wir aus (4.14) insbesondigrelie biinvariante
I-Formw, ™ € I'_; ., und alle§ € I, £ = a;&§; mita; € Aund§; € I,

h(&,wy )+ = h(ai(€,wy )+) = hai){wy ™ &) e = h{wg ™, &)+ (4.15)
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4.2 Laplace-Beltrami-Operatoren

Unser wichtigstes Instrument zur Berechnung der de-RhahmKiologiegruppen ist der unten
definierte Laplace-Beltrami-Operator. Durch ihn kann nrajgutartigen® Fallen nachweisen,
dass die kanonischen Einbettungen der linksinvariantshtsinvarianten und biinvarianten
Formenraume in den Rauii* aller Differentialformen Quasiisomorphismen sind, d.dig
de-Rham-Kohomologien der oben genannten Raume stimiveneiia. Die urspringliche No-
tation aus [41, Abschnitt 6] war fur Elemente der Algelrgedacht. Wir andern sie durch ein
Vorzeichen im ersten Summanden ab und erhalten einen @pedtat auf ganZ™" sehr gute
Eigenschaften besitzt, etwa die Diagonalisierbarkeit.

Definition 4.3 Die Abbildungend* : '™ — %=1k > 0, die durchd=(a) = 0 fura € A
und

0Xp = (p,wy s + (1) (w7, px (4.16)

fur p € I, k > 0, gegeben sind, heilRefodifferentialoperatorerauf I'"*. Die linearen
AbbildungenL® : I'"** — I'"* gegeben durch

L = —d,0* +0F d,, (4.17)
heiBenLaplace-Beltrami-Operatoreauf I'"*.
Die Elemente des Vektorraumes
HH(IM) = {pe I |L;p=0} (4.18)

heiRenharmonische:-Formen Kdnnen keine Missverstandnisse auftreten, schreiberliwv
anstelle von*.

Wegend* (a) = 0 stimmen die in [41] definierten Laplace-Beltrami-OperatoaufA mit den
obigen uberein. Es gilt also

Lia=L;a=—2sa+ (wia,w;) + (wya,wy )

T T

fira € A.
Wir bendtigen eine Identitat fur die Zopfurg

Lemma 4.10 Es seien/” und A Hopf-BimodulniberA. Dann gilt

(Uziﬂ,A)k T (Uzim)l = ‘71%,/1@« (4.19)

als Homomorphismus der Hopf-Bimodul, A ®, - --®, AnachA®, ---®, A®, I'. Ersetzt
man in(4.19) A%* durch seinen Quotiented*, dann bleibt(4.19)gultig.

Beweis (a) Die Zopfungr* ist mit dem Tensorprodukt von Hopf-Bimoduln im folgendenrgi
vertraglich. Es gilt

(idy ®oxz)(oxy ®idz) = oxyez
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fur alle Hopf-BimodulnX, Y und Z, vergleiche [113, Theorem 5.2]. Durch lIteration dieser
Identitat hat man

(UF,A)k(O'F,A)kfl T (UF,A)l — O, A®k-
(b) Da fur alle: = 1,...,k — 1 die Zopfrelationo; 0;0;.1 = o;0;410; erfullt ist, erhalten
Wir oy ---010;4.1 = 0;0,---01. Daher giltoy - 01 (Ar)2..ky1 = Agoy---0q. Folglich
bildet o4, - - - 07 den RaumI” ®, ker A, in den Raumker A, ®, I' ab, und daher ist die

Quotientenabbildungy, - - - o1 : I' ®, A — AN ®, I wohldefiniert, und es gilt (4.19). Der
Beweis furo~ verlauft analog und benutzt zusatzlich die RelationA;, = ker A, . u

Lemma 4.11 Es seiert, € I'"*, ¢ € I, p € I'_, undk > 1. Dann gilt

(EN & pye = EN (& p)s + (=) Grs11 (07 (€ @0 &) R p),

4.20
(P& NE L= (p,&)s NE+ (1) G1 i1 (p ®u 07 (& @ €)), 429

+

wobei in der ersten Gleichung® = a]iﬂnmk und in der zweitear™ = Ok p -

Beweis Wir zeigen die erste Gleichung. Der Beweis fur die zwe#dauft analog. Nach der
Definition der Kontraktion (4.8) gilt

ENE P =9((1 =0 + ooy =+ (D)o - 07) (€ u &), p).
Da die Endomorphismen;’, oi0;" |, ..., oi --- o, alle nicht auf dem ersten Tensorfaktor

wirken, konnen wir die ersteh Summanden zusammenfassen und den letzten abspalten. Mit
Lemma4.10 erhalten wir

ENEGp) e =g(E@u (L= + -+ (1) log - 01) p) +
+ (=1 (o5 - 07 (£ ®u &), p)
= g Qa <€k7 p>:|: + (_l)kg(ai(g Qa gk)v p)

Damit ist der Beweis erbracht. m

Im Folgenden se#l eine der Koordinatenhopfalgebren der Quantengrugpeand (I, I"_)
das in Abschnitt 2.3.3 definierte Paar von bikovarianten DKaif A.
In[41, Lemma 3.1, Propositionen 3.3 und 3.4] wurde gezdiggs die Setzung

g(aw;;,w,;l) = aDi(D_l)q und g(aw;;

i 177

w,jl) = a5jk6z~l (421)

eine bikovariante-Metrik auf dem PaafI’, ., I"_ ) definiert. Dabei haben wir in der Notation
von [41, Abschnitt 3] die folgenden Spezialisierungen emgmmen?; = D, F, = D~ und
G, = G5 = I.In [41, Lemma3.1] wurde die Bikovarianz vgnsowie die Nichtausgeartet-
heit gezeigt. In [41, Proposition 3.3] ist gezeigt wordemssh ,05505; = g23, womit die zweite
Bedingung an eine-Metrik erfillt ist. Diese Relation folgt aber auch scharsaer rechten Ko-
varianz vory analog zum Beweis von Satz 2.13 (iii). Schlief3lich sind adiefVoraussetzungen
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von [41, Proposition 3.4] erfillt, denn aus der Irredultdiéi von « folgt mit dem Schurschen
Lemma, dass die Matrizefyf (S(u}))) und (f(u)) zueinander proportional sind, siehe auch
Bemerkung 2.2. Somit existiert die komplexe ZahMan berechnet, dass fur die universelle
r-Formr, gilt: f(u}) = 2v"'D/. Da D diagonal ist,F; = D undG, = G, = I, folgt die
Existenz der in [41, Proposition 3.4] genannten Zal8omit istg einec-symmetrische Metrik.
Dabei ist

g(wg,wy ") = 5. (4.22)

Wir geben hier noch einen unabhangigen Beweis fur dietemesdero-Metrik zwischenl’; ,
und I'_ .. Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Hopf-Bimodiiln, und I'_ , kanonisch
isomorph sind. Ferner kann dieMetrik g: I, ,®,I_ , — A mit Hilfe der rechten Dualitagy
aus der Identifizierung vofi_ . mit dem rechtsdualen Hopf-Bimoddl, , von I, . hergeleitet
werden, vgl. Satz 2.14:

(Wi wig) = g(wih, T~ wi)) = gnlwi, (T wpmn) = (T,

dabei ist{w;;} die linksinvariante Dualbasis voi , mit g(w,wy,) = 0jmdn und

T = (0 @ £7)me (S(uk (u),)) (nach Schritt (d) des Beweises von Satz 2.14). Dies liefert
die erste Formel von (4.21).
Wir zeigen nun dier-Symmetrie dieser Metrik aufl’, VI") mit Hilfe des folgenden Lemmas.

Sei zunachst’ ein beliebiger Hopf-Bimodul; wir setzen
g’ T @, I':= g, gl @, T := gr(id ®T). (4.23)

Dann istgoc = g auf I' ®, “I" erfilllt, siehe Satz2.14. Aufl" ®, I ist diese Bedingung i. a.
jedoch nicht erfullt.

Lemma 4.12 (i) Die in (4.23) definierte Abbildungy ist genau dannr-Metrik des Paares
(I',I"), wenn eine der folgenden zueinandeuivalenten Bedingungen &fit ist:

(@) gr(id@T) = gr, (b) gro = gu.(T" ' ®id), (C) gr0” = g1, bzW.(d) gr = g0

(il) Hinreichend @rr (i) ist, dassl” irreduzibel ist und dass es Elementgee I, undf, € ‘T,
gibt mit g, (g ®4 wo) # 0.

Beweis (i) Die einzige zu prifende Eigenschaft anst die o-Symmetrie auf'I” ®, I'. Die
Bedingung (a) folgt unmittelbar aus der Definition v@rMit (a) und wegernyo = g auf I’ ®,

I hat man sofort (c), namlich, = gx(id ®T)o = g.o?. Ferner ist klar, dass(id ®T) =
(T ® id)o in I'®, VI gilt, denno undT sind Morphismen von Hopf-Bimoduln und die Identitat
gilt offenbar furr die Modulbasi$] ® VI',. Hieraus ergibt sich didquivalenz mit (b) und (d).

(i) Wir betrachten die zUA := g, 02 assoziierte Abbildungl: I" — I, siehe (2.27). Wegen
der Irreduzibilitat von/” und nach dem Schurschen Lemma falgt= cid mit einemce € C,
also’A = cg,. Wegen der Biinvarianz von, undfy gilt o%(6y ®, wy) = 0y @, wy. Somit ergibt
sich

gL(00 Ra UJO) = 9L02(00 Ra WO) = CQL(00 Ra WO)-
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Da g, (wo ®4 0y) # 0 ist, ergibt sichc = 1, und damitg, 0> = ¢,. Die Bedingung (c) aus (i) ist
erfullt. ]

Die Irreduzibilitat der Kalkuld™,. , erkennt man wie folgt. Die Bilder vof, bzw.I — F, sind
die einzigen invarianten Teilraume vd@’, ,), unter der rechten Kowirkung. Formel (2.46)
zeigt jedoch, dass beide Raume nicht unter der rechtsgiéjaen Wirkung abgeschlossen sind.
Folglichistl’, , irreduzibel. Die zweite Bedingung von Lemma 4.12 (ii) isgea (4.22) erfullt.

Wir wollen einige wichtige Eigenschaften des Laplace-Beiti-Operators herleiten.
Satz 4.13Fur p € I'** gilt
Lyp=(=1)"(=28p+ g (0" (wj ®u p),wy") + g(wq ™, 07 (p ©2 w7))). (4.24)

Beweis Wir benutzen die Definitionen vod, und 0, die Gleichungo(w,” ®, wj) =
w] ®, wy " sowie die Gleichungen (4.12) und (4.22) und erhalten digeiotien Gleichungen
(dabei verandern wir nur die unterstrichenen Terme voarefeile zur nachsten, die anderen
Terme bleiben unverandert)

Lip=—d:({pwo ")+ + (=1)"(wo ", p)+) + 05 (Wi A p+ (1) ' p Awg)
= —wi Ap,w )+ (=1 Hpwp M) Awg 4+ (=D (W A wp T, )+
+ (=1 wp ", p)x Awg) + (Wi A pywg e+ (1) (w7, wi A p)a
+ (=D ({p Awg,wp N+ (1) w7y p Awg))
= —wj Apywy e+ (=D Hp,w e Awf + ()M i A {wy T, p)e
—(wo T P AWl A (Wi A pywg )+ (1) (sp—wf A {wp T, p)4)

Die letzte Gleichung folgt aus (4.20). ]

Bemerkung 4.3 Der obige Satz ist neu und noch nichtin [41] enthalten. M&emnt in seinem
Beweis, dass die Vorzeichenmodifizierung in der Definiti@s dlaplace-Beltrami-Operators
notwendig ist fur die Gultigkeit von (4.24). O

4.2.1 Dualitat von Differential und Kodifferential

Der folgende Satz spielt beim Beweis des Hodgeschen Zenmgatzes eine entscheidende
Rolle.
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Satz 4.14 Es seiA eine kohalbeinfache Hopfalgebrd,, , ") ein Paar von bikovarianten Dif-
ferentialkallileniber A mit dero-Metrik (-,-). und A\, p € A. Fir v € A bezeichne* € A
die Aquivalenzklasse der au’ kontragredienten Kodarstellun@:”)°.

(i) Die Abbildungh(-, )4 : T (N p) x TAF(N, u®) — ©, 7 € {+, -}, k > 0, ist nicht ausge-
artet.

(i) Die Einschankungd,: I'™*(\, u) — I'M*1(\, 1) des Differentials ist die duale Abbil-
dung zur Einschainkungd™®, : I (e, u¢) — I*(\e, u©) des Kodifferentials bémlich der
dualen Paarungi(:, -)..

Beweis (i) Es seiI'* := I'*. Wir fixieren A € Aundk € N und zeigen zunachst,
dassy> .z I"*(A, 1) endlichdimensional ist. Der Raufi* = 3 2 I""*(0,v) ist end-
lichdimensional, weil I, diese Eigenschaft hat. Nun sgi € Z#GEFA’“(A,M). Wegen
p = p2) - S(p—1))poy erhalten wirp € C(u*)I*. Da C(w?) endlichdimensional ist, folgt
die Behauptung. Analog zeigt man, ddss1 Y-, _; I'"*(\, i) < .

Firv, ke A seien{p’} und{("} Vektorraumbasen voR/* (), u) bzw. I'"% (v, k). Dann gilt

(@A) Au(p}) = u}, ® pf @ ul,
([d @A) AL(() = uf, @ G @ ugy.

Wir setzenh!} := h(p’, (). Wegen der linken Kovarianz der Kontraktién-).. erhalten wir

udul,h{p?, )+ = (id ®h)A<p§,<{“>i = 1-h{p, (),

Ty __ zk
uwukyh = hj

Folglich ist(hi¥);, € Mor(1, u* ® u”) fur alle j, 1. Nach Lemma 3.23 erhalten wik¥); . = 0,
falls u” % u*°. Unter Verwendung der rechten Kovarianz erhalten wir damtiloge Schliisse
(hi%);1 € Mor(u# @ u*, 1) fur alle, k und weiter(h’F);, = 0, fallsu* % u#°. Angenommen,
h{p, )+ = O furein festep € I'"*(\, 1) und alle¢ € 'k (X°, u°). Nach den obigen Argumen-
ten istdanm{p,¢)+ = 0furalle € I'*(v, k), v,k € A. Wegen (3.46) folgh(p, () = 0 fur
alle( € I'"*. Wegen Satz 4.7 ergibt sigh= 0. Die Nichtausgeartetheit im zweiten Argument
zeigt man analog.

(i) Es seienp € I (X, ) und¢ € T™EFH()e, uc). Wegen (4.11), (4.15), der-Symmetrie von

g und wegenp, (). € I'_, erhalten wir

h(dp, Q)+ = h{wi A p— (=1 pAwg, (s
= h{wg, (o O+)= + (1) h{p, (w5, O)+)=
= h{{p, (), wi)x + (1) h(p, (w§, () 1)
= h{p, (¢, w) £+ + (=1)**'h{p, (w5, () 1)+
= h(p,0°() .
Damit ist der Beweis beendet. [ ]

Folgerung 4.15Furallea € Aundr € {+, -} gilt

g(Ww(a),w,”) = glwy ", w(a)) = s X7 (a). (4.25)
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Beweis Wegen (2.44) haben wir die folgende Peter-Weyl-Zerlegieg) Raumes der linksin-
varianten Elemente von;,:

I, =I(1,1) @ (1, ad),

wobeiad die zul in u®u® komplementaré N? — 1)-dimensionale Kodarstellung bezeichnet.
Es seiefw]y,;} und{ X7, ,;} die zu{wj} und{ X7} komplementaren Dualbasen vbh(1, ad)
bzw. X7, (dem entsprechendéV? — 1)-dimensionalen Teilraum voii™). Dann gilt

w ( ) XT c"JO—i_Z‘X—adz adz

Aus dem Beweis von Satz4.14 (i) folgt, dass die Einschragkder Paarund-,-). auf
I(1,ad) x I' ;(1,1) verschwindet, dad % 1. Insbesondere gily(w],,,w,") = 0 =
g(wy ", wig,) fur allei. Zusammen mit der obigen Darstellung fir dieAbbildungw™ erhalten
wir mit (4.22) die Behauptung. [

Im folgenden Satz wird die einfache Gestalt des Laplacér@ai-Operators Klar. Er lasst sich
als Summe der linksregularen und der rechtsregularest@amgen der zentralen Elemente
X aufschreiben.

Satz 4.16 Fur p € I'"* gilt:

Lp=(=1)Ffs(XTxp+px X7

T ( )k( 0 /T) p 0 ) (4.26)
= (=1)"s(p0) X5 (p)) + X5 " (p-1))P())

Lip=(—1)Fs(X;7x p+p* X]

P ( )k ( 0 76 P O)T (427)
= (=1)*s(p0) Xy " (p(1)) + X5 (p=1)) Pr0))

Insbesondere gilt o = L-a = sX x a = sa x X, fura € A.

Beweis Wir beweisen (4.26). Es spi= Y, p;a; mit p; € (I'**), unda; € A. Wegen (2.23),
Ba = a@y (B <a)), und dag unde Modulabbildungen sind, erhalten wir

g(o(wy ®u pia;),wy ") = glo(wg ®u pi)ai,wy ")
= 9(pi(0) ®a (W <pi(1))ai,wy ")
—ﬂWU<>M%ﬂWWM»%U
= pi a9 (W (pi)ai) +2(piayaie)ws, Wy 7)
—m0<>X(<>(ﬁ+mmwm%)
= 5(p) X (p(1)) + p)-
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In der vierten Gleichung benutzten wir (2.31), in der fénf(4.25) und in der letzten Gleichung
(4.22). Nun sep = Y. a;p; mit p; € (I'™*),, unda; € A. Wegen (4.25) und (4.22) haben wir

g(wo_Tv U(az’pz’ Qa wg)) g( Ta;, 0 (pi ®a wg))
g( @i (1) wy <1a2( 2), Wy @ Pi)
i 9 (W T (ai) + e(ai@)wy T wg ) pi
= 5(%(1)Xo ( i(2))pz’ + a;p;)
= 5(X, "(p-1)) ) + p)-
In der letzten Gleichung benutzten wir die Zentralitat vofund Lemma 3.22. Setzt man die
beiden Teile in (4.24) ein, so erhalt man (4.26).
Wir zeigen nun (4.27). Analog zu den obigen Herleitungeriftizeigt man, dass die Gleichung
g0~ (wf ®up),wy ") = s(p+ Xol(p—1)) (o)) gilt. Etwas anders funktioniert der zweite Teil. Es
seip =Y, a;p; mit p; € (I'**), unda; € A. Benutzt man (2.23), so erhalt man

9(wo "0 (aip; ®a wi)) = g(wy "as, (w§ 95" pi1)) @a pico))

= g(wo TS (S (pir»)), wiS i) ico)

= g(az( 1)Pi2)Wo <1( ai(2)Pi(3))> w5 ) S~ (picr)) Pico)

= sa;(1)pi2) (€(ai( ) 4+ Xo T(ai2)pi3))) S (piny) pico)

=s(p+ ai(l)pi(O)Xo ( i(2)pi(1)))

=s(p+ p)Xo " (P1)))-
Dies liefert (4.27). DaX{ zentral ist, folgtLa = L_a = sX; x a = sa x X, aus (4.26) und
(4.27). .

Wegen der Zentralitat voA' ] und Lemma 3.22 (ii) existieren fur alle € A komplexe Zahlen
E7, so dassX[ = als skalares Vielfaches der Identitat &f:.*) wirkt:
sX] xh* xa = E{h* xa,
sX7(h* x a) = E{h*(a)
fur a € A. Ein wichtiger Schritt zur Bestimmung der de-Rham-Kohoog ist die Tatsache,

dass sich der Laplace-Beltrami-Operator d@uf diagonalisieren lasst und seine Eigenwerte
berechenbar sind.

(4.28)

Satz 4.17Es seiA = O(G,) die Koordinatenhopfalgebra der Quantengrupfe, I' = I,
mit 7 € {+,—} und I'-zulassigem Parametet. Fur A\, n € A definieren wir die Abbil-
dungh*: ' — I'M(A, p) durch B (p) = h*(p_1)) poy W (p1y). Dann gilt ar p € ' und

p =0 (p)
p=D. 0" I'"= D 0. (4.29)

)\,;Leﬁ k>0 /\,ueﬁ
LipM = (=D)ME + E)p™ (4.30)
L;pM = (=D)ME; + E;7)p™ '

Wir bezeichnen den auftretenden EigenwertBjt := E, + E.
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Beweis (a) Man zeigt ohne Probleme, dass tatsachjlith € I'"\(\, ). WegenY~, h* = ¢
undp = e(p(-1))p0)e(p(1y) folgt der erste Teil von (4.29). Zum zweiten Teil: Der erster®
mand der Summe ist direkt wegen der Graduierung. Die Disgktter zweiten Summe folgt
aus der Tatsache, dass die Matrixelemente inaquivaleneeluzibler Kodarstellungen linear
unabhangig sind, siehe Definition 3.6 (ii).

(b) WegenA, (p*) = h*(p(—1)) pro) ® h*xpy und A (p*) = p_1yxh* ® poyh*(p(1)) erhalten
wir aus (4.26) und (4.28) die Gleichungen

LEp™ = (=1)%s (P (p(-1)) poy) X5 (W % prry) + Xo (0™ * p1y) poy i (p1)))
= (=1)M(E} + By

Der Beweis der zweiten Gleichung von (4.30) verlauft &iml [

4.3 De-Rham-Kohomologie und Hodge-Zerlegung

4.3.1 Resultate
Wir setzen

Pr={A=(,..,A0) [ M > X > > Ay, N\ € Z},

(4.31)
Py ={Xe P, |y =0}

Im Falle GL,(N) parametrisiertP, genau die irreduziblen Kodarstellungen véh siehe
etwa [62, Theorem 11.51], wobéi, 0, ...,0), (0,...,0,—1) und(1,1,...,1) den Kodarstel-
lungenu, u® bzw. der Determinant® entsprechen. Wir benotigen, da dignicht mehr als
nichtnegativ vorausgesetzt werden konnen, eine Erweiteder in [67, Chapter 1] fur Partitio-
nen eingefuhrten Begriffe auf Elementec P, , Young-Diagramme mitnegativen* Spalten:
Fur A € P, definieren wir|]A\| = Ay +--- 4+ Ay. FUri € {1,...,N} undj € Z schreiben
wir (i,7) € A, falls1 < j < \; oder); < j < 0. In dieser Situation definieren wir fur
Kastchenr := (i,j) € \ die Abbildungsgn wie folgt. Es seiengn(z) := 1, fallsj > 1 und
sgn(x) := —1 sonst. Derlnhalt von z € \ sei dannc(z) := j — i und derlnhalt von X sei
c(A) ==Y ,c,s8n(z) c(z). Insbesondere gilt, ., sgn(z) = |Al.

Im FalleGL,(NN) sagen wir, dass der Kalkillparametaegular ist, falls fur alleA, ; € P, die
Zahl

Fy= (M =24 [N, +(g—q") x

4.32
x (Z“ngn(x)qzv“c(” —ZA'ZSgn(fv)qNQC(I’> @32

TEN TEA

von Null verschieden ist, bis awf = 1 = (0). In der Tat kann man fir einige wichtige Falle,
wie z = 1 undz" = ¢ Aussagen zur Regularitat vantreffen. Wir werden unten sehen, dass
die ZahlenF}, gerade die Eigenwerte des Laplace-Beltrami-OperatorslenfFormen vom
Typ (A, ) sind.
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Es seil" = @, A" eine Differentialalgebra. Wie uiblich bezeichne

Hyer(A") = € Hj,p(AY)  mit  H}, 5 (AY) = ker dy/imdy_y, (4.33)

k>0

die de-Rham-Kohomologie vor”. Wegen der Leibnizregel isterd = (P, ker d; eine
Unteralgebra vont” undimd = @,.,imd; ein Ideal vonker d. Folglich ist H4. g (A") eine
Algebra. Da das Differential bikovariant ist, sind die Algebred}", I, und I}, sowie die

Inv

Vektorraumel ™ (1, D) und ' (D, 1) jeweilsZ-graduierte Differentialkomplexe.

Theorem 4.18 Die komplexe Zahj sei transzendent.

(a) Es seiG, eine der QuantengruppefL,(N), SL,(N), SO,(N) bzw. Sp,(N) und

A = 0O(G,) ihre Koordinatenhopfalgebra. Ferner s€i= I, , mit I'-zulassigem Parameter.

Im Falle GL, (V) setzen wir zuitzlich voraus, dass regufar ist. Wir betrachten Woronowicz’
auBere Algebra™ = I'". Dann sind die natrlichen Einbettungen der links-, rechts- bzw.
biinvarianten Formeniume inI™* Quasiisomorphismen, das heif3t

HdeR(FA) = HdeR(FLA) = HdeR(Fé\) = HdeR(FI/r?v)'

(b) Es seiA = O(GLy(N)) bzw. A = O(O4(2n + 1)) und I" wie oben. Im FallGL,(N)
gelte zVN¢=2 = (, wobei( eine primitivem-te Einheitswurzel sein € N. Dann existieren
Isomorphismen

Hyer(I) 2 C[D™, D™ @ Hyer(I7,) fur  GL,(N),
HdeR(FA) = HdeR(FI/r}v) D CDHdeR(Ei\V) far Oq(27’L + ].), I = Fﬂr’l,
HdeR(F/\) = HdeR(FInv) D HdeR‘(D[’I/n\V) fur Oq(2n + 1)

In allen Fallen gilt
Haer(I7) = Haer(I7) = Haer(I7,,)-
(c) Es seid = O(0O,(2n)) undI" wie in(a). Dann gilt

Haer(I') = Haer(I7),) ® DHaer(I7),) ® Haer (I (1, D)) ® Haer (I (D, 1)),
HdeR(FLA) HdeR(FIQV) S HdeR(FA(la :D))a

Haer (1) = Haer(I7,) © Haer (I (D, 1)).

Inv

1%

Bemerkung 4.4 Fir die Quantengrupp@L, (V) ist der Parameterwett= 1 von besonderem
Interesse, da nur in diesem Fall die Vertauschungsrekatiawischen den Differentialei
und den Matrixelementes” linear sind, d. h.

d’U,l Uy = RT’U,l . dUQRT.

Diese Kalkille wurden in den Arbeiten [100], [71] und [108K&1hrlich untersucht. Im Beweis
von Lemma4.23 werden wir zeigen, dass 1 regular ist. O
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Theorem 4.19 Es seiq transzendent, sei eine der Quantengruppe&iL,(N) bzw.SL,(N)
undA = O(G,) ihre Koordinatenhopfalgebra. Es s&i= I, , mit I'-zulassigem Parameter
ein N2-dimensionaler bikovarianter DKEQber.A. Es seil " = I Woronowicz'auRere Al-
gebra. Im FalleGL,(N) setzen wir zuizlich voraus, dass reguldr ist. Dann gilt die folgende
Hodge-Zerlegungifr I'"* undk € Ny:

F/\k ~ dF/\k;—l D a—l— F/\k—i—l D H(/iseR(F/\),

F/\k o~ d[ﬂ/\kfl D af [v/\kJrl D H(lic R(F/\)- (434)

AuRerdem ist der Kohomologiering vdi' isomorph zur Algebra der biinvarianten Formen
und zum Vektorraum der harmonischen Formen:

H(IiceR(F/\) = H(liceR(F/\

Inv

)= IF = HA(IM) = H- (). (4.35)
Bemerkung 4.5 (i) Verbindet man das Resultat aus Theorem 3.12 (i) mit degesbKoho-
mologieaussage, so hat mamm HY: (') = dim 'Y = 1. Das heil}t, es gibt aufl ein
lineares Funktionaf, welches die folgenden Eigenschaften besitzt: Furake A gibt es ein
p e IV~ mit

av =dp + f(a)v,

wobeiv € I'"N* die, bis auf skalare Vielfache, eindeutig bestimmte Fornm@rad N? ist
(Volumenform). Dad bikovariant ist, findet man leicht, dasg) f (a(2)) = f(aq))a@) = f(a)l

und f(1) = 1. Somitistf das Haarfunktional von A.

(i) Ist A eine Hopfalgebra zu den Serien B, C oder D, dann ist eine dniante Form i. a.
nicht geschlossen. Es gibt jedoch eine abgeschwachte #esrihlodgeschen Zerlegungssatzes
(4.34). Dazu seil* := L*(I'"*) = L~ (I""*). Man kann zeigen, dass gilt

dAF T @ ot AT = AP d A e o AV (4.36)

Mit Hilfe des Computeralgebra-Programms FELIX [5] konntk® ersten Glieder der Poincaré-
Reihen vonI"? und Hga.r(I2,) bestimmt werdenP (I'? ,t) = 1+t + 5t3 + 15t* + - -- und

Inv Inv Inv?
P(Hger(IN) 1) = 14t + 263 4264 4 ... 5

4.3.2 Die Eigenwerte des Laplace-Beltrami-Operators

Fur den Rest dieses Abschnitts bezeichihdie Koordinatenhopfalgebra einer der Quanten-
gruppenG, wie im Theorem 4.18. Wie schon im Abschnitt 3.3 eingefubdzeichnet\ fur
eine Partitiom\ € P, die Lange dei-ten Spalte des Young-DiagrammsWir definieren die
MengenP (A) fur die einzelnen Quantengruppen als

P, fur GL,(N),
P, :={Xe€ Py | Ay =0} furSLy(N),
{Ae P | N+ )M, <N} fur O,(N),

{Ae P A <n} far Sp,(2n),
(NeP | N <Y} fiir SO, (V).
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Die MengenP, und P, sind bereits in (4.31) definiert worden. Nach [62, Theoren22]L
entsprechen die irreduziblen Kodarstellungevon A eineindeutig den Elementen vat(A).
Wir identifizieren im folgenden steté und P(A).

Wir setzen fir alle vier Serien

Wr., =R R - RJRIRTR;---RT | RT. (4.37)

m*tm—1"

Es bezeichnerg die ¢-Spurbildung an der letzten Komponente, d. h.,fue End (V™) ist

(2 T2 im = it (DY, (4.38)

Jidm Jigm ] ¢

Lemma 4.20 Es seiA die Koordinatenhopfalgebra zu einer der Quantengrupgnm € N
und?= (i1,...,%m), 7= (J1,- .., Jm) Multiindizestuber{1, ..., N}. Dann gilt

5Xg(u;-11 - u;;’;) =2 ™" (tr? W;H);:— s 5;:.

Die Matrix (tr} W, ,,)%ist zentral inMor (u®™).

Beweis Wir zeigen zunachst die letztgenannte EigenschaftMoa(u®™) von den Matrizen
R, i =1, — 1 als Algebra erzeugt wird, reicht es zu zelgen d&g$u®™) mit
allenr, it vertauscht Dies ist aber klar Wegen der definierendeniBeliRu®u = uQuR.
Wegen (4.37) und (4.38) ist klar, dasg W, € Mor(u®™).

Wir fuhren den Beweis der obigen Gleichung nur fue +. Der Beweis verlauft fur = —
analog. Wir benutzen die Schreibweisg:= u!! - --u’”. Mit vollstandiger Induktion tibem
beweist man leicht, dass

Furm = 1 ist dies genau die Formel (2.46). Somit gilt weggh= >". w;

+ r__ .—m + e+
wo Quz= 2" (W i1)7, Way-

Wegenw* (a) = X} (a) w;j, (2.31) und (2.47) gilt:

’L]’

X = = (W )i = 0707 und - sX{ (uf) = 2™ (i) Wit ))— 07s.

Aus der unten stehenden graphischen Darstellung der Etem@rWnT1 ist deren Zentralitat
unmittelbar ablesbar, da sich jeder Morphisniiss Mor(u®™"!), der oben, d. h. von links,
heranmultipliziert wird, vollstandig nach unten hindoschieben lasst.
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)

tl“ W?‘_Til_—l—l — t[‘g W?‘;-{—l =

AV

)

Abbildung 4.1: Die Elementer? W .

Unser Ziel ist es, die Zerlegung der zentralen Elemerfj&/; ., € Mor(u®™) als Linear-
kombination der minimalen zentralen Idempoteate = o(z,), A = m aufzuschreiben. Im
orthogonalen und symplektischen Fall treten zwar nochralnAnteile mitA + (m — 2f),
m = 0,...,[m/2] auf, die jedoch nicht berticksichtigt werden missen, da m&. d. A. fur
die irreduzible Kodarstellung(u*) die Unterkodarstellung von®™ mit A = m wahlen kann
(kleinste Wahl vonm). Im orthogonalen und symplektischen Fall interessieranuws also
auch nur fur die zentralen Projektorenmit A - m.

Furr € {+, —} und die A-Serie definieren wir die folgenden rationalen Rigmen, die vom
Kalkulparameter: und einem variablen Deformationsparametabhangen, der bei Speziali-
sierung gleichy gesetzt wird. Fun € P, setzen wir:

er(t, z) ==z M ([[N Tt —t ngn )TN+ I”) — [N,

TEA

(4.39)
exa(t, z) == ey (t,2) + ef (t, 2).

Fir die B-, C- und D-Serien setzen wir weiter, man beachte 1,

ex(t) == ezt = t7)? Y [N — e + 2c(x)];.

TEX

Wegen der Isomorphie der Kalkilg , und ', gilt E" = E =: E).

Lemma 4.21 (i) Es seid = O(GL,(N)) oder A = O(SL,(N)) und z sei einI"-zulassiger
Parameter. Ferner sel € P, .. Dann gilt fur den EigenwerfZ] von X auf C(u*)

Bl =e}(q,2).

(i) Es seiend = O(O4(N)), A = O(SO,(N)) bzw.A = O(Sp,(N)) undz ein I'-zulassiger
Parameter. Ferner sei € P(A). Dann gilt ur den EigenwerfZy, von X, auf €(u?)

E)\ = 6)\((]).

Bevor wir den Beweis des obigen Lemmas antreten kdnnessemiwir eine neue Theorie
bereitstellen.
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4.3.3 Pfadalgebren

In diesem Abschnitt geben wir einen kleinen Einblick in denwL.educ und Ram in [64] ent-
wickelte Theorie der Pfadalgebren (engl. path algebras)e®noglicht eine geschlossene Ent-
wicklung der Darstellungstheorien verschiedener verwamaligebren wie etwa der Iwahori-
Hecke-Algebra, Birman-Wenzl-Murakami-Algebra oder Temey-Lieb-Algebra. Unser Ziel
ist die Herleitung der Formeln (4.44) und (4.47).
Bratteli-Diagramme, Pfade und Tableaudsn Bratteli-Diagrammist ein Graph, dessen Ecken
aus einer Familie von Mengeﬁ\m, m > 0 stammen, und dessen Kanten Ecken dysmit
Ecken ausflmﬂ verbinden. Wir setzen voraus, dagsnur aus einer einzigen Ecke besteht.
Zwei Ecken sind durch hochstens eine Kante miteinandéuvelen. Die Ecken heif3en in un-
serem Fall aucIPFormen(engI shape) Die Menga,, ist die Menge der Formen voiiveau
m.Ist\ € A,, mit einer Formu € Amﬂ verbunden, dann schreiben wir< 4.
Es seiend ein Bratteli-Diagrammp € A,, undy € A, mit m < n. Ein Pfad P von \ nachp
ist eine Folge von Formek®, m <i <n

P = ()\(m),)\(mﬂ), N .,)\(n)),

wobei\ = A(m < \(nt1) < ... < AW =, und \() € A;. Ein Tableaul der Form)\ ist ein
Pfad vong nach), T = (@, X1, ..., \). Wir schreibershp(T') = ), falls T ein Tableau der
Form\ ist; m istdieLangevonT, fallsshp(7T') € A,,. Wir fihren die folgenden Bezeichnungen
ein

J* st die Menge der Tableaus der Foan

T™ ist die Menge der Tableaus der Lange

Ty ist die Menge der Pfade vonzu einer beliebigen Form der Lange

2" ist die Menge der Paare, T') von Pfadens, T € 77,

™ st die Menge der Paal&, T') von PfadenS, T € T™ mit shp(S) = shp(7T).

Pfadalgebren.Fur jedesm € N; definieren wir eineC-Algebra A,, mit der Basis
{Esr | (S,T) € £2™} und der Multiplikation

EsrEpg = orpFEsq.

Man beachte, das$, = C. Jedes: € A,,, kann in der Form

a= E asrEgr

(S,T)en2m

mit gewissen Konstantems; € C geschrieben werden. Auf diese Weise kdonnen wir jedes
a € A, als die gewichtete Summe von Pfadpaaren auffassen. JedbérAlg,,, ist isomorph

zur direkten Summe von Matrixalgebren. Wir nennen die FHardiér A,, auch einefurm von
Pfadalgebren zum Bratteli-Diagrams Es gilt

A, = @ CdAXdA,

AEA,
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wobeid, = Card(7?). Somit sind also die irreduziblen Darstellungen vbp durch die Men-
ge der Formem,, parametrisiert. AuRerdem ist die Dimension der dukgbarametrisierten
irreduziblen Darstellung gleich der Menge der Pfade gonach ). Die Menge der Tableaus
T2 bildet also eine natiirliche Basis desXxgehorigen irreduziblenl,,,-Moduls.

Die EinbettungA,, C A,, m < n. Es seien’ = (\,...,u) ein Pfad von\ nachp und
S = (u,...,v) ein Pfad voru nachy. Wir definieren den Pfad

TxS=(\...;pty...,V)

als Verkettung der beiden Pfadéund S. Dabei tritt 4 in 7"« S nur einmal auf. Nun sei
0 < m < n. Wir definieren die Einbettungd,, C A, wie folgt: Fur jedes PaaiP, Q) € 2™
fassen wirEp( als ein Element vont,, auf vermoge

EPQ == Z EP*T,Q*T; mlt A= Shp(P) = Shp(Q) (440)

Die ZentralisatoralgebrerMor(u®*). Wir betrachten das Bratteli-Diagramiri aus Abbil-
dung 4.2.

\

mb g @@ OB F

Abbildung 4.2: Das Young-Gittey” fur die A-Serie.

Die Formen)\ € Y,, vom Niveaum sind gerade die Partitionenvon m: V,, = {\ - m}.
Eine Partition\ € Y,, ist durch eine Kante mit einer Partitign € Ym+1 verbunden, falls
man . ausA durch Hinzufigen eines Kastchens erhalt. Etandardtableadler Form\ = m
erhalt man, indem man in die Kastchen des Young-Diagramhrde Zahlenl,2,...,m so
schreibt, dass sie in jeder Zeile von links nach rechts unedear Spalte von oben nach unten
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wachsen. Jedes Tabledus T* des Bratteli-Diagramm¥ kann in natirlicher Weise mit einem
Standardtableau der Forindentifiziert werden: Es s&? ein Standardtableau der Forirund

T = (7O M 7)) ¢ T* dasjenige Tableau, bei dem die Partitish durch die Menge
der Kastchen vorP gegeben ist, die die Zahlen2,...,: enthalten. Offenbar ist dies eine
Bijektion zwischen der Menge der StandardtableBuier Form\ und den Tableaus € T°.
Dasr-abgeschnitten¥oung-GitterY (r) ist durch die Mengen

Va(r) = A m[ L) <7}

gegeben, dabei ig{\) die Anzahl der Zeilen von.. Man erhalt also aus dem Young-Gitlér
dasr-abgeschnittene Young-Gitter, indem man alle Partitiomérmehr alsr Zeilen entfernt
sowie naturlich alle zugehorigen Kanten.

Unser Ziel ist es, die Koeffizienterj, A - m der zentralen Elemente. W ., beziglich der
minimalen zentralen Idempotentg = o(z,) zu ermitteln.

Die A-Serie.Fur den Rest dieses Abschnitts beziehen wir uns stets auflbgeschnittene
Young-GitterY (N — 1), siehe Abbildung4.2. In [64, Abschnitt4] wird die von drMatrix
(2.3) erzeugte Algebra aufgefasst als ein Turm von Pfabaégezum abgeschnittenen Bratteli-
DiagrammY (N — 1). Wir zitieren [64, (4.7) Proposition] mit der notwendigepmixierung der
R-Matrix.

Satz 4.22Es seiS = (¢, ..., (™) ein Tableau im Bratteli-Diagramrw (N — 1). Dann gilt

W = Z (Wo)rrErr mit (W) = qvm(T),

TeTm

wobei

Vin(S) = 2(c™ Y — i+ 1) (4.41)

ist. Dabei erkilt mana(™), indem man in dei-ten Zeile vory(™ 1 ein Kastchen hinziifgt.

Der in der Formel [64, (4.7)] bé¥,,,(S) auftretende zweite Summagd2m+2)/(r+1) entfallt
in unserem Fallly = r + 1), da in der von uns gewahlten Normierung (2.3) Bidatrix den
Faktorg~'/N nicht enthalt.

Mit Hilfe des graphischen Kalkils, vergleiche AnhangA,igteman leicht, dass fur
T € Mor(u®™"1) gilt

tr2(R TR, 1) = t02(T) + ¢ T.

m,m—+1

Insbesondere gilt dann die folgende Rekursigniv,” | = tr2 W, + geW,}. Daher ist
2 Wiy =dey W, +s. (4.42)
k=1
Analog zeigt man

m
2 Wy = —ge ' > Wy +s.
k=1
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In der Sprache der Pfadalgebren dilt = > ;.\ Err. Zur Berechnung vomrj geniigt es
daher, den Koeffizienten von? 1V, vor einemMatrixelement, etwa voEss zu kennen.
Dabei seiS = (¢, oM ... ¢™) z.B. das Standardtableau der Fokibei dem die Zahlen
1,...,m zeilenweise eingetragen sind. Wegen der obigen Rekurgnigi es daher, fur alle
k =1,...,mden Koeffizienter] , von W, bezuglichEss zu ermitteln. Fu < m bendtigen
wir dazu die Einbettung (4.40) vaiv] € A, in A,,;:

Wi =Y (W[)pp Epp,

PcTk

Epp = Z Epir,per, 1= shp(P).

TeTp

In der letzten Gleichung wirdl»» auf der linken Seite als Element der grof3eren Algebra
aufgefasst, wahren® auf der rechten Seite fur einen PfadAp steht. Umcj , zu ermitteln,
miissen wir also alle Teiltableais= (¢(?), ..., ¢®)) von S betrachten. Der zugehorige Wert
ist nach Satz 4.22 gleich

(Wi)pp =q"""), wobei Vi(P)=2(j ). (4.43)

und(i, j) € shp(P) ist das Kastchen voshp(P), welches am weitesten unten rechts steht. Da
bei den Einbettungen voiw/, £ = 1,...,m in A,, jedes Kastchervon A genau einmal unten
rechts steht, hat man also

a=> ¢, (4.44)
TEA

wobeic(z) = j — i der Inhalt des Kastcherig, j) € X ist. Somit hat man fun + m wegen
(4.42)

Zy 2 Wiy = (ch A +5> 7. (4.45)

TEA

Die B-, C- und D-SerienWir betrachten nun das Young-Gittgrfur die B-, C- und D-Serien,
siehe Abbildung4.3.

In [64, Abschnitt5] werden die Morphismenalgebrdior (u®™), die von derk-Matrix (2.9)
erzeugt werden, als Turm von Pfadalgebren zum Young-Gitteufgefasst.

Man erhalt unter Verwendung vakR = R~ + ¢I — ¢K und des graphischen Kalkiils, siehe
Anhang A, die folgende Rekursionsgleichung fiff 1,7,

try Wiy =t Wh+geW,ys — g W,

Hieraus folgt

try Wi =ded W —ge 'Y W, +s. (4.46)
k=1 k=1
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AN

AN
NGS5
gV 7S

Abbildung 4.3: Das Young-Gitter fur die B-, C- und D-Serien

Far trg W,,.. erhalt man durch analoge Uberlegungen dasselbe Ergebnis,
tr2 W, = tr; W, ,. Wir bestimmen nun, wie im Falle der A-Serie, die Koeffizemt
cy € C, A = mvon trg W+ vor dem minimalen zentralen Idempotefit. Nach [64, Pro-
position (5.13)] gilt dieselbe Formel (4.43) wie im Fall d&fSerie. Es ergibt sich also flr
AFEm

7 trg Wnt = (Qtzq%(m) _ (jtfl Zq720(z) _|_5> A

TEA TEA

Beachtet man = ¢¢" ¢, so ergibt sich

Zy 2 Wt = <eq DIV — e+ 2¢(2)], —|—5> Z. (4.47)

TEA

Beweis von Lemma 4.21(i) Wir setzenm := (z)) sei die Darstellung des
minimalen zentralen Idempotents der Hecke-Algebrdi,, (¢). Nach (4.28) ist der Eigenwert

E7 vonsX{+ gegeben durch

sX7((Z0)5ul) = B (7))}

dah’+ aufC(u’) als Identitat wirkt ¢* wirkt auf C(u*) als Koeins) und das Argume(it), )%, u?
vons X[ in der obigen Formel z@(u*) gehort, vergleiche Satz 3.28 zur Definition veh Also

gilt wegen (4.45) und Lemma 4.20

sXg ((Z0)5ul) = (Z))%((6r2 Wy 41)5 — s 6%) (4.48)

= (Z))% (z"” (T(jtT Z ) 5) — 5)
TEA

Beachtet maw = [N],, t = ¢ im Falle der A-Serie undgn(z) = 1 fur alle z € X\ mit
A € P, , so ergibt sich die Behauptung.
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(il) Analog zur Herleitung von (4.48) haben wir
5Xo((Zn)5ul) = (Zn)%((6r2 Wy 1)5 — s 6%).

Setzt man (4.47) ein, so ergibt sich die Behauptung. [

Wir untersuchen nun fir die verschiedenen Quantengruppdrderen zugehorige Partitionen
A, i1, wann der EigenwerE), gleich0 wird.

Lemma 4.23 Es seiem\, u € P(A).

(i) Fur SL,(N) gilt E, = 0 genau dann, weni = ;1 = (0).

(i) FUr GL,(N) qilt £, = F),. Der Parameterwert = 1 ist regufar. Falls zN¢ 2 = ¢
mit einer primitivenm-ten Einheitswurze{, m € N, dann gilt £, = 0 genau dann, wenn
A= (nY)undp = (V) farn, k € mZ.

(iii) In den Rallen Sp,(N) undSO,(N) gilt E), = 0 genau dann, weni = x = (0). Im Fall
0,(N) ist E,,, = 0 genau dann, wenh, u € {(0), (1")}.

Beweis Wir fixieren A\, u € P,, und setzen := |)\|. Es folgt aus Lemma4.21 dass fur die
QuantengruppefxL,(N) undSL,(N) die GleichungE),, = e,.(q, z) gilt, wobeiz" = ¢* im
FalleSL,(N) undz # 0 fur GL,(N). Spater werden wir sehen, dass diese Gleichung sogar fir
A, i € P, giltund nicht nur fur\, p € P, ..

Wir zeigen (i). Dazu setzen wir

T 6?\(757 tQ/N)
E IIHI (t— 1y (4.49)
In der Bemerkung zu Proposition 7.1 in der Arbeit [41] wurdstgestellt, dass
_ _ _ N—-1 (N— z)m i—1
Ey:=Ef+E =) — (i(mi +N)+ Qijj> , (4.50)
i=1 j=1
wobeim; = \; — N1, 2 = 1,..., N — 1. Berechnet man andererseits die Grenzwerte (4.49)
direkt mittels (4.39), so erhalt man
T |
Ef =E; = ﬁ(lN2 +2¢(A)N — 1?). (4.51)

Beachtet man die Formela(\) = n(\) — n(A), n(A) = > ,o,(i — 1)A; und n(N) =
o1 3Ai(\; — 1), siehe etwa [67, Chapter 1], so erhalt man in der Tat (4.66)(4.51). Da
auf der rechten Seite von (4.50) nur nichtnegative Sumnraadéreten, ergibt sic@j >0
furxe Py, undE; =0 genau dann, wenk = (0). Angenommen, es idf,, = 0 fir gewisse
A € PO, . Daey,(t) := ey, (t,t*N) eine algebraische Funktion varist, jedocht = ¢ eine

transzendente Nullstelle ist, muss,(¢) identisch verschwinden. Insbesondere gilt

: 6/\M(tv t2/N) _ - o+
15%1 7(15 — t_l)_2 =FE\ + Elt = 0. (4.52)
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Zusammen mit der obigen Bemerkung folg& 1 = (0).

Zu (ii). Wir fixieren A € P, und setzen wiedel := |\|. Zunachst wollen wir zeigen, dass
E7 = €}(q, 2), d.h. wir mussen auch Young-Diagrammhenit ,,negativen Spalten®, also mit

A; < 0, zulassen. Da wir die Eigenwert-Formel jedoch nurfie P, , kennen, missen wir
den Eigenwert vos X auf ElementeriD"a, n € Z berechnen. Dazu zeigen wir, dabs a

ein Eigenvektor futX [ = ist, fallsa ein Eigenvektor ist, und wir berechnen den entsprechenden
Eigenwert. Es sei alsoX{ «a = E”a mit einer komplexen ZahE™. Weger/ ™ (D) = gz~ 4,
und(5(D) = ¢~'y" &;; erhalten wir

W' (D) = (" 2™ — 1wy, (4.53)

Wegen (2.31) gilt alsaj <D = ¢*"z "Nw]. Die rechtsadjungierte Wirkung vab ! auf diese
Gleichung liefertv] <D~ = ¢7272"Nw(. Furn € 7 haben wir dann

Wy 4D = Ty NT YT (4.54)

DaD", n € Z gruppenartig ist, erhalten wir mit (2.31) upd = a()p<a() (nach Definition
der rechtsadjungierten Wirkung) aus Gleichung (4.25) digehden Formeln:

BXg * (D”a) = 5D”a(1)XOT(‘D"a(2>)
= D"aqyg (@ (D"agz),wp ")
= D"ag)g(wy <(D"a)),wy ") — D aq)e(ae)g(wi, wi")
= D"ayg(q>"z "N wi <ag), w, ) — sD"a
= anTz_"NTfD”a(l) (g(wT(a(Q)), wy ")+ s(a@))s) —sD"a
— (anTZ—nNT(ET +5) _ ﬁ)fDnCL.

Da die Kodarstellung@ der Partition(1") entspricht und = [N],, haben wir im Spezialfall

B qmy + [Ny = ¢V (BS + [N]y)- (4.55)
Wir zeigen, dass andererseits dieselbe Rekursion furuh&ttonene] gilt:
e vyt 2) + [N], = 77277 (e}(t, 2) + [N]o), A€ Py (4.56)

Fir\ € P seid = {(i,j) € A+ (1Y) | (i,j — 1) € A}. Wie erhalt man das (verallgemeinerte)
Young-Diagrammh\ ausA? Im FalleA € P, verschiebt man\ einfach um eine Stelle nach
rechts und fugt vorn eine voll&-Spalte an. Isk; > --- > A\, > 0, so verschiebt man nach
rechts uml und fugt das Kastche, 1) furallei = 1,..., kan.ImFalled > Ay > - > Ay
wird das Kastchetti, 0) entfernt und der Rest wird umhnach rechts verschoben. Da aber die
Kastchenr mit \; < 0 eine negative Signatur habesgif(x) < 0), und|A + (1V)] =1 + N,
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erhalten wir aus (4.39)

exrany(t,2) = TN L INT 4 7(t -t ngn ) TN +2e(@) 1.
)

—l—T(t - t—l) itr(N—l—Q—Qi)) _ [[N]]t

=1

:ZlefTN <[[N]]t + 7_ t27’ Z sgn t’r (N+2¢( I))+

+r(t =t EN 4N 4 g tT(—N+2>)) — [N],
=2 TN (1 = #2) [Ny + 27T (5 (8, 2) + [N]) +

+7(t — """ [N]e) — [N,
=127 "N (eX(t, 2) + [N],) — [N];.

In der letzten Gleichung benutzten wit™ (¢t — ¢t=') = ¢ — 1. Da es zu jedem\ € P, ein

n € N gibt mit A + (n") € P, und wegenF = ¢ (g, 2) fur u € P, erhalten wir aus der
Gleichheit der Rekursionsformeln (4.55) und (4.56) diei@leeit £ = e](q, z) fur A € P,.
Vergleicht man (4.39) und (4.32), so hat méy), = F),,.

Wir zeigen nun, dass der Parameterwett 1 regular ist. Angenommett;,,, = 0 fur gewisse
A, o € P.. Daey,(t, 1) eine rationale Funktion inist undg eine transzendente Wurzel dieser
Funktion ist, gilte,(¢,1) = 0. Insbesondere ist = lim, 1 (¢t — t7")"tey, (¢, 1) = |u| — Al
Wir setzen/ := |\| = |u|. Ferner gilt0 = lim,_; (¢ — t*l)*QeM(t, 1). Wegen

(t—t ) %eru(t, 1) ngn t2+cz ngn 5 @) [ & — ()],

TEW TEA

erhalt man im Grenzfall — 1 die Gleichung

IN + c(p) + ¢(X) = 0. (%)

Wir setzten in (4.51FF := (2N)~'([v|N? + 2¢(v)N — |v|?) fur v € P,. Wegen (4.50) ist
Ef > 0furv e Py, undE} = 0 nur fiiry = (0). Man rechnet leicht nach, da§$+(1N) — Ef
furaller € P,.AlsogiltauchE; > Ofiiraller € P, undE; = 0 genau dann, wenn= (n")
mit gewissemm € Z. Daraus folgen die beiden Ungleichunggn), c(u) > (2N)~!(1? — IN?).
Setzt man dies in die Gleichung)(ein, so erhalt maf > %12. Da dieser Ausdruck aber stets
grof3er oder gleich Null ist, muss Gleichheit herrschesg A= 0. Die Gleichheit trat aber bei
der obigen Ungleichung genau dann ein, wana (n") undy = (k) fur gewissen, k € Z.
Wegenl = 0 ist dies nur moglich fun = p = (0). Folglich istz = 1 regular.

SchlieRlich untersuchen wir noch den Fallg=2 = ¢, wobei(¢ eine primitivem-te Einheits-
wurzel ist n € N). Es seiz = (2¢)'/N. Dann gilte] , v (t, 2) = €}(¢, 2) wegen (4.56) und
(™ = 1. Folglich gilt

Exenvyn = Expu = Exrmyy = Faxemv), s (mv) = Fh
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fur alle \, u € P,. Damit ist die eine Richtung der Behauptung gezeigt. Féragidere Rich-
tung konnen wir voraussetzen, dass: € P... Dagq eine transzendente Wurzel der alge-
braischen Funktiory (t) := ey,(t, 2) ist, schlieBen wir, dasg(¢) identisch Null ist. Daher
ist insbesonderém,_,+; f(t) = 0, und aus (4.39) folgt weiter, da$g|, |\| € mNZ. AulRer-
dem istlim,_,; f(¢)/(t* — 1) = 0. Unter Verwendung von (4.51) kann man nachrechnen, dass
limgy tN7UF(8) /(82 — 1) = E+ + E;. Diese Summe ist aber positiv mit Ausnahme von
E; — Ef = 0. Letzteres ist aquwalent v = (kN), p = (IV) fur gewissek, | € Z. Zusam-
men mit|u|, |A\| € mNZ erhalten wir die Behauptung.

Zu (ii). Angenommen, es isE), = e\(q) + e, (q) = 0 fur gewisse), . € P(A). Da
ex(t) +e,(t) eine rationale Funktion mit der transzendenten Nullstelle= ¢ ist, muss
ex + e, = 0 gelten. Insbesondere ist

! m EZ‘/\|(6)\(t) + 6#(t))

t—1 (t—t-1)2 (4.57)
=(IA + [ (N =€) + 2¢(A) + 2¢(p).

Benutzt man die Ungleichurity(v)N > |v|*> — [v|N?, v € P, ., aus dem Beweis von (i), dann
sieht man, dass fix # (0) im Falle = —1 und im Fall € = 1 und|)| > N) die Ungleichung
2¢(A) > —|A|(N — €) gilt. Wegen (4.57) haben wir daher = 1 = (0) oder ¢ = 1 und

AL, 2] < N). Im letzten Fall gilt2e(\) > —|\|*> + |\|, wobei Gleichheit genau dann herrscht,
wenn) = (1%),1 < k < N, dac()\) am kleinsten wird, wenn alle Kastchen in der ersten Spalte
sind. Setzt man dies in (4.57) ein, so erhalt map € {(0), (1")}. Tatsachlich gilt in diesen
FallenE,, = 0. m

4.3.4 Beweis von Theorem4.18

Wir bezeichnen mifp] die Kohomologieklasse vop € I'*. Dad bikovariant ist und weil
W xa = a* h* fur alle A\ € A, kommutiert das Differentiafl mit den Abbildungen’ﬂ“

A\ € A. Insbesondere lasst si¢f® zur Abbildungh®®*: Hyer(I') — Hg.r(I",) faktori-
sieren. Wegen’’ . = id, wobei. die Einbettung vor}" in I'* bezeichnet, ist” o- surjektiv.
Wir zeigen nun die Injektivitat. Es spic Hy.r ("), insbesondere istp = 0, und wir setzen
voraus, dass?%*(p) = [p®°] = 0. Wir wollen [p] = 0 zeigen.

() Wir betrachten zunachst den Fall (a) von Theorem 4. 18/m I, ,. Nach Lemma4.23 ist
E\, # 0 genau dann, wenfi, i) # (0,0). Aus (4.17) und (4.30) erhalten wir dann

P = (F1)F B (4 0* 40" d) o

4.58
P = (DA (o + 07 d) (58

fur alle (\, 1) # (0,0). Dad mit h** vertauscht, erhalten wir

dp* = h*(dp) = K*(0) = 0.
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Wegen (4.58) ist danfp*] = (=1)FE; j[-da*t(p™)] = 0 fur alle (A, u) # (0,0), da die
Kohomologieklasse eines Korandes Null ist. Folglich gilt

ol ="+ Y =0,

(Am)#(0,0)

und h%%* ist injektiv. Ganz analog zeigt man, dass auch die Einsgtuidagen vor*° auf die
Teilraumel* bzw. I} Isomorphismet o v (1) =2 Haer (I7),) bzZW. Haer (1)) = Haer(I7),)

liefern. Damit ist (a) fur den Fall' = I} , gezeigt. Furl" = I'_ , benutze man die zu (4.58)
analogen Gleichungen

W= (“)FE (= + 0 ),
M (—)FEL (—ddt + Ot d)p.

T

Auch in diesem Fall erhalt man die Bijektivitat vaf*.
(i) Man beachte, dass fur altec A mit da = 0 die folgende Gleichung gilt:

HdeR(a/l/\) = aHdeR(A/\)- (459)

Wir betrachten die QuantengruppgeL,(N) und nehmen an, dass der Parametedie
Bedingung zV¢=2 = ( erfullt mit einer primitiven m-ten Einheitswurzel¢ (m € N).
Man beachte ferner, dasd(D™) = 0 wegen (4.54) und (2.31). AuRerdem gilt
I, =1(0,0)®7(0,(1,0,...,0,—1)) wegen (2.44) undu®u® = 1 @ u0-0"D, Aus
der Littlewood-Richardson-Regel fur die Zerlegung vonnda@produkten vonGL(N)-
Darstellungen folgt insbesondere: st eine irreduzible Unterdarstellung voa*®u*,
A\ € Py, dann gilt|v] = |\ + |u|. Da die Darstellungstheorie fi&L(N) dieselbe ist
wie die Kodarstellungstheorie fi@(GL,(N)), da ¢ transzendent ist, folgt hieraus wegen
|(0)] =(1,0,...,0,—1)| =0, dass

re= @ reo,m.

s |1]=0

Auch fur die auRere Algebra schliel3t man, dags= 0 notwendig ist furr"*(0, u) # {0}.
WegenI™ = AT}, ist somit|\| = || notwendig farl™ (\, u) # {0}. Zusammen mit Lem-
ma4.23 ergibt sich, dass,, = 0 genau dann ein Eigenwert vdr ist, wenn\ = p = (n")
fur einn € mZ. Ahnlich wie in (i) schlieBt man nun, dass die Abbildung

by = S0 RO P @ PN (), (nV)) = @) DI

nemz nemi nemz

einen Isomorphismus?,: Hier (1) — @D,,c,nz Haer(D"1}),) induziert. Wegen (4.59) qilt
weiter Hyer (D"T" ) = D"Hyor(I2,) fur n € mZ. Damit ist die erste Isomorphie von (b)
gezeigt. Wir wenden uns den links- bzw. rechtsinvariantamien zu. Da die Bilder der Abbil-
dungenhp [I7 bzw. hy [T in I liegen (wieder wegelu| = 0, genau dann, wen\| = 0),
definieren sie Quasiisomorphismen vofy nach}} bzw. vonT} nachI7}) . Damit ist der
GL,(N)-Teil von (b) bewiesen.
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(iii) Wir betrachten nun den FalD,(N) undI" = I'.. Nach Lemma4.23 isE* = 0 genau
dann ein Eigenvektor voh* = L, wenn), . € {(0), (1V)}. Dieselben Argumente wie in (i)
fuhren darauf, dass

By i= 190 4 ROOY) L p(7M)(0) 4 p(M),0M)
einen Quasiisomorphismus véi' nach
1) +r(1,D)+1r"(o,1) + r'(D,D)

definiert. Nach Definition vo#™, i, undD erhalten wirtt (D) = =~ ~4;; und¢~ (D) = yV4;;
(mit den zulassigen Parameterny undz = zy). Folglich hat man

XZ_;('D) = (Z_N — 1)51J und dD = (Z_N — 1)'D(/J(_)F

Folglich istdD # 0 bei O,(2n + 1) und Iy _;. In allen anderen Fallen istD = 0. We-
gen derAquivalenzu @ u® = u® @ ™) @ 1, hat jede irreduzible Unterkodarstellung belie-
biger Tensorpotenzem®uc)“* ein Young-Diagramm mit eingreraderAnzahl von Kastchen.
Dies ist eine Folgerung aus der Littlewood-RichardsondRg&g orthogonale Gruppen. Also ist
I'(\, p) = {0}, falls |\| + |u| ungerade ist. Insbesondere dilt (1, D) = ' (D, 1) = {0},
falls N ungerade ist. Fur geradéskdonnen diese Raume jedoch nichttrivial sein. Damit ist de
Beweis von Theorem 4.18 abgeschlossen.

4.4 Beweis des Hodgeschen Zerlegungssatzes

In diesem Abschnitt werden wir den Beweis von Theorem 4.1i#2geDazu bendtigen wir die
Begriffe der Dualitat von Hopf-Bimoduln sowie die Homormdbie von Differentialkalkillen.
Wir werden sehen, dass die Kalkifl¢ und ™ fur die Quantengruppesi, (N) undGL,(N)
schwach isomorph sind im Sinne von Abschnitt4.4.1. Zusammi¢ der Dualitat von Diffe-
rential und Kodifferential ergibt sich daraus dann der Bewles Theorems.

4.4.1 Homomorphe kovariante Differentialkalktle

In diesem Teilabschnitt untersuchen wir den recht seltenta¢éen Begriff der Homomorphie
von Differentialkalkiilen. Er wurde in einer Arbeit von Rita und Schauenburg [79] eingefuhrt.
Es seif: B — € ein Algebrenhomomorphismus unidsei einC-Bimodul. Dann ist1 auch ein
B-Bimodul viaa - n - b := f(a)nf(b).

Definition 4.4 (i) Es seienB und € Algebren und(7, d;) und (A, d,) Differentialkalkiile er-
ster Ordnung UbeB bzw. C. Das Paaf f, F') bestehend aus einem Algebrenhomomorphismus
f: B — € und einemB-Bimodulhomomorphismus™: I" — A heildtHomomorphismus von
Differentialkalkilen erster Ordnund” und A, falls
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(i) Es seien™ und A" Differentialkalkiile Ubef3 bzw. €. Ein Homomorphismug': 7' — A"
von graduierten Algebren heiBtomomorphismus von Differentialkéllen ™ und A", falls

Wir erinnern daran, dass Differentialkalkid&' und A" Uber derselben Algebrd isomorph
heil3en (im Sinne von Woronowicz [111]), wenn es einen hiyeki Bimodulhomomorphismus
F: I — A" vom Grad Null gibt mitF' d; = d, und F; = id. Um mit diesem Standardbegriff
nicht in Konflikt zu geraten, bezeichnen wir die bijektiv homorphen Differentialkalkiile auch
als zueinandeyschwach isomorph®.

Wir werden im Satz 4.26 sehen, dass die Differentialk&kil’} und, /™" fur die Quanten-
gruppen vom Typ A schwach isomorph sind.

Das folgende Lemma charakterisiert homomorphe linkskawge Differentialkalkille erster
Ordnung mit Hilfe ihrer Rechtsideale bzw. ihrer Quantengentialraume.

Lemma 4.24 Es seien/” und A linkskovariante DKEQiber den Hopfalgebrerl und B. Ihre
assoziierten Rechtsideale set®rbzw.$, und ihre Quanten-Tangentiglume seierd bzw.Y.
Es seif: A — B ein Hopfalgebren-Homomorphismus. Dann sind die folgendessagen
aquivalent:

() f(R) € 8.

(i) f5(Y) C X.

(ii) Es existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphis(fy$’) von linkskova-
rianten DKEOI" und A.

Beweis (iii) — (i). Es seienv, undwr diew-Abbildungen zud bzw. I". Da f ein Morphismus
von Hopfalgebren ist undé'(a db) = f(a)d f(b), erhalten wir fur alle: € R

wa(f(r)) = S(f(r)ay)df(r)e = S(flrm))df(re)
= f(S(T(l)))F(dT(Q)) = F(wp(r)) =0.

AuBerdem gile(f(r)) = e(r) = 0 und somitf(r) € 8.
(i) — (ii). Da 8 undY bezuglich der dualen Paarung vBnund B° zueinander orthogonale
Teilraume sind, giltf*(Y)(r) = Y(f(r)) € Y(8) = {0} fur aller € RundY € Y. Daruber
hinaus istf*(Y)(1) = Y(f(1)) = Y(1) = 0 und folglich f*(Y") € X.
(i) — (ii). Durch die Gleichung (4.60) ist die Abbildung' eindeutig bestimmt, namlich
F(a;db;) == f(a;)df(b;). Wir zeigen, dasg’ wohldefiniert ist. Dazu seiefw;} und {n;}
Vektorraumbasen vof, bzw. A, . Ihre Dualbasen seiefX;} bzw. {Y;}. Nach Voraussetzung
existieren komplexe Zahlem;; € C, so dass*(Y;) = «;;X;. Angenommeng,;db; = 0. Dann
gilt wegen (2.30) = a;( Xy * b;)wy, und folglich0 = a;( X}, * b;) fur alle k. Benutzt man dies,
so erhalt man

flai)df(b;) = f(ai) f(biqry)walf(biay)) = f(ai) f(biy) Yi(f (bi2y))n
= flabiqy) f*(Y5) (bic2))n; = o f(aibiqry) X (bic2) )
= a; f(a; (X = i))n; = 0.

Die AbbildungF ist also wohldefiniert. [

(4.62)
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Lemma 4.25 Es seien/™* und A" linkskovariante Differentialkalkie iber den Hopfalgebren
A bzw.B. Ferner seiF': I'* — A" ein Homomorphismus von Differentialkélkn und sei-
ne Komponentéy ein Hopfalgebren-Homomorphismus. Dann @iy @ F)A; = A, F und
F(p<a) = Fp<aFyafurp e I' unda € A.

Der Beweis benutzt nur die Kovarianz vdndie Eigenschaften voh, und Standardschlisse.
Wir lassen ihn daher weg. Ersetzt man im obigen Lemma die likdvarianz durch die rechte,
so lautet die erste AussagE ® Fy)Ax = AF.

Wir werden nun sehen, dass die Differentialkalkiifeund I"* zueinander schwach isomorph
sind.

Satz 4.26 Es sei A eine der Koordinatenhopfalgebred(GL,(N)) bzw. O(SL,(N)),
I'i=rIy,undl_=1_, Furk=1,...,N setzenwit’ = N +1 — k.

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten bijektiven Homomonpiss™: I — I"” von Diffe-
rentialkalkilen derart, dass

F(ul) =S, ab=1,...,N. (4.63)

i) FOr A, p € Aundk € o ISt die Einschénkung vonF' au , 1t) eine bijektive il-
(i) Far A Aundk € N die Einschénk nE” auf I')F (A bijektive Abbil
dung aufl"*(Xe, 1i°).

Beweis (a) Die Existenz eines eindeutig bestimmten Hopfalgebretomorphismus
Fy: A — A mit (4.63) wurde in Satz 3.30 gezeigt.

(b) Wir mussen nachweisen, dass sictzu einem Morphismus voi', , nachl” , fortset-
zen lasst. Dazu benutzen wir das Kriterium aus Lemma4iR4F(X~) C X*. Da F ein
Koalgebrenhomomorphismus ist, iBt multiplikativ auf der von den Matrixelementeit?,
a,b=1,..., N erzeugten Unteralgebra votf. Wir berechnen¥*(¢*¢) auf den erzeugenden
Elementen vomd. Wegen (2.15) und (3.49) hat man

Ft(FZ)(UZ)—F“( (us) = €45 (S ()

R = ﬂ(Rﬂ)’"”' = (50 (S(uy)) = S5 (uy),

S

wobeip = z im Falle£" undp = y im Falle von£~. Da sowohlF*(¢*¢) als auchS(¢*%))
Darstellungen voml sind, erhalten wit(¢+¢) = S(¢*",). Nach [84, Theorem 9.1] ist

O S(Y) Ry = Ry, S(70) €7
Multipliziert man diese Relation mib?¢ und beachteDR’? = t4,,,, erhalt man
DIFTS(070) R, = S (070 0+

Multipliziert man diese Gleichung mit(R1)™¢(D1)*D’ und benutzt die Identitat

na

R (R=1)me(D=1aDI = 6,.6,m, vergleiche (A.2), hat man

D} S = S )L (R (D), Dy (4.64)
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Mit (2.47), (4.64),(R~")i¢(D~")* = t~';, undd, ! = dj erhalten wir dann

!

F*(Xyp) = FH((D7OESHER) ) — (D75
= (D7) STH(S(]))S () — D;
= Dpl*f'S()) - D;
= eS()C (R (D7) DY — D
= v(X;! + ) (R} (D™D — D
=Xy, (R (D) Dy

na

Damit liegt F*(X~) in X* und der Beweis von (b) ist abgeschlossen. Wir bemerken, dass
F*: X~ — X bijektiv ist, da X, = v7'F*(X,,,)(D")iRkeD!. Nach Lemma4.24 ist
F(adb) := F(a)dF(b) eine wohldefinierteA-Modulabbildung vonI’, nach I"_. Analog
zeigt man, das¢"': I — I, mit F'(adb) := F~'(a)dF'(b) eine wohldefinierteA-
Modulabbildung ist, die z#" invers ist.

(c) Wir betrachten nun die hdheren Formen. Fig {+, —} bezeichneF'™ die AbbildungF
bzw. F~!, je nachdem ob = + oderr = —. Da F" eine A-Bimodulabbildung ist, kdnnen
wir F'7 zu einem Algebrenhomomorphismés: I'® — I'®, fortsetzen. Wir zeigen, dass
mit der Zopfungr vertauschbar istF'o = o F auf I'??. Da sowohlF als auchr Bimodulabbil-
dungen sind und’, ®, I, eine freie Basis aus linksinvarianten Elementen besi&ijigt es,
die Gleichung fur linksinvariante Elemente zu zeigen. &srsp, £ € (I',),. Nach (2.23) und
Lemma4.25 gilt

F(pa&ny)

Fo(p®a &) = F(&o) Qu (p<€ny)) = F(&o)) ®u
:U(FP®AF€)

= (F&) ) @ (Fpa(F&) )

Damit vertausch¥ mit dem Antisymmetrisator,. Induktiv zeigt man, dasg auch mit dem
Antisymmetrisatord,, k € N vertauschbar ist. Dasselbe gilt fiir *. SomitistF™: ' — '
eine wohldefinierte Abbildung mif' F~! = F~'F = id. Nach Lemma4.25 und Satz 3.30
folgt F(I'M* (X, p)) C I (A, p°). DaF~': I'™ — I'! ebenfalls die Voraussetzungen von
Lemma4.25 erfullt, folgt, dasg ' [I""*(\°, u°) die Umkehrabbildung zu"[I"}*(\, p) ist.
Damit ist alles gezeigt. [

Bemerkung 4.6 Fur die Quantengruppen der B-, C- und D-Serien sind diecbafitialkalkile
I, und ™, sogar isomorph im starken Sinng(= id). a

Nun konnen wir den Beweis von Theorem4.19 durchfuhrerchNaheorem 3.12 (iii) ver-
schwindet das Differential auf dem Raumi**. Folglich ist HY . (I')) = I'’¢. Zusammen

Inv * Inv

mit Theorem 4.18 erhalt man (4.35). WeggfY* = '"*(0, 0) folgt aus (4.29), das&* (1)

nv

ein direkter Summand in (4.34) ist. Nach (4.58) erhaltenfurir(\, 1) # (0,0) die Formeln

IO p) = AN O p) + 0 I (O, ),

T

YO p) = dD N ) + 07 TP, ).

T

(4.65)
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Wir mussen nur noch zeigen, dass beide Zerlegungen direkt Ba alle in der obigen Glei-
chung auftretenden Raume endlichdimensional sind, eleis von Satz 4.14 (i), genigt es,
ihre Dimensionen zu vergleichen. Wir bezeichnen die Eirgsgkung einer linearen Abbildung-
enf: I' — ' auf den Raund™*(\, ) mit f***, Nach Satz 4.14 ist

k )\C [
rg O MM = rgd2

dad®*** wie auchd* #+1*+ zueinander duale lineare Abbildungen auf endlichdimersin
Raumen sind. Nach Satz 4.26 gift***"F = Fd***, und F ist bijektiv. Daher stimmen die
Range vonl®**" unddk* iiberein. Somit hat man

rg 3i,k+1,/\,u = rg d]i’i‘c’uc —rg dk,A,u_
WegenH?% (T2 (N, i) = {0} istdim ker d**# = rg d¥~1A#_ SchlieRlich erhalten wir

dim I (A, 1) = dim ker A5 4 rg dFA

= I‘g dlf__LAaﬂ + I-g af:k'i‘l:Aaﬂ‘

Hieraus folgt, dass die Summen in (4.65) direkt sind. Dastitler Beweis von Theorem4.19
abgeschlossen.

Bemerkung 4.7 Der Beweis des abgeschwachten Zerlegungssatzes furulatéhgruppen
der B-, C- und D-Serien, vgl. Bemerkung 4.5, verlauft igiéinalog zu den obigen Argumenten.
Anstelle vonF' wahle man den starken Isomorphismus der Kalkile und 7™ . O




Anhang A

Rechnen mit Morphismen

In diesem Anhang erganzen wir ohne Beweise haufig verwerieimeln, die Morphismen
von Kodarstellungen der Koordinatenhopfalgebren erghakinige Beweise findet man in [92,
Lemma3.2 und Lemma 3.4].

Wir fassen zunachst die Formeln zusammen, die fur alleSagien gelten. Ist ein zulassiger
Parameter, so gilt

R = rp(uf, S(uy)) = D(RH2(D Y,
R~ .=z ' r (S(u®),ul) = R7'" (A.1)

R}y = wry(S°(uy), ul) = Rij.

Wir wiederholen einige bekannte Eigenschaften ffound R+, siehe etwa [92, Lemma 3.3 und
Lemma3.4]:

RTRT = RTR* =1, (A.2)
R2_3R1_2R2_31 = Rl_QlRZ_?)Rl_Qv Rl_ZRZ_?)RlZ = R23R1_2R2_3- (A-3)

Wir wollen an dieser Stelle eine kleine Einfuhrung in deamrischen Kalkul geben, wie er
in den Arbeiten [91, 92, 95, 96] verwendet wurde. Die Exakttieses Kalkils wurde in [103]
gezeigt. In [95, Abschnitt 1.5.3] wurde nachgewiesen, dis&-Matrizen der vier klassischen
Serien, mit einem Normierungsfaktor versehen, die Vortassigen von Lemma4.3 in [103]
erfullen. Verwendet man den graphischen Kalkul, so werg@ermeln und Beweise einfacher
und anschaulicher. Im Ubrigen lasst sich jeder grapkiggweis in einen algebraischen Beweis
zuriick Ubersetzen.

Die Eckpunkte eines Graphen sind stets mit den Kodarstgum bzw. ¢ beschriftet, je
nachdem, ob die zugehorige Kante nach unten bzw. obenhtgrrist. Diese Markierungen
sind nicht extra angebracht, da sie ja aus der Pfeilrichadoayllesen sind. Befindet sich unten
oder oben keine Ecke, was etwa bei Bogen auftritt, so istrdimle Kodarstellungl dafr
einzusetzen.
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120 A Rechnen mit Morphismen

Abbildung A.1: Die vier Bogenmorphismen.

Ferner benutzen wir die Matrizen

p- =, = k= X
r= >, =X o=

Abbildung A.2: Die gedrehte®-Matrizen und die Zahs.

Ahnlich zur in (4.38) definierten Spur? definieren wir fur?” = (T4) € End(CY@CV)
die ¢-Spur tr; T € End(C") durch (tr; T)? = D:T%. Durch Komposition der gedrehten

a— st "

R-Matrizen mit den oben angegebenen Bdgen ergeben sichldientien Formeln.

) W ) OV
PRI CHIaD EInl EIa

HKo=e X=rty Xo=ry X=ri
N / N N

XD =] 0 =l XDl K=
OC == CA=] O] OL=]

Abbildung A.3: Die Spuren der verschieden@rMatrizen.

A.1 Die A-Serie

Die folgenden Gleichungen gelten im Falle der A-Serie.
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Ry RY: = 600y + GR3Y, (A.4)
Zq% 27 P:I: in P:I:)Js — [[2]];2(6nr6ms +5ﬂ:q255nm6rs);
—2i pim —2m —1 4 (A5)
Z q leRin =q 6kn6lm +q q(skl(smn-
i,j
Die Morphismenalgebrekior(u®wu) , Mor(u‘®@u®) undMor(u°®w) sind alle zweidimensio-
nal. lhre Basen sind wie folgt gegeben.

Mor(u®u) = (R, R™"), Mor(u‘®@u’) = (R, R™), (A.6)
Mor(u‘@u, u@u®) = (R*, R™), Mor(u®u’, u‘®u) = (R*, R™),
Mor(u®u®) = (Fy, Pr), (A.7)

wobei die Idempotent&, und P, die Gestalt
1
(P = < Didrs und P =1-P, (A.8)

haben. Diez-Matrix erfullt die Hecke-Relatio?~' = R — ¢I.

A= X

Abbildung A.4: Die Hecke-Bedingung.

Aus der Hecke-Relation und den Spurformeln erhalt manalgehden Formeln.

X: _*1AU \/\:: +rq
KT X

\/ B R X B R
= +rq = -t q

/

Abbildung A.5: Die Produkte der verdrehtéixMatrizen.
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A.2 Die B-, C- und D-Serien

Die Besonderheit der orthogonalen und symplektischen @st, dass die Fundamentaldar-
stellungu isomorph zu ihrer kontragredienten Darstellumg ist. Definiert man die Tenso-
ren (C*) € Hom(C,CVY®CY) und (Cy) € Hom(CNeCY,C) vermogeC® = C¢ und
Cy = C# (und die entsprechenden Tensorenle= C 1), so gilt

Mor(1,u®u) = ((C™)), Mor(u®wu, 1) = ((Cy)), Mor(u,u) = (C*). (A.9)

Eng verbunden mit der Kodarstellungstheorie der ortholgonand symplektischen Quanten-
gruppen ist die Birman-Wenzl-Murakami-Algebra. Sie ifiermt im Quantenfall die Rolle der
Brauer-Algebra, siehe auch [106], [11] und [62, Teilabsiti®6.4].

Definition A.1 Es seieny,r € C* mit ¢*> # 1 komplexe Parameter undc N, k > 2. Die
Birman-Wenzl-Murakami-AlgebrBWM,(q, r) ist die komplexe Algebra mit Eins, die von den
invertierbaren Elementes, ..., g, ;1 und den Relationen (3.4), (3.5) (mijt anstelle vorb;)
sowie den Relationen

eigi=giei=r1""e;, €; gi+1€6; = re;, €; gz‘_:tllei =r"e
erzeugt wird, wobei
e =1—(gi—9;)/(a—q").

Aus der obigen Definition folgt, dass; wesentlich idempotent ist mi¢? = ze; und
r=1+(r—r1Y/(¢—q"). Ferner erfilly; die kubische Gleichung

(g —)gi+q Ngi—r")=0.

Analog zu der Tatsache, dass fiir die A-Serie die Matrizamd 12 Darstellungen der Hecke-
Algebra definieren, gilt filr did?-Matrizen der B-, C- und D-Serien:

Satz A.1 Es seiA eine der Hopfalgebre®(O,(N)) bzw.O(Sp,(N)) und R die zugebrige
R-Matrix. Ferner seik € N mit £ > 2. Dann definieren die Abbildungep — R, ,,, und
gi — R, surjektive Darstellungen: BWM; (g, t) — Mor(u®*) bzw.o.: BWMj(q,t) —
Mor((u®)®*) der Birman-Wenzl-Murakami-Algebra.

Bei der Darstellung wird fernere; auf K, ; 1, abgebildet.

Wir geben nun eine kurze Einfuhrung in den modifizierterpgrechen Kalkil im B-, C- und D-
Fall. Der Unterschied beruht vor allem auf der Existenz ®inesatzlichen Morphismyg'),
der im Falle der A-Serie nicht prasent ist. Da im orthogenalind symplektischen Fall die
Kodarstellungeru und u¢ zueinander isomorph sind;* € Mor(u, u®), existieren hier von
oben nach unten laufende Kanten, deren Ecken verschiedaniert sind. So wird etwa der
obige Morphismug* durch eine vertikale Kante reprasentiert, die an der ent&cke einen
Pfeil nach unten hat und an der oberen Ecke einen Pfeil naain &3 zeigt sich, dass in diesem
Kalkul drei auf einer Kante aufeinanderfolgende Pfelitimgenaba (mit entgegengesetzten



A.2 Die B-, C- und D-Serien 123

Orientierunger: und b) durch einen Pfeil der Orientierungersetzt werden kdnnen. Entfernt
man eine Schlinge durch Drehen im Uhrzeigersinn (erstedrRegister-Bewegung), liefert das
den Faktor, dreht man die Schlinge entgegen dem Uhrzeiger herausdertalas den Faktor
v~L. Ein geschlossener Ring liefert den Fakdor

Es gelten die folgenden, gut bekannten Relationen zwisdearMatrizen?, R~', K und D,
siehe etwa [92] oder [95]:

R '=R -l +§K (A.10)

CYRY =v1C?, RbCY = 'Cy, (A.11)
R—R'=¢§(I-K), (A.12)
s=trD, (A.13)

tri R =, tril=sl, trpK =1 (A.14)

SEe G XK X
O Q) G-

Abbildung A.6: Die graphische Darstellung der Gleichun@&ril), (A.12) und (A.14).
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Anhang B

Die biinvarianten 2-Formen in yI"'"

B.1 Beweis von Lemma3.38 (i) und (ii)

In diesem Anhang wollen wir Lemma 3.38 beweisen. Bevor wdiogh den Beweis des obi-
gen Lemmas antreten konnen, benodtigen wir noch die defimiien Parameter der Kalkile
sowie ein technisches Lemma, das die Abbild@nmit Hilfe von Projektoren und Maurer-
Cartan-Formen ausdriickt. Zunachst erwahnen wir def3@mn der definierenden Parameter, wie
sie auch in den Arbeiten [91, 92] verwendet wurden. Um ddpd@ézeichnungen zu vermei-
den, mussten allerdings einige Umbenennungen vorgenowear@ien. Aulderdem wurde beim
Kalkul I, , der Parameter aus [91] inz~* umbenannt. Im folgenden durchlaufen die Parame-
terT unde stets die Vorzeichenmenge-, — }. Dabei bezieht sich stets auf den Kalkil'; , und

e auf den ProjektoP*. Es seien, = 1—¢ 2 = ¢g~'gundr_ = —¢ 2N 4¢=2N-2 = _4=2N-13,
Wir setzen
u:qN+15:q72+q74+___+q72N,
s, =14u+q V2 s.=u—q’2—q"*",
s =u—q7+1, s =u—q N4 q"2
si=u—q + ¢, s, =u—q'+1,
St =g g & —u— g

In sehr kompakter Schreibweise lauten die letzten vief¥@né< = u+¢“r.[2],. Ferner setzen
wir

n,=z"s —u und wv.,=n;l(¢72"" -1).
Im generischen Fall erzeugen die Differentiau-;l den Hopf-Bimodull. , als linkenA-Modul,
siehe [92, Lemma 1.5 und Theorem 2 Ajuivalent dazu ist, dass der Raum der Maurer-Cartan-
Formen (w;; :== w”(u}) |4, j = 1,..., N) die DimensionV” hat. Das assoziierte Rechtsideal
R . erfullt dann die Gleichung

R ® (ui|i,j=1,...,N)®d Cl = A.
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Benutzt man (2.46) und (2.31), erhalt man die Umrechnworgein vonw]; zu den Maurer-
Cartan-Formemw;; = w™(u}). FurT = + bzw.7 = — erhalten wir

Wij = (R2) koh — 0wl bzw.  wi; = 2d Y (R™ )“'lC Wy — 0o - (B.1)

In beiden Fallen ist = n,,wj. Beachtet man (B.1) und (2.31), so erhalt man die erste un-
tenstehende Gleichung. Analog zu den Berechnungen in Lérirfisergibt sich die zweite
Gleichung:

Y<aa =n,,w(a)+<(a)d, (B.2)
(W@ V) <ab=n2_8(b) +n,.(w(b) @I+ @w(b)) +e(h)) @ 0. (B.3)

Aufgrund von (3.19), (B.2)w(U) = J und=(U) = u erhalt man fur allé € A
S(Ub) =n<ab+ (2n,, +u)8(b) + ¥ @ w(b) + w(b) @ V. (B.4)

Fure € {+, —} definieren wir

: Z g 2k (Pe)ki mupu;und Vo= Zq’m(v

kn,m

Ferner benotigen wir die Grol3en

ty=u+1, t_=u—q 2N
= [213/se, Ve = q[2]q/ (ute),
A =d"2"s:/[2]g, A =q "2 T8 /2],
pie =0 (s —u)/(al2lgnee), . = e (27TsE —w)/(g[2)gns).
Die folgenden Identitaten rechnet man leicht nach:
s +q s =8t + 57 =2+ 2]7, (B.5)
"5y +q Ts_ =[2],8.. (B.6)

Wegen (B.6) gilt\, . := A\, + A7, = 2775,
Fur (e,:) € {+,—} x {0, 1} definieren wir die Abbildungef)., € Hom(V®2 V®*) durch

(Qea)ya™ = > (P (P (P)ys.

I’y!’z

WegenP* € Mor(u®u) und P, € Mor(u‘®u) erhalt man unschwer, dass die Elemefte
im RaumMor(u®u, u@ueu‘®u) liegen.

Lemma B.1 Es seienA eine der Hopfalgebre®(GL,(N)) bzw.O(SL,(N)), I' = I, und
wij = w(u ]). Danngiltfurallea,b,r,s=1,...,N
(i)

bt = 0oplhs = Y Ceo(Qen)i™ iy (mod R,.), (B.7)

€,L,m,n
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wobeic.; = a.A; , undceg = uyeps .
(if)
S(upul) = CeuCeur (Qe) ™ (Qeur )12 Winn @ Wous-

€,L,L"

(iii) Es giltS(W,) = AS_n+ B 9 ® 9, mitW, = V, — y£ U und

A:—,z = af()‘fr,z)2 - :U’j',z? B;,z = Ve(ljlfr,zy - uilo‘G()‘j',z)% (B8)

Beweis (i) Im gesamten Beweis summieren wir tiber sich wiedermiddndizes. Wir benodtigen
die Formeln (2) und (3) der Arbeit [91, S. 318], das sind

7 1 € i 1
(Ue)j — E(SZ]V; = )\T,Z (Uj — E(SZJU> (rnod :Rr,z); (Bg)
W, =V, — £, U =0 (mod R,,). (B.10)

Setzt man diese Formeln in die Hauptformel des Beweisesd&yigmma 4.4] ein, namlich in

U — 8oy = 87 2PV B (P + o [202(P) T (P

q Ty rs

—a[2],57 "6 (P Vi — al2]s =" (PT)i Vo (mod Re),

rs

und benutzt die Identita, = ¢~'[2], t. — u, erhalt man nach einer Reihe von Umformungen
(B.7).

(i) Nach Definition der Abbildungd und wegenv™(a) = w7(b) fir @ = b (mod R, ), nach
Definition des assoziierten Rechtsideals, folgt aus (i)

S(uguZ) = w(uguz) ® w(uyui) = Z CE,LCGI,L'(QE,L)men (Qe’,b’)féjvwwmn @ Wy -
WegenP<P¢ = .. P¢ erhalten wir daraus (ii).
(iii) Nach Definition vonV;, wegenP<P¢ = ¢, , P< undg=22=2(P)ii = q%-%(P*)
Summation) ergibt sich

S(Ve) = q72if2j(13€)2, Z CE’LCE’L’(pel)ii/(PL)Zén(pel)gg(PL’)Z}U(pe)fgfwmn ® Wy

= 7Y e PV PR PV P n ©

Lot

ij
Ty

(keine

Man beachte, dass die lineare Abbildufig= (T*%) mit T*% = ¢~22=2(P)™¥(P*)% (kei-

ne Summation Ubey) zum MorphismenrauMor (1, u°@ueu®u) gehort. Da ein linearer
Isomorphismus dieses Raumes Miér(u°®u) existiert, ist auch der erste Raum zweidimen-
sional. Die beiden MorphismeB, und@; mit Q% := ¢~ (P,)»,, . = 0,1 (keine Summation
Ubery) bilden eine Basis vohlor(1, u*@u®u®u). Wegen (A.5) istl, = o 'Q,+u"'v"'Q,.

Aul3erdem gilt

(PL & PL’)QL” — 5L,L’5L,L”QL7

1 1
0" Wi @y = " 919 und Q7" Wy @wyw =1 — " IR.
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Somit erhalten wir

S(V'E) — ( ;1 2 Qmm}w +u ,Ye 50 gzm)w)wmn ®wvw

. ) (B.11)
= af()\T,Z) n + (P}/E(ILLT,Z) —u af()\’r,z)2)19 ® 19

WegenS(U) = n ist der Beweis von (iii) komplett. n

Beweis von Lemma 3.38.()Er ist in zwei Teile gegliedert. Der einfache Teil behandign
Beweis furr die Parameterwertemit 22V # ¢*. Die Wertez mit 2 = ¢? undz" = —¢? sind
schwieriger zu handhaben. Man beachte, dass die Falle- ¢> keineswegs pathologischen
Charakter tragen. Vielmehr sind genau diese Parameterwertilassig furSL,(N). Um die
Bezeichnungen zu vereinfachen, lassen wir bei den Pareméte, B; ,,n, ., v, ., A7, 15,
und, . den Indexr, z weg.

Fall 1: 22V # ¢*. Nach [91, Formel (3) S.318] und [91, Theorem 2.1 (iii)] gilt

o~

D1=vU (modR) und D=—2"V¢? U (mod R).

DaD undD ! gruppenartig sind, erhalt man weg&(rff) =7 undw(ﬁ) =1,

o~

S(D-1 —vU) =12 ® 9 — vy,

(B.12)
S(®+ —TN ZTZ/U)_ —2TN 47'1/2,(9@19_’_ —TN 27’1/77

Wegenz" # ¢ istv # 0. Folglich gilt nach Division der obigen beiden Gleichungknch
v bzw. durchz=""¢?>"v und anschlieBendem Gleichsetzer- 1192 = —z"N¢?> 9% in .
Folglich ist¥? = 0in .1, daz™ # —q¢>.

Fall 2: (2" — ¢?)(2" + ¢%) = 0.

Wir setzenz := UU — AU. Man beachte, dass wegéh™ + P~ = I gilt z = W+ + W
Nach (B.9) und wegen™ + = = X + u gilt z = 0 (mod R). Wegen LemmaB.1 (iii), ist
8(x) = An+ BY ® 9, wobeiA = AT+ A~ undB = B* 4+ B~. Setzt marb = U in (B.3) ein
undb = U in (B.4), so erhalt man

(W9 aU=n’n+2n+u)d®09, nalU=(A-n+up+(B-2)9®9. (B.13)
Setzt man in (3.17) = x unda = U ein, so folgt aus (B.13)

$(zU) = AnaU + B(Y ® 9) U
=(A(A—n+u)+Bn’)n+ (AB—-2)+B2n+u))y @9 (B.14)
= A'n+ B"Y®9.

Angenommen, die Matri><ﬁ, g,) sei regular. Dann ist®1 eine Linearkombination von

8(z) und§(zU), und somit gilty®y € §(R), und wir sind fertig. Ist die Matrix singular, gilt

(A—nB)(2A —nB) =0.
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Wendet man obige Argumentation anstelle &8ifx), S(zU)} auf die Paargs(z), (W+U)}
{S(x), SW_U)}, {S(W,), (W, U)} und{S(W_), S(W_U)} an, so erhalten wit@1 € $(R)
oder zwei weitere Moglichkeite@A™ = nB*,24~ = nB* oderA®™ =nBT, A" =nB".

Fall 2.1: 24° = nB¢ ¢ € {+,—}. Es sei zunachslv > 3. Da ¢ transzendent ist, ist
A¢ von Null verschieden. Setzt man die Werte (B.8) fiif und B¢ ein und verwendet
Vet = utn7H(z7%s¢ —u) und )\ = u + n, so ergibt sich

T

—2T € )\_u
9 E)\e2_2 € _ < 5; u € E)\€2
Qe(A)” = 2" = n —— e = = e (A),
A+ wa(X)? = (2 ¥s5 +u)us. (B.15)

Angenommeny© = 0 fur eine € {+, —}. Wegen (B.15) istdanh + u = 2" "s/ + u = 0, da

a.(A9)? # 0. Wegen der Definition vop€ ist somitz—27s¢ — u = (. Eliminiert manu, so erhalt

manz = —¢% undgq ist eine Einheitswurzel. Dies widerspricht unserer AnnahRolglich ist
tu~ #0.Setzt mam\ + u = p* + i~ in Gleichung (B.15) ein, erhalt man

Hop (M) = 277sf —u) = —a (M),

T

1
p (oA )P =2 s, —u)=—a_(\)ut.

T

Multipliziert man die beiden Gleichungen, dividiert durah~ und setzt dann die Gleichung
ac(A)? = ¢*"27 "5, ein, erhalt man

ar (A2 (2 s, +u)+a (V) (278l +u) = (2 s, +u)(z TS, +u),
bzw.
2 (s (2 s, A u) +q s (2 s +u)) =2 Vsts, — 2 Pu(s] +5,) +u’

Wegen (B.5) verschwindet der Koeffizient vor?". Setzt mars¢ = u + ¢"r,[2], ein, erhalt
man weiter

0= (¢ sy (u+q Tr[2g) +a s (u g7 [2L,) — (g T2 (w7 [20,) — o
bzw.
0= 2 7((¢¥s +q 25 Jut (70 +q 75 )[2yre — i — wr 22 — r2[2J2) —

Benutzt man (B.5), (B.6) und # 0, hat manz=*"(u + [2]2r;) — u = 0. Wegenz*" = ¢*,
liefert dies im Faller = +

(q2N+2 + q2N + q2N76 _|_q2N78 4ot l)N _ qs(q2N72 _|_q2N74 4ot l)N —0,
und im Faller = —

(q2N+2_|_q2N_|____+q8+q2+1)N_q4N78(q2N72+q2N74+____|_1)N:0.
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Da N > 3 widerspricht dies unserer Annahme, dgssanszendent ist. Somit ist der Fall
2A¢ =nB* fur N > 3 unmoglich. Es sei nuv = 2, I = ', ,, und2*> = —¢?. Entspre-
chendz = +iq (i = v/—1) lauten die definierenden Parameter

A=A =i(g +q7), apd=Fi(g+q7"),

pr=nT (g g )0+ 0), =T gt - i,
=0+ D) 070

V(e

Setzt man diese Werte in (B.8) ein, fuhren elementare Umifogen der Gleichung
2AT —nBT =0 in beiden Fallen auf¢® + 1)*(¢* + 1) = 0. Dies widerspricht unserer An-
nahme, dasgtranszendent ist.

Fall 2.2: A° = nB‘ € € {+,—}. Ahnlich zur Herleitung von (B.15) erhalten wir
A (X9)? = 2727 pfst. Setzt mamy (\9)? = ¢*72 %75, ein und dividiert dann durch~?7, so
erhalt man*™\s, = pfs¢. Setzt man hier die Identitgt™s, = req '[2],r. + s ein, subtra-
hiert A\s¢ und multipliziert dann mit; <, so erhalt man fue = +, — die beiden Gleichungen

MG 2] resr = stss (ut — A,
MG 2] a8t =sts (= N).

T

Addiert man die beiden Gleichungen und beachtet- 4~ = A +u unds, —s} = —74[2],7,
erhalten wir-A[2]2r2 = (u — \)s}s; . FolglichistA = us}s, /(sfs — [2]2r?). Beachtet man
stsT —[2]2r2 = u(u+r-[2]7), erhalt man weitek = s s> /(u+7,[2]7). Setzt man schlieRlich
A =z""(u+r,) ein, hat man

() (e 2]g) = (g7 [2] ) (u + g7 [2r)-

Wegenz?¥ = ¢* schlieBen wir hieraus, dagsalgebraisch ist. Dies widerspricht unserer An-
nahme. Der Fall¢ = n B¢ ist somit unmoglich. Fasst man die Resultate der FallaigdL2.2
zusammen, dann ergibt sidh = 0 in , ™", und der Beweis ist abgeschlossen.

Zu (ii). Nach [111, Formel (1.26)] liegt := UU — AU in R. Mit Hilfe der Maurer-Cartan-
Formeny undn lasst sich dieses Element schreibentats An + By ® 9, mit

A=q%q-v)(¢®—v) und B=2wq (¢ —v)/(¢’—v),

vergleiche etwa [96, S.517, unten]. Man beachte, dass= nB, wobein = n,, =
vg~! —q72 — ¢~ + vq~°. Wir miissen nur noch nachweisen, ddssin Vielfaches vor,™*

ist. Aquivalent dazu ist, dasskeinenn~-Anteil hat. Dazu bendtigen wir die Umrechnung der
Maurer-Cartan-Formen auf unsere Standardbq?ist\lach (B.1) gilt

= 272 (R (R wi@uwih, + (=227 + ) wf @wy

in
—22 2]
= 277G ¢ Wi + awy Buwy,

n=q Ywy®uwj = q 7 ((z7 (R wi — Sywd) ® (27 (B wh, — djiw])

wobeia = 2 2(¢71¢* + 2¢ " '¢ +u) — 2n — u. Dabei benutzten wir die Heckebedingung (2.4),
(A.5) undtr; R = ¢~'I, vergleiche Anhang A.1, und die Definition van .. Wegen (B.1) gilt
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fernerd®d = n2wi ®@w . Nach (3.67) und (3.66) gilt

wi®uwg =qnt —q'n7,
¢ P wiewl =q¢ T +n7).

Wir berechnen nun dig -Komponente — von&. Nach den obigen beiden Transformationsfor-
meln ist

& =(An+e9) = (2 %¢Ag ¥ whow + (aa + n’B)wi Quy) ™
= (¢ 2P A~ ¢ HaA+n®B))y .

Setzt man nun? = ¢> und2A4 = nB ein, erkennt man, dass der obige Koeffizient verschwin-
det, alset™ = 0. [

B.2 Beweis von Lemma 3.38 (iii)

Wir wollen, ahnlich zum AnhangB.1, nachweisen, dass dievhrianten 2-Formem™ und
n~ in 8(R) liegen. Wir setzen dabei im Gegensatz zum vorangegangenieanyy nur voraus,
dassg keine Einheitswurzel ist. Wir werden fir die Kalkale. := I'y; und I = I,
verschiedene Beweise angeben/daetwas schwieriger zu handhaben ist. Der Beweid fir
ist einfach, da wir nur auf ein einzigésl-invariantes Element adgzuriickgreifen missen. Im
zweiten Beweis benotigen wir zumindest zwei derartigeriélete, deren genaue Beschreibung
wir aus [92, Abschnitt 6] nehmen. Au3erdem verwenden wirGdmputeralgebra-Programm,
um lange Termumformungen auszufuhren. Fur transzead®ette vony funktioniert der erste
Beweis auch fur_.

Abkurzend schreiben witf = v — t~'. Im Folgenden wirchicht Giber die Indizes und v
summiert.

Teil 1: I' = I',.. Zur Abkirzung setzen wil;; := w;; undé := w;". Wir zeigen zunéchst, dass
Q = U? — ¢#U in R liegt. Wegen (2.46) und (A.14) erhalten Wir U = tr}(R?)"0,,, =
(g7 + s)6. Wegen (2.31), (2.29), undU) = s erhalten wir

w(Q) = (#<U)<aU — o <aU = 0.

AulRRerdem ist(Q)) = 0 und somit) € R. Als nachstes berechnen v(Q). Wegen@ € R
erhalten wir mit (3.20B(Q) = (f®6) <(Q. Beachtet man (B.1) und (3.69), erhalt man

$(Q) = (980)<Q = (qn* — ¢~'n") 2(UU — 4i0)
= qaint — ¢’ 0T = gi(gan — ¢ laoy”)
= qai(ay — §F)n" —q o (a —gi)n . (B.16)
DaR ein Rechtsideal ist, Iieg:[)ﬁ ebenfalls ink. Wegen (3.19) und (B.16) gilt also

$(QU) = g’ (ay — ¢)n" — ¢ 'o® (o — ¢#)n (B.17)
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Zur Losung dieses linearen Gleichungssystems (B.16) BridZ in den Variablem™ undn~
betrachten wir die Koeffizientendeterminante

det = apo(ay — a-)(og — ¢F)(a- — §7)
=+ R gr—q v (g e — g (Pt —q P (g Tt =g’ ).

Dag keine Einheitswurzel ist, gittet # 0. Folglich liegen sowohh™ als auch)™ in S(R).
Teil 2: I' = I'"_. Wir bezeichnen den kritischen Wert mit

c = 4¢’t(2s + ) = (¢" + D> +2¢(¢* — Dr — (¢" + 1).

Es gibt zweiAd-invariante quadratische Elementen namlichV;, = D.D!(P")% ujuz,
ve{+,—} mite(V,) =st,.

Die den Kalkull'_ definierenden Parametgt sind bestimmt durch die Gleichurﬁy € R,
wobeiW, =V, — pu*U, vgl. [92, (3) S. 656]. Auf derselben Seite findet man aucledeume-
rische Ausdriicke:

et )
qr + 2s ’
i g
Qi + 25 ‘

Die Spektralprojektore®”, ve{+, —}, der R-Matrix aus Abschnitt2.1.4 sowie ihgeSpuren
kann man auch in der folgenden Gestalt aufschreiben

P =\ + N+ R4 G(1—t),) K, (B.18)
ary2. Y —1
tI‘l( 1/) = — T()\l/t )\I/ )
1 GgA, + A (A e —1)

=:1,1. (B.19)

Man rechnet leicht nach, dass die rechtsadjungierte WiylainesAdy-invarianten Elements
den Raum der biinvarianten Elemente eines beliebigen Bopbduls invariant lasst. Wendet
man dies auf die Hopf-Bimodulri™ und die Adg-invarianten Element&, an und beachtet,
dassn™, T€{+, —}, das einzige biinvariante Element vohi ist (bis auf Vielfachheit), dann
mussen also komplexe Zahlep, 7, v € {+, —}, existieren mit

n" <1?,: =cnn .
Wir wollen diese Konstanten bestimmen. Nach Definition ¥pmund Gleichung (3.68) ist

n<aV,=n"< u;uf(p”)f;;Dng
= (B + G021, — (1 + A7) g (P DED),

Wir demonstrieren die Berechnungen am ersten Term. Wegé8)(@nd (B.19) gilt

5ij77T d (uf(p”)iéDlaDé’) =t,n <U = tl/(5 + O‘T)UT-



B.2 Beweis von Lemma 3.38 (iii) 133

Ahnlich den graphischen Berechnungen im Abschnitt 3.6haleman fur die beiden anderen
Terme

T a(uf (PP DEDY) = (46,02 M2 + tA2t, — AN en )0,

¥ a

5 (up (P, DEDY) = (Ged, " Arery + A%t — v ' A20,,)07,

wobei mare,, aus dem folgenden Bild mit Hilfe von (B.18) bestimmt:

~ -~

P P
X B ! ‘ - 6w7f-
P

U

Abbildung B.1: Die Definition vore,,,.

Der numerische Wert ist,, = (A-! + ¢(1 —tA,)1)/(\, + A, 1). Setzt man alle bekannten
Parameter ein, hat man schlief3lich

Cop =@+ (P = D)% (07 + ¢t + (20" — 2" +2¢° — 2)° +

+ (=P + ¢ —4¢° + ¢ = 1)+ (=2¢° +2¢" — 2¢° + 2¢)r + ¢° + 1),
cro=c 2020 ) e+ ) - (@ — 1+ )+ i — ¢’ +1—¢7),
cop = 20,2007 =) (gr + (@’ = 1)((¢* =1+ ¢ )P + g —¢" +1—q77),
oo =c @+ 1) = @)% (¢ + D' + (2¢° — 2¢7 + 2¢° — 29)¢° +

+ (=" 4+ —4¢° + ¢ = 1)+ (=2¢" +2¢" — 2¢° + 2¢°)e + ¢"* + ¢).

Nun kdnnen wir vier biinvariante Elemente v8(R) bestimmen. Wegen (B.1) und (3.69) er-
halten wir

S(W,) = (020) 2 (V, — p’U) = qlcsn — pPai)n™ — ¢ Hey — o)y (B.20)
Ahnlich zum Teil 1 erhalten wir dariiber hinaus
SW,0) = qorg(cry — plas)n™ — g~ a(coy — pla ). (B.21)

Wir betrachten die x 2-KoeffizientenmatrixI” = (7;;) des linearen Gleichungssystems (B.20)
und (B.21),v € {+, —}, mit den Variablem™ undn~. Ihre beiden Spalten lauten

— _ t
(L) = CI(C++ —ptay, cpn = pTay, agp(ery —ptay), ap(en —p 04+)) ,

(Ti) = =g (coy — wha_, e —pa_, a_(c_y — pta ), a_(c__ - p~a )",

Wir unterscheiden drei Falle: 17;;) = 0, 2. (T;z) = 0 und 3. keine Spalte verschwindet
identisch.
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Falll: ¢, — ptay = ¢y — p~ay = 0. Dies entspricht dem folgenden Gleichungssystem:

0=(¢>+ 1)(qr — 1)(qr + 1) (g"%c* + ¢*t* +2¢""¢* — 2¢°¢% + 2¢°¢® — 2¢°¢® —
— ¢ 4+ ¢ — 405 4 " — P — 207t + 2" — 2¢°% e + 2qv + B+ 1),
0=2(qe — 1)(qe+1)(t+¢°)(r — ¢) x

X (" -+ P+ Pe—qr— "+ - D (P +1).

Da ¢ keine Einheitswurzel ist, erhalten wir

dl _ q12t4 + q4t4 4 2q11t3 o 2q9t3 + 2q5t3 - 2q3t3 -
— "2+ B =45+ ¢ —? — 2%+ 2"t — 2% e+ 2qv + A + 1 = 0,

dy =g — P+ + v —qr— ¢+ ¢ —1=0.

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus eliminieren wir setiweise die Potenzen vonund
erhalten schliel3lich zwei Polynome in den Variabjamdt:

a=(¢"+1)(¢* - @+ 1)(¢® + Dg*® +
+ (" =+ 1)(3¢" —2¢" +2¢° — ¢® +2¢> — 2)¢’¢" +
4 (g — 2" +2¢™ — 49" — ¢ 4 5¢° — 6¢° + ¢t + 2 — 1)t +
+ (" =+ 1)(¢"° — 4¢" 4+ 2¢" + 2¢"° — 5¢° + 2¢° + 2¢" — 4¢” + 2)q

und

b=(=¢"=1)(¢" = +1)(¢" =+ 1) ¢ = 1)°(¢+1)°qr +
+(_2q12+3q10_3q8+q6+q4_2q2+1)(q4_q2+1)3(q_1)6(q+1)6q2,

so dassudy + bdy = —(¢° + ¢* + 1)(¢° — ¢* + 1)(¢ — 1)°(¢ + 1)°¢. Man beachte, dass auf
der rechten Seite keinmehr auftritt. Da abetd; = d, = 0, muss auch die rechte Seite der
obigen Gleichung gleicld sein, und somit ist eine Einheitswurzel, was unserer Annahme
widerspricht. Folglich tritt der Fall 1 nicht ein.

Fall2: c_y, —pTa_ =c__ —pu a_ = 0. Analog zum Fall 1 erhalten wir aus den obigen beiden
Gleichungen, dass

ds =" — @+ +Pe—qr— ¢t + ¢ —1=0,
dy = ' + ' +2¢7¢ — 2¢"¢* + 2% — 20 —
— "2+ B — 45 + ¢ — 2 — 2¢M e+ 2¢°t — 200t + 243 + 2 + ¢t = 0.

Wiederum existieren Polynome und b in den Variableng und ¢, so dassad; + bdy =
(@ +3+1)(® =+ 1)(¢* —¢®>+1)(g—1)"*(¢ + 1)'?¢*. Dies widerspricht unserer An-
nahme, dasg keine Einheitswurzel ist. Somit verbleibt als einzige Mdgkeit der Fall 3.
Fall 3. Wir werden zeigen, dagsden Ran@ hat. Angenommeny; habe hochstens den Ranhg
Dann mussen insbesondere 2lie2-Matrizen, gebildet aus der ersten und dritten Zeile bzw. au
der zweiten und vierten Zeile die Determinaftegaben. Wegen, — o # 0 ist dies aquivalent
zu den Gleichungefr, . — ptay)(c.y —pta ) =0und(cy — p ay)(c.- —p~a ) =0.
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Da auf3erdem die Matrix aus den ersten beiden Zeilen einehxgrsdende Determinante hat,
erhalten wirc, , —pta, = ¢, —p oy =0o0derc_, —pta_ =c__ —pu a_ =0.Doch das
ist nach der Fallannahme ausgeschlossen. Folglicli’ lten Rang?, und sowohl;™ als auch
n~ liegen in§(R).
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