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Zur numerischen Genauigkeit von Regressionsprogrammen 

H. Geidel und M. Precht 

Zusammenfassung 

Regressionsprogramme werden z. Zr. sehr häufig benutzt. In 
der vorliegenden Arbeit wird auf die numerische Genauigkeit 
der berechneten partiellen Regressionskoeffizienten eingegan­
gen. Dabei zeigt es sich, daß sowohl die Genauigkeit der be­
nwzren Rechenanlage als auch der jeweils verwandte Algorirh­
mus von ausschlaggebender Bedeutung für die Genauigkeit der 
berechneten Koeffizienten sind. Ergebnisse von Testrechnungen 
werden als Beispiele diskutiert. 

Summary 

Regression programs are used very ofien. The presented paper 
is considered with the numerical accuracy of the calculated 
partial regression coefficients. Ir tums out rhar the accuracy of 
the used compurer as weil as rhe applied algorithm are of de­
cisive imporrance for rhe accuracy of rlze calculated coefficiems. 
Results of test calculations are discussed. 

1. Einleitung 

Rcgressionsprogramme werden z. Zt. in vielen Anwendungs­
gebieten eingesetzt. Wenngleich dabei die berechneten par­
tiellen Regressionskoeffizienten nicht immer einer sachlichen 
Interpretation zugänglich sind, erscheint es dennoch sinnvoll, 
das Problem der numerischen Genauigkeit solcher Regres­
sionsprogramme etwas genauer zu untersuchen. Daher werden 
mehrere häufiger und einige weniger häufiger verwendete 
Regressionsprogramme auf ihre numerische Genauigkeit bin 
untersucht. Dabei werden auch die Vor- und Nachteile einiger 
Lösungsalgorithmen diskutiert. 

2. Lösungsalgorithmen für Kleinst-Quadrate-Probleme 

Gegeben sei einem x n Matrix X (m E; n) und ein m X 1 Vek­
tor y, gesucht sei der n X 1 Lösungsvektor b, der Vektor der 
1,>artiellen Regressionskoeffizienten, der die euklidische Norm 
l IXß-YI 1 minimiert. 

Man kann im wesentlichen zwei Arten von Lösungsalgorith­
men für dieses Problem unterscheiden: 
1. die Elimioatioosverfahren (E. V.) und 
2. die Orthogonalisierungsverfahrc n (0. V.) 

2.1 Die Eliminationsverfahren (E. V.) 

Die Eliminationsverfahren nach Gauß bzw. Doolittle lösen 
das System (1) der Normalgleichungen (N.Gl.). 

{l) X'Xb=X'y mit b={b0 , b11 .„,b0 _i)' 

Diese Algorithmen sind am häufigsten in Regressionspro­
grammen zu finden, wenngleich sie nicbt zu den effizientesten 
gehören. Bei den N.Gl. kann man verschiedene Varianten 
unterscheiden: 
a) Die Design-Matrix X hat die Gestalt 

(2) ( 

1 Xu X21 . · · Xn - 1,1 ) 

X = l X12 X22 · · · Xn - 1,2 .......... ... 
l X1m X2m · · · Xn - 1,m 

b) Oie Design-Matrix X und der Vektor y haben folgende 
Gestalt: 

(3) (

1 X11-X1 X21 - X2 „. 

x = ~ ~.·:-~1 ~~:-~ : : : 
1 X1m-X1 Xzm-Xz „. 

Y = (Y1-Y. Y2-Y. „ · Ym-y)' 

Xn-1,1-~n-l ) 
Xn - 1,2-Xn-J 

Xn - 1,m-Xn-1 

d. h. die Ausgangsdaten aller Variablen werden auf ihre 
Mittelwerte bezogen. Die Normalgleichungen lauten 
dann: 

{3a) (X" X)· b+ = X'· y mit b+ = (0, bi, bz, „. , bn-1)' 

Dabei wird das konstante Glied b0 nach der Formel (4) 
berecbnet: 

{4) bo = )i-b1X1-b2X'2-.„bn-1Xn- 1 

c) Eine andere oft verwendete Reduzierung des N.Gl.­
Systems (1) ist die Transformation der Koeffizienteamatrix 
auf die Gestalt der Korrelationsmatrix. Als Design-Matrix 
verwendet man X 5 

(5) 
( 

1 {x11- x1) /s1 
Xs = ~ ~X12-X:1) /s1 

l Cx1m-X1) / s1 

Die Lösung des Systems 

(5 a) X5 'Xs b5 = Xs'Ys 

„. {Xn- 1,1-~n-1)/sn-l l 
„ · {Xn- 1,2-Xn -1)/sn-l 

(Xn- 1,111-Xn- 1)/ sn - 1 

liefert den Vektor b. der sog. standardisierten partiellen Re­
gressionskoeffizienten. Das konstante G lied b0 wird wieder 
nach Gleichung (4) berechnet. 

Die Umrechnung der standardisierten partiellen R egres­
sionskoeffizienten (bs)i in die gewöhnlichen partiellen Regres­
sionskoeffizienten bi erfolgt nach 

b; = (b8)1 · s/sx (i = 1, „ . , n-1) 

Vie le Regressionsprogramme (z.B. BMD02R, BMDP2R, 
SPSS, MUR-ALT, MUR-NEU u. a.) gehen von der Version 
(3 a) bzw. (5 a) der Normalgleichungen aus und lösen sie mit 
dem Gauß-Verfahren. 
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2.2 Die Orthogonalisierungsverfahren (0. V.) 

Die Orthogonalisierungsverfahren geben unmittelbar auf die 
Matrix X bzw. X5 zurück. Es werden drei Verfahren kurz 
angesprochen: 

a) das Householder-Orthogonalisierungsverfahren 
In diesem Fall wird das Problem l ly-Xß 11 ~ Min! durch 
l ly<nl_x <n> ß 11 ~ Min! ersetzt, wobei x<nJ durch eine Reihe 
von orthogonalen Householder-Transformationen auf X er­
zeugt wird, so daß x <•l in den ersten n Zeilen eine obere Drei­
ecksmatrix R darstell t und ansonsten nur Nullen enthält. 
Für y<nl gilt dann: 

yCn) = (y(n), y(n), ... , y(n), 0,0,0, .. . , O)' 

Yl iu. 
Der gesuchte Vektor b ergibt sieb aus: 

11 y<n) - x <n) ß 11 = 11 Y1 -y~ . ß 11 ~Min! 

als Lösung des gestaffelten Gleichungssystems 

y1 = R · b. 

b) das modifizierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsver­
fahren 
Das klassische Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren 
zerlegt ebenfalls wie das Householder-Verfahren die Design­
matrix X in das Produkt einer Matrix Q mit ortbonormierten 
Spalten und einer oberen Dreiecksmatrix R, also X = Q · R. 
Das Verfahren wird jedoch numerisch umso unbrauchbarer, 
umsomehr die Spalten der Matrix X linear abhängig sind, weil 
im Laufe der Rechnung unter dem Einfluß von Rundungs­
fehlern die neu berechneten Spaltenvektoren von Q immer 
weniger orthogonal zu den bereits vorhandenen Spaltenvek­
toren werden. Mao kann diesem Übel zwar durch Nacb­
iteration begegnen, das bedeutet jedoch eine Verdoppelung 
des Aufwandes. Es ist ratsamer, das modifizierte Gram­
Schmidt-Verfahren anzuwenden, welches ein numerisch stabi­
leres Verfahren darstellt als das Original-Gram-Schmidt­
Verfahren. Das modifizierte Verfahren berechnet die Elemen­
te von R zei lenweise, während das klassische Verfahren die 
Elemente von R spaltenweise berechnet. 

c) die SVD-Methode (Singulär-Werte-Zerlegung der Matrix 
X bzw. singular value decomposition). 
Diese Methode zählt zu den aufwendigsten Verfahren, liefert 
jedoch sehr viel Information und gute Einsichten in die Pro­
blematik schlecht konditionierter Probleme. 

Die Matrix X wird folgendermaßen zerlegt (vgl. [11]): 
X= U · 2: ·V' mit U ' · U = 10 , V'V = VV' = In und 

-(

01 

02. 

0

) L- ·. 

0 . On 

Die Matrix U besteht aus den n orthogonalisierten Eigen­
vektoren, die zu den n größten Eigenwerten von XX' gehören, 
die Matrix V besteht aus den orthonormalisierten Eigenvek­
toren von X'X. Die Diagonalelemente in L sind die nicht­
negativen Quadratwurzeln der Eigenwerte von X'X und wer­
den gewöhnlich singuläre oder Hauptwerte von X genannt. 
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Wir nehmen an, daß 0 1 > o2 > ... On > 0. Die Zerlegung 
X = U · L · V' heißt Singulär-Werte-Zerlegung. Bezeichne x + 
die Matrix V · L + · U ' mit 

L + = l /0
2

• • • •• ••• 0 
(

1/01 J 
0 llon 

Die Lösung des Kleinst-Quadrate-Problems 11 y-Xß 11 ~ 
Min lautet dann 

b = x +y. 

Falls einige der oi = 0, setze man in 2: + die entspr·echenden 
Diagonalglieder gleich null. Die so entstehende Matrix x + ist 
dann die Pseudoinverse zu X und die Lösung b = x +y bat 
unter allen möglichen Lösungen, welche 11 y-X · ß 11 zum 
Minimum machen, die kleinste Norm. 

Die Singulär-Werte-Zerlegung geschieht in mehreren 
Schritten. Zuerst wird die Matrix X mit einer Reihe von ortho­
gonalen Householder-Transformationen p (k), k = 1 , _ .. , n und 
Q<k>, k= l , ... , n- 2 auf BidiagonalformJ gebracht (vgl. [10]). 

p<n> . p<n- 1> ... p<1i . X . Q(l>Q<2i ... Q<n- 2> = P' . X . Q = J 
mit 

a1 ß, 
0 

a2 ß2 
J= 

ßn-1 
0 

an 

0 

J hat dieselben singulären Werte wie X. Wenn für die 
Singulär-Werte-Zerlegung von J gilt: J = U · L ·V , dann ist 

X = P · U · L · V' · Q ' und U = P · U V= Q · V 

Die Singulär-Werte-Zerlegung von J wird mit dem bekann­
ten QR-Algorithmus von Francis durchgeführt. 

2.3 Vergleich der notwendigen Rechenopera1ionen 

Einen Vergleich der für die verschiedenen Lösungsalgorith­
men für Kleinst-Quadrate-Probleme benötigten Operationen 
zeigt die folgende ZusammensteUung (vgl. [13)): 
Aufstellen der Normalgleichungen: mn2 /2 
Gauß-Elimination der Normalgleichungen n3/3 
Cholesky-Zerlegung n3/6 
Householder-Orthogonalisierungsverfahren mn2

- n3 / 3 
Gram-Schmidt-Orthogonalisieruogsverfahren mn2 

SVD-Methode 2mn2 + O(n) 
m = Anzahl der Beobachtungen, n = Anzahl der Variablen 

O(n) bezieht sich auf den Iterationsprozeß beim QR-Algo­
rithmus. Erfahrungsgemäß kann man etwa 4n3 dafür setzen. 
Bei ausgeprägten »Handtuchmatrizen« , d. h. Matrizen mit 
sehr großer Zeilen- oder Beobachtungszahl und kleiner Spal­
ten- oder Variablenzahl sind Orthogonalisierungs.verfahren 
natürlich sehr aufwendig im Vergleich zur Normalgfoichungs­
methode, wo nur wenige Gleichungen aufzulösen sind. 



3. Testdaten für Regressionsprogramme 

Zur Untersuchung verschiedener Programme auf verschiede-
neo Rechenanlagen wurden fo lgende Testdaten verwendet: 

X1 X2 X3 X. X5 x6 

l. 90.001 80.002 1.0002 50.8733 1.23344 
2. 90.002 80.004 1.0002 50.8743 2.23344 
3. 90.003 80.006 1.0004 50.8735 3.23344 
4. 90.004 80.008 1.0004 50.8742 4.23344 
5. 90.005 80.010 1.0006 50.8737 5.23344 
6. 90.006 80.012 1.0006 50.8741 6.23344 
7. 90.007 80.014 1.0008 50.8739 7.23344 
8. 90.008 80.016 1.0008 50.8740 8.23344 

Berechnet wurden folgende lineare Regressionsfunktionen: 
1) X1 = f{x2) 6) X2 = f{xs) 
2) x1 = f(x6) 7) x2 = f(x3, X4) 
3) x, = f(x2, X3, X4, Xs) 8) X2 = f(X4, Xs) 
4) X2 = f(X3) 9) ~ = f(Xz, X3) 
5) X2 = f(X4) 

4. Die Kondition von Kleinst-Quadrate-Problemen 

Zur Beurteilung, ob ein Regressionsproblem »gutartig« oder 
»bösartig« auf Rundungsfehler oder auf Fehler in den Ein­
gangsdaten reagieren kann, zieht man gewöhnlich die Kon­
dition der Design-Matrix X heran. Wir verwenden im folgen­
den die euklidische Vektornorm 11 x 11 = VTx bzw. die da­
zugehörige Matrixnorm, die Spektralnorm 
11 X 11 = V "-max (X'X),' wobei "-max der größte Eigenwert der 
Matrix X'X ist. 

Unter der Kondition cond (X) einer Matrix X versteht man 
ein Maß für die maximale Verzerrung, die die Matrix X ange­
wandt auf einen Vektor bewirken kann. 

Man definiert (vgl. [9]): 

(6) cond(X) 
1

Amax (X'X) 
Amin (X'X) 

4.1 Konditionsuntersuchung bei den Eliminationsverfahren 

Verwendet man die Normalgleichungen zur Lösung des Re­
gressionsproblems, so braucht man zur Fehlerabschätzung die 
Kondition von X'X. Es ist 

(7) cond (X'X) = [cond (X)]2 = "-max (X'X) 
Amin (X'X) 

Bezeichne nun A y Ungenauigkeiten in der rechten Seite des 
Normalgleichungssystems bzw. A(X'X) Ungenauigkeiten oder 
Rundungsfehler in den Koeffizienten des Normalgleichungs­
systems, so gelten folgende Abschätzungen für den relativen 
Fehler der Lösung b 

(8a) 

(Sb) 

II Ab I I 

lTbTr 
11ti.b 11 

lTbTr 

< cond (X'X) 

< cond (X'X) · 

11 D.y 11 bzw. 

l IA(X'X) 11 
llx·x II 

Sei z.B. cond (X'X) = 106. Dann streckt (X'X)-1, also die 
Matrix, die zur Auflösung des Normalgleichungssystems ver­
wendet wird, eine bestimmte Vektorrichtung 106 mal mehr als 
eine andere Vektorrichtung. Ist die rechte Seite y so orientiert, 
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daß sie wenig gestreckt wird, die Ungenauigkeit Ay bzw. der 
Rundungsfehler D.y so orientiert, daß er sehr viel gestreckt 
wird, dann wird verständlich, daß der relative Fehler 
11 Ab 1111 1 b 11 bis zu einer Million mal größer sein kann als 
der relative Fehler 11 Ay 11111 y 11 in den Ausgangsdaten der 
rechten Seite. 

Ähnliche Überlegungen gelten auch für Ungenauigkeiten in 
den Koeffizienten der Matrix X'X. 

Es ist klar, daß die günstigste Situation bei einer orthogona­
len Matrix vorliegt; in diesem Fall ist die Kondition = 1, d. h. 
Ungenauigkeiten bzw. Rundungsfehler werden nicht verstärkt 
fortgepflanzt. Will man z.B. ein N. Gl.-System mit cond (X'X) 
= 1012 mit nur lOstelliger Rechnung lösen, so können im un­
günstigsten Falle alle berechneten Stellen falsch sein. 

Es sei darauf hingewiesen, daß nicht so sehr die Kleinheit 
der Determinante von X'X maßgebend für die schlechte Kon­
dition eines N. Gl.-System ist, sondern das Verhältnis von 
größtem zu kleinstem Eigenwert von X'X. 

4.2 Beispiele: Testdatensätze 1- 9 

Bildet man zu den 9 Testdatensätzen in 3. die N. G l.-Systeme, 
so haben die entsprechenden Matrizen X;X; folgende Kondi­
tionen: 

Testdatensatz 

l 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

cond (X'X) 

1.25 . 1013 

154.4 
sing. 
1.95 . 1012 

8.01 . 107 

6.27 . 1013 

2.37 . 1013 

6.41 . 1013 

sing. 

Mit Ausnahme von Beispiel 2 sind alle Beispiele für die 
Lösung nach (1 a) schlecht bis sehr schlecht konditionjert bzw. 
singulär. 

Am Test-Beispiel 1 möge die Auswirkung der schlechten 
Kondition bei Rundungsfehlern demonstriert werden. Wäh­
rend man bei diesem Beispiel die exakte Lösung b0 = - 90 000 
und b1 = 1000 ohne Rechnung ablesen kann, ergibt eine 10-
stellige Rechnung folgende Ergebnisse 

X'X = ( 720~036 720.036 ) ( 36 ) 
X'y= 

64806.48022 , 3240.204 

Die Gauß-Elimination der N. GI. liefert dann b0 = - 62 999, 
b1 = 700. Diese schlechte Lösung kommt dadurch zustande, 
daß bei der Gauß-Elimination ein absoluter Rundungsfehler 
von 1.8·10-s an der Stelle a22 entsprechend verstärkt wird. 
Rechnet man dieses Beispiel mit wenigstens 11 Stellen, erhält 
man die exakte Lösung. 

Transformiert man vorher die Ausgangsdaten dieses Bei­
spiels, so läßt sich die schlechte Kondition des Problems X'Xb 
= X'y weitgehend beseitigen. Führt man z.B. die Transforma­
tion x' = x - x durch, so reduziert sich die Kondition der 
Matrix des N. GI.-Systems auf 1.9 · 105 (vgl. Kondition von 
X'X der Originaldaten = 1.25 · 1013). Man erhält in diesem 
Fall bereits mit einem 7-SteUen-Rechner das exakte Ergebnis. 

Transformiert man, indem man die Design-Matrix standar­
disiert, so beträgt die Kondition des entsprechenden Glei­
chungssystems nur noch 1.14, d. h. die standardisierten partiel-
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len Regressionskoeffizienten sind ohne besonderen SteUen­
aufwand zu berechnen. Zur Umrechnung auf die gewöhn­
lichen Regressionskoeffizienten benötigt man die Standard­
abweichung Sx und Sy, so daß man in diesem Fall mit einem 
6-Stellen-Rechner ohne besondere Tricks exakte Ergebnisse 
bekommt unter der zusätzlichen Voraussetzung, die Varianz 
nach der Formel L(xi- x)2 und nicht gemäß Lxf- (Lxi)2 /n zu 
berechnen. 

Gerade der letzte Punkt kann nicht stark genug betont 
werden. Die für Handrechnung vorteilhafte Formel LXT -
(Lx;)2/ n erweist sich bei Computerberechnungen mit begrenz­
ter Stellenzahl häufig als nachteilig, weil dadurch große Run­
dungsfehler in die N. GI. eingeschleppt und bei schlechter 
Kondition entsprechend verstärkt werden können. 

Es bieten sich verschiedene Auswege an, um zu verhindern, 
daß durch Berechnung der Matrix X'X zu große Rundungs­
fehler entstehen. Man kann z.B. die N. GI. mit doppelter 
Genauigkeit berechnen, was natürlich den Speicherplatzauf­
wand in die Höhe treibt. Eine andere Möglichkeit besteht da­
rin, von vorneherein zu versuchen, die Kondition der N. GI. 
durch Transformieren der Daten oder durch Skalieren der 
Gleichungen und Unbekannten so klein wie möglich zu 
machen. Nun ist das Problem der optimalen Skalierung für die 
Spektralnorn1 bis auf Spezialfälle (vgl. [l], [8]) nicht gelöst. 
V AN DER SLUJS [16] hat jedoch gezeigt, daß es wahrscheinlich 
nützlich ist, die Matrix X'X so zu konditionieren, daß aUe 
Hauptdiagonalelemente gleich groß sind, d. h. anstelle der 
Kovarianz-Matrix die Korrelationsmatrix zu verwenden. 

Wie sieb die Kondition ändert, wenn man anstelle des 
N. GJ.-Systems (1) das System (3 a) bzw. (5 a) löst, zeigt d ie 
folgende Zusammenstellung: 

Problem cond(X'X) cond (X~X.) 

1 1.9 · 105 1.14 
2 5.26 1.14 
3 sing. sing. 
4 4.8 · 104 1.14 
5 2 · 107 1.14 
6 9.4·106 1.14 
7 1.7 · 107 82 
8 2.l · 107 1.43 
9 sing. sing. 

4.3 Kondition der Orthogonalisierungsverfahren 

Das Householder-Verfahren löst das Kleinst-Quadrate-Pro­
blem, ind·em die N. G I. X'X · b = X'y ersetzt werden durch ein 
System R · b = y1 mit cond(R) = cond(X) = V cond(X'X). 

Es sieht daher auf den ersten Blick so aus, daß bei einem 
0.V. für die inhärente Fehlerabhängigkeit der Wert cond(X) 
und nicht [cond(X ))2 wie bei den N. GI. verantwortlich ist. 
Dies trifft jedoch nicht allgemein in vollem Maße zu. STOER 
(s. [17]) hat für den relativen Fehler von b in Abhängigkeit 
von Störungen ßX bzw. ßy folgende Formel in erster Nähe­
rung angegeben. Dabei bedeutet r das Residuum y-X · b. 

(9) II öb 11 
11 b 11 < cond (R) . 11 ßX 11 llx II 

+ [cond(R)]2 

+ cond(R) · 

11 r l I 
l l x ll · ll b l l 

l l Y II 
llx 11·llb 11 
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llöX 11+ 
llx II 

11 öy11 

llYlT 

Es ist ersichtlich, daß (cond(R)]2 umso stärker zum Tragen 
kommt, je besser die Ungleichung l Ir l I > 11 X l l · 11 b l l er­
füllt ist. Äquivalent damit ist die Aussage: je besser die Un­
gleichung - l I y 11 2 < 11 r 112 gilt, umso mehr kann das 2. 
Glied in (9) das 1. Glied überwiegen. 

Geometrisch interpretiert, wenn der Vektor y der rechten 
Seite »nahezu« im linearen Unterraum liegt, der von den 
Spalten von X aufgespannt wird, ist im wesentlichen cond (R) 
= cond (X) maßgebend für das Regressionsproblem, anson­
sten [cond (R)]2. 

Überwiegt in (9) der erste Term, so ist ein 0. V. auf jeden 
Fall vorzuziehen. überwiegt der 2. Term, so können E.V. in 
etwa gleichwertige Genauigkeit liefern. Nun weiß man a priori 
nichts über die Konfiguration des Problems, so daß man vor­
sichtigerweise mit 0 .V. operieren sollte. Bei einem Vergleich 
»E.V. oder O.V.« kommt es auch wesentlich auf den Fehler 
l I ~X 11111 X 11 im 0. V. bzw. l l ß (X 'X) 111 11 X 'X 11 beim 
E. V. an. Wenn der Eingangsfehler ß(X 'X) durch eine un­
günstige Berechnung (z.B. nur einfache Genauigkeit, schlech­
ter Algorithmus) groß ist, so kann selbst im Falle, daß der 2. 
Term in (9) den 1. Term überwiegt, dennoch ein O.V. nume­
risch günstiger als die Lösung über die N. GI. (1) sein (Bei­
spiel: Testproblem 6). 

Ein Grund für. die weite Verbreitung von Regressionspro­
grammen, welche die N. GI. (1) auflösen, liegt zum großen Teil 
darin, daß man bequem die stufenweise Regression mit dem 
Algorithmus von EFROYMSON (vgl. [7], S. 191- 203) anwen­
den kann. Abgesehen von der Problematik dieser »stepwise 
procedure« auf einer bestimmten z.B. der k-ten Stufe (k * 1, 
k * (n-1)) nicht unbedingt die k besten Regressoren zu finden , 
läßt sieb folgendes anmerken: Man kann auch die House­
holder-QR-Zerlegung modifizieren, so daß in ähnlich.er Weise 
eine Variable hinzugefügt oder weggelassen werden kann, 
wobei die Berechnung der neuen Zerlegung ebenfalls stufen­
weise, d. h. auf der alten Zerlegung aufbauend, vor sich gehen 
kann (vgl. [13], S. 174-179). 

5. Ergebnisse der Testrechnungen 

Die Testdaten (vgl. Abschn. 3) wurden in verschiedenen 
Rechenzentren zur Überprüfung von Regressionsprogrammen 
eingesetzt. Zunächst werden aus der Vielzahl von Ergebnissen 
einige zusammengestellt und danach spezielle Ergebnisse 
interpretiert. 

5.1 Übersicht über einige Ergebnisse 

In der Tabelle 1 sind einige Ergebnisse mit den Testdaten 
zusammengeste!Jt. 

Bei einem ersten Überblick wird deutlich, daß neben den 
Programmen auch die jeweils benutzte Anlage einen Einfluß 
auf die erhaltenen Ergebnisse hat. Auffallend ist weiter, daß 
Singularitäten offensichtlich nur schwer erkannt werden (s. 
Tabelle 1). 

5.2 Einige spezielle Ergebnisse zu zwei Testproblemen 

Wir vergleichen folgende Programme mit den Datensätzen 1 
und6 
a) MUR-Alt: Dieses Programm löst das Normalgleichungs­
system (3a) mit dem Gauß-Eliminationsverfahren ohne Pivot-



GEIDEIJPRECHT, Genauigkeit von Regressionsprogrammen 81 

Tab. l 

Programm und Anlage 
MUR-Alt MUR-Neu BMDP2R SPSS SPSS MRH 

Problem b Lösung TR440 TR440 1BM370/158 TR 440 IBM370/158 TR440 

1 bo -90000.0 -83885.91 -89999.997 -89367.125 -89999.997 -90016.501 -89999.997 
b, 1000.0 932.07 999.999 992.969 999.999 1000.183 999.999 

2 bo - 0.23344 - 0.23344 - 0.23344 - 0.233 Fehler: Divi- - 0.23344 - 0.23344 
b, 1.0 1.0 0.99999 L.0 sion durch Null 1.0 0.99999 

3 bo Matrix 674.35 >Fehlerc- -39718.75 -40000.002 Fehler: -34215.36 
b, singulär - 0.1184 Ausdruck 1) 1) Division - 115.69 
l'2 6.5623 496.485 500.000 durch Null 557.85 
b:i -33.7111 1) 1) -94061.38 
b. 65.2284 1) 1) 2321655.2 

4 bo 50.0 49.3776 49.99999 50.0 50.0 49.98545 49.99999 
b, 0.5 0.5078 0.50000 0.5 0.5 0.50018 0.50000 

5 bo 79.9995 79.9785 79.9995 79.941 79.9995 80.00428 79.9995 
b, 10.0 10.021 10.0000 10.058 10.0 9.99522 10.0 

6 bo -34.94875 -45.6592 -34.94875 -48.097 - 34.94875 -32.96628 -34.94875 
b1 2.45614 2.6667 2.45614 2.715 2.45614 2.41717 2.45614 

7 bo 50.0 40.0346 49.99999 50.0 50.0 49.77096 49.999993 
b, 0.5 0.6662 0.5 0.5 0.5 0.50382 0.500001 
"1 0.0 - 3.3312 - 0.000002 1) 0.0 - 0.0763 - 0.000001 

8 bo 12.9078 19.906 12.9078 13.29 12.90780 12.71492 12.9078 
b, 9.668675 9.5063 9.668675 9.636 9.66868 9.67071 9.66868 
b2 1.3253 1.9735 1.3253 1.318 1.32530 1.32905 1.3253 

9 bo Matrix - 0.879 »Fehler«- -7.545 - 2.80945 - 2.81127 6983.78 
b1 singulär - 0.039 Ausdruck 0.09524 1) 1) -1396.81 
"1 0.0674 1) 0.0762 0.04764 698.45 

1) die entsprechende Variable wurde nicht in die Regressionsgleichung aufgenommen 

Suche. Die Kovarianzmatrix X'· X wird nach der Formel be- e) MRH : Dieses Programm wendet das 0. V. von House-
rechnet: holder auf die Matrix X (vgl. (3)) an. 

1 m 1 m 
KOV(xi. x1)= --

1
- { L X11X1i - - ( L xu) 

m- 1=1 m l= l 

m 
( L X1;)} 
1=1 

b) MUR-Ne u: Der Lösungsalgorithmus is!__ders~be wie bei 
MUR-Alt. Lediglich die Kovarianzmatrix X ' · X wird nach 
der Formel berechnet: 

KOV(xi. xi) = - 1
-

1
- ~ (x11-x;) (xlJ-xJ) 

m- 1=1 

c) BMDP-Serie: BMDP2R schrittweise Regression (Version 
Kebr. 1976) 
d) SPSS-Serie: Multiple schrittweise Regression (Version 
4.11 , März 1976) 

Tab.2. 

Testproblem Nr. 1 

Progr. Maschine+ bo 

MUR-Alt TR440 -83885.9145 
MUR-Neu TR440 -89999.997 
BMDP2R IBM370/158 -89367.125 
SPSS TR440 -89999.997 

Die E. V. sind gutartige Verfahren in dem Sinne, daß ihre 
Lösungen als exakte Lösungen von Problemen aufgefaßt wer­
den können, die aus dem ursprünglichen Problem duich ge­
ringe relative Änderungen der Eingabedaten hervorgehen. 
Das ergibt sich z.B. aus folgendem Satz (vgl. [8]): 
Satz: Die mittels Gaußscher Elimination mit Pivotsuche be­
rechnete Lösung b erfüllt ein Gleichungssystem mit einer ge­
störten Matrix A + 6.A exakt, wobei gilt: 
l lö.A 11 00 ;a 1.01 (n3 + 3n2

) • p · l IA 11 00 • eps. 
Dabei ist 
eps die relative Maschinengenauigkeit, 
p = max au/ l IA l loo, wenn a1k die Koeffizienten des Glei­
chungssystems nach dem k.ten Eliminationsstufe bezeichnen, 
J J · J loo die Maximum-Norm. 

Testproblem Nr. 6 

b, bo bi 

932.0691 -45.6592 2.66667 
999.99997 -34.94875 2.45614 
992.969 -48.087 2.715 
999.99997 -34.94875 2.45614 

SPSS IBM370/158 -90016.501 1000.18341 -32.96628 2.41717 
MRH TR440 -89999.997 999.99997 - 34.94875 2.45614 

exakte Lösung: -90000 1000 - 34.94875 2.45614 

• TR 440: relative Maschinengenauigkeit ca. 3 · 10-11 

IBM 370/ 158: relative Maschinengenauigkeit ca. 9 · 10-1 

EDV in Medizin und Biologie 3/4-1978 



82 GEtoELIPRECHT, Genauigkeit von Regressionsprogrammen 

W!LKINSON (20] gibt z.B. an, daß l l.ö.A 11 oo kaum größer als 
n · eps · 11 A 11 oo sein wird. 

Diese Tatsache schließt jedoch nicht aus, daß die berechne­
ten Lösungsvektoren im Einzelfall weit von den exakten Lö­
sungen entfernt sein können, wenn die Koeffizientenmatrix 
schlecht konditioniert ist. 

MUR-Alt berechnet im Beispiel 1 b0 und b1 mit einem rela­
tiven Fehlern von ca. 6.8 %, weil der Eingangsfehler der Koef­
fizienten SP xy bzw. SOx aufgrund der ungünstigen Berech­
nungsformel etwa 7 % beträgt. 

MUR-Neu dagegen berechnet die exakte Lösung im Rah­
men der relativen Maschinengenauigkeit der TR 440 (ca. 
3 · 10-11) , weil alle Eingangsdaten des Gleichungssystems 
korrekt sind. 

BMDP2R berechnet die Koeffizienten des Gleichungssy­
stems algorithmisch etwa gleichwertig wie MUR-Neu. Infolge 
der relativen Maschinengenauigkeit der IBM-Anlage von ca. 
9 · 10-1 ergeben sich bei der Auflösung relative Fehler in den 
Regressionskoeffizienten von etwa 7 - 8 %. Erwartungsgemäß 
ist das sehr gute Abschneiden des MRH-Programmes. 

Das SPSS-Programm schneidet auf der TR440-Anlage 
ebenfalls sehr gut ab, auf der IBM-Anlage etwas weniger gut. 

5.3 Ergebnisse der Testprobleme mit den Programmen 
SVD und DECOMPOSE 

Das Programm SVD führt die Singulär-Wert-Zerlegung der 
Matrix X durch. Es wurde die ALGOL-Prozedur SVD oder 
MIN FIT von GOLUB und REINSCH (11] verwendet. 

Das Programm DECOMPOSE führt die Triangulation der 
Matrix X mittels orthogonaler Householder-Transformatio­
nen durch. Hier wurde ein Algorithmus von BUSINGER und 
GOLUB [5] verwendet. Beide Programme liefen auf der 
TR440-Anlage. 

Die Ergebnisse zeigen, daß diese Programme in etwa ver­
gleichbare Genauigkeit haben. Führt man die Triangulation 
der Matrix X mittels Householder-Transformationen durch 
(vgl. Programm MRH in 5.2), so stellt man bei den (hier nicht 
wiedergegebenen) Ergebnissen eine geringfügig erhöhte (etwa 
eine Zehnerpotenz) Genauigkeit fest. 

Andererseits zeigt sich (vgl. 5.2), daß bei unseren Testpro­
blemen die Programme MUR-Neu bzw. SPSS ebenfalls eine 
den Orthogonalisierungsprogrammen äquivalente Genauig­
keit (bei jeweils gleicher Maschinengenauigkeit) liefern. Das 
liegt daran, daß durch entsprechende Transformation der Aus­
gangsdaten eine starke Reduktion der jeweiligen Konditions­
zahl erreicht wird. 
· Eine Aussage zur inversen Rundungsfehleranalyse beim 
Householder-Verfahren gibt der fo lgende Satz (vgl. (13]): 
Satz: Die nach dem Householder-Verfahren (Algorithmus 
Businger-Golub mit Spalten-Vertauschungen) berechnete 
Lösung b ist exakte Lösung des Kleinst-Quadrate-Problems 

(X +D.X) · b-(y + L\y) 11 ~ Min mit 
D.X / IF ~ (6m-3n + 41)n · eps · l IX l IF + O(eps2

) und 
.ö.yl ~(6m-3n+40)n · eps · l lY l l + O(eps2

). 

Dabei ist 
11 · l IF die Frobenius-Norm. 

Zwei Vorteile des SVD-Programmes seien noch erwähnt. 
Zum ersten kann man aus den singulären Werten die Kondi­
tion von X sofort angeben: 

cond (X)= (01/oo)z 

Zum anderen kann man starke Multikollinearitäten sehr 
gut aus der Singulär-Werte-Zerlegung erkennen: Aus X = 

Tab. 3. Ergebnisse des SVD-Programms und des 
DECOMPOSE-Programms 

Problem b SVD-Programm DECOMPOSE-
Programm 

1 bo -89999.998 -90000.03 
b1 999.99998 1000.0003 

2 bo auf 10 Stellen genau auf 10 Stellen genau 

bt auf 11 Stellengenau auf 11 Stellen genau 

3 singuläres Problem! s inguläres Problem! 

4 bo 50.0000001 50.00001 
b, 0.49999998 0.4999998 

5 bo 79.99950 79.99950 
b, 9.999998 10.0000003 

6 bo -34.9486 -34.9484 
b1 2.45613 2.45613 

7 bo 49.99996 50.00002 
b1 0.5000007 0.4999996 
b1 -0.00001 0.000004 

8 bo 12.89366 12.90780 
b1 9.66862 9.668674 
bl 1.32557 1.32530 

9 singuläres Problem! singuläres Problem! 

U · I · V' folgt X · V= U · L. Wenn nun o; = 0 oder o1 = 
0 ist, dann bedeutet dies X · v1 = 0 bzw. X · 'll; = 0 , wobei 
v1 die i-te Spalte der Matrix V bzw. der i-te Eigenvektor von 
X 'X ist. 

Die Komponenten von V; bringen also eine lineare Abhän­
gigkeit oder eine fast-lineare Abhängigkeit der betreffenden 
Spalten von X deutlich zum Ausdruck. 

6. Schutzmaßnahmen vor numerischer 
Ungenauigkeiten 

6.1 Der Toleranz-Test 

Viele Regressionsprogramme, insbesondere die in den BMD-, 
BMDP- und SPSS-Paketen enthaltenen Programme zur stu­
fenweisen Regression, enthalten den sog. Toleranztest von 
EFROYMSEN (vgl. [7]). Dieser Test soll beim stufenweisen 
Aufbau einer Regressionsgleichung davor schützen, d11ß »zu­
viel Multikollinearität« in die Gleichung kommt, weil man 
glaubt, daß die numerische Genauigkeit darunter leiden wür­
de. Dazu ist jedoch festzustellen, daß keine exakte Beziehung 
zwischen der verwendeten Toleranzschranke und den Aus­
wirkungen auf die numerische Genauigkeit bekannt sind. 

Der Toleranz-Test berechnet beim stufenweisen Aufbau der 
Regressionsgleichung für eine neu aufzunehmende Variable 
x; die quadrierte multiple Korrelation Rj dieser Variablen mit 
allen anderen Variablen, die bereits in der Gleichung sind. 
Der Toleranzwert T1 = 1 - Rf wird mit einer vorher festge­
wählten Schranke T0 verglichen. Die Variable x1 kommt in die 
Gleichung, falls TJ 6:; T 0 • 

EFROYMSON selbst empfiehlt T0 im Intervall 0.001 bis 
0.00001 zu wählen. Statistische Programmpakete haben u.a. 
folgende Voreinstellungen fürT0 : 

SPSS (Version 1975176): T0 = 10-3 

BMD02R (Version 1973): T0 = 10- 3 

· BMDP2R (Version 1975176): T0 = 10- 2 

Ein nach BERK (vgl. [2)) modifizierter Toleranztest sieht 
vor, daß nicht nur jeweils die neuaufzunehmende Variable 
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sondern auch die bereits in der Gleichung befindlichen Va­
riablen dem Toleranztest unterworfen und möglicherweise 
wieder aus der Gleichung entfernt werden. 

Der Toleranztest von EFROYMSEN kann im Zusammenhang 
mit dem stufenweisen Aufbau der Regressionsgleichung in 
der Regel als »konservativer Test« in dem Sinn angesehen 
werden, daß er vor allzuviel numerischer Ungenauigkeit 
schützt. BERK (s. [2]) hat jedoch ein sehr instabiles Gegen­
beispiel konstruiert, bei dem die Regressoren, wenn sie in 
einer bestimmten Reihenfolge in die Gleichung gezwungen 
werden und nicht nach dem stufenweisen Algorithmus auto­
matisch aufgenommen werden, alle den Toleranztest passie­
ren und die resultierende Regressionsgleichung auf einem 7-
Stellen-Recbner numerisch völlig unbrauchbar ist. 

Wenngleich dieses Beispiel sehr extrem gewählt ist, zeigt 
es, daß der Toleranztest keinen sicheren Schutz vor nume­
risch fehlerhaften Regressionskoeffizienten bietet. 

6.2 Varianz-Inflations-Faktoren (VIF) als 
Ungenauigkeitsindikatoren 

Die von MARQUARDT und SNEE (15] als Varianz-Inflations­
Faktoren bezeichneten Diagonalelemente der Inversen c-1 

der Korrelationsmatrix C der Regressoren stehen in enger 
Beziehung zum Toleranztest bzw. zu den Toleranzwerten der 
einzelnen Regressoren. Wenn Ri die multiple Korrelation 
der Variablen xi mit allen anderen Regressoren bezeichnet, 
dann ist das j -te Diagonalelement Vi von c-1 gleich 

Vi = 1/ (1- Rf.) 

d.h. der Varianz-Inflations-Faktor Vi ist der reziproke Tole­
ranzwert Ti. Ordnet man die Hauptdiagonalelemente von c-1 

der Größe nach 

V1 ~V2 ~ ••• ~Vn 

dann lautet die neueste Version des Toleranztests im BMDP­
Paket (1977): 

Vn ~ 1/To 

wenn T0 die vorgegebene Toleranzschranke ist. 
BERK [2] zeigt eine Abschätzung der Kondition einer Matrix 

mit Hilfe der Varianz-Inflatioris-Faktoren. Sei cond(C) die 
Kondition der Korrelationsmatrix, dann gilt: 

Vn ~ cond(C) < n(V1 + V2 + ... + Vn) 

Als Alternative des Toleranztests im stufenweisen Aufbau 
einer R egressionsgleichung bietet sich hieraus an, die Spur 
der inversen Korrelationsmatrix als Testkriterium zu ver­
wenden. Wählt man p Variablen so aus, daß die Spur Sp(C- 1) 
der entsprechenden Inversen nicht größer als 10'/p ist, so ist 
man sicher, daß die Kondition nicht schlechter als 10' ist. 
Beispiel: t = 5, Rechnung auf einem 7-Stellen-Rechner, 
Variablenauswahl, so daß gilt: Sp(c-1) ~ 105/ p. Man kann 
dann etwa mit 2 Stellen numerischer Genauigkeit der Regres­
sionskoeffizienten rechnen. 

7. Schlußfolgerungen 

Diese und auch schon früher (vgl. [14], [18]) durchgeführte 
Genauigkeitsuntersuchungen bei Regressionsgleichungen las­
sen folgende Schlußfolgerungen zu. 

Die Berechnung der Kovarianzmatrix X 'X kann unnötig 
numerische Ungenauigkeiten einschleppen, sofern man nicht 
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bereit ist, die Koeffizienten der N.GI. mit höherer Genauig­
keit zu berechnen. Aber selbst wenn X 'X exakt im Computer 
zur Verfügung steht, ist die inhärente numerische Instabilität 
bei den E. V. größer oder mindestens so groß wie bei den 
0. V., weil Rundungsfehler stets mit cond(X 'X) verstärkt 
werden können. 

Bei 0. V. kann die Situation bezüglich der Rundungsfehler 
wesentlich günstiger sein. Man kann selbstverständlich in 
beiden Fällen Nachiterationen durchführen. Wenn man die 
Residuen jeweils mit doppelter oder noch höherer Genauig­
keit berechnet, kann man aus der Konvergenz der Lösung so­
gar die cond(X 'X) grob abschätzen (vgl. (4], [8], [12]. Falls 
die iterative Verbesserung nicht funktioniert, ist dies ein Hin­
weis darauf, daß die Matrix X 'X zu schlecht konditioniert ist, 
um müder benutzten Genauigkeit sinnvolle Ergebnisse zu be­
kommen. 

Von der den Lösungsalgorithmen innewohnenden Störungs­
anfälligkeit (sprich Kondition) her zu beurteilen, sind die 0. V. 
Verfahren den E. V. vorzuziehen. Dies schließt nicht aus, daß 
man mit dem Gauß-Algorithmus, der etwa nur halb soviel 
Rechenoperationen erfordert wie ein Householder-Verfähren, 
ähnliche Genauigkeit erreicht wie mit einem 0. V., insbeson­
dere wenn, wie in einigen unserer Testprobleme, der Resi­
duenvektor Null oder nahezu Null ist. Durch günstiges Kondi­
tionieren der Matrix X 'X kann man ebenfalls die Ausgangs· 
situation verbessern, dies trifft aber andererseits auch für die 
Konkurrenzverfahren zu. Ein Algorithmus, wie das Aufstellen 
der N.Gl., ist sicherlich nicht zu empfehlen, ganz besonders 
nicht, wenn man nur 24 Bitstellen für die Mantisse zur .Verfü­
gung hat (vgl. einfache Genauigkeit auf der IBM 370/158). 
Aber auch für die eigentliche Eliminationspr'ozedur kann sich 
die einfache Genauigkeit einer IBM 370/ 158 in größeren 
Ungenauigkeiten der Lösung auswirken, so daß man davor 
warnen muß, Regressionsprobleme mit einfacher IBM­
Genauigkeit zu rechnen, ohne über die Kondition des Pro­
blems nähere Anhaltspunkte zu haben. 

Von den beiden weiter verbreiteten Paket-Programmen 
BMDP und SPSS scheint das letztere, soweit man dies bei den 
wenigen Testbeispielen sagen kann, das genauere zu sein. 
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Gruppierung von Objekten und Variablen in ihrer Anwendung 
im Pflanzenbau 

G. Ohmayer, M. Precht und L. Reiner 

Zusammenfassung 

Es werden Abbildungsverfahren, welche multivariate Daten in 
graphischer Form darstellen, einige agglomerative hierarchische 
Cluster-Verfahren sowie ein Zweiweg-Clusterverfahren zur 
Lösung pflanzenbaulicher Gruppierungsprobleme untersucht. 

Summary 

In this paper we are examining mapping methods which repre­
sent multivariate data in the plane, some agglomerative hier­
archical cluster-procedures as well as a two-way-cluster proce­
dure for classification problems in plant production. 

1. Einleitung 

Durch den großen EinCluß des Standortes und der Witterung 
können Feldversuchsergebnisse erst sinnvoll interpretiert wer­
den, wenn die Daten von möglichst vielen Standorten mehr­
jährig vorliegen. Kommt noch hinzu, daß die Anbauwürdig­
keit oder die Qualität einer Sorte nur an einer Vielzahl ge­
messener und bonitierter Merkmale abgeschätzt werden kann, 
so ergibt sich ein immer größerer Datenumfang, der für eine 
Entscheidung zu bewältigen ist. Auf der Grundlage der 
Urwerte oder der Relativzahlen im Vergleich zu einer Stan­
dardsorte wird der Pflanzenbauer versuchen, die Vielzahl der 
Sorten, Behandlungen, Standorte und Jahre bewußt oder un-
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bewußt in Gruppen mit bestimmten Ähnlichkeiten zu brin­
gen, wobei er sich im klaren ist, daß die Grenzen und Über­
gänge meistens fließend sind. 

Obwohl der Pflanzenbauer solche Gruppierungsprobleme 
jeden Tag unbewußt zu lösen hat, überrascht, daß die objek­
tiven Klassifikationsverfahren in die pflanzenbauliche Arbeit 
noch keinen Eingang gefunden haben. Im vorliegenden Bei­
trag sollen Methoden zur grafischen Darstellung mehrdimen­
sionaler Beobachtungen und einige Clusterverfahren in ihrem 
Einsatz zur Lösung pflanzenbaulicher Gruppierungsprobleme 
untersucht werden. Oie angewandten Methoden sind im Ab­
schnitt 3, das Untersuchungsmaterial sowie die wichtigsten 
Ergebnisse im Abschnitt 2 und 4 zusammengestellt. 

2. Daten-Material 

Obwohl der Einsatz der betrachteten Methoden erst bei 
großem Daten-Umfang und geringem Kenntnisstand des 
Materials (Voruntersuchung, Hypothesenbildung) sinnvoll 
erscheint, wurden Untersuchungsdaten verwendet, die be­
reits einer früheren Arbeit über die multivariate Auswertung 
von Feldversuchen (REINER, FISCHBECK, PRECHT und GON­
ZEL, 1972) zugrunde lagen, um Vergleiche' zwischen den 
einzelnen Verfahren zu ermöglichen. 

Zur Darstellung der unterschiedlichen Wirkung von Dün­
gungsarten auf verschiedene Sorten von Winterweizen wurden 
24 bäckereitechnologische Qualitätsmerkmale untersucht: 
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Bäckcreitechnologische Wcnmerkmale (24): 

lfd. Name Einhei t Abkürzung 
Num-
mer 

1 Komrohproteingehalt % KRP 
2 Mehlrohproteingehalt % MRP 
3 Feuchtklebergehall im Mehl % FKM 
4 Sedimentationswert Einh. sw 
5 relat. Sedimentationswert Einh. RSW 
6 Testzahl Min. 1Z 
7 Wasseraufnahme Farinogramm % WAF 
8 Teigentwicklungszcil Farinogramm % TEZ 
9 Teigres istenz Farinogramm % TR 

10 Koasistenzabfall Farinogramm Min. KAF 
J1 Valorirneterwert Min. VMW 
12 Wasseraufnahme Extensogramm 8 .-Einh. WAE 
13 Teigenergie Extensogramm 135 Min. Einh. TE 
14 Verhältnis Dehnwiderstand zur qcm EV 

Dehnbarkeit 
15 Teigenergie Ex!. 0 45, 90, 135 Min. Einh. TEM 
16 Verhältnis Ext. 0 45, 90, 135 Min. qcm EVM 
17 Wasseraufnahme Backversuch Einh. WABV 
18 Teigausbeutc RMT gr TAB 
19 Brotausbeute RMT gr BAß 
20 Brotvolumen RMT ccm VBV 
21 Aufheizpeak Viskogramm 8.-Einh. AHP 
22 Abkiihlpeak Viskogramm B.-Einh. AKP 
23 Fläche Viskogramm qcm GFV 
24 Kornhärte index Einh. KHI 

Die untersuchten Sorten und Behandlungen waren: 
6 Sorten 
l: Farino 
2: Florian 
3: Rabe 
4: Diplomat 
5: Gudin 
6: Caribo 

6 Behandlungen 
1: 70 kg/ha N, 160 kg/ ha P20 5 , 160 kg/ ha K20 + CCC 

(Frühjabrs-D.) 
2: wie 1 + 100 kg/ ha Spät-N (4 X 25 als Kalksalpeter) 4KS 
3: wie 1 + 100 kg/ha Spät-N als Harnstoff (HS) 
4: wie 1 + 100 kg/ha Spät-N als Kalksalpeter (KS) 
5: wie 1 + 100 kg/ha Spät-N als Kalkammonsalpeter (KA) 
6: wie 1 + 100 kg/ha Spät-N als Ammonsulfatsalpeter (AS) 

Vo n jeder Kombination Sorte X Behandlung lagen 2 Messun­
gen (Orte Roggenstein und Dürnast) vor. Hier werden die 
Mittelwerte d ieser Kombinationen (36 Objekte) betrachtet, 
wobei folgende Nummerierung verwendet wird: 

Sorten 

l 2 3 4 5 6 

1 1 2 3 4 5 6 

2 7 8 9 10 11 12 

Behandlungen 3 13 14 15 16 17 18 

4 19 20 21 22 23 24 

5 25 26 27 28 29 30 

6 31 32 33 34 35 36 

3. Beschreibung der Verfahren 

Angewandt wurden zunächst Abbildungs-Verfahren, die 
multivariate Beobachtungen in grafischer Form darstellen, 
dann einige der allgemein bekannten agglomerativen hier­
archischen Cluster-Verfahren und ein Zwe i-Weg-Clusterver­
fahren, mit dem Beobachtungen und Variable gleichzeitig 
gruppiert werden. Diese Verfahren sollen hier kurz beschrie­
ben werden; bzgl. einer genaueren Darstellung muß auf die 
angegebene Literatur verwiesen werden. 

3.1 Abbildungs- Verfahren 

Darunter versteht man Techniken der Darstellung multi­
variater Daten mit dem Ziel, Unterschiede zwischen den Be­
obachtungen für das menschliche Auge sichtbar zu machen; 
in der erzeugten Darstellung sollen mögliche Gruppierungen 
der Beobachtungen (Cluster) und Ausreißer leicht erkennbar 
sein. Es soll d ie Struktur der Daten auf möglichst einfache 
Weise dargestellt werden. 

Einige bekannte Methoden sind: 
- Nichtlineare Abbildung in die Ebene (von J. W. SAMMON, 

1969) 
- Darstellung durch trigonometrische Funktionen (von D. F. 

ANDREWS, 1972) 
- Darstellung als Gesichter (von H. CHERNOFF, 1973) 

3.1.1 Nichtlineare Abbildung in die Ebene 

Problem: Abbildung von Punkten des p-dimensionaJen Rau­
mes (Datenraum) in den 2-dimensionalen Raum unter Mini­
mierung des Fehlers 

E = 1 
L dr 

i<j J 

:L 
i< j 

(d;1diJ)2 
dij 

wobe i 

d1i = Abstand der Punkte i und j im p-dim. Raum (»wirk­
licher« Abstand; verwendet wurde hier der euklidische 
Abstand, die Verwendung anderer Distanzmaßen wäre 
aber auch möglich) 

d1t = Abstand der Punkte i und j im 2-dim. Raum (euklidi­
scher Abstand in der Darstellung) 

Die angestrebte Minimierung des Fehlers E bedeutet, daß 
die Punkte so abgebildet werden sollen, daß die Abstände 
du und dij möglichst wenig differieren, d. h. daß die »Ab­
standsstrukturen« möglichst gut erhalten bleiben. 
Verfahren: Verwendet wird ein lterationsverfahren, in dem -
ausgehend von einer Anfangskonfiguration der Punkte im 
2-dimensionalen Raum - bei jeder Iteration die Punkte in 
Richtung des steilsten Abstieges der Funktion E verschoben 
werden. Als Anfangskonfiguration wird die Projektion der 
Punkte in die durch die zwei Variablen mit größter Varianz 
aufgespannte Ebene gewählt. 

Die nach der vorgegebenen Anzahl von Iterationen er­
reichte Endkonfiguration wird auf dem Plotter gezeichnet. 
Um die Güte der Abbi ldung bezüglich der unmittelbaren 
Nachbarschaften darzustellen, kann in diese Darstellung zu­
sätzlich der Minimalbaum (minimum spanning tree, siehe 
BOCJ< S. 303) eingezeichnet werden. 

3.1.2 Darstellung durch trigonometrische Funktionen 

Problem: Abbildu11g von Punkten des p-dimensionalen Rau­
mes auf periodische Funktionen, die Unterschiede in den Be-
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Abb. l. Grundfunktionen f1(t} 

obachtungen leicht erkennbar machen sollen; d. h. Punkte mit 
großem Abstand sollen auf möglichst unterschiedliche Funk­
tionen, solche mit geringem Abstand auf möglichst ähnliche 
Funktionen abgebiJdet werden. 

Verfahren: Eine Beobachtung x' = (xi.x1 , .. „xp) wird auf fol­
gende Funktion abgebildet: 

Fx(t) = X11Yi + X2 • sin t + X3 • cos t 
+ X4 • sin 2t + x5 • cos 2t + ... 

D. h. eine Funktion Fx(t) wird als gewichtete Summe der 
Funktionen f1(t) berechnet, wobei als Gewichtskoeffizient von 
f1(t) der i.te Merkmalswert der Beobachtung gewählt wird. 

Die durch Abbildung der n Beobachtungen erhaltenen 
Funktionen F 1(t), ... , Fn(t) werden im lntervaU-n < t < n ge­
zeichnet. 
Eigenschaften der Funktionen F,(t}: 

a) 
l n 

F;c(t} = - · 2: Fx (t} 
n i=l 

falls 
- 1 n 
X= - L X; 

n i=l 

d. h. der Mittelwert von Beobachtungen wird auf die »mitt­
lere« Funktion abgebildet. 

b) Der Abstand zweier Funktionen ist proportional dem Ab­
stand der zugehörigen Beobachtungen 

JJF.(t}-Fy(t) II= n · Jlx-y II wobei 

11 g(t} 112 
n 

= J g(t)2dt 
-n 

n 
11 z 112 2: zr 

i=l 

variate Beobachtungen durch Gesichter darzustellen. Dabei 
sollen unterschiedliche Merkmalswerte der Beobachtungen 
durch verschiedene Formen der Gesichtsteile zum Ausdruck 
kommen. 

Verfahren: Wir nehmen an, daß zwei »extreme« Gesichter Ga 
und Gb, bestehend aus p Gesichtsteilen in folgender Weise 
vorgegeben sind: 

Ga: {gah &a2, ... , &ap} wobei g0k, gbk die Kurven für 
Gb: {gb1, gb2 , ••• , gbp} das k. Gesichtsteil sind 
Die Beobachtung X; = (xi i, ••• , x1p) wird auf das Gesicht 
G,: {g111 g;2 , ••• , g,p} abgebildet, wobei 
g,k = gbk + fik · (gak-gbk) mit dem lnterpoJationsfaktor 

X - Xmin 
f = lk k (x"';" x"'"' seien Minimum und Maximum 
lk ,111ax mh1 k ' k 

xk - Xk des k.ten Merkmals) 

Die Beobachtungen werden also auf Gesiebter abgebildet, die 
sich aJs »lineare Interpolationen« zwischen den Extrem­
Gesichter ergeben (siehe Beispiele in Abb. 13). 

3.2. Hierarchische Clusterverfahren 

Von den unter dem Sammelbegriff »Clusteranalyse« bekann­
ten Methoden haben wir nur einige agglomerative hierarchi­
sche Verfahren verwendet und zwar 
a) single-linkage-Verfahren 
b) complete-linkage-Verfahren} 
c) average-linkage-Verfahren siehe Bock, 197 4, S. 383 ff. 
d) Verfahren von WARD 
e) k-Cluster-Verfahren siehe Ling, 1972 
Alle diese Verfahren setzen eine Distanzschätzung d;i für 
alle Paare (O;, Oi) von Objekten voraus. Hier wurde nur der 
euklidische Abstand zwischen Beobachtungen bzw. eine Funk­
tion der Korrelation zwischen Merkmalen betrachtet, eine 
Fülle anderer Distanzmaße kann Anwendung finden (siehe 
Bock, 1974, S. 35 ff.). Problem, Konstruktionsprinzip der 
Gruppierungen und Unterschiede zwischen den Verfahren 
sollen kurz beschrieben werden: 

Problem: Gegeben sei S = {O" 0 2 , „„ 0 0 }, die Menge der 
Objekte mit einer Distanzmatrix o ••• = {du} 
Gesucht ist eine Hierarchie von n Partitionen 
P" 
p• 

(A~, A~ • ... , A~) 
CA:, Ai, .. „ A:,_,) 

c) Der Funktionswert F,(t0 ) an einer bestimmten Stelle t0 pv = (A~„ .. A~„ „ A~„ .. A~-v) 
kann au[gefaßt werden als Länge der Projektion von x auf den 
Vektor 

F(t0 }' = (1/y2, sinto, cost0 , sin 2 l0 , cos 2 t0 , .•• ) 

Fx(t0 } = x' · F(t0 ) 

d} Punkte, die allen Komponenten ähnlich sind, werden auf 
im ganzen lntervall (-n, n) ähnliche Funktionen abgebildet 
(echte Cluster). Punkte, die nur in einer der Richtungen F(t0 ) 

ähnlich sind, werden nur am Punkt t0 auf ähnliche Funktions­
werte abgebildet. 

3.1.3. Darstellung durch Gesichter 

Problem: Da das menschliche Auge gewohnt ist, Unterschiede 
in verschiedenen Gesichtern zu erkennen, Liegt es nahe, multi-
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pn- 1 = (A';-1) 
wobei 
l. A~ CS : Teilmenge von S (Cluster) 
2. A~ llA:=0: Cluster einer Partition 

•+>. sind disjunkt 
3. die Partition pv ergibt sich durch Fusion von zwei Cluster 
aus pv- 1

; die übrigen Cluster bleiben unverändert. 
4. A~ = {01}, A~-

1 = S: in der feinsten Partition P0 bildet 
jedes Objekt einen Cluster, in der letzten Partition sind alle 
Objekte in einem Cluster vereinigt. 

Eine solche Partitionen-Hierarchie kann nach Wahl eines 
Homogenitätsmaßes h, welches die Ähnlichkeit der Objekte in 
den Clustern einer Partition mißt, als Dendrogramm gezeich­
net werden. 
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--···-

1: LY' 
,6 

Beispiel: 
po = ({01}, {O.}, {02}, {03}) 
P 1 = ({Oi. 04}, {02}, {03}) 
P2 = ({Oi. 04}, {02, 03}) 
P3 = ({Oi. 04, 02. 03}) 
Partitionen-Hierarchie 

Abb. 2 (links): 
Dendrogramm 

Abb. 4 (rechts): 
Aufteilung eines 
Datenblockes 

h (P0
) = 0 

b (P1
) = 1 

h (P2
) = 3 

h (P3) = 6 
Homogenitätsmaß 

Konstruktionsprinzip: Nimmt man an, daß nicht nur zwischen 
Objekten 0 1 und Oi eine Distanz dlJ, sondern auch zwischen 
Clustern A>.. und A.., eine Distanz d>.. .... definiert ist (siehe un­
ten), so lassen sich die Partitionen folgendermaßen konstru­
ieren. Ausgehend von der Anfangspartition P0

, mit h (P0
) = 0 

werden im Schritt v zur Bildung von p• aus pv- i diejenigen 
Cluster fusioniert, deren Distanz d>..,x minimal ist. Definiert 
man h(P•): = min d>..,x. so kann man auch sagen, es wird die­
jen ige Partition Pv gebildet, für die der Homogenitätsverlust 
h(P•)-h (Pv- 1

) am geringsten ist. Unterschiede zwischen den 
Verfahren : Für die zu beschreibenden Verfahren a) bis d) 
ist die Distanz d>..,x zwischen Clustern Ai.. und A„ folgender­
maßen definiert: 
a) single-linkage-Verfahren: 
dA,x = min {diJ} 

0; EA>.. 
O; e A„ 

(A>.. und Ax werden fusioniert, falls mindestens ein Objekt­
paar (O;, OJ) hinreichend ähnlich ist) 
b) complete-linkage-Verfahren: 
d A,... = max { d;i} 

0; E A >.. 
0 1e A.,, 

(A>.. und A.., werden fusioniert, falls alle Objektpaare (O;, O;) 
hinreichend ähnlich sind) 
c) averagc-linkage-Verfahren: 
dA,... = arithmet. Mittel der d11 

0; e A>..,01 e A.,, 
(A>.. und A.., werden fusioniert, falls die Objektpaare (O;, OJ) 
im Mittel hinreichend ähnlich sind) 
d) Verfahren von WARD: 

n >.. · n 
dA.x = + " . d(S>.., S„) n i.. n.., 
wobei n>„ n„ = Anzahl der Objekte in Ai.., A.,, 

Si„ S.,, = Schwerpunkte der Objekte in Ai., A„ 
(diejenigen A>.. und A.,, werden fusioniert, durch deren Zusam-

Abb. 3: Beispiele für Verkettungen bei Anwendung des k-Cluster­
Verfahrens k = 1, 2 und 3 

,~- - - -_A'\ 
\~/ 
\ I ---------

- -
::~') ......... __ ___ ,.,. 

- - - - - - - - -~ (°' ~ ~ ',~ ... · ......... ____ _ 
a) b ) c) 

m" 
m1 .,_ 1. neuer Clus ter c1 

m2 <>- 2. ne uer Cluster c2 

q : q,·q2•Cl3 

menlegung sich die Varianz innerhalb der Cluster am minimal­
sten erhöht) 

Das k-Cluster-Verfahren ist eine Modifikation des single­
linkage-Verfahrens; ein single-linkage-Cluster auf dem Ni­
veau h0 kann u. U. durch lange Verkettungen von Objekten 
zustande gekommen sein; denn es wird nur gefordert, daß je­
des Objektpaar im Cluster durch eWie Kette verbunden ist, 
wobei die Objekte O; und 0 1 verkettet sind, falls d;i :5 b0 

(siehe Abb. 3 a). Das k-Cluster-Verfahren berücksichtigt nun 
den Aspekt der Punktdichte und fordert zusätzlich, daß in 
einem mehrelementigen Cluster jedes Objekt mit mindestens 
k anderen Objekten verkettet ist; d.b. diese unschöne Ver­
kettungseigenschaft wird durch Erhöhung des Parameters k 
gemildert; möglich sind dann z.B. noch die Konfigurationen 
in Abb. 3 b und c. Aus dieser Forderung ergibt sich, daß ein 
k-Cluster aus mindestens k + 1 Objekten bestehen muß; d. h. 
das oben beschriebene Prinzip der Fusion von jeweils 2 Clu­
stern zu r Bildung der Partitionen muß beim k-Cluster-Vcr­
fahren modiCiziert werden (siehe Ling, 1972). Für k = 1 ist 
das k-Cluster- identisch mit dem single-linkage-Verlahren, 
bei Erhöhung von k werden kompaktere, denen des cornplete­
linkage-Verfahrens meist ähnliche Cluster gebildet. Auch das 
average-linkage-Verfahren ist eine bzgl. der »extremen « Ver­
fahren single- und complete-linkage »mittlere« Strategie. 

3.3. Zwei-Weg Cluster- Verfahren 

Das hier beschriebene Verfahren gebt auf HARTIGAN (1972) 
zurück, wurde allerdings von G. OHMA YER modifiziert. 
Problem: Die Beobachtungen sollen in Gruppen eingeteilt 
werden, wobei gleichzeitig die für eine Gruppe wesentlichen 
Variablen bestimmt werden sollen. Als für eine Gruppe we­
sentlich sollen Variable bezeichnet werden, welche die Grup­
pen trennen; d. h. für diese Variablen soll die Variation inner­
halb der Gruppen möglichst klein, zwischen den Gruppen 
möglichst groß sein. Anders ausgedrückt: Es sollen Unter­
räume des Datenraums gefunden werden, in denen die Be­
obachtungen liegen; die Beobachtungen zusammen mit den 
Variablen, die den Unterraum aufspannen, bilden einen Clu­
ster. 
Methode: Es wird ein divisives Verfahren verwendet. In je­
dem Schritt werden die m Beobachtungen einer Gruppe C auf­
geteilt in 2 Gruppen C1 und Ci mit m1 bzw. m2 Beobachtun­
gen. Bzgl. der Variablen k gilt bekanntlich folgende Zerlegung 
der Summen von Abweichungsquadraten, wobei xk, x~ bzw. 
x~ das Mittel der Beobachtungen in C, C, bzw. Ci ist: 

2 
r (x1k-i'k)2 = r (x,k-x~)2 + r (x,k-x~)2 + r mj'(x~-X.)2 

ieC f ie C 1 t i e~ t j= 1 t 
SQ0(k) = SQ,(k) + S02(k) + SQ8 (k) 

Ziel der Aufteilung der Beobachtungen wird es sein, bei 
vielen Variablen eine möglichst große »erklärte« Varianz 
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S08(k) zu erreichen. Da aber i.a. keine Aufteilung der Be­
obachtungen möglich ist, bei der für alle Variablen beide Ter­
me SQ 1(k) und S02(k) klein sind, wird versucht, wenigstens 
einen dieser Terme klein zu machen. Der Aufteilung eines 
Blockes, bestehend aus m Beobachtungen an q Variablen, 
liegt folgende Modell-Vorstellung zugrunde (vgl. Abb. 4): 

Die Bereiche B i. 8 1 sowie At. A2 sollen möglichst »kon­
stante« Bereiche sein, d. h. die Variation in diesen Bereichen 
soll möglichst gering sein. Diese Bereiche ergeben sich durch 
Aufteilung der m Beobachtungen in 2 Gruppen und der q 
Variablen in maximal 3 Mengen folgender Art: 
0 1 : q1 Variable der Art WlTHIN-1 
0 2 : q1 Variable der Art WITHIN-2 
0 3 : q3 Variable der Art BETWEEN 

Die Variable k ist von der Art BETWEEN, falls durch die 
Aufteilung der Beobachtungen sowohl S01(k) als auch S02(k) 
einen »kleinen Wert« angenommen hat. Falls nurSQ 1(k) bzw. 
S02(k) »klein« ist, ist k eine WITHIN-2- bzw. WITHIN-1-
Yariable. Das Verfahren versucht, diejenige Aufspaltung 
eines Blockes, die am besten dieser Modellvorstellung ent­
spricht, durch iterative Minimierung des folgenden Fehlers zu 
gewinnen: 

E = S/F wobei 
S = L SQ1(k) + SQ2(k) + L SQ1(k) + L SQ2(k) 

keQ3 SQo(k) ke02 SQo(k) keQ1 SQo(k) 

BETWEEN- WITHlN- WITHIN-
Variable 2-Variable 1-Variable 

F = q3(m1 + mz-2) + q2-(m 1-I ) + q3 ·(mrl) 
m-1 

Dieser Fehler E setzt sich aus den entsprechend gewichte­
ten Variationswerten in den oben schrarfiert gezeichneten Be­
reichen eines Blockes zusammen. Die Minimierung von E wird 
iterativ durchgeführt, indem sukzessiv diejenigen Beobach­
tungen bzw. Variable zwischen C1 und Ci bzw. 0 1 • 0 2 und 
0 3 vertauscht werden, die E verkleinern. Oie Bereiche V 1 

und V2 werden als Datenblöcke betrachtet und anschließend 
weiter aufgeteilt. Die Datenmatrix wird so in hierarchisch ge­
ordnete Blöcke aufgespalten (siebe Beispiel in Abschnitt 4.3). 
Das durch Vertauschung jeweils nur e iner Beobachtung bzw. 
einer Variablen erziel te Minimum von Eist selbstverständlich 
nicht global und von der Reihenfolge der Beobachtungen und 
Variablen abhängig. Es ist daher zu empfehlen, Beobachtun­
gen und Variablen mit Hilfe der Ergebnisse der in Abschnitt 
3.2 beschriebenen Clusterverfahren vorzusortieren. 

Abb. 5. complete-linkage-Dendrogramm der Merkmale 
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Abb. 6. single-linkage Dendrogramm der Merkmale 
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Abb. 7. nicht-lineare Abbildung der Merkmale in die Ebene (Fehler 
E = 0.02) 
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Abb. 8. complete·linkage-Dendrogramm der Sonen und Behand­
lungen 

Abb. 9. Dendrogranun (Verfahren von WARD) der Sorten und Be­
handlungen 
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Abb. JO. k -Clustcr- Dendrogramm (k=4) der Sorten und Behand­
lungen 

4. Beschreibung der Ergebnisse 

Die im vorigen Abschnitt zusammengestellten Methoden wer­
den verwendet, um Aussagen über die Struktur der 24 Merk­
male, der 6 Sorten und 6 Behandlungen des im Abschnitt 2 
beschriebenen Daten-Materials zu machen. Es werden aller­
dings nur jeweils wenige Darstellungen hier abgebildet und 
vergleichend beschrieben. 

4.1 Betrachtung der Merkmale 

Um die Merkmale mit den beschriebenen Clusterverfahren 
gruppieren oder in die Ebene abbilden zu können, wird fol­
gende naheliegende Distanzschätzung verwendet: 

d1J = 50 •:• (1-riJ) wobei r;J = Korrelation der Merkmale i und j 
Die Clustervcrfahren von Absclrnill 3.2 liefern die in Abb. 5 
und 6 dargestellten Dendrogramme. Das complete-linkage­
Verfahren bildet folgende Partition auf dem Niveau 29.39; 
d. h. alle Merkmale innerhalb einer Gruppe sind korreliert mit 
r 6;0.41: 

A 1 : {Kornrohprotein (1), Mehlrohprotein (2), Feuchtkleber 
Mehl (3), Brotvolumen RMT (20), Teigentwicklungszeit (8), 
Teigresistenz (9), Valorimeterwert ( 11)} 
Cluster A 1 bringt die mengenmäßigen Voraussetzungen an Ei­
weiß und Kleber für ein hohes Brotvolumen zum Ausdruck. 
A2: {Teigenergie (13), Teigenergie 0 (15)} 
Cluster A2 erklärt die Teigenergie als selbstständige Merk­
malsgruppe. 
A3: {Sedimentationswert (4), rel. Sedimentationswert (5), 
Test.zahl (6), Wasseraufnahme Farinogr. (7), Wasseraufnahme 
Extensogr. ( 12), Wasseraufnahme Backversuch ( 17), Teigaus­
beute (18), Brotausbeute (19), Kornhärteindex (24)} 
Cluster A3 weist recht eindrucksvoll die Kornhärte, Kleber­
giite und Wasseraufnahme des Teiges als Ursachen für Teig­
und Brotausbeuten nach. 
A4 : {Konsistenzabfall (10), Verhältnis DW/ DB (14), Ver­
hältnis Ext. (16)} 
Cluster A4 kann als Komplex der Teigcharakteristik ange­
sprochen werden. 
A5 : {Aufheizpeak (21). Abkühlpeak (22), Fläche Visko­
gramm (23)} 
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Abb. 11. nicht-lineare-Abbildung der Sorten und Behandlungen in 
die Ebene (Fehler E= 0.028) 

Cluster A 5 ist als Komplex der stärkeabbauenden Enzym­
aktivität zu bezeichnen. 

Dieselben Gruppen werden - zwar in anderer Reihenfolge­
auch vom average-linkage-Verfahren gebildet, vom single­
linkage-Verfahren aber nur teilweise als Cluster erkannt. 
Diese Merkmale wurden auch mit der im Abschnitt 3.1.1 be­
schriebenen Methode in die Ebene abgebildet (Abb. 7); die 
oben angegebenen Gruppen, sowie ihre Lage zueinander sind 
deutlich zu erkennen. An dieser Darstellung lassen sich die 
Unterschiede zwischen den Verfahren leicht erklären; so wer­
den beispielsweise die schlecht isolierten Gruppen A 1 und A3 

vom single-Linkage-Verfahren nicht getrennt (Verkettungsei­
genschaft). 

4.2 Betrachtung der Sorten und Behandlungen 

Alle Verfahren brachten mit unterschiedlicher Deutlichkeit 
fo lgende Struktur zum Ausdruck: 
a) die Behandlung 1 (N-Spätdüngung) veränderte die Quali­
tätsmerkmale am meisten (1. Cluster: Behandlung 1 der 6 Sor­
ten) 
b) die übrigen 5 Behandlungen (N-Düngerformen der Spät­
düngung) unterscheiden sich in ihrer Wirkung kaum; hier 
kommen die Sorten-Unterschiede zum Tragen, wobei die Sor­
ten L (Farino), 3 (Rabe) und 5 (Gudin) ähnlich sind. 
(2.- 7. Cluster: Sorten 1-6 ohne Behandlung 1) 

Hinsichtlich der Clusterverfahren is t zu bemerken, daß das 
complete-linkage-(Abb. 8) und das average-linkage-Ver­
fahren sowie insbesondere das Verfahren von WARD (Abb. 
9) die oben erwähnte Struktur deutlich zeigen, während bein1 
single-linkage-Verfahren und beim k-Cluster-Verfahren für 
k=4 zwar in abgeschwächter Form {Abb. 10) nachteilige Ver­
kettungseffekte auftreten. Die mit der Methode aus Ab­
schnitt 3.1.1 durchgeführte Abbildung in die Ebene (Abb. 11) 
ergibt eine übersichtliche Gesamtdarstellung der Struktur. 
Deutlich zu sehen ist, daß die Wirkung des im rechten Teil 
dargestellten Sorten-Effekts bei Behandlung 2-6 auch bei Be­
handlung 1 ähnlich auftritt, was H inweise zuläßt, daß die Sor­
ten durch die Spätdüngung von 100 kg Stickstoff nur im 
Quali tätsniveau gleichmäßig verändert wurden. Der Abbil­
dung 11 ist weiterhin recht deutlich zu entnehmen, daß die 
Backqualität der Sorten 1-6 in der Behandlung 1 und in der 
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Sorte 6 
Carlbo 

Sort•I 
Farino 

Sort•4 
Oiplomot 

Abb. 12. Darstellung der Sorten l , 4, 6 als trigonometrische Funk­
tionen 

Behandlung 2- 6 von oben (Caribo) nach unten (Rabe) zu­
nimmt. Diese Rangfolge der Sorten wurde auch schon mit 
Hilfe der Diskriminanzanalyse gc[unden. (REINER, F JSCH­

BECK, PRECHT, GONZ:EL, 1972). Durch genauere Betrach­
tung der einzelnen Kombinationen sind auch Wechselwir­
kungseffekte zwischen Sorten und den Behandlungen 2 bis 
6 deutlich zu sehen. In Abb. 12 sind nur die mit den Dün­
gungen 2-6 behandelten Sorten Farino, Diplomat und 
Caribo durch trigonometrische Funktionen dargestellt, wobei 
nicht die Werte ~der Z4 gemessenen Merkmale, sondern der 
ersten 4 Hauptkomponenten zur Darstellung verwendet wur­
den. Die 3 Kurvensträn~e entsprechen diesen Sorten. Deutlich 
ist die unterscliledliche Qualitätsstruktur der Sorte Diplomat 
im Vergleich zur Sorte Caribo zu sehen. In der Gesamtdar­
stellung der Beobacbtungen durch Funktionen lassen sich a l­
lerdings Sorten und Behandlungen nur mit Mühe trennen. 
Dies gilt noch in stärkerem Maße für die AbbildL1J1gen durch 
Gesichter , 1n Abb. 13 sind nur die 6 Behandlungen der Sorte 
Florian dargestellt; der Unterschied zwischen Behandlung l 
und 2-6 wirkte i;ich dabei vor allem auf die Gesichtsform 
aus. Insgesamt erwies sich dieses Verfahren im Vergleich zu 
den übrigen Methoden als wenig sensitiv bzgl. komplexer 
Strukturen. ©©©©©@ 
4.3 Ergebnisse der Zwt:t-Weg-Clustera11alyse 2 3 4 5 6 

Abb. 13. Darstellung der 6 Behandlungen der Sorte Farino durch 
Gesichter 

Das im Abschnitt 3,;3 kµrz beschriebene Verfahren lieferte 
folgende Aufspaltung der auf Mittelwert 0, Standardab­
weichung L transformierten Datenmatrix in hierarchische 
Blöcke, wobei in den Blöcken nicht die Beobachtungswerte, 
sondern deren Mittelwert und Standardabweichung angege­
ben sind. 

Abb. 14. gleichzeitige Gruppierung von Sorten/Behandlungen und 
Variablen 

Sorten und Behandlungen 
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Die verschiedenen Niveaus dieses Aufs!)alturtgsprozesses 
sollen, um den Vergleich mit den Ergebnissen der anderen 
Verfahren zu erleichtern, an der nicht-linearen Abbildung der 
Beobachtungen in der E bene erläutert werden (vergleiche 
Abb. 11): 

a) Schritt 1. (Fehler E= 0.29) 
Alle Sorten und Behandlungen werden aufgeteilt in 
C1 : alle mit Düngung 1 behandelten Sorten sowie alle Be-
handlungen der Sorte 6 (Caribo) (schlechte Backqualität) 
Cz: übrige Beobachtungen (gute Backqualität) 
C1 und Cz werden d urch die BETWEEN-Variablen SW, KAF, 
TE, TEM und VBV deutlich getrennt (große Mittelwerts­
differenzen) und sind homogen (kleine Standardabweichun­
gen). Auch bzgl. der übrigen Variablen ist die Trennung gut 
gelungen, allerdings läßt die Homogenität in C1 bei den 
WITHJN-1-Variablen TZ bis MRP, in Cz bei den WITHlN-2-
Variablen RSW bis GFV zu wünschen übrig. Deshalb wer­
den die Beobachtungen in C1 und Cz an diesen Variablen im 
nächsten Schritt aufgeteilt; hier wird allerdings nur die Auf­
spaltung von Cz weiter verfolgt. 

b) Schritt 2: (Fehler E= 0.28) 
Die Beobachtungen in Cz werden aufgeteilt in 
Cz1: mit Düngung 2-6 behandelte Sorten 1, 3, 5 (Farino, 
Rabe, Gudin) 
Cz2 : mit Düngung 2-6 behandelte Sorten 2, 4 (Florian, 
Diplomat) 

Da bei dieser Aufspaltung keine Variable die strenge For­
derung der Trennung und Homogenität erfüllt, werden die 
Variablen aufgeteilt in die WITIUN-1 - bzw. WITHIN-2-Va­
riablen RSW bis VMW bzw. W AF bis GFV. 

c) Schritt 3/4: (Fehler E= 0.18 bzw. 0.03) 
Die in Schritt 2 entstandenen Blöcke werden weiter aufgeteil t, 
wobei z.B. die Aufteilung von Cz2 in Cz21 (Sorte 2) und 
Cz22 (Sorte 4) wesentl ich durch die BETWEEN-Variablen 
WAF, WAE, WABVundTAB bestimmt wird. 

An den Variablen SW und TAB soll die durchgeführte 
Gruppierung an ihrem Histogramm demonstriert werden: 

5. Diskussion 

Aus fo lgenden Gründen sollten Clusterverfahren im Acker­
und Pflanzenbau und in der Pflanzenzüchtung verstärkt ein­
gesetzt werden: 
- um die Vielzahl von Sorten, Zuchtstämmen, Anbausorten, 
Jahreswitterungen u. a. in überschaubare Einheiten zu brin­
gen, 
- um die Vielzahl der Qualitätsanalysen bei der Braugerste 
und dem Backweizen auf wenige typische Merkmale zu 
reduzieren, _, 
- um durch Anwendung der Zwei-Weg-Clusteranalyse mehr 
Einblick in die Wechselwirkungen zwischen den im Feldver­
such geprüften Faktoren bei gleichzeitiger Betrachtung der 
Merkmalsausprägungen zu gewinnen. 

Vom Methodischen her, ist zu den einzelnen Typen von 
Gruppierungsverfahren folgendes zu sagen: 

a) Abbildungsverfahren (siehe Abschnitt 3.1) 
Die Verfahren der Darstellung durch trigonometrische Funk­
tionen bzw. durch Gesichter sind nur interessant, wenn die 
Hypothese »2-3 deu tlich getrennte Gruppen« gerechtfertigt 
ist, ansonsten sind diese Verfahren wenig sensitiv. Das Ver­
fahren der nichtlinearen Abbild ung in die Ebene ist dagegen 
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Abb. 15. Gruppierung von Sorten/Behandlungen 
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Abb. 16. Histogramme der Variablen SW und TAB mit Umerschei­
dung der gebildeten Gruppen 

sehr zu empfehlen, auch im Zusammenhang mit Clusterver­
fahren, da es erstens übersichtlich und einprägsam ist, und 
zweitens Unterschiede zwischen den durch Anwendung ver­
schiedener Clusterverfahren erhaltenen Dendrogramrnen 
leichter erklärbar macht. 

b) Hierarchische Clusterverfahren (siehe Abschnitt 3.2) 
Die Linkage-Verfahren stellen insgesamt sehr einfache hier­
arcbjsche agglomerative Verfahren dar. Die Gefahr beim 
single-linkage-Verfahren und in abgeschwächter Form auch 
beim k-Cluster-Verfahren besteht in den sog. Verkettungs­
effekten, es werden u. U. sehr inhomogene, aber gut isolierte 
Gruppen gebildet. Das complete-linkage-Verfahren dagegen 
erzeugt sehr homogene, dafür u. U. nicht so gut isolierte 
Gruppen, während das · average-linkage-Verfahren bzgl. 
Homogenität und Isolation eine Mittelstellung zwischen 
single-linkage und complete-linkage einnimmt. Das Ver­
fa hren von WARD kann hinsichtlich der Forderung, daß die 
zu bildenden Gruppen minimale Varianz haben, mit dem com­
plete-linkage verglichen werden, wenngleich es diesbezüglich 
wesentlich strengere Forderungen stellt. Es erzeugt demzu­
folge sehr homogene und kompakte Gruppen (sog. »kugel­
förmige« Cluster). Insgesamt betrachtet zählt das WARD­
Verfahren mit zu den le istungsfähigsten Verfahren. 
c) Zwei-Weg-Clusterverfahren (siehe Abschnitt 3.3) 
Dieses Verfahren ist sehr interessant, weil es sehr viel Infor­
mation über Wechselwirkungen zwischen den Merkmalen 
und den Objekten liefert (in unserem Beispiel insbesondere 
zwischen Merkmalen und den Faktoren Sorten sowie Be-
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handlungen). Allerdings ist die Interpretation der erzielten 
Gruppierungen vor allem bei großen Datensätzen sehr auf­
wend ig und nicht immer ganz einfach. 
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Mathematical Model for the Mapping of a Gene Locus and 
its Realisation by means of a Computer Program 

M. P. Baurand K. Spitzer 

Summary 

A marhemarical model for rhe mapping of a gene locus in re­
specr 10 a linkage group is given. The program GENEMAP, 
which per[ orms the computations of the model, is demonscrated 
by means of 1he family daca for the localisation of the phospho­
glucomwase 3 as published by LAMM et al. (1972). 

Zusammenfassung 

Für die Karrographierung eines Genorts außerhalb einer gege­
benen Kopplungsgruppe wird ein mathematisches Modell an­
gegeben. Das Programm GENEMAP, das die Berechnung 
des Modells durchführt, wird mit Hilfe der von LAMM er al. 
{1972) publizierten Familiendaten für die Lokalisation der 
Phosphoglucomutase 3 demonstriert. 

1. lntroduction 

ln his paper on tbe orientation of the PGM3 locus on human 
chromosome 6 LAMM (1972) computed by means of the 
estimated patemal and maternal recombination fractions bet­
ween PGM3 and tbe HLA region a probability of about 95 % 
for PGM3 being located on the HLA-B-side according to the 
data of four independent families. In a recent paper KOMPF 

et al. (1977) argued for a localization of PGM3 to the HLA-A­
side on the basis of the recombinant fam ily L. and estimated 
maternal recombination frequencies, which differed extremely 

Herrn Prof. G. Oberhoffer zur Vollendung des 60. Lebens­
jahres in Verehrung gewidmet 

EDV in Medizin und Biologie 3/4-1978 

fro m tbose stated by LAMM. The magnitude of the information 
of family L. in terms of probabilities for the two possible 
orientations is not given. For the actual calculations LAMM's 
model had to be generalized for the case of both parents and 
some of the children being heterozygous for the investigated 
locus and differing recombination fractions to the leftmost 
and rightmost loci of the given linkage group. 

2. Mathematical Model 

Generally LAMM's model can be extended to a model for the 
si tuation of a given linkage group ~ = (G 1, „ „ Gk) with a 
known order of the involved loci G i. .•. , Gk, a newly in­
vestigated, linked locus K outside G on an autosomal chromo­
some (see figure 1) and estimated recombination fractions 
0'",i: = recombination frequency formales between G; and K 
0r,1: = recombination frequency for females between G 1 and K 
(i = 1,„„ k) 

A two generation family will be called >informative<, if the 
haplotypes of tbe parents for the linkage group can be de-

Fig. 1. Linkage group ~ witb loci G„ .„, Gk and newly investigated 
locus K outisde ~ 

,- ALTERNATIVE ORIENTATIONS FOR THE l 
~ INVESTIGATEO LOCUS K ? 

:__. ____ _____ L__L_l • 

K G,. , G, K 

~ ___J 

LINKAGE GROUP 

)' •IG, G,I 
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duced from thc pedigrce, if at least one parent is heterozygous 
for K and heterozygous for at least two loci Gt. Gi of ~, i.f the . 
family has more than two children and at least one proven 
crossover in the region (G„ ... , Gi). For the parent of such an 
informative fami ly, wbo is beterozygous for K, we will call 
that rcgion J: = (Gi. „., GJ) (1 ~ i ~ j ~ k) tbe >informative 
part of the linkage group<, for whicb the parent is beterozygous 
for G; and 0 1 and for which i is minimal and j is maximal. In 
other words, the informative part J of tbe linkage group ~ is 
limited by the leftmost and rightmost heterozygous loci G; 
andGi. 

Given a two generation informative family with N children, 
the number of possible geootypical interpretations m can be 
calculated depcnding on the number of parents and children, 
wbo are heterozygous for K. 
a) If only one parent is heterozygous for K, the linkage phase 
of the children can be derived Erom the homozygous parent. 
Only the linkage phasc of the heterozygous parent is not 
known and thcrefore exactly two possibilities for both orient­
ations exist. (This is the case for all of LAMM's families with 
the exception of the three generation family AKH-N-51 with 
known linkage phase for the heterozygous parent and there­
fore only one combination.) 
b) lf both parcnts are heterozygous for K, the lin kage pbase of 
the children can no t be deduced. Consequently there are two 
possibilities for both parents and each of the h ~ N betero­
zygous children. The resulting total number m of genotypical 
combinations for both orie ntations is therefore 
m = 2(2+ h) 

For example in KOMPF's fam ily L. both parents and six chil­
dren are beterozygous for PGM3, which yields a number of 
m = 2<2+6> = 256 possible interpretatioos. 

The likelihood index - the likelihood, ignoring coostant 
factors of 1/ 2 and gene and haplotype frequeocies - Lright for 
the orientation to the right side (Grside) of the informative 
part J of the linkage group ~ (L1cti for the orientation to the 
left, G;-side) is the sum of all likelihood indices ln&h•,s (s = 1, 
... , m) of all possible genotypical combinatioos. 

m 
Lnah• = L lri, ht,S (1) 

s= 1 

m 
L1ert = L l1eft,s (2) 

s= 1 

For the case of two heterozygous pareots for locus K the 
like lihood indiccs l,111ht,s and lreh,s for a given combination s of 
an informative fami ly with paternal informative part of tbe 
linkage group J P : = (G„ ... , Gu) and maternal informative 
part JM: = (Gv, „ „ Gw) (1 ~ t ~ u ~ k; 1 ~ v ~ w ~ k) are 
calcu lated according to the number of crossovers and non­
.crossovers depending on the give n orientation. Be E>m,to E>m,u• 
e,,v, E>r,w the male respectively female recombination fractions 
between the loci K and G„ K and Gu, K and Gv, K aod Gw. 
Be NPL and NML the number of paternal and the number of 
maternal crossovers for this given combination s and an orient­
ation to the left side and NPR and NMR the according numb­
ers for an orientation to the right side. N being the number of 
children for this family 110r1.s and lright,s are given by 

i1cft,S = E)~~L (l - E>m,1) (N - NPL) er.~IL (1-E>t,v) (N-NML) (3) 

iright,s = E)~~R (1 - E>m,u) (l'< - NPR) e r,!,tR (1-E>r,w) (N - NMR) (4) 

For the case of only ooe heterozygous parent for locus K 
the number of crossover chromosornes from the homozygous 
parent can not be determined. Therefore the formulae for 

ehe likelihood indices reduce for the example of the heterozy­
gous father and a homozygous mother to 

lrcft,s = E)~~L (l - E>m,1) (N - NPL) · 1 

(right,S = e~::I{ (1 - E>m,u) (N- NPR) · 1 
and fo r the symmetrical case accordingly. 

(5) 
(6) 

The last two equations with t = u, which means equal re­
combination fractions to the right and to the left side of the 
informative part JP of the liokage group ~, are the equations 
given by LAMM, who had families with only one heterozygous 
parent and who stated only recombination fractions between 
PGM3 and the HLA-A locus. 

The equations for the general model can be easily reduced 
to special cases like equal male and female recombination 
frequencies, equal informative parts of the linkage group for 
both parents or othet's. 

3. Description and Application of the Program 
GENEMAP: 

GENEMAP, of which a symbolic list will be sent by the 
authors on request, is a FORTRAN IV program, which per­
forms the calculations for tl1e previously given mathematical 
mode l. Its main program and the four subroutines require a 
total capacity of about 16 K bytes main storage. The only 
limitation of the program is the maximum number of children 
for one fami ly, which is set to 15, but can be adjusted if 
necessary. The input [or one famiJy consists of: 
Card 1 FORMAT(20A4) 
Free text identification 
Card 2 FORMAT(10A3) 
Names of the limiting loci of the informative parts of the link­
age group both paternal and maternal followed by the name 
of the investigated locus. 
The formal allows for 6 columns for each of the 5 oames. First 
Limiting locus - paternal and maternal - will be interpreted as 
>left< side of the linkage group. 
Card 3 FORMAT (13, 12, 5X , 4Fl0.4) NCHILD, IPRlNT, 
RECRF, RECRM, RECLF, RECLM 
NCHILD: = number of children 
IPRINT : = Output cootrol integer. If IPRINT = 1 all geno­
typical constellations will be printed. lf !PRINT = 0 only the 
overall results will be stated. 
RECRF: = Estimated patemal recombination frequency bet­
ween investigated locus and right side of the linkage group as 
defincd in card 2 
RECRM: = Estimated maternal recombination frequency to 
the right 
R ECLF: = Estimated paternal recombination frequency to 
the left 
RECLM: = Estimated maternal recombination frequency to 
the left 
Card 4 FORMAT (3(2A3, 4X ), 11) 
First haplotype of the father (2 A 3 ), second haplotype of the 
father (2 A 3), genotype for the investigated locus of the falber 
(2A3), ICHF (11), control integer. If ICHF = 1, the linkage 
pbase for thc investigated locus aod the linkage group has been 
deduced by other family members (for example in a three 
generarion family). In this case the first haplotype wilJ be only 
combined with the first alle! of the given genotype of the in­
vestigated locus. Ir ICHF * 1 both alternatives are takeo into 
account (meaningful only in case of heterozygocity for the 
investigated locus). 
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CARD 1 

6 

10 

11 

COLUMN 

IF~~ •h 
L~ -~ 

Ir 

1 7 

1 II 

21' 1.i l~ 

2 IJ 
2 J 

1 J 

1 7 

1 7 

-
1, - 1 

111'. Hit 

. 15 

211 J 

3 li 

3 IJ 

1 

3 A 
3 ,, 

1 

~ 

~ -
l ll ) 

- L ~ .J 

. Lk . 1 5 

1 0 

1 1 

1 

2 1 

1 1 

1 1 

2 1 

2 1 

Fig. 2. Datacards for family CPH-41 (LAMM) 

w ~ 

·" 0 

Card 5 FORMAT (3(2A3 , 4X), 11) As card 4 for the mother 
Card6 to 
Card5 + NCHILDFORMAT(3(2A3 , 4X)) 

Paternal haplotype (2A 3), maternal haplotype (2A3) and 
genotype (2A3) as deduced from the pedigree for each 
child. 

Figure 2 shows the data cards for family CPH-41, for which 
LAMM already presented the computations in his paper. For 
the sake of the correspondence to LAMM's paper the old HLA 
nomenclature has been used in this example. 

Figure 3 shows the part of the output for family CPH-41, 
which lists the input as read from card 1 to card NCH1LD + 
5. First the free text identification and the names of the lim it-

FA"ILY CPH-41 llA•"I 

ing loci of the informative parts of the linkage group are given, 
which in this case are the HLA-A and -B loci both for father 
and mother. The investigated locus is stated as PGM3 and 
the recombination frequencies are listed. LAMM's fractions 
are given between PGM3 and the HLA region not distinguish­
ing between the A and B locus, and therefore equal foequenc­
ies for the orientation to the right and to the left side of the 
haplotypes of the linkage group must be assumed (as LAMM 
did for bis computations). This general part is followed by the 
list of the haplotypes and genotypes of the family members. 

For this example !PRINT in card 4 is equal to zero and 
therefore the printing of all genotypical combina tions is 
omitted and only the overall results are listed as shown in 
figure 4. The first information is the number of genotypical 
constellations, which is 2 for family CPH-41, because the 
mother is homozygous and only the linkage phase of the 
heterozygous father is not known for PGM3 . Subsequently the 
program prints for both orientations one of the combinations 
with the highest likelihood index for this orientation. For 
family CPH-41 and a tentative orientation to the right side, 
which is indicated by the questionsmarks between the HLA-B 
and the PGM3 loci, there exists exactly one constellation with 
a maximal likelihood index. For this combination a total of 
two paternal and no matemal crossovers would have to be 
assumed, as indicated by the X -signs following the questioo­
marks in child 1 and child 2 and as stated explicitly below. The 
resulting likelihood index is calculated according to formula 
(6) 

lrighl,max = e~,r (1-0m,r) (6 -
2

) = 0.152 
. 0.854 

= 0.0117 

which is the value printed. For the tentative orientation to the 
left side there are two combinations with equal likelihood 

URCER n F THE INFnR"lTIV E PlRI OF IHE llNklCF CROUP: HLA-A --- HLA-8 IPATE,NALI 
HLA-A --- HLA-8 l"ATERNAll 

l~VESTICATED LUCUS: PC"-3 

RECO"BINAllON FREOUENCI ES: 

O~ I ENTATIO~ TO THf RICHT SIOE CF lHE HAPLOlYPE: PAlERNAl THETA• 0.1~00 "lTCRNAl THETA • 0.4000 

URIE~TATION TO TH( LEFT s roe nr THE HAPLOTYPE : PATERNAL THETA • o.1sco MATERNAL THETA • C. 4CCC 

INPUI ON OAIACAROS: 

HlA-A HLA-~ f PCI<-) 
1 

FATHER: l 1 I 1 
FJH 1 2 

1 
HlA-A HLA- 8 1 PC•-l 

1 
"0TltER: 1 8 I „ 1 

1 
---~~------------------------------------------·-------------

CHILD \: 2 FJH 1 PA TER~Ul 1 
3 AA (MATERNALI 

CHILD 2: 2 FJH 1 PATCRNALI 
8 ll<ATHNAL 1 

CHILO ): 2 FJH IPATERNAl1 
l „ ( l<ATERNAl 1 

CHILD 4: l FJH IPATERNALI 
) „ (MATERNALI 

CH ILD s: 1 1 (PATERN All 
8 IMATER:lAll 

1 
CHILD 6: 1 1 (PATERNALI 1 ? „ C MATERN All 1 1 
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1 
Fig. 3 . 
Input for family 
CPH-41 (LAMM) 



indices, of which only the first is 
printed. Three paternal and no 
maternal crossovers have to be 
assumed as indicated in child 3, 
child 5 and child 6, and the resulting 
maximal likelihood index is 

l1cr1. max= 0.00207. 

Subsequent to the most likely 
explanations for the two alternative 
orientations the sums of likelihoods 

Lr1gh• = 0.0121 
L1er1 = 0.00415 

anj the resulting odds 
left : right = 1: 2.922 

are given. On condition or equal 
prior probabilities for both orientat­
ions the posterior probability for the 
orientation to the HLA-B side is 
stated as P(right) = 74.5 % and 
consequently P(left) = 25.5 % ac­
cording to ramily CPH-41. 

4. Discussion 

A mathematical model for the map­
ping of a newly investigated marker 
outside a given linkage group has 
been given, which is a generaJisation 
of LAMM's idea. The calculations of 
the model are performed by the 
program GENEMAP on the basis 
of independently estimated recom­
bination fractions a.nd the data of in­
formative families. So far the pro­
gram has been used to enumerate 
the amount of information of family 
L. of KOMPF for the disputed orient­
ation of the PGM3 locus on human 
Chromosome 6 (see BAUR and 
RITTNER (1978)). For the more 
complex problems of mapping a 
newly investigated locus outside or 
inside a given linkage group or map­
ping several linked loci without 
prior knowledge about the localisat­
ion of any of these on the basis of 
the data stemming from informative 
families new models sbould be de­
veloped. 
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Overall results for 
famiJy CPH-41 (LAMM) 
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Programmsystem zur automatischen Erkennung von lateralen 
sakkadischen Augenbewegungen und Lidbewegungen 
im Elektrookulogramm 

0. von Cramon und H. Neubauer 

Zusammenfassung 

Es wird ein Verfahren zur automatischen Auswertung des Elek­
trookulogramms ( EOG) mir Aufbereiwng der Daten für kli­
nisch-wissenschaftliche Zwecke beschrieben. 

Summary 

A procedure for the compwerized analysis of the elecrro­
oculogram (EOG) with data processing for c/inical-scientific 
purposes is described. 

1. Einleitung 

Im folgenden wird ein Algorithmus zur automatischen Erken­
nung von sakkadischen Augenbewegungen (Sakkaden) und 
Lidbewegungen (Blinks) im Elektrookulogramm (EOG) 
beschrieben und das Konzept eines am Max-Planck-Institut 
fiir Psychiatrie in München entwickelten Programmsystems 
zur automatischen Analyse von EOG's vorgestellt. 

Der Einsatz von elektronischer Datenverarbeitung bietet 
sich hierbei aus folgenden Gründen an: 
1. die zu analysierende Datenmenge ist groß 
(mindestens 4 Stunden EOG sollten durchsucht werden kön­
nen) 
2. die erzielten Ergebnjssc enthalten mehr Information 
(die Messung der Zeitdauer und Ampli tude von Sakkaden ist 
manuell auf G rundlage der aufgeze ichne te11 Kurve kaum 
durchführbar und wäre zudem sehr ungenau 
3. die erzielten Ergebnisse sindreproduzierbar 
(die Varianzen in der Analyse durch menschliche Beurteiler 
werden eliminiert. Für alle Daten gilt der gleiche Maßstab) 
4. die erzielten Ergebnisse lassen sich sehr schnell und zuver­
lässig in verschiedene Aussagen und Darstellungsformen 
transformieren. 
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Beispiel: 
- Anzahl Sakkaden pro Minute? 
- Gesamtzahl Sakkaden in 4 Stunden? 
- Korrelation zwischen Zeitdauer und Amplitude der Sakka-

den? 
- tabellarische Darstellung 
- graphische Darstellung 

Die Nachteile eines Computerverfahrens liegen in den not­
wendigerweise im Vergleich zum Menschen bestehenden Un­
zulänglichkeiten der Erkennung. Erwähnt sei hier beispiels­
weise das Trennen von Sakkaden und EMG-Artefakten, 
welches einem menschlichen Auswerter ohne Schwierigkeiten 
durch das Erfassen des Gesamtzusammenhanges möglich ist, 
während der >Blickwinkel< einer Maschine durch die Logik der 
bestehen~en Programme beschränkt ist. 

2. Organisation des Ablaufes 

2.1 1bleicungstechnik 

Es wird eine bipolare Ableitungstechnik angewandt. Die Ab­
leitungen finden bei konstanten Lichtverhältnissen, einem 
Elektroden-Hautwiderstand von weniger als 1 kQ und zur je­
weils gleichen Tageszeit statt. 

Die Elektrodenpositionen sind in Abb. L dargestellt. 

Abb. 1. Elektrodcnpositionen 
1- 2 horizontal rechts 
3- 4 horizontal links 
5- 6 vertikal rechts 
7- 8 vertikal links 



Eine alternative Befestigung der Elektroden 1 und 3 im 
medialen Augenwinkel wäre zwar günstiger im Hinblick auf 
EEG-Artefakte im EOG, ist jedoch fiir Langzeituntersuchun­
gen zum Teil unruhiger und stark schwitzender Patienten we­
gen des geringen Elektrodenhaltes ungeeignet. Die EOG­
Kurven beider Augen erlauben wichtige Aussagen im neuro­
logischen Bereich. 

Ferner stehen durch diese Technik qualifizierte Bedingun­
gen für eine automatische Analyse zur Verfügung (z.B. 
»paralleles Geschehen«, »PolaritätsspeziEikationen«). Die 
Tre01lUng von Sakkaden und Artefakten wird dadurch mög­
lich. 

SAKKAOI SCHE AUGENBEWEGUNG 

horizontal links 

horlzontol rechts 

LI OBEWEGUNG 

vertikal rechts 

vertikal l inks 

___/\_ 

~ 

V _ll __ _ 
Abb. 2. 
EOG-Beispiel 

Die Registrierung des EOG erfolgt ungefiltert mit einer 
Zeitkonstante von 5 sec. Ein EOG-Beispiel nach der ange­
gebenen Ableitungstechnik ist in Abb. 2 dargestellt 

2.2 Automatische A11afyse 

Die automatische Analyse besteht aus dem Digitalisieren des 
abgeleiteten EOG's und dem Suchen nach Sakkaden und 
Blinks. Je gefundene Sakkade oder Blink wird eine Nach­
richt in eine Datei geschrieben, die Informationen über Zeit­
punkt der Erkennung (relativ zum Ableitungsbeginn), Zeit­
dauer der Sakkade oder Blink, usw. enthält. Für jedes auto­
matisch analysierte EOG wird eine solche Datei aufgebaut. 

Die Analyse selbst kann in verschiedenen Modi geschehen: 
a) direkt on line (das EOG wird parallel zur Ableitung vom 
EOG-Verstärker in den Rechner eingespielt) 
Vorteil: Die Ergebnisse sind sofort nach Ableitungsende ver-
fügbar . 
b) indirekt on-line (das EOG wird zunächst auf ein Analog­
band gespeichert und später vom Analogband in den Rechner 
eingespielt) 
Vorteil : a) Die Daten könne n mehrmals - u. U. mit verschie­
denen Verfahren - verarbeitet werden. b) Die Analyse kann 
u. U. in mehrfacher Realzeitgeschwindigkeit geschehen 
c) off-line (die Daten werden zunächst auf Digitalband oder 
Platte umgesetzt und dann von dort aus analysiert) 
Vorteil: Man kann das EOG auf einem graphischen Display 
reproduzieren und die Ergebnisse - z.B. >Blink gefunden< -
graphisch anzeigen, was somit eine direkte Qualitätskontrolle 
der Analyse erlaubt. (Das Erzeugen kontinuierlicher graphi­
scher Ausgaben ist für on-line Auswertungen zu zeitaufwen­
dig.) 

2.3 Weicerverarbeitu11g der Daten 

Verschiedene Programme erlauben in Dialogform die Aufbe­
reitung der bei der automatischen Analyse gespeicherten Da-
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Abb. 3. 
Schematische Darstellung 
eines EOG's 

: t 

PE= (XE,YE) 
1 
1 

PA = (xA.vA) 

ten. Dabei können im wesentlichen Histogramme, Verlaufs­
kurven und Korrelogramme mit statistischen Zusatzinfor­
mationen erstellt werden. Die Laufzeiten dieser Programme 
betragen nur wenige Sekunden, so daß jede gewünschte Aus­
gabe praktisch sofort zur Verfügung steht. 

Ebenfalls können die von den Analyseprogrammen erstell­
ten Dateien die Datenbasis für komplexere spezielle Auswer­
tungen sein. 

3. Beschreibung des Erkennungsalgorithmus 

3.1 Definitionen, Bezeichnungen 

Das Problem wird abstrahiert , indem man das EOG als mathe­
matische Kurve auffaßt (Abb. 3). Die Zeitachse wird zur x­
Achse und die Amplitude zur y-Achse. Die Winkelgeschwin­
digkeit einer Bewegung ist dann z.B. (ßy)/(ti.x). Statt von 
Geschwindigkeit kann man von »Steilheit« reden. 
a) (X A• Y A) Anfangskoordinaten einer Sakka­

denbewegung 
(= horiz. Augenposition bei Sak­
kadenbeginn) (PA) 

b) (X E• Y E) entsprechend Endkoordinaten (PE) 
c) (Y A+1-Y A)/ (X A+1-X A) Randsteilheit e iner Sakkade (S,) 

oder 
d) (Y E"'" Y E-1)/(X i;-X E-1) Randsteilheit einer Sakkade (S,) 
e) (Y r Y1-1)/(X 1 X 1-1) Innensteilheit einer Sakkade (s1) 
f) X i;-X A Zeitdauer einer Sakkade (t) 
g) Y E"'" Y A Amplitude einer Sakkade (a) 
h) max {(Y1 Y1_ 1)/ maximale Steilheit(= maximale 

(X rX 1- 1)} Winkelgeschwindigkeit) (smax) 
i) (Y e Y A)/(X eX A) Gesamtsteilheit (sg) 

=al t 
j) (Y ir Y A)/ (X „X A) Gesamtste lheit des korrespondie­

renden Auges (sg) im Bereich 

3.2 Kriterien der Sakkadenerkennung 

Auf der Grundlage obiger Strukturierung läßt sich eine Sak­
kade wie folgt definieren: 
1. eine Mindestrandsteilheit muß überschritten werden (der 
Zeitpunkt ist der Beginn der Sakkade) (ms,) 
2. eine Mindestinnensteilheit darf nicht unterschritten wer­
den (ms1) 
3. wenn eine Mindestinnensteilheit doch unterschritten wird, 
so ist die letzte Erreichung der Mindestrandsteilheit das Ende 
der Sakkade 
4. eine Mindestzeitdauer muß gegeben sein (mt) 
5. eine Mindestgesamtsteilheit muß gegeben sein (msg) 
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6. eine Mindestamplitude muß gegeben sein (m.) 
7. die Gesamtsteilheit des korrespondierenden Kanals (s1) 

im entsprechenden Bereich xA bis xE muß inverses Vorzeichen 
haben und einen Mindestbetrag (msg) überschreiten. (Dies 
muß nicht unbedingt auch eine Sakkade sein! Mit diesem 
Kriterium werden viele Artefakte ausgeschieden wie z.B. 
Blinkübertragungen der horizontalen Kanäle.) 

ur weiteren Abgrenzung gegen Artefakte wird 
l. eine maximale Amplitude definiert (mxa) 
2. die Analyse fiir 5 Sekunden unterbrochen, wenn der kor­
respondierende Kanal e ine große Gesamtsteilheit gleichen 
Vorzeichens hat. (asg') 
3. geprüft, ob es sich um EMG-Spikes handeln könnte (2 di­
rekt aufeinanderfolgende Sakkaden inversen Vorzeichens 
und relativ kurzer Dauer) (tmax)· 

Die hier definierten Kriterien gehen als Parameter in ein 
Analyseprogramm ein. Spezifiziert werden müssen also ms„ 
msi. ms1, ms8', mt, ma, mxa, asg' und tmax. Die Redundanz 
der Parameter ist vorteilhaft für die Qualität der Erkennung. 

3.3 Kriterien der Bli11kerke1111ung 

a) Auf die vertikalen Kanäle wird zunächst nur der Sakkaden­
erkennungsalgorithmus angewandt, da die aufsteigenden 
>Flanken< der Blinks damit auch erkannt werden. 
b) Auf Grund des Vorzeichens der Amplitude wird festge­
s tellt , ob es sich auf jeden Fall um eine Sakkade oder auch 
um einen Blink handeln könnte (z.B. vertikal rechts: immer 
negatives Vorzeichen der aufsteigenden Blinkflanken). 
lm l. Fall wird die Sakkade als >erkannt< ausgegeben, im 2. 
Fall gespeichert, 
c) im 2. Fall wird dann parallel nach weiteren vertikalen 
Sakkaden gesucht und mit abgeschwächten Parametern nach 
einer möglichen >Blinkri.ickflanke< gesucht, 
d) wird innerhalb einer Mindestblinkdauer keine >Blinkrück­
flanke< gefunden, so wird die gespeicherte Bewegung als 
vertikale Sakkade ausgegeben und die Suche nach Blinkrück­
flanken abgeschlossen. Im anderen Falle wird ein Blink als 
>gefunden< angezeigt. 

Die Erkennung wird abgerundet durch weitere Definitio­
nen, wie z.B. die Anzeige von kombinierten Blink/Sakkade­
Mustern bei stark unterschiedlichen Amplituden vor beiden 
Blink->Flanken<. 

3.4 Güte des Verfahrens 

ur einwandfreien Erkennung hat sich gezeigt, daß die Daten 
vorgefiltert werden müssen, denn die in der EOG-Schreibung 
eindeutigen und >glatten< Sakkadenflanken sind oft verrauscht, 
was wegen der Trägheit des Schreibers dem visuellen Aus­
werter nicht auffällt. Bewährt hat sich dafür eine gleitende 
Mittelung von 5 Abtastwerten. 

Als Abtastintervall für die reine Erkennung reichen 10 ms. 
Will man jedoch auch genaue Informationen über Winkel­
geschwindigkeiten usw., ist eine höhere Abtastung empfeh­
lenswert. 

Gravierend ist das Problem der Eichung. 
1. Eine Eichung kann nicht bei allen Patienten durchgeführt 
werden. 
2. Randomisierte Sakkaden haben nicht immer einen Null­
durchgang. 
3. Bei Ableitungen über längere Reizdauer können sich die 
Potentiale verändern. 
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Auf Grund dieser Probleme wurde nur eine Eichung des 
Potentials vorgenommen und auf eine Transformation in 
Winkelgrade verzichtet. Wegen dieser auch für visuelle Aus­
werter bestehenden Schwierigkeiten sind interindividuelle 
Auswertungsvergleiche mit einem gewissen U nsicherheits­
faktor behaftet, der nach unseren Erkenntnissen jedoch nur 
gering sein kann. Größere Schwankungen des Potentials 
wurden z.B. nicht gefunden, was wesentlich von unseren Ab­
leitungsbedingungen abhängt. Die Güte des Verfahrens richtet 
sich ganz nach der Definition der Parameter. Ein Ma~ für die 
Beltrteilung wären der Prozentsatz von falsch erkannten Sak­
kaden und der Prozentsatz von nicht e rkannten Sakkaden. 

Dabei werden bei Definition der Parameter im Grenzbe­
reich fast alle Sakkaden oder Blinks erkann t, aber auch einige 
fälschlich erkannt. Umgekehrt werden bei Definition außer­
halb kritischer Bereiche keine Bewegungen fälschlich erkannt, 
aber einige >übersehen<. 

Genaue Vergleiche und Fehler-%-Angaben hängen also 
von den jeweiJigen Gegebenheite n ab. Der genaue Vergleich 
ist zudem schwierig, da die Maschine im Grenzbereich wegen 
der exakten Messung notwendigerweise genauer erkennt, 
als der >schätzende< visuelle Betrachter, der deswegen nicht 
den >absoluten< Maßstab bilden kann, sondern selbst fehler­
haft auswertet. 

4. Implementierung 

4.1 Sprache, Rechner 

Die Programme wurden auf einen POP 11/40-Rechner in der 
Sprache MORPS (Modulares Realzeit Programmier System) 
geschrieben. 

MORPS ist eine am Max-Planck-Institut für Psychiatrie von 
F. GERSTER entwickelte Sprache. MORPS-Systeme be­
stehen aus mehreren ACTIVITY's und OPERATIONEN. 
ACTIVITY's sind Module, die Nachrichten z.B. entsprechend 
der Abtastrate eines Analog-Digital-Konverters aufbauen und 
mit einer Codenummer und einem Zeitpunkt versehen aus­
senden. OPERATIONEN sind eintrittsinvariame Verarbei­
tungsmodule, die Nachrichten mit bestimmten Codenummern 
empfangen und verarbeiten können sowie neue Nacihrichten 
aussenden können. ( lm Gegensatz zu ACTIVITY's können 
OPERATIONEN jedoch nur Nachrichten aussenden, wenn 
sie auch vorher Nachrichten empfangen haben.) 

Die Eintrittsinvarianz erlaubt das parallele Einsetzen eines 
Moduls für verschiedene Aufgaben: So kann z.B. ein Modul 
für die gleitende Mittelung eines Signals gleichzeitig für die 
Mittelung von 4 Kanälen eingesetzt werden. 

ACTIVITY's und OPERATIONEN sind Bausteine für die 
Spezifikation von Aufgabennetzen. In diesen Aufgabennetzen 
wird der >Nachrichtenverkehr< spezifiziert. Ein Beispiel für ein 
solches MORPS-Aufgabennetz findet sieb in Abschnitt 4.2. 
Die Übertragung des Systems in andere Programmiersprachen 
ist problemlos. 

4.2 Analyseprogramme 

Bausteine für eine On-Line Auswertung des EOG's sind 
a) eine ACTIVITY für die Digitalisierung von 4 Kanälen 
Name:ADCIN 
b) eine OPERATION für die Filterung des Signals (eine glei­
tende Mittelung von jeweils 5 Abtastwerten hat sich bewährt) 
Name: FILTER 



c) eine OPERA TlON für die Suche nach Sakkaden in hori­
zontalen Kanälen nach dem in Abschnitt 3 beschriebenen Ver­
fahren 
Name: SACADE 
d) e ine OPERATION Eür die Suche von Sakkaden und B links 
in den vertikalen Kanäle n 
Name: BLINK 
e) eine OPERATION für die Speicherung von Nachrichten 
in Dateien 
Name: OUT 

Bemerkung: Es wäre auch möglich, dje Suche nach vertika­
len Sakkaden im Modul SACADE vorzunehmen. Um rue ver­
tikalen Kanäle nicht 2mal verarbeite n zu müssen, wurde die 
Logik in das Modul BLINK integriert. Aus diesen Bausteinen 
ergibt sich dann folgendes MORPS-Aufgabennetz (der 
Übersichtlichkeit halber vereinfacht :) (Abb. 4). 

Alle anderen Analysenetze sind mit den gleichen Kernmo­
dulen aufgebaut und ähnUch organisiert. 

Durch Optimierungen wie Programmierung von Assembler­
prozeduren usw. läßt sich eine Auswertung in mehrfacher 
Realzeitgeschwindigkeit erreichen. 

D Symbol der Programm-Module gleiche Bezeichnung und 
verschiedene Extension deuten auf die unterscruedJjchen 
Inkarnationen eines Moduls hin. 

99 

(mnemotechnisch: HL = Bearbeitung des Kanales hori­
zontal links) 

~ Richtung des Da tenflusses mit Angabe der Nachrichten­
codezahl. 

Abb. 4. MORPS-Aufgabcnnetz 

Analogdaten 

digitatisierh Oo u n 

16 
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Interpretatio nsbeispie l zu Abb. 4: 
Das Modul ADClN digitaUsiert die 4 EOG-Kanäle u.nd sen­
det diese digitalisie rten Werte mit dem Zeitpunkt versehen 
weiter. Jeder Kanal erhält dabei eine andere Codenummer. 

Die horizonta len Kanäle erhalte n beispielsweise die Code­
nummer ll und L2. Diese Nachrichten werden dann von ver­
schiedenen Inkarnationen des Moduls FILTER empfangen 
und das gleitende Mitte l der Daten mit den Codes 16-19 wei­
tergesandt. 

Die OPERATION SACADE besteht in 2 Inkarnationen 
für die Erkennung des rechten und des linken Auges. 

Beide empfangen und verarbeiten die Daten des gleiten­
den Mittels der horizontalen Kanäle. Bei einer Abtastrate 
von 10 ms geschieht dieses also entsprechend alle 10 ms. 
Wenn eine Sakkade erkannt wurde, wird ruese dann an das 
Modul OUT weitergegeben. Da das ModuJ BLINK sowohl 
vertikale Sakkaden als auch Blinks erkennt, kann es Nach­
richten mit verschiedenen Codes an OUT geben (z. B. Code 
88: vertikale Sakkade rechtes Auge, Code 90: Blink rechtes 
Auge). 

4.3 Programme zur Aufbereitung der Analyseergebnisse 

Pro Analyse wird von den Erkennungsprogrammen eine Datei 
aufgebaut, die je erkannte Sakkade oder Blink einen Informa­
tionssatz mit folgendem Aufbau enthält: 
l. Code für die Art der Augenbewegung, z.B. 
86 horizontale Sakkade links 
87 horizontale Sakkade rechts 
88 vertikale Sakkade rechts 
89 vertikale Sakkade links 
90 Blink rechts 
91 Blink links 
2. Spezifikation für die Qualität der Erkenn ung, z.B.: 
Code l >normaler< Blink 
Code 2 kombiniertes Blink/Sakkaden-Muster 
Code 3 Zeitpunkt der Erkennung relativ zum Analysebeginn 
Code 4 Zeitdauer der Bewegung 
Code 5 Bei Sakkaden: maximale Winkelgeschwindigkeit 
Code 6 Koordination der Augenposition bei Sakkadenbe­
ginn und Sakkadenende 

Aus diesen Daten läßt sich die vollständige physikalische 
Struktur der Bewegungen beschreiben (mittlere Winkelge­
schwindigkei t, Amplitude, Energie der Bewegungen , Rich­
tung der Bewegungen usw. lassen sich aus 6 und 4 errechnen). 
Ferner lassen sich die zeitliche Struktur (gleichmäßig ver­
teilte Bewegungen über den Analysezeitraum oder Unter­
schiede in der Zahl der Bewegungen?) reproduzieren und 
verschiedene statis tische Werte (wie korrelieren Sakkaden­
häufigkeit und Blinks?) errechnen. 

Programme zur Aufbereitung und Präsentation der Daten 
nach einfachen statistischen Methoden wurden zunächst ge­
schrieben, um einen Überblick über die Relevanz der einzel­
nen Parameter zu bekommen. ferner bie te n sie einen guten 
E inblick in die Struktur eines EOG. 

Bei allen Auswertungen kann man 1. die zu bearbeitende 
Datei, 2. das auszuwählende Auge (rechts-links-beide), 3. 
den auszuwählenden Zeitraum und 4. bei Sakkaden die 
Richtung (rechts-links, rechts und links, oben-unten, oben und 
unten) selektieren. Damit ist es mögUch, Unterscruede zwi­
schen den Augen oder bezüglich der Richtung der Sakkaden 
zu erkennen, wenn man z. ß. die Dauer der Bewegungen 
mit Berechnung von Mittelwert und Quantilen darstellen 
läßt. ferner läßt sich durch Selektion eines Zeitraumes die 
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Frage beantworten, wie sich die physikalische Struktur der 
Bewegungen in Zeiträumen mit vielen Augenbewegungen im 
Vergleich zu Zeiträumen mit wenigen Bewegungen ändert. 
An Auswertungen s tehen zur Verfügung: 

1. Verlaufsdarstellungen 
Hierbei werden die Parameter je Segment {z.B. 1 Minute) ge­
mittelt und über den Analysezeitraum dargestellt. 
Beispiel: Anzahl Blinks je Minute gegen Analysezeit 
Folgende Parameter können so dargestellt werden: 
- Häufigkeit je Segment {Blinks, Sakkaden) 

mitt lere Amplitude je Segment 
mitt lere Zeitdauer je Segment 
mittlere Winkelgeschwindigkeit je Segment 
Energiemaß für die Bewegungen je Segment 

- Häufigkeit gleichgerichteter Sakkadenbewegungen 
A ußerdem wird i.iber die jeweiligen Parameter summiert 

(z.B. Anzahl Blinks je Segment/ Anzahl horizontale Sakka­
den oder Anzahl horizontale Sakkaden rechts/links). Das 
parallele Darstellen zweier Parameter ist möglich. Dabei 
werden der D-Koeffizient (STRAHAN, 1971) sowie eine 
»Leveli.ibereinstimmung« des Verlaufes berechnet und dar­
gestell t. 

Die »Levelübereinstimmung« zeigt an, ob sich die Para­
meter in gleichen vorher definierten Klassen bewegen oder 
nicht. Stücke mit beispielsweise geringer Blinkrate und hoher 
Sakkadenaktivität fallen dann sofort auf. 

Der D-Koeffizient nimmt auf die Tendenz beider Para­
meter-Verlaufskurven Bezug. Wenn sich in einem Abschni tt 
beide Kurven gleich verhalten, wird eine Übereinstimmung 
registriert , andernfalls eine Nichtübereinstimmung. 

Anzahl der Übereinstimmungen -
D Ko ff · t Anzahl der Nichtübereinstiromungen - e izien : = _A_n_z_a_h_l_d_e_r_A_b_s_c_h_n-it-'-te.:..c..:.c..:..:..:..:....:..:..:....:..:."'-'2..:._ 

Bereich: -l ~D~ + 1 

2. Histogramme, empirische Summenhäufigkeit 
Fi.ir alle Parameter können Histogramme und Summenhäufig­
keitskurven mit Berechnung von Verteilungsparametern (Mit­
telwert, Varianz, 10, 50, 90 % Quaotile, Test auf Normalver­
teilung) produziert werden . Die Klassendefinition kann dabei 
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dem Rechner überlassen werden oder wahlfrei vorgenommen 
werden. 
(Beispiel: Wieviel % der horizontalen Sakkaden nach links 
falJen in die Klasse 70-90 ms Dauer?) 

3. Korrelogramme 
In Form von >Punktwolken< können z.B. Amplitude und Zeit­
dauer von Sakkaden dargestellt werden. Dabei werden die 
Regressionsgeraden und statistische Parameter wie der Korre­
lationskoeffizient berechnet. 

Korreliert werden können z.B. Zeitdauer/ Amplitude, 
Amplitude/Winkelgeschwindigkeit usw. 

Zur Vermeidung von Fehlsch!Lissen kann auch der partielle 
Korrelationskoeffizient gegen dritte Parameter berechnet wer­
den . 

4 . Sonstige Programme 
Ferner stehen Programme zur Verfügung, die z.B. in einem 
Koordinatensystem die Augenposition bei Anfang und Ende 
von Sakkadenbewegungen graphisch darstellen. Funktionen 
zur speziellen Untersuchung bei Nystagmeo sind ebenfalls 
implementiert. Auf der Grundlage d ieser Programme und 
des von den Analyseprogrammen aufgebauten Datenbestan­
des läßt sich eine Reihe von Fragen untersuchen. Kompli­
ziertere spezielle Untersuchungen lassen s ich problemlos an­
schließen (z.B. Zeitreihenanalysen für d ie Parameterver­
läufe). 
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Untersuchung über den Einsatz einer Lesepistole 
im klinischen Bereich 

A. Heiser 

Zusammenfassung 

Der Flaschenhals der Datenverarbeitung im Krankenhaus ist 
die Datenerfassung auf den Stationen. Um ihn zu beseitigen, be­
nötigt man einerseits genaue Kenntnisse vom Arbeitsablauf 

Für werrvolle Hinweise wird Hr. Dipl. Ing. Binder, Salzburg, gedankt 

EDV in Medizin und Biologie 3/4-1978 

und andererseits ein genaues Spektrum der möglichen .Leistun­
gen im Krankenhaus. Ohne geeignete Stations-Terminals und 
Umfeldorganisation muß ein solches System ebenfalls scheitern. 
Der Einsatz einer OCR-Lesepistole erwies sich gegenüber den 
bereits bekannten Medien auf Grund seiner schnell erlernba­
ren Handhabung, Bedienerfreundlichkeü und minimalen Ein­
gabezeiten am praktikabelsten. 



Summary 

The bottleneck of dataprocessing in the hospital is the data­
collection 011 the ward. To remove it you need exactly know­
ledge over the employment arid spectrum of the productivity in 
the hospi1a/. Without suitable wardterminals and a organized 
background you wilf wreck with the compurer too. The employ­
mem of 1he OCR-Hand reader is against the known medium 
based on the quick and simple leaming in operating and mini­
mal input time most practically. 

Einleitung 

Bisher sind die Bemühungen rasch ein integriertes Worma­
tionssystem in einem Krankenhaus zu verwirklichen oft am 
technisch-personellen und finanziellen Problem gescheitert 
und mancherorts über eine Minimaldokumentation oder über 
ein Versuchsstadium nicht hinausgekommen. Meistens haben 
die Krankenhäuser die Möglichkeit der Mitbenützung von 
EDV-Anlagen »A ußer Haus« bei städtischen Betrieben, 
Bank, Landesregierung oder beim Hersteller selbst wahrge­
nommen. Auf die Dauer ist es jedoch unerläßlich, daß sich die 
Krankenhäuser - selbst je nach Größe - eine eigene DV­
Anlage beschaffen. Das personelle und fi nanzielle Problem 
der Datenverarbeitung am Ort, also im Krankenhaus und/ 
oder außer Haus, spie lt mit Ausweitung der Datenverarbei­
tung eine immer größere Rolle. Zur Vermeidung von eige­
nen Stationssekretariaten und Sekretärinnen oder Mißbrauch 
der Schwester zu administrativen Tätigkeiten hat man im me­
dizinischen Bereich in der Dokumentation zum Markierungs­
beleg (1) gegriffen. Diese Belege sind auch für Schwestern 
relativ einfach zu handhaben und waren von Seiten des Ar­
beitsaufwandes gerade noch vertretbar. Der Vorteil dieser 
Belege war die Ersparung des Zwischenschrittes der Belegab­
lochung. Leider aber ist der Markierungsbeleg auf Grund sei­
ner Fehleranfälligkeit nur beschränkt anwendbar und hat sich, 
trotz des Vorteils als Urbeleg zu gelten, in den letzten Jahren 
nicht voll durchsetzen können. An der ADV-Fachtagung im 
November 1976 in Salzburg (2) wurde dies neuerlich bestätigt. 

Abb. 1. Übersicht über den Untersuchungszeitraum 

November 1976 Dezember 1976 

1 
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678 Leistungen gesamt 
•...................... 

Labor 1.8,4 % 

:~~:;;;:;~:;::;:~~:::::~~~:~;~;;:;::~;:;:;;;§;~:!~„~ 

111nfus.ulnjektionen ~ 

.~;;~=r:~'!t~~w~i;i,}~;~~,m~'~?:,,,Ji 
Rö17,5% 

Abb. 2. Aufgl iederung der Leistungsanforderungen 

Dies umsomehr, als die neueren technischen Entwicklungen 
den Einsatz von Terminals wirtschaftlich machen und damit 
personelle Einsparung gewährleistet wird. Außerdem läßt 
sich nur durch Terminals die Forderung nach Erfassung der 
Daten am Ort ihrer Entstehung und sofortige Korrektur der 
Daten bei Änderung dieser im Informationsprozess erfüllen. 

lm Februar 1977 war nun die Möglichkeit gegeben, einen 
Test mit einer OCR-Wand-Lesepistole der Firma Recognition 
Equipmenr (8 -Subset, alle Zahlen, 7 Alphazeilen und 7 Son­
derzeichen) durchzuführen. Die Daten wurden auf ein Bild­
schirmterminal der Firma Olivetti (TCV 275/ 2-1920 Zeichen) 
übertragen und auf einer Floppy disk unit 270 (mit zwei 
Floppy disks zu je 250.000 Byte) gespeichert. Der Kern­
speicher betrug 6 k RAM. Durch diese Konfiguration war ein 
off-line Betrieb möglich. 

- LeistungsonforderunQen - - - Pot1enten 
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Statistische Hintergründe 

Um für einen solchen Test geeignete Daten zur Verfügung 
stellen zu können, wurden zunächst die täglich anfallenden 
Leistungsspektren im Zeitraum vom 22. 11. - 19. 12. 1976 
an der II. Medizin. Männerabteilung (36 Bettenstation) doku­
mentiert. Diese Zei tspanne wurde gewählt, da Engelbrecht 
et al. (3) für diesen Zeitraum die höchste Jahresbettenbele­
gung statistisch nachweisen konnten, was auch unseren Erfah­
rungen im Landeskrankenhaus entspricht. 

Aus dem Zahldiagramm (Abb. 1) kann man entnehmen, 
daß während des Untersuchungszeitraumes von maximal 21 
Personen pro Tag, die aufgenommen wurden, maximal 54 
Leistungsanforderungen an einem Vormittag erfolgten. Die 
prozentuelle Leistungsaufteilung siehe Abb. 2. Im Durch­
schnitt jedoch wurde an X = 12,6 Pat. an Vormittagen eines 
Wochentages 27 ,2 (Y) Leistungen erforderlich. 

Den Zeitpunkt der Anforderungen veranschaulicht eben­
falls Abb. 2. Bei der Aufschlüsselung von Laboranfordenm­
gen konnte e in identisches Verhalten nachgewiesen werden. 
Die Interpretation des Leistungsspektrums in Abb. 1 ist nicht 
zur Gänze möglich. Es ist verständlich und bekannt, daß die 
Leistungsanforderungen an Wochenende und Feiertagen auf 
ein Minimum reduziert werden. Verständlich ist auch, daß an 
den Vormittagen Montag, Mittwoch und Freitag jeweils signi­
fikant mehr Anforderungen anfallen als an den Nachmittagen 
dieser Tage. Dies findet seine Begründung in der täglichen 
vormittägigen Hauptvisite. Lediglich am Dienstag und Don­
nerstag kommt es zu einem signifikanten Abfall der Anforde­
rungen am Vormittag und zu einer Umkehr der Leistungs­
anforderung. 

Welche Rolle die vormittägige Chefvisite am Dienstag und 
Donnerstag dabei einnimmt, ist nicht ganz erklärlich. Sicher­
lich spielen dabei psychologische Ursachen (Vorgesetzten­
angst, Hemmung bei Anwesenheit des Chefs Leistungen anzu­
fordern, Ehrgeiz etc.) eine ganz wesentliche Rolle. 

Testdaten 

Die Leistungsdaten, die am 14. 3. 1977 (Montag) an der II. 
Medizin. Abteilung - Männerstation angefordert wurden, 
wurden zum Test herangezogen. An jenem Montag wurden 
insgesamt 79 Leistungen bei 20 Patienten angefordert. Die 
prozentuelle Aufteilung betrug: Labor 36 %, Röntgen 22 %, 
Infusion und Injektionen 14 %, Sonstiges 12 %. Dieses Lei­
stungsspektrum entspricht in etwa der Abb. 2. Diese will­
kürlich herausgegriffenen Testdaten vom 14. 3. 1977 liegen 
nun zwischen dem s und 2 s Bereich des Leistungsspektrums 
vom November bis Dezember 1976 (Abb. 1). Sie stellen hin­
sichtlich der Qualität einen geeigneten Querschnitt dar, der 
den Anforderungen einer internen Station mit 36 Betten ent­
spricht. Bezüglich der Quantität entsprechen sie einem der 
wenigen Tage im Monat mit Spitzenanforderungen. 

Zum Test wurde eine physikalische Assistentin, eine Schwe­
ster, eine Sekretärin als Versuchsspersonen ausgewählt. Keine 
hatte Datenverarbeitungs- eine von ihnen Maschinschreib­
erfahrung. Mit Markierungsbelegen hatten bereits 2 (Schwe­
ster, Sekretärin) gearbeitet. 

Testanordnungen 

Um zunächst einmal zu prüfen, welche Datenerfassungsform 
am günstigsten während der Visite ist, wurden mehrere Mög-
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lichkeiten erprobt. Einmal wurde ein Er fassungsbeleg (Ge­
samtleistungsbeleg) auf dessen Vorder- und Rückseite alle 
Leistungen des Landeskrankenhauses enthalten waren (Rönt­
gen, Labor, Nuklearmedizin etc.) verwendet. Auf diesem Ge­
samtleistungsbeleg waren bereits Nummern ähnlich wie im 
WAMJS-System (4.7) jedoch in OCR-B Schrift gedruckt. 
Pro Patient wurden alle Anforderungen, die vom Arzt wäh­
rend der Visite verlangt wurden, am sogenannten Gesamt­
leistungsbeleg durch Abhaken gekennzeichnet. Auf diesem 
Beleg wurden dann (während der Visite) die Klebeetiketten 
mit Patientenname aufgebracht. Die Klebeetikette war in 
OCR-B Schrift gedruckt und enthielt Name, Geschlecht, 
Zimmernummer, Aufnahmezahl (6stellig mit einer Prüfziffer 
- Modulo 10). Eine eindeutige Identifikation und Zuordnung 
des Beleges zum Patienten war dadurch sowohl optisch wie 
auch maschinell möglich. 

Dieser Gesamtleistungsbeleg der aus einem einfachen biHi­
gen Formular bestand, wurde einer patientenbezogenen Da­
tenerfassung mittels »Kochbuch« gegenüber gestellt. Zuerst 
wurde die Leistungsanforderungen nach der herkömmlichen 
Art in ein Visitenheft eingetragen, und nach der Visite, nach 
Identifikation des Patienten mittels Aufnahmezahl auf der 
Identifikationskarte mittels »Kochbuch« ei.ngelesen. Dieses 
»Kochbuch« bestand aus Leistungskapiteln, und zwar je ein 
Kapitel für Laborleistung Röntgen, nukJearmedizinische, 
bakteriologische und serologische Leistungen sowie einer 
Medikamenten-Normliste. Die Identifikation der Medika­
mente erfolgt über die amtliche Registriernummer (5stellig) 
des Austria Codex (5). Da diese Nummer leider nicht die 
Verpackungsgröße (Stückzahl der Ampullen ect.) berück­
sichtigt, müßte bei Einführung eines solchen Systems auf die 
Pharma-Zentralnummer (?stellig) der Apothekerkammer zu­
rückgegriffen werden. Diese läßt eine eindeutige Zuordnung 
nicht nur zur Chemie sondern auch zur Verpackungsgröße zu. 

Das gesamte Kochbuch bestand aus 5 Blättern, davon 2 ,5 
Seiten für 150 Normmedikarnente (die Normliste wurde aus 
den 150 häufigsten Medikamentenbestellungen erstell t). 
2,5 Seiten Röntgenleistungen und 3 Seiten Laborleistungen. 
Der Rest verteilte sich auf Nuklearmedizin, bakteriologische­
serologische und den übrigen Leistungen. 

Die ltems wurden hintereinander e ingegeben, beginnend 
immer mit Startbefehl 5 Zeichen (ohne Benutzercode oder 
Identifikation) , und anschließend daran pro Patient die Lei­
stungsanforderungen. Am Schluß erfolgt eine Datenfreigabe­
prozedur (2 Zeichen). Gemessen wurden die Zeiten und die 
Fehler, die bei der Eingabe aller Patientendaten und Anforde­
rungen benötigt, bzw. gemacht wurden. 

Vor Beginn des Tests wurde eine einheitliche Einführung 
für alle Versuchspersonen gehalten. Daran anschließend wie­
derum wurde mit dem Test begonnen. 2 Stunden nach voll­
ständiger Eingabe der Daten wurden diese noch einmal ein­
gegeben um einen gewissen Lerneffekt überprüfen zu können. 

Ergebnis 

Die schnellsten Eingaben wurden mit dem Gesamtlei­
stungsbeleg erzielt. Die durchschnittliche Eingabe pro 
Minute waren 12,76 Items. Bei den Anforderungen mittels 
Kochbeleg wurde ein X = 7,15 Items pro Minute erreicht. 
Die schnellste Eingabe wurde mit 14,28 Items pro Minute 
erreicht, die langsamste mit 4,96 ltems pro Minute. Dies 
ergibt eine Variationsbreite von 9 ,32 ltems pro Minute. 
Die Konfidenz-Intervall bei p = 0,996 betrug 7,2 bis 10,88 
ltems pro Minute. 



Am schlechtesten schnitten zweifelsohne die Medika­
mentenanforderungen mittels Kochbuch ab (X = 6,5 
Items p. Min.), was auf das Blättern und Suchen des rich­
tigen Medikamentes in der Normliste zurückzuführen ist. 
Außerdem sei bemerkt, daß die Medikamentenanforderungen 
jeweils am Schluß der ca. insgesamt 45 Minuten dauernden 
Versuche stattgefunden haben. 

Insgesamt gesehen, konnte eine schnellere Eingabege­
schwi.ndigkeit als mit dem Barcode (6) erreicht werden. 

Anschließend wurde noch ein Vergleich zwischen Lese­
pistole und Markierungsbeleg durchgeführt. Es stellte sich 
dabei heraus (Abb. 3), daß die Datenerfassung mittels OCR­
Beleg beim 2. Versuch nicht wesentlich schneller als die Er­
fassung mittels Markierungsbeleg war. Die Geschwindigkeit 
des Markierungsbelegs war jedoch konzentrationsabhängig, 
nämlich im 2. Versuch gegenüber dem 1. Versuch deutlich 
herabgesetzt, im Gegensatz vom Eingabemedium OCR, das 
eine mäßige Lernphase zeigt. Die Markierungsbelege können 
fehlerhaft sein, da erst beim Einlesen bzw. danach Fehler 
auftauchen und dann entweder telefonisch eine Klärung her­
beigeführt werden muß, oder dem Anwender zur Korrektur 
wieder rücküberstellt werden muß. Die aufgetretenen Fehler 
bei der OCR-Lesung wurden in der gemessenen Zeit korri­
giere. Somit werden bei diesem Zeitvergleich fehlerfre ie, an 
das System bereits abgegebene - Daten mit fehlerhaften 
Daten verglichen. 

Wenn man noch den Belegtransport und die Korrektur­
zeit der Belegausfüllung des Markierungsbelegs hinzuzählt, 
so werden die Vorteile der Pistole voll bewußt. 

Noch eines sei hervorgehoben. Der OCR-Leser wurde auf 
Verschmutzung hin getestet und erbrachte erstaunliche Lei­
stungen. Durch einzelne Kugelschreiberstriche oder durch 
gelbe, rote, grünliche Überma lungen ließ er sich nicht beirren, 
lediglich bei Grautönen und Schwärzungen war er empfind­
lich. Auch die mit Blut verschmierten Zahlen konnten beacht­
licherweie gelesen werden. Auf Eprouvetten geklebte OCR­
Etiketten mit der AZ konnten spielend zur externen direkten 
Probenidentifikation herangezogen werden, sofern die E tiket-

Abb. 3. Vergleich zwischen Lesepistole und Markierungsbeleg 

ITEMS 
in Minuten 

l.' 

3· 

2· 

1' 

1.Versuch Mark 
OCR 

1 OCR 

30CR 

2.Versuch 

HEISER, Lesepistole im klinischen Bereich 103 

ten in Längsrichtung aufgeklebt wurden. Selbst kleine Eppen­
dorfröhrchen konnten so sicher identifiziert werden. 

Schlußbemerkungen 

Abschließend kann festgestellt werden, daß sich die Wand­
pistole für den Einsatz auf einer internen Bettenstation eignen 
würde. Die gefundenen Eingabezeiten waren minimal und 
waren von der Zeit her und von der Bedienerfreundlichkeit 
des Gerätes jeder ungeschulten Schwester zumutbar. Der Vor­
teil, daß die Handhabung in Minuten erlernbar ist, die Bedie­
nungskraft die Lesegeschwindigkeit weitge hend selbst be­
stimmen kann und keine besonderen Anforderungen an Pa­
pier und Druck bestehen, zeichnen das Gerät aus. Außerdem 
ist im Gegensatz zum Barcode die OCR-B Schrift mit jeder 
Schreibmaschine und auch mit Terminaldruckern herstellbar 
und sowohl maschinell als auch optisch lesbar, was eine sofor­
tige Sichtkontrolle der eingegebenen Daten ermöglicht. Als 
bester Urbeleg stellt sich der Gesamtleistungsbeleg heraus. 
Die Brauchbarkeit und der sichere E insatz (8) des Lesers im 
Bereich der externen Probenidentifikation wurde ebenfalls 
bestätigt. 
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Randomisierungstests zum Vergleich verbundener Stichproben 

Th.Royen 

Zusammenfassung 

Zum parameterfreien Vergleich kleiner verbundener Stich­
proben wird der univariate Randomisierungstest empfohlen 
und insbesondere die auf ihm beruhenden Konfidenzintervalle 
zur Schätzung von Lokationsverschiebungen. Die dazu ange­
führten Beispiele sind mit dem vom Autor geschriebenen 
Programm UPERM berechnet worden. 

Das Programm BIPERM ist für eine bivariate Verallge­
meinerung dieses Tests geschrieben, die an einem Simulations­
beispiel zum Vergleich mit Hotellings T2 illustriert wird. 

Summary 

For the nonparametric comparison of smaU samples of 
matched pairs the univariate randomization test ist recom­
mended and especially the corresponding confidence-interval 
to estimate a shift. The examples are computed by the pro­
gramme UPERM written by the author. 

The programme BIVPERM is written for a generalizatioo 
of this test, which is illustrated by a simulation-example for the 
comparison with Hotellings T2. 

Einleitung 

Häufig hat man zwei Behandlungen A und B anhand zweier 
kleiner verbundener Stichproben (etwa 6 s; N s; 15) auf et­
waige Lokationsunterschiede hin zu vergleichen. Ist (xAl• x1u), 
... , (xAN• x8 N) die erhaltene Stichprobe, und bezeichnet 
V(XA> X8 ) die gemeinsame Verteilu.ng von X unter Behand­
lung A und X unter Behandlung B, so wird die Nullhypothese 
H'0 : V(XA, X8 ) = V(X8 , XA) meist geprüft , indem man mit 
den Differenzen di = x8i - xAJ die Nullhypothese H 0 : »Di ist 
symmetrisch um 0 verteilt« testet. Im Hinblick auf die ge­
wöhnlich in Betracht gezogenen Alternativen ist es dabei un­
erheblich, daß H0 etwas umfassender ist als H '0 • 

Der klassische t-Test für verbundene Stichproben kann 
nicht für alle Ausgangsverteilungen als ausreichend robust an­
gesehen werden, um die Einhaltung der Irrtumswahrschein­
lichkeit erster Art zu sichern. Ein Rangtest kann je nach der 
i. a. unbekannten Ausgangsverteilung ungenügend effizient 
sein, setzt außerdem stetige Verteilungen voraus und führt auf 
Schwierigkeiten bei Bindungen, die in der Praxis auch bei 
stetigen Verteilungen auftreten. Außerdem liegen die exakten 
Irrtumswahrscheinlichkeiten nicht immer sehr dicht an den 
üblichen Werten 0.01 , 0 .025 , 0.05. Daher liegt die Anwen­
dung eines Randomisierungstests nahe. 
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Der univariate Fall 

Der wohlbekannte Einstichprobenrandomisierungstest zur 
Prüfung auf Symmetrie kann wie folgt beschrieben werden: 
Seien (D1 , ... , DN) = : D stochastisch unabhängige aber nicht 
notwendig identisch oder stetig verteilte Zufallsgrößen und H 5 
die Hypothese: Di - ö ist symmetrisch um 0 verteilt für alle j. 
Getestet werden soll die Nullhypothese 6 = 0 gegen die Alter­
nativhypothese ö * 0.*) Bezeichnet d: = (d 1, •. „ dN) eine 
Realisierung von D, d. h. eine erhaltene Stichprobe 1Und S die 
Menge aller 2N möglichen Koordinatenspiegelungen S: d ~ 
S (d) = (s1d1, .. „ sNdN) mit si = ± 1, so gilt unter H 0 für d ie 
bedingte Wahrscheinlichkeit P (D) = S(d)/De S(d)) = rN 
für alle Se S, d. h. durch d und S wird e in diskreter Wahr­
scheinlichkeitsraum S (d) erzeugt mit einer Gleichverteilung 
unter H0 . 

Ist a die vorgegebene nominelle lrrtumswahrscheinlichkeit 
erster Art, so wird H0 abgelehnt, falls die Anzahl 

N N 
:ff: (Se SI T. : = L sA 2: T : = L dJ) :s; K1 oder 

j= 1 j= 1 
:ff: (Se S/ Ts s; T) s; K2 , wobei K1 + K 2 = [a 2N] (1) 

( = größte ganze Zahl :'.5 a 2N). Fordert man K1 = K2 = K, so 
ist K = [a 2N- 1] zu setzen. In jedem Fall ist die tatsächliche 
Irrtumswahrscheinlichkeit aN dieses bedingten Tests s; a, so 
daß man hieraus auch einen unbedingten Test mit einer Irr­
turnswahrscheinlichkeit s; a erhält. Das Erreichen der nomi­
nellen Irrtumswahrscheinlichkeit a durch Randornisieren auf 
dem Rand des Ablehnungsbereichs wird sich in der Praxis 
schwer durchsetzen. Für a = 0.05 und N 2: 9 kann der Unter­
schied zwischen nomineller und tatsächlicher Irrtumswahr­
scheinlichkeit zumindest im Falle stetig verteilter Di, vernach­
lässigt werden. 

Weniger bekannt ist das auf diesem Randomisierungstest 
bemhende Vertrauens- oder Konfidenzintervall C (ö) für ö. 
C (ö): = (ö/ H6 wird nicht abgelehnt) = [01 , ö2]. 

Bezeichnet J eine nicht leere Teilmenge von (1, . . . , N), I die 
Anzahl der Indizes in J, Z die Menge 

(_.!.._ .L d/ JC (1, .. „ N)) 
I ieJ 

und z(r) denjenigen Punkt aus 

Z für den * (zeZ)/z < z(r) <rund 

*) Es werden hier nur einfache Translationsalteroativen betrachtet. 
P (D; < 0) + 0.5 P (Di = 0) < 0.5 für alle j wäre eine realisti­
schere Alternative. Die Alternativen beeinflussen jedoch nur die 
Power aber nicht das Niveau des Tests. 
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* (zeZ/z ~ z(r)) ?; r gilt, so erhält man aus obiger Entschei­
dungsregel (1) leicht: 

01 = zlK1 ) und 02 = z (2N - K 2) 

mit K1 + K2 ::; a 2N. (2) 

Der Konfidenzkoeffizient ist dann ~ 1 - a. Hierbei ist zu 
beachten, daß zur Herleitung dieses parameterfreien Konfi­
denzintervalles genau wie bei den aus anderen Tests herge­
leiteten Intervallen nur Translationsalternativen zugelassen 
wurden. Bei größeren Verschiebungen sollten derartige Inter­
valle daher nur mit äußerster Vorsicht angewandt werden, da 
dann die Annahme einer symmetrischen Verteilung der Dif­
ferenzen um irgendeinen Wert ö herum unrealistisch sein 
kann. 

Zwei Beispiele für den Vergleich der auf dem t-Test, dem 
Wilcoxon-signed-rank-test (vgl. Lehmann, 1975) und dem 
Randornisierungstest beruhenden Konfidenzintervalle: 

Die Daten stammen von cross-over-Versuchen zum Ver­
gleich zweier Diuretika an acht freiwilligen Versuchsperso­
nen in der klinischen Pharmakologie der Hoechst AG. 

Tab. 1 a. Während 24 Stunden nach Gabe eines Diure tikums ausge­
schiedene Urinmengen [ml) 

A 2950 2245 2219 2477 2054 2115 2636 2693 

B 2965 2309 2226 2377 1905 2151 1866 2544 

Differenz 15 64 7 -100 -149 36 -770 - 149 

Tab. 2 a. Urindaten 

Urindaten Konfidenz,niveau 

Art des Intervalls 0.945 0.89 

Student's t (- 352.25, 90.75) (-306.54, 45.04) 

WiJcoxon-Tukey (-381.50, 35.50) (-367.00, 21.50) 

Randomisierung (-367.0 ' 35.50) (- 304.00, 11.00) 

D ie Konfidenzniveaus wurden so gewählt, daß sich die ver­
schiedenen Intervalltypen mit sehr guter Näherung auf dem­
selben Niveau vergleichen ließen. Für das t-Intervall sind die 
angegebenen Niveaus freil ich nur Näherungen von unbe­
kannter Qualität. 

Konfidenzintervalle für ö, die Differenz der Erwartungs­
werte unter den Behandlungen Bund A: 

Tab. 1 b. Während 24 Stunden ausgeschiedene Kaliummengen 
[mmol) 

A 60.29 59.18 70.48 75.61 67.16 65.20 77.30 71.29 

B 67.65 63.31 66.58 69.92 65.32 55.02 63.32 74.94 

Differenz 7.36 4.13 -3.9 -5.69 - 1.84 - 10.18- 13.98 3.65 

Tab. 2 b. Kaliumdaten 

Kaliumdaten Konfidenzaiveau 

Art des l ntervalls 0.945 0.89 

Student's t (- 8.58, 3.47) (- 7.34, 2.23) 

Wilcoxon-Tukey (- 8.54, 3.89) (- 7.91, 2.76) 

Randomisierung (- 8.94, 3.65) (- 7.48, 2.37) 

Für kleine Stichproben aus unbekannter Verteilung könnten 
diese Randomisierungsintervalle verhältnismäßig enge Konfi­
denzintervalle mit glaubwürdigem Niveau geben, z.B. auf 
dem praktisch so bedeutsamen Gebiet der Bioäquivalenz­
prüfung verschiedener Darreichungsformen von Arznei­
mitteln. Hier wird man zunächst ein Konfidenzintervall für die 
zu erwartende Differenz der Logarithmen der Flächen unter 
den Serumspiegelkurven berechnen und dann durch Anti­
logarithmieren der Grenzen ein Intervall für den Quotienten 
der zu erwartenden Flächen erhalten. 

Der multivariate Fall 

Für eine multivariate Verallgemeinerung dieses Symmetrie­
tests wird nur eine geeignete Verallgemeinerung des Sym­
metriebegriffs benötigt. 

Definition: 
Die Zufallsvariable DJ mit Realisierungen im IRP (p 2:: 2) 
heißt diagonalsymmetrisch um ö e 1RP verteilt, wenn Di - ö und 
ö - Di die gleiche Verteilung besitzen. 

Damit kann das multivariate Analogon des Einstichproben­
symmetrietests genau wie in Abschnitt 1 beschrieben werden, 
wenn man nur den Begriff symmetrisch durch diagonalsym­
metrisch ersetzt und Di = (D1i, ... , DpJ)' und ö e IRP mit p ~ 2 
voraussetzt. lm folgenden beschränken wir uns auf bivariate 
Zufallsvariable Di, da statistische Aussagen über Zufalls­
variable hoher Dimension anhand kleiner Stichproben meist 
wenig sinnvoll sind. In Analogie zum klassischen T2-Test von 
HoteUing liegt es nahe, ein der Korrelation beider Komponen­
ten Rechnung tragendes Abstandsmaß für die mittlere Distanz 
der Di vom Koordinatenursprung als Prüfgröße für den Test 
der Hypothese ö = 0 gegen die Alternativhypothese ö =F 0 zu 
verwenden. 

N 
Die bedingte Kovarianzmatrix von D.: = Z Dj 

j=l 

unter der Bedingung (D i::S(d)) ergibt sich unter H0 als 

C = (L:d1/ 
d L: d1Jd21 

L: di1d2J) 

L:d2/ 

und man kann T (d) 
den.*)**) 

d.' C;J1 d. als Prüfgröße verwen-

H 0 wird abgelehnt, wenn 

:II: (SES/ T5 : = T(S(d))?; T(d)) ~ K = [a2N] . (3) 

Man wird gute Powereigenschaften für diesen Test erwarten 
dürfen. Als Beispiel diene die folgende Simulation. 

Es wurden 24 Punkte ÖE IR 2 ausgewählt, die zu je sechs auf 
einer von vier Ellipsen lagen, längs derer der T2-Test kon­
stante Power besaß. Für jeden dieser Punkte wurden 4000 

*) Der singuläre Fall det (Cd) = 0 ist nur möglich, wenn alle Punkte 
di auf e iner Geraden in IR 2 liegen und läßt sich somit auf den ein­
dimensionalen Fall zurückführen. 

**) Vgl. auch den entsprechenden Rangtest in »Puri und Sen 
(1971)«. 
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Tab. 3. 

Dezemralitäts- ö = (ö„ Ö2)' Power Geschätzte 
parameter qi = auf den Ellipsen von*) Power des 
(3Ö'~- 1 ö)~ ö' ~-1 ö = const Hotel- bivariaten 

lings T2 Randomi-
sierungs-
tests 

( 0.0 ' 
0.86603)' 0.440 

( 0.61238, 0.0 )' 0.427 
1,5 ( 0.86603, 0.86603)' 0.45 0.440 

(-0.38730, 0.38730)' 0.423 
( 0.77460, 0.38730)' 0.418 
( 0.61237, 1.22474)' 0.432 

( 0.0 . 1.15470)' 0.679 
( 0.81650, 0.0 )' 0.676 

2,0 ( 1.15470, 1.15470)' 0.70 0.668 
(-0.51640, 0.51640) 0.672 
( 1.03280, 0.51640) 0.672 
( 0.81650, 1.63300)' 0.675 

( 0.0 . 1.44338)' 0.851 
( 1.02062, 0.0 )' 0.850 

2,5 ( 1.44338, 1.44338)' 0.88 0.848 
(-0.64550, 0.64550)' 0.859 
( 1.29100, 0.64550)' 0,849 
( 1.02062, 2.04124) 0.857 

( 0.0 . 1.73205)' 0.955 
( 1.22474, 0.0 )' 0.953 

3.0 ( 1.73205, 1.73205)' 0.963 0.962 
(-0.77460, 0.77460)' 0.959 
( 1.54919, 0.77460)' 0.961 
( 1.22474, 2 .44948)' 0.957 

*) Nach Pearson and Hartley (1951). 
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Zufallsstichproben") aus einer bivariaten Normalverteilung 
N (Ö, :2:) mit d er Kovarianzmatrix L = {t ~) vom Umfang N = 9 
erzeugt und jedesmal H 0 mit Hilfe des Programms BIVPERM 
auf dem 5 % -N iveau getestet. Tabelle 3 zeigt die Ergebnisse. 
Ein Beispiel für das Verhalten des Randomisie rungstests für 
nicht normalve rteilte Zufallsvariable w ird noch u ntersucht 
werden. 

") Unter Benutzung des normalverteilte Zufallszahlen erzeugenden 
Programms NDRDM der Abteilung für praktische Mathematik 
in der Hoechst AG. 
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Untersuchungen zum Vergleich zweier Meßmethoden 

0. Ludwig, K. Rockenfeller und 0. Grüner 

Zusammenfassung 

Ausgehend von einem speziellen rechrsmedizinischen Problem 
wird in einer allgemeinen Fragestellung untersucht, wie groß 
bei kleinen Stichproben die Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß 
der kleinste Meßwert der einen Methode größer ist als der 
größte Meßwert der anderen Methode, und wie diese Wahr­
scheinlichkeit von den beiden Ausgangsverteilungen abhängt. 
Am Beispiel der Normalverteilung und der logistischen Ver­
teilung wird erläutert, wie man bei der Berechnung der Wahr­
scheinlichkeit vorgehen kann. In dem speziellen rechtsmedi­
zinischen Fall stimmen selbst unter vereinfachenden Voraus­
setzungen gewonnene theoretische Resultate schon verhältnis­
mäßig gut überein mit an relativ großem Material gewonnenen 
Zählerergebnissen. 

Summary 

Storting from a problem of legal medicine a more general 
question is dealt with, namely the one of finding the pro-
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bability in small samples, that the smallest value from one 
method of measurement is /arger than the greatest value f rom 
another, and in what manner this probability depends on the 
distribution function of the variables. By the examples of the 
normal and logistic distributions it is shown how to compute 
these probabilities. For the special problem of legal medicine 
the results obtained theoretically under simplifying assump­
tions agree comparatively well with the results of actual 
couting on relatively /arge samples. 

1. Einleitung: Fragestellung bei einem speziellen 
Problem der Rechtsmedizin 

Diese Untersuchungen wurden a ngeregt durch e in Problem 
des Rechtsm edizinischen Instituts der Universität Kiel. 

Nach dem Gutachten des Bundesgesundhe itsamtes zur 
F rage »Alkohol bei Verkehrsstraftaten« (LUNDT, P. V. und 
J AHN, E . (1)) stellt man aus e iner Blutalkoholprobe den 
Promillegehalt folgendermaßen fest . Man bestimmt aus fünf 
Teilproben den Gehalt, u nd zwar aus dreien mitte ls des Wid-



markverfahrens und aus zweien mitte ls des ADH-Verfahrens. 
Von diesen fünf Werten wird der arithmetische Mittelwert 
gebildet und dem Richter m itge te ilt. 

Nun haben in der letzten Zeit vie lfach Gerichte - auch 
Oberlandesgerichte - an diesem Verfahren Kritik geübt. Sie 
ve rlangten die Mitte ilung a ller fünf Einzelwerte, forderten 
zum Te il , daß man nach dem Grundsatz »in dubio pro reo« 
den kleinsten der fünf Einzelwerte zugrundelegen müßte, und 
bezweifelten insbesondere dann die Berechtigung der Bildung 
des a rithmetischen Mittels, wenn d ie zwei ADH-Werte über 
den drei Widmark-Werten lagen oder wenn die drei Widmark­
Werte über den zwei ADH-Werten lagen, da wahrscheinlich 
bei der e inen oder anderen Analyse e in Feh le r unterlaufen sei 
(GRÜNER, 0. (2)). 

1n diesem Zusammenhang kann man nun folgende Über­
legung anstellen. 

Unte r Voraussetzung der Zufälligke it und Unabhängigkeit 
der Meßwerte müßte, da zehn Anordnungen möglich sind, (sei 
W für Widmark und A für ADH gesetzt), in jeweils einem der 
zehn möglichen Fälle 
X AAWWW 

AWAWW 
AWWAW 
AWWWA 
WAAWW X 

WAWAE 
WAWWA 
WWAAW 
WWAWA 
WWWAA 

die beanstande ten Anordnungen (mit X) re in zufäll ig auftre­
ten. 

Bei der Nachprüfung dieser Verhältnisse an Daten aus der 
Praxis zeigte sich jedoch, daß die le tz te Anordnung WWW AA 
signifikant (0.1 % ) häufiger auftrat, a ls d ies nach obigen Über­
legungen zu e rwarten war. Diese Fragestellung kann man wie 
folgt vera llgemeinern und mathematisieren: 
Es seien zwei Meßmethoden für dieselbe Größe gegeben. Mic 
der einen werden n l> mit der anderen n2 Messungen eines 
während der Meßdauer unveränderlichen »wahren« Wertes 
gemacht. 

Die zugrundeliegenden Zufallsvariablen seien x1 , x2, ••. , Xn 1 

bzw. Yti y2, ... , Yn2 • Gesucht sei d ie Wahrsche inlichkeit 
P(min(y„ y2, ... , Yn2) > (max(xh x2 .. „ x„1)) dafür, daß der 
größte (x-)Wert der ersten Meßmethode kle iner ist a ls der 
kle inste (y-)Wert der zweiten Meßmethode. 

2. Verallgemeinerte Fragestellung 

Gegeben seien n1 unabhängige Zufallsvariable x" x2 , •• . , x01 

mit der ste tigen Verteilungsfunktion F(x) und der Dichte f(x), 
sowie n2 unabhängige ZufaUsvariable YL, y2 , ••• , y„2 mit der 
ste tigen Vertei lungsfunktion G(y) und der Dichte g(y). Es sei 
x = max (xL> x2 , .• . , x„1) und y = min (y1, y2 , .. „ Yn2). Die 
Dichte de r zwe idimensionalen Z ufallsvariablen (x, y) sei mit 
h(x, y) bezeichnet. 

Für die Wahrscheinljchkeit, daß y größer ist a ls x, g ilt dann 
(vgl. PARZEN, E. (3) Seite 277): 

(1) P{y>x) = ) ) h{x,y)dxdy 
y> X 

00 CO 

J J h(x,y)dydx 
-CO X 

00 y 
) h(x,y)dxdy 

-00 -00 

Fordert man nun zusätzlich d ie Unabhängigkeit von x und y, 
so e rg ibt sich wegen h(x,y) = f1(x) · g1(y): 

00 y 
(2) P(y> x) = ) &i(Y) ) f1 (x)dxdy 

-CO -00 
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Faßt man x und y als Ranggrößen (order statistics) auf, 
x= X(ntJ und y= Y<tJ> so lassen sich die Dichten wie folgt dar­
s te llen: 

f1 (x) = n 1 · F(x)"'- 1 
• f(x) 

gl(y) = n2 · ( l - G(y))"' - 1 · g(y) 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit hängt also von den beiden 
Ausgangsverteilungen in folgender Weise ab: 

CO 

(3) P(y>x) = J n2(l-G{y)t' 1 
• g(y) 

-CO 

y 
· J n1F(x)"'- 1 

• f(x)dxdy 
-00 

Unter gewissen R egula ritätsvoraussetzungen (z.B. 
F(x) überaJI ste t ig differenzierbar und f(x)~ 0) läßt sich das 
zweite Integral durch F(y)"1darste llen und man e rhält: 

00 

(4) P(y>x) = J 112 (1-G{y))"•-• · g(y) · F(y)"'dy 
- CO 

Fordert man zusätzlich noch, daß die x1 und y1 identisch ver­
teilt sind, also F= G , und macht man die Transformation 
G(y)= u, so e rgibt sich: 

00 

(5) P(y> x) = J 112 (1-G(y))"~- • · g(y) · G(y)''ldy 
-00 

1 
n2 • J (l-u)"2- • · u"•du = n2 · B(n2,n1 +1) 

0 
r (n1+1) . r (n2) 

nz r (n1+n2+ l ) 

1 

(n1~n2) 

n1! . n2! 
(n 1+ n2)! 

u dieser Beziehung gelangt man auch mit Hilfe von kom­
binatorischen Überlegungen. Wie man aber an der obigen 
Herle itung sie ht, werden die Voraussetzungen der Ide ntitä t 
und der Unabhängigkeit beide wesentlich benutzt. Wenn nur 
eine der beiden verletzt ist, wird das Ergebrus nicht mehr 
stimmen. lnsbesondere wird dann die Unabhängigkeit von 
der Form von G (y) njcht mehr gegeben sein, so daß man für 
jede Verteilungsform getrennte Unte rsuchungen anstellen 
muß. Für die Wahrscheinlichkeit P(max(y1,y2 , ••. ,y0 )< min (x" 
x2 , ••• ,x0 )) kann man analoge Überlegungen anstellen . 

3. Der Fall der Unabhängigkeit bei spezie llen 
Verteilungen 

Es soll nun in Folgendem untersucht werden, wie d ie Wahr­
scheinlichkei t P = P (y > x) bei einigen spezielle n Verteilungen 
von den Parametern abhänge. Hierbei sei die Unabhängigkeit 
der Zufallsvariablen Xi.X2 , •• „x01 und y1,y2„. „y"2 vorausgesetzt. 
Die Vertei lungsfunktionen bzw. Dichten seien wieder mit 
F(x), f(x), G(y), g(y) bezeichnet. 

a) Normalverte ilung 

F(x) 
X 1 

= J VZ exp(-l /2((t-µ1)/o1)
2 )dt 

-00 ;i 0 1 

f{x) - -
1 ~ exp(-l/2((t-µ1) / 01)2) 
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G(y) 
Y. l 
-~ , n rr "- exp(-1/2((Hti)/a2)2)dt 

g(y) 
1 

· :it 
02 

exp(-l/2((t-µ2)fa2)2) 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P ergibt sich dann aus ( 4 ): 
00 

P = n2 • J (l-G(y))''2- 1 · g(y) · F(y)"• · dy 
-00 

Bezeichnet man mit N(z) bzw. n(z) die Verteilungsfunktion 
bzw. Dichte der Standardnormalverteilung, so folgt wegen der 
Beziehungen F(y)= NC~:"), 

G(y) = N( y-µz ) bzw. g(y)= n( y- µz ) weiter: 
02 02 

00 

(6) P = n1 · J (1 - N( y- µz ))"2 - 1 · n( y-µz ) 
-00 02 02 

p 

N ( y-1t1 ) . dy 
o, 

00 

n2 • J (l-N(z))"2- 1 
-00 

N( 02 . z + µz- ~l1 

01 

n(z) 

) n1 . dz 

(Substitution z = (y-µz) /o2 für den allgemeinen Fall). An die­
ser· Stelle scheinen nur noch numerische Integrationsmethoden 
weiterzuhelfen, wobei die Standardnormalverteilungsfunktion 
N(z) auch noch approximativ berechnet oder als TabelJe ein­
gegeben werden muß. 

Der Spezialfall n1 = n2 ·= 1 läßt sich einfacher behandeln. 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann man darstellen in der 
Form: 
P = P(y> x) = P(y1 > X1) = P(y1-X1 > O) 

Da z = y1-x1 wieder normalverteilt ist mit dem Mittelwert 
µz-µ 1 und der Varianz 01

2 + 022 , erhält man einfach: 

P = P(z>O) = 1-F,(O) 

= 1 - N ( -(~- µ1) 
Vo/ + 022 

µz-µ ·1 
N ( y012 + o/ 

b) logistische Verteilung 
Die logistische Verteilung unterscheidet sich nur wenig von 

der Normalverteilung, hat ihr gegenüber aber den Vorteil, daß 
sich die Verteilungsfunktion in geschlossener Form angeben 
läßt. 

F(x) 

f(x) 

1 
1 + exp(-(x-~)/ß1) 

exp(- (x- µ1) / ß1) 
ß1 (1 + exp(-(x-µ1) / ß1))2 

1 
G(y) = 1 + exp(- (y- ~tz) / ß2) 

exp(-(y-µz)/fhL_ 
g(y) = 

ßi{l + exp(- (y- µz)/ß2)) 2 

Für die Varianzen bestehen bekanntlich hierbei die Be­
zieh ungen 012 = ß12 

• rt2/3, o/ = ß2
2 · n 2/3. Aus (4) erhält 

man dann für die Wahrscheinlichkeit P: 
00 
. 1 n2- l 

p = 02 . _ 1
00 

(l - 1 + exp(-(y-~tz)/ß2) ) . 

exp(-(y-µ2) /ß2) ( 1 ) nl d 
f32(l + exp(-(y- µz) / ß2))2 l + exp(- (y-µ1) /ß1) y 
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Substitution z = (y- µz) / ß2 und Umformung führt zu: 

(7) p = n
2 

. 1
00 

exp (-n2z) 
- oo (1 + exp(z)) n1 + 1 

1 d 
(1 + exp(-(ß2 · z + µz - ~l1)/ß 1)" 1 z 

Setzt man µ = 
1 

p = n2 . J 
0 

µz - µ1 und substituiert s = exp(-z}, so folgt: 
sn2-l 

- - - ds 
(1 + s)112+1 (1 + exp(-µ /ß1) · sfl2/fl, )"1 • 

Nach der Substitutions= t/ (1-t) sowie nach a = exp(-µ/f31) 

und ö = ß2/ß1 erhält man schließlich: 
1 

p = n2 . J 
0 

t"2-1 • (1 t) öu, 

((1- t)ö + a. tö)"• dt 

Das ist die allgemeinste Form für die logistische Verteilung. 
Macht man nun die zusätzliche Einschränkung ß1 = ß2 , was 
der Varianzengleichheit der beiden Verteilungen F und G 
entspricht, so läßt sich die obige Beziehung weiter verein­
fachen: 

1 
P = n1 J 

0 

tn 2 - l ( . 1 t)n' 
(1 - (1 - a) . t)"i dt 

Nach der Integraltafel von Gröbner und Hofreiter (4) ist dies: 
(8) P = n2 · B(n2, n1 + 1) · F(n2, nh 111 + n2 + 1, 1-a) 

1 
( n 1+112) 

ni 

· F(n2 , ni. 111 + n2 + l, 1-a) 

wobei B d ie Betafunktion und F die Hypergeometrische Funk­
tion-repräsentiert. 

Der Spezialfall n1 = n2 = 1, ß = ß1 = ß2 , führt auch bei 
dieser Verteilung zu einer relativ einfachen Beziehung. Man 
erhält sehr leicht aus (7), wenn man t = exp(-z) substituiert 
und wieder a = exp(-µ./f:l) setzt: 

p = Joo exp(-z) 
_ 00 (1 + exp(-z))2 

1 
dz 

{l + exp(-(z + µ/ß)) 
00 

1 dt J 
0 (1 + t) 2 

• (1 + at) 

1 a 1 
--- In(-) 

(1-a) (l - a)2 a 
Diese folgt auch aus (8), wenn man einige Beziehungen der 

Hypergeometrischen Funktion a usnutzt (vgl. ABRA1\10WJTZ, 

M. und STEGUN, I. A. (5)). Eine sehr einfache Näherungs­
formel für d ie Wahrscheinlichkeit P ergibt sich, wenn man für 
a = exp(- µ/ ß) die ersten Glieder der Reihenentwicklung ein­
setzt: 

1 
p ""' 2 

4. Die Situation im speziellen rechtsmedizinischen Fall 

Wie schon in der Einleitung dargestellt, werden bei der Be­
stimmung des Blutalkoholgehalts an einer Blutentnahme fünf 
Bestimmungen durchgeführt, zwei nach dem ADH-Yerfahren 
(X1, X2 ) und drei nach dem Widmarkverfahren (Y1 , Y2 , Y3 ). 

Untersuchungen an 1847 Personen, deren Blutproben im 
September 1976 in Kiel analysiert wurden, zeigen, daß d ie 
Widmarkwerte einen etwas höheren Mittelwert haben als die 



ADH-Werte. Die Voraussetzung der Unabhängigkeit ist hier 
sicher nicht gegeben, was man schon daraus ersieht, daß bei 
beiden »extremen« Anordnungen die beobachtete Häufigkeit 
weit über 10 % lag. 

Zunächst interessierte uns die Frage, wie groß die Wahr­
scheinlichkeit dafür ist, daß der W idmarkmittelwert größer 
ist als der ADH-Mittelwert. Bezeichnet man den ADH­
Mittelwert mit X = (X1 + X2 )/2., den Widmarkmitte lwert 
mit Y = (Y1 + Y2 + Y3)/ 3. und bildet Z = Y - X. so erhält 
man die gesuchte Wahrscheinlichkeit aus der Beziehung: 
P = P (Y > X) = P(Z > O) = 1 _..: F2 (0) 
F, sei hierbei die Verteilungsfunktion von Z . Nimmt man an, 
Z sei norma lverteilt mit Mittelwertµ, und Varianz o/, so er­
gibt sich weiter: 

0-µ, µ, 
P = 1 - N(--) = N(-) o, o, 

Die Schätzung von µ2 und 0 2 aus der Stichprobe Zl> Z 2 , ••• , 

ZN der N = 1847 Personen ergab µ., = 0.0146 und &2 = 
0.0535. 

Setzt man die geschätzten Werte für µ,und o, e in, so erhält 
man P = N(0.2729) = 0.606 oder 60.6 % . Eine Auszählung 
der Daten hatte ergeben, daß in 1126 von 1847 oder 61.0 % 
der FäUe der Widmarkmittelwert größer war als der ADH­
Mittelwert. Die eigentl ich interessante Frage war, wie groß 
die Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß alle drei Widmarkwerte 
größer sind als die beiden ADH-Werte oder, was hierzu 
äquivalent ist, daß der kleinste der drei Widmarkwerte grö­
ßer ist als der größte der beiden ADH-Werte. 

Dieses Problem läßt sich wegen der Abhängigkeit der 
Werte nicht als Spezialfa ll (n1 = 2, n2 = 3) mit Hilfe von (6) 
lösen. Wir haben deshalb Z = min(Y h Y2 , Y3 ) - max(X1 , X2 ) 

betrachtet. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgt dann wieder 
aus: 
P = P(min (Yi. Y2 , Y3 ) > max(Xi.X 2)) = P(Z > 0) 
= l-F2 (0) 

Obwohl die Verteilung von Z , F ,, sch ief ist, haben wir ange­
nommen, daß sie durch die Normalverteilung hinreichend ge­
nug angenähert wird. Man erhält dann für P, wenn man für 
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p.2 und o, die geschätzten Werte µ, = -0.0229 und 01 

0.0552 einsetzt: 

P = N ( ~· ) = N (-0.4149) = 0.339 oder 33 .9 % o, 

Eine Auszähltmg der Daten hatte 32.6 % ergeben. Wie 
man sieht, bringt selbst die grobe Annäherung der Verteilung 
von Z durch die Normalverteilung schon recht gute Ergeb­
nisse. D er analoge Fall, die Wahrscheinlic hkeit, daß beide 
ADH-Werte größer s ind als die drei Widmarkwerte, ergab 
dann P = 18.5 % gegenüber 17.4 % bei der Auszählung der 
D aten. 

Wir haben an den D aten vom September 1976 noch viele 
weitere statistische Untersuchungen angestellt. In dieser Ar­
beit haben wir uns aber auf das oben behandelte Problem be­
schränkt, da anzunehmen ist, daß es vielleicht allgemeines 
Interesse erweckt. 
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Combining Ability Analysis of an Experiment Conducted in two 
Contrasting Environments 

B. S. Dhil lon and W. G. Pollmer 

Summary 

An analysis is considered with an objective eo characterize ehe 
genotype-environmental interactions in two contrasting en­
vironments in terms of general and specific combining ability. 
The analysis, based on the sums over and differences between 
environments, is . outlined for two mating designs, namely 
diallel and factorial crosses. 

Zusammenfassung 

Eine Analyse auf allgemeine und spezifische Kombinations­
eignung soll die Genotyp X Umwelt - Interaktionen in zwei 
einander entgegengesetzten Umwelten herausarbeiten. Die 
Analyse basiert auf den Summen über und auf den Differenzen 
zwischen den Umwelten und wird für zwei Kreuzungsschemata, 
nämlich diallele und faktorielle Kreuzungen, dargestellt. 
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1. lntroduction 

The choice of the most effective brceding scheme and the 
rate of thc genetic improvement is dependent upon the relative 
magnitude of various gene effects and of genotype-environ­
mental (GE) interactions. lmportance of GE interactions is 
widely appreciated, and it is common to conduct experiments 
in morc than one environment. Thc analysis of such experi­
ments has been discussed by various workers (Rojas and 
Sprague (1952), Allard (1956), Matzinger and Kempthorne 
(1956), Lindsey, Lonnquist and Gardner (1962), Beil and 
Atkins (1967), Singh (1973a, b), and Dhillon (1978)). Many 
a Limes, cxperiments are conducted in two contrasting environ­
ments such as irrigated versus unirrigated, high versus low or 
no (ertilization, normal versus low or high plant population 
dcnsity, normal versus stress environmcnt, etc., to collect in­
formation with reference to these environments. ln the present 
article, combining ability analysis - an important tool with 
plant geneticists and breeders tbat provides information on 
the inheritance of quantitative traits and the genetic wortb of 
parents - of such experiments is considered. Diallel and 
factorial crosses, two very common mating designs, are dis­
cussed for the estimation of general (general combining abil­
ity) and spccific (specific combining ability) effects and their 
interactions with cnvironments, and of variation due to these 
causes. 

2. Analysis 

The modcl to account for the observation (xiikm) on the cross 
betwecn the ith maternal and jth pate rnal parents evaluated in 
the mth replicate of the kth environment is: 
X1jkm = µ + g; + gi + S;j + (gi); + (gi)J + (si)1j + lk + Tmk 
+ eljkm 
where 
µ is the population mean, 
g1(gi) is the general effect of the ith (jth) parcnt, 
s1i is thc speci[ic effect of the cross betwcen the ith and jth 
parents, 
(gi)i((gi)J) is the general interaction cffect of the ith (jth) 
parent with the kth environment, 
(si)1J is the specific interaction effect of the cross between the 
ith and jth parents with the kth environment, 
lk is the errect of the kth environment, 
r mk is the effect of the mth replication in the kth environment, 
and 
e1ikm is the residual effect peculiar to the ijkmth observation. 

The objective is to comparc the combining abiJity effects, 
particularly the interaction effects involving the genotypes and 
cnvironments . Thus, the analysis is based on the fixed effects 
model (Model 1). lt is assumecl that all effects except e1;km are 
fixed, and e1ikm are normally ancl independently distributecl 
with mcan zero and variance o~. 

The analysis of randomized blocks is performed to have sum 
of squares due to replications within environments, environ­
ments, crosses. crosses X environments interactions, and pool­
ed error. Cross performance summed over environments 
(X11,. + X1;z· = Y1J) is used to partition the variation due to 
crosses into variation due to general and specific effects, and 
the differences between cross performance in two environ­
mcnts (XiJl· -Xijz· = Z1J) are employed to partition the crosses 
X environments interactions sum of squares into interactions 
involving general and specific effects. 

3. Diallel Mating Design 

Diallel cross comprises all possible crosses among a set of 
parents, and depending upon the inclusion or exclusion of 
parents and/or reciprocals, there are four siruations (Griffing 
(1956)). The present discussion is confined to only one set of 
crosses (Griffing's method 4) and the analysis is applicable to 
other situations, similarly. Let there be a set of p parents 
which yiclds p(p-1)/2 crosses, and thc cxperiment has r replic­
at ions. The computation of various sums of squares is given in 
Table 1. The significance of various mean squares is tested 
by thc F test using pooled error as denominator. 

The errects may be estimated as given below. 
~1 = Y . ./p(p- l)r 
g1 = (pY1.-2Y .. )/2p(p-2)r 
f1J = (Y1/ 2r)-(Y;. + Y;.)12(p-2)r + Y . ./(p-1) (p-2)r 
lk = Z . ./p(p-l)r 
(gi)1 = (pZ1.-2Z .. )/2p(p-2)r 
(si)1J = (Zi/2r)-(Z1. + Z;.)/2(p-2)r + Z . ./(p-1) (p-2)r 

Thc variances of effects and differences bctween the effects 
are g iven below. 
variancc (g1) and ((gi)1) = (p-l)öi/2p(p-2)r 
variance (s1J) and ((si)1J) = (p-3)ö~/2(p-1 )r ... (1 * j) 
variance (g1-g;) and ((gi)1-(gi)1) = ö~/(p-2)r ... (i * j) 
variancc (s1J-sn) and ((si)iJ-(si)u) = (p-3)o;/ (p-2)r 

... (i T j, I; j *- 1) 
variance (s1J-Sin) and ((si)1i-(si)10) = (p-4)G;/(p- 2)r 

... (i * j,l,n;j'F l, n;l *- n) 

Table L Computation of sum of squarcs and cxpected mean squares for diallel mating design 

Source df Sum of squarc 

General 

Specific 

General 
interaction 

Specific 
in1erac1ion 

(p-1) 

p(p-3) 
2 

(p-1) 

p(p-3) 
2 

Pooled error p(p-1) (r-1) 

EDV m Mcdi2ul und Biologie 3/4-1978 

l p 
2(p-2)r L Yf. 

l p p 
2r ~ L y~ 

1 < j •l 

1 p 
2(p-2)r L Zf. 

l p p 
2r~ L Z~ 

1 < j IJ 

2y2 __ 

p(p-2)r 

1 i y 2 y2 .. 
2(p-2)r i ,. + (p-1) (p-2)r 

2z2 
•• 

p(p-2)r 

J ~ z2 + z2 .. 
2(p-2)r ; 1 

• (p-1) (p-2)r 

Expccted mcan square 

2(p-2)r p 
o; + (p-1) 

L g? 
i 

4r p p 
o; + p(p-3) 

L L sij 
i < j 

2(p-2)r p 
o; + (p-1) 

L (gi)l 
i 

4r p p 
o~ + p(p-3) 

L L (si)fj 
i < j 

o; 
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Table 2. Computation of sum of squares and expected mean squares for factorial mating design 

Source df Sumofsquare 

f yz .. 
General (f- 1) 1 L z 

2mr · Y;. - 2fmr (female) 1 

m y2 .. 
General (male) (m-1) 2

1
rr ~ y~j - 2fmr 

J 
f m f 

Specific (f-1) (m-1) 1 2 - _l_L Yf. 2r~ ~ Y1; 2mr i 
1 J 

General f z2 .. 
interaction (f-1) _l_ L Z'f. 
(female) 

2mr i 2fmr 

General m z2 .. 1 2 
interactioo (m-1) 2fr ~ Z.i - 2fmr 
(male) J 

f m f 
Specific (f-1) (m-1) -

1
-L L Z~ - -

1
-L Zf. 2f • • IJ 2mr i interaction 1 J 

Pooled error 2(fm-l) (r-1) 

The least significant difference is obtained by multiplying 
the standard error of difference with the t value. lt may be 
employed to test tbe differences among parents and among 
crosses for tbeir effects. To get an idea of the relative contri­
bution of general and specific effects to the genotypic variat-

ion, f g~(p- 1) and 2~ f§~/p(p-3) may be obtained and 

compared. Similar quantities may be obtained for interactions 
p p p 

(2L(gi)~/(p-1), 4.L< 4:(si)~/p(p- 3)) as is evident from the ex-
' 1 J 

pected mean squares. 

4. Factorial Mating Design 

In this design, a set of fm crosses is produced by mating each 
parent in a set of f females with each parent in another set of ro 
males (Design U of Comstock and Robisnon (1952)). Tue 
computation of sum of squares is formualated in Table 2 
along wi th the expectations of mean squares. Significance of 
various mean squares may be tested by the F test employing 
pooled error mean squares as deooroinator. 

The effects may be est imated as: 
µ. = Y . ./2fmr 
fa = (Y;./2mr)-(Y . ./2fmr) 
gi = (Y./2fr) - (Y . ./2frnr) 
~;; = (Y;/2r)- (Y;./2rnr)- (Y./2fr) + (Y . ./2fmr) 
lk = Z . ./2frnr 
(gi); = (Z1./2mr)-(Z . ./2fmr) 
(gi)i = (Z)2fr)-(Z„/2frnr) 
(si);i = (Z;/2r)- (Z1./2mr) - (Z.;12fr) + (Z . ./2frnr) 
The variances of effects aod differences between effects are: 
variance (g;) and ((gi)1) = (f-l)o;/2fror 
variance (g;) and ((gi);) = (m- l)oi/2fmr 
variance (s;;) and ((si>1i) = (f-1) (m- l)o;/2fmr 
variance (g;- g1) and ((gi)1-(gi)1) = ö~/mr ... (i :!= !) 
variance (g;-g1) and ((gi)j-(gi)1) = o~/fr ... (j * 1) 
variance (s1i-sil) and ((si);;-(si)H) = (f- l)öi/fr ... (j * 1) 
variance (s1j-S1;) and ((si);;-(si)u) = (m- l)Wmr ... {i * !) 
variance (s1;- s10) and ((si);;-(si)1n) = (tro-f- m)o~/fmr 

. „ (i * l ; j * n) 

-

Expected mean square 

2mr f 
o~ + L g'f 

(f- 1) 

2fr m 
o; + (m-1) .r &f 

1 m + y2 .. 2r f m 
.r y~J o: L :E sij - 2fr + (f-1) (m-1) 
J 

2fmr i 

2mr f 
o~ + (f-1) 

L (gi)f 

2fr m 
(J~ + L (gi)f 

(m-1) j 

l m 
z2 •. 2r f m 

- 2fr L Z~i + - - o~ + L :E (si)Ö 
2fmr (f-1) (m-1) j i j 

02 
e 

The mean squares and effects may be interpreted as already 
discussed under diallel mating design. 
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Zwei Methoden zur Parameterschätzung nichtlinearer 
Regressionsfunktionen bei fehlerbehafteten Meßdaten 

P. Koeppe und C. Hamann 

Zusammenfassung 

Es wird über 2 Verfahren berichtet, die angewandt werden kön­
nen, wenn die üblichen Methoden der iterativen nicht-linearen 
Regressionsan.alyse versagen: 
- Ein um einfache Bauelemente der Analog-Rechentechnik 
ergänzter Prozeßrechner ermögliche mittels einer kontinuier­
lichen Paramecer- Variation eine visuelle Optimierung der An­
näherung. 
- Zur Verbesserung der Schätzwerte für die Parameter einer 
gegebenen Funktion wird ein selbstoptimierender Algorithmus 
verwendet, der auf der Evolutionsstrategie beruht. 

Summary 

Common iterative regression procedures are often unsuccessfull 
if the experimental data do not fit the model too well, either 
because the single values are error-loaded or because the model 
is only approximately valid. The paper describes two methods to 
overcome this difficulty: 
- A digital computer for process control, extended by simple 
elements of analog computer technique, enables an optimization 
under visual control by continuous parameter variation. 
- To improve the estimated parameter values a self-optimizing 
algorithm is used, based on an evolution strategy. 

Beschreibung des Problems 

In der experimenteUen Forschung tritt häufig das Problem auf, 
diejenigen Parameter einer gegebenen Funktion zu bestim­
men, die die im Versuch ermittelten Wertepaare »am besten« 
annähert. Hierfür bedient man sich der Regressionsanalyse. 
Während vor der Einführung der Computer diese Methode 
auf lineare Modelle bzw. Anwendung graphischer Verfahren 
beschränkt war, bietet die EDV heute mindestens prinzipiell 
die Möglichkeit, auch beliebig komplizierte Modelle analy­
tisch zu bearbeiten. 1n der Praxis treten jedoch 2 Probleme 
auf: 
- Die meisten Algorithmen benötigen einigermaßen gute An­
fangswerte für die Parameter als Startwerte für die Iteratio­
nen. 
- Sind die Meßwerte mit zu hohen Fehlern behaftet oder die 
Anfangswerte zu schlecht oder ist das gewählte Modell nur 
näherungsweise geeignet, so konvergiert das Regressionsver­
fahren nicht oder findet ein Nebenminimum. 

In der klinischen Forschung ist zusätzlich zu beachten, daß 
die Meßwerte häufig nur mit erheblichem Aufwand gewonnen 
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werden können und eine weitere Untersuchung dem Patien­
ten nicht zugemutet werden kann. An den Statistiker wird da­
her die Forderung gestellt, unter allen Umständen eine Aus­
wertung vorzunehmen, anstatt Ansprüche wie »mehr Meß-

Abb. 1. Blockbilder von Verfahren zur visuell kontrollierten Opti­
mierung. Das Flußdiagramm gilt für alle drei Verfahren (A bis C). 
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Abb. 2. Ansicht der Einrichtungen zur visueUen Optimierung: Spei­
cheroszillograph und Potentiometer-lnterface mit Analog-Digital­
Konverter zur kontinu ierl ichen Parametervariation. 

punkte« oder gar »Wiederholung des Experiments« zu er­
heben. Zur Erfüllung d ieser Forderung wurden zwei Verfah­
ren entwickelt: 
- Ein benutzergesteuertes System zur Annäherung der Ziel­
funktion an die Meßpunkte unter optischer Kontrolle; 
- ein automatisches System zur Gewinnung (bzw. weiteren 
Verbesserung) der Parameter durch selbstoptimierende Algo­
rithmen. 

Parameterschätzung unter optischer Kontrolle 

Das Programm besteht aus Blöcken für folgende Aufgaben : 
(a) Definition des mathematischen Modells und der Zielfunk-

tion, 
(b) Einlesen der Meßdaten-Wertepaare, 
(c) Eingabe der Parameter, 
(d) Berechnung der Funktionswerte, der Summe der Fehler­

quadrate u. a., 
(e) optische Darstellung (Sichtgerät, Plotter). 

Die Abschnitte c bis e werden zyklisch durchlaufen. Die 
Blöcke d und e bedürfen hier keiner weiteren Erläuterung; 
entscheidend für die praktische Brauchbarkeit ist dagegen 
Teil c. Grundsätzlich ist es möglich, die Parameter über eine 
Tastatur (etwa der Konsolschreibmaschine) einzugeben (Abb. 
1 A), doch dürfte unmittelbar einleuchten, daß diese Methode 
für eine Routine-Anwendung umständlich und zeitraubend ist. 
Als brauchbar erwies sich dagegen ein System (Abb. 1 B) das 
von der Möglichkeit des vorhandenen Rechners (IBM 1800) 
Gebrapch macht, per Programm die Stellung von Konsolschal­
tern (je 16 Data Entry- bzw. Sense Switches) abzufragen. 
Damit kann für diese Anwendung eine definierte Parameter­
Variation vorgenommen werden, deren Erfolg über einen 
Speicheroszillographen unmittelbar beurteilt wird. Ist z.B . 
der »Data Entry«-Schalter 2 an, so wird der Parameter 2 bei 

jedem Durchlauf um einen bestimmten Prozentsatz erniedrigt. 
Der »Sense«-Schalter 2 hat entgegengesetzte Wirkung; sind 
beide Schalter 2 an (oder aus), so bleibt dieser Parameter un­
verändert. 

Die Programme drucken außer den so bestimmten Parame­
tern auch die jeweiligen Fehlerquadratsummen als Maß fi.ir 
die Güte der Annähemng, so daß die abschließende Entschei­
dung über die Wahl der Parameter nicht ausschließlich auf­
grund der subjektiven Beurteilung des Betrachters getroffen 
werden kann. 

Mit diesem Verfahren gelang es, eine Reihe von »aussichts­
losen Fällen« doch noch in eine Auswertung aufzunehmen. Da 
dieses Verfahren in1mer noch recht zeitraubend war, wurde 
nach einer anderen Lösung gesucht, die nun beschrieben wer­
den soll. 

Ziel ist eine kontinuierliche Parameter-Variation wie beim 
Analogrechner mittels Potentiometer. Durch die Stellung 
eines 10-Wendel-Potentiometers wird eine Analog-Spannung 
erzeugt, die mittels eines Analog-Digital-Converters (ADC) 
in einen digitalen Wert umgewandelt wird. Dieser Digital­
wert kann an einer Eingangsadresse (»digital input« = Dl) 
des vorhandenen Prozeßreclmers übernommen werden. Das 
Verfahren sollte die Bearbeitung von mindestens vierparame­
trigen Funktionen erlauben; der Aufwand wäre also relativ 
hoch bei Vervielfachung der Hardware. Aus diesem Grunde 
wurde folgender Weg beschritten (Abb. 1 C): Von den 16 bit 
des DI-Wortes werden 8 bit zur Dateneingabe und 8 bit zur 
Potentiometer-Kontrolle in der Weise verwendet, daß jeweils 
nur der Wert des ausgewählten Potentiometers auf den ADC­
Eingang geschaltet ist. Die Schalterstellung kann dabei über 
das jeweilige Kontrollbit softwaremäßig abgefragt werden. 

Die Erfahrung hat gezeigt, daß die Auflösung eines 8 bit­
ADC für den Verwendungszweck voll ausreicht. Damit redu­
ziert sich der Aufwand im wesentlichen auf e inen ADC mit 
entsprechendem Interface zur Anpassung an die Computer­
Hardware.*) Abb. 2 zeigt das Gerät in einem 19-ZoU-Ein­
scbub unter dem Speicheroszillographen. 

"') Eine vollständige Beschreibung der Hardware ist in (3] erschienen. 

Abb. 3 A. Darstellung von Optimierungsschritten auf dem Speicher­
oszillographen ; vgl. dazu Protokoll Abb. 3 B. 
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Anwendung des Systems der Parameter-Eingabe 
über Potentiometer 

Potentiometers quasi-kontinuierlich ( d. h. entsprechend der 
Auflösung des 8 bit AOC) verändert werden. 

Wie bei der Regressionsanalyse muß der Benutzer zunächst · 
sein mathematisches Modell definieren. Weiterhin ist jedem 
zu variierenden Parameter ein bestimmtes Potentiometer zu­
zuordnen. Für die aktuelle Anwendung auf eine gegebene 
Menge von Meßdatenpaaren sind zu Beginn die Parameter­
grenzen über die Tastatur der Konsolschreibmaschine e inzu­
geben. Je nach Potentiometerstellung werden entsprechende 
Werte übernommen und danach der Kurvenzug und dje 
Fehlerquadratsumme berechnet. Anschließend können in be­
liebiger Reihenfolge die Parameter anhand des jeweiligen 

Bei der Wahl der Grenzen für die Parameter ist zu beachten, 
daß ein zu großer Bereich die Einstellungsgenauigkeit ver­
mindert, während bei einem schmale n Bereich die Wahr­
scheinlichkeit, den optimalen Wert zu verfehlen, relativ groß 
ist. Zur Verbesserung wurde daher die Möglichkeit geschaf­
fen, die (lineare) Potentiometer-Kennlinie über Software so 
zu verzerren, daß jeweils an den Skalenenden der Verlauf 
stark nichtl inear wird. Damit kann der »Fangbereich« breit 
gewählt werden, ohne im Mittelbereich an Einstellungs­
genauigkeit zu verlieren. Weiterhill erlaubt dje Logik des 
Programms auch eine erneute Eingabe der Parametergrenzen 
für die gleichen Wertepaare. 

Die Anwendung sei an eil1er gegebenen Aufgabe erläutert: 
Abb. 3B. Druckerprotokoll der visuellen Optimierung mit ab­
schließender Auswertung (vgl. Text). 

Es lagen Konzentrationswerte nach oraler Applikation eines 
Antibiotikums vor. Als Modell für den Konzentrationsver-

-·------------------------------------------·-----------·---------------------·-----------·-·--------
3900 AMOX ICILLIN SOLO• MEAN • 70 KGt DOSE a 0.75 G HOEFFGEN/LODE DEC 1977 

----------------------------------------------------------------------------------------------------
VISUALLY CONTROLLED PARAMETER ESTIMATION AND OPTIMIZATION 

Pl P2 P3 P4 ER~OR 

----------------------------------------------------------------------------------------------------Oel000000152E 03 Oe5000001040E-Ol Oe700000l007E-Ol o,ooooooooooE oo 012427489153E 08 

0.996079!1233E 02 O.!I019609433E- 02 0 17058824128E-02 o.ooooooooooE oo 0.280lll4772E 00 
0.996078!1233E 02 0.1419608046E-Ol 0 . 7058924128E-02 o.ooooooooooE oo 0.55ll695668E 00 
0.996078!1233E 02 0 .14l9609046E-Ol 0 .10l9607939E-Ol o , ooooooooooE oo Oe4602551190E 00 
o.996078!1233E 02 o . 1419608046E-Ol O• l019607939E-Ol o .1992157122E 02 o.so22000279E oo 
0 . 9960785233E 02 0 11419608046E-Ol 0 . 1474!110025E-Ol Oel992157122E 02 0.4847561083E 00 
Ot 9960785233E 02 Oel30l960868E-Ol O• l474510025E-Ol Ool992157122E 02 Oo3896339591E 00 
0 . 1419609139E 03 Oel301960868E- Ol O•l47451002!1E- Ol Oe l992157122E 02 Ool666814545E 00 
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Oel8588238l4E 03 Oel301960868E-Ol Ool474510025E-Ol Ool992157122E 02 Oo5888741399E-Ol 

INPUT DATA VALUES ITtY) • REGRESSION AND RESIDUALS t MAXIMUM AND INTEGRALS 

NMBR T y Y REGRESSION Y RESIDUAL 

-,---------------------------------------------------------------------------------------------------1 30 10000 28e3000 2400170 4e2829 
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3 90 . 0000 71.9000 72.6489 -0.7489 
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5 180.0000 62.0000 47.6959 14.3041 
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lauf y(t) im Blut wurde die bekannte Gleichung gewählt [2], 
[4]: 

y(t) = D . kl . (e- k' (1-1.J_ e- k, (t- t.J) 
V k1-k2 

In FORTRAN-Schreibweise: 
Y(T) = Pl*P3/ (P3-P2)*(EXP(-P2*(T-P4)) 
-EXP(-P3* (T-P4))) 
Darin bedeuten: 
D : Dosis des Pharmakons 
V 
Pl 

Verteilungsvolumen 
DIV 

k2 bzw. P2 Eliminationsgeschwindigkeit 
k1 bzw. P3 Invasionsgeschwindigkeit 
t0 bzw. P4 : Verzögerungszeit der Resorption 

Die Potentiometer 1. .. 4 wurden den Parametern Pl ... . P4 
zugeordnet. 
Für die Parameter wurden folgende Bereichsgrenzen ange­
nommen: 
Pl : 0 ... 200 µg/ 10 ml 
P2: 0 ... 0.05 min- 1 

P3: 0 ... 0.1 min - 1 

P4: 0 ... 40 min 
Die erste Berechnung mit den Potentiometern in Start­

Stellung ergab die in Abb. 3 A dargestellte Kurve*':') und eine 
Fehlerquadratsumme entsprechend der ersten Zeile von 
Abb. 3B. Anschließend wurden die einzelnen Parameter ver­
ändert mit dem Ziel, die daraus berechnete Kurve den Meß­
punkten anzugleichen. Dies ist unter Verwendu.ng eines Spei­
cheroszillographen vom Benutzer gut zu beurteilen. Bei einer 
zu großen AnzabJ von Kurven kann der Schirm gelöscht und 
erneut mit dem Koordinaten-Netz und den Datenpaaren be­
schrieben werden. Wie aus dem Ausgabe-Protokoll zu er­
kennen, ist der niedrigste Wert für die Fehlerquadratsumme 
ERROR = 0.06; die Parameter hierfür betragen 
Pl = 185.8 µg/ 10 ml 
P2 = 0.0130 min- 1 

P3 = 0.0147 min- 1 

P4 = 19.9 min 
Um eine Abschätzung des» Vertrauensbereiches« der Para­

meter Pl ... P4 zu erhalten, werden nacheinander die P1 bei 
festgeha ltenen Parametern Pi(op<J ; so lange variiert, bis die 
Summe der Fehlerquadrate um 5 % erhöht ist. Der gefundene 
Variationsbereich wird ausgedruckt. 
In unserem Beispiel ergibt sich: 
PI 226 .. . 183 µg/ 10 ml 
P2 0.0132 ... 0.0118 min-1 

P3 0.0154 .. . 0.0139 mit1-1 

P4 20.5 .. . 16.5 min 

**) Der Versuch einer Auswertung des gleichen Datensatzes mit 
Hilfe des Regressionsprograrnms >NONLINEAR< des SPSS (1) hatte 
folgendes Ergebnis: 
Mit den Parametern der Start-Kutve (vgl. Abb. 3 A, 1. Zeile Abb. 3 B) 
wurde keine Lösung gefunden. 
Mit den Parametern der Optimierungs-Kurven (z.B. Nr. l oder 8 der 

Abb. 3A, 2. oder 9. ZeiJe der Abb. 3B) wurde vom Programm 
»NONLINEAR< gerunden: 
PI = 201.796 µg/ 10 ruJ 
P2 = 0.0121441 min- 1 

P3 = 0.0121438 min- 1 

P4 = 18.2296 min 
ERROR = 0.0876688 

Die Lösung ist unbefriedigend, da P2 > P3 und die zugehörige 
Kurve offensichtljch keine gute Annäherung darstellt. Vermutlich ist 
eine Zielfunktion mit »absoluter« Wertung (vgl. Anhang) in 
>NONLINEAR< eingebaut. 

SUBROUTINE SOPTMl N•T•Yt PMlNtP~AXt Pt ERRR ) 

c---1 N P V T P A R A M E T E R S 
C---ARRAY OF 1 N1 DATA VALUES 1 T' ANO 1 Y1 

C---ARRAY OF 4 P-LlMtTS 1 PMlN 1 ANO 1 PMAX 1 

c---T R A N S 1 E N T ? A R A M E T E R 5 
C---ARRAY OF 4 PARAMETERS ' P' 
C---ERROR 'E~RR' 

C---RANOOMllE l o., .RANOM• • • ( 1 
Rl • ~ANDM 
R2 • RANOM 

C-- -PARAMETER -NVMBER 
IPAR • Rl * 4 + l 

C---SAVE OLD PARAMETER 
POLO • PC !PARI 

C--- NEW PARAMETER• RANGE-TRANSFORMATION 
P<IPARI • R2 • ( PMAXllPARI - PMINllPARJ J + PMINtJPARI 

c---START ERROR-CALCVLATION 
PP• PllJ • ? 131 I t Pl31 - Pt2J 1 

SUMO • 0 

00 J • lt N 

ARGl • -Pl2) • C T<ll - P<4> 
ARG2 • -?<3 > • C T Cll - PC4) 

c---REGRESS ION 
YR • PP * ( EXPlARGlJ - EXPlARG2l 1 

c---RELAT IVE DIFFERENCE 
OE LTY • ( Ylll - YR 1 I YR 

c---SOARE-SVM 
SUMO • SUMO + DELTY * OELTY 

CONTINUE 

c ---NEW ERROR 
ENEW • SORTC SUMO / l N * ( N - l l l 

c---TEST 

ENEW •LT• ERRR 

YES 
c---SAVE NEW ERROR 

ERRR • ENEW 

1 RETURN 1 

NO 
C---RELOAO 

P ( 1 PAR 1 • POLO 

1 RETURN 1 

Abb. 4 A. Prozedur des evolutionsstrategischen Algorithmus' ange­
wandt auf ein mathematisches Modell für den Konzentrationsverlauf 
(vgl. Text). 

Selbstoptimierende Algorithmen 

Zur automatischen Ermittlung der Parameter oder zur nach­
träglichen Verbesserung der visuell gewonnenen Parameter 
wurden zusätzlich selbstoptinlierende Algorithmen progrnm­
miert. Als Zielfunktion ist wieder die Summe der Fehler­
quadrate (vgl. Anhang) zu minim ieren. Von den bekaUDten 
Optimierungs-S tra te gien (Gauß/Seide 1-, Gradienten-, 
Random-, Evolutionsmethode [5]) zeichnet sich für das vorlie­
gende Problem die Evolutionsstrategie aus als die schnellste 
und sicherste, um das Optimum zu finden. Ausgehend von 
vorgegebenen Startwerten (und Grenzen) der Parameter 
wählt der eit1fache Algorithmus (vgl. Abb. 4A) mit Hilfe 
eines Zufallsgenerators unabhängig 
- Parameter } 
- Schrittweite Pi +- P; ± t>. i 
- Variations-Richtung 
(Schritt 2 und 3 kann zusammengefaßt werden als Variation 
innerhalb vorgegebener Schranken). Mit dem neuen Para­
meter wird der Funktionsverlauf (gemäß dem mathematischen 
Modell) berechnet und mit den Meßpunkten verglichen. Ist 
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das Ergebnis der Zielfunktion kleiner geworden, so war der 
Versuch »günstig« und der gefundene Parameter wird als 
neuer Eingangswert benutzt. Andernfalls wird er »vergessen« 
und ein neuer Versuch gestartet. 

Abb. 4B zeigt das Protokoll einer Selbstoptimierung, ange­
wandt auf den gleichen Datensatz. Um die Brauchbarkeit des 
Verfahrens zu demonstrieren, werden als Anfangs-Parameter 
die der Start-Kurve (vgl. Abb. 3 A) eingegeben und sehr 
weite Bereichsgrenzen gewählt. Der Kontrollausdruck (vgl. 
Abb. 4B, RUN) läßt eine zügige Optimierung erkennen. Zu 
beachten ist dabei, daß mit zune hmender Annäherung an das 

Abb. 4 B. Druckerprotokoll der Selbstoptimierung (evolutions­
strategiscber Algorithmus). 

3800 AMOXJ CJ LLJN SOLO• M(AN = 70 KG, OOSE = 0.75 G 

SELF-OPTJMJZING ALGOwITHMt l N P U T 

P(4)/PMJN(4l/PMAX(4) 

. lOOOOOOE•03 ,SOOOOOOE-01 o, 

Optimum die Wahrscheinlichkeit, einen günstigen Suchschritt 
zu tun, abnimmt. Um die Informationsdichte des Kontroll­
ausdrucks zu steigern ist jeder Zeile e ine erhöhte Anzahl von 
Suchschritten zugeordnet: Die erste Zeile wurde .nach 100, 
die letzte Zelle nach weiteren 10 000 Versuchen gedruckt. 
Grobe Parameter-Grenzen geben dem A lgorithmus die Mög­
lichkeit, das Haupt-Minimum zu finden, vermindern aber die 
Trefferquote . Es sind viele Versuche und damit längere Re­
chenzeiten notwendig. Die Effektivität des Algorithmus wird 
gesteigert, wenn in der Nähe des Optimums die Parameter­
Grenzen (adaptiv) eingeengt werden. Das Ergebnis der 
Selbst-Optimierung ist besser als das der visuellen Optimie­
rung: ERROR ""'0.048. 
Die Parameter hierfür betragen 
Pl = 200.0 µm/ 10 ml 
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P2 
P3 
P4 

0.0129 
0.0148 
19.28 

min-1 

min- 1 

mm 
Sie liegen innerhaJb des im Protokoll der visuellen Optimie­

rung (Abb. 3 B) angegebenen »Vertrauensbereiches«. Das 
Programm ist zwar klein (ca. 7k Worte), wegen der Notwen­
digkeit zahlreicher Versuche aber nur auf einer sehr schnel­
len Anlage ausführbar. Wir verwenden die Control Data 
Cyber 172 der Zentraleinrichtung für Datenverarbeitung 
(ZEDAT) der FUB bzw. die Cyber 175 des Wissenschaftli­
chen Rechenzentrums Berlin (WRB). Die Rechenzeit auf 
der Cyber 172 betrug etwa 100 Sekunden. 

Die Erfahrungen mit anderen Datensätzen für das gleiche 
mathematische Modell zeigten generell die Brauchbarkeit 
des Verfahrens, auch (oder gerade) bei stark fehlerbehafteten 
Einzelwerten. Falls bei unbrauchbaren Startwerten und zu 
groben Grenzen kein Optimum gefunden wird, ist die oben 
beschriebene optische Angleichung eine gute Ergänzung. 

Wir haben die Verfahren auch in folgender Variation be­
nutzt: 
- Die Datenpaare für a ll e Patienten einer Meßreihe (z.B. 
Konzentration eines Antibiotikums in Abhängigkeit von der 
Zeit) werden in e i nem Bild dargestellt und die Parameter 
visuell optimiert. 
- Die so gewonnenen Parameterwerte dienen als Startwerte 
für das selbstoptirnierende Programm, das nun die Parameter 
der Kurven für die einzel nen Patienten bestimmt. 

Auf diese Weise ist der manuelle Aufwand relativ gering. 

Anhang 

Zur Defini tion der Summe der Abweichun,gsquadrate. Im 
allgemeinen versteht man hierunter die Größe 

S = .j L(y; (x;)-y(x;))2 

n-1 

Für die vorliegende Fragestellung hat diese Definition den 
Nachteil, daß eine Optimierung der Annäherung durch eine 
MinimierUDg von S infolge der »absoluten« Wertung zu einer 
bevorzugten Berücksichtigung hoher y; führt. Bei einer aus­
schließlich für Vergleichszwecke verwendeten Prüfgröße ist 
daher die folgende Definition günstiger (»mittlerer relativer 
Fehler des Mittelwerts«) : 

ERROR 
j L (1- ~;(x,) )2 

y(x,) - MIN 
n(n-1) 

Anmerkung bei der Korrektur: 
Das beschriebene selbstoptimierende Programm wurde in­
zwischen erfolgreich auch für andere Funk tionstypen (z.B. 
Summe dreier Exponentialfunktionen) eingesetzt, wobei für 
die 6 zu bestimmenden Parameter nur ein geschätzter Bereich 
zu Verfügung stand. Die Anforderungen an die Rechenge­
schwindigkeit sind allerdings so erheblich, daß hierfür nur die 
Cyber 175 eingesetzt werden konnte. 
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Stability of nonlinear Systems 

H. E. Wichmann and L. Köppen 

Zusammenfassung 

Es wird eine Einführung in die Stabilitätstheorie nichtlinearer 
Differentialgleichungssysteme gegeben. Dabei ist der Schwer­
punkt auf autonome Systeme gelegt, da diese in Medizin und 
Biologie von besonderer BedeuJung sind. Zwei Verfahren, die 
direkte Methode von LIAPUNO v und das Linearisierungsprin­
zip, werden ausführlich diskutiert und anhand von Beispielen 
erläutert. Zusätzlich wird angegeben, wie sich die Aussagen auf 
nichtautonome, diskrete und stochastische Systeme verallge­
meinern lassen. 

Summary 

An introduction to the stabilüy theory of nonlinear differential 
equations is given. Attention is focussed on autonomous systems 
because they are particularly important in medicine and bio­
logy. Two approaches, the direct method of Liapunov arul the 
linearization principle, are discussed in detail and illusirated 
by examples. in addition, the generalization for nonautono­
mous systems, discrete sys1ems and stochastic systems is pointed 
ow. 

1. lntroduction 

The increasing use of nonlinear models in medicine and bio­
logy brings into prorninence questions of their asymptotic 
properties and regions of validity. Therefore biomathematics 
have to deal to a certain extent with problems of stability. The 
fundamental methods have been developed in the mathe­
matical theory of the asymptotic behavior of ordinary differ­
ental equations. This paper does not aim at presenting a full 
review. Only an introduction to the usage of these methods 
shall be given. 

After the definitions in chapter 2 autonomous systems which 
are of special importance for biological and medical models 
are treated in chapter 3. Two techniques, tbe direct method of 
Liapunov and the lineari.zation principle, will be described in 
detail. Two examples demonstrate its practical applications. 
Cbapter 4 shows how the theorems can be generalized. In 
addition, the method of phase diagrams is introduced in the 
appendix. 

The present paper adberes to the book of Willems (11] 
whicb can serve as an additional reference. The theorems cited 
are not proved here. Proofs can be found in the books of 
Willems (11], Cesari (3] and Lawrentjew (5]. 
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2. Definitions 

We will regard systems of ordinary differential equations. 
They can be written in the form 

Y = f(t, y) with Y = (Y11 ... , Yn), (2.1) 

y = ( ddtl , ... , ~n ), f(t, y) = (f1(t, y), ... , fn(t, y)). 

For such systems the initial value problem 

Y = f(t, y) , y(to) = Yo (2.2) 

with the initial value y0 has to be solved. The differential 
equations describe a medical or biologjcal object (e. g. a re­
gulatory system in cellular kinetics or a compartmental system 
in pharmacokinetics) with its kinetic and dynamic properties, 
while the initial value defines the starting conditions for the 
investigation ( e. g. deficiency of adult cells or application of a 
substrate). The solution y(t) of the initial value problem (2.2) 
then shows the reaction of the biological system to these start­
ing conditions ( e. g. stimulated cellular production or the 
distribution of the substrate in the body). 

Most biological systeros are independent of the time of in­
vestigation (i. e. it does not matter whether an observation 
starts at t0 or at t0 + T). So we can restrict our attention mainly 
to autonomous systems and autonomous initial value problems 

y = f(y) , y(to) = Yo (2.3) 

without explicit time dependence. For such systems we will 
regard the behavior of solutions tending to equilibrium. This 
can be carried out by applying the Liapunov theory of stability 
which investigates the equivalent question of how a system 
reacts on deviations from the equilibrium point. 

An equilibrium points is the constant solution Y = y(t) = 
const of (2.3) which has the property Y = f(Y) = 0. The spezial 
equilibrium point Y = 0 is called null solution or origin. Since 
the investigation of an arbitrary equilibrium point can be re­
duced by the transformation y ~ y - Y to that of the cor­
responding origin we will formulate all theorems for null solut­
ions. 

An equilibrium point Y is called stable if the system re­
sponds to a small deviation from Y by a limited subsequent 
motion in the neigbbourhood of Y: 

1 Yo- Y 1 < Ö = > l y(t)-Y l < e. 

lf the system retums to equilibrium after a small deviation we 
call Y asymptotically stable: 

1 Yo- Y 1 < Ö = > lim y(t) = Y. 
t~ 00 



Finally, if the equeilibrium point is reached after arbitrarily 
!arge deviations it is globally asymptotically stable: 

Yo arbitrary = > lim y(t) = Y. 
t - 00 

In real systems global asymptotic stability is rarely found. 
So most investigations concentrate on asymptotic stability. 
Often it is useful to know something about the domain of 
attraction. This is the region of the states y(t) (and thus of the 
initial values y0 ) about tbe equilibrium point for wh ich the 
stabili ty condition is fulfilled. 

3. Stability investigations for autonomous systems 

Analysis of a systern of differential equations sbould begin 
with the exarnjnation of the existence and uniqueness of solut­
ions (8). Subsequently, the dependence of the solutions on the 
initial values and modeJ parameters has tobe investigated [4). 

Wben dealing with stability properties one encounters the 
alternative to have explicitly known solutions of (2.3) or not. 
In the first case the asymptotic behavior can be studied using 
tbe definitions of tbe prevous chapter, but normally this is 
not possible and addit ional methods are needed. The two most 
important techillques shaU be presented and illustrated by 
two examples. 

3.1 The direct method of Liapunov 

T he first approach to be given here uses a scalar auxil iary 
function, the Liapunov function V(y). lf one succeeds i.n find­
ing such a function which must satisfy certain conditions then 
the correspondi.ng stability property of the considered equili­
brium point is verified. 
Theorem 1 (a) The equilibrium point Y = 0 of the nonlinear 
autoooroous system 

·y = f(y) with f(O) = O (3.1.1) 

is asymptotically s table if tbere exists a positive definite funct­
ion V(y) in its neigbbourhood such that the derivative 

öV ÖV 
V(y) = -

0
- f1(Y) + . . . + -

0
- fn(Y) = (grad V) f(y) 

Y1 Yn 
(3.1.2) 

is negative defirute in tbat region with respect to every solut­
ion y(t) of (3 .1.1). 

Fig. 1. Example of a >Cup-shaped< Liapunov function V(y) and the 
solution y(t) of (3.1.1) which converges to the asymptotically stable 
origin Y = 0. 

V(y) 1 

Y2 

Yo /y1 
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(b) The equilibrium point Y = 0 is unstable if all conditions of 
(a) are fulfilled exept tbat V(y) < 0 in any neighbourhood of 
the origin. 
V(y) is positive (negative) definite if 
(1) the partial derivatives~ i = 1, ... , o are continuous, 
(2) V(O) = 0, 
(3) V(y) > 0 (Y(y) < O) if y * 0. 

An example of a Liapunov function V(y) is depicted in fig­
ure 1. T heorem 1 (a) stipulates for y * 0 tlle existence of a 
positive function V(y) witb a negative derivative Y(y(t)) and 
V(O) = Y(O) = 0. Thus, V(y(t)) is monotorucally decreasing 
with the lower limit V(Y = 0) = 0. V(y(t)) can be interpreted 
as a spiral curve on the surface V(y), cornparable to the path 
of a ball rolling down in a cup. 

Asymptotic stability of the point Y = 0 is verified if ooe 
succeeds in constructing any >cup< V(y) wh ich sat isfies the 
conditions of theorem 1 (a) . Correspoodingly, asymptotic 
stability can be excluded by any fu nction V(y) for which 1 (b) 
is fulfilled. 

Tbe domain of attraction can be estinrnted by V(y). Gra­
prucally it encloses all values for which Y(y(t)) does not ex­
ceed tbe >brim of the cup V(y)< (figure 2). More precisely, the 
region S for the asymptotic stability of the equilibrium point 
Y = 0 contains 

Sv= {y 1 Y(y) < Ym1n} with 
V"''"= min {Y(y) i V(y) = 0, y * O} r 

(3.1.3) 

where V min is the lowest value of V, for which V is not negative 
defini te. Sioce, for an asymptotically stable equilibrium point, 
several Liapunov functions can be constructed the union of 
the regions Sv gives a better estimate of S. 

3.2 The >variable gradient< method of Schultz and Gibson [7]. 

Theorem 1 supplies sufficient stability criteria, but there exists 
no general technique to construct the function V(y). An ap­
proach which yields good results for s imple nonlinear systems 
is the >variable gradient< method of Schultz aod Gibs'On [7, 
11 ]. Here one uses a vector function g(y) willch contains some 
adjustable parameters and which satisfies 

~- Ögj . · - 1 s. -
0 

1,J - , ... , n 
VYJ Y; 

(3.2.1) 

Thus, it is guaranteed that a scalar fuoction V(y) exists with 

g(y) = grad V(y). (3.2.2) 

Fig. 2. The domain of attraction Sv for asymptotic stability as derived 
from the Liapunov function V(y) 

Y2 

Y1 
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X=O 

--+---
~ 

From Y(y) = grad V(y) · y = g(y) · y we have 

Y(y) = (ay1 + by2) Y2 + (cy1 + dy2) (-Ay2- By1 - Cy13
) = 

= -cCy1
4 -cBy,2 + (a-cA-dB-dCy12) Y1Y2 

- (dA-b) y/. 

V(y) < 0 is satisfied for y * 0 if . 

a = cA + dB + dCy/ , b ::; dA , cB ~ 0 , cC ~ 0. 

For b = c= const, d = const equation (3.3 .7) also is fullilled 
and thus 

gt(Y) = (bA +dB) Y1 + dCy/ + by2 , g2(y) = 

Fig. 3. Damped oscillations of a one dimensional oscillator about the by
1 

+ dy2. 
equilibrium point X= 0. 

(3.3.8) 

Y(y) can be calculated from grad V(y) and V(y) follows from 
grad Y(y) · f(y) (equation (3.1.2)). The parameters have to 
be adjusted such that V(y) becomes positive definite and V(y) 
becomes negative definite. 

3 .3 Example 1 (>Variable gradient( method) 

The principle of tbe >variable gradient< method shaU be il­
lustrated by a simple example, and a graphic interpretation of 
tbe Liapunov function Y(y) as a generalized energy shall be 
given. The example comes from physics. lt is a nonlinear one 
dimensional oscillator with the differential equation 

·x + Ax + Bx + Cx3 = 0 with A, B, C = const. (3.3.1) 

E. g. in mecbanics this equation describes the oscillation of a 
mass attached to a spring about tlle equilibrium point X = 0 
[2] (figure 3) . This mass is influenced by the forces Fr(i<) = 
-Ax of friction and Fs(x) = -Bx-Cx3 of the spring. For the 
energy one obtains 

x2 ~ 
E = Ekin + Epot = - 2- - J f 5 (x')dx' 

0 
x2 B 2 C 4 

-2- + 2 X + 4 X' 

and the energy loss by friction is found to be 

E = -A x2 

using equations (3.3.2) and (3.3.1). 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

First , the differential equation of second order is trans­
formed into a system of first order differential equations by 

Yt = X ' Y2 = X. (3.3.4) 

This leads to 

Y1 = Yz , Yz = -AY2 - By1 - Cy1
3. (3.3.5) 

According to SCHVLTZ and GrnSON [7) one chooses the vector 
function g(y) = (g1(y),gz(y)) in the form 

gi(y) = ay1 + by2 , g2(y) = CY1 + dy2 

where a, .. . ,d may be functions of y1 and y2. 

Condition Ögt = Ög2 yields 
ÖY2 ÖY1 

öa öb öc 
Y1 -„- + b + Y2 -,;:--- = Yt -„- + c + 

uy2 uy2 uy1 
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(3.3.6) 

öd 
Yz ÖY1 

(3.3.7) 

The result of tbe integration of g(y) = grad V(y) is 

) bA + dB 2 dC 4 b d 2 
Y(y = 2 Y1 + - 4- Y1 + Y1Y2 + 2 Y2 · 

For sufficiently small values b ~ 0 the fullction V(y) is 
positive definite and we find 

V( ) dB 2 dC • d , b (A , + ) · h y = -2- y, + -4- y, + 2 y,- + 2 y, Y1Y2 Wlt 

V(y) -dAy/- b (By/ + Cy14 
- y2 

2) and 
A,B,C,d>O , b ~ O. 

(3.3.9) 

The conditiolls of theorem 1 (a) are satisfied: V(y) is a Lia­
pullov function and the equilibrium point Y = 0 is asymptoti­
cally stable. For small parameters b ~ 0 the domain of attrac­
tion is the whole state space since V remains positive and V 
negative. However, for !arge b states y * 0 with Y(y) = 0 will 
occur which limit the region of asymptotic stability (see equa­
tion (3.1.3)). 

Ford= 1 alld b= 0 V is identical with the energy in equatioll 
(3.3.2) and V correspollds to the loss due to friction in 
equation (3.3.3). In this case the surface Y(y) (cf. figure 1) 
can be interpreted as the system's >energy surface( in the phase 
plane < y1,y2 > : U A > 0 (friction) the equilibrium state 
Y = 0 will be reached by a spiral motioll (asymptoticaUy stable 
equilibrium), if A = 0 (no friction) a cyclic motion will be per­
formed Oll the energy surface (stable equilibrium), alld if 
A < 0 the point (y,,y2) moves outwards Oll a spiral curve 
(unstable equ ilibrium). 

3.4 Linear systems 

For a second method of stability investigation of nonlinear 
systems, namely the linearization principle, some theorems 
dealing with linear differential equations are needed. 
A Linear autonomous system can be written as 
y = A y + b (3.4.1) 

where A is a quadratic matrix of order n and b is a n-dimen­
siollal vector. This system can be transformed ioto 

y = Ay ' (3.4.2) 

so that the stability investigation can be restricted to the null 
solution Y = 0, too. 

Theorem 2 Tbe equilibrium point Y= 0 of the linear auto­
nomous system y = A y is asymptoticaUy stable iff all eigen­
values of A have negative real parts. Y is unstable if at least 
one eigenvalue has a positive real part. If tbe eigenvalues have 
negative and zero real parts additional criteria are neccessary. 



The eigenvalues of the matrix A are the solutions of the 
characteristic equation 
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Intuitively speaking, this theorem says that in tbe neigh­
bourhood of the origin Y= 0 an expansion of f(y) into 

IA-t-Ei=O' (3.4.3) f(y) = f(O) + J(O) y + h(y) (3.5.4) 

where 1. 1 denotes the determinaot and Eist tbe unit matrix. 
Equation (3.4.3) can be transformed into 

0 = An A11 + An-1 A_n - l + „. + Ao. (3.4.4) 

In geoeral, the zeros of this polynomial cannot be expressed 
analyticaUy by the coefficients for n > 4. But the foUowing 
theorem supplies information about what signs the real parts 
of the solutions of (3.4.4) have: 

Theorem 3 (Hurwitz stability criterion (5, 11]) 
Thezerosofthepolynomialp(A.) = A0 A.n + An_1 A.0 -

1 + .„ + 
A0 have negative real parts if the principal minors Ok 
1 h;i 1 k,k k = 1, ... , n of the Hurwitz detenninant 

An- 1 An-3 An-5 · · · 0 
An An-2 An-4 · · · 0 
0 An- 1 An- 3 „. 0 

Hn = 1 hu 1 n,n = 1 0 An An- 2 ··· 01 (3.4.5) 
0 0 An- 1 . „ 0 

0 0 0 Ao 

h· = {An+i: 2J1ro ) S n+i-2j S n 
•l O otherwise 

satisfy A 0 k ·Ok> 0 k = 1„ .„o. 
Furthermore, one can derive from this theorem that for an 

asymptotically stable equilibrium point tbe coefficients 
Ao„. „An have the same sign. 

Since for linear systems all theorems are globally true no 
investigation of the domain. of attraction is neccessary. 

3.5 The linearization principle 

lf the differential equations have a more complicated form it 
is only in special cases that one will find an appropriate 
Liapunov function. Nevertheless, stability properties can be 
studjed for small deviations from equilibrium where the 
nonlinear parts have smaU effects only. Then tbe stability 
criteria of the last chapter can be used if tbe foUowing tbeorem 
is applicable: 

Theorem 4 The equilibrium point Y = 0 of the nonlinear 
autonomous system 

y = f(y) with f(y) = A y + h(y) and f(O) = 
h(O) = 0 

is asymptotically stable if 

(3.5.1) 

(1) Y = 0 is an asymptotically stable equilibrium point of 
y = Ayand 

(2) lim J!1ill = o. (3.5.2) 
IYl-+0 IY 1 

Both conditions are satisfied if all eigenvalues of tbe Jacobian 
matrix 

J(Y) 

öf, 
OYI' 

Mn 
~Y• • 

have negative real parts. 

öf1 
Öyn 

öfn 
' öy. 1 y = y 

(3.5.3) 

is possible. The stability investigatioos then are carried out 
with the first order approximation which simplifies by 
f(O)= 0 to 

y = J(O) y. (3.5.5) 

This theorem gives oo information about the domain of 
atlraction since it is of local character. For global asymptotic 
stability" there exist sufficient criteria (11] wruch will be 
omitted here. 

3.6 Example 2 (/inearization principle) 

Tue application of the linearization principle will be demon­
strated for a more complex model of ceUuJar kinetics. lt 
concerns the formation of red blood cells (9, 10]. 

The basic 5 differential equations are 

y = f(y) with f(y) = (f1(y)„. „f5(y)) and 
f1 = a(A-e- 0Ys)-Cy1 

f2 = ß y, - Z6 Y2 
f3 = Z6 Yz - ~ Y3 
f4 = ~y3-Öy4 
fs = 0 e- EZe_ F Ys 

Z6 = y (G- e- HYs) 

Z1 = z6 (3.6.1) I Z6 -1 

Zs = € E (y3 + y.)3 + J l M 

Kfo + y4) 3 + LJ 
Y1„. „y5 are cell numbers aod hormone quant1tres, A„. „ 
M > 0 are constants and a„. „€ > 0 are model parameters 
whkh can be varied within certain bounds. · 

At first the Jacobiao has tobe found. Oefining 

fi;: = ~ 1 i,j= 1„. „5 
Öyl y=Y 

oneobtains 

[

I 

1 

J(Y) = 

0 0 0 f]5 

f22 0 0 f25 
f32 f33 0 f35 
0 f43 [44 f45 
0 ~3 ~4 ~5 

(3.6.2) 

Fig. 4. Block diagram of the regulatory system of red cell formatioo 
(~ transition of cells and hormones, -+ regulatory mecl'tanisms, 
a, ... , e model parameters) 

Y2 

Y3 
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with the addi tional rc la tions fs4 = f53, f43 = - f33, f3s = - f2s -
f45, f32 = - f22 · 

ln a second step the signs or thc real parts of the eigenvalues 
of J(Y) shall bc dcterm ined using the Hurwitz stabili ty 
criterio n ( theorem 3). T he eigenvalues are the solutions of 

IJ - A E 1 = 0 = AsA.5 + A4},4 + A3A.3 + A2A.2 

+ A,A. + A0 , (3.6.3) 

where the coefficients A1 are sums and products of the partial 
derivatives f 11 (9]. The conditions of the Hurwitz criterion 
are satisfied i f 

IA4 A, I IA4 A2 Ao l 
As> 0, Ds = A4 > 0, 02 = A A - > 0, 03 = As A3 Ai > 0 

s 3 0 A 4 A 2 

04= 

A4 A 2 A0 0 
As Al As 0 
0 A4 A1 Ao 
0 As A3 As 

A4 A1 Ao 0 
As A3 A 1 0 

>0, 

0 
0 

Os= IO A4 Az Ao 0 1 

0 As A3 As 0 
0 0 A 4 A2 A0 

>O (3.6.4) 

The values of f11 , A 1 and 0 1 are to be calculated for each 
parameter set a, ... , E and the corresponding equilibrium.point 
Y. Thus, fo r this model asymptotic stab.i.lity has been proved 
in all considercd cascs (9]. The necessary condition of theorem 
3, namely A1 > 0, is cvcn fulfilled for all parameter sets 
without explicit knowledge of the equilibrium points. About 
the domain of attraction nothing can be said since there is no 
global asymptotic stability. 

Finally it should bc noticed that the direct method of 
Liapunov is not viable in this example since the differential 
equalions are too complicated. On the other band, it is of 
course possible to apply the linearization principle in example 
1. Then , however, assertions about the domain of attraction 
cannot be made. 

4 Generalization of stability 

4.1 Nonautonomous systems 

Nonautonomous systems can be wri t ten as 

4.2 Discrere Systems 

Discrete systems or sampling systems are described by diffe­
rence equations. Most theorems of con t inuous systems hold 
true here. The necessary modifications sball be exhibited 
briefly for autonomous cliscrete systems. A system of diffe­
rence equations is called autonomous if 

Yk+t = f(yk) (4.2.1) 

yk is tbe value of the n-dimensional vector y at step k. In a 
sampling system this is the value at time tk: yk= y(tk), in a 
numerical method it is the k-th iteration: yk= y(k). The defini­
tions and theorems of the di rect method of Liapunov carry 
over verbatim, where V(y) changes into V(yk) and V(y) into 
6 V(yk). 

The solution of a linear discre te system 

Yk+I = A Yk with the initial valuc y0 = Yk (4.2.2) 
is Yk = Ak- 1.oyo. o (4.2.3) 

Tbe null solution Y= 0 is asymptotically stable iff the absolute 
value of all e igenvalues of Ais less than l (11]. 

The linearization principle for nonlinear discrete systems 
yields asymptotically stable equil.ibrium points if we can write 

Yk+1 = f(yk) = A Yk + h(yk) 

with lim lh(yk) 1 

1 Yk 1- 0 IYk 1 
= O 

(4.2.4) 

(4.2.5) 

in analogy to equations (3.5.1) and (3.5 .2) for co ntinuous 
systems. This is true if f(yk) is a contraction in the neigh­
bourbood of Y= 0, i.e. if the inequality 

lf(yk) 1 < IYk 1 (4.2.6) 

is satisfied for Yk* 0. 
lt is noteworthy that the stability properties of continuous 

systems are equivalent to the convergence properties of nume­
rical methods (discre te systems): Global asymptotic stability 
corresponds to the convergence of an iterative method with an 
arbiuary starting point; for asymptotic stability the starting 
point must be in a cenain neighbourhood of the solution and 
instability corresponds to diverging iterations. 

4.3 Stochasric differential equarions 

For stochastic systems a generalization of the stability theory 
is possible, too. A review of this theory in which Liapunov 
functions and a linearization principle occur in a similar 

y = f(t,y). (4.1.1) fashion is given in the book or ARNOLD (1). 

The definitio ns and theo rems of the last chapter have to be 
modified consider ing the explicit time dependence. However, 
the essentials of the autonomous theory remain valid. T he 
direct method of Liapunov can be generalized using time 
dependent Liapunov functions, but the >variable gradient< 
method of SCHULTZ and GIBSON (chapter 3.2) cannot be 
applied here. 

Linear nonautonomous systems do not lead to such simple 
theorems as in chapter 3.4. One rather considers matrix 
differential equations and has to estimate the required funda­
mental matrix. 

The linearization principle can be generalized for nonauto­
nomous systems, but more involved methods are needed now 
since a stability investigation using the eigenvalues of the 
Jacobian is not possible. 
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Appendix: Phase dlagrams 

For two coupled difrerential equations a useful geometrical 
interpretation of the stability properties is possible. One re­
gards the rrajecrory i. e. the path of the solution y(t), in the 
phase plane traced out by the points (y1,y2) . Since only an 
impression of this technique shall be given here, we deal with 
the simplest case of linear systems with distinct eigenvalues. 
The results hold true for corresponding nonlinear systems 
near the equilibrium points. For a more detailed discussioo 
see (3] aod (11]. 

Consider tbe linear system 

y = A y , Y = (Yi,Y2), A = (aijh,2 (A.l) 



with the initial value y(t0)= y0, t0 = 0. The eigenvalues A.1 and 

"2 are the roots of IA- /..E 1 = 0 and for /..1 * /..2 the solutions 

are 

y1(t) = b1 e>-11 + b2 el.,t , Y2(t) = bJ e»,t + b4 e;„, . (A.2) 

The coefficients b1, .. . ,b4 can be expressed in terms of A.1, A.2 , 

y0 and tbe matrix elements aii (11]. Tbe eigenvectors of /..1 and 
A.2 follow from 

(A-A.1E) r1 = 0 , (A-"2E) r2 = 0. 

Their slopes are found tobe 

(A.3) 

m1 = (A.i-a11)fa12 = b3/b1. , m2 = ("2- a11)/ a12 
= b4/ b2. (A.4) 

Ä.z < A.1 < 0 (figure 5 (a)) In tbis case the solutions (A.2) con­
verge to zero. For sufficiently !arge t (A.2) can be written as 

Y1(t) - b1 e>.,t , Y2(t) - bJ e;,,, , Y2 = m1 Y1 + Ö (t), 

wbere ö(t) vanishes witb increasing t. Thus, y(t) converges 
tangent to the eigenvector of the !arger eigenvalue to the 
asymptotically stable origin, which is called a stable node. 
0 < J..1 <Ai (Eigure 5 (b)) This is the opposite case. For !arge t it 
follows that 

Y1(t) - b2 e•1t , Y2(t) - b4 e>.,t , Y2 = m2 Yt + Ö(t), 

where ö(t) increases for increasing t but at a considerably 
slower rate than y1 and y2. The solution y(t) diverges from the 
origin, which is now caUed an unstable node, into the direction 
of r2 • 

t..2 < i,1 = 0 or 0 = i" < i.z (figure 5 (c), (d)) We find 

F ig. 5. Phase diagrams for 2 linear differential equations with distinct 
eigenvalues (from [11]) 

Ai.2 real 
(a) Ai< A.1 < 0 (stable node) 
(b) 0 < A.1 <Ai (unstable node) 
(c) A.2 <At= 0 
(d) 0 :0 A., < "-2 

(a) 

(c) 

(e) A.2 < 0 < A1 (saddle point) 
A.1 ,2 = : ),, ± iAi complex 

(f) A, < 0 (s table spiral point) 
(g) A, > 0 (uns table spiral point) 
(h) A, = 0 (center) 

lbl 

Y1 
-',r1 ~

Y2 

Y1 

lel rr1 
r2 

_1_,, 1,,il ,, 
(f)r:r~ 
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Y1(t) = bi + b1 e'21 , Y2(t) = b3 + b4 e'2t , 
Y2 = 1112 (Y1- b1) + b3. 

Tbe trajectories are lines parallel to r2 • For "2<0 they con­
verge to (y1 ,y2) = (b11b3 ) with y2 = m1 y11 i. e. to the points of 
intersection with the eigenvector r1. Every point of r1 is an 
equilibrium state. lt is asymptotically stable for deviations 
parallel to r1 and only stable for deviations into other direc­
tions. For 0 < A.2 all points are unstable. 
}1.2 < 0 < ;.1 (figure 5 (e)) For !arge t tbe solutions (A.2) can be 
written as 

Y1(t) - b1 e ' •' , Y2(t) - b3 e'·· t , Y2 = rn1 Y1 + ö(t) 

with ö(t) tending to zero as t tends to infinity. Thus, the 
trajectories diverge tangent to r1. But if the initial values lie on 
r2 we have b1 = b3 = 0, whence 

Y1(t) = b2 e•:t , Y2(t) = b4 el.,t , Y2 = m2 Y2· 

ln this case the trajectories coincide with r2 and the solutions 
converge to the or igin, which now is called a saddle point. 
J..1 , }"2 complex: i..1 = i.., + i A; , 4 = },, - i Ä.; (figure 5(~), (g), 
(h)). We find the solutions 

Y1(t) = e;,, (b1eil.it + bze-iA.t), Y2(t) = e'·' (b3e;1·•' + b4e- iA,i ). 

For A.„ < 0 they tend to zero and the trajectories are spiral since 
the terms in brackets are angular functions. The origin is 
called a stable spiral point. For 0 < A., we have the correspoo­
ding unstable solution and the origin is an unstable spiral­
point. For A., = 0 the solutions are cyclic witb the period 
n/A.1• lt can be shown that the closed trajectories are ellipses 
with the origin as center. 
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Analyse von Serien von Spaltanlagen ohne Wiederholungen 

H. F. Utz 

Zusammenfassung 

Serien von Spaltanlagen, die ohne Wiederholung angelegt sind, 
werden in der Pflanzenzüchtung öfters verwendet. Die Aus­
wertung derartiger Serien, in denen die Kleinteilstücke eine 
Blockstruktur aufweisen, wird erläutert. Ferner wird ein Ver­
fahren beschrieben, das eine Bereinigung von Blockeffekten 
erlaubt, sofern der Kleinteilstücksfaktor in einer Gitteranlage 
vorliegt. Es basiert darauf, daß die einzelnen Parzellenwerte 
adjustiert werden und nicht wie gewöhnlich die Prüfglied­
mittelwerte. 

Summary 

Series of split plot designs conducted without replications are 
often used in plant breeding. The analysis of such series wherein 
the subplot creatments are arranged in randomized block 
designs is considered. Further, a procedure is described allow­
ing an adjustment for block eff ects if the subplot treatments are 
alloted in lattice designs. lt is based on adjusting each plot 
observation and not the treatment means as usually done. 

Einleitung 

In der Pflanzenzüchtung sind die potentiellen Sorten über 
breite ökologische Anbaubedingungen, nämlich über mehrere 
Orte, Jahre und pflanzenbauliche Maßnahmen, zu prüfen. Um 
möglichst viele Sorten testen zu können, wird teilweise auf 
Wiederholungen im Einzelexperiment verzichtet. Derartige 
Experimente sind historisch gesehen oft so entstanden, daß 
Blöcke eines Blockversuches mit zusätzlichen agronomischen 
Behandlungen versehen wurden, z.B. mit einer Spätdüngungs­
gabe oder mit einer phytomedizinischen Applikation. Damit 
ist das Einzelexperiment als Spaltanlage ohne Wiederholun­
gen anzusprechen und es entsteht die Frage, wie Serien solcher 
Spaltanlagen auszuwerten sind. 

RUNDFELDT (1970) schlägt unter dem Begriff »differenzier­
te Blockanlage« eine Auswertung in zwei getrennten Analysen 
vor, indem er zuerst die Kleinteilstücke und anschließend die· 
Großteilstücke analysiert. Mit einem entsprechenden Ver­
fahren (»Wechselgitter«) werten FUNKE und HAUFE (1976) 

Serien aus, in denen die Prüfglieder der Kle.inteilstücke in 
Gitteranlagen angeordnet sind. Nachteilig bei diesen Verfah­
ren ist, daß die Aufteilung der Freiheitsgrade in den beiden 
Unteranalysen nicht völlig mit der Aufteilung der Freiheits­
grade in einer Serie von Spaltanlagen übereinstimmt und daß 
sich bei Gitteranlagen zwei verschiedene Schätzungen für die 
Sorteneffekte ergeben. w ·EBER und HAUFE (1978) versuchen 

. dies zu vermeiden. Ihre Annahmen, daß die Varianz der un­
vollständigen Blöcke in allen Einzelexperimenten gleich groß 
ist und daß keine Wechselwirkungen zweiten Grades, nämlich 
Sorten X Agronomische Behandlungen X Orte, vorliegen, 
dürften jedoch ~icht immer für Serien von Sortenversuchen 
gesetzt werden konnen. 

Im folgenden soll alternativ eine Auswertungsmethode für 
Serien von Spaltanlagen ohne Wiederholungen vorgeschlagen 
werden, wobei obige Annahmen nicht vorausgesetzt seien. 
Dabei werden die beiden Fälle behandelt, daß der Kleinteil­
stücksfaktor in Form einer Blockanlage oder in Form einer 
Gitteranlage vorliegt. 

Kleinteilstücke in Blockanlagen 

An P Orten sei ein Experiment durchgefühit, in dem A Groß­
teilstücke die A Stufen der agronomischen Behandlung dar­
stellen und jedem Großteilstück T Sorten in Kleinteilstücken 
zugeordnet sind. Je Experiment liegen also A Randomisatio­
nen der T Sorten vor. In der praktischen Pflanzenzüchtung 
dürften die Sorten und die agronomischen Behandlungen 
(kurz: Behandlungen) als fixierte Effekte und die Orte als 
zufällige Effekte anzusehen sein. Unter diesen Voraussetzun­
gen erhält man die Varianzanalyse von Tabelle 1 als Spezial­
fall einer Serie von Spaltanlagen mit R = 1 Wiederholungen, 
siehe etwa UTZ (1971). Für die Erwartungswerte der mittle­
ren Abweichungsquadrate E(MQ) ist eine Schreibweise ver­
wendet, bei der Varianzen sowohl von fixierten wie :zufälligen 
Effekten mit dem Symbol o2 bezeichnet werden. So steht 
o~ füI ~(ai-a) 2/(A- l), also für die Varianz der Behandlun­
gen, o; für ~(ti-t) 2/(T- l), also für die Varianz der Sorten­
effekte. Die Varianz der Ortseffekte ist mit o~ , di·e Varianz 
der Wiederholungseffekte mit er,, der Fehler der Großteil­
stücke mit oa, der Fehler der Kleinteilstücke mit o~ und die 

Tab. l. Analyse einer Serie von Spaltanlagen ohne Wiederholungen, Kleinteilstücke in Blockanlagen angeordnet 

Ursache FG MQ E(MQ) 

Orte 
Behandlungen 
Behandlung X Orte 
Sorten 
Sorten X Orte 
Sorten X Behandlung 
Sorten X Orte X Behandlung 

§ approximativer Test 
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P- 1 
A- 1 
(A- 1) (P- 1) 
T- 1 
(T- l)(P- 1) 
(T-l)(A-1) 
(T-1) (P-1 ) (A- 1) 

Mr 
MA 
MAP 
MT 
MTP 
MTA 
MTPA 

(oe + od) + TA(o, + op) 
(oe + od) + Toap + TPo. 
(oe + od) + Toap 
Oe + Ao,P + APo, 
Oe +Ao1p 
(o. + 0 1pa) + Po"' 
(oe + Otpa) 

F-Test 

MA/MAP 

MT/MTP 
MTP/MTPA § 
MTA/ MTPA 



Varianz der Inte raktionen durch Kombination von Zeichen 
symbolisie rt. 

Gemäß der E(MQ) existie ren F-Tests für Behandlungen, 
Sorten und Sorten X Behandlungen, wobei im Nenner jeweils 
die entsprechende Inte raktion mit Orten e ingesetzt wird. Da­
gegen können keine S ignifikanzangaben für die Ortseffekte 
und ihre Inte raktionen mit Behandlungen und Sorten gemacht 
werden. WEBER und HAUFE (1978) testen die Sorten X Orte­
lnteraktionen gegen Sorten X Orte X Behandlungen. Dies 
führt zu e inem konservativen Test, sofern letztere Interak­
tionsart ungleich Null ist. 

Kleinteilstücke in Gitteranlagen 

Für einer Serie von Gitteranlagen schlugen CoCHRAN und 
Cox (1957, Kap. 14.32) vor, jedes einzelne Experiment als 
Gitteranlage auszuwerten und die adjustierten Prüfglied­
mittelwerte hinterher zusammenfassend zu analysieren. Ähn­
lich kann verfahren werden, wenn d ie Großteilstücke eine zu­
sätzliche Behandlung erhalten haben: Die Großteilstücke 
dienen als Pseudowiederholungen, um je Einzelexperiment 
eine Gitteranalyse zu berechnen. Dieser Teil der Analyse ist 
mit dem e rsten Analysenabschnitt von FUNKE und H AUFE 
(1976) identisch. A llerdings ist e ine derartige Schätzung der 
Effekte der unvo llständigen Blöcke mit e inem größeren Feh­
ler behaftet, da im lntrablockrehler des jeweiligen Experi­
mentes nicht nur der Parzellenfehle r, sondern auch die Inter­
aktion Sorten X Behandlungen enthalten sind. Bei der Be­
rechnung des Wägcfaktors wer<len letztere Interaktionen also 
als eine Art von zufä lligen Fehlereffekten behandelt. 

Um zu e ine r Dreiwegetafel Sorten X Orte X Behandlungen 
zu gelangen, werden die Parzellenwerte des Einzelexperimen­
tes adjustiert, nicht wie üblich d ie Prüfgliedmittelwerte. Der 
Effekt eines unvollständigen Blockes läßt sich schätzen als 
[-C/k-A(R-G)]/(A-1), wobei C das Korrekturmaß des un­
vollständigen Blockes, in dem die Parzelle liegt, R der Mittel­
wer t über alle Parzellen des entsprechenden Großteilstücks, 
G der Mitte lwert über alle Parzellen des Einzelexperiments, 
k die Anzahl der Parzellen je unvollständigem Block und A 
die Anzahl der G roßteilstücke ist (siehe auch COCHRAN und 
Cox 1957, Kap. 10.28). Unter Benutzung des Wägefaktors 
µ ergibt sich eine Korrektur für einen Parzellenwert x mit 

x' = x + µ[C + kA(R-G)]. 

Mit diesen adjust ie rten Parzellenwerten kann nun eine 
zusammenfassende Analyse gemäß Tab. l durchgeführt wer­
den. Da die Effekte der unvollständigen Blöcke und der 
Wägefaktor geschätzt sind, können die T ests von Tab. l ähn7 
lieh wie in e iner e infachen Serie von Gitteranlagen oder in 
einem einzelnen Gitterexperiment nur approximativ sein. Am 
wenigsten dürfte der Test der Sorten mit MT/MTP, am stärk­
sten der Test der Sorten X Behandlungen mit MTA/MTPA 
dadurch beeinträchtigt sein. Denn MTPA besitzt nur dann 
(T-l)(P-l)(A-1) Fre iheitsgrade, wenn keine Blockkorrek­
tur durchgeführt wird. Je höher d ie Wägungsfaktoren in den 
einzelnen Experimen ten sind, desto stärker dürften diese 
Freiheitsgrade reduziert sein. 

Diskussion 

Dem praktischen Pflanzenzüchter ist vor allem an einer aus­
sagekräftigen Schätzung der Sorteneffekte gelegen, weniger 
an der Gültigkeit der statistischen Tests. Für dieses Ziel dürf­
ten Serien von Spaltanlagen ohne Wiederholungen besser ge-
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e igne t sein als Serien von Anlagen, in denen auf agronomische 
Behandlungen zugunsten von re inen Wiederholungen ver­
z ichte t wird und dam it der Umweltbe re ich reduziert ist. 
FEDERER (1975) weist darauf hin, daß bei Spaltanlagen ohne 
Wiederholungen auf e ine adäquate Analyse zu achten ist, da 
sonst leicht falsche Schlüsse gezogen werden. 

In Serien, in denen die Sorten, also die Prüfglieder der 
Kleinte ilstücke, in Blockanlagen angeordnet werden, sind 
für d ie züchterisch relevanten Variationsursachen Sorten 
und Sorten X Behandlungen gültige Signifikanztests möglich. 
Weniger empfehlenswert dürfte sein, pflanzen bauliche Frage­
stellungen ohne Wiederholungen zu untersuchen, da man 
hier auch über die Interaktionen Behandlungen X Orte eine 
Aussage machen möchte. 

Obwohl im Einzelexperiment der Parzellenfehler mit der 
Interaktion Sorten X Behandlungen vermengt ist, läßt sich 
ein Schätzwert für den VersuchsfehJer über eine höhere Poly­
nomialkomponente gewinnen, wenn die Stufen der agronomi­
schen Behandlung quantitativ variiert sind, etwa als anstei­
gende Bestandesdichte. Eine entsprechende Analyse für 
einzelne G itteranlagen wurde von CORNELIUS (1976) ent­
wickelt und läßt sich auch für Serien e insetzen. 

Das hie r vorgeschlagene A nalysenverfahren für Serien mit 
Gitterstrukturen besitzt gewisse Vorzüge. Es ist leicht mit vor­
handenen Programmen zur Auswertung von Gitteranlagen 
und mehrfaktorie llen Versuchen durchzuführen, da zusätz­
lich nur eine Adjustie rung der e Lnzelnen Parzelleowerte erfor­
derl ich ist. Das zweischrittige Verfahren dürfte rechnerisch 
bedeutend günstiger sein a ls e ine Gesamtanalyse mittels einer 
verallgemeinerten Methode der kleinsten Quadrate, weil 
dieses bekanntlich Operationen mit großen Matrizen erfor­
dert. Der Ansatz läßt eine von Ort zu Ort unterschiedlich 
hohe Bodenvariabilität zu. Außerdem sind auch Serien aus­
wertbar, in denen die Einzelexperimente in Art und Größe 
nicht identisch sind, weil die Zahl der Behandlungen oder 
Sorten verschieden groß ist oder weil Experimente mit und 
ohne Gitterstruktur analysiert werden sollen. 

Herrn Dr. Weber danke ich fiir Anregungen zu einer verbesser­
ten Darstellung. Leider erfuhr ich erst nach Fertigstellen des 
Manuskriptes, daß Herr Haufe den Gedanken, die einzelnen 
Parzellen werte w adjustieren, schon früher geäußert hatte. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 

CHARNES, A. and LYNN, W. R., Ed. 
Mathematical Analysis of Decision Problems in Ecology 
Lecture Notes in Biomathematics Vol. 5 
1975, 42 1 S., DM 35,-
Springer Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Der vorliegende Band enthält einen Teil der Referate einer NATO­
Konferenz über das gleiche 111ema. Es zeigt sich, daß bei ökologi­
schen Problemen in zunehmendem Maße mathematische Modelle 
weiterhelfen werden. Dabei ist die Simulation ein nützliches Hilis­
minel, um Auswirkungen von Entscheidungen sichtbar zu machen. 
Es war Aufgabe der Konferenz, den Stand der Forschungsarbeiten 
auf diesem Gebiet von den verschiedensten Seiten zu beleuchten. 
Daher vermittelt diese Zusammenstellung viele Anregungen. Ge. 

SAMPATH, G. and SRtNIVASAN, S. K. 
Stochastic Models for Spike Trains of Single Neurons 
Lecrure Notes in Biomathematics Vol. 16 
1977, 188S., DM 18,-
Springer Verlag, Berlin- Heidelberg- New York 
Das vorliegende Buch enthält eine systematische Zusammenstellung 
von veröffentlichten Modellen zusammen mit dem jeweiligen mathe­
matischen Hintergrund. Es beginnt mit einer Einführung in die Neu­
ronenphysiologie. Damit s tellt es eine Übersicht über den augen­
blicklichen Stand de r Forschungsrich tungen dar. Ge. 

RICCIARDI, L. M. 
Diffusion Processes and Related Topics in Biology 
Lecture Notes in Biomathematics Vol. 14 
1977, 200S„ DM 24,80 
Springer Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Die vorliegende Darstellung ist die Ausarbeitung eines Kurses. Dabei 
war angestrebt, daß die behandelten Probleme mit geringen Kennt­
nissen in Mathematik und Wahrscheinlichkeitstheorie verstanden 
werden sollten. Die eingefügten Übungsaufgaben sollen zur eigenen 
Bearbeitung anregen. Es werden neben diskreten auch kontinuierliche 
Prozesse behandelt. Die klare Darstellungsart zusammen mit den 
anschaulichen graphischen Darstellungen erleichtert die Durchar­
beitung des Buches sehr. Ge. 

BANKS, H. T. 
Modellng and Control In the Blomedical Sciences 
Lcture Notes in Biomathematics Vol. 6 
1975, 114 S., DM 18,-
Springer Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Die Zusammenstellung von Beispielen mathematischer Modelle zeigt 
die Nützlichkeit dieser Art der Beschreibung von biologischen Vor­
gängen. Der Autor betont die Erstellung von Modellen ohne dabei 
schon alle Möglichkeiten der Optimierungs- und Kontrolltheorie aus­
zuschöpfen. Differentialgleichungssysteme werden immer wieder be­
nutzt. - Eine umfangreiche Bibliographie vervo llständigt die Über­
sicht. Ge. 

NAGYLAKI, T. 
Selectlon In One- and Two-Locus Systems 
Lecture Notes in Biomathematics Vol. 15 
1977, 208 S., DM 24,80 
Das Buch ist aus einem Kurs über theoretische Populalionsgenetik 
entstanden. Kenntnisse in Matrizenrechnung werden vorausgesetzt. 
ln einer übersichtlichen, gut gegliederten Darstellung wird sowohl der 
biologische Hintergrund als auch die erforderliche mathematische 
Technik dargestellt. Ge. 

MARUY AMA, T. 
Stochastlc Problems in Population Genetics 
Lecture Notes in Biomathematics Vol. 17 
1977, 245 S., DM 24,80 
Springer Verlag, Berlin- Heidelberg- New York 
Die vorliegende Veröffentlichung ist aus Vorlesungen über Probleme 
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der Populationsgenetik im Zusammenhang mit stochastischen Pro­
zessen hervorgegangen. Unter Einbe1Jehung von Computersimulatio­
nen werden dabei eine Fülle von Modellen systematisch behandelt. 

HAHN, R. und NIENABER, B. 
Probleme lösen mit dem Computer 
Teil 1: Einführung in die algorithmische Problemlösung 
EDV in der Anwendung, Bd. 3 
1978, 135 S., DM 12,80 
Neuer Verlag B. Bruscha, Tübingen 

Ge. 

Der Zugang zum Computer wird heute schon sehr unterschiedlich 
gewählt. Ein bestimmt guter Ausgangspunkt ist dje Darstellung von 
Algorithmen. Insofern ist das vorliegende B uch als origineller Bei­
trag zu werten. Gewisse Schwierigkeiten werden dem Anfänger -
aber nicht nur bei dieser Einführung - die vielen Begriffe bereiten, 
die man sich u. U. drucktechnisch etwas besser hervorgehoben 
wünscht.-
Insgesamt aber eine empfehlenswerte Darstellung. 

LEWIS, E. R. 
Network Models In Population Blology 
Biomathematics Vol. 7 
1977, 402 S., DM 64,80 
Springer-Verlag, Berlin - Heide lberg- New York 

Ge. 

Der Autor gibt e ine Einrührung in die Theorie dynamischer Systeme 
und in die Netzwerktheorie. Dabei ste hen disk rete Prozesse im Vor­
dergrund, wenn auch der Bezug zu kontinuierlichen Prozessen immer 
wieder gebracht wird. Die Verwendung von graphischen Darstellun­
gen erleichtert das Einarbeiten in diese Materie. - Nach der Behand­
lung der Grundlagen der Modellbildung wird der Analyse von Netz­
werkmodellen viel Raum gewidmet. Ge. 

SMITH, D. and K i;YF1TZ, N. 
Mathematlcal Demography 
-Selected Papers 
Biomatl1ematics Vol. 6 
1977, 514 S., DM 78,-
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Die Verfasser legen eine Sammlung von Beiträgen der mathemati­
schen Entwicklung der Demographie vor. Dabei stützen sie sich z. T. 
auf Arbeiten, die nur schwer zu finden und zu beschaffen sind. Das 
Studium dieser Arbeiten wird dem interessierten Leser viele Anre­
gungen vermitteln. Ein begrüßenswertes Buch. Ge. 

BEUTEL, P., KOFFNER, H. ROCK, E. und SCHUBO, w. 
SPSS7 
Statistik-Programm-System für die Sozialwissenschaften 
2. Aufll , 1978, 276 S„ DM l9,80 
Gustav Fischer Verlag, Stuttgart - New York 
Daß zwei Jahre nach Erscheinen de r ersten Auflage nun eine erwei­
terte zweite Auflage dieser Beschreibung vorliegt, dafür sind wohl 
zwei Gründe verantwortlich: (J) SPSS ist eines der verbreitetsten 
Statistik-Programmpakete und (2) an Stelle der Version 6 wurden 
nun die Versionen 6 und 7 berücksichtigt. - Die vorgenommene Er­
wei terung kommt u. a. vor allem dem EDV-unerfahrenen Benutzer 
zugute. Insgesamt wird diese Veröffentlichung aber für alle Anwender 
von SPSS eine nützliche Hilfe sein. Ge. 

BEUTEL, P., KOFFNER, H. und SCHUBO, w. 
SPSS 7 - Kompakt 
Eine Zusammenfassung der Versionen 6 und 7 
des Statistik-Programm-Systems für die 
Sozialwissenschaften 
1978. 22 S., DM 6,-
Gustav Fischer Verlag, Stuttgart- New York 
In einem handlichen Format sind die Steuer karten und die Optionen 
der Prozeduren zusammengestellt. Dabei ist jeweils vermerkt , welche 



Angaben nur für bestimmte Versionen oder bestimmte Anlagen gel­
ten. - Für den täglichen Gebrauch ein sehr nützliches Hilfsmittel. 

WAL.TER, G. 
Strukturierte Progra mmierung mit ALGOL 60 
1977, 191 S., DM 24,80 
R. Oldenbourg Ver lag, München - Wien 

Ge. 

Das Erlernen des Programmierens geschieht häufig recht formal 
durch das Erlernen einer Programmiersprache. Dabei tritt das Ken­
nenlernen der algorithmi~hen Denkweise nur selten in den Vorder­
grund. 
In dem Vorliegenden Buch wird einmal der umgekehrte Weg gegan­
gen. Es werden zunächst die Methoden des Programmierens, Pro­
blemlösungsverfahren, die systematische Entwicklung von Algorith­
men und die graphische Darstellung von Algorithmen mit Strukto­
grammen behandelt. Die Verwendung von Struktogrammen (nach 
NASS! und SHNEIDERMAN) erleichtert - soweit sie konse4u1:nt und ge­
konnt angewandt werden - die Umsetzung in eine Programmier­
sprache. 
Die eingefügten Beispiele sind instruktiv und überschaubar. Insge­
samt ein empfehlenswertes Buch. Ge. 

FISCHBACH, F. und GROSS, J. 
Programmlerloglk 
1976, 121 S., DM 29,­
Verlagsges. R. Müller, Köln 
Der Programmablaufplan ist <.las Kernstück eines jeden Programmes. 
H ier werden nun zunächst unter Bezug auf DIN 66001 die Hilfsmi ttel 
behandelt und dann für einige Fragestellungen (z.B. Unterprogramm­
technik, Gruppenwechsel, Mischen) Beispiele dargestellt. Das vor­
liegende Buch kann aber auch nur als sehr einfache Einführung ange­
sprochen werden, aus der ein Anfänger ggf. die Grundbegriffe er­
lernen kann. Ge. 

WADEHN, G. und FtSCHBACll, F. 
Problemorientiert mit RPG 
1976, 139 S., DM 29,­
Verlagsges. R. Müller, Köln 
RPG kann als höhere Programmiersprache angesprochen werden, die 
vor allem die Programmierung von Daten- IYcw. Tabellenproblemen 
erleichtern kann. Das vorliegende Buch ist als Einführung gedacht. 
Der uneingeweihte Leser kommt aber ohne die Lektüre der in der 
gleichen Schrirtcnrcihe erschienenen Bücher, auf die immer wieder 
verwiesen wird, nicht zurecht. Ge. 

STEINBUCH, K. 
Kommunikationstechnik 
1977, 273 S., DM 58,-
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg - New York 
Die gegenwärt igen Veränderungen der Kommunikationstechnik wer­
den wahrscheinl ich das menschliche Zusammenleben und Zusammen­
arbei ten tiefgreifend verändern. Es ist daher zu begrüßen, daß über 
die Kommunikationstechnik eine so sorgfältig zusammengestell te und 
le icht lesbare Zusammenfassung vorliegt, die interessierten Lesern 
viel Information vermitteln wird. Ge. 

SELBMANN, H. K., ÜB ERLA, K. und GREJL.L.ER, R. (Hrsg.) 
Alternatlben medizinischer Datenverarbeitung 
Medizinische Informatik und Statistik Bd. 2 
1976, 175 S. DM 27,-
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
In dem vorliegenden Band sind die Referate aus Anlaß einer Fach­
tagung im Klinikum Großhadern zusammengefaßt. Eine Reihe von 
Übersichtsvorträgen führte dabei in die lokalen Probleme der prak­
tischen Datenverarbeitung ein. Daran anschließend wurden einzelne 
medizinische und verwaltungsbezogene Probleme behandelt. Eine ab­
schließende Thesendiskussion eröHnete den Blick auf zukünftige 

· Entwicklungen. Insgesamt eine ausgezeichnete Präsentation der 
Datenverarbeitung in Großhadern. Ge. 

ANDERSON, J. (Ed.) 
Medical lnformatlcs Europe 78 
Lecture Notes in Medical lnformatics Vol. 1 
1978, 822 S., DM 56,-
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Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Es ist anzunehmen, daß die Proceedings des 1. Kongresses der 
European Federation for Medical Jnformatics bereits zum Kongress 
vorlag. Damit besteht aber auch die Möglichkeit, daß sich alle, die 
nicht teilnehmen konnten, sogleich informieren können. Die Viel­
zahl der Vorträge und die Verschiedenartigkeit der Themen zeigen, 
daß sich mit der medizinischen lnfonnatik ein Gebiet entwickelt hat, 
das auch international einen Informations- und Meinungsaustausch 
braucht. Ge. 

MATIHEWS, D. E. (Ed.) 
Mathematlcs a nd the Ute Sc le nces 
Lecture Notes in Biomathematics Vol. 18 
1977, 385 S., DM 31,-
Springer Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
In dem vorliegenden Band sind wesentliche Beiträge eines 14tägigen 
Seminars von 1975 in Kanada zusammengefaßt. Die Abhandlungen 
haben daher beinahe Lehrbuchcharakter. Lm einzelnen sind dies: 
BARNARD, G. A.: Problems of statistical inference in the life sciences; 
F1NNEY, D. J.: Bioassay; LEVINS, R.: Quantitative analysis of complex 
systems; MAYNARD SMITH, J./ Mathematical models in popuJation 
biology; ROSEN, R.: The generation and recognition of patterns in 
biological systems; WooococK, A. E. R.: Catastrophe tbeory and the 
modelling of biological systems. Ge. 

WINGERT, F. (Hrsg.) 
Klartextverarbeitung 
Med. Informatik und Statistik Bd. 4 
1978, 161 S., DM 27,-
Springer-Vcrlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Die Klartextverarbeitung bat nicht die Erfolge gebracht, die man noch 
vor einigen Jahren erwartete. Es ist daher auch in den nächsten Jahren 
eine automatische Verarbeitung der natürlichen Sprachen nicht zu er­
warten. Fortschritte werden sieb aber bei speziellen Fachsprachen 
zeigen. Dic5 war der Tenor einer Tagung, die der Fachbereich Medi­
zinische Informatik der GMDS gemeinsam mit dem Fachausschuß 14 
der GI im Frühjahr 1977 in Gießen durchgeführt hat. Die Referate 
dieser Tagung sind in dem vorliegenden Band zusammengestellt und 
geben somit einen Überblick über den augenblicklichen Stand der 
Überlegungen und Diskussionen. Ge. 

ERSHOV, A. and KOSTER, c. H. A. (Ed.) 
Methods of Algorlthmlc La nguage Implementation 
Leccure Notes in Computer Science Vol. 47 
1977, 351 S., DM 31,-
Springer Verlag, Berlin - Heidelberg - New York 
Im September 1975 fand in Novosibirsk ein Symposium über Metho­
den der implementation von algorithmischen Sprachen statt, bei dem 
neben T,eilnehmern aus der UDSSR, aus Ostblockstaaten auch 5 Teil­
nehmer aus westlichen Ländern vertreten waren. Der vorliegende 
Band enthält e inen Teil der Referate in englischer Sprache. Damit 
eröffnet sich ein Einblick in den Stand der Entwicklungen in den 
östlichen Ländern. Ge. 

CHRJSTIANSEN, F. B. and FENCHEL, T. M. (Ed.) 
Measurlng Sele ctlon in Nat ural Populations 
Lecture Notes in Biomathematics Vol. 19 
1977, 564 S., DM 40,-
Springer Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Der vorliegende Band enthält die Beiträge eines Symposiums, das in 
Erinnerung an Professor 0. FRYDENBE.RG im Mai 1976 in Dänema.rk 
durchgeführt wurde. Neben einer Laudatio und einer Bibliographie 
von 0. FRYDENBERG wurden Arbeiten zu folgenden Themenberei­
chen zusammengestellt: Study of Selection; Study of Polymorphism; 
Sex and Evolution; Ecology and Evolution; Human Evolution. Ge. 
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128 Buchbesprechungen 

SACHS, L. 
Angewandte Statistik-
Statistische Methoden und ihre Anwendungen 
5. neubearb. und erw. Auflage der »Statistischen Auswertungsmetho­
den« mit neuer Bibliographie 
1978, 552 S„ DM 59,80 
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Wenn innerhalb von 10 Jahren ein wissenschaftliches Buch als 5. 
Auflage erscheint, dann bedarf es eigentlich keiner großen Be­
sprechungen mehr. Selbst die geänderten Titel vermögen die Leser 
oder Anwender nicht zu stören, denn seit langem ist dieses Buch der 
»SACHS« und damit längst ein Standardwerk. Es ist anzumerken, daß 
es der Autor immer wieder schafft, auch die umfangreiche neue Lite­
ratur einzuarbeiten. Die z. T. durch die Verwendung von Standard­
programmen zu beobachtende stärkere Anwendung von statisti­
schen Methoden macht dieses Buch auch als Hintergrundlektüre zu 
einem nützlichen, oft unentbehrlichen Ratgeber. Ge. 

WALTMAN, P. 
Deterministic Treshold Models in the Theory of Epidemlcs 
Lecture Notes in Biomathematics Vol 1 
1974, 101 S„ DM 16,-
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Sehr systematisch werden deterministische Modelle von Epidemien 
behandelt, wobei besonderer Wert auf die Berechnung von Schwellen­
werten gelegt wird. Grundlage sind die jeweiligen Differential­
gleichungen, deren Lösungen in Abhängigkeit von den eingeführ ten 
Parametern disku tiert werden. Ge. 

RErCHERTZ, P. L. (Hrsg.) 
Medizinische ltiformatlk 1975 
Medizinische lnforn1atik und Statistik Bd. 1 
1976, 277 S., DM 36,-
Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York 
Der vorliegende Band gibt die Referate der Frühjahrstagung 1975 
des Fachbereichs Informatik der GMDS wieder. Die »Bestandsauf­
nahme« zeigt sehr deutlich, daß zunehmend mehr methodische Bei­
träge vorgelegt werden, die grundsätzliche Probleme behandeln. Dies 
geschieht aber, ohne daß dabei die möglichen Anwendungen im me­
dizinischen Bereich übersehen werden. Ge. 

RANFT, U. 
Zur Mechanik und Regelung des Herzkreislaufsystems 
- Ein digitales Simulationsmodell 
Medizinische Informatik und Statistik Bd. 6 
1978, 192 S., DM 30,-
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg- New York 
Die Entwicklung der Computer hat es ermöglicht, daß komplexe 
Zusammenhänge, die sich mathematisch-analytisch noch nicht be­
handeln lassen, mit Hilfe von Simulationen erforscht werden können. 
In der vorl iegenden Arbei t wird dies für das Herzkreis laufsystem ge­
tan, wobei über die Beschreibung der einzelnen Komponenten - z. T. 
als Differentialgleichtmg - das gesamte Computerprogramm in 
FORTRAN dargestellt wird. Die Überprüfung dieses Modells an der 
Realität und danach gegebenenfalls weitere Modifikationen stehen 
oo~a~ G~ 
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KELLHAMMER, U. (Hrsg.) 
Langzeltstudien über Nebenwirkungen der Kontrazeption 
Stand und Planung 
Medizinische Inforn1atik und Statistik Bd. 7 
1978, 254 S., DM 36,-
Springer-Verlag, Berlin - Heidelberg - New York 
Hier wird in einem Symposium eine eminent wichtige Frage ange­
sprochen. Die zusammengestellten Vorträge und Diskussionsbemer­
kungen vermitteln den Eindruck, daß sehr sorgfältig geplant und 
analysiert wird, daß aber auch noch viele Fragen unbeantwortet 
bleiben. Ge. 

SKARABtS, H. and S1NT, P. P. (Ed.) 
COMPSTAT LECTURES 1 
Lectures in computational statistics 
1978, 132 S., DM 30,­
Physica-Verlag, Würzburg-Wien 
Neben den Proceedings der COMPSTAT-Symposien werden nun in 
unregelmäßiger Folge Abhandlungen über das Grenzgebiet »Com­
putational Statistics« erscheinen. 
Dieser erste Band enthält Arbeiten zu folgenden Themen: Die Rück­
wirkung der Computeranwendung auf d ie Ausbildung in Statistik, 
stochastische Approximation, multidimensionale Skalierung, Cluster­
Analysis, sequentielle nichtparametrische Tests, System Simulation 
und mathematische Strukturen bei der Erstellung von Programmen. 

CORSTEN, L. C. A. and HERMANS, J. (Ed.) 
COMPSTAT 1978 
Proceedings in Computational Statistics, 
3. Symposium held in Leiden 1978 
1978, 540S„ DM 59,-
Physica-Verlag, Wien 

Ge. 

Die Bedeutung der Wechselwirkung zwischen statistischen Methoden 
und Computeranwendungen wird durch die wachsenden Tei lnehmer­
zahlen bei den COMPSTAT-Symposien unterstrichen. Die Veran­
stalter des 3. Symposiums in Leiden haben es auch wieder verstanden, 
daß zum Symposium die Texte der Referate vollständig vorlagen. 
Für alle, die nicht nach Leiden fahren konnten, besteht nun die Mög­
lichkeit, diese Referate nachzulesen. Ein nützlicher Statusbericht über 
dieses wesentliche Grenzgebiet der Computeranwendungen. Ge. 

BURHENNE, w. E. und PERBAND, K. (Hrsg.) 
unter Mitarbeit von J. KERHAHN 
EDV-Recht 
Systematische Sammlung der Rechtsvorschriften, organisatorischen 
Grundlagen und Entscheidungen zur elektronischen Datenver­
arbeitung 
Ergänzbare Ausgabe, einschl. 16. Lieferung, 1258 S. und 3 Aus­
schlagtafeln, DIN AS, DM58,-zuzügl. DM 9,80 für den Ordner 
Erich Schmidt-Verlag, Berlin-Bielefeld-München 
Die vorliegende 16. Ergänzungslieferung enthält u. a. die Fortsetzung 
der Kommentierung des Buodesda1enschutzgesetzes sowie die »Be­
sonderen Vertragsbedingungen für die Überlassung von DY-Pro­
grammen (BVB-Überlassung)« zusammen mit ersten Kommentaren. 

Ge. 
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