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Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Dissertation ist das Verhalten sogenannter Selbstiiberschneidungs-
lokalzeiten ||¢; || einer zeitstetigen Irrfahrt (S,), auf dem d-dimensionalen Gitter Z¢. Dabei ist
fiir p > 1 die Funktion ¢; definiert durch

t
ﬁt(z) ;:/ ]l{S'T:z} dr
0

und bezeichnet die Aufenthaltsdauer der Irrfahrt bis zum Zeitpunkt ¢ € (0,00) im Punkt
z € Z%. Ziel ist es, ein Prinzip grofer Abweichungen zu entwickeln, d.h. das Hauptaugenmerk
liegt auf dem asymptotischen Verhalten der Wahrscheinlichkeit, dass die Selbstiiberschneidungs-
lokalzeiten von ihrem Erwartungswert in erheblichem Mafle nach oben abweichen. Mit anderen
Worten; es soll das asymptotische Verhalten von

log P([[¢: ]I} = r7)

genau bestimmt werden, wobei rf’ € (0, 00) schneller als der Erwartungswert E[||¢;]|}] gegen un-
endlich streben soll. Dieses Verhalten kann dabei durch ¢, r; und eine gewisse Variationsformel
beschrieben werden.

Es wird sich herausstellen, dass es zwei Fille zu betrachten gilt, in denen sich das probabi-
listisch beste Verhalten stark unterscheidet (vgl. Abschnitt 1.4); die genaue Position des Pha-
seniibergangs héingt dabei von den Parametern p und d ab.

Im Vorgriff auf die Resultate kann man festhalten, dass die notigen Selbstiiberschneidungen
in kleinen Dimensionen (im sogenannten subkritischen Fall) {iber einen grofien Bereich erfol-
gen, aufgrund dessen bei der mathematischen Modellierung eine Reskalierung erforderlich ist.
In hohen Dimensionen (dem sogenannten superkritischen Fall) ist dies nicht nétig, da die erfor-
derlichen Selbstiiberschneidungen innerhalb eines begrenzten Intervalles erfolgen.

Das Interesse an der Untersuchung entstand unter anderem aus der Verbindung zu Modellen
der statistischen Mechanik (parabolisches Anderson Modell) und zur Variationsanalysis. In der
Vergangenheit wurde eine Vielzahl an Methoden benutzt, um dieses Problem zu l6sen. In der
vorliegenden Dissertation soll die sogenannte Momentenmethode bestmoglich ausgereizt werden
und es wird gezeigt, welche Ergebnisse damit moglich sind.
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Kapitel 1

Einfiihrung

Hauptgegenstand dieser Dissertation ist die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens so-
genannter (p-facher) Selbstiiberschneidungslokalzeiten von zufilligen Irrfahrten auf Z?. Um es
etwas préziser zu formulieren sei an dieser Stelle erwéhnt, dass nicht das typische Verhalten die-
ser Grofe im Fokus unseres Interesses stehen wird, sondern die Analyse von sogenannten grofien
Abweichungen (eine kurze Einfithrung dazu wird in Abschnitt 1.7 gegeben) dieser Lokalzeiten.

Dieses Thema wurde in den letzten Jahren und Jahrzehnten vielfdltigst untersucht und es erwies
sich als eine reichhaltige Quelle fiir verschiedene neue Fragestellungen. Dabei spielten eine Viel-
zahl unterschiedlicher Parameter im Hinblick auf das Verhalten der Irrfahrt eine entscheidene
Rolle. Unter diesen Parametern findet man beispielsweise die Dimension d, die Vielfachheit p,
die Skala der Geschwindigkeit und nicht zuletzt die Art der Irrfahrt.

Dartiber hinaus sei vermerkt, dass die Losung diverser Fragestellungen technisch relativ aufwen-
dig ist, da die beteiligten Grofien gewisse grundlegende Eigenschaften (Stetigkeit, Beschréinkheit)
nur in unzureichendem Mafle aufweisen. Aus diesem Grunde wurden in der Vergangenheit eine
Reihe unterschiedlicher Techniken zum Studium der Selbstiiberscheidungslokalzeiten eingesetzt,
die sich in bestimmten Situationen als mehr oder weniger erfolgreich heraustellten. (siehe dazu
Abschnitt 1.3)

An dieser Stelle sei zudem ausdriicklich erwahnt, dass Teile der vorliegenden Dissertation vorab
publiziert wurden. Dazu sei auf die Punblikationsliste im Anhang verwiesen.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden zunéchst die Selbstiiberscheidungen eingefiihrt (Ab-
schnitt 1.1) und die Problemstellung genauer formuliert (Abschnitt 1.2). Im Anschluss daran
erfolgt die Einordnung in die vorhandene Literatur (Abschnitt 1.3) und die heuristische Argu-
mentation (Abschnitt 1.4), die eine intuitive Vorstellung iiber die zu erwartenden Ergebnisse
vermitteln soll. Diese Ergebnisse werden anschlieflend exakt formuliert (Abschnitt 1.5) und der
Beweis kurz skizziert (Abschnitt 1.6). Dabei wird auch auf den Vergleich zur Methode des
Dynkinschen Isomorphismus eingegangen, die nach dem derzeitigen Stand der Technik die weit-
reichendsten Resultate ermoglicht. Zum FEnde dieses Kapitels wird schliellich in Abschnitt 1.7
eine kurze Einfiihrung in das Gebiet der grofien Abweichungen aufgezeigt.
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1.1 Selbstiiberschneidungslokalzeiten

In diesem Kapitel werden wir die sogenannten Selbstiiberschneidungslokalzeiten einfiithren. Diese
Objekte stehen im Fokus dieser Dissertation und der Theoreme, die in den folgenden Kapiteln
bewiesen werden.

Es bezeichne (St);c(0,00) €ine einfache (Nichstnachbarschafts-) Irrfahrt (engl. random walk) in
stetiger Zeit auf dem Gitter Z¢. Startpunkt sei dabei der Koordinatenursprung (Sp = 0) und
es bezeichne P das zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsmafl, bzw. E den dazugehorigen Erwar-
tungswert. Um die Selbstiiberschneidungslokalzeiten einzufiihren, seien zunéchst die Lokalzeiten
der Irrfahrt definiert.

Definition 1.1.1 (Lokalzeit einer Irrfahrt).
Fiir eine Irrfahrt (Sy)¢ in stetiger Zeit auf dem Gitter Z¢ und fiir jeden Punkt z € 7 bezeichne
fir allet >0

t
ﬂt(z) :/ H{Sr:z} dr (1.1.1)
0
die Lokalzeit der Irrfahrt im Punkt z zum Zeitpunkt t > 0.

Die Lokalzeit ¢;(z) gibt also an wie lange sich die Irrfahrt insgesamt bis zum Zeitpunkt ¢ im
Punkte z € Z% aufgehalten hat. Auf Basis der vorhergehenden Definition kann nun erklirt
werden, was unter der Selbstiiberschneidungslokalzeit zu verstehen ist.

Definition 1.1.2 (p-fache Selbstiiberschneidungslokalzeit).
Es sei (Sy); eine zeitstetige Irrfahrt auf dem Gitter Z¢ und p € (1,00) eine beliebige reelle Zahl
sowie t > 0. Die p-te Potenz der p-Norm der Lokalzeit

141l = Z (z)P (1.1.2)

2€74

sei als p-fache Selbstiiberschneidungslokalzeit der Irrfahrt (Sy); zum Zeitpunkt t > 0 bezeichnet.

Auf den ersten Blick scheint die p-Norm nichts mit dem (visuellen) Bild einer Selbstiiber-
schneidung zu tun zu haben. Jedoch wird folgende kleine Rechnung die Rechtfertigung fiir die
Begriffsbildung liefern. Falls p € N eine natiirliche Zahl ist, so gilt:

el = > (=)

2€74
t p
= Z </ ]l{Srzz} dT)
2€74 0
t t
= Z/ / ]I{Sﬁ:z}...]l{srpzz}drl...drp
zezd” 9 0
t t
:/O /0 s, —ay - s, —pdrr . dry

z€Z4

t t
:/0 d’l“l /0 dTp ]l{S”:m:Srp} (1.1.3)
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Es ist leicht erkennbar, dass im Falle einer zeitlich diskreten Irrfahrt das Funktional |4 die
Anzahl der Tupel (71,...7,) angibt (gezéhlt in ihrer jeweiligen Vielfachheit), fiir die die Irrfahrt
an demselben Gitterpunkt verweilt. Daher leitet sich die Bezeichnung p-fache Selbstiiberschnei-
dungslokalzeit ab.

Einige Spezialfille ragen besonders hinaus. Fiir p = 0 (welches nicht in der obigen Definition
enthalten ist) bezeichnet das Funktional

> 0(2) = #{z € Z%3r € [0, 4] mit S, = 2}
2€7Z4

den sogenannten Range der Irrfahrt, also die Anzahl der Punkte z € Z%, die bis zum Zeitpunkt
t von der Irrfahrt besucht worden sind. (Dabei sei 0° := 0 definiert.) Fiir p = 1 ergibt sich der

Trivialfall
lalh = 3 a() =t.
z€Z4

Auch wenn fiir nicht-ganzzahlige Werte von p keine anschauliche Interpretation gegeben werden
kann, so sind diese Fille dennoch von Interesse (siehe dazu beispielsweise [HKMO06]).

Es stellt sich nun die Frage nach dem typischen Verhalten von |45 fiir ¢ — oco. In der Lite-
ratur zu diesem Thema findet sich kein expliziter Verweis fiir beliebige zeitstetige Irrfahrten,
jedoch besteht kein Zweifel daran, dass dies (vielleicht mit Ausnahme des Vorfaktors) dem
Verhalten einer zentrierten Irrfahrt in stetiger Zeit entspricht. Fiir den Erwartungswert der
Selbstiiberscheidungslokalzeiten gilt in diesem Fall:

tP+D/2 fiir d = 1,

E[[|£:][5] ~ Capaap(t), mit adp(t) =< t(logt)P~!  fiir d = 2, (1.1.4)
t fiir d > 3,
Dabei sei b; ~ ¢; eine Schreibweise fiir lim; o lc’—z = 1. Die Konstante Cy, nimmt dimensions-

abhingig folgende Werte an:

ol P [ LP(1,z)dx ifd=1

C, =2 __T+th T 1.1.5
dp (%m)p,l fiir d = 2, ( )

(7?58 (A=)t fiir d > 3,

Im Fall einer transienten Irrfahrt (d > 3) bezeichnet v = P(S; # 0 fiir allet € (0,00)) die
Nichtriickkehrwahrscheinlichkeit der Irrfahrt Fiir d = 2 bezeichnet ¥ die Kovarianzmatrix der
Irrfahrt und fiir d = 1 ist 02 > 0 die Varianz der Irrfahrt sowie L(1,-) die Lokalzeit einer
eindimensionalen Brownschen Bewegung bis zum Zeitpunkt ¢ = 1. Diese Ergebnisse stammen
fiir d = 1 aus [Ch09, Kapitel 5.2], fiir d = 2 aus [Ce07] und fiir d > 3 aus [BK09)].

An dieser Stelle soll die kurze Finfithrung der Selbstiiberschneidungslokalzeiten beendet sein, da
es nun moglich ist, die Problemstellung zu formulieren.
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1.2 Problemstellung

Ziel dieser Dissertation ist es, das (logarithmische) asymptotische Verhalten von
P (”%eth > Tt) fir t — oo

zu analysieren. Dabei soll die Skala (r;); einerseits der Bedingung tr; — E[||¢;]|] — oo geniigen
und zum anderen soll wegen |||, <t (trivialerweise) 4 < 1 gelten. Anders konnte man formu-
lieren, dass die Wahrscheinlichkeiten, dass der Pfad der Irrfahrt viele Selbstiiberschneidungen
produziert studiert werden sollen sowie das typische Verhalten der Irrfahrt auf dem FEreignis

{13l > e}

Das Verhalten der Irrfahrt hingt zweifelsfrei von den bereits eingefiihrten Parametern d (Dimen-
sion) und p (Vielfachheit der Uberschneidungen) ab und man kann generell feststellen, dass es
zwei konkurrierende Effekte gibt. Zum einen produziert eine starke Verklumpung der Irrfahrt in
einem begrenzten Gebiet eine hohe Anzahl von Selbstiiberschneidungen, jedoch sind die proba-
bilistischen Kosten dafiir relativ hoch. Eine gleichméfige Verteilung der Selbstiiberschneidungen
iiber die gesamte Pfadldnge wirkt auf den ersten Blick im Hinblick auf die Wahrscheinlichkeiten
giinstiger, jedoch entstehen durch ein derartiges Verhalten deutlich weniger Uberschneidungen
im Vergleich zur ersten Strategie (die Uberschneidungen werden mit ihrer Vielfachheit geziihlt).
Welche der beiden Verhaltensweisen dominiert hingt vom Zusammenspiel der Parameter d und
p ab und wird in Kapitel 2 bzw. Kapitel 3 ndher beleuchtet.

Der obige Paragraph stellt einen Teil der Motivation der vorliegenden Arbeit dar. Es ist von int-
rinsischem Interesse, genau zu wissen, wie sich der Pfad verhilt. Dabei ist explizit nicht (nur) das
typische Verhalten gemeint, sondern es stellt sich die Frage, wie die Irrfahrt im atypischen Fall
typischerweise agiert. Mit anderen Worten, wie werden viele Selbstiiberscheidungen (atypisches
Verhalten) am wahrscheinlichsten (d.h. typischerweise) produziert?

Eine weitere Quelle der Inspiration stellt iiberdies das Buch [Ch09] dar, in dem vielfiltige Re-
sultate beziiglich Uberschneidungen von Irrfahrten zusammengetragen wurden.

Im folgenden Abschnitt soll nun zunéchst daran erinnert werden, welche Ergebnisse auf diesem
Feld bereits erzielt wurden und welche Methoden dabei Verwendung fanden.

1.3 Einordnung in die Literatur

Die Bedeutung von Selbstiiberschneidungen von Irrfahrten begriindet sich nicht nur in der Theo-
rie stochastischer Prozesse, sondern diese Objekte spielen in einer Reihe von anderen Gebieten
eine wichtige Rolle. Beispielhaft seien an dieser Stelle die Quantenfeldtheorie [V69], sogenannte
zuféllige Polymere in der Physik [F81] und Chemie [dG79] genannt. Dariiber hinaus tauchen
Selbstiiberschneidungen beim Studium von (physikalisch motivierten) Modellen sogenannter
zufilliger Pfade in einer zufiilligen Umgebung (random paths in random media) auf. Prominen-
te Beispiele dafiir sind das Parabolische Anderson Model [GKO05], das eng verwandte Problem
von Irrfahrten in zufilliger Szenerie [AC07] und das Problem der sogenannten Wiener-sausages.
Wihrend ein zufilliges Polymer versucht Selbstiiberscheidungen zu vermeiden (self-repellent ran-
dom walk) induziert eine zufillige Umgebung zumeist eine gewisse Selbstanziehung des Pfades,
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welches dem in dieser Dissertation behandelten Szenario entspricht.

Seit geraumer Zeit und insbesondere in den letzten Jahren kann man ein verstérktes Interesse
am extremen Verhalten von Selbstiiberscheidungslokalzeiten und deren Verbindung zur Theorie
groBer Abweichungen feststellen. Insbesondere sei an dieser Stelle auf das Buch [Ch09] verwiesen,
welches ein umfangreiches Kompendium beziiglich der Thematik verschiedentlicher Irrfahrten
und der gegenseitigen Anziehung eines oder mehrerer Pfade darstellt. Diese Objekte sind ei-
ne reichhaltige Quelle verschiedener Phinomene, welche von der Dimension d, dem Parameter
p und der Skala der Abweichungen r; abhidngen. Insbesondere kann man einen interessanten
Phaseniibergang im Verhalten des Pfades der Irrfahrt beobachten, wenn man von subkritischen
Dimensionen (Kapitel 2) zu superkritischen Dimensionen (Kapitel 3) iibergeht: im ersten Fall
kann ein zeitlich homogenes Zusammenziehen der Irrfahrt beobachtet werden, wihrend in letzte-
rem Fall innerhalb eines zeitlich eng begrenzten Intervalles ein extremes Verklumpungverhalten
beobachtet werden kann.

Der mathematisch korrekte Beweis gestaltet sich jedoch schwieriger als bislang formuliert. Grund-
satzlich gibt es drei wesentliche Hiirden, welche tiberwunden werden miissen. Zum ersten erfor-
dern die meisten bekannten Prinzipien kompakte Teilmengen von Z% bzw. R?. Das zweite Pro-
blem besteht ursdchlich darin, dass das Normfunktional f — || f]|, nicht beschrankt ist (weder
fiir diskrete noch fiir stetige Definitionsbereiche von f). Und zum dritten ist das Normfunktional
auch nicht stetig (zumindest nicht in der Topologie der Prinzipien grofler Abweichungen.)

Die untere Schranke zu beweisen ist relativ einfach. Durch die Einschrankung auf solche Irr-
fahrten, die innerhalb einer gewissen Box bleiben (vgl. subkritischer Fall, Abschnitt 2.4.3), bzw.
geschicktes Abschneiden der Irrfahrt an einem Zeitpunkt ¢y (vgl. superkritischer Fall, Abschnitt
3.2) kann die Problemstellung auf bekannte Prinzipien grofier Abweichungen zuriickgefiihrt wer-
den.

Fiir den Beweis der oberen Schranke besteht der Grundgedanke in der Periodisierung der Irr-
fahrt. D.h. man betrachtet anstelle der eigentlichen Irrfahrt lediglich deren Projektion auf einen
Torus (dadurch entstehen periodische Randbedingungen). Auf diese Art und Weise wird eine
Kompaktifizierung erreicht, jedoch entstehen dabei eine Vielzahl neuer Uberschneidungen der
Irrfahrt. Die Grofle der Box wird nun als ¢ abhéngiger Parameter gestaltet um die Zahl der
neuentstandenen Selbstiiberschneidungen auf einer geeigneten Skala gegeniiber den originédren
Selbstiiberschneidungen vernachléssigbar klein zu gestalten. Fiir das Problem der oberen Schran-
ke (welches die Hauptarbeit darstellt) lohnt sich ein Blick auf die von anderen Autoren bereits
verwendeteten Techniken. An dieser Stelle sei auf den Ubersichtsartikel [K10] hingewiesen, auf
dem die folgenden Bemerkungen basieren.

Bemerkung 1.3.1 (Bisektionsverfahren).

Le Gall nutzte in [Le86] eine urspriinglich von Varadhan (vgl. [V69]) eingefithrte Technik, in-
dem er den Pfad der Irrfahrt fortwdhrend in gleich grofle Stiicke teilte und deren gegenseiti-
ge Uberschneidungen kontrollierte. Thm gelang es damit einen Zusammenhang zwischen den
Selbstiiberschneidungen eines Pfades und den gegenseitigen Uberschneidungen mehrerer Pfade
herzustellen. In erster Linie konnte diese Methode nur fiir p = 2 genutzt werden, jedoch gelang
es Asselah (vgl. [A10]) diese Technik fiir beliebige p € (1,00) zu erweitern. Eine seiner Voraus-
setzungen ist jedoch die Transienz der Irrfahrt, was dazu fiihrt, dass er sich auf Dimensionen
d > 3 beschranken muss.

Die Methode der sukzessiven Teilung des Pfades fiihrt dazu, dass die einzelnen Teilstiicke un-



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 6

abhingig voneinander sind (aufgrund der Markoveigenschaft), so dass fiir die obere Schranke
der Selbstiiberschneidungen folgendes gilt: Die Gesamtzahl der Selbstiiberschneidungen kann
abgeschétzt werden gegen die Summe der Selbstiiberschneidungen der einzelnen Pfadstiicke und
deren gegenseitige Uberschneidungen. Diese einzelnen Teile werden dann mit Hilfe verschiedener
Techniken kontrolliert. O

Bemerkung 1.3.2 (Dreieckszerlegung).

Chen gelang eine umfangreiche Behandlung der beiden Fille d =2 =p und d = 3, p = 2 (vgl.
[Ch09, Theorem 8.2.1 und 8.4.2]) und er konnte so das in dieser Dissertation aufgefiihrte Resultat
aus Theorem 2.2.1(ii) in diesen beiden Situationen sogar in allgemeinerer Form beweisen als dies
in der vorliegenden Arbeit der Fall ist. Die Strategie in seinem Beweis liegt darin, dass er zunéchst
eine Dreieckszerlegung der Anzahl der Selbstiiberschneidungen vornimmt (welche jedoch nur
fiir p = 2 moglich ist), anschliefend mit Hilfe der Faltung eine Gléttung (durch die bekannten
Glattungsoperatoren) erreicht wird und schliefilich Argumente der Banachraumtheorie angefiihrt
werden konnen, welche dazu fithren, dass eine Kompaktifizierung gelingt, die letztendlich die
Anwendung klassischer Argumente der Theorie der grofien Abweichungen gestattet.

Auch diese Zerlegung geht zuriick auf Le Gall [Le86] und wurde (wie in obiger Bemerkung
angefithrt) von Asselah fiir p > 1 erweitert (vgl. dazu [ACO07], [A08], und [A09]). <&

Bemerkung 1.3.3 (Dekomposition in Zyklen).

Asselah gelingt es in [A09] ein Prinzip grofler Abweichungen in den Féllen p = 2 und d > 5
zu zeigen, jedoch nur fiir Abweichungen der GréBenordnung r; ~ t~'/2. Er nutzt dabei die
Tatsache, dass das Auftauchen einer Selbstiiberschneidung notwendigerweise bedingt, dass der
Pfad der Irrfahrt einen Zyklus beschreibt, d.h. dass S, = 0 nach geeignetem Neustart beim
ersten Durchlauf durch den Gitterpunkt der Selbstiiberschneidung gilt. Es ist anzumerken, dass
der Beitrag zur Selbstiiberschneidung von einem extremen Verklumpungsverhalten innerhalb
eines beschrinkten Gebietes herriihrt. Es gelingt ihm, die Lokalzeiten einer Irrfahrt auf einem
beschrinkten Gebiet abzuschétzen, sofern die Irrfahrt einen Zyklus durchlduft. (Mit anderen
Worten unter der Bedingung S, = 0.) Auf diese Art und Weise kontrolliert er diejenigen Gebiete,
die den wesentlichen Beitrag zu den Selbstiiberschneidungslokalzeiten liefern. <

Bemerkung 1.3.4 (Dynkin’scher Isomorphismus).

Die nach dem heutigen Stand erfolgreichste Methode stellt die Nutzung des sogenannten Dyn-
kin’schen Isomorphismus dar. C. Laurent hat diese Idee von F. Castell weiterentwickelt und wir
werden diese in Abschnitt 1.6 nidher beleuchten. <&

1.4 Heuristik

In diesem Abschnitt wird eine grobe heuristische Analyse der zugrundeliegenden Situation durch-
gefithrt. Diese Analyse findet sich im Ubersichtsartikel [K10] und erklirt sehr gut, wie es zur
Unterteilung in einen subkritischen und einen superkritischen Fall kommt. Dabei wird explizit
auf exakte Formulierungen und technische Details verzichtet, um den Blick auf das Wesentliche
zu lenken.

Ausgangspunkt dieser Betrachtungen ist die Annahme, dass die optimale Strategie der Irrfahrt
hinreichend viele Uberschneidungen zu produzieren (d.h. {||¢]| > tr:}) darin besteht, dass die
Irrfahrt bis zum Zeitpunkt n; innerhalb einer Box B,, mit Radius a; verbleibt und darin die
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entsprechenden Selbstiiberschneidungen entstehen. Dem Verhalten der Irrfahrt nach dem Zeit-
punkt n; wird keinerlei Bedeutung zugemessen, d.h. sdmtliche Selbstiiberschneidungen, die im
Intervall (n¢,t) auftreten, werden ignoriert. Mit anderen Worten, es gelte ¢4 = ¢,,,. Innerhalb
der Box [—ay; a4]? ist es am wahrscheinlichsten, dass sich die Irrfahrt relativ gleichmiBig iiber
die vorhandenen Gitterpunkte verteilt. Andere Strategien, die eine Verklumpung innerhalb die-
ser Box zum Ziele haben, verursachen im probabilistischen Sinn weitaus hohere Kosten. Daher
folgern wir dass sich die Irrfahrt ungefihr n;a; 4 Zeiteinheiten in jedem der oz,ff Gitterpunkte
aufhélt. Damit gilt:

p _ _
Wl = el = D7 a2l = Y (i) = afnbay = nfai*7)
ZGBat ZGBat

Dariiber hinaus ist nach der Annahme auch {||¢|| > tr;} erfiillt. Am wahrscheinlichsten dabei
ist wiederum dass ||4;]| & tr; gilt. Daher folgt:

(try)? ~ nfaf(l_p) = ny & trtaf(p_l)/p
Damit der Zeitpunkt n; nicht nach dem Zeitpunkt ¢ liegt (dies wére ein Widerspruch zur bishe-
rigen Situation) muss gelten, dass

P
oy < ’I”td(lip)
gilt. Dariiber hinaus ist bekannt, welche (logarithmische) GréBenordnung die Wahrscheinlichkeit
besitzt, dass eine Irrfahrt bis zum Zeitpunkt n; innerhalb einer Box mit Radius «; verbleibt.
(Man nutze dazu den zentralen Grenzwertsatz.) Es gilt:

n d(p=1)=2p
—logP (St € By, YVt € [0,m4]) =~ a—; ~tre, P (1.4.1)
t

Ziel der Bemiihungen ist es, die Wahrscheinlichkeit zu maximieren (d.h. die linke Seite zu mini-

(p—=1)—2p
p

mieren). Der Exponent d induziert dabei eine Fallunterscheidung:

P
1. Subkritischer Fall, d.h. d(p — 1) < 2p: n; =~ t und oy = rtd(l_p)
Hier sollte a; moglichst groB gewihlt werden, da der Exponent in (1.4.1) negativ ist.

Aufgrund der Nebenbedingung n; <t ergibt sich die grofitmogliche Wahl von ay.

2. Superkritischer Fall, d.h. d(p — 1) > 2p: n; ~ try und oy =~ 1
Der positive Exponent aus (1.4.1) erzwingt ein moglichst kleines oy, d.h. a; =~ 1. Die erste
Relation ist wiederum eine direkte Folgerung.

Diese beiden Fille bestimmen daher die Struktur der vorliegenden Dissertation. In Kapitel 2
wird der subkritische Fall analysiert, wahrend der superkritische Fall Gegenstand der Betrach-
tungen in Kapitel 3 ist.

Deutlich zu erkennen ist das unterschiedliche Verhalten der Irrfahrt um die nétigen Selbstiiber-
schneidungen zu erzeugen. Wihrend im subkritischen Fall die Box B,, in Abhingigkeit von ¢
grofler werden muss, werden die Selbstiiberscheidungen im superkritischen Fall in einer Box mit
konstantem Radius produziert. Dies entspricht dem Bild, dass der Pfad der Irrfahrt im ersten
Fall ein zeitlich und rdumlich homogenes Verhalten aufweist, wihrend im superkritischen Fall
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eine Verklumpung innerhalb eines engen riaumlichen Intervalls zu beobachten ist (und das sons-
tige Verhalten der Irrfahrt fiir die Selbstiiberschneidungen keine Rolle spielt).

Neben der heuristischen Begriindung fiir die Zweiteilung der Antwort auf die urspriingliche
Problemstellung ermoglicht uns diese Heuristik auch einen ersten Blick auf die zu erwartenden
Ergebnisse. Zweifelsohne kann nicht erwartet werden aus dieser Heuristik die Theoreme exakt
zu antizipieren (spétestens in der Frage der Konstanten scheitert der Versuch), jedoch kénnen
zumindest die Grolenordnung abgeschétzt werden:

1. Subkritischer Fall: —1log P (||¢[|, > tr) ~ L ~ 7~
ag
2. Superkritischer Fall: —1 log P ([|¢¢]|, > try) = % e
ay

Fiir den kritischen Fall (d(p — 1) = 2p) sei an dieser Stelle auf [Cal0] verwiesen. Interessanter-
weise zeigt sich, dass dabei ein &hnliches Verhalten wie im subkritischen Fall zu beobachten ist.

1.5 Formulierung der Hauptergebnisse

Im Vorgriff auf Kapitel 2 und Kapitel 3 werden wir bereits an dieser Stelle einen Teil der
FErgebnisse formulieren. Ziel der vorliegenden Dissertation ist es, die Momentenmethode so weit
wie moglich auszureizen. Die nachfolgenden Ergebnisse stellen dabei das Maximum dar:

Theorem 1.5.1 (Grofie Abweichungen).

Es bezeichne (Si)i>o eine zeitstetige (Ndichstnachbarschafts-)Irrfahrt auf dem Gitter Z¢ (mit
d € N). Dariiber hinaus seip > 1 und es bezeichne ry eine beliebige Skalenfunktion mit t1=P)/p «
re K 1 fiirt — co. Dann gilt:

1. Sofern im subkritischen Fall d(p — 1) < 2p zusdtzlich gilt, dass
(a) dip—1) <2
d(p—1)
(b) (ngt> P <y fiir t — oo.

so folgt im Grenzwert t — oo, dass

2

1 __<p
HogB (6], 2 ) ~ —xapr® 7

Dabei bezeichnet xa, = nt{ }|Vgl3: g € IP(R)NL RN H' R lgllo = 1= lglly }-

2. Sofern im superkritischen Fall d(p — 1) > 2p zusdtzlich gilt, dass

(a) peN
—1

(b) (pl‘)g(t”)) o1 <r  firt—oo
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so folgt im Grenzwert t — oo, dass

J N
Ifllz=1

%logIP’[Hﬁt/th > 1) ~ =1y i{}f { <fﬁf”2pf>}

Dabei bezeichne A den Generator der zugrundeliegenden Irrfahrt (S):.

Bemerkung 1.5.2 (Die Geschwindigkeit 7).

Wiéhrend im Kopf des Theoremes die natiirlich zu erwartenden Grenzen der Geschwindigkeit
vermerkt sind, sieht man deutlich, dass es in beiden Fillen zusétzliche Einschrinkungen an die
Skalenfunktion r; gibt. Diese entstehen nur aufgrund der Technik, die im Beweis der jeweiligen
oberen Schranke verwendet wurde. Dort liegt ebenso der Grund fiir die (unterschiedlichen)
weiteren Einschrankungen hinsichtlich der Giiltigkeit des Prinzips grofler Abweichungen. <&

Bemerkung 1.5.3.

Im Beweis des superkritischen Falls ist es ein wenig bequemer anstelle von r; die leichte Modi-
fizierung 7 := tPr} zu verwenden. Dies stellt keinerlei inhaltliche Anderung dar, jedoch ist es
erforderlich die betroffenen Einschriankungen umzurechnen. Theorem 1.5.1 nimmt dann folgende
Gestalt an (es sei dabei auf die Wiederholung der unveréinderten Passagen verzichtet und der
Vollsténdigkeit halber sei der subkritische Fall ebenso transkribiert ):

Fiir 7 mit ¢t < 7 < P fir t — oo gilt:

1. Sofern im subkritischen Fall d(p — 1) < 2p zusétzlich gilt, dass
dlp—=1) , .,
(b’) (logt) (@+2) ¢ T <Ry fiir t — oo.

so folgt im Grenzwert ¢ — oo, dass
2p—dp+d 2
t A1) IOgP(HEtHi > ) ~ XD

2. Sofern im superkritischen Fall d(p — 1) > 2p zusétzlich gilt, dass
22 p(p—1)

(b’) t3r—1 < 7y <logtm)> sp=l fiir t — oo

so folgt im Grenzwert t — oo, dass

log P [||64/[p > 7] ~ —7,/” inf {<f—f4f>}

2d 2
il 1£1l5,

<

1.6 Beweisiiberblick und Vergleich zum Isomorphismus von Dyn-
kin

Wie bereits erwahnt erfolgen die Beweise in der vorliegenden Arbeit mit Hilfe einer Methode
beziiglich der Momente der Selbstiiberschneidungslokalzeiten. Der Nachweis der unteren Schran-
ke ist dabei mit Hilfe klassischer Argumente moglich und stellt keine grofiere Herausforderung



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 10

dar. Entscheidend und das eigentliche Problem im Beweis des Prinzips grofler Abweichungen
sind jeweils die oberen Schranken. Dabei wird in den beiden vorhandenen Féllen (subkritisch
und superkritisch) aufgrund der jeweiligen Gegebenheiten unterschiedlich vorgegangen. Im Fol-
genden seien (unter Vorgriff auf die ausfiihrlichen Nachweise in Kapitel 2 und Kapitel 3) die
Beweisgedanken kurz skizziert.

Im superkritischen Fall ist der Beweis der oberen Schranke eng verbunden mit der Strategie
aus [HKMO6]. Zunédchst wird die Wahrscheinlichkeit mittels der Markovungleichung durch die
entsprechenden Momente ersetzt:

P (|61 > 7] < 7 FE[]|€][5)

Anschlielend werden die Momente mittels kombinatorischer Methoden weiter umgeformt. Leider
ist dabei die Ganzzahligkeit des Exponenten kp erforderlich, welche nur durch die Einschriankung
p € N erzwungen werden kann. Einer der Hauptbeweggriinde fiir die Verwendung der kombi-
natorischen Vorgehensweise ist dabei das Umgehen von Argumenten, welche Kompaktheit be-
stimmter Mengen erfordern. Lediglich ein Teil der damit verbundenen Probleme kann dadurch
gelost werden, dass die Irrfahrt in den Torus projiziert wird und auf diese Weise (unter Inkauf-
nahme eines gewissen Fehlers) das gesamte Geschehen auf eine bestimmte ¢t-abhiingige Box be-
schrinkt werden kann. (Die t-Abhéngigkeit ist leider notwendig, da ansonsten zuviele kiinstliche,
urspriinglich nicht vorhandene Selbstiiberschneidungen auftreten.) Im weiteren Verlauf des Be-
weises fithrt die Kombinatorik zur Einfithrung gewisser Paarmafie pu. Diese Objekte sind sehr
anschaulich, leider ist aber eine Abschéitzung der Anzahl einer bestimmten Sorte von Paarma-
Ben auch verantwortlich fiir die zusétzliche Einschrinkung an 7. Schliellich erhélt man eine
wohlbekannte Variationsformel, welche im Wesentlichen dem gewiinschten Ergebnis entspricht.

Im subkritischen Fall gestaltet sich die Situation etwas anders. Herzstiick ist die Nutzung einer
Abschiitzung fiir die gemeinsame Dichte der Lokalzeiten. Diese Strategie ist aus [BHKO07] ent-
lehnt und aus der eben erwéhnten Abschatzung kann unter Verwendung klassischer Resultate der
Theorie der groffen Abweichungen ein LDP fiir die Lokalzeiten hergeleitet werden. Die dabei ent-
stehende Variationsformel hidngt jedoch noch vom Parameter ¢t ab und erzwingt weitere Schritte
hinsichtlich deren Asymptotik. Letztendlich ist diese Strategie jedoch erfolgreich und man erhélt
die gewiinschte (und erwartete) Variationsformel. Die zusétzlichen Einschrankungen kommen
aufgrund technischer Unwegbarkeiten zustande. Die Restriktion an r; hat ihre Griinde in der
Kontrolle der Fehlerterme einer bestimmten Abschitzung. Die zweite Restriktion d(p — 1) < 2
(anstelle von d(p — 1) < 2p) findet ihre Ursache darin, dass ein im L? Sinne beschrinkter Feh-
lerterm im L% Sinn kontrolliert werden muss.

An dieser Stelle sei nun im Vergleich die Beweismethode mittels des Dynkinschen Isomorphis-
mus erldutert. (Ein ausfithrlicher Uberblick iiber andere Beweismethoden ist im Ubersichtsartikel
[K10] zusammengefasst.) Wihrend die untere Schranke mittels klassischer Sitze aus dem Bereich
der groflen Abweichungen keine Probleme bereitet, stellt die obere Schranke das Hauptproblem
dar. Die Verwendung des sogenannten Dynkin’schen Isomorphismus ermdoglicht dabei nach dem
derzeitigen Stand die weitreichendsten Resultate. Das erste Ergebnis konnte Castell in [Cal0]
fiir den kritischen Fall p(d —2) = d beweisen. Ihre Technik wurde spéter von Laurent (vgl. [L10a]
und [L10b]) im sub- und im superkritschen Fall fiir eine sehr allgemeine Klasse von Irrfahrten
weiterentwickelt. Zuletzt konnte fiir den subkritischen Fall in [CLM12] das vermutlich allge-
meinste Resultat gezeigt werden. Dies geschah parallel zu den Arbeiten an dieser Dissertation,
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jedoch sind die verwendeten Methoden génzlich unterschiedlich.

Die Grundlage des Verfahrens findet sich in [D88] und stellt eine Verbindung zwischen der Ver-
teilung der Lokalzeiten einer symmetrischen und rekurrenten Irrfahrt, welche zu einem exponen-
tiell verteilten zufilligen Zeitpunkt gestoppt wird und der Verteilung eines Gaufl-Prozesses, bei
dem die zugehorige Kovarianz dem Kern des zuvor erwdhnten Markov-Prozesses entspricht, her.
Zunichst (vgl. [L10a, Lemma 3.2]) sei die Selbstiiberscheidungslokalzeit ||¢;||h abgeschétzt gegen
die Selbstiiberschneidungslokalzeit ||¢,]|} einer auf den Torus Bg projizierten, zum Zeitpunkt 7
gestoppten Irrfahrt (7 ist dabei zum Parameter A exponentalververteilt: 7 ~ Exp())).

Pl 2 72) < o PP 2 7o)

AnschlieBend sei Z := (Z;)zeB,, definiert als ein zentrierter GauBprozess mit Kovarianzmatrix
GR,- Dabei bezeichne Gg ) die Greensche Funktion der zum Zeitpunkt 7 gestoppten, auf den
Torus Bp projizierten Irrfahrt. Mit Hilfe des Eisenbaumtheorems (vgl. [L10a, Thm.3.3]) ist nun

eine Abschétzung von IF’(||€(TR)||£ > 7¢) gegen die exponentielle Momente von ||Z ”%p, R bzw. ge-

gen P(|| Z||2p.r > 24/ 27"2/276) (fiir alle € > 0) moglich (vgl.[L10a, Lemma 3.4]). Fiir Z wiederum
gelingt es, geeignete Schranken fiir die exponentiellen Monemte bzw. die groflen Abweichungen
zu finden. Dabei konnen bekannte Konzentrationsungleichungen verwendet werden, welche zei-
gen, dass das Verhalten von || Z||2, — M (M bezeichne dabei den Median) identisch ist, mit dem
Verhalten einer Gaufischen Zufallsvariablen, deren Varianz gleich sup{(f, Grf), | fll2p = 1} ist.
Wenn nun R und ¢ geeignet gekoppelt werden (R? ~ t) dann kann gezeigt werden, dass dieses
Supremum gegen die entsprechenden Variationsformeln (z. B. x4,) konvergiert.

Einzelne der eben erwihnten Abschitzungen sind dabei préziser (schiirfer) als die in der vorlie-
genden Arbeit verwendeten Abschitzungen. Ziel der Arbeit ist es jedoch gewesen, einen anderen
Weg zu beschreiten und mit kombinatorischen Mitteln das Problem der oberen Schranke zu
16sen. Leider konnten die Resultate dabei nicht in voller Allgemeinheit bewiesen werden, so dass
abschliefend festzuhalten ist, dass die Verwendung des Dynkinschen Isomorphismus nach dem
derzeitigen Stand der Forschung die beste Methode ist um moglichst allgemeine Resultate fiir
die groflen Abweichungen der Selbstiiberschneidungslokalzeiten zu erhalten. <&

1.7 Grof3e Abweichungen

In diesem Abschnitt sei eine kurze Einfiihrung in die Theorie der groflen Abweichungen wie-
dergegeben. Aufgrund der Vielfiltigkeit und Komplexitdt der Materie sei diese Einfithrung auf
die in dieser Dissertation relevanten Aspekte konzentriert. Fiir eine weitergehende Behandlung
dieser Thematik sei auf [DZ98] bzw. [Ch09] verwiesen.

Explizit sei an dieser Stelle erwiahnt, dass es sich bei dem vorliegenden Abschnitt um eine
wohlbekannte Herangehensweise handelt (wie sie beispielsweise Bestandteil der zuvor genannten
Quellen ist).

Wer den Begriff ,,grofie Abweichungen* zum ersten Mal hort, stellt sich fiir gewdhnlich folgende
grundlegenden Fragen:

(1) Was weicht ab?
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(2) Wovon weicht es ab?

(3) Was genau bedeutet ,,gro“ bei diesen Abweichungen?

Ohne die Verwendung von exakten Definitionen und Verweisen lassen sich die Antworten auf
diese Fragen in erster Instanz folgendermaflen formulieren:

(1) Zufallgrofien weichen von ihrem
(2) normalen Verhalten in der Art ab,

(3) dass die Wahrscheinlichkeit dieser Abweichungen gegen Null konvergiert.

Unter geeigneten Annahmen beschreiben die Gesetze der grofien Zahlen und der zentrale Grenz-
wertsatz das typische Verhalten von Zufallsgrofien. Unter gewissen Bedingungen gilt fiir die
Partialsummenfolge (Sy,)nen einer Folge von unabhéngigen (reellwertigen) und identisch verteil-
ten Zufallgroflen, dass fiir alle x € R

P(|S, — nE(X;)| > v/nz) — 2 [1 - q)(x/\/Var(Xi))} fiir n — oo
P(|S, — nE(X;)| > nz) — 0 fiir n — oo

Der , typische“ Wert von S, ist also gleich dem Erwartungswert nE(X;). Die ,mittelgroBen® Ab-
weichungen (hier von Ordnung /1) werden durch den zentralen Grenzwertsatz beschrieben und
fiir ,grofle Abweichungen (von Ordnung n) kann aus dem Gesetz der groflen Zahlen lediglich
gefolgert werden, dass deren Wahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert. Derartige Abweichun-
gen sind also sehr selten.

Die Theorie der groflen Abweichungen beschéftigt sich nun mit den Wahrscheinlichkeiten dieser
seltenen Ereignisse. Genauergesagt spielt die Asymptotik derartiger Wahrscheinlichkeiten die
herausragende Rolle in diesem Gebiet. Es geht dabei nicht um die Frage nach dem Grenzwert
dieser Wahrscheinlichkeiten (welcher wie eben erwéhnt gleich Null ist), sondern um die Fra-
ge nach der Konvergenzgeschwindigkeit. Um ein besseres Versténdnis fiir obige Aussagen zu
entwickeln ist folgendes Standardbeispiel (siche u.a. [DZ98], [K106]) von grofier Hilfe.

Beispiel 1.7.1 (Normalverteilung).
Es sei (X,,), eine Folge unabhéngiger, standardnormalverteilter (d.h. X; ~ N(0,1)) Zufalls-
groflen. Dariiber hinaus bezeichne S, die n-te Partialsumme dieser Folge:

i=1

Aus den Eigenschaften der Normalverteilung folgt an dieser Stelle sofort, dass S, eine zu den
Parametern (0, n) normalverteilte Zufallgrofie ist. Aus dem Gesetz der grofien Zahlen kann fiir
Abweichungen der Groéflenordnung n gefolgert werden, dass fiir jedes € > 0 gilt:

P(|Sp| > ne) =0 fiir n — oo.

Das Ereignis {|S,| > ne} ist dabei in obigem Sinne ein seltenes Ereignis, bzw. Abweichungen der
Ordnung n werden als ,,grole“ Abweichungen bezeichnet. Wie bereits erwihnt liegt die zentrale
Frage nun nicht mehr im Bestimmen des Grenzwertes, sondern liegt darin, die Konvergenzge-
schwindigkeit zu ermitteln. Mit anderen Worten, es interessiert an dieser Stelle, wie schnell die
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Wabhrscheinlichkeit des Ereignisses {|.Sy,| > ne} gegen Null strebt. Im Fall einer normalverteilten
ZufallgroBe ist dies recht einfach zu beantworten. Da S,, ~ N (O n), folgt sofort:

e n da;

P(|.S,| > =1-
(ISn| > ne) Tm .

e n d:c

\/2n71' ne
T Von /m

Dieses Integral besitzt bekanntermaflen keine explizit darstellbare Stammfunktion. Jedoch sind
beispielsweise Abschitzungen des Gaufischen Fehlerintegrales bekannt, die fiir die hier nétigen
Zwecke vollkommen ausreichend sind. Wegen [ e 2dx = [1 + 0((1_1)]%e—“2/2 fir a — oo
(siehe [K106, Lemma 22.2]) folgt sofort:

6271

E\\/{% [1 + 0(5*1n71/2)] e 2

2

.1 g
nh_)rgoﬁlogIP’(|Sn| > ne) = )

P(|Sy,| > ne) =

Dies bedeutet also, dass die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {|S,| > ne} exponentiell ge-
gen Null abfillt. Anders kéonnte man ebenso formulieren, dass die Zufallsvariable S, nur mit
kleiner Wahrscheinlichkeit (von Gréfenordnung e ne?/ %) um mindestens ne von Null (ihrem Er-
wartungswert) abweicht. Wir bezeichnen dabei die Funktion I : ¢ — £2/2 als die zugehérige
Ratenfunktion. e

Bei erster Betrachtung dieser Zusammenhénge konnte man vermuten, dass sich obiges Beispiel
auf beliebige Zufallgrofilen X; verallgemeinern ldsst. Diese Vermutung erweist sich jedoch als
Trugschluss. Unter geeigneten Bedingungen an X; ist es zwar korrekt, dass der Abfall der Wahr-
scheinlichkeit exponentiell erfolgt, jedoch héngt die exakte Rate des Abfalls (also die Raten-
funktion) von der jeweiligen Verteilung von X; ab. Anhand der folgenden Bemerkung sei dieser
allgemeine Zusammenhang verdeutlicht. Diese Bemerkung (welche [K06] entnommen wurde)
leitet die obere Schranke fiir die groen Abweichungen obigen Typs her.

Bemerkung 1.7.2 (Obere Schranke).

Bezeichne (X;); eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsgréfien, deren mo-
mentenerzeugende Funktion () := E[eX] fiir alle t € R endlich ist. Mit Hilfe der Markovschen
Ungleichung erhalten wir fiir ¢ > 0 und « > 0:

P(Sn > na:) — P (etsn > etnm) < o TR [etSn] — e—tnmso(t)n — e—n[tz—logg@(t)]

Diese Abschéitzung kann nun umgestellt werden. Zudem ist es gestattet, das Infimum iiber alle
t > 0 zu bilden, da die linke Seite der Ungleichung nicht von ¢ abhéngt (durch das negative
Vorzeichen wird aus dem Infimum ein Supremum). Damit erhélt man fiir alle > 0:

lim sup 1 log P(S,, > nx) < —sup[tx — log ¢(t)]
n—oo 1 t>0
Es kann gezeigt werden, dass zum einen das Supremum auch iiber ¢ € R erstreckt werden
kann (siehe [K06, Lemma 1.4.1]) und dass diese obere Schranke auf der exponentiellen Skala
tatséchlich auch eine untere Abschitzung ist (vgl [K06, Satz 1.4.3]). Dies ist Inhalt des nachfol-
genden Satzes. &
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Theorem 1.7.3 (Satz von Cramér).
Es sei (X;); eine Folge von unabhdngigen, identisch verteilten und reellwertigen Zufallsgrifen,
deren momentenerzeugende Funktion o(t) := E[e!X1] endlich ist. Es sei weiterhin

I(z) == Sup (tz — log (1))

die sogenannte Legendre-Transformierte von log . Dann gilt fir jedes x > E[X4]:

1
lim —logP(S,, > =1
Jim —log P(S, > na) ()
Es sei an dieser Stelle vermerkt, dass mehrere Versionen des Satzes von Cramér existieren. Fiir

den Beweis (genauergesagt fiir den fehlenden Beweisteil hinsichtlich der unteren Schranke) sei
an dieser Stelle auf die Literatur ([K106, Satz 23.3.] oder [K06, Satz 1.4.3]) verwiesen.

Bislang haben wir lediglich Ereignisse der Form {S,, > nxz} betrachtet. Der néchste Schritt be-
steht nun in der Verallgemeinerung und wir werden den formellen Rahmen présentieren, in dem
sich die Theorie der grolen Abweichungen entwickelt. Um diesen Weg zu beschreiten betrachte
man folgende Interpretation des obigen Ereignisses. Genauergesagt handelt es sich um eine Folge
von Ereignissen:

P(S, > nz) = P(LS, > 2) =P(LS, € (z,00)) = P{%Sn} ((z,00))

Man erkennt klar, dass die bisherigen Schritte dquivalent als Aussage fiir eine Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen P, g formuliert werden kénnen. Die notwendige Verallgemeinerung der
n~n

Ratenfunktion I liefert die folgende Definition:

Definition 1.7.4 (Ratenfunktion).
Eine Funktion I : R — R(')F heifst Ratenfunktion, wenn sie halbstetig von unten ist, d.h. wenn fiir
alle a € R die Menge I=' ([—oc,a]) abgeschlossen ist.

Damit stehen alle notwendigen Mittel bereit, um zu erklédren, was unter einem Prinzip grofler
Abweichungen zu verstehen ist.

Definition 1.7.5. Prinzip grofier Abweichungen (Large Deviation Principle - LDP)
Sei I eine Ratenfunktion. Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen (ue)eso erfillt ein Prinzip
grofer Abweichungen (LDP) mit Ratenfunktion I, wenn gilt:

1. liminf._ g elog pe(O) > —inf I(O) fiir jede offene Menge O C R

2. limsup,_,qelog ue(A) < —inf I(A) fiir jede abgeschlossene Menge A C R
Diese allgemeine Definition sei in der folgenden Bemerkung auf das bisherige Vorgehen angewen-
det und es wird gezeigt, dass die Folge P { 1g } :=Po (%Sn)*l ein Prinzip grofiler Abweichungen
n n

mit der bekannten Ratenfunktion I erfiillt. Genauergesagt wird gezeigt, dass die Giiltigkeit des
LDP aus dem Satz von Cramér folgt.
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Beispiel 1.7.6 (LDP fiir Beispiel 1.7.1).
Die Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen (1. )e~0 ist im vorliegenden Fall lediglich eine abzéhlbare
Folge von Wahrscheinlichkeitmaflen. Es sei ¢ = % und man erhélt die Folge

o= (e,

Die Ratenfunktion [ ist bereits aus Beispiel 1.7.1 bekannt:
I(z) =2,
Der Satz von Cramér besagt nun, dass fiir alle x > 0 gilt:
i Jlog iy ([, 00)) = —I(2) = =5

Aus Symmetriegriinden gilt dies natiirlich auch fiir z < 0 und die Menge (—oo,z]. Fiir die
offenen Intervalle (x,00) bzw. (—oo, z) gilt dies in dhnlicher Weise, denn fiir z > 0 ergibt sich:

—I(z) = lim 5 log pui/n([z, 00))

n—oo
> lim 1 log i, ((2,00))
> im L
> sup Jim_ 2 log gy ([ + €, 00))

:—;EEI(:I:—I-s)

= —I(x)

Analog zeigt man dies fiir < 0 und Intervalle (—oo, ). Damit sind die Anforderungen aus
Definition 1.7.5 zumindest fiir die unbeschrénkten Intervalle obiger Bauart nachgewiesen. Mit
Hilfe von Standardargumenten (es sei an dieser Stelle auf [K106, Beispiel 23.10] verwiesen) erfolgt
der Beweis fiir beliebige offene bzw. abgeschlossene Mengen. Erwiahnt werden soll an dieser Stelle
jedoch noch die sogenannte Skala. Die Wahl von e = 1/n fithrt dazu, dass abschlieBend formuliert
werden kann

Die Folge { S, } ,, geniigt einem Prinzip grofer Abweichungen mit Ratenfunktion I und Skala

n. O

Im Folgenden sei nun ein weiteres Theorem angefiihrt. Bemerkenswert am sogenannten Satz
von Giértner-Ellis (siche beispielsweise [Ch09, Thm. 1.1.4]) ist vor allem, dass die Vorausset-
zung der unabhéngigen und identischen Verteilung aus dem Satz von Cramér (Theorem 1.7.3)
fallengelassen werden kann. In diesem Sinne stellt das nachfolgende Theorem eine deutliche
Verallgemeinerung dar. Zuvor wird jedoch noch eine Definition (vgl [DZ98]) benétigt.

Definition 1.7.7. (Ezponentielle Straffheit, Gateauz-differenzierbar)

e Fine Familie von Verteilungen (ue)e>o heifit exponentiell straff, falls es fir alle I > 0 eine
kompakte Teilmenge K; gibt, so dass gilt:

limsupelog pu(2\ K;) < —1.

e—0
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o Fine Funktion f : X — R heifit Gateauz differenzierbar, falls fir alle a,b € X die Funktion
g(t) == f(a+1tb) bei t =0 differenzierbar ist.

Nun kann der zuvor erwahnte Satz formuliert werden.

Theorem 1.7.8 (Satz von Gértner-Ellis).
Es sei (X;)ien eine beliebige Folge von Zufallsvariablen und (by)y eine Folge positiver reeller
Zahlen mit b, — oo. Fulls fiir jedes 6 > 0 die logarithmische momentenerzeugende Funktion

L 0bn X,
AO) = anéob 1OgE[ ]
im eigentlichen oder uneigentlichen Sinne existiert und dariber hinaus der Nullpunkt im Inneren
der Menge {0 € R, A(0) < oo} liegt, so gilt fiir jede abgeschlossene Menge F C R:

lim sup b—log P{X, e F} <-— 1nf sup{@)\ A(0)}.

n—oo UOn Fper
Falls die Funktion A dariber hinaus noch Gateauz-differenzierbar und unterhalbstetig ist und

die Verteilungen der (Xp)nen exponentiell straff sind so gilt iberdies fiir alle offenen Mengen
G C R, dass

lim 1nfb— logP{X,, € G} > — 1nf sup{@)\ A(9)}.

n—oo NG OcR

Mit anderen Worten, (X,)nen erfillt in diesem Fall ein Prinzip grofler Abweichungen auf der
Skala b, mit der Ratenfunktion A*(\) = supger{6X — A(0)}.

Mit Hilfe der Kenntnis iiber die exponentiellen Momente (d.h. von A) ist es also moglich, ein
Prinzip groler Abweichungen zu erhalten. Diese Strategie wird in Kapitel 2 angewendet. Der
Haupteil dieses Kapitels besteht darin, die Asymptotik der exponentiellen Momente exakt her-
zuleiten.

FEine natiirliche Frage ist nun die nach einer Umkehrung, d.h. kann aus der Existenz eines Prinzips
grofler Abweichungen etwas iiber die exponentiellen Momente gesagt werden? Die Antwort liefert
das bekannte Lemma von Varadhan (vgl.[DZ98, Thm. 4.3.1]), welches an dieser Stelle aufgefiihrt
sei.

Theorem 1.7.9 (Varadhans Lemma).

Es sei (Ze)eso eine Familie von X -wertigen Zufallsvariablen. Die zugehdrigen Wahrscheinlich-
keitsmafle seien mit (e )e>o bezeichnet und mdogen einem Prinzip grofier Abweichungen geniigen,
dessen Ratenfunktion I nur kompakte Niveaumengen besitzt (man bezeichnet dies auch als eine
gute Ratenfunktion). Desweiteren sei ¢ : X — R eine beliebige stetige Funktion und es sei eine
der beiden folgenden Bedingungen erfillt:

o limp; . limsup,_,qelog [e¢(ZE)/E]1¢(Z€2M)] = —0
e 3y > 1:limsup,_,gelogE [e7¢(%)/5] < oo
Dann gilt, dass

li_r>r(1)slogE [e‘ﬁ(ZE)/E} = sup{¢(z) — I(x)}

reX
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Dieses Theorem liefert erste Anhaltspunkte iiber die Gestalt der zu erwartenden Konstanten.
Beispielhaft sei dies in folgender Bemerkung demnonstriert.

Bemerkung 1.7.10 (Heuristische Herleitung der Konstanten).

Ziel dieser Bemerkung ist es, den letzten Satz fiir eine weitere (kleine) Heuristik zu nutzen.
Dafiir sei angenommen, dass ¢;/t ein Prinzip grofler Abweichungen erfiille. Es sei angemerkt,
dass ¢;/t ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist und in obigem Satz sei € := 1/t gewihlt. Desweiteren
sei fiir alle # > 0 die Funktion ¢ (wie in obigem Lemma verwendet) auf dem Raum aller
WahrscheinlichkeitsmaBe des Z4 definiert durch:

¢: MY ZY) = Ry
= Ol

Varadhans Lemma liefert uns nun folgendes Ergebnis:

1
lim = logE |efllé/tnt| — 0| pll, — I
Jim — log [e ] ue;lllzzd){ [lpallp = ()}

Unter der Beriicksichtigung, dass die Ratenfunktion I dem Donsker-Varadhan Funktional ent-
spricht, erhélt man exakt Gleichung (2.2.1) aus Theorem 2.2.1. <&

An dieser Stelle soll die kurze Einfithrung in das Gebiet der groflien Abweichungen beendet sein.
Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass diese Thematik sehr reichhaltig ist und der Abschnitt
speziell auf die Anforderungen dieser Dissertation zugeschnitten ist. Fiir weitere Informationen
sei beispielweise auf [K106] oder [Ch09] verwiesen.



Kapitel 2

Der subkritische Fall

Die Ergebnisse des vorliegenden Kapitels wurden vorab in [BK11] veroffentlich.

2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel wird eine relativ neue Methode zur Untersuchung der Selbstiiberschneidungen
von Lokalzeiten verwendet, welche es insbesondere ermoglicht eine obere Schranke in Form einer
bestimmten Variationsformel anzugeben. Diese Variationsformel beschreibt das optimale Verhal-
ten fiir die Irrfahrt unter der Zielsetzung, moglichst viele Selbstiiberschneidungen zu produzieren
und die probabilistischen Kosten dafiir so gering wie moglich zu halten. Im subkritischen Fall
bedeutet dies, dass die Irrfahrt sich nur innerhalb einer bestimmten Box mit zeitabhingigem
Radius bewegt und dabei (gleichférmig) die Selbstiiberschneidungen produziert.

Die oben erwiihnte Methode ist eng verwandt mit der allgemein bekannten Theorie zu grofien Ab-
weichungen, welche auf Donsker und Varadhan zuriickgeht. Das grofite Hindernis, die bekannte
Vorgehensweise im Beweis der oberen Schranke anzuwenden liegt darin, dass bestimmte Objek-
te nicht notwendigerweise stetig sind. So einfach dies klingen mag, umso schwerer ist es, dieses
Problem zu iiberwinden. In der vorliegenden Dissertation sei dazu ein Resultat aus [BHKO07]
genutzt, in welchem eine explizite obere Schranke fiir die gemeinsame Dichte der Lokalzeiten
der Irrfahrt bewiesen wird. Anschlieflend liegt der grofite Teil der Schwierigkeiten darin, das
assymptotische Verhalten der so entstandenen Formel zu spezifizieren. Dies ist die wesentliche
Neuerung in [BK11] und diesem Kapitel.

2.2 Die Theoreme

In diesem Kapitel wird das Verhalten der Irrfahrt in dem Fall untersucht, in dem moglichst
viele Selbstiiberschneidungen produziert werden. Die Untersuchungen seien dabei zunéchst auf
den sogenannten subkritischen Fall beschrénkt, in welchem fiir die Dimension d und den Pa-
rameter p die Ungleichung d(p — 1) < 2p erfiillt ist (der superkritische Fall wird in Kapitel 3
behandelt). Bevor jedoch das eigentliche Resultat exakt wiedergeben wird, sei zunéchst (infor-
mell) das optimale Verhalten der Irrfahrt beschrieben (optimal im Sinne der probabilistischen
Kosten), welches zu dieser Menge an Selbstiiberschneidungen fiihrt. Die Irrfahrt folgt dabei
der folgenden Strategie: sie bewegt sich innerhalb der Box mit dem Radius a; < +/t wobei
die GréBenordnung der Lokalzeiten in jedem Punkt dieser Box von der Ordnung ¢/ ist (d.h.

18
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die Irrfahrt besucht gleichmifig alle Punkte innerhalb der Box). Dariiber hinaus nihert sich
das Aussehen der reskalierten Irrfahrt einer bestimmten deterministischen Gestalt an, welche in
Form einer charakteristischen Variationsformel angegeben werden kann.

Das Ergebnis dieses Kapitels ist kein Beweis fiir dieses Bild (des Graphen) der Irrfahrt, sondern
es wird die exakte logarithmische Asymptotik (fiir ¢ — oo) der exponentiellen Momente von
6¢]|4¢|l, bewiesen. Dabei ist es moglich, einen grofien Spielraum fiir die Wahl von 6; € (0, c0)
zuzulassen. (Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass es jedoch zwingend ist, dass 6; von oben
beschrinkt ist.) Als Konsequenz des Verhaltens der exponentiellen Momente erhélt man ebenso
die genaue Asymptotik fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {||¢¢||, > tr¢}, wobei eine grofie
Klasse von Skalen(-funktionen) r; € [0,1] zugelassen wird, welche die Bedingung a4, (t) < try
erfiillen.

Damit das Theorem formuliert werden kann, wird noch die Einfiithrung der folgenden Notation
bendtigt:

Fiir den bekannten Lebesgue Raum L?(RY) bezeichne || - ||, (fiir ¢ > 1) die herkémmliche Norm.
Weil das Zusammenspiel zwischen Funktionen von Z¢ und von R von herausragender Bedeutung
ist, wird ausnahmsweise (und nur in diesem Kapitel!) der Unterschied der beiden zugehérigen
Normen auch formal in der Notation kenntlich gemacht.

Dariiber hinaus bezeichne H'(R?) den bekannten Sobolev Raum und mit M (X) sei die Menge
aller Wahrscheinlichkeitsmafie des metrischen Raumes X bezeichnet (bezogen auf die normale
Borelsche o-Algebra.).

Mit diesen Vorbereitungen kann nun das Hauptresultat dieses Kapitels formuliert werden.

Theorem 2.2.1 (Exponentielle Momente).
Es seien d € N und p > 1.

(i) Fir alle 0 > 0 gilt,

im 1 el — @
tlglolo t logE(e p) = rap(0), (2.2.1)
wobei
ol (0) = sup {Ollull, — T(w): 4 € Mi(ZY) | € (0,0), (2.2.2)
und J(p) = %way (\/m - \/@)2 das bekannte Donsker-Varadhan Funktional be-
zeichnet.

it) Zu den bisherigen Voraussetzungen sei zusdtzlich angenommen, dass d(p — 1) < 2p gilt.

1) Zu den bisheri Vi t | zusdtzlich dass d 1 2p gilt
Es sei X := W € (0,1) definiert und bezeichne (0;), eine Funktion in (0, 00) welche
die Bedingung

2\
logt @2
(Otg> <0 < 1. (2.2.3)
erfille. Dariiber hinaus sei
. 1
psa(®) = sup {Ollg%l, — SIVlB: g € H'®),Igle =1}, 0>0.  (22.4)

definiert. Dann gilt, dass p;ffd(ﬁ) € (0,00), und

(a)
1
! logE<eet||et||p) >0/ (0§ (1) +o(1),  t— oo (2.2.5)
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(b) Wenn anstelle der Bedingung d(p—1) < 2p sogar die stirkere Voraussetzung d(p—1) <
2 erfillt ist, dann gilt,

%logE <69t”£t”P) < 92//\ (pf;’;(l) +0(1)), t — oo. (2.2.6)

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass in der vorliegenden Arbeit die logarithmische Asymptotik
der exponentiellen Momente mit festen Parameter 6 in beliebigen Dimensionen, fiir # — 0 jedoch
nur in subkritischen Dimensionen (d < %) bewiesen werden kann.

Wenige Monate nach der Publizierung einer ersten Version dieses Resultates gelang es C. Lau-
rent [L10b] eine Erweiterung des Theoremes 2.2.1(ii) zu beweisen. Insbesondere ermdoglichte die
von ihm genutze Beweistechnik die Voraussetzung d(p — 1) < 2 durch die bestmogliche (d.h.
schwiichste) Annahme d(p — 1) < 2p zu ersetzen. Dariiber hinaus konnte er das Resultat fiir

alle Skalenfunktionen t%_l < ry < 1 und eine grofie Klasse von sogenannten stabilen Irrfahrten
nachweisen. Desweiteren wurde vor Kurzem eine weitere Verallgemeinerung fiir beliebige a sta-
bile Irrfahrten veréffentlicht (vgl. [CLM12]). Dieser Artikel stellt (grofitenteils unter Verwendung
zuvor benutzter Techniken) das weitreichendste Resultat dar (insbesondere auch ohne die in der
vorliegenden Arbeit vorzunehmenden Einschrinkungen.).

Bevor eine Reihe weiterer Bemerkungen folgen wird (siehe Abschnitt 2.3) sei zunéchst das Prin-
zip grofer Abweichungen fiir die Selbstiiberschneidungenslokalzeiten ||¢;||, explizit und in klas-
sischer Form formuliert. Der Nachweis, dass dieses tatséchlich eine direkte Folgerung aus Theo-
rem 2.2.1(ii) ist, wird (im Geiste des bekannten Gértner-Ellis-Theorems, siehe [DZ98, Sect. 4.5])
in Abschnitt 2.4.1 vollzogen.

Theorem 2.2.2 (Grofie Abweichungen).
Es seien d € N und p > 1 mit d(p — 1) < 2. Bezeichne (r¢)1>0 eine beliebige Skalenfunktion,
welche der Bedingung

d(p—1
loet (d+2)
(Otg) "<l fir  t— oo (2.2.7)

gentige. Unter diesen Voraussetzungen gilt im Grenzwert t — oo, dass

2

1
FlogP([[6e/t], = 7o) ~ —xapr”" (2:2.8)
Dabes ist

. 1
Xap =t {SIVgI3: g € IR N I2RY N RY: gl = 1= lghap ). (229)

Es ist klar, dass sich sowohl x4, als auch r; direkt durch p;‘"‘)d(e) bzw. 0; darstellen lassen. Es sei
diesbeziiglich auf Bemerkung 2.3.2 bzw. Abschnitt 2.4.1 verwiesen.

Neben zahlreichen Bemerkungen wird den Beweisen eine heuristische Herleitung von Theo-
rem 2.2.1 vorangestellt (siche Abschnitt 2.4).
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2.3 Anmerkungen zu den Theoremen

Im vorliegenden Abschnitt werden diverse Anmerkungen zu den beiden Theoremen festgehal-
ten. Dabei wird insbesondere der Zusammenhang zwischen den verwendeten Gréfien beleuch-
tet und die Restriktionen der Theoreme genauer erklirt. Im Anschlufl daran sei zum besseren
Versténdnis von Theorem 2.2.1 eine heuristische Herleitung desselben notiert. Dabei wird ins-
besondere deutlich werden, warum beim Beweis der oberen Schranke klassische Resultate nicht
anwendbar sind.

2.3.1 Die Variationsformeln

Bemerkung 2.3.1 (Beziehung zwischen pf;; und pild;)(ﬁ)).
Es sei an dieser Stelle festgehalten, dass das Donsker-Varadhan Funktional der Dirichletform

der Irrfahrt von /i entspricht, d.h.

1
) = SIVOVER  pe Miz?),

dabei bezeichne V@ die diskrete Version des Gradienten. Damit kann man leicht erkennen,
dass p](;)d(G) die stetige Version von p;d;(ﬁ) ist. Ein entscheidender Schritt im Beweis von Theo-
rem 2.2.1(ii) wird der Nachweis sein, dass die Asymptotik der diskreten Formel fiir § — 0 auf

die stetige Version dieser Formel fiihrt. Mit anderen Worten, es gilt zu zeigen, dass
pip(0) ~ 020 (1), 00, (2.3.1)

(Tatséchlich wird nur eine Version dieser Aussage auf groen Boxen bewiesen, siehe dazu Lem-
ma 2.5.1.) Mit Kenntnis dieses Zusammenhanges kann jedoch (zumindest heuristisch) der Ubergang
zwischen den beiden Féllen in Theorem 2.2.1 erklirt werden. Wenn in (i) € ersetzt wird durch
0; — 0, dann erhélt man formal

%logE (eetwt”?) ~ D () ~ 9t1/>‘p<c> (1). (2.3.2)

p,d d,p

Aus diesem Grunde zeigt uns Gleichung (2.3.1), dass die beiden Félle (i) und (ii) von Theo-
rem 2.2.1 konsistent sind. <&

Bemerkung 2.3.2 (Uber die Konstante ,oilc)p(ﬁ)).
Es wird in dieser Bemerkung gezeigt, dass

2

© () = 0"\ [ —L— 6e0 2.3.3
pde( ) d(p — 1)Xd,p 5 € ( 700)7 ( )

wobei an dieser Stelle an die Definition von x4, in (2.2.9) (siche Theorem 2.2.2) erinnert sei:

. 1

Xap = nf{ LIVl g € PRI N L2®) 0 ERD gl =1= Il ). (234)
In [GKS07, Lemma 2.1] konnte gezeigt werden, dass x4, genau dann positiv ist, wenn d(p—1) <
2p gilt, d.h. insbesondere im subkritischen Fall. Dariiber hinaus impliziert dies insbesondere, dass

fiir alle 6 > 0 die Konstante p;fji(Q) endlich und positiv ist. Aus dem letzten Faktum wiederum
kann man mit Hilfe von (2.3.1) ebenso schlieBen, dass fiir hinreichend kleine 6 € (0,00) die
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Konstante pﬁé(&) auch endlich und positiv sein muss. Daraus folgt jedoch (wegen der Monotonie)
dass diese Konstante fiir alle § € (0, co) positiv sein muss. Die Endlichkeit folgt aus der Tatsache,
dass J(p) > 0 und ||u||, < 1 fiir alle u € M;(Z%). (Aus gleichem Grunde kann sie nicht grofer
sein als 6.)

Kommen wir nun zum Beweis von (2.3.3). In der Definition (2.2.4) von p;:)d(e) ersetze man dazu
g (fiir beliebige B € (0, 00)) durch £%2¢(8-). Zweifelsohne ist 3%2g(j3 -) ebenso L?-normiert und
man erhélt fiir jedes 8 > 0,

. d(p—1) 1
g0 = s {0875 gl — SRVl )
geH (RY): lgll2=1

An dieser Stelle besteht noch die Freiheit, 5 zu wihlen. Das Optimum S* ldsst sich durch eine
einfache Rechnung bestimmen:

d 1
R L |

d(p — 1) d(p—1)—p

d(p—1)

0

4 B9 T 11, — (B IVIR
dip—1 d(p—1)—p
= (BIVglE = 0 UP =D g0y 2 2
e dp—1) 9%l
p :97
= () PERZE

Esist A = W und man erhélt daher fiir das Optimum

)

d(p —1) llg°ll )1/ @)

= (0
AN T

Eingesetzt in p;C)d(G) ergibt sich damit

A—1
2 3IVall3 :
© (py _ Al/A D 1 2
Ppa(0) = 677X sup ( I
’ g @) fglo=1 \ 40— 1) | g 20—

Man beachte, dass der Term in den eckigen Klammern invariant gegeniiber der Transformation
g — B¥2g(B") ist. Diese Transformation erhilt dariiber hinaus die L?-Norm. Aus diesem Grunde
kann die Bedingung |[|g[l2p = 1 jederzeit hinzugefiigt werden (da durch vorhergehende Transfor-
mation die L?P-Norm adjustiert werden kann). Mit Verweis auf Gleichung (2.2.9) erkennt man,
dass der Beweis von (2.3.3) damit beendet ist. <&

Bemerkung 2.3.3 (Beziehung zur Gagliardo-Nirenberg Konstante).

In den Dimensionen d > 2 kann die Konstante x4, aus Gleichung (2.2.9) durch die sogenannte
Gagliardo-Nirenberg Konstante, Kg,, dargestellt werden. Dazu sei d > 2 und p < d%'lQ. In
der sogenannten Gagliardo-Nirenberg Ungleichung ist K4, dann definiert als die kleinste aller
Konstanten C' > 0 mit

d(p—1) 1_d=1)

lollop < UVl ™ M0l ™ . mity e HY(RY). (2.3.5)

Diese Ungleichung zog das Interesse von Physikern und Mathematikern auf sich, da sie enge
Verbindungen zur Nash Ungleichung und zur logarithmischen Sobolov Ungleichungen aufweist.
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Dariiber hinaus spielt sie in den Arbeiten von Chen [Ch04] zu Uberschneidungen von Irrfahrten
und zu Selbstiiberschneidungen von Brownschen Bewegungen eine wichtige Rolle. Der interes-
sierte Leser sei fiir weitere Details an dieser Stelle auf [Ch04, Abschnitt 2] verwiesen.

Mit dieser Definition von K, folgt mittels Gleichung (2.3.5) sofort, dass

K, — ]l o g -
= s e =, nf, 1l IVel3) (23.6)
H (R _
SVl T Wl A

Auch an dieser Stelle erkennt man, dass fiir alle § > 0 der Term, auf den sich das Infimum
bezieht unter der Transformation, die ¢ durch v¥3(-) = ﬁ%w(- B) ersetzt, invariant ist. Analog
der obigen Vorgehensweise in Bemerkung 2.3.2 kann daher die Bedingung [|¢[|2, = 1 hinzugefiigt

werden und man erhalt .

Kqp=x d;q.
Insbesondere haben also die Variationsformeln fiir K, (siehe (2.3.6)) und fiir x4, (siehe (2.2.9))
diesselben Maximierer bzw. Minimierer. Es ist bekannt, dass (2.3.6) einen Maximierer besitzt,
welcher eine glatte, positive und rotationssymetrische Funktion ist (siehe [We83]). Fiir Aussagen
zur Eindeutigkeit sei auf [MS81] verwiesen. &

2.3.2 Weitere Bemerkungen zu den Theoremen

Bemerkung 2.3.4 (Der kritische Fall).

Natiirlicherweise stellt man sich die Frage, welche Form (2.2.8) im kritischen Fall p = d%'l2 an-
nimmt. Es sei an Bemerkung 2.3.2 erinnert und man erkennt, dass die rechte Seite der Gleichung
in diesem Fall gleich —xg 4/(4—2)7¢ ist. Gemafl [GKS07, Lemma 2.1] ist dies ein relativ kompli-
zierter und nichttrivialer Ausdruck.

In Dimension 3 und hoher ist bekannt (siehe [CalO, Theorem 2]), dass Gleichung (2.2.8) weiter-
hin, fiir alle ! < re < 1gilt, wobei jedoch xg,4/(4—2) durch sup{||V@ f[|3: f € (?P(Z%), | f|l2p =
1} ersetzt werden muss. Letzteres ist wiederum eine diskrete Version von xg 4/(4—2)-

Dieses zeigt interessantweise, dass in der kritischen Dimension d = p2Tp1 ein vollig anderes Verhal-
ten vorherrscht, welches sich nicht als ,, Grenzverhalten* der hier betrachteten Fille interpretieren

lasst. O

Bemerkung 2.3.5 (Einschréinkungen von ry).

Die Einschrinkungen in Gleichung (2.2.7) des Theorems 2.2.1(ii) haben rein technische Griinde.
Die Restriktionen sind notwendig, damit die Fehlerterme in [BHK07, Theorem 2.1, Prop. 3.6] hin-
reichend klein bleiben, was wiederum ein zentraler Bestandteil des Beweises der oberen Schranke
ist (siehe Gleichung (2.5.3)). Der Beweis der unteren Schranke von (2.2.5) bendtigt diese Ein-
schrankung nicht und gilt daher in allgemeinerer Form. <&

Bemerkung 2.3.6 (Einschrinkung der zuldssigen Dimensionen).

Bedauerlicherweise kann die verwendete Beweismethode nicht auf alle Werte von p und d in
subkritischen Dimensionen ausgedehnt werden. Grund hierfiir ist, dass im Beweis der Formel
(2.3.1) eine bestimmte Treppenfunktion durch einen Polygonzug im L?P-Sinne approximiert
werden muss. Der dabei entstehende Fehler ist von der GroBenordnung des Gradienten des
Polygonzuges. Diesen Fehler im L2-Sinne zu kontrollieren ist nur méglich, indem er gegen den
entsprechenden Energieterm abgeschétzt wird. Die dadurch entstehende Notwendigkeit der Kon-
trolle im L?P-Sinn wiederum stellt ein Problem dar, welches nicht in vollem Umfang {iberwunden
werden konnte. (Siehe dazu Gleichung (2.5.21).) &
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2.3.3 Heuristische Herleitung von Theorem 2.2.1

In diesem Abschnitt wird eine heuristische Herleitung von Theorem 2.2.1(ii) angefiihrt, welche
auf der Theorie der grolen Abweichungen beruht.

Zunichst sei an die Abkiirzung A = (2p — dp + d)/2p € (0,1) erinnert. Fiir eine spéter zu
spezifizierende Skala a; — 0o, sei die Funktion L;: R — [0, 00) definiert als die skalierte und
normierte Version der Lokalzeiten ¢, d.h.,

Li(x) = Oflft(ta:atj), for z € R%. (2.3.7)

Die Funktion L; ist eine zufillige Treppenfunktion und Teil der Menge
]-":{feLl(]Rd):fzo,/ f(x)dle} (2.3.8)
Rd

aller Wahrscheinlichkeitsdichten auf R. Analog dem bekannten Satz von Donsker und Varadhan
iiber groBe Abweichungen folgt, falls a; der Bedingung 1 < of < ag0(t) geniigt (siehe dazu
(1.1.4)), dass die Verteilungen von L; ein (schwaches) Prinzip groer Abweichungen in der schwa-
chen L'-Topologie auf F mit der Geschwindigkeit to; ? und der Ratenfunktion Z: F — [0, oc]
erfiillen. Die Ratenfunktion ist dabei gegeben durch

1 2 1(Tpd
= fall H (R
I(f):{2||v\/ﬂ’2 alls v/ € HI(RY), (2.3.9)
00 sonst.
Grob formuliert sagt dieses Prinzip grofier Abweichungen aus, dass
t
P(L, € -)= —— |infZ Y 2.3.10
(Le ) = e{ =5 |t 7(7) + o) } (2:3.10)

wobei die Konvergenz bzgl. der schwachen Topologie gemeint ist. Fiir einen Spezialfall wurde
dieses Prinzip in [DV79] bewiesen, der Beweis im allgemeinen Fall erfolgte in [HKMO06, Prop. 3.4].

Um Theorem 2.2.1(ii) gem&f (2.3.10) heuristisch herleiten zu konnen, halten wir fest, dass

1/p _ L p\ /P 4-p)
ol =0 (3 ae) =t (X0 1u(2)") T = by T Ll
z€Z4 z€Z4
An dieser Stelle sei a; =6, /@) gewéhlt und man erhélt somit
_t x _t
Oclllellp = —5 I Lellp und 0, = —. (2.3.11)
ay ay

Man erkennt, dass die Skala ¢/a? des Prinzips grofer Abweichungen mit der logarithmischen

Skala tﬁtl /* des zu betrachtenden Erwartungswertes in Theorem 2.2.1(ii) tibereinstimmt. Die
formale Anwendung von Varadhans Lemma fiihrt zu

E(eetuetup) _ E(exp {02|||Lt|||p}> — exp {Oi%(m 0(1))},
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wobei

p=sup{llfll, ~Z(f): f € }
= sup {[lg*ll, - %H\ng% : g € LARY N L*(RY) N HY(RY), [lg]l2 = 1} (2.3.12)
= Pap(1).

Damit ist die heuristische Herleitung von Theorem 2.2.1(ii) beendet. In analoger Weise erhélt
man ebenso Theorem 2.2.1(i). (Vergleiche dazu die Argumentation aus [GM98].)

Durch diese informelle Betrachtungsweise erkennt man, dass der Hauptbeitrag zu den expo-
nentiellen Momenten in Theorem 2.2.1(ii) von denjengigen Realisierungen der Irrfahrt komm-
men sollten, bei denen die reskalierten Lokalzeiten L; wie die Minimierer der Variationsformel
pf;;)(l) aussehen. Insbesondere sollte sich also die Irrfahrt innerhalb eines Box mit Durchmesser

o < tY? bewegen und die Lokalzeit in jedem Punkt sollte von der GréBenordnung t/ad > 1
sein. Mit anderen Worten, die beste Strategie fiir die Irrfahrt ist ein iiber die gesamte Zeit
gleichmiBig verteiltes Zusammenziehen. (Durch dieses Zusammenziehen werden letztendlich die
Selbstiiberschneidungen produziert.) Die Interpretation von Theorem 2.2.1(i) ist analog, jedoch
ist hierbei der Durchmesser der zu betrachtenden Region von endlicher Gréenordnung bzgl. t.
Aus diesem Grunde ist das in der Variationsformel pfz;(l) entstehende Bild diskret und nicht
stetig.

Beim Versuch, die obige heuristische Argumentation in einen mathematisch exakten Beweis zu
iiberfiithren st68t man vor allem auf folgende schwerwiegende Probleme:

(1) das Prinzip grofier Abweichungen ist nur fiir kompakte Untermengen von R¢ giiltig

(2) das Funktional L; — || L¢||, ist unbeschriankt und

(3) dieses Funktional ist auch nicht stetig

Punkt (1) zu iiberwinden stellt keine grofie Probleme dar, jedoch ist es auflerordentlich schwierig
die Punkte (2) und (3) zu tiberwinden.

2.4 Beweis der Theoreme

Dieses Kapitel widmet sich dem Beweis der beiden Theoreme. Zur besseren Ubersicht sei zunéchst
kurz die Reihenfolge erldutert.

Im ersten Abschnitt 2.4.1 wird gezeigt, dass Theorem 2.2.2 eine direkte Folgerung aus Theo-
rem 2.2.1(ii) darstellt. AnschlieBend wird in Abschnitt 2.4.2 Theorem 2.2.1(i) (d.h. die Gleichung
(2.2.1)) bewiesen. Darauf folgend wird in Abschnitt 2.4.3 der Beweis der unteren Schranke (2.2.5)
von Theorem 2.2.1(ii) gefiihrt.

Der mit Abstand aufwendigste Beweis ist der Nachweis der oberen Schranke (2.2.6) von Theo-
rem 2.2.1(ii). Um diesem Faktum Rechnung zu tragen sei der Beweis in einem extra Abschnitt 2.5
gefiihrt.

Bemerkung 2.4.1 (Beweisstrategie der oberen Schranke).

Der schwierigste Abschnitt dieses Kapitels ist der Beweis der oberen Schranke (2.2.6) in Ab-
schnitt 2.5. Dabei findet eine neue Strategie fiir den Beweis ihre Anwendung, die auf einer
Formel fiir die gemeinsame Dichte der Lokalzeiten der (eingangs erwihnten) Marovkette beruht
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(vgl. [BHKO7]). Diese Markovkette ist in stetiger Zeit, jedoch in einem diskreten Raum defi-
niert und deren Kern ist dabei eine explizite obere Schranke fiir diese Dichte. Aus dieser oberen
Abschétzung kann in einem weiteren Schritt die obere Schranke im Prinzip grofler Abweichungen
(im Donsker-Varadhan Sinn) fiir die Lokalzeiten gefolgert werden. Das Besondere bei dieser Vor-
gehensweise ist, dass keinerlei (gravierende) topologische Eigenschaften dafiir notwendig sind.
Auf diesem Wege erhilt man eine diskrete, t-abhéingige Variationsformel und die Hauptaufgabe
besteht nun darin, deren asymptotisches Verhalten fiir ¢ — oo zu bestimmen. Dieses erfolgt
mit Hilfe der sogenannten I'-Konvergenz. Ein Beispiel fiir diese Technik findet sich in [HKMO6,
Section 5]. <&

2.4.1 Beweis von Theorem 2.2.2

Der Beweis von Theorem 2.2.2 erfolgt in zwei Teilen. Aus Griinden der Ubersicht wurden diese
separat in zwei Lemmas formuliert.

Lemma 2.4.2. Obere Schranke
Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.2.2 gilt fiir t — oo:

1 o)
~logP (Het/th > rt) < —XdpT't

Beweis.
Zum Beweis der oberen Schranke sei an die Definition von A := W erinnert. Es sei nun 6;
wiefolgt definiert:
A
T\ = 1 d(zp;n (c)
0; := o T = 791‘, P P Cd(l) (241)
(Péfd(l)) A "

Die Voraussetzungen an r; aus Theorem 2.2.2 fiihrt mit Hilfe dieser Definition nun zu folgender
Bedingung an 6;:

d(p—1)

]ogt p(d+2)
. <Kl as t— o0
d(p—1)
logt\ »(d+2) 1 =1
<tg> < Xet 2pA p;:)d(l) <1 as t — 00
1 t (ka 5
[o) d+2
(f)p <O <1 as t— 00

Damit ist also die Bedingung (2.2.3) aus Theorem 2.2.1(ii) erfiillt. Dartiber hinaus kann die
(exponentielle) Markov Ungleichung genutzt werden und man erhélt:

1 1
n log P (Hft/th > rt> =7 log P (|||, > ret)

= llog]P <69t||£t||p > etn@)

t -
1log [E (eetllﬁtllp> eftrtet}
t
1 1

= logE (eetuetup> + 7log v

A (e
Thm. 2.2.1(ii) fiir t—00 = 0,/ (pya(1) + 0(1)) — 746,

IN

Markov
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Es sei auf die obige Definiton von 6; (vgl.2.4.1) verwiesen und an Bemerkung 2.3.2 erinnert:

A—1

ppa(l) = A <d(pZ€1)Xd’p) )

Damit ergibt sich fiir die obere Schranke fiir ¢ — oo:

1 A
1 p(Hg /| >T>< A VT (1) —r rA
R = = ) T e

_2p
— d(p—1)
= ~Xdp"t

Damit ist der Beweis der oberen Schranke beendet. ]
Die untere Schranke erhélt man ohne gréflere Probleme durch eine exponentielle Mafitransfor-
mation, dhnlich wie im Beweis des Géartner-Ellis Theorems. Entscheidend dabei ist, dass im

Grenzwert die logarithmische momentenerzeugende Funktion von 6|¢||, tiber den gesamten
Bereich von (0, 00) differenzierbar ist (wie man in (2.2.5) und (2.2.6) leicht erkennen kann).

Lemma 2.4.3. Untere Schranke
Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.2.2 gilt fiirt — oo:

flogIF’<H€t/tH >7“t>> Xdprd(p 2

Bewets.
Zunichst seien die folgenden Umformungen betrachtet. Fiir ein beliebiges € > 0 gilt:

1 1
FlogP ([lee/t]], = ) = 7108 E [, 0r]

[
1
> n log £ [ﬂ{m<||et||p 1+s)m}]

1 —
- ZlogE ]l{t""t<Heth 1+€) }eatHethe atHeth:|

Y

1 .
108 E | D<), <(1eprg 141 | €712 (2.4.2)

An dieser Stelle folgt nun die bereits angekiindigte exponentielle Maitransformation. Das (trans-
formierte) Mafl P sei mit Hilfe der Radon-Nikodym Dichte wiefolgt definiert. P bezeichne dabei
die Wahrscheinlichkeit bzgl. der ZufallsgroBe ||¢]|,:

dpP ofelleellp

dP T E [HTEh] (243)
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Es ist klar, dass P wiederum ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist:

R Ol ellp qp
/ ap— AP (2.4.4)
R E [eetHeth]

Damit ergeben sich in 2.4.2 folgende Umformungen:

1 1 0¢||¢ —0:(1 Tt
7 los P ([l0/t], = re) = § g {/R Wtr, <l <(reeyer,y eI dP €0
! 0 T
= loe {/ Ltro<itep<(ite)tr y AP E [ thlftllp} 0u(1+e)t t}
L. {p( < e (1+ )> B [eetuetup} e—9t(1+5)trt}
t trs
1 . /¢ 1
-~ 1lo g]P’( H t||p <(1+ )> + - logE [eetllétllp] — 0,1 + &)y
t tTt t

(2.4.5)

Es folgt die Fortsetzung der Untersuchung von Gleichung (2.4.5), indem zunéchst der erste Term
weiter umgeformt wird. Es wird sich herausstellen, dass dieser keinen substanziellen Beitrag
leistet und fiir ¢ — oo hinreichend schnell gegen Null konvergiert. Man beachte, dass bei den
folgenden Umformungen zunéchst das Gegenereignis betrachtet und nach oben abgeschétzt wird,
damit eine untere Schranke fiir den Ausgangsterm hergeleitet werden kann:

vl )
g <Htth > (L+ 5)) - /R Lgjiee)y> (1 4e)tr AP

Tt
1
_ Oc el -
B /IR ﬂ{||€t||p>(1+€)t7“t}e rdP E [egtllftllp]

1
_ @A el gl gp =
¥r>0 = /IR Lty >r ey re T rdP = azn

1
E [eatHeth]

< / llp—r(14)tre o OetDlleellp gl eellp
R

1

— o (1+e)tr (e )[4 -
e /Re rdP 5 [eet”et”p]
E [e(9t+7)||€t||p]

—y(1+e)tre
E [eotnét”p]

=€

An dieser Stelle wende man Theorem 2.2.1(ii) an. Man beachte, dass dabei auch die stérkeren
Einschrénkungen hinsichtlich der oberen Schranke benéttigt werden. Man erhilt damit fiir alle
g,v > 0 fiir t — oo:

1047 (L) (1) +o(1))

I@) <H€t||p > (1 +5)> _ e—’y(l—i-a)trte

try ot (P (D +o(1))

= e‘W(l—i—a)trtet(P;(o,«)i( )+o(1 ))[(e’ﬁwl/)\ HI/A] (2-4-6)

Im Hinblick auf den Term (6; + 7)1/ A Htl /A betrachte man die Taylorentwicklung von f(7) :=
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(0, +~)Y/* an der Stelle Null. Es ergibt sich:
F) =X [0 + 567+ o(y?)
= A [(Gt + ) - 93/1 =6, +0(7?)
Dies ermoglicht folgende Umformungen in Gleichung (2.4.6):

IED <H£t”p > (1 +€)> _ e—'y(l—l—a)tmet(P;c,t)i(l)JFO(l)) {7910\ 1, (,Yz)])\—l

tT’t

:exp{ 1+e)tr,+t

Definition von §; — €XP { 7 1 +e€ tTt +1 (P

. 1 o(y?
_ {’Ytrt (14¢)— (() )[p;g(lﬁv(;n”}

Damit ist also der exponentielle Abfall der Wahrscheinlichkeit P (”et”p > (14 6)) gegen Null
auf der Skala tr; nachgewiesen. In vollkommen analoger Weise erhilt man dasselbe Resultat fiir
die Wahrscheinlicheit P (”Kt”” > 1) Daraus folgt nun insbesondere, dass die Wahrscheinlichkeit

von P (1 < % <(1+ 5)) gegen 1 strebt. Man nutze nun die sich aus der Taylorentwicklung
ergebende bekannte Niherung log(1+z) = x+o0(2?) und erhalte fiir den ersten Term in Gleichung

(2.4.5):
i () 1)

1
=7 log [1 — exp {—7tric1} — exp {—~trica}]
1

tri—oo fiir t—oo0 > _Eeit”’y min(e1,¢2) fir t — oo.

Y

1 A l
tlogP(l < Htth < (1+8)>

Tt

Damit kann der verbleibende Term von Gleichung (2.4.5) weiter umgeformt werden. Man erhélt
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fir t — oo:

1 1 1
n log P <||€t/th > rt) > —Ee*t”c + i log E [eet”etnp] — 0 (14 ¢e)ry

A c
Theorem 2.2.1(ii) fiir t—c0 — 61‘,1/ (P;,,)d(l) + 0(1)) — gt(l + E)Tt

A

o\ -

p(c)(]_)> (1 + E)Tt
p,d

<
o
>
—
\‘»—A
>
ks
3
s
—~
—_
SN—
Q
—
S~—
N—
7N

Definition von 6; — ( (c

© VT sy L o(1) © () T Ty A
pp,d(l) re A1+ 5 - (pp,d(1)> ri AT (1+¢)
Ppyd(l)

1

_ P TR [\ AT }
Definition von pz(:zi(l) d(p _ 1)Xd:prt [)\1 A (1 + 0(1)) A=A (1 + 5)

)
(#rat)

= (psa) ™ rTE ATE (14 0(1) = ATR (14 9)|
AT 2

oy 2D
= Xd,th( )m A(1+4o0(l)) —1(1+¢)]

Fiir £ — 0 und wegen A — 1 = d(1 — p)/2p gilt im Limes fiir ¢ — oo nun:

1 o)
s g (1 27) = nar®
Damit ist auch der Beweis der unteren Schranke beendet. O

Bemerkung 2.4.4.

Aus Theorem 2.2.1(i) kann leider nicht abgeleitet werden, ob ||4|,/t ein Prinzip grofiler Ab-
weichungen erfiillt oder nicht. An dieser Stelle ist unbekannt, ob die Funktion 6 — pgj;(ﬂ)
differenzierbar ist, da die Funktion p +— 6||p||, — J(p) als Differenz zweier konvexer Funktio-
nen nicht notwendigerweise streng konvex sein muss. Die fiihrt unter anderem dazu, dass nicht
gefolgert werden kann, ob der entsprechende Maximierer eindeutig ist oder nicht. <&

2.4.2 Beweis von (2.2.1)

Der Nachweis von 2.2.1 erfolgt im Wesentlichen analog dem Beweis von [GM98, Theorem 1.2].
Der Beweis wird dabei in 3 Schritten gefiihrt, die aus Griinden der Ubersichtlichkeit in einzelne
Lemmas verpackt wurden.

Lemma 2.4.5.
Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.2.1(i) gilt fiir alle R > 0:

o1
sup (GHIU/HP — J(IU,)) S thm 2 IOgE (eeuetHP> S sup (HHILLHP — JR,per(M))
HEM1(QR) o HEM1(QR)

Dabei bezeichne Jgper das Donsker-Varadhan Funktional mit periodischen Randbedingungen,
d.h. wenn ~' die periodisierte Version von ~ bezeichnet, dann gilt:

Tnper =5 3 (V@) — Vi) (2.4.7)

z~'y
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Bewess.

Zunichst betrachte man die untere Schranke. Es bezeichne Qg die Box [~ R, R]*NZ® und im fol-
genden Schritt sei der Indikator bzgl. des Ereignisses {supp (¢;) C Qr} eingefiihrt. Trivialerweise
gilt nun fiir alle § > 0, dass

E (egHEth> Z E (eetHEt/t”P]l{supp (Zt)CQR}> .

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass das Funktional p — ||p|/, stetig und beschrénkt auf der
Menge M;(Qr) aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf Qr operiert. Dariiber hinaus ist bekannt,
dass die Verteilung von ¢;/t beziiglich des Sub-WahrscheinlichkeitsmaBes P(-, supp (¢;) C Qr)
ein Prinzip grofler Abweichungen erfiillt. Genauergesagt ein Prinzip grofler Abweichungen auf
der Skala t und mit einer Ratenfunktion, die der Einschrénkung von J (siehe Theorem 2.2.1(i))
auf die Menge M1 (QRr) entspricht. Daher fithrt Varadhans Lemma (siehe [DZ98, Lemma 4.3.4])
AVE
1
liminf - logE (/1) > sup (0, — (). 2.4.
minf | log I IR ) (2.45)

Es verbleibt der Nachweis der oberen Schranke. Dazu sei hier die periodisierte Version der Lo-
kalzeiten auf Qi genutzt. (Mit anderen Worten, die Irrfahrt wird in die Box Qg hineingefaltet),

07(z) = > l(z+Rx), te(0,00),ReN,zeZ” (2.4.9)

zeZ4

Man erkennt nun, dass |||, < [|6,”||,.r gilt. Daher gilt auch fiir alle 6 € (0, c0), dass
E () < E(eeneﬁR)np,R) _ E(eeﬂwi’*)/ﬂlp,}a)

Es ist klar, dass (£\" /t);~o ein Prinzip groBer Abweichungen auf der Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmafle auf Qg erfiillt. Die zugehérige Ratenfunktion p — Jg per(pt) ist dabei gleich der
Dirichletform fiir /i bzgl. —%A in QR mit periodischen Randbedingungen. Wegen der Stetigkeit
und der Beschrénkheit der Funktion g +— ||pt]|p, erhélt man durch Anwendung von Varadhans
Lemma, dass

1
limsup — log K (eeHZth> < sup (9||N||p - JR,per(H))' (2.4.10)
t—oo 1t HEM1(QR)
Damit ist der Beweis des ersten Lemma beendet. O

Im zweiten Lemma wird der (bereits ersichtliche) Zusammenhang zur Variationsformel pild;(ﬂ)
aus Theorem2.2.1(i) hergestellt. Dazu sei an folgende Definition erinnert:

Piip(?) = sup {9Hqu —J(n): e Ml(zd)} ,
Das dazugehorige Lemma lautet wiefolgt:

Lemma 2.4.6.
Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.2.1(i) gilt fiir alle R > 0:

sup — (Ollpll, — J(1) < pdh (@) < sup  (Ollplly = Trper(i))
HEM1(QR) PEM1(QR)
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Bewess.

Dieser Beweis erfolgt analog dem Beweis von [GM98, Lemma 1.10]. Wegen M1 (Qr) C M1 (Z%)
ist die erste (linke) Ungleichung offensichtlich.

Fiir die zweite (rechte) Ungleichung betrachte man zu jedem pu € M(Z?) dessen auf Qg peri-
odisierte Version

pur(z) == Z p(z+ 2R+ 1)x)
2€(2R+1)Z4

Es reicht nun aus zu zeigen, dass
lllp < Nlprlly und = J(1) < =Jrper(pr)

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhélt man folgende Umformungen:

(Vir®w) —Vir() = Y uy+ QR+ + Y ulz+ (2R+1)z)

z€(2R+1)Z4 z€(2R+1)Z%

—2 > ply+ 2R+ 1)x) > p(z+ 2R+ 1))

z€(2R+1)Z% z€(2R+1)Z%

Cauchy-Schwarz < Z ,u(y + (2R + 1)2) + Z /L(Z + (2R + 1)2’)
z€(2R+1)Z4 z€(2R+1)Z

-2 Y <\/,u(y + (2R +1)a)\/u(z + 2R+ 1)x)>

z€(2R+1)Z

z€(2R+1)Z4

Man mache sich nun klar, dass fiir Paare (y,z) mit y ~' z entweder direkt y ~ 2 gilt oder
aber (im Falle der Randlage) y ~ z + (2R + 1)14. Zusammengenommen folgt daraus, dass

—J (1) < =JRper(ir)-
Fiir p>1und z > 0 ist pu(y)? + p(2)? < (u(y) + pn(2))P, es gilt daher:

Iy =Y > wly+ QR+ 1)x)

YyEQR x€Zd
p

20,51 < > | Yo uy+ 2R+ 1)) | =[xl
yEQR \zeZd

Damit ist auch der Beweis des zweiten Lemmas beendet. O

Der dritte Teil des Beweises wird nun zeigen, dass die obere und die untere Schranke fiir R — oo
gegeneinander konvergieren.

Lemma 2.4.7.
Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.2.1(i) gilt:

lim  sup  (Of|pll, = J(w) = lim  sup  (Ollplly — Jrper ()
R—o0 HEM1(QR) ( P ) R—o0 HEM1(QR) 8 b )
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Bewets.
Der Beweis folgt ebenfalls [GM98, Lemma 1.10]. Sei dazu (,“n, R)n eine Folge von Maflen auf Qpr
mit:

lim (0ltn,rllp — JRper(bn,r)) = sup  (Ollully — Jrper(1r))
e HEM1(QR)

Aufgrund der periodischen Randbedingungen sind alle Mafle auf @ i shiftinvariant. Insbesondere
kann man jedes der p,, r so verschieben, dass die Wahrscheinlichkeitsmasse am Rand (d.h. 9Qr)

hinreichend klein ist. Hinreichend klein bedeutet dabei, dass pi, r(0Qr) < |?§RR|| gilt. O.B.d.A.

sel also nun

1, (00R) < 0Qr|  2d(2R+ 1)%! 2d

Qs (QR+1P T 2R+1 (2.4.11)

Aufgrund des vorhergehenden Lemmas gilt nun

0< sup  (Ollulp — Jrper(n)) —  sup  (Ollpllp, — I (1)

HEM1(QR) HEM1(QR)
= 11_>Hl [0||MH,RHP - JR,per(/JJn,R)] - sSup (HHNHP - ‘](lu’))
n—reo neMy1(Qr)

< nlglgo [QHMn,RH’p - JR,per(Mn,R) - QHMn,RHp + J(pn R)]

An dieser Stelle erkennt man, dass lediglich der Term J(pin, R) — Jg per(ftn,r) verbleibt. Es sei
weiterhin an die Definition beider Donsker-Varadhan Funktionale erinnert, mit Hilfe derer leicht
ersichtlich ist, dass sich sémtliche Paare (z,y) € Q%—{ mit x ~ y zu Null addieren, da sie in beiden
Funktionalen vorkommen. Es muss also lediglich der Rand untersucht werden. Genauergesagt;
es miissen nur solche Paare untersucht werden, deren Nachbarschaftsverhéltnis ausschliellich
aufgrund der Periodisierung zustande kommt, d.h. Paare (z,y) mit z ~' y und x ~ y. Fiir jedes
derartiges Paar aus der periodisierten Version gibt es genau zwei Paare benachbarter Punkte
(r,y = (2R + 1)14a) und (z F (2R + 1)144,y) in der Summe der nicht-periodisierten Variante.
Jeweils genau eine der Koordinaten liegt dabei aulerhalb von @) und hat damit das Mafl Null.
Damit verbleiben entsprechend zwei Terme (,/fin, () + 0)> und (0 + \/fin,z(y))?. Insgesamt
ergibt sich daher:

0< sup  (Ollplp — Jrper(w)) —  sup  (Ollpll, — I (1)

HEM1(QR) HEM1(QR)
= lim (=3 0wy (Vi r@) = iz @) + § Xy (0, (2) = in,5())
L Tooy et
= lim |—3 3,y (- ZVNn,R(x)\/Nn,R(y))}
L Ty
< lim | > (pn,r(z) + un,R(y))]
x~'y
Ty

In der letzten Zeile wurde dabei verwendet, dass vab < y/max(a,b)? = max(a,b) < a + b fiir
a,b >0 gilt.
Jeder Punkt z € Z% hat genau 2d Nachbarn, d.h. zu jedem = € Qp kann es maximal 2d
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verschiedene y € Qg geben mit x ~' y. Es sei daran erinnert, dass die Wahrscheinlichkeitsmasse
auf dem Rand der Box QQr durch (2.4.11) beschrénkt werden konnte und man erhélt:

0<  sup (9||H||p - JR,per(N)) - sup (QHMHP - ‘](M))

HEM1(QR) HEM1(QR)

< lim [ > @)+ Mn,R(y)}
x~'y z~'y
Ty Ty

< lim [2dpin, R(OQR) + 2dpin, R(OQR)]
8d?

< i

(2.4.11) = I SR+ 1
8d?
= 2.4.12
2R+ 1 ( )

Anhand dieser Ungleichung erkennt man die Gleichheit der beiden Variationsformeln im Limes
flir R — oo. Der Beweis dieses Lemmas ist damit beendet. O

Der eigentliche Beweis von Theorem 2.2.1(i) besteht nun darin, diese drei Lemmas der Reihe
nach zu zitieren. Aus Lemma 2.4.6 und Lemma 2.4.7 folgt, dass:

lim  sup  (Ol|pll, — J(w) = p3)(0) = lim  sup  (Oflullp — Jrper(1)
R%Ouem(czg)( : ) P R%OueMl(QR)( : ’ )

Damit folgt mittels Lemma 2.4.5 nun:

o1
sup (9||,u||p - J(,u)) < thm n logE (JH&Hp) <  sup (9||M||p _ !]R,per(#))
HEM1(QR) e HEM1(QR)

1
lim — sup  (f|ullp — J(p)) < lim *logE(JHé’sz) < lim  sup  (Oplly — Jrper (1)
R=00 e M1 (Qr) ( : ) t=oo t R=00 e M1 (Qr) ( : ’ )

1
(d) i = 11| (d)
Pd7p(9) < tli)loon / logE (e ¢ p) < pd,p(e)

Damit ist der Beweis von Theorem 2.2.1(i) beendet.

2.4.3 Beweis der unteren Schranke (2.2.5)

Fiir den Beweis der unteren Schranke bezeichne ¢ > 1 den zu p konjugierten Exponenten, d.h.
es gelte % + % = 1. Es sei nun f eine beliebige stetige und beschriinkte Funktion f: R? — R
derart, dass || f[lq = 1 gilt. Aus der Ungleichung von Holder folgt damit:

IZellp > (f, Le) == /R @) L()lda.

Es sei an den Zusammenhang von oy und 6; aus Abschnitt 2.3.3 erinnert: oy = 6, 1/ (2’\). Dariiber
hinaus nutze man (2.3.11), und erhalte fiir alle R > 0 folgende untere Schranke

E (eetnetnp) " (eta;"’uwtmp) >E (eta?2<f,Lt>]1{supp (Lt)cBR}) . (2.4.13)
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Dabei sei Bp die reelle Box mit Radius R > 0, d.h. B = [-R, R]“.

Man nutze nun [GKS07, Lemma 3.2] und folgere, dass die Verteilung von L; unter dem Sub-
Wahrscheinlichkeitsmafl P(-, supp (L) C Bpg) fiir t — oo auf der Menge aller Wahrscheinlich-
keitsdichten auf R? mit Tréiger Bg ein Prinzip groBer Abweichungen erfiillt. Die Ratenfunktion
dabei lautet folgendermaflen:

1
g §|||Vg|||§, g€ H'(R), |lgll2 = 1,5upp (9) C Br,

Fiir den Fall, dass die Funktion g keine Funktion aus H'(R?), nicht normiert oder ihr Triger
nicht in Bgr enthalten ist, sei der Wert der Ratenfunktion als +oo definiert. Die Geschwindigkeit
ist gleich ta; % und man stellt fest, dass dies mit der logarithmischen Skala aus (2.2.5) (d.h. mit
t@tl / ’\) iibereinstimmt. Aufgrund der Tatsache, dass die Funktion L; — (f, L;) stetig ist, erhélt
man durch Anwendung des Lemmas von Varadhan aus diesem Prinzip grofler Abweichungen
folgende Abschitzung fiir die exponentiellen Momente:

1
imint % log () > s ({77 - 519l

e geH(BD): ||glla=1
supp (9)CBR

Es ist bekannt, dass jede Funktion aus L?(R%)N H'(R?) durch glatte Funktionen mit kompaktem
Triger (also insbesondere Funktionen aus L?P(R?)) approximierbar ist. (Dies geschieht beispiels-
weise durch das Einschriinken der Ausgangsfunktion auf einen kompakten Triger [—r,7r]¢ und
anschlieBende Anwendung von sog. Gliattungsoperatoren (mollifiers). Fiir r — oo erhilt man
die gewiinschte Folge, die ggf. noch normiert werden kann.) Daher kann 0.B.d.A. das Supremum
auf Funktionen g € L?(RY) eingeschriinkt werden.

An dieser Stelle withle man f = ¢?~2|| ¢, *. Es sci an g = ]% erinnert und man mache sich
klar, dass diese Wahl von f zuléssig ist, da

713 =:mg2p—2mgﬂ<mg2mg“-p>:=lA;d P(@)dallg?ll,? = Ng*Ily + lg* 1,7 = 1.

Als Folge dieser Wahl von f gilt:
2p—2 2P
g " (x) 1 g
o= [ E S = e [ e = S g2,

®e [lg? [l llg> 1% Il

Damit folgt sofort, dass

1
ot Lo (00) > sy (1, 519003 )

geHI®H)NL2P (RY): ||gllp=1
supp (9)CBR
Nun betrachte man den Limes fiir R — co. Es sei wiederum das vormals erwihnte und bekannte
Ergebnis zitiert, dass eine beliebige Funktion aus H'(R%) N L?(R%) durch glatte Funktionen mit
kompaktem Triiger approximierbar ist. Daher lisst sich jede Funktion g € H(R?) mit ||g[l2 = 1
(welche damit auch in L?(R?) liegt) durch Funktionen aus obigem Supremum annihern. Man
erhélt damit:

1 C
it 1o () 2 (I 519 ) = 5,0
geH! (R): [lgl2=1

Somit ist der Beweis der unteren Schranke an dieser Stelle beendet.
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2.5 Beweis der oberen Schranke (2.2.6)

Es sei 6; € (0,00) derart gewé#hlt, dass Bedingung (2.2.3) erfiillt ist. Man erinnere sich an
die Definition von A = (2p — dp + d)/2p € (0,1) und daran, dass oy = 9;1/(2)‘) gelten soll.
Analog zum Beweis von (2.2.1) wird beim Beweis der oberen Schranke eine Abschéitzung gegen
die periodisierte Version der Irrfahrt genutzt. Jedoch ist es notwendig, die Grofle der Box als t¢-
abhingige Variable zu gestalten. Es sei deshalb Qra, = [~ Roy, Roy]?NZ%. Es sei daran erinnert,
dass £ die periodisierte Version der Lokalzeiten bezeichnet (siehe dazu (2.4.9)) und man
erhélt somit:

E (eetwtup) <E (eetnéim“llmat) —F (exp {mt—%u%egw 1) e }) . (2.5.1)
- ) t

Der Generator Ag,, der Lokalzeit EQR”” auf der Box (QQRrq, ist definitionsgemé&fl gleich % des
Laplaceoperators in Qgrq, (mit periodischen Randbedingungen!).

Nun soll eine relativ neue Methode zum Beweis der obere Schranke fiir die grolen Abweichungen
angewendet werden. Das Besondere an dieser Methode ist, dass keinerlei Anforderungen hinsicht-
lich Stetigkeit und Beschrianktheit notwendig sind. Die Grundlagen fiir diese Methode wurden
in [BHKO7] gelegt und deren Anwendung erfolgte zuerst in [BHKO07, Theorem 3.7] und [HKMOG6,
Section 5]. Der Dreh- und Angelpunkt dabei ist, die gemeinsame Dichte der Lokalzeit £ zu
berechnen und eine explizite obere Schranke dafiir anzugeben. Durch diese Vorgehensweise ist
weder Stetigkeit noch Beschrianktheit erforderlich. Dies stellt eine fundamentale Verbesserung im
Vergleich zu herkémmlichen Beweistechniken fiir groffe Abweichungen dar. Die erwiahnte obere
Schranke erhélt dadurch die Form einer Variationsformel, wobei zusétzlich ein paar Fehlerterme
auftauchen, welche wiederum von der Gréfle der Box abhéngen. An dieser Stelle sei bemerkt,
dass genau diese Fehlerterme verantwortlich fiir die (untere) Beschrankung von 6; in (2.2.3) sind.
Die Hauptaufgabe nach Herleitung der eben genannten oberen Schranke wird sein, das asym-
ptotische Verhalen (fiir ¢t — oo) dieser (diskreten) Variationsformel zu bestimmen. Man wird an
spéterer Stelle erkennen, dass dazu Techniken der sogenannten Gamma-Konvergenz notig sein
werden.

Zunichst sei jedoch [BHKO07, Theorem 3.6] angewendet und man erhélt fiir alle ¢ > 1:

_ o — 1/2
logE (exp {tay M|2e™?|| . )<t sup oy ulp — | (~Ara)"? Vi3
D, t MEM1(QR )
Qg
|QRat|

+ | Qrar| og (2dV8et) +10g|Qra | + 1o

(2.5.2)

Es sei bemerkt, dass 1qp,, aus [BHKO07, (3.2)] im vorliegenden Fall gleich 2d ist.
Zunichst soll gezeigt werden, dass die (Fehler-)Terme in der zweiten Zeile der rechten Seite

asymptotisch vernachlissigbar sind, wenn man sich auf der Skala t/a? = t9t1 / befindet. Genau-
ergesagt sind diese Terme von Ordnung of log¢ und man sieht, dass
d t
ailogt = S« (2.5.3)
ay

Die letzte Abschétzung ist dabei nur durch die Verwendung der unteren Schranke aus (2.2.3)
moglich.
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Wenn dies nun in (2.5.1) bzw. (2.5.2) substituiert wird erhélt man:
1 _ —
SlogE () < sup a7 ully — | (~Ara)? VEIB] + 0 (07?)
MEMI(QRat)

Daher ist klar, dass der Beweis der oberen Schranke (2.2.6) beendet ist, sobald dass folgende
Lemma bewiesen wurde.

Lemma 2.5.1.
Unter den bisherigen Voraussetzungen und mit den eingefiihrten Bezeichnern gilt:

limsup limsupa?  sup [a;”‘HMHp— | (—ARa,) )1/ V| } < pc) (1). (2.5.4)

Rooo 1900 peMi(Qray)

Beweis.
Im Folgenden wird analog der Methode im Beweis von [HKMO06, Prop. 5.1] vorgegangen. Zunéchst
seien R, — oo, t, — oo und p, € M1(BRr,a,,) Folgen mit

LS. von (2.5.4) < afP VP uall, — 02 || (~Arper,) > Vim|s 4L, neN.  (255)

0.B.d.A. kann angenommen werden, dass j, ein Wahrscheinlichkeitsma$l auf Z¢ mit Triger in
BR,a,, ist. Ausgehend von (pi,), wird nun eine Folge (hy,), aus H'(R?) derart konstruiert, so
dass:

(i) hy, L*-normiert ist (d.h. [|hy[l2 = 1),

(ii) der Term o ||(—A Rnatn)l/ 2\ /fin |3 ndherungsweise der Energie, 3||Vh,||3 entspricht und
(iii) der Ausdruck a;, dp—1)/p || ttn||p néherungsweise gleich [|h2 |, ist.
Nach der Konstruktion einer solchen Folge, ist der Beweis nahezu beendet.
Um derartige Funktionen h,, zu konstruieren bediene man sich der Methoden aus der Theorie der

finiten Elemente (siche [B07] fiir weitere Informationen). Zuniichst werde eine Zerlegung des R?
entlang des Gitters der ganzen Zahlen in halboffene Einheitswiirfel C(k) = x&_, (k;, k; + 1] mit

k = (k1,...,kq) € Z% betrachtet. Jeder dieser Einheitswiirfel wird weiter in d! d-dimensionale
» Tetraeder® zerlegt. Dies geschehe auf folgende Weise; Fiir jedes 0 € &4 (der Menge aller
Permutationen von 1,...,d) bezeichne T, (k) den Schnitt von C(k) mit der konvexen Hiille,

die durch k,k + e51),...,k + €51) + ... + €5(a) erzeugt wird. Dabei bezeichne e; den i-ten
Einheitsvektor aus R?. Mit Ausnahme des Randes sind diese Tetraeder T, (k) (mit o € &)
paarweise disjunkt. Dariiber hinaus erkennt man leicht, dass fiir z € C(k) gilt:

HANS Tg(k?) — To(1) — Lxg(l)J > .= To(d) — an(d)J > 0.

Das Innere eines jeden Tetraeders T, (k) ist dabei durch strikte Ungleichungen in obigem Term
charakterisiert. Ein Punkt x gehort genau dann zu (mindestens) zwei verschiedenen Tetraedern,
wenn mindestens eine der obigen Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt ist.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen nun die folgenden Funktionen definiert werden. Fir n € N,
i€{l,...,d} und y € R?, sei

fnaz [\/,Un I_Z/ +eg(1) T \/Nn €y(1) T+ ea(z‘—l)) } (ya(i) - Lya(i)J)a
(2.5.6)
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wobei stillschweigend die Vereinbarung o(0) = 0 und ey = 0 getroffen sei. Dariiber hinaus wihle
man fiir jedes gegebene k € Z? und y € C(k) ein o(y) € G4 mit y € T (y) (k). Man definiere:

d
gn(CC) = a?7{2ﬂn(tatn$J)1/2 + a?jz Z fn,o—(atnr)yi(atnl‘)' (257)
=1

Der Beweis der wichtigsten Eigenschaften (allen voran die Wohldefiniertheit) wurde aus Griinden
der Ubersichtlichkeit in Hilfslemma 2.5.2 ausgelagert. Darin werden insgesamt folgende Eigen-
schaften von g,, bewiesen:

(i) die Wohldefiniertheit von g,
(i) die Stetigkeit von gy,
(iii) die Differenzierbarkeit von g, im Inneren eines jeden Teatraeders Ty (k)

Aus den letzten beiden Eigenschaften folgt insbesondere, dass g, € H'(R?) gilt. Laut Definition
des Generators ergibt sich sofort:

IV9al3 5, = 02, [ (~ARuo,) > Viin]3  neEN. (2.5.8)

Ebenfalls aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde der Beweis der nachfolgenden Ungleichung
in Hilfslemma 2.5.3(i) ausgelagert. Fiir alle n € N gilt

s [14_0(1%@*1)*2}/%] + “”Vgnmgﬁn_H]C[al[till(p*l)*?]ﬂp+al[tti(pfl)*2]/p]7

(2.5.9)
wobei die Konstante C' lediglich von d und p abhéngt. Die (verschérfte) Annahme d(p — 1) <
2 impliziert, dass die Exponenten von «y, auf der rechten Seite der Gleichung negativ sind.
Aufgrund der Tatsache, dass fiir ¢t — 0o ebenso oy, — oo gilt, erhilt man (wobei ggf. noch eine
Teilfolge von (R, ty, tin)n ausgewihlt werden muss), dass

d(p—1
QPO ], < Yo

n

d(p—1
ar " ally < Mg2llp. (14 5) + £ (1993, +1)- (2.5.10)

Mit Hilfe von (2.5.8) und (2.5.10) erhilt man aus (2.5.5) als Zwischenstand:

LS. von (2.5.4) < lgallp.r, (1 + ) + 2 (IVgall3 g, +1) = IVaull3 5, + &

n

< lgallp.r, (1 +5) = IVonll 5, (1= 7) + 2 (2.5.11)

Man beachte, dass g, (asymptotisch) ebenfalls periodische Randbedingungen besitzt, jedoch in
der Box [~R,, R,]%. Im Folgenden wird nun eine Version dieser Funktion konstruiert, welche
Nullrandbedingungen geniigt.

Sei € € (0,1) beliebig und bezeichne 9, : R — [0,1] diejenige (stetige) Funktion, welche au-
Berhalb von [—R,,, R,,] den Wert Null, innerhalb von [—R,, + RS, R, — R%] den Wert Eins und
zwischen —R,, und —R,, + R;, bzw. R, — R} und R, linear ist. Darauf aufbauend sei nun die
d-dimensionale Variante Vg, = ®f:1 Vg, : RY — [0, 1] definiert.

Es wird nun ||¢2||,.z, bzw. [|[Vgn |||% R, gegen die entsprechenden Analoga von g, ¥, abgeschétzt.

Es sei dazu bemerkt, dass (wiederum aus Griinden der Ubersichtlichkeit) der Beweis von

1 - Cay 'IVaallzr, < lgnllz.r, <1+ Cap  IVgnllz,r, (2.5.12)
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in Hilfslemma 2.5.3(ii) ausgelagert wird. Man nutze nun die Schwarzsche Ungleichung (bzw. die
Dreiecksungleichung) und wéhle n so groB, dass dR, ¢ < 1. Damit gilt:

d
901 < [ |3 0¥, (5) + 90(2)000, () e
=1
d
= /Rd Z (&gn(ﬂ:)\lfRn (I))2 + (gn(a:)ai\IJRn (x))de
=1

d
+ [ 200 Vi, ()0, )

Man beachte nun, dass 0 < ¥ <1 und dass |0; Vg, | < R, . Man erhilt also:
d d
IV (gn ¥ g5 < /R D 10iga(@)P + Ry gu(w)da + /R D 2R, (Oign(®)|gn (x)dx
i=1 =1

d
= IVoull3 &, + Ra*lNgnll3 s, + 2R, /Rd 9n(2) Y |Bign(x)|dz
i=1

= IVgull3 5, + B *N9nll3 r, + 2R %90 (2)Vign(2) 1.,
Hélder Ungleichung < IV gn H‘%,Rn + 2R, |lgn |H27Rn IV gn |||27Rn + dRﬁzs llgn W%,Rn
Mit Hilfe der Ungleichung von arithmetischem und geometrischem Mittel (ab = Va2b? < 1(a®+
b?)) liefert dies nun:
IV (929 rIE < IV 9nll3 R, +2R0%5 (905 &, + V90

< IVgall3 g, [1+ B®] + 2R Fllgull5 &,
< IVgall3 m, [1+ Bf] + 2R, (1 + 2C 0y, I Vgnlla,r, + C03 2 Vgn

2r) + AR gall3 .

5.7.)-

Ggf. muss nun wieder eine Teilfolge von (R, ty, fin)n ausgewéhlt werden und man erhélt:

IVgull3,k, = IV (920 R0 = 5) — £ neN. (2.5.13)

n’

Der néichste Schritt besteht darin, |g2[,.z, gegen [|(g.¥r,)?*[l, abzuschitzen. Dazu benédtigt
man eine kleine Vorbetrachtung, in der wieder die periodischen Randbedingungen ausgenutzt
werden (sog. Shiftargument). Ziel ist es, zu verhindern, dass g?lp zu stark auf dem e-Rand der
Box Bp, konzentriert ist. Mit anderen Worten, es gilt 0.B.d.A.:

B Br _pge
/ g2 (z)dx < Br. \ Br, | g*P(z) de, n € N. (2.5.14)
BRn\BRnfR% |BRn| BRn

Zum Beweis nehme man an, dass fiir alle Verschiebungen (engl. shift) 6,(z) = x + z modulo R,
mit z € By, gilt:

Br. \ Bp e
/ g2 (0.(z)) dz > |Br, \ B,k g2 (z) da. (2.5.15)
Br,\BR,,—R |Br,|

Bg,,

£
n



KAPITEL 2. DER SUBKRITISCHE FALL 40

Um einen Widerspruch zu erhalten integriere man nun beide Seiten {iber z € Bp, und vertausche
die Integrationsreihenfolge:

/ 2P (0.(x)) dz — / / 2 (0.(x)) dz dz
BRn\BRn_Re |BRn| Br,, JBr,\Brg, Rs

/ P(z 4+ z)dzdx
|BRn| BRn\BRnfRE BRn
1

= — / z)dzdx

|BRn| BRn\BRnfRE BRn

B Bp _pe
_ |Br, \ Br,—rg| G29(2) dz

|BR.,| Br,

Damit gibt es also mindestens ein z € Bpg,, so dass das Gegenteil von (2.5.15) wahr ist. Im
weiteren Verlauf wird nun mit g, o 6, anstelle von g, gearbeit. Man beachte, dass aufgrund der
periodischen Randbedingungen sdmtliche weiteren Eigenschaften erhalten bleiben. Der Quotient
auf der rechten Seite von (2.5.14) kann nun wiefolgt abgeschéitzt werden.

|Br, \ Br,—R;| _ (2Rn +1)" — (2(Rn — R;) +1)°

|Br,,| (2R, + 1)d
Sio(2R)! #1970 =32 (2(R, — R)) % 197

(2R, + 1)
R+ CRS — (R, — R5)?
Roo1 < C - —( )
R+ ORI SRR

R
_ CCRZ—l + Rgll—l—&-a _ Z;i:_()Z R;(—Ri)d_l
R

=C

CRd—1+5
e<1 < C# =CR:? (2.5.16)

Dabei héngt die Konstante C' nicht von n ab. Im Inneren Bg,, _g: ist g, = (g, ¥R, ). Man erhélt
damit:

lozllp z, = W(gn¥r,)?IE = / g () dz — / (9n P R,)* () dz

Bgr, Bgr,

- / 2(2) — (9T p, ) (x) da
BRn \BRn—RE

< / g2P(z) dx
BRH\BRnfR%

B Br _ge

’ Rn\ Ry Rn‘ ggp(x) dl’
|BR,,| Br,

(2.5.16) < OBy lgnlly

(2.5.14) <

p,Rn

Gegebenenfalls muss nun wieder eine Teilfolge von (R, ty, fin)n ausgewihlt werden und man
erhélt schlieBlich:

lgalp,rn < W(9n®R)lp(L+ ), neEN. (2.5.17)
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Damit liegen die notigen Abschitzungen von [|g2[, r, (siehe (2.5.17)) bzw. |||Vgn|||§ R, (siehe
(2.5.13)) bereit. Man erhélt nun aus (2.5.11) fiir alle n:

L.S. von (2.5.4) < ||¢2 (1+ %) — ”Wgn”@,zzn(l B %) +%
< 192 ra (1 3) = Va3 5, (1= 2) = 21Vl , + 2
< o ¥r)2 (1 + 22— [IV (0¥, )I30 — 1) — 1](1 - 2)
(IR, I~ )~ 1] + 2
< Mo ¥, lp(1 +2) ~ 19 (90 ¥m, )30~ 2) — 21 Vgal o, + 2

2
:[W%Wm)ml+2 vaﬂmwﬁ(
lgn¥r Iz 13 lgn¥r, I3

o ¥, 13 = 1V9nll3 5, + 5

Man beachte, dass h, = g, Vg, /[lgn ¥R, [|2 eine L2 -normierte Funktion aus H'(RY) N L?’(RY)
mit kompaktem Trager B, ist. Daher kann nun der Term in eckigen Klammern gegen das Su-

premum aller derartiger Funktionen abgeschitzt werden, welcher wiederum gleich p%’ (H?’/ ) ist

d,p\1-3/n
(siehe dazu (2.2.4)). Aufgrund von (2.3.3) ist pilc)p(ifg%) > 0 und da trivialerweise [|g, Vg, [|3 <
llgn |||% R, &ilt, erhilt man:
143
LS. von (2.5.4) < p5) (£5372) (1 = 2)9al3 g, — 21V9al3 5, + 2
c) (143
< o, (T35 M9nl3 , = 2UV9al3 5, + 2 (2.5.18)

Mit Hilfe von (2.5.26) aus Hilflemma 2.5.3(ii) ist klar, dass (bei ggf. notwendiger erneuter Aus-
wahl einer Teilfolge von (R, t, tin)n) die Abschitzung

llgn 113

c 1+3
<1+ LIVaull3 5, /05, (E5m)

gilt. Wenn dies in Gleichung (2.5.18) eingesetzt wird, erhélt man fiir alle n, dass

L.S. von (2.5.4) < pilijv(iiﬁ) + 3.
Mit Hilfe von (2.3.3) sieht man, dass die rechte Seite fiir n 1 co gegen pf;;(l) konvergiert. Damit
ist der Beweis des Lemmas beendet. O]

Hilfslemma 2.5.2 (Eigenschaften von g,).
Es sei an die Definition von g,, erinnert. Firn € N, i € {1,...,d} und y € R?, sei die Funktion
fn,oi definiert gemdfs

fn O"L [\/:un + Co(1) +e ea(i)) - \/,Un(LyJ + €o(1) +- ea(i—l)) ] (ya(i) - {ya(i)J)a

(wobei 7(0) = 0 and ey = 0). Fiir jedes Paar k € Z¢ und y € C(k) sei o(y) € &4 derart gewdhlt
dass y € T, (k) gilt. Damit sei

() = a1 (g, z)) 1/2+ad/22fm<w (0, ).

Dann gilt:
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(i) gn ist wohldefiniert
(ii) gn ist auf R? stetig
(iii) gy ist im Inneren eines jeden Teatraeders Ty (k) differenzierbar.

Aus (ii) und (iii) folgt damit insbesondere, dass g, € H'(R?).

Beweis.

Zunéchst zeigt man, dass g, iberhaupt wohldefiniert ist. Mit anderen Worten, es muss nachge-
wiesen werden, dass fiir einen Punkt y € R? der sowohl zu T, (k) als auch zu T, (k) gehort,
die Funktion g,, ordnungsgemé&fl definiert ist, d.h. es ist zu zeigen, dass

d d
Z frowi(y) = Z frosi(y)- (2.5.19)
i=1 i=1
Im Folgenden sei dies lediglich fiir einen Spezialfall gezeigt. Der allgemeine Fall ergibt sich durch
analoge Betrachtungsweisen. Es sei daher
0'1(1) :120'2(2) and 0'1(2):220'2(1), and Ul(i):Ug(i) fOI‘iZ?).

Mit anderen Worten, es soll gelten, dass y1 — |y1]| = y2 — |y2] > vi — |yi] fiir allei € {3,...,d}.
Man betrachte nun die durch die unterschiedlichen ¢ induzierte Differenz:

d d
S Frori®) = 3 Froni®) = [\rm (L) +e1) = /i (19))] 1 = L))
=1 =1

+ [\/Mn(LyJ + e +e2) — \/,un(LyJ +61] (y2 — ly2])
= [ (1) + e2) = /1 (18] (2 = L12))
_ [\/Mn(LUJ +ester)— \/,un(LyJ +62] (1 — Ly ))-

Da y1 — |y1] = y2 — |y2] gilt, ist diese Differenz Null und es ist gezeigt, dass g, in der Tat
wohldefiniert ist. Die obige Argumentation erfolgte dabei fiir den Spezialfall, dass die erste und
die zweite Koordinate eines Punktes y € R? gleich sind und dass diese den gréten gebrochenen
Anteil (y1 — |y1]) aller Koordinaten besitzen. Eine Verallgemeinerung dieses Falles folgt dem
gleichen Prinzip und sei an dieser Stelle aus Griinden der Ubersichtlichkeit ausgespart. Damit
ist also (i) bewiesen und in Bezug auf die Notation werde daher ab sofort f, »i(y) anstelle von

fno(),i(y) geschrieben.

Dariiber hinaus folgt aus obiger Argumentation sofort, dass ¢, innerhalb eines jeden Ein-
heitswiirfels C(k) stetig ist. Um Teil (ii) zu zeigen muss daher nur noch der Nachweis der
Stetigkeit an den Réndern der Einheitswiirfel erfolgen. Ein Punkt y € R¢ gehért genau dann
zum Rand eines dieser Wiirfel, wenn mindestens eine seiner Koordinaten eine ganze Zahl ist.
Wiederum aus Griinden der Ubersichtlichkeit nehme man an, dass dieses nur fiir i = 1 gilt:
yi — |yi] = 1. Es ist klar, dass y zu zwei verschiedenen Tetraedern zweier verschiedener Ein-
heitswiirfel gehort: y € Ty, (k) N Ty, (k + e1). Die beiden Permutationen o7 und o9 héingen dabei
wiefolgt zusammen:

o1(1) =1,09(d) =1 and o1(i + 1) = 02(7) Vie{l,...,d—1}
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Die Begriindung dafiir ist denkbar einfach: Die Ganzzahligkeit in der ersten Koordinate kann
einmal durch die maximal mogliche Differenz von y; — |y;| = 1 ausgedriickt werden (damit ist
dann o1(1) = 1), andererseits aber auch dadurch, dass diese Differenz minimal wird und die Dif-
ferenz durch Verschiebung des ganzen Einheitswiirfels dargestellt wird. Somit ergibt sich dann
(aufgrund der Ordnung der gebrochenen Anteile), dass oa2(d) = 1 gilt.

Man wihle nun eine beliebige Folge (y™),, € T,,(k + e1), welche gegen y konvergiere. Fiir
hinreichend grofie m gilt, dass |y| +e; = |y |. Es gilt nun:

d
pn (Y (M)J 1/2 + Z fn,am( ) pn(ly] +e1) 1/2 + Z g:)z) Ly((;;zz)J)

[\/Mn ] +e1+ega) +- \/Mn ] +e1+ega) +- +602(¢f1))]
Man beachte dabei, dass der Summand fiir i = d wegen limm_,oo(yg;z Q) Lygz d)J) = 0 gegen
Null konvergieren muss. In der verbleibenden Summe mit ¢ = 1,...,d — 1 verschiebe man nun
den Laufindex, indem i = j — 1 ersetzt wird. Dabei kann gleichzeitig o2(j — 1) durch o1(j)
substituiert werden und man erhélt (fir m — o0):

d
fin Ly ] )1/2 + Z fn,az,i(y(m)
=1

= ()" + [Vl + 1) = Vi) Sl = Wou))

IS

+> [\/ﬂn(LyJ T oy (1) Feo2) T F oy \/Mn (ly] +eoa) + €02 )+"'+e01(j—1)):|
i=2

X (yél () Lym J)J) o(1)

— 1n(ly)) 1/24_2{\/“” |+ eoya) + -+ eor(i)) \/Mn ]+ eoy¢ )+--‘+egl(j71))}

X(?J(m’ = o (y)) + o(1).

Wegen y( ™ — y; muss nun der letzte Term gegen pu,(|y])Y/? + Z?ﬂ fno1,j(y) konvergieren.

Somit Wurde soeben die Stetigkeit von g, am Rand aller Einheitswiirfel C'(k) gezeigt und daher
auch die Stetigkeit von g, auf dem gesamten R?. Der Beweis von (ii) ist damit ebenso beendet.

Aufgrund der Definition von g, als Kompostition differenzierbarer Funktionen innerhalb ei-
nes jeden Tetraeders T, (k) folgt sofort dass g, ebendort auch differenzierbar ist. (Damit ist (iii)
bewiesen.) Die Vereinigung der Rénder aller Tetraeder wiederum ist eine Nullmenge beziiglich
des Lebesgue-MaBes. Daher liegt g, auch in H!(R?). O

Als letzten Schritt um den Beweis zu vervollstéindigen verbleibt das folgende Lemma mit den
ausgelagerten Hilfresultaten (2.5.9) und (2.5.12).

Hilfslemma 2.5.3.
Unter den bisherigen Bedingungen und mit den eingefithrten Bezeichnern gilt:
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(1) Fir die Norm ||pn||p gilt folgende Abschitzung:

d(

o d(p—1)-2)/2p

p—l)/p||/m||p < g2 llp,R, [1 + Coy’, ]
d(p—1)-2]/2 d(p—1)—2
+ [|||V9n”|§,Rn + 1]C[a£n(p D=2/2p O‘z[t (r—1) ]/p]

n

n

(it) Der Abstand zwischen ||gy|2,r,, und eins geniigt folgender Ungleichung:

1 - Ca; ' IVgnll2,r, < llgnl

lo.r, <1+ C'at_n1 IV gn

2Ry,

Beweis.

Zunichst sei der Beweis von (ii), d.h. (2.5.9), gefiihrt. Die Definition von f, i, (2.5.6), bzw. von
gn, (2.5.7), liefern zusammen mit der Dreiecksungleichung die nachfolgenden Umformungen.
Man beachte dabei, dass sich wegen 1(Z?\ Qq,r,) = 0 die Norm auf Bp, in die entsprechende
[P-Norm auf Z¢ iiberfithren lassen:

1/2

d/2 d/2
lgnllzp, 2 > @2 ltn (Lt - 1) 2 l2p 5 —

d
Pors
1=

1/2p

= af/? / unuatnmpdm] —ay? /
BRn Bpg

d 2p
<Z froi (atnw)> dz
=1

n

a2 | Ve, d " v
—al?| [ artunllaraa] <ol [ it (X fnste) ) da
|JRd ot R —
d
d(p—1)/2 L d(p—1)/2
:atTSp )/ P |12 —Oétfp )/ mefn,g,i _— (2.5.20)
i=1 e

Fiir alle y € R gilt nun:

2p

’ ifn,a,i(y)rp < dZPXd: ‘\/un(LyJ oty + o eo(n) = i (9] + oo+t eg(i—l)))
i=1 i=1

d
>
<dry ‘\/un(LyJ +eo) + ot eon) — \/Mn(LyJ o)+ +ea(7;71))’
=1
= d%ay |V gnly/aw,) P, (2.5.21)

Die Korrektheit der Abschitzung des Exponenten ldsst sich leicht einsehen. Da p ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} (auf einer endlichen Menge) ist, muss der Term innerhalb des Betrages im
Intervall [—1,1] liegen. Fiir # € [0,1] und p > 1 gilt nun trivialerweise, dass #% < 2.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass genau diese Abschéitzung der Grund ist, weshalb statt der
zu erwartenden Bedingung d(p—1) < 2p die stérkere Einschrinkung d(p—1) < 2 nétig ist (siehe



KAPITEL 2. DER SUBKRITISCHE FALL 45

dazu auch Bemerkung 2.3.6). Mit Hilfe von (2.5.20) erhélt man nun:

d 2p
—d <Z fn,o,i($)> dx
i=1

1/2p
2 — —d—
@s.21) < lgnllap . + o /IB oy 1oy T2V g (z/ Oétn)\le“]
atRn

1/2p

1 2 2
AP I PR N /B

O
atRnp

1/2p
d/2 —d—
= llgnll2p, r, + i’ d?a; 42|V g, (z)2de
B
Rn

1
d 1 —2|/2 >
= llgnllop.r, + dol’ p--21 PN gall3 .- (2.5.22)

Man quadriere nun beide Seiten dieser Ungleichung und nutze die (trivialen) Abschitzungen:
2

a2/? gl max{12,a?}/? < max{1,a®} <1+a?> = H\Vgn”g,]zn <1+ ”|Vg”|H%Rn
ab < 5(a® +b%) = Nonllzp, R IV G ll2 R, < 5(N90ll5, 7, +1V9nl5 5,)

um die folgenden Umformungen zu erhalten:

1 2
d 1 —2|/2 >
QPO ], < [|||gn|||2p,Rn + daj P12 ”|||v9nH§,Rn]

= lgulBy s, + honlan, daf2? ™D VIV g5, + P aft? DAYV,

< UgulB, + 3402 (I By, + IanlEn, ) + V75,1,
mgnubpﬂn {1+ Zdo [d(p 1)- 2]/2p] ngn”éﬂn {dQ z[:i(p 1)- 2]/p+i dagi(p_l)_g] /QP]

= Ig22 , |1+ Cafi® D] |||vgn,”§RnC [alfo0=2p  gjn-21r2]

d(p—1)— d(p—1)— d(p—1)—
= MR, [t CollO ] 4 (14 Vgl ) € [0 4 ol

Dabei hingt C' nur von der Dimension d ab und es ist damit (2.5.9), also der ersten Teil dieses
Hilfslemmas gezeigt.

Es verbleibt der Nachweis von Teil (i). Zuallererst nutze man wiederum die Dreiecksungleichung
in der Definition von g, (2.5.7) aus und erhalte:

d
o < oo + o e 25
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Fiir den ersten Summanden der rechten Seite gilt nun:

1/2
d
= n d

|/ sm (Lo, 1)

=\

1/2
Hn ( Ed )dx]
- 1/2

= Z pn (z)da =1 (2.5.24)

| Z€EQRy,

ayRn

Fiir die L?-Norm von x +— 04%2 Z‘ij:l fnoi(at, ) gilt nun:

1/2

d d 2
d d
o3 o, ([ (Z fn,mmtnm)) o
i=1 o R i=1

n

d 2
ol ([, ot (D)
atBr,, i=1

1/2
(2.5.21) < af/? (/ a;dd%;f‘z\Vgn(x/at)Ide)
atBRn

1/2
= aff (/ d2a;d_2]Vgn(x)]2da:>
B,

< Cap IVgalla.r, (2.5.25)

1/2

wobei wieder C' € (0, 00) nur von d abhéingt. Wenn nun (2.5.24) und (2.5.25) in (2.5.23) eingesetzt
wird, erhélt man

d
d/2 _
3 o, <1+
1=

Wgnllz, < ||y/ et mn (L, )| 2.7,

2,Rn

In vollkommen analoger Weise (man nutze die Dreiecksungleichung in modizifierter Form) ge-
langt man zu ||gn 2.z, > 1 — Ca;} IV gnll2,r,- Somit gilt:

lgnll2,r, — 1| < Caz HIVanll2r,,  neN. (2.5.26)

Damit ist der Beweis von Hilfslemma 2.5.3 abgeschlossen. O



Kapitel 3

Der superkritische Fall

3.1 Das Theorem

In diesem Abschnitt wird der superkritische Fall (d.h. p(d — 2) > d) néher untersucht. Dazu sei
zunéchst das folgende Theorem formuliert:

Theorem 3.1.1.

Es seien p,d € N mit p(d — 2) > d (dies bezeichnet man als superkritischen Fall) und p > 1.
p(p—1) 2p?

3p=1 > t3p=1 und 7y < tP fiir die

Dann gilt fir alle Geschwindigkeiten 7y — 0o mit T4
Selbstiiberschneidungslokalzeiten Cy, dass:

log 7¢

. 1 ~ . <f7 _Af>
lim —— log P ||[4||2 > 74| = — inf T
firm, o e P Il > 7] = = nf | { 1713,

Dabei bezeichne A den Generator der zugrundeliegenden Irrfahrt (Si);.

Bemerkung 3.1.2 (Beweis der oberen Schranke).

Der Beweis der oberen Schranke von Theorem 3.1.1 folgt in weiten Teilen der Strategie aus
[HKMO06]. Wéhrend dort lediglich der subkritische Fall behandelt wurde und eine nur grobe
Abschétzung erfolgte (fiir den Zweck der Publikation war diese Abschéitzung jedoch vollkommen
ausreichend) wird die Strategie im vorliegenden Kapitel (Abschnitt 3.3) fiir den superkritischen
Fall adaptiert und versucht, die Technik bis zum AuBersten auszureizen. &

Bemerkung 3.1.3 (Fehlende Kompaktheit).

Wie bereits in der Einleitung dieser Dissertation erwéhnt ist eines der Hauptprobleme beim
Beweis der oberen Schranke die fehlende Kompaktheit. Im vorliegenden Kapitel wird diese
Hiirde durch die Verwendung verschiedener kombinatorischer Argumente umgangen. Der Aus-
gangspunkt des Beweises ist dabei die Projektion der Irrfahrt in eine Box (d.h. die Periodi-
sierung der gesamten Irrfahrt). Dabei sei angemerkt, dass die Groéfie dieser Box t-abhiingig
ist und damit zunéchst viel zu grof. Eine Projektion auf eine Box konstanter Groe (wie die
Heuristik es nahelegt) hat den entscheidenden Nachteil, dass die dadurch entstehenden neuen
Selbstiiberscheidungen zu zahlreich und damit die obere Abschéitzung zu schlecht ist.

Ahnliche Probleme tauchten ebenfalls in [CM09] auf. Im Gegensatz zum vorliegenden Beweis

47
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wurde dieses Problem in [CM09] nicht durch die Periodisierung der gesamten Irrfahrt (durch
Projektion auf den Torus) gelost, sondern es wurde lediglich die p-te Potenz der Greenschen
Funktion periodisiert. (Desweiteren lieferte die bekannte Minkowski Ungleichung einen zentra-
len Beitrag.) Der Hauptgrund fiir den Erfolg dieser Strategie besteht darin, dass in [CMO09] die
gegenseitigen Uberscheidungen von Irrfahrten betrachtet wurden, wihrend in der vorliegenden
Dissertation das Problem der Selbstiiberschneidungen (welches im Allgemeinen komplizierter
ist) behandelt wird. <&

Bemerkung 3.1.4 (Einschréinkungen an 7).

Wihrend die obere Begrenzung der Geschwindigkeit 7, der natiirlichen Erwartung (hinsichtlich
des maximal Moglichen) entspricht, ist festzuhalten, dass sich die Notwendigkeit fiir die untere
Begrenzung der Geschwindigkeit rein aus der Technik des Beweises ergibt. Wahrend des Nach-
weises der oberen Schranke ist es an einer Stelle unabdingbar, eine Anzahl gewisser Paarmafie
abzuschétzen. Leider ist dies nur in grobem Mafle gelungen woraus die Einschriankungen an 7
resultieren. &

Bemerkung 3.1.5 (Einschrinkungen an p).

Weiterhin gravierend in obigem Theorem ist vor allem die Einschréinkung, dass p > 1 eine ganze
Zahl sein muss. Trotz grofler Anstrengungen ist es nicht gelungen, diese Voraussetzung fallen
zu lassen oder sie zumindest abzumildern. Wie bereits erwahnt, wird diese Restriktionen beim
Beweis der oberen Schranke benétigt. An gegebener Stelle wird darauf hingewiesen werden. <

Bemerkung 3.1.6 (Arbeiten von C. Laurent).

Wiéhrend der Erarbeitung dieser Dissertation konnte Clement Laurent (siehe [L10a]) dieses Theo-
rem bereits in allgemeinerer Form und mit geringeren Annahmen beweisen. Er nutzte dabei eine
Technik von Fabienne Castell (siehe [Cal0]) und konnte diese entsprechend anpassen. In dieser
Dissertation sollte versucht werden, dieses Theorem weiter zu verallgemeinern, jedoch konnte
dieses Ziel nicht erreicht werden. Jedoch ist der alternative Beweisweg in sich bemerkenswert
und soll daher in dieser Dissertation aufgefithrt werden. &

3.2 Die untere Schranke

Die untere Schranke stellt hinsichtlich ihres Beweises keine bedeutende Schwierigkeit dar. Kern-
stiick desselben ist die Anwendung des berithmten Prinzips grofler Abweichungen von Donsker
und Varadhan (vgl. [DV75]). Im Falle der unteren Schranke ist es hinreichend, die Lokalzeiten
nur bis zu einem bestimmten Zeitpunkt zu betrachten. Diese Fixierung fithrt letztendlich dazu,
dass die Voraussetzungen zur Anwendung des Standardprinzips erfiillt sind. Diese Vorgehens-
weise findet sich vergleichsweise hdufig und der Beweis sei an dieser Stelle nur aus Griinden der
Vollstandigkeit wiedergegeben. (Er findet sich bereits zitierfahig in der Literatur, beispielsweise
in [L10a], dem wir im Wesentlichen folgen.)

Proposition 3.2.1 (Untere Schranke).
Im superkritischen Fall gilt unter der Nebenbedingung 7 < tP, dass:

<f7 _Af>
1113,

liminf -1~ log P(||4]||2 > 7,) > — inf
tmint = log ([lellp > 7¢) > f,||}r|121{
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Bewets.
Man fixiere zunéachst eine beliebige Konstante M > 0. Wegen 7, < tP existiert ein Zeitpunkt ¢,
so dass fiir alle t > tg die Beziehung M7, < t? gilt. Man erhélt daher:

P([Iee]l; > 7¢) > P(][¢ Mft)l/PHp > Tt)
MT‘t 1/p i
M?"t 1/p - M
M"'t 1/p 1
> -
- <H M) |, > M)
Die letzte Abschétzung gilt (trivialerweise) immer. Da die Norm (aufgefasst als Funktional
f = |Ifllp) unterhalbstetig ist, ist wiederum die Menge {||f||, > ¢} eine offene Menge. Diese

Tatsache ermoglicht die Anwendung des berithmten Resultates von Donsker und Varadhan (vgl.
[DV75]) und man erhélt:

lim 1nf

m inf s log P([| [ > ) > —

inf { }
e A0 191, >
Da M > 0 beliebig gewédhlt wurde, kann nun ebenso zum Infimum {iber diese Konstante
iibergegangen werden und folgende Umformungen werden erméglicht:

inf {Ml/p inf_ {(f,-Ap), 1713, > Mup}}: inf  inf {Ml/p<fv—Af> M > ||f||2p}

M>0 f:Hf”QZl f7||f||2:1 M>0

= inf JoAD)
miflz=1 | l1£13,

Zusammengefasst erhédlt man nun:

(f,—Af)
1£12,

Damit ist der Beweis der unteren Schranke beendet. OJ

liminf -1~ log P(||¢:||h > 7) > — inf
iminf 7 log P4} > 72) > f,”}t:l{

3.3 Die obere Schranke

Das wesentliche Problem stellt der Beweis der oberen Schranke dar. Wie eingangs bereits erwéhnt
wurde dieses Problem in [L10a] mit Hilfe des sogenannten Eisenbaumtheorems (vgl.[MRO06])
gelost. Der vorliegende Weg umgeht die Nutzung dieses Theorems und bietet eine Alternative,
unter Nutzung dhnlicher Techniken wie im subkritischen Fall. Bedauerlicherweise stellt sich
heraus, dass die auf diese Weise entstehenden Einschriankungen an die Giiltigkeit hérter sind als
jene, die im Zuge des Beweises in [L10a] entstehen.

Bemerkung 3.3.1 (Struktur des Beweises).
Es werde wiederum P(||¢||; > 7¢) betrachtet. Der Beweis der oberen Schranke entwickelt sich
anhand der folgenden Schritte:

e Projektion der Irrfahrt auf den Torus [—R, R)?, mit R = R(t)
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Nutzung der Markov-Ungleichung

Abschitzung des Erwartungswertes mittel einer Variante der Greenschen Funktion

Umformulierung mit Hilfe von empirischen Paarmaflen als eine Variationsformel

Abschétzung der Variationsformel gegen eine andere Variationsformel

Nutzung von Umformulierungen aus [L10a] ohne Verwendung des Eisenbaumtheorems
O

Bevor diese Schritte genau ausgearbeitet werden, sei an dieser Stelle noch ein Kommentar zu
den Einschrankungen gestattet. In der folgenden Bemerkung werden die Restriktionen naher
beleuchtet, die im Verlauf des Beweises der unteren Schranke im superkritischen Fall (p(d —
2) > d) benotigt werden. Ebenfalls wird eine erste Begriindung der Notwendigkeit dieser Ein-
schrinkungen gegeben, welche unter anderem aus den Anforderungen an die Grée des Torus R
resultieren.

Bemerkung 3.3.2 (Restriktionen im Beweis der oberen Schranke).
Es sei zunéichst an die Einschrénkungen aus Theorem 3.1.1 erinnert, die im Zuge des Beweises
der oberen Schranke benotigt werden:

1. Ganzahligkeit von p:
Der Parameter p muss eine ganze Zahl sein (p € N). Der Trivialfall p = 1 sei an dieser
Stelle ebenfalls ausgeschlossen.

2. Begrenzung der Geschwindigkeit 7:
7 darf hochstens so schnell wachsen, dass immer noch 7, < P gilt, muss jedoch mindestens
1 )p(p*l)/(?m*l) > $20%/(3p—1)

so schnell wachsen, dass ft(log—ft

gilt.

Bedingung 1 wird benétigt, um Gleichung (3.3.3) weiter umzuformen. Konkret geht es darum,
dass die Ganzzahligkeit des Exponenten pS, im Term fﬁ(w)pﬁz notwendig ist, welches leider nur
durch die Bedingung p € N erzwungen werden kann.

Die Erkldrung von Bedingung 2 ist etwas umfangreicher. Wahrend die obere Schranke 7 < t?
die natiirliche Grenze darstellt, spielt fiir die untere Schranke die Grofie des Torus [ R, R)? eine
entscheidende Rolle.

Die Technik des Beweises basiert darauf, dass die gesamte Irrfahrt auf diesen Torus projiziert
wird. Dabei entstehen bedauerlicherweise eine Vielzahl an zusétzlichen Selbstiiberschneidungen,
die es bei konstanter Grofle R unmoglich machen wiirde, die urspriinglichen Selbstiiberschnei-
dungen exakt zu quantifizieren. Aus diesem Grunde entsteht die Notwendigkeit R in Abhéngigkeit
von t anwachsen zu lassen. Die untere Grenze fiir die Geschwindigkeit ist eine logische Konse-
quenz aus der eben beschriebenen Vorgehensweise. Die zusétzlichen Selbstiiberschneidungen der
periodisierten Irrfahrt miissen im Vergleich zu den urspriinglichen Selbstiiberschneidungen hin-
reichend (vernachlissigbar) klein sein und die untere Schranke von R(t) wird dafiir in 3.3.9
benotigt (dabei sei jedoch lediglich auf eine Proposition aus [L10a] verwiesen).

Dariiber hinaus verlangt die Technik des nachfolgenden Beweises ebenfalls eine obere Schranke
fiir R in Abhéngigkeit von t. Der Grund hierfiir liegt darin, dass in (3.3.7) die Anzahl von Paar-
mafen v : Bg x Br — (kp) !Ny berechnet/abgeschiitzt werden muss. Je grofier Bp ist, desto
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mehr Paarmafle gibt es und daher ist eine obere Begrenzung vonnéten.
Konkret lassen sich die Schranken fiir R folgendermaflen quantifizieren:

Tt

2/(p—1)
i) Untere Beschrinkung von R mittels 7 (bzw. t): R?? > ('i—p) g

Fi/?
log 7 *

ii) Obere Beschriankung von R mittels 7;: R? <

Es sei darauf hingewiesen, dass im Verlauf des Beweises eine weitere Grofle & mit Hilfe von 74

(via k = :Bftl /p ) definiert wird, so dass sich Bedingung (ii) folgendermaflien darstellt:

k
R2d . 3.3.1
< log k ( )

Nach der Begriindung fiir die Notwendigkeit der beiden Schranken fiir R = R(t) muss nun noch
sichergestellt werden, dass sich diese nicht widersprechen. Der entsprechende Nachweis wird
in folgender Rechnung (ausgehend von den Bedingungen an R??) gefiihrt, liefert jedoch eine
zusétzliche Einschrankung fiir 7, ndmlich vormals erwéhnte Bedingung 2:

(tp>2/(p_1) ,,ztl/P
= L ——

Tt log ’Ft
1 2
1 s+ o= 2p
— }<p 1) > tp-1
log 7
3p—1 2
1 - 2p
= P sl
log 7
p(p—1)
- 1 3p—1 2p2
= T > t3p—1
log 7

Dies stellt die Erklarung fiir Bedingung 2 dar.

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass obere und untere Schranke fiir 7 nicht im Widerspruch
zueinander stehen. Dies stellt jedoch keine Schwierigkeit dar, da wegen p > 1 zweifelsohne
p > 32;% gilt. Der logarithmische Term ist von untergeordneter Bedeutung, da jedes € > 0,
welches im Exponenten hinzugefiigt wird, diesen Term iiberkompensiert.

Insofern folgt daraus, dass Bedingung (2) keinen Widerspruch darstellt (und somit auch implizit,
dass es fiir jedes zuléssige 7; jeweils mindestens ein R gibt, welches die Bedingungen (i) und (ii)

erfiillt.) <&

Proposition 3.3.3 (Obere Schranke).
Unter den eben genannten Finschrinkungen gilt im superkritischen Fall fiir die Selbstiiberschnei-
dungslokalzeiten £y, dass:

1£13,

t—o0

(. Af) } |

limsupﬁ log P(||44]|h > 7¢) < —f”ifr‘l‘f ) {
t ) 2=

Bewess.

Der erste Schritt besteht im Periodisieren der Irrfahrt. Falls (S¢):>0 die zu betrachtende Irrfahrt

bezeichnet, so sei deren Projektion auf den Torus mit Radius R bezeichnet als (St)g()). (D.h.



KAPITEL 3. DER SUPERKRITISCHE FALL 52

(St)g[)) bezeichnet die Irrfahrt auf der Box Bg := (—R, R]¢ mit periodischen Randbedingungen.)
Man erhélt fiir die Lokalzeiten:

[14ell5 = > 6 (y + 2Rz)
ye(—R,R|%,z€Z4

<Y (> tly+2R2)”

yEBRr ze€Zd

= > 4w

yEBR
R
= |17

Die Anwendung der Markov-Ungleichung liefert fiir alle k € R:
Bl > ) < PAIG 15 > )
tllp > Tt) = t llp =Tt

~— R
<7 vE [ (3.3.2)

Die Abschitzung des Erwartungswertes von HEER) I l;p erfolgt nun anhand der folgenden Lemmas.

Lemma 3.3.4 (Abschitzung des Erwartungswert mittels Greenscher Funktionen).
Fiir den Erwartungswert E [\M%R)Hlpﬁ”p] gilt folgende obere Abschitzung:

klkp 1, (kpo(z))!?
E K(R) kp < " T e)\t+0(k) Gra z,y kpv(z,y)
14" o TL @) Ly (vl ) I Gra@y
ey V(@y)=1
Zy V(x7y):2:y V(yvx)ekilNO

r,yeBRr

wobei Gy die folgende Version einer Greenschen Funktion bezeichnet:

I P
0

Beweis.
Zunéchst formuliere man den Erwartungswert wiefolgt um:

Bl = | (Y 47 @)

r€BR

[k
- Z E HﬁgR)(xi)p]
=1

z1,..cxEBR Li=

— Z E H ggR) (x)P#{i:m:x}

z1,...cxEBR _$€BR
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Dabei ist impliziert, dass k € N gilt. Im néchsten Schritt wird die Summe iiber die x1, ...,k
ersetzt. Dazu sei die Funktion 8 : Bp — Ny so definiert, dass ) 8, = k gilt. Man erhilt:

E(I6P0] = > B | T 6@ | #{(o1,....a) € Bl #ti 20 = o} = B}

B:Br—Ng rEBR

Zm ﬁz:k - N
k!
= E O ()l (3.3.3)
B:B;)No ng Hm BI'
Za: Bz:k - -

Um den letzten Schritt zu verstehen, sei daran erinnert, dass fiir jedes 8 genau Hk!ﬂx! zu diesem

B passende k-Tupel (z1,...,x) existieren.

Fiir die néchsten Schritte definiere man sg als ein kp-Tupel, welches aus allen s, ; besteht, auf
die die folgenden Bedingungen zutreffen. Zum einen sei 8, > 0 gefordert und zum anderen soll
ie{l,...,pB} gelten. (Es ist klar, dass es genau kp dieser s, ; gibt.) An dieser Stelle muss mit
der Ganzahligkeit von p (Bedingung (1)) eine der hértesten Einschriankungen eingefiihrt werden.
Es ist bedauerlicherweise nicht gelungen, diese Bedingung aufzuweichen. Es ergibt sich:

PBa
R k! R
E[H&E )ngp] - Z 1.3 = H Hg( :
B:Br—Ny 112 7% z€BR i=1
Zzﬁz:k )
k' PPz
= ¥ gaE HH/ (5t ey s
B:Br—No 117 7% | 2€BR i=1
> Bz=k
Kl DB
= Z .3 !E / H H]I{S(R)ii
B:Br—No 1177 0,1]% P xeBpi=1
Z;L»B:c_k
w E - d
- 5:3;1\]0 Haz /BZ' _/[O,t]kp {SSZ i Vz€BR,Yi=1,....pa} %

k!
S T /m]kp[sgfzzx, VxGBR,Vizl,...,pr]d%
z Px: kP

ﬁ:BR%NO

Im néchsten Schritt sei die Sortierung der (s, ;) nach deren Griéfle vorbereitet. Dazu seien die
Integrationsvariablen anstelle von s, ; mit s1,..., s, bezeichnet. Jedoch darf dabei die Verbin-
dung zu den entsprechenden z nicht verloren werden und es sei deshalb fiir jedes § eine feste
Funktion pg : {1,...,kp} — Bpg eingefiihrt, so dass jedes z € Bp exakt pf, Urbilder hat,
d.h. Vz € Bp : #pgl(x) = pBz. (Man beachte, dass pgl(x) die Menge aller Urbilder der nicht
injektiven Funktion pg bezeichne.) Man erhalt:

[Hz }: 3 Hﬁx/ P[S§ﬁ>:p5(z‘),vz':1,...,kp dsi ... dsg,

B:Br—Np
3o Ba=k
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Im néchsten Schritt sei, wie bereits angekiindigt, die Sortierung der (s;); vorgenommen. Fiir
jede Realisierung der si,..., sy, exisitiert eine eindeutige Sortierung nach deren Groéfie, wenn
man voraussetzt, dass alle s; verschiedene Werte annehmen. Dies stellt jedoch keine relevante
Einschréankung dar, da die Menge aller kp-Tupel (s1,...,sk,) die mindestens ein s; = s;(i # j)
enthalten eine Nullmenge ist. Aus diesen Griinden kann das Integral iiber alle kp-Tupel ersetzt
werden durch das Integral iiber alle geordneten Tupel (s; < ... < spp), sofern gleichzeitig eine
Summe {iber alle Permutationen o € Sk, eingefiihrt wird. Es ergibt sich:

k" N
E [HKER)H];?”} = Z N Z /0<51< et [ng()z) =pp(i), Vi=1,..., k:p] dsy...dsg,

B: BR—>N0
e Bu=k
k!

= > P> / P[SU) = pa(o(i)), ¥i=1,....kp| dsi...dsy,
B8:Br—Ny Hx Baj O’ESk 0<s1 <. <spp <t
Zz /Bz:

- Y max
B: BR—>N0 . €Sk 0<s1 <. <spp<t
>, Ba=k

P [Séf“ = S, = palo(i)) — pa(o(i = 1)), ¥i=1,....kp| dsi ... ds
Dabei sei impliziert definiert, dass o(0) := 0 und pg(0) := 0 gelte und es sei daran erinnert,

dass S(SR) := 0 gilt. Die einzelnen Terme ng) ng)l sind nun wegen der Markov-Eigenschaft
voneinander unabhéngig. Dies ermoglicht folgende Umformungen:

P
E 6] = Y Hk;w! > / ] [IP S5 =S5, = pao(i)) - paoli = 1))] dsi ... dsi,
e
k! kp (R) , .
- Z [T 6. Z /0<51< il [Ssﬁsl ) —pﬁ(o(z))—pg(a(z—l))} dsi...dsg
%:B;%Z;NIS 0€Skp
k! e (R) , .
= > g X /Ooo]kp ti<t}1jlp[sti = pp(0 (i) = psloli—1))] dtr ... dty,
%:B;Rﬂjjlg 0ESkp i=
k! R TR TR , .
< 2 a2 /OOOW M RIS = ps(o(i)) — palali— 1) dtr .. di,
ﬁEB;RBjEI? O'GS =1

An dieser Stelle sei nun die folgende Version der Greenschen Funktion eingefiihrt:
Gralz,y) = [ VRS =y - a)ar.
0

Trivialerweise ist Gpa(z,y) aufgrund der Exponentialfunktion im Integranden stets endlich.
Man erhélt also den folgenden Ausdruck fiir die obere Schranke:

kp
E[I6P0F] < > H"”, M T1Gralpp(o i = 1)), ps(o(i))

B:Br—Np UESkp =1
> p Ba=k
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Im nun folgenden Schritt soll ¢ leicht modifiziert werden. Bislang ist o eine Permutation aus
Skp mit der Zusatzbedingung, dass ¢(0) = 0 gilt. Dies sei nun durch ¢(0) := o(kp) ersetzt
um sicherzustellen, dass durch o jeder Index in obiger Formel genau zweimal angesprochen
wird. (Bisher taucht fiir ¢ = kp das entsprechende o(kp) nur einmal an der zweiten Stelle
der Greenschen Funktion, jedoch niemals an dessen erster Stelle auf.) Bei dieser Neudefinition

Gr[ps(0).:p5(c(1))] : ) .
Grnlps (kD) 03 (@)’ der jedoch gemafl [HKMO06, Beweis

von Prop. 2.1] durch e°®) beschriinkt ist.
Zudem seien im Folgenden empirische Paarmafle v : Bgr X Br — Ny eingefiihrt, die der Bedingung

Zy(xay) = ZV(:U,IL‘) = pBa

Y Y

entsteht ein Fehler von der Grofie von

geniigen. Man beachte, dass fiir jede Folge (pg(o(i — 1)),p5(a(i)))fﬁl genau ein passendes v
existiert, so dass

V(z,y) :v(z,y) = i : (ps(o(i — 1)), pp(o (@) = (z,9)}

gilt. Man erhélt damit:

E(I6P1F] < >

T B' S o) T Gl y)HEesCi-DpsE0)=@n)

BZBR%NO O‘ESkp z,yeBR
- Z H 5 | Z Z Wv(ay): viwy)=#1i: (ps(o(i=1)),pa(c(i)))=(z.y)}}
B:Br—No T €Sy v:Brx Br—Ng
> Bo=h 5, vaw) =3, v(ya)=pBs
e)\t-i—a(k) H GR7,\(1?, y)y(ac,y)
x yEBR

- Z H 555 Z [ Z Lv(ay): viay)=#1i (pp(o(i-1)).08(0(0)=(z.4)}}

B:Br—Ng v:BrxBr—Ng UES)CP
Zz /Bz—k Zy V(xvy):Zy V(yvx):pﬁz
ertto(k) H Gra(z, y) @)

z,yeBR

Die néchsten Bemiihungen zielen darauf ab, eine obere Schranke fiir den Ausdruck in den Klam-
mern zu finden. Dazu seien Folgen (wy, ..., wyy) eingefithrt, wobei wiederum wg := wy,, definiert
sei. Es folgt:

Z Lv(ay): viey)=#{i: (ps(a(i=1)).pp(a()))=(,y)}}

O’GSkp

- Z Z L w3 i) = (PB(U(ifl)):PB(U(i)))}H{V(mvy)i v(zy)=#{i: (wi—1,wi)=(z,y)}}

0ESkp W1,...,WEpEBR

= Y W) vem = )=} D L¥izwiw)=(os(0(i-1))ps(e0)}

wl,...,wkpeBR O'ESkp

Man betrachte zunichst die letzte Summe. Fiir jedes © € Bp existieren genau pg, Urbilder
bezogen auf die Funktion pg oo (d.h. i € {1,...,kp}, so dass pg(o(i)) = x). Da o bijektiv ist,
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bedeutet dies, dass fiir jedes i € {1,...,kp} exakt pﬁpﬁ(a(i)) Moglichkeiten fiir den Wert von
o(i) existieren, ohne dass sich letzendlich der Wert von pg(c(i)) = = &ndert. Demzufolge kann
die Summe iiber die o ersetzt werden durch den Faktor [],cp,. (pB:)!. Fiir die erste Summe sei
auf [dH00, Beweis von Theorem II1.8, Lemma II1.10] verwiesen und man erhélt die folgende obere
Schranke:

#{(w1,...,wkp) : Yo,y € Brr(z,y) = #{i: (wi—1,w;) = (x,y)}} < kp [L(p5:)!

[L.,v(,y)!

Die Verwendung dieser Abschétzung liefert nun:

R k Hx(ple)‘2 o v(x
K [Hﬁg )H];p} < Z i kpl_[myl/(%y)! Z eAt+o(k) H Gra(z,y)’ @)

!
!
!

B:Br—Ng & v:BrxBr—Ng z,yeBRr
Zm IBI:k Zy V(I,y):Zy V(yvx):pﬁz
— Klkp Hx(pﬁx)ﬂ At+o(k) G v(z,y)
= > > LA L. v(a,y)© [I Gratwy)
B8:Br—Noy v:BrxBr—Ny z 7T Ly e z,yEBR

Zz /Bz:k Zy V(VU»U):Zy V(yvz):pﬂz

An dieser Stelle erkennt man, dass § nur das mit einem Faktor versehene Marginalmafl von v
ist. In einer Formel ausgedriickt bedeutet dies, dass 8, = p~* Zy v(z,y) =p ! Zy v(y, z) gilt.
(Man sieht auch, dass das rechte und das linke Marginalmaf$l gleich sind, welches die Berechti-
gung liefert von einem Marginalmafl zu sprechen.) Um dies auch bei den weiteren Umformung
hervorzuheben, werde nun anstelle von pj3; kiinftig die Formulierung v(z) := }_, v(z,y) verwen-
det. In einem zweiten Schritt sei dann v normalisiert und es kann anschlieflend ersetzt werden
durch (kp)~lv. Dies beendet dann letztendlich den Beweis des Lemmas.

k'k o(x))1? ‘4o v(z,y
D S a0 i L S

V:BR X BR—)NO
2y V(@ y)=kp
2y vy)=22, v(y,x)€pNo

S k!kp (Epr(@)? 5iiote) .

= = - ertto | | Grolz, )k @)
| | s

v:Br x BR—(kp) ~'No Hz(klj(ib)) :v,y(k;py(l" y))

>y V(@y)=1
Zy V(x’y):Zy V(yﬁE)Ek_INO

z,y€EBRr

O]

Nach diesem wichtigen Zwischenschritt und der Nutzung der empirischen Paarmafle besteht das
néchste Ziel darin, die obere Schranke mit Hilfe einer bestimmten Varationsformel darzustellen.
Dafiir sei die folgende Abkiirzung verwendet:

. _ _ VXUV
Xour) = inf {(u,log (v))—p <1/, log > — <1/, log G’A/\>} (3.3.4)

VEMl(BR) 14

Damit entspricht der néchste Schritt in Bezug auf die obere Schranke der Aussage des folgenden
Lemmas.

Lemma 3.3.5 (Einfithrung der Variationsformel unter Nutzung der Stirling’schen Formel).
Unter den bekannten Voraussetzungen gilt nun:

E [HEER)H’;J”] < o) (k1yPprke ™ X |
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Bewess.
Zunichst nutze man die Stirling’sche Formel um sich der Fakultdten zu entledigen. Statt der
bekannten Abschétzung (3.3.5) sei dabei eine leicht schwichere Version (3.3.6) verwendet:

/(2041 oy, (g)n < n! < e/ /om (%)n (3.3.5)
(%)n < nl < o™ (%)" (3.3.6)

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass es viele Terme v(z),v(x,y) in der Formel von Lemma
3.3.4 gibt, die den Wert Null annehmen und so zu einem Faktor 0! = 1 fithren. Diese Terme
tragen nichts zu den betreffenden Produkten bei. Aus technischer Sicht ist es jedoch nétig, diese
Faktoren auszuschlielen (damit wir Stirling anwenden konnen und eine Division durch Null
ausschlieffen). Von nun an seien also die Produkte implizit mit der Zusatzbedingung versehen,
dass v(x),v(x,y) # 0 gilt, ohne dass wir dieses explizit in jeder Formel notieren. Man erhélt
also aus Lemma 3.3.4:

E[I471) < > Ml T Grala, ) e
v:Brx Br—(kp)~*Ng z,y€BR
2y V(@y)=1

¥, v@y) =Y, v(y.z)ek~ Ny

o(kpv(x kpo(2) | KPP (@) 2
kpeo(k) (k)k Hac (e (kp?(z)) (pT()) )

()™ g, (e

) ko(x) ) kpv(z,y)

An dieser Stelle sei bemerkt, dass wegen ) v(z) = 1 trivialerweise sowohl [], eolkpr(z)) — golk)
als auch [, (k/e)*"®) = (k/e)* gilt. Es ergibt sich daher:

E [WER)HI;ID} < Z eAtFo(k) H GR,)\(w,y)kp'/(x’y)
I/ZBRXBR*)(kp)_lNO z,yEBR
>y V(@y)=1
Zy l/(:ﬂ,y)zzy V(y7x)€k_lN0
kp () 2kpo(x)
k‘p Hx ( e )

e

Hw (D(m))kﬂ(ﬂﬁ) H <kpy(x7y))kpu(x,y)
T,y

kp _
o kp — 2kpi(x)
_ Z k‘peM‘F (k) ( e ) Hx (l/(l‘)) H Gr )\(:L', y)kpl/(x,y)

— kv(x kpv(z,
T S RTINS | Y C1C0) L § P (2GR0 Dt
Zz,y V(Qf,y):l
Zy V(xvy):Zy V(yvx)ek'_lNO

Im né#chsten Schritt sollen nun die verbleibenden Produkte genauer untersucht werden. Unter
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Verwendung der Beziehung H%y(g(x),;(y)y/(x,y) =11, 7(z)"@® 11, 7(y)”W) erhilt man:

— — v(z,y)
H 1 ] H(ll(l‘)lf(y))kp Y H GR,A(I‘»?/)kpy(x’y)

(@) 5y (vla,y)) e

z,yeBR

= exp Zku ) log (v Jer‘pV x,y)l (y(x v) + Z kv(z,y)log Gra(x,y)P
z,yeBRr

Wenn diese Umformung in der vorherigen Gleichung verwendet wird, erhilt man den nachfol-
genden Ausdruck. Der Einfachheit halber sei (k!)?P eingefithrt und die Tatsache benutzt, dass
kp < e°¥) gilt. Es ergibt sich:

E [H&ER)H/;;D] < e)\t+o( )kp (kp) Z

V:BRXBR*)(kp)_lNO
zz,y V(df,y)Zl
>y vley)=3, v(y,x)ek ' No

exp {—k' {(77,108; () — <” log 7xL > - <V’ log G%”\>}}

< e)\t+o(k) (k')pppk Z
v:Brx Br—(kp) Ny
2ay v(Ty)=1
Zy V(zvy):z:y V(y,I)€k71N0

exp {—k {(V,log ) — p <y, log 2= ”> . <1/, log GT;LQ}} (3.3.7)

Der néchste Schritt besteht darin, die Summe {iber alle v’s abzuschétzen. Es ist (erstaunli-
cherweise) ausreichend, diese Summe gegen das Produkt aus Anzahl der Summanden und dem
groBten Summanden abzuschétzen.

Die Anzahl der v’s kann wiederum grob abgeschétzt werden durch die Anzahl der Werte, wel-
che v(z,y) annehmen kann (dies sind kp Werte) potenziert mit der Anzahl der verschiedenen
Tupel (z,y) (die sich aus |Bg|?> = (2R)?? ergibt). An dieser Stelle sei bemerkt, dass die Ein-
schrinkung (3.3.1) maximal ausgereizt werden muss um den entstehenden Term gegeniiber eo(k)
vernachlissigen zu konnen. (In anderen Worten: (kp)(2R)2d — o(2R)*"log(kp) ¢®(%)) Desweiteren
sei noch notiert, dass aus Griinden der Einfachheit einige der Anforderungen an v gestrichen
werden. Dies ist jedoch im Falle der oberen Schranke irrelevant.

Der groBte Summand entsteht einfacherweise durch Ubergang zum Supremum (bzw. durch das
negative Vorzeichen im Exponenten durch das Infimum iiber die betreffenden u).

Mit Hilfe von x, ., (Definition siehe (3.3.4)) erhélt man damit die Behauptung des Lemmas:

E [ 157] < 4 (gt
O

An dieser Stelle sei an die Markov-Ungleichung in (3.3.2) erinnert. Unter Nutzung von Lemma
3.3.5 erhilt man damit:

P(|[6|2 > 7) < 7 FMFo®) (jryppphe™ X oum
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Es sei daran erinenrt, dass (k!)? < (e?®e=kik)» = ok kP gilt. Zudem wird nun die Geschwin-
digkeit 7; in Abhéngigkeit von k festgelegt. Es sei k = acﬁzL /p (beziehungsweise 7, k= k—kpohp)

fiir ein (im Anschluss zu definierendes) = und es ergibt sich:

P[] > 7¢) < k;*kpxkpeM+0(k)*kpkkpppke—kx()\ﬁ)

— At+o(k) exp{kplog(zp) — KX am — kp}

A1/ .
_ Mo(@r?) exp{—?“tl/p[—xp log(xp) + X\, + 7P} (3.3.8)

Fiir « sei derjenige Wert 2, verwendet, welcher den Term —xplog(zp) +xX,, ;, +2p minimiert.
Mit anderen Worten:

B
5;[—mpbg@m)+xxuﬂ>:=—pbg@m)—zr+xuﬂ>+p
S p—leX(A’R)/P

Dieser Wert sei nun in Gleichung (3.3.8) eingesetzt und man erhilt:
1/
]P)(HEtHg > ft) S e)\t+0(-'ﬂmrt p) eXp{_’Fi/peX<>\’R)/p}

Der néchste Schritt besteht nun wiederum in einem Lemma, welches den Zusammenhang zwi-
schen 2 Variationsformeln herstellt. Die Aussage des Lemmas wurde im subkritischen Fall (d.h.
p < d/(d — 2)) bereits in [KMO02] bewiesen. Im superkritischen Fall kann sie jedoch analog
formuliert werden:

Lemma 3.3.6 (Umformulierung der Variationsformel).
Unter den bisherigen Voraussetzungen und mit den bisherigen Bezeichnern gilt:

Xoup /P> —log  sup {Z f(x)GR,)\(xay)f(y)}

HfH(zp)/,BRzl

Bewess.

Fiir den Beweis sei dieselbe Strategie wie in [KM02, Lemma 4.2.] verwendet, welche auf einem
Variationsprinzip in [DZ98, Cor. 6.5.10] beruht. Fiir alle mefibaren u : B% — (0, 00), welche von
0 und oo wegbeschriankt sind, gilt:

) () log e—520)
Z v(z,y)log v(z)v(y) & Z (.9} log 2 zeny WY, 2)V(2)

z,y€EBR z,y€EBR

Dabei sei bemerkt, dass die Summe nur iiber solche Paare (x, y) betrachtet wird, fiir die v(x,y) #
0 (und damit auch (v(x) # 0)) gilt. Fir alle € > 0 sei folgende Funktion u. definiert:

Gralz,
'U,g(x, y) = M
v(y)? Ne

Die Einfithrung des € > 0 hat dabei lediglich die Funktion, die Wohldefiniertheit (echt positiver
Nenner) zu gewéhrleisten. Da zudem Gg y > 0 und Bp beschrankt (endlich) ist, folgt trivialer-
weise, dass die notigen Bedingungen erfiillt sind. Es sei nun X(n.p) €twas genauer betrachtet und
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es ergibt sich:

Xowr = VE/\i/lI:fBR) {<D,log (7)) +p <1/, log . 1/> — <y log GRA>}
. _ v(z,y)
= inf v(z)logv(x) + x,y)log ———~ — z,1y)log G x
VeMl(BR){zx: () log p% )log Sosm s xzy: v(x,y)log Gl ( y)}
> inf Zﬂ(x) log v(x —i—pz v(z,y)log ue (2, y) _pZy(x,y) log Gra(x,y)
veEM1(BR) - Ty Zz ué(ya Z)I/(Z) z,y 7
. _ ue(z,y)
= inf v(z)logv(x) + z,y)lo —~
et {Z (@log (o) +p 2 vw)lo8 G i z)u(z>}
GR,,\(lzyy)
. _ _ (y) 2P Ae
= inf v(x)logv(x) +p Y v(z,y)log
veMu(Br) {zx: ng; Grale,y) Y, “ralp ()
7(z)2P Ne

= inf {pz v(z,y) logw pz v(z,y)log [( (y) 2P /\E)ZGR)\ y,2)0(z )<D(z)% /\5)_1]}

veMi1(BR) oy
Diese Ungleichung gilt nun fiir alle € > 0.
1 1
Falls nun 7(y) > 0 so gilt fiir hinreichend kleine €, dass v(y)2» Ae = v2r (y). Falls nun andererseits
v(y) = 0, so folgt automatisch, dass v(z,y) = 0. Mit anderen Worten, diese Summanden in der
Summe iiber x,y € Br werden gar nicht betrachtet, bzw. der Faktor v(x,y) sorgt dafiir, dass

der gesamte Summand Null wird.
Analog kann ¢ > 0 ignoriert werden, falls 7(z) > 0. Im Falle von r(z) = 0 gilt wiederum

v(z) (17(2)% A 5) =0= 17(2)1_%. Zusammengefasst erhdlt man:

1 1 _1
ol {pzu@c, log7 ()~ p Y vl ) log [u@/) 53 Gty ()’ ] }
€,y x,y z

veMi(

1

—1
= inf z,y)log |[vP (y 2p G , T2
it SO <[ o w5 ||

1

=  inf - )1 2p G , )"
ueAlﬁ(sR){ Py o(y) Og[ Z rA(Y, 2 ]}

Y

An dieser Stelle kann die Ungleichung von Jensen angewendet werden. Man beachte, dass — log(+)
eine konvexe Funktion und ), v(y) = 1 gilt. Es ergibt sich daher:

. _ _ =1 _ 1_L
Xowm) = ueAlﬁfBR) {—p log [Z v(y)v(y) 2 EZ: Gr(y, 2)v(2) 21’] }

)
1 1
= inf —plo o)) "2 Gpaly, 2)0(2) 2
ue/\ill(BR){ plog Lzz: (v) rA(Y, 2)D(2) ]}

An dieser Stelle definiere man die Funktion f : Bg — R{ gemifl f(z) = D(:c)lfi und mache

-1
sich klar, dass fiir den konjugierten Exponent (2p)’ von 2p gilt: (2p)’ = <1 — —) . Daher folgt
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trivialerweise:

Wl sn= | 5 £ (17%) (Y| =1

r€BR zE€EBR

Man erhélt also bei Verwendung der Stetigkeit der Logarithmusfunktion:

X2 R) > 1l inf . {—plog [Z FW)GRrA(Y, Z)f(z)] }
(2p)',BR—

Y,z
= —plog sup {Z fW)GrA(y, z)f(z)}
HfH(zp)’,BR:l Y,z

O]

Nach Beendigung des Beweises ist an dieser Stelle der weitere Weg vorgezeichnet und die ver-
bleibenden Schritte finden sich zitierfdhig in [L10a]. Zum besseren Vergleich sei an dieser Stelle
an die Bezeichner aus [L10a] erinnert:

pi(a, R,t) == sup {Z f(y)GRy,\(y,z)f(z)}

Hf”(zp)/,BR:l
p1(a) :=limsup pi(a, R,t)
t—r00
p1 := limsup p1(a)
a—0

~1/p
Unter Verwendung des vorangegangenen Lemma und mit A := artt

P(l[a]lp > 72) < XFolen™ ) exp{ /P lospi(ati)y
= exp {ai{" + o(wnit") = 7P pr(a, RO}
Daraus erhilt man fiir ¢ — oo unter Berﬁcksichtigung der Definition von p;(a):

lim sup —- log P([[ ][ > 1) < a— p1(a)~"

t—00 /
Diese Gleichung findet sich exakt in [L10a, Abschnitt 3], dem Ende des Beweises der oberen
Schranke. Daher konnte eine Alternative zu der von Laurent verwendeten (urspriinglich in [Cal0]
entwickelten) Methode genutzt werden, ohne das Eisenbaum Theorem zu verwenden.
Der weitere Verlauf des Beweises folgt dem von Laurent eingeschlagenen Weg. Zunéchst wéhle
man eine Folge a,, — 0 und erhalte:

lim sup ——
t—o0 Tt/

log P([[6:lf > 1) < —py!

Mit Verweis auf [L10a, Prop. 5.1, Prop. 5.3] ist der Beweis der oberen Schranke beendet und es
ergibt sich:

(f,—Af) }

limsup —— log P(||4;||? > 7)) < — inf
s 1/ sB(lal > 7 f||f||2=1{ 1713,
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Um schliefllich [L10a, Prop. 5.1, Prop. 5.3] anwenden zu kénnen wird nun die Bedingung (i)
bendtigt:

d/l fl/p d(p—l)
ARYP > 1= a+t—R P >1

t /(p—1)
>2 p—1

— R > (?—p

Tt

(3.3.9)

Damit ist der Beweis der oberen Schranke beendet. O
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