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ABSTRACT

Automatic Control Systems are far and wide used in all modern and industrialized societies. Devices
designed to control automatized tasks are each time more present from small plants to large industrial
buildings.

The development of mathematical models is a compulsory task for whom aim at analyzing or design
any control systems. These mathematical models should reproduce some performance measures as
accurate as possible. So, no matter the physical nature of the process we aim at control, an accurate
mathematical model should be evaluate. So, the development of mathematical models can be considered
an hi-level step over the physical nature of the system that we aim at analyze or design. For this reason
the study of Systems Theory and Control Systems are considered transversal areas of the knowledge
and them studies are compulsory in many branches of sciences and technologies in many universities
all over the world. In spite of normal systems are non-linear the linearization procedure simplify the
analysis and design of control systems and, depending on the accuracy of the model can give us good
results.

Keywords:
Physical Systems, mathematical models, differential equations.

1. INTRODUCAO

A Teoria dos Sistemas é composta por métodos formais com vista ao estudo, projeto, interpretagcdo
analitica e homogeneizada de sistemas fisicos do nosso quotidiano independentemente de quais sejam
as suas naturezas (Ribeiro, M. (2002)).

Sistemas de controlo automético estdo cada vez mais presentes em todas as sociedades
industrializadas, entdo, facilmente se compreende que a Teoria dos Sistemas inclua temas e
metodologias Uteis em diferentes ramos das ciéncias e tecnologias.

Um engquadramento mais palpavel da Teoria dos Sistemas pode ser apresentado num contexto de
concecdo de um sistema de controlo (Ribeiro, M. (2002)). Desta forma, independentemente de qual seja
a dimensdo ou a natureza fisica do sistema que se pretenda controlar, o projeto de um controlador devera
ter em conta as seguintes fases:

Especificacéo

Modelagéo

Analise

Verificacao das especificacbes
Sintese

O controlador que se pretende sintetizar (ou projetar) devera ter em conta uma lista de especificacGes
que deverdo ser atendidas pelo sistema uma vez que este esteja controlado. Um sistema (ou processo)
que se pretenda controlar tera uma complexidade mais ou menos elevada. O projeto de controladores é
por vezes um procedimento iterativo tal que, até se atingir a solucdo final, solu¢des intermédias sdo
experimentadas podendo resultar funcionamentos mais ou menos lesivos para 0 processo que se
pretende controlar. Assim sendo, a utilizacdo direta do processo que se pretende controlar durante o
procedimento de sintese do controlador podera originar danos graves, desta forma, assume-se com
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especial importéncia a fase de modelacéo. A utilizacdo de um modelo adequado do processo que se
pretende controlar tem como vantagem a preservacao deste durante a fase de sintese do controlador.

Para além disso, em ambiente laboratorial dispde-se, dum modo geral, de dispositivos que de alguma
forma modelam processos do quotidiano.

Um modelo consiste geralmente numa simplificacdo da realidade e deverd ter em conta as
especificacdes a ser atendidas na fase de sintese do controlador.

Estabelecido um modelo para o processo que se pretende controlar, passa-se a fase de analise deste
para se verificar se a lista de especificagdes é ou ndo atendida. Nessa altura, consoante o grau de
verificacdo das especificacdes, assim se se decidira (ou ndo) pelo projeto dum controlador. Tal projeto
consiste na associacao de dispositivos e determinacao dos respetivos pardmetros com vista a verificacao
das especificacdes.

A Teoria dos Sistemas esta presente, em maior ou menor grau, em todas as fases da concecéo de um
sistema de controlo automatico, independentemente de qual seja a sua natureza fisica. Apesar das
abordagens iniciais versarem sobre sistemas elétricos ou mecénicos, presentemente a Teoria dos Sistema
encontra aplicabilidade numa larga gama de areas do conhecimento estendendo-se inclusivamente as
ciéncias sociais (Ribeiro, M. (2002)).

No presente artigo vao ver estudadas, recorrendo a exemplos, representacfes matematicas de
sistemas que se poderdo incluir na etapa de modelacdo; neste contexto, este artigo é composto pelas
seccOes que se descrevem de seguida. A seccdo 2 debruga-se sobre a representacdo matematica de
sistemas sendo dado enfase a sistemas lineares e invariantes no tempo SLIT continuos. Na secgdo 3 sera
exemplificado como diferentes realidades fisicas sdo modeladas pela mesma realidade matematica. Na
seccdo 4 seré apresentado um procedimento uniformizador para a representacéo de sistemas. O artigo
termina com a secgdo 5 onde se concluird que diferentes realidades fisicas podem ser descritas pela
mesma realidade matematica.

2. REPRESENTACAO MATEMATICA DE SISTEMAS

Os sistemas que usualmente se encontram no quotidiano sdo dum modo geral ndo lineares. Sistemas
lineares correspondem a aproximagdes da realidade que, em maior ou menor grau, podem ser
consideradas bastante satisfatdrias resultando em modelos cuja exatiddo devera ser tida em conta, tendo
em vista o fim a que se destinam. Pode-se assim dizer que um modelo é uma abstracdo da realidade
fisica extraindo dela as caracteristicas que se considerem relevantes para o fim em vista, tendo em conta
hipéteses simplificativas.

No &mbito da Teoria dos Sistemas, ao modelo chama-se sistema, e este constitui a sua entidade
béasica sobre a qual ela (Teoria dos Sistemas) se debruca (Ribeiro, M. (2002)).

O caracter simplificado do modelo relativamente ao sistema fisico que o originou explica o facto de,
a partir de um mesmo sistema fisico poderem ser extraidos varios modelos consoantes as questdes
relativas ao sistema fisico que se pretendam ver resolvidas. Por exemplo, considerando o sistema fisico
(elétrico) transistor sabe-se que 0 modelo para baixas frequéncias é diferente do modelo para as altas
frequéncias, entdo, 0 modelo a adotar devera ter em conta a gama de frequéncia onde se pretende
trabalhar.

As hipoteses simplificativas na linearizacdo de um sistema deverdo ter em conta o ponto de
funcionamento do sistema fisico ndo linear para o qual se pretende extrair o0 modelo. Por exemplo, a
dindmica do péndulo gravitico pode ser linearizada assumindo que para pequenas elongacdes o seno
dum angulo pode ser aproximado pela sua amplitude.

A linearizacdo de um modelo resulta numa simplificacéo consideravel em termos de concegao e uso
das ferramentas matematicas necessérias a sua analise. Por este motivo esta seccdo desenvolve-se
assumindo sistemas lineares e invariantes no tempo, SLIT.

Neste contexto considere-se um sistema continuo linear e invariante no tempo arbitrério, descrito
pela equacdo diferencial linear e de coeficientes constantes ( 1).

YO ) +a, Yy )+t a, y(t) +a, yt) +agy(t) =..

. . (1)
b, u™(t)+b, ,u™ () +..+b,u(t) +but)+b,ut), n>m



Trata-se de um sistema de ordem igual & ordem da equacdo diferencial, (ordem n), em que a entrada
é o sinal u(t) e asaida é osinal y(t).

A linearidade do sistema traduz-se na linearidade da correspondente equacdo diferencial (1) e a
invariancia no tempo reflete-se no facto de serem constantes os coeficientes a; e b;.

A equacdo diferencial ( 1) descreve completamente o correspondente sistema significando isso que,
a partir dela, conhecido o sinal de entrada u(t) e n valores iniciais da saida y(t) e das suas n-1 primeiras

derivadas, é possivel determinar, de forma Unica, a evolugéo temporal da saida do sistema, y(t) .

Partindo-se de ( 1) pode-se obter representacdo em termos de entrada-saida, (ou representacao
externa) e representacdo em termos de estado (ou representacao interna).

Olhando para ( 1) na perspetiva de entrada-saida e tendo em conta que a transformada de Laplace
pode ser usada na resolucdo de equacdes diferenciais lineares, entdo, pode-se obter uma representacéo
externa do sistema que resulta no quociente entre a transformada de Laplace da saida, Y(s), e a
transformada de Laplace da entrada, U(S). Esta representacdo externa denomina-se funcdo de
transferéncia que, para o sistema representado por ( 1), resulta ( 2), sendo que, no instante inicial se
consideram nula a saida y(t) bem como as suas n-1 primeiras derivadas (Dorf, R. and Bishop, R.

(1995)).

Y(s)  b,s"+b, s""+..+bs+b,
U(s) s"+a_,s""'+a, ,s"+..+as+a,

(2)

A equacdo diferencial ( 1) permite a obtencdo de uma representacdo interna alternativa aquela
vertida em ( 2). Esta representacdo interna denomina-se modelo de estado acomodando, para além da
entrada e da saida, a defini¢cdo de variaveis internas. Estas variaveis internas sdo fungdes do tempo e
coordenadas do vetor de estado X (t), poderdo ter significado fisico ou serem entidades matematicas

abstratas: X (t) =[x (t) X, (t) .. X, (t):|T (Dorf, R. and Bishop, R. (1995)).

A escolha duma representacdo, interna ou externa, faz-se consoante as técnicas de analise ou projeto
gue se pretendam utilizar enquadradas num eventual procedimento para controlo do sistema.
Nomeadamente, a representacdo ( 2) permite calcular a saida y(t) conhecida a entrada u(t) desde que o
sistema parta do repouso, ou seja, as condi¢des iniciais sejam nulas. Porém, muitas situacGes do
guotidiano existem em que o sistema ndo parte do repouso mas sim, apresenta um estado inicial néo
nulo, nessas circunstancias o modelo ( 2) revela-se incompleto, sendo que, uma representacao interna,
ou modelo de estado, por acomodar a existéncia de condicdes iniciais ndo nulas, revela-se adequado.

A partir da representacdo externa ( 2) pode-se calcular uma infinidade de representagdes internas,

(uma por cada conjunto de variaveis de estado [x1 (1) %(t) .. x, (t)] que se escolha), sendo que,

uma delas esta representada pelo diagrama de simulacéo na Fig. 1.
A leitura direta da Fig. 1 permite estabelecer a equagdo de estado ( 3) e a equacdo de saida ( 4).
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y(t)=[b, b - by, b, 0 - 0] " (4)

O par de equac0es ( 3) e ( 4) pode ser escrito na forma compacta ( 5).

{).((t):AX (t)+BU (1) (5)

Y (t)=CX (t)+ DU (t)

Definindo-se:
e A - matriz da dindmica [nxn],

e B - matriz de entrada [nx q], g is the number of inputs,
e C - matriz de saida [ pxn], p is the number of outputs,

e D -matriz [pxq] matrix (D =0, para este caso).

Fig. 1-Diagrama de simulacéo respeitante a funcdo de transferéncia ( 2).
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A representacdo de SLIT desenvolvida nesta seccao é genérica, para sistemas continuos, ndo tendo
havido a necessidade de se particularizar a suas naturezas fisicas; semelhante estudo pode ser feito para



sistemas discretos. Nessas circunstancias a equacao diferencial linear de coeficientes constantes ( 1)
daria lugar a uma equacdo com diferencas, linear e de coeficientes constantes. O calculo da transformada
de Laplace de ( 1) seria substituido pelo calculo da transformada z da equacdo com diferencas,
originando uma funcdo de transferéncia discreta analoga a que se apresenta em ( 2) mas sendo fungédo
de z. O diagrama de simulacédo (Fig. 1) daria lugar a um diagrama de simulacdo em que o0s integradores
seriam substituidos por elementos de atraso unitarios para tempo discreto representados por Z*. O
modelo de estado discreto analogo ao continuo ( 5) € dado por ( 6), tendo as matrizes A, B, C e D
denominagGes analogas.

X [k +1] = AX [k]+ BU K]
{ Y [k]=CX [k]+ DU [K] (8)

3. MODELOS MATEMATICOS DE SISTEMAS FiSICOS

A funcéo de transferéncia como representagdo externa de sistemas em termos de entrada-saida e, 0
modelo de estado onde se definem variaveis internas (variaveis de estado), foram apresentados na secgao
anterior para SLIT continuos. Ficou claro nessa seccdo que a metodologia exposta ndo mencionava a
natureza fisica de nenhum sistema em particular.

Nesta seccdo vao ser apresentados exemplos de sistemas fisicos para os quais se calculardo as
correspondentes representacfes matematicas (D’ Azzo, J. and Houpis, C. (1988)). Apesar de se tratar de
exemplos de sistemas fisicos de naturezas diferentes, vai ficar claro que 0s mesmos serao representaveis
pelo mesmo modelo matematico.

3.1 Sistema elétrico
Nesta seccdo vai ser estudado o sistema da Fig. 2 que consiste num circuito elétrico.

Fig. 2 — Circuito elétrico.
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Este circuito € composto por uma bobine de indutancia L medida em Henry [H] ligada a um paralelo
de uma resisténcia R medida em Ohm [Q] com um condensador de capacidade C medida em Farad

[F1; o circuito é alimentado por uma fonte de corrente i(t). Para este circuito serd determinada uma
funcdo de transferéncia e um modelo de estado que serdo confrontados com os modelos representados
pelas expressoes ( 2), (3) e ( 4).

Na representacdo externa (funcdo de transferéncia), é considerada como entrada a tensdo aos
terminais da fonte de corrente v;(t) e como saida a tencdo aos terminais do condensador Vv, (t).

Tratando-se de um sistema de natureza elétrica, as leis fundamentais da analise de circuitos elétricos
(Dorf, R. (1993)) vao ser utilizadas para se chegar a funcao de transferéncia ( 7).
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A funcéo de transferéncia dada por ( 7) é formalmente idéntica ao modelo expresso por ( 2) tendo
em conta que a saida Y corresponde a tensdo V-, e a entrada U corresponde a tensdo V1 . Para além disso,
a funcdo racional ( 7) obtém-se da que se apresenta em ( 2) fazendo m =0, n = 2e definindo-se os
coeficientes da seguinte forma:

1
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Alternativamente, uma representacao interna para o circuito elétrico da Fig. 2 pode ser estabelecida.
Para os valores dos coeficientes a,, a, e b, tendo em conta o modelo de estado apresentado em ( 3) e

(4), pode-se estabelecer o modelo de estado para o circuito elétrico da Fig. 2, representado pela equacéo
de estado ( 8) e a equacéo de saida (9). A saida y(t) representa v, (t) e aentrada u(t) representa v, (t)

ol B -FHHU(U (8)

1 X
t)=| — O0].
y(t) [LC Hx} (9)
3.2 Sistema mecanico

Nesta seccao vai ser estudado o sistema mecanico translacional da Fig. 3.

Fig. 3 — Sistema mecanico translacional.
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Trata-se de uma massa M medida em Quilograma [Kg] que se desloca numa superficie horizontal
segundo uma reta (eixo dos X), por acdo de uma forca f(t) medida em Newton [N] aplicada a uma mola

em hélice de constante de elasticidade K medida em [%] ligada a massa. Do contacto da massa com

a superficie gera-se um atrito de constante B medida em [N%n} :



De forma anéloga ao que foi feito para o exemplo elétrico anterior, sera determinada uma funcéo de
transferéncia e um modelo de estado que serdo confrontados com os modelos representados pelas
expressdes ( 2), (3) e (4).

Dada a natureza fisica do sistema em estudo, vdo ser utilizadas as leis da mecénica para o
estabelecimento das equacdes diferenciais que descrevem a sua dindmica (Ribeiro, M. (2002)).
Assumindo-se como entrada a velocidade da extremidade da mola onde é aplicada a forga f, vr, € cOmo
saida a velocidade da massa, vm, determina-se a funcdo de transferéncia ( 10) a partir das equagdes
diferenciais obtidas previamente.

K
Vu(s) _ M
B

Ve(s) 2+ B K
M M

(10)

Semelhantemente ao que aconteceu com o circuito elétrico, a fungdo de transferéncia agora obtida
corresponde aquela representada por ( 2) tendo em conta que a saida Y corresponde a velocidade V,, e

a entrada U corresponde a velocidade V.. Trata-se de um sistema de 22 ordem sem zeros pelo que
m=0 e n=2, assim, a partir de ( 2) obtém-se ( 10) fazendo os coeficientes:

° bO:%
° a—K
0 =—

M

B

[ ] a:L:V

Apresenta-se de seguida um modelo de estado para o sistema da Fig. 3. Assim, particularizando o
diagrama de simulacdo da Fig. 1 para os coeficientes a,, a, e b, podem-se entdo estabelecer as

equacdes de estado ( 11) e de saida ( 12).

).(1 0 1 X 0
e o
X2 M M

o5 o]

As representacdes externas na forma de funcgdes de transferéncia, respetivamente ( 7) e ( 10), bem
como as a representagdes internas na forma de modelos de estado, respetivamente (8) e (9), (11) e (
12), servem de base tanto a procedimentos de anélise como a procedimentos de sintese de controladores.
A escolha da representacgdo por funcéo de transferéncia ou por modelo de estado depende de que técnicas
se pretendem utilizar. Tais representacfes permitem estudos tando no dominio do tempo quanto no
dominio da frequéncia.

4. REPRESENTACAO UNIFORMIZADA DE SISTEMAS

Na secgdo anterior foram estudados 2 sistemas fisicos de naturezas distintas, elétrico Fig. 2, e
mecanico Fig. 3. Para tais sistemas foram apresentadas as fungdes de transferéncia e os modelos de



estado respetivos (Dorf, R. and Bishop, R. (1995)). Tratando-se de SLIT as funcfes de transferéncia
estdo na forma de ( 2) e os modelos de estado estdo na forma de ( 5). Dada a similaridade das
representacdes matematicas destes 2 sistemas fisicos de natureza distinta pode-se colocar a seguinte
questdo:

» Obtido um modelo para um dado sistema, existirdo outros sistemas para 0s quais esse
modelo seja adequado?

No caso da resposta ser afirmativa poder-se-a4 questionar se 0s outros sistemas poderdo ser de
natureza fisica distinta do sistema original.

Os exemplos apresentados na sec¢do anterior permitem responder afirmativamente a questdo
colocada, na medida em que, o0 modelo a que se chega para o circuito elétrico é idéntico ao modelo a
gue se chega para o0 sistema mecanico. Assim, pode-se dizer que 0 outro sistema para o qual o modelo
do sistema elétrico é adequado é de natureza distinta (mecéanico).

Neste contexto, cingindo-se a sistemas de natureza elétrica e mecénica, vai-se apresentar nesta
sec¢do uma metodologia para, partindo-se de um sistema mecanico arbitréario, encontrar-se um sistema
(circuito) elétrico cujo modelo matematico seja idéntico ao modelo matematico do sistema mecanico.
Encontrado o circuito elétrico diz-se que este € um sistema analogo do sistema mecanico.

Consideremos as grandezas fisicas envolvidas em cada um dos sistemas da seccdo anterior; para o
circuito elétrico a perturbacdo do sistema é feita a custa de uma fonte de corrente enquanto para o sistema
mecanico a perturbacdo é feita pela aplicacdo de uma forga. Assim, pode-se considerar que a corrente
elétrica num circuito tem funcdo andloga a uma forga num sistema mecénico. Na verdade, tanto a forca
como a corrente propagam-se através dos elementos, mecanicos e elétricos respetivamente. Os
respetivos aparelhos de medida, dinamémetro para medicdo da forca e amperimetro para medicdo da
intensidade de corrente, sdo colocados em série. Assim, na procura de analogias pode-se afirmar que as
seguintes grandezas fisicas:

Intensidade da corrente, i P~ Forca, f

sdo analogas.

Semelhante leitura pode ser feita relativamente a tenséo elétrica num circuito e a velocidade de um
ponto num sistema mecanico. Ambas as grandezas medem-se em relagdo a uma referéncia; a tenséo
num né dum circuito mede-se relativamente a um né de referéncia bem como a velocidade de um ponto
se mede em relacdo a um referencial que se considera parado. Assim, na procura de analogias pode-se
afirmar que as seguintes grandezas fisicas:

Tensao elétrica, v ~ Velocidade, ve

sdo analogas.
Considere-se agora 0s elementos basicos dos circuitos elétricos e dos sistemas mecanicos da Tab. 1
onde se apresentam as leis elementares que 0s governam.

. . dv, (t
Com base as leis que governam a massa M e o condensador C, respetivamente, f (t) =M %

. dv(t . . . . - .
le |(t) =C d(t ); entdo, assumindo as analogias anteriores (forga, corrente elétrico e velocidade,

tensdo), pode-se dizer que:

> 0 modelo da massa M ¢é igual ao modelo do condensador C desde que a capacidade do
condensador seja C=M .




Considere-se agora as leis que governam a mola de constante de elasticidade K e a bobine de

induténcia L, respetivamente f (t)=Kx(t)?e v(t)= Ldld—(tt). Derivando ambos os membros da lei

i df (t
que governa a mola e resolvendo em ordem a velocidade tem-se v, (t) = %—() . Comparando esta

dt
expressao com a lei que governa a bobine e tendo em conta as analogias anteriores, pode-se dizer que:

» 0 modelo da mola K é igual ao modelo da bobine L desde que a indutancia da bobine seja
1

K

Tab. 1 Elementos bésicos de circuitos elétricos e de sistemas mecanicos, suas representacdes e leis que 0s governam.

. Resisténcia Bobina Condensador

o

E | @i |t e

P v(1) v (1) v(7)

5

£ . L di(?) o dv(D)

o v(£) = Ri(1) w(r) =L 7 i(1)=C i

-4 Massa Mola Atrito

(]

= ~

E — ] K X }—%\'

wn . t .

=)

E d?x(1) dx(1)
“x(f - _ - x(t

g S =M—o= | SO =—Kx(1) | f()=-B ”

Por ultimo, repare-se no atrito de constante B e na resisténcia R , bem como nas respetivas leis que
as governam, f(t)=Bv,(t)ei(t)= %v(t) ; entdo, tendo em conta as analogias habituais pode-se

dizer que:

> 0 modelo do elemento de atrito B é igual ao modelo da resisténcia R desde que a resisténcia

seja Rzi.
B

Resumindo, na Tab. 2 registam-se as condic¢des que se devem verificar entre cada par de elementos
analogos para que o0 modelo dum circuito elétrico seja igual ao modelo do sistema mecanico.

Nesta altura, pode-se verificar que, tanto para a funcao de transferéncia ( 10), como para 0 modelo
de estado ( 11) e ( 12), obtidos para o sistema mecanico Fig. 3, substituindo os seus parametros M, K e
B de acordo com a Tab. 2, resultam na funcéao de transferéncia ( 7) e no modelo de estado ( 8) e (9) do
circuito elétrico Fig. 2. De forma inversa, os modelos (funcéo de transferéncia e modelo de estado) a

2 A auséncia do sinal negativo relativamente ao que se apresenta na tabela deve-se ao facto de agora ndo se estar
a considerar a forca de restituicdo da mola mas sim a forga externa que se deve aplicar para que a mola sofra um
alongamento x.



que se chegaram para o circuito elétrico resultam nos correspondentes modelos para o sistema mecanico
desde gue se facam as substitui¢cGes dos pardmetros elétricos de acordo com a Tab. 2.

Tab. 2 Condigdes a verificar para que elementos analogos sejam governados pelo mesmo modelo.

Massa — Condensador M=C
. 1

Mola — Bobine K= E

. . 1
Atrito — Resisténcia B= R

5. CONCLUSOES

Chega-se entdo a conclusdo de que se esta perante sistemas fisicos distintos que sdo representaveis
pelo mesmo modelo matematico.

Esta conclusdo é extrapolavel a sistemas de outras naturezas que ndo elétrica ou mecéanica, por
exemplo, sistemas de naturezas tdo dispares como hidraulicos ou térmicos sdo constituidos por
elementos basicos que terdo correspondéncia em termos de modelos para com, por exemplo, sistemas
mecanicos ou elétricos.

Esta conclusdo permite dizer que:

«»+ diferentes realidades fisicas sdo representadas pela mesma realidade matematica.

Esta conclusdo uniformizadora tem implicaces para toda a metodologia que integra a Teoria de
Sistemas, seja no que se refere a representacdo de sistemas, analise ou sintese.
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