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Resumen

Recientemente se ha demostrado la utilidad de la entropia de von Neumann co-
mo cuantificador de las correlaciones presentes en sistemas cudnticos multipartitos, por
ejemplo, del grado de entrelazamiento entre estados bipartitos. A su vez la nocién de
entropia, tanto cldsica como cuantica ha mostrado ser adecuada para caracterizar a
las transiciones de fase inclusive a las conocidas como Transiciones de Fase Cuanticas
(TEC). Usando estos antecedentes, nos proponemos en el presente trabajo describir a
las transiciones de fase cudnticas por medio de distancias entre estados cudnticos, las
cuales desde un punto de vista fisico pueden tomarse como cuantificadores de la dis-
tinguibilidad de estados cuanticos. Una vez estudiada la relacién entre ambos aspectos
fisicos (criticalidad y distinguibilidad), se aplicardn estos conceptos al analisis de algu-

nos sistemas particulares.
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Abstract

Recently, the usefulness of von Neumann entropy as a quantifier of the correlations
present in multipartite quantum systems has been demonstrated. For example the de-
gree of entanglement between bipartite states has been evaluated by using that infor-
mation quantifier. Also the notion of entropy, both classical and quantum, has shown its
usefulness to characterize phase transitions including those known as Quantum Phase
Transitions (QPT). Using this background, we propose in the present work to describe
the quantum phase transitions by means of distances between quantum states, which
from a physical point of view can be taken as quantifiers of the distinguishability of
quantum states. Once the relationship between both physical aspects (criticality and
distinguishability) has been studied, these concepts will be applied to the analysis of

some particular systems.
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Introduccion

1.1. Transiciones de fase

En la naturaleza abundan las transiciones de fase (TF). Tipicos ejemplos de estas son
la solidificacion y ebullicién del agua, la transicién entre paramagnetismo y ferromag-
netismo o incluso entre conductividad y superconductividad. En 1933, Paul Ehrenfest,
inspirado por el experimento sobre las TF del helio liquido realizado por W. H. Keesom,
propone una clasificacion basada en la discontinuidad de las derivadas de la energia
libre [[1]]. Asi, una TF de primer orden poseia una discontinuidad en la primera deriva-
da de la energia libre y asi sucesivamente. Sin embargo, en 1944 Onsager resolvio el
modelo de Ising en dos dimensiones demostrando que la derivada de la energia libre
tenfa una divergencia logaritmica, algo que la clasificacién de Ehrenfest no contempla-
ba. De esta forma, surgen dos clasificaciones simples pero suficientes para el desarrollo

del modelo estudiado en este trabajo [2]:

= Transiciones de fase de primer orden: Estdn caracterizadas por una discontinui-

dad en la primera derivada de un potencial termodindmico (energia de Helmholtz

o energia de Gibbs). En el ejemplo del agua, aparece una discontinuidad en el

1



2 INTRODUCCION

volumen molar y la entropia. En estas TF es posible la coexistencia de fases.

= Transiciones de fase de segundo orden: También son llamadas “continuas” pues

no sufren discontinuidades en la primera derivada de los potenciales termodina-
micos. En cambio, es posible definir un "pardmetro de orden". Este pardmetro es
una cantidad que se anula en una fase pero no en la otra. El parametro de orden
varia continuamente de una fase a otra. A diferencia de las TF de primer orden,

no es posible la coexistencia de las fases.

Las TF como las que ocurren entre fases sdlidas, liquidas y gaseosas de las sustancias
son ejemplos de Transiciones de Fase Clasicas, es decir, estdin dominadas por fluctuacio-
nes térmicas: estas son desviaciones estadisticas (aleatorias) del estado “promedio” de
un sistema en equilibrio. Estas fluctuaciones son proporcionales a la temperatura. Esto
conlleva a que no hay fluctuaciones térmicas en el cero absoluto. Esto no significa que
no puedan existir TF a 7' = 0K. En el cero absoluto el sistema esta en su estado funda-
mental y la contribucién de fendmenos cudnticos no es despreciable. Las fluctuaciones
térmicas son reemplazadas por fluctuaciones cudnticas que tienen origen en el principio

de incertidumbre de Heisenberg y en el efecto tunel [3].

1.2. Transiciones de fase cuanticas

Consideremos un hamiltoniano H(g) que depende de un numero de pardmetros
adimensionales g (estos pardmetros podrian estar asociados con la presién sobre un
sistema, con un campo magnético y/o eléctrico, etc) y cuyos unicos grados de liber-
tad estdn en los sitios de una red. Para una red finita, la energia fundamental en fun-
cién de g serd , en general, una funcién analitica. Un ejemplo sencillo es el hamilto-
niano H(g) = o, + go,, donde o; son las matrices de Pauli. La energia fundamental es
€0 = —+/¢% + 1. Sin embargo, pueden haber excepciones donde no sera analitica. Si el
hamiltoniano es de la forma H(g) = Hy + gH, y [Hy, H,] = 0 entonces aparece el deno-
minado “cruce de niveles” o por su nombre en inglés: “level-crossing” (Figura [1.1](a))
donde un estado excitado se transforma en el estado fundamental para un valor g = g,
y la energia fundamental deja de ser analitica en ese punto. En el caso de una red con
un numero macroscopico de sitios, se produce un “cruce de niveles evitado” o “avoided
level-crossing” (Figura[1.1](b)) que se transforma en un cruce de niveles cuando el nu-

mero de sitios tiende a infinito, provocando nuevamente un punto de no analiticidad de
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la energia fundamental en g = g..

80 F 3 (a)
gc g
€, 4 (b)

v

FIGURA 1.1: Gréfico de las energias fundamentales como funcién del pardmetro g. En (a) se
produce un “level-crossing”, es decir, la energia fundamental para ¢ < g. y ¢ > g¢. se cruzan
produciendo un punto de no analiticidad de la energia fundamental. En (b) se produce un
“avoided level-crossing” el cual se transforma en un “level-crossing” cuando el numero de sitios
tiende a infinito.

Las Transiciones de Fase Cudanticas (TFC) estan caracterizadas por ocurrir a 7' =
0K en sistemas con infinitos grados de libertad y por tener un punto de no analitici-
dad de la energia fundamental como funcién de un cierto nimero de pardmetros del
hamiltoniano que describe al sistema. A T = 0K la entropia del sistema se anula y
por lo tanto no puede existir un salto de la entropia en la transicion. Es decir, no hay
calor latente involucrado en el sistema para realizar la transicidon. Esto significa que
bajo la definicién de transiciones de fase que hemos dado, las TFC son transiciones de
fase de segundo orden. A pesar de esto, realizar una TFC puede requerir energia. Por
ejemplo, en un sistema que atraviese una TFC para un valor critico de presién F,, el
estado fundamental de una fase puede ser mas denso que en la otra, provocando que
se deba realizar trabajo sobre el material para comprimirlo (o deba el material realizar

trabajo hacia el entorno cuando se expande). Un diagrama de fases caracteristico de las
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TFC puede verse en la Figura Alli existe un punto critico g, para el cual se produce
una TFC a T' = 0K. A partir de ese punto se extiende una linea de transicién (la linea
punteada en la figura) alrededor de la cual es posible utilizar la teoria clasica de TF
puesto que alli solo hay fluctuaciones térmicas. En la vecindad del punto critico g = ¢,
para 7' > 0K existe una competencia entre fluctuaciones térmicas y cudnticas lo que da

origen a la region cudntica critica. Las fases I y II representan dos estados del sistema

parag < gcy g > 9e.

T A

region cudntica critica

regimen
clisico

=1 }

E

FIGURA 1.2: Diagrama de fases caracteristico de las TFC. Se destacan cuatro regiones. El
regimen clasico donde es posible utilizar la teoria clasica de TF, la region cuantica critica donde
hay competencia entre fluctuaciones térmicas y cuanticas y las fases I y II del sistema también
llamadas fase ordenada y desordenada respectivamente.

Un ejemplo fisico de TFC es la transicidn entre paramagnetismo y ferromagnetismo
del LiHoF, (fluoruro de litio-holmio) [4]. En 1996, Bitko. et. al. estudiaron las propie-
dades magnéticas de este material. En la molécula, los atomos de Holmio poseen un
espin que puede orientarse en dos direcciones, lo cual permite estudiar al sistema me-
diante un hamiltoniano de Ising. A 7" = 0K, todos los espines se encuentran alineados
y el material se comporta como un ferromagneto. Aplicindose un campo magnético
transversal a la direccién de los espines, se midieron las propiedades magnéticas. Este
campo magnético transversal produce tunelamiento entre los dos estados del 4&tomo de
Ho y seria el pardmetro ¢ de la teoria (salvo constantes). En el experimento, se descu-

brié que para intensidades de campo magnético mayores a un cierto valor critico H,,
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el ferromagnetismo desaparece y el LiHoF, se comporta como un paramagneto (Figura

1.3).

60 T T T T T T T

LiHoF,

Paramagneto

A0 — -

H (kOe)

207 Ferromagneto

0 0.4 0.8 1.2 1.6
T (K)

FIGURA 1.3: Diagrama de fases del LiHoF,. Los puntos representan valores medidos. Para
T = 0K existe un valor de campo magnético para el cual el orden ferromagnético se rompe y el
material se comporta como un paramagneto.

La descripcién de este tipo de fendémenos no puede realizarse con la teoria cldsica
de TF puesto que ocurrena 7' = 0K.
La teoria mas utilizada para describir TFC es el llamado paradigma de Landau-Ginzburg-

Wilson (LGW) cuya idea central puede resumirse en dos conceptos[13]:

= (a) El comportamiento de las TF de segundo orden pueden ser descriptas utilizan-

do teoria clasica y los efectos cuanticos pueden despreciarse.

= (b) Se introduce una cantidad llamada pardmetro de orden que debe ser puesto
en pie de igualdad con las demas cantidades termodindmicas y que asume valores

distintos en cada fase de forma continua.

Para analizar a los sistemas finitos (tipicamente cadenas de espines) a 7' = 0K, el para-
digma LGW no resulta adecuado [5] [6]. Por ello, se recurre a métodos y nociones de
la Teoria de Informacién Cuantica (TIC).

La distinguibilidad entre estados pertenecientes a distintas fases sugiere una conexiéon
entre las medidas de distinguibilidad de la TIC y la teoria de TFC en cadenas de espi-

nes. Recientemente, la aplicacién de TIC, principalmente conceptos como la fidelidad y
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distancias cuanticas a sistemas sencillos que experimentan TFC ha resultado fructifera
(50 71 [81.

Si bien la fidelidad se anula en el limite termoédinamico, es posible estudiar su com-
portamiento a medida que el nimero de grados de libertad tiende a infinito y a partir
de alli deducir si existe una TFC. En los siguientes capitulos estableceremos el marco
tedrico de la TIC necesario y lo aplicaremos a un ejemplo especifico de un sistema que

pasa por una TFC.



Medidas de distinguibilidad

2.1. Introduccion a nociéon de distinguibilidad

El formalismo matematico de la Mecanica Cuantica (MC) tiene como objeto fun-
damental al vector de estado |¢), el cual es un elemento de un espacio de Hilbert de
dimensién finita o infinita. A pesar de su rol central, el vector de estado no es un ob-
servable fisico (en el sentido de que no se puede medir) sino que solo puede inferirse a
través de mediciones de cantidades fisicas (observables) que si pueden medirse. El he-
cho de que el vector de estado no sea observable sumado a la naturaleza estadistica del
formalismo, conduce al problema de distinguibilidad de dos estados cudnticos arbitra-
rios, digamos |¢) v |¢). Solo podremos decir que los estados |¢) y |¢/) son perfectamente
distinguibles si ellos son ortogonales: (¢|¢)) = 0 [9].

Una manera formal de encarar el problema de la distinguibilidad de estados cuanticos
es por medio de la nocién de distancias entre estados cudnticos. Dada la naturaleza
estadistica de la MC, la definicion de distancias entre estados cuanticos esta intima-
mente relacionada con la definicién de distancias entre distribuciones de probabilidad.

Antes de avanzar en la definicién de distancias entre estados cuanticos, es importante

7



8 MEDIDAS DE DISTINGUIBILIDAD

recordar que la descripciéon mas general de un estado cudntico es a través del operador
densidad:
Si el sistema cudntico tiene asociado el espacio de Hilbert #, un operador densidad p

es un operador que cumple:

1. p = p' (autoadjunto)
2. Si {)\;} son autovalores de p —> \; > 0Vi (definido semi positivo)

3. Tr(p) = 1 donde Tr es la traza de un operador

La conexién entre la descripcién que usa vectores de estado |¢)) y la descripcién via
matrices densidad es que esta tltima se expresa p = |¢)(¢)|. En estos casos diremos que
p representa un estado puro; en caso contrario diremos que es un estado mezcla.

Hay una relacion clara entre la nocidn de distinguibilidad de dos estados cuanticos y el
concepto de informacion. Es claro que mas facilmente podremos distinguir dos objetos
(por ejemplo dos animales) si mas informacion poseemos sobre ellos. En el contexto
cudntico una medida de informacién la provee la entropia de von Neumann. Para un

estado descripto por el operador densidad p, la entropia de von Neumann esta dada por

Hux(p) = =Tr(plog(p)) = = 3 _ Ailog(\) 2.1

Todos los logaritmos se tomardn en base 2 para que su unidad sea en bits y \; son
los autovalores de p. Es importante notar que H,y(p) = 0 si y sélo si p representa a
un estado puro. Si p evoluciona unitariamente, p — p' = UpUT, entonces H,y(p) =
H,n(p"). A continuacién definiremos formalmente medidas de distancia entre estados

cuanticos.

2.2. Distancias cuanticas

Cuando uno desea comparar estados cuanticos (por ejemplo, para saber si son dis-
tinguibles) es necesario recurrir a una medida de distancia. Consideremos dos estados
cuanticos pertenecientes a un espacio de Hilbert 7. Definir una distancia en este espacio

significa crear una funcién d: H x H — R que satisfaga las siguientes condiciones:

1. d(¢,¢) > 0 con la igualdad siy sélo si i) = ¢
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2. d(¢, ¢) = d(¢, ) (simetria)

3. d(¢¥, ¢) + d(¢,7y) > d(v,~) (desigualdad triangular)

En el caso de que la distancia d verifique la condiciéon (3) diremos que d es una métri-
ca. Aunque estas son las condiciones bdsicas que se le pide a cualquier funcién distancia,

en el contexto de la mecdnica cudntica se pide al menos una condicién adicional:

(¢, ¢) = d(Uy,Ug)

con U una matriz unitaria [[10]. Esta propiedad es llamada “invariancia ante trans-
formaciones unitarias” y refleja el hecho de que una distancia entre dos puntos no puede
cambiar frente a una rotacion global.

Estas distancias cudnticas intuitivamente nos permiten saber qué tanto se parecen
dos estados o que tan distinguibles son (por eso es que a veces es las llaman medidas
de distinguibilidad).

A pesar de que hemos dado la definicion utilizando estados puros, es posible hacer una
definicion analoga utilizando estados mezcla (operadores densidad).

A continuacién ilustraremos las medidas de distinguibilidad mas usadas.

2.3. Fidelidad

A pesar de que la Fidelidad no es una medida de distancia (no satisface la propiedad
(3)) es una cantidad sumamente 1til en la construccion de medidas que si lo son. Dadas

dos matrices densidad, p y o, la fidelidad entre ellas se define como:

F(p.0) = Tr(\/ VAo /p)
donde ,/p es un operador tal que (,/p)* = p

Para estados puros, la fidelidad se reduce al “overlap” entre los estados:

p= V) (Y]
o =¢) (9]
F(p,o) = |{¢|) |

Como se dijo, a partir de la Fidelidad se pueden definir distancias entre operadores

densidad. Por ejemplo, la distancia Bures entre p y o esta dada por
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Di(p,0) =2(1 = F(p,0))

Otra distancia asociada es el “4ngulo cudntico”:

Da(p,0) = arccos(F(p,0))

Cuando p y o son estados puros, la distancia angulo es conocida como la distancia
Wootters. Es facil ver que en este caso se verifica la condicién (3) (es decir, que es una
métrica).

2.4. Distancia traza

La distancia traza entre dos operadores densidad p y o es:

5(p,) = 5Tr(lp— o)

donde |p — 0| = \/(p — 0)t(p — o). Para estados puros |¢)) y |¢) esta distancia se

reduce a:

5(1h,0) = /1= | (Y]¢) 2 = V1 - F?

2.5. Divergencia de Jensen-Shannon

Una medida de operadores positivos (positive operator valued-measure o POVM) es
un conjunto de operadores {F;}, hermitianos definidos positivos que satisfacen una
relacion de completitud:

M
Z E, =1 (2.2)
=1

Estas medidas representan observables y son una generalizacion de las medidas pro-
yectivas. Si se tiene una medida proyectiva {)M;} es posible construir una POVM de-
finiendo F; = MiMJ. La distribucién de probabilidades asociada a medir una POVM

sobre un estado mezcla p se calcula mediante la traza:

pi=Tr(Ep),i=1,..M
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La relacion de completitud garantiza que la suma de las probabilidades p; dé
igual a la unidad.

Notar que si p es un estado puro (p = [¢)(¢)|) y la POVM se construye a partir de
una medida proyectiva (E; = M;M! = |i)(i|) entonces la distribucién de probabilidad

se reduce a la forma conocida:

pi = [{ily) [

La construccion de distribuciones de probabilidad a partir de mediciones POVM so-
bre estados mezcla sugiere recurrir a medidas de distancia entre distribuciones de pro-
babilidad clasicas para luego extenderlas a medidas de distinguibilidad entre estados
cuanticos.

La Divergencia de Jensen-Shannon (JSD) entre dos distribuciones de probabilidades

discretas P = (p1,...,pn) ¥ Q = (q1, ..., qv) se define como:

Dys(P.Q) = 31S(P, )

donde S(P, Q) es la divergencia de Kullback-Leibler (también llamada entropia re-

rs@. 519 (2.3)

lativa):

N
S(P.Q) =3 piog( )
i=1 v

La JSD puede ser escrita también en términos de la entropia de Shannon:

H(P)=— sz’lOg(pi)

P+Q. 1 1
)= SH(P) - SH(Q)

DJS(PvQ):H( 9

La JSD posee algunas propiedades interesantes:
= D;s(P, Q) es simétrica y bien definida
» Esta acotada: 0 < D,s(P,Q) <1

» (Dys(P,Q))* a € (0,1/2] satisface la desigualdad triangular. En particular, d;g :=
VD ;s (D;g no la satisface).



12 MEDIDAS DE DISTINGUIBILIDAD

Como mencionamos anteriormente, es posible definir una distancia entre estados
cuanticos via la distancia entre sus distribuciones de probabilidad asociadas ante una

mediciéon POVM. De esta forma, si consideramos estados mezcla py o y { £;} una POVM:

=Tr(Eip)
= Tr(E;0)

son las distribuciones de probabilidad P y () respectivamente. Ahora podemos uti-
lizar la JSD clésica para distinguir entre los estados. Una pregunta que surge es qué
medida POVM utilizamos para calcular JSD. Puesto que la distancia entre los estados
cuanticos no puede depender de la POVM que elijamos, definimos una nueva divergen-
cia de Jensen-Shannon (la llamamos Jsp;) tomando el supremo sobre todos los posibles
POVM:

Jspi(p,o) = SEP Djs(P,Q) 2.4

Fisicamente, Jsp; da la mejor distinguibilidad posible entre p y o usando POVM.
La divergencia de Jensen-Shannon cudntica D s(p, o) se define analogamente a su

version clasica;

Dus(p.) = 5(S(0 1 25

donde S es la divergencia de Kullback-Leibler cudntica, también conocida como en-

pt+o

)+ 5011 220))

tropia relativa:

Wz
S(pll o) = ZMog

con
p=_ Nilil
i=1
o= Zwi i) (i
i=1

Es importante aclarar que la entropia relativa S(p||c) no siempre esta bien definida.
Por ejemplo no lo estd si o = |¢)(¢| es un estado puro pues se anula el argumento del

logaritmo.
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En el caso de estados puros p = |[¢) (¢| y 0 = |¢) (¢| la Jensen-Shannon se transforma

en:

1-F 1-F 1+ F 1+ F
Dys(pr) = —(—5—)log (——) = (——) log (——) 2.5)

con F' la fidelidad entre los estados |¢)) v |¢)
La JSD cudntica y la definida a través de distribuciones de probabilidad no son equi-

valentes; sin embargo, se satisface la siguiente relacién entre ellas:

Djs(p,0) > Dysi(p, o)



Sistema de estudio

3.1. Cadena de spin

Como hemos expresado anteriormente el propdsito de este trabajo es describir las
TFC por medio de conceptos y métodos de la TI. Nuestro método de anélisis serd apli-
cado a un sistema en particular el cual es descripto a continuacién.

Los sistemas mas estudiados en los que ocurre una TFC son las cadenas de spin[5]. Es-
tas consisten en arreglos o redes donde en cada sitio se encuentra una particula de spin
S. Estos spines pueden interactuar entre si y ademds con un campo magnético externo.
Si bien las cadenas de spin pueden existir en tres dimensiones, debido a su dificultad de
resolucién nos limitaremos a tratar con cadenas unidimensionales. En una dimension,
la cadena de spin mas estudiada es la representada por el hamiltoniano de Heisenberg
XY con particulas de spin 1 e interaccién de primeros vecinos (Figura .

Denotemos por ¢ a la matriz de Pauli k de la particula en la posicién i de la cadena. El

hamiltoniano de Heisenberg XY de N particulas adopta la forma:

N N
H=JY (0705, +ololi) +hy_ of 3.1

=1 1=1

14
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con:

(R
| D B S B S S e

X

Pt —,
|—'.. P
ZI'\:-—’ 'L“._/.' H 7

FIGURA 3.1: Esquema de la cadena de spines con interaccion a primeros vecinos en x e y y en
presencia de un campo magnético externo H, luego asociado al pardmetro h.

aqui J es una constante de acoplamiento que determina si hay interaccion antife-
rromagnética (J > 0) o ferromagnética (J < 0) y h es un pardmetro asociado a la
intensidad de campo magnético. Hemos orientado por simplicidad el campo magnético

en la direccién z.

Tomaremos un niumero macroscépico N de particulas y por lo tanto las condiciones
de contorno del sistema no son de importancia fisica y pueden ser elegidas a convenien-

cia matematica. Por eso, consideraremos condiciones de borde periddicas (o, y = 0;Vi).

Para poder resolver el espectro del hamiltoniano (3.I), P. Jordan y E.Wigner en
1928 [[11]] desarrollaron un método. El mismo consiste en reescribir el hamiltoniano
en términos de operadores fermidnicos, es decir, operadores de creacion y aniquilaciéon
similares a los del oscilador arménico cudntico pero que satisfacen relaciones de anti-

conmutacion.

3.2. Definicion de los operadores

Las matrices de Pauli satisfacen relaciones de conmutacién ([A, B] = AB — BA):

& O'b] = Z(SZJO'ZC

[UiJ j
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con a, b, c permutaciones ciclicas de z, y, z

Definimos operadores de creacion y aniquilacién:

T _ Y
a, = 0g; +10;

a; =of —io}

()

De esta forma las matrices de Pauli quedan reescritas en términos de estos operado-

res:
1
¢ — (gl

ot = 5ol +a)
1

Y — _Zi(al =

gl QZ(CLZ al)
o; = —i(ojo} —oo7)
Y el hamiltoniano (3.1) resulta:
g
H:§E (a;a Z+1+al+1a hE aal—l—aZ ) (3.2)

Estos operadores satisfacen relaciones de anticonmutacién ({4, B} = AB + BA)

correspondientes al mismo sitio de la cadena:
{a;,al} =1

{a;,a;} = {af,al} =0
pero no las satisfacen entre distintos sitios.

Jordan y Wigner introdujeron operadores ¢; y cZT dados por:

Ci _67,71'2] 1aJaJa (a)

y consecuentemente:
T I —zwzj 1a]a] (b)

’l
Estos operadores satisfacen una relacion de anticonmutacién y las relaciones (a)
y (b) se conocen como la “Transformada de Wigner-Jordan”. Es posible invertir estos

operadores:
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y con un poco de dlgebra llegar a las identidades:

[P B
a;aj = C;Cj

7;71'61- ¢ CT _

T T (N |
Aitipy = G€ i = Gl = 2¢ic)ciy = ¢

Por lo tanto, el hamiltoniano (3.2) puede ser reescrito en términos de estos opera-

dores fermidnicos

=

-1 N

J .
(chpei+ clein) = h S (clei + eiel) + Sclen + chye)(e@m2m99) (3.3)

H =
° 2
1 =1

Do

7

en donde hemos usado las condiciones de borde periddicas.

El dltimo término esta asociado a la condicién de borde y contribuye en orden O(+)
[12] y por lo tanto no es importante en el limite termodindmico.
El hamiltoniano original tiene como cantidad conservada al spin total en la di-
reccién z. Es decir, [H,0*] = 0. Esta conservacién también se manifiesta en el nuevo
hamiltoniano fermiénico a través de la conservacion del ntimero total de fermiones
N = Ei\il clei.
Llamemos H. a los términos del hamiltoniano que no estdn asociados a las condiciones

de borde. Es posible reescribir H. mediante una matriz A definida de la siguiente forma:

J
Aij = 5(5i,j+1 + 0ji+1) — hdy

Entonces,

H = Z CinjCj (34)
2%

3.3. Energia fundamental y estado fundamental

La matriz A resulta ser tridiagonal (Figura [3.2). Sea {¢x} y {A,} los autovectores y
autovalores de A respectivamente. De esta forma hemos reducido el problema del ha-
miltoniano de Heisenberg XY a encontrar la relacién de dispersién de una cadena lineal
homogenea con interaccién a primeros vecinos J/2 y energias de sitio —h y condicio-
nes de borde periddicas. Utilizando el método de “tight-binding”, es posible obtener las

autoenergias y autoestados de A:
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G = Pmoe™™" 0 =1,2,..,N (3.5)
¢m,N = ¢m70 (36)
La condicién de borde periédica (3.6) impone condiciones sobre k:
tkIN = 2mm, m € 7
m
e = QWN, —N/2<m < N/2
y luego de normalizar los autovectores, estos resultan:
eikmn
omn =N
Para el cdlculo de los autovalores, planteamos la ecuacién de autovalores:
Ag=1Ao
y luego haciendo uso de la ecuacién (3.7) se obtiene:
J i J . 1
Y ikm —h—A _—zkm_:
(2 e+ ( )+ 5¢ ) N 0
A, = Jeos(ky) — h (3.8)
o Lo oo
2 2
J J
A= .0 3 -h 3 0
o L a4 L o
2 2

FIGURA 3.2: Representacion de la matriz A. Es una matriz tridiagonal N x N, en la diagonal
tiene —h y en las diagonales superior e inferior tiene % El resto de los elementos de la matriz

vale 0.

Ahora, definiendo nuevos operadores:

Nm = Z ¢m,ncn
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M= Grnch
n

es posible reexpresar el hamiltoniano H. en la forma:

H.= Z Amn;nm (3.9

La ecuacién (3.8) nos dice que A,, puede ser negativo. Para simplificar aiun mas el
hamiltoniano (3.9), se definen los operadores:

gm:nmaAmZO
gm:nimAm<O

y el hamiltoniano (3.9) adopta la forma final:

1
He =) |An|€hén —3) (3.10)

Los &, y £ representan operadores fermiénicos que actian destruyendo y creando
excitaciones respectivamente [14]. Llamemos |0) = al estado de vacio del modo m, es
decir que satisface &, |0),, = 0.

El estado fundamental |¢,) satisface una igualdad andloga pero para todo modo m:

gm |¢0> = O7vm

Es posible ver que el estado fundamental |1)y) puede ser escrito en términos de los
estados de vacio:

o) = [ (eos(2) — isen( ekl 10),,10) ., (3.1

m

donde |0), [0) . =10), ®|0)_, v 6, esta definido a través de su coseno:

m

m

cos(b,) = % (3.12)

Cabe destacar que el estado fundamental es un estado puro puesto que estamos a

temperatura 7' = 0K. Para temperaturas no nulas, es necesario recurrir a la matriz
densidad estadistica: p = e #/Z

En resimen, hemos resuelto el hamiltoniano (es decir, hemos encontrado las

autoenergfas y autoestados) transformando el problema de spines ; interactuando en

x e y bajo un campo magnético externo orientado en z en un problema de fermiones



20 SISTEMA DE ESTUDIO

interactuantes mas facil de resolver. Ahora que conocemos el estado fundamental del
sistema, podemos aplicar la TIC para estudiar el comportamiento de estos estados como
funcién de los pardametros del hamiltoniano (3.1)).

Es de notar que las cadenas de spines como la analizada en este capitulo es de los sis-
temas mas simples que atraviesan una TFC [3]. La aplicacidn de la transformada de
Wigner-Jordan a cadenas de spines en dos y tres dimensiones es posible pero conside-

rablemente mas ardua que la presentada aqui [[16] [15].



Resultados

4.1. Fidelidad entre estados fundamentales

La ecuacién (3.12) vale también cuando en el hamiltoniano (3.1) se introduce un
factor de anisotropia v, es decir:

N

N
Hgp = JZ(( 9 Joioi + ( 9 Jojot) + hzgi
i=1 =1

En el caso analizado, el factor de anisotropia es nulo.

Consideremos dos estados fundamentales del hamiltoniano pertenecientes a dis-
tintos valores del pardmetro h (que se encuentra en los autovalores A,,), digamos,
[to(h)) ¥ |to(h')). Llamaremos 6, y ¢/ a los dngulos definidos con h y A’ respectiva-
mente.

La fidelidad entre estos dos estados es funcién del producto interno entre esos estados

(pues son estados puros). Desarrollemos este producto interno:

(o(h) o)) = [T 101, 01 (cos( % isen(%ye ) [T cos( % +isen( Pyl et ) 10),, 100,

k m

21
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k,m

donde hemos definido:

/

A = cos(“2)cos( ) (0], 01, 10),,10) .,

/

B = —icos(zk)sen(e2 ) (0], (O] _,. 11, 1) _,.,

0 0,
Cim = isen( )cos(=3) (0], (0] _y &&= 10),, 0)_,,

/

0 0
Dym = Sen(f)sen(j’”) (Ol (O Ek€re [1), [1) 1,

y utilizado que &/ [0), = [1),
Sabiendo que & |0),, =0y & |1),, = 0km |0),, concluimos que

Bkm = Ck,m =0

0. 0

Agm = cos(—=* 5 “)cos(— 5 )5km5 ke—m
0! 0

Dy = sen(ym)sen(gk)(h,m&k,,m

Con esto la ecuacién (4.1) se reduce a:

H(cos(ik)cos(z )+ sen(e—;)sen(el

k

por lo tanto, el producto interno resulta:

(ool Hm%‘

Recurriendo a la definiciéon de fidelidad dada en el capitulo 2 en términos del pro-

ducto interno u overlap:

5 (4.2)
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En el caso en que el factor de anisotropia v = 0, cos(6x) = sgn(cos(%E) — h) donde
sgn(x) es la funcidén signo.

Podemos entonces distinguir dos casos:

2rk
h < cos(%) = cos(by) =1 = O, =2nl,l € Z

2k
h > cos(%) = cos(Oy) =—1 = O, =2+ 1n,leZ

La fidelidad (4.2) puede reescribirse:
F(h, i) = | H(cos(ek)cos(el ) + sen(ek)sen(—;f))\
’ 2 2 2 2
Analizamos caso por caso:

h, I’ > 1: entonces cos(%) =0y sen(%)sen(%) =1 = F(hH)=

W > 1,h < 1: entonces sen(%) =0y cos(%) =0 = F(h,h)=0

h > 1,h' < 1: es andlogo al caso anterior y resulta F'(h,h’') =0

h,l' < 1: entonces cos(%) = 0y cos(% )cos( ) =1 = F(h,h) = 0 a menos
que h =h 0 h < cos(%E) < I’ en cuyo caso F(h,h') = 1.

Notemos también que como cos( ) < 1 (para 6y # 6;), la fidelidad decae rapida-

mente como funcion del niumero de sitios N.

Como mencionamos en la introduccidn, la fidelidad se anula en el limite termddina-
mico pero es posible definir un “parametro de escala” ¢ que nos da informacién sobre

como cambia la fidelidad con el niumero de sitios de la cadena [[18]:

)= i 9B H)
fog(c(h ) = Jim A=

Es decir que la fidelidad se comporta como una potencia del parametro de escala:

F(h,h) ~ €Y (4.3)

Hemos visto que la fidelidad como funcién de ~ y i’ para la cadena estudiada en el
capitulo 3 vale 0 6 1 dependiendo la regién en la que uno se encuentre. Esto significa

que ¢ también valdrd 0 6 1 en las mismas regiones. En la Figura (4.1)) se encuentra un
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grafico del parametro de escala como funciéon de h y h’. Es de notar que a medida que
el nimero de sitios tiende a infinito, las regiones donde ¢ = 1 van transformandose en
una linea critica para h = h'. Esta linea se identifica con un estado de la cadena llamada
“liquido de Luttinger”[5]]. Los liquidos de Luttinger son liquidos de Fermi unidimensio-
nales, es decir, es un conjunto de fermiones interactuantes [17] (llamado liquido en
contraposicion con el gas de Fermi el cual esta constituido por fermiones libres).

En h = h' = 1 ocurre un punto de no analiticidad o “punto de cruce” (“pinch point” por
su nombre en inglés).

Este punto de no analiticidad en la fidelidad se corresponde con un punto de no anali-

ticidad de la energia pues:

H [yo(h)) = E(h) [tho(h))

(Yo (A)] H [¢ho(h)) = E(h) {$o(h)|¢o (1))

Hy
F(h,h)
donde hemos llamado Hy, ; = (¢(R')| H |¢o(h)). Derivando esta expresion se obtie-

E(h) =

ne:

OH), 1
OF(h)  —g“F — S Hyw
oh — F(hN)?

Por lo tanto podemos afirmar que un punto de no analiticidad de la derivada de la

fidelidad implica un punto de no analiticidad de la derivada de la energiaen h = b/ = 1.
Esto nos dice que h = i’/ = 1 es un punto critico de la TFC.
Un caso interesante es el de la cadena con pardmetro de anisotropia v = 1. Las

autoenergias de esa cadena tienen la forma:

Ay = \/(COS(% —h)?2+ ’728671(%))

En este caso, la fidelidad toma valores en el rango [0, 1|. El pardmetro de escala se
comporta en funcién de la fidelidad como ¢ ~ FU1/N), En la figura se encuentra
un grafico de € como funcién de h y /'. Ademas en la figura se incluye corte de la
superficie sobre la linea /' = —h + 2 donde se observa mejor la singularidad. Notemos
que ahora la linea critica desaparece y solo queda un punto singular en h = b’ = 1. Este

punto nuevamente indica una TFC para h = 1.
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[ dfh, h)=1
B dih, h)=0

N =50
151
10p
”‘
00,
oo 05 1 15 2.0
h

FIGURA 4.1: d(h, 1) en funcién de h, I para tres valores de N. A medida que crece N, aparece
una linea critica, una linea de no analiticidad de d que se conecta con la regién donde d = 1 en
el punto h = h' = 1.

2.0

L L7,
e
!:... L

10

FIGURA 4.2: Grafico de e(h,h’) para N = 1000. Se observa que para el punto h = b’ =1
aparece un punto singular que se asocia a una TFC para h = 1.

Como hemos visto, el pardmetro de escala de la fidelidad ¢ puede utilizarse para
encontrar puntos en donde ocurren TFC, sin embargo es posible utilizar otras medidas
de distinguibilidad siempre que el parametro de escala sea cuidadosamente elegido. Es
decir, el pardmetro de escala de la fidelidad tiene la forma ¢ ~ F(/N) puesto que la
fidelidad se comporta segtin la ecuacién (4.3)).

Para construir un parametro de escala asociado a otra medida de distinguibilidad es

necesario estudiar como esa medida se comporta en funcion del nimero de sitios V. Si
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D00 A %

085 s \

FIGURA 4.3: Gréfico de e(h, —h +2) para N = 1000. Esta es corresponde a una linea que pasa
por el punto 4 = b’/ = 1 por lo que se observa mejor este punto singular.

esta nueva medida de distinguibilidad esta en funcion de la fidelidad, el problema se
reduce a invertir la ecuacion, es decir, expresar a la fidelidad como funcién de la medida
de distinguibilidad.

A continuacién construiremos un parametro de escala asociado a la Jensen-Shannon.

4.2. Parametro de escala de Jensen-Shannon

La ecuacién (2.5) no puede ser invertida analiticamente, por lo tanto se debe hacer
alguna aproximacién. Como la fidelidad tiende a 0 en el limite termodindmico (excepto
para ' = 1) haremos una expansién en serie de Taylor alrededor de /' = 0 hasta
segundo orden. Esto resulta en la ecuacion:

F2

— 1 _—
75 2In(2)

invirtiendo:

F = +/2In(2)(1 - JS)

y por lo tanto el parametro de escala en funcién de Jensen-Shannon resulta:

€JS = (\/an(z)(l - JS))I/N
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Este pardmetro ;5 presenta el mismo punto singular que el pardmetro en funcién
de la fidelidad (ver Figura[4.4]y[4.5). Las diferencias de escala y comportamiento lejos
del punto critico entre los graficos de los pardmetros € y ¢ ;5 es debido a la aproximacion
introducida. Si se pudiera invertir exactamente la Fidelidad como funcién de Jensen-
Shannon, los graficos deberian ser idénticos (puesto que se trata de una reexpresion de

las variables).

FIGURA 4.4: Gréfico de e 5(h,h’) para N = 200. Se observa que para el punto h = h' = 1
aparece un punto singular de la misma forma que para el parametro de escala de la fidelidad.
Lejos del punto critico pueden verse ciertos “artefactos” o errores que aparecen con una colo-
racion distinta al resto. Esto es debido a que hemos hecho una aproximacién de la fidelidad a
orden cuadratico. Si se puediera invertir analiticamente, se veria idéntico al grafico 4.2
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FIGURA 4.5: Gréfico de €;5(h, —h + 2) para N = 200. Esta es corresponde a una linea que
pasa por el punto h = h/ = 1 por lo que se observa mejor este punto singular.



Conclusiones

Como hemos visto, la TIC demuestra ser util en la caracterizacién de las TFC. En
particular, aquellas que ocurren en cadenas de spin en una dimensién en presencia de
un campo magnético externo e interaccién primeros vecinos. La fidelidad juega un rol
central en esta caracterizacién puesto que el parametro de escala sobre el cual se anali-
zan los puntos criticos se define en términos de la fidelidad por sitio. Este parametro de
escala presenta puntos singulares en los puntos criticos de la transicion y se convierte
por lo tanto en un método para probar la existencia de TFC en cadenas lineales de spin.
El pardmetro de escala puede ser definido no solamente via la fidelidad sino también
en términos de otras medidas de distinguibilidad que puedan ser escritas en términos
de la fidelidad. De esta forma, si en un problema especifico la fidelidad resultara dificil
de obtener directamente, se puede recurrir a la distancia de Bures, la divergencia de
Jensen-Shannon, la distancia traza, etc. y construir nuevos parametros de escala. En
particular hemos visto que la expresion de la fidelidad en términos de la divergencia de
Jensen-Shannon nos permitié obtener un parametro de escala de Jensen-Shannon ¢ g
que presenta también un punto singular en el punto critico. La divergencia de Jensen-
Shannon posee una serie de ventajas sobre la fidelidad, algunas mencionadas en el

Capitulo 2 e incluso sobre otras medidas de distinguibilidad como ser que ha sido estu-

29
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diada exhaustivamente y sus propiedades son bien conocidas.

Los resultados presentados en este trabajo abren la posibilidad de estudiar el comporta-
miento de estos parametros de escala (tanto de la fidelidad como de Jensen-Shannon)
en sistemas mas complejos como cadenas de spines con interaccién en tres componen-
tes, o cadenas en dos dimensiones. La dificultad para resolver estos problemas ana-
liticamente, sobre todo en dos dimensiones, aumenta la complejidad al problema de
caracterizar las TFC, sin embargo, la vision de la informacion cudntica sugiere que los

mismos razonamientos pueden ser aplicados.
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