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Fractales, patrones y dimension

Resumen:

Es bien sabido que si un conjunto tiene medida Lebesgue positiva, entonces contiene una
copia homotética de cualquier conjunto finito. Surge entonces la pregunta natural: ;Cuédn
chico puede ser un conjunto que contenga muchas configuraciones geométricas? En esta
tesis demostraré entre otros resultados, que existe un conjunto pequefio y cerrado (definido
explicitamente), sin puntos aislados, que contiene todo patrén finito definido por una familia
de funciones que cumple ciertas condiciones. Entre otras aplicaciones, veremos que hay un
conjunto de dimensioén de Hausdorff cero que contiene todo patrén polinomial finito (en una
o varias variables). También veremos que el conjunto de funciones bilipschitz satisfacen las
condiciones, lo cual generaliza resultados anteriores sobre funciones lineales.

Uno puede hacerse la pregunta en cierto sentido opuesta: ;Cuédn grande puede ser un
conjunto que no contenga ciertos patrones? En esta tesis respondo la pregunta en el caso de
patrones lineales. Veremos que dados contables patrones lineales, existe un conjunto com-
pacto (definido explicitamente) que no contiene ninguno de esos patrones y tiene dimension
de Hausdorff total, y mas adn tiene medida de Hausdorff positiva para cualquier funcién de
dimension prefijada.

Los resultados anteriores muestran que si consideramos como nocion de tamafo a la
dimension de Hausdorff, hay conjuntos grandes sin ciertos patrones, como asi también con-
juntos chicos con muchos patrones. Otra nocién de tamafio importante es el espesor, definido
por Newhouse. En esta tesis desarrollaré un trabajo en el que muestro que si un conjunto
de Cantor tiene espesor grande entonces contiene progresiones aritméticas largas, como asi
también patrones mas generales.

Ademas mostraré un resultado en el que estudio el tamafo (dimensiones L7) de las pro-
yecciones de una clase de medidas autosimilares aleatorias. En el momento de la publicacion
de este trabajo no se sabia casi nada para la dimensioén L? de medidas fractales con estructura
de solapamiento.

Palabras clave: geometria fractal, conjuntos de Cantor, patrones, dimension, progresio-
nes aritméticas, espesor, medidas autosimilares.



Fractals, patterns and dimension

Abstract:

It is well known that if a set has positive Lebesgue measure, then it contains a homothetic
copy of any finite set. The natural question then arises: How small can be a set that contains
many geometrical configurations? In this thesis I will prove among other results, that there
exists a small and closed set (explicitly defined), without isolated points, containing all finite
patterns defined by a family of functions satisfying certain conditions . Among other appli-
cations, we will see that there exists a set of Hausdorff dimension zero that contains all finite
polynomial patterns (in one or more variables). We will also see that the set of bilipschitz
functions satisfies the conditions, which generalizes previous results on linear functions.

One can ask what is in some sense the opposite question: How large can be a set that does
not contain certain patterns? In this thesis I answer the question in the case of linear patterns.
We will see that given countably many linear patterns, there is a compact set (explicitly
defined) that does not contain any of those patterns and has full Hausdorff dimension, and
even more, has positive Hausdorff measure for any given dimension function.

The previous results show that if we consider the Hausdorff dimension as a notion of size,
there are large sets without certain patterns, as well as small sets with many patterns. Another
important notion of size is thickness, defined by Newhouse. In this thesis I will develop a
work in which I show that if a Cantor set has large thickness then it contains long arithmetic
progressions, as well as more general patterns.

In addition, I will develop a result in which I study the size (L7 dimensions) of the projec-
tions of a class of random self-similar measures. At the time of its publication, almost nothing
was known for the L7 dimension of fractal measures with an overlapping structure.

Keywords: fractal geometry, Cantor sets, patterns, dimension, arithmetic progressions,
thickness, self-similar measures.
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Capitulo 1

Introduccion.

Patrones y tamano

Hay una larga historia acerca del estudio de la relacion entre el tamafno de un conjunto
(en algun sentido apropiado) y la presencia de patrones o configuraciones contenidas en dicho
conjunto.

Intuitivamente un patrén o configuracién geométrica es un conjunto de puntos que sa-
tisfacen cierta relacion o que tienen cierta estructura. Hay diversas definiciones formales de
patron, a lo largo de esta tesis seremos precisos cuando sea necesario, sin embargo daremos
algunas nociones de patrén para que el lector tenga una idea: un patrén puede ser tomado
como cualquier copia homotética de un conjunto dado, o como un conjunto finito de puntos
que anula a una funcién dada, o bien un conjunto de la forma {f(x;),--- , f(x,)} para cierta
funcion f dada, o también podemos decir que {fi,- - - , f} €s una configuracion en un conjun-
to E si existe x en el dominio de todas esas funciones tal que fi(x) € E paratodo 1 <i < k (es
decir, <« f7'(E) # 0). Cuando la funcién asociada es una funcién lineal, a dicho patrén
se lo llama patrén lineal. Andlogamente con los patrones polinomiales.

Uno de los ejemplos mds elementales de patrones o configuraciones son las progresiones
aritméticas.

Definicién 1. Decimos que {a,,- - - ,a,} C R¢ es una progresion aritmética (de longitud n >
. . — d = —> — — .

3) siexiste v € R“\ {0} tal que a;s1 — a; = v paratodoie{l,--- ,n—1}.

Observacion 2. {a;,--- ,a,} € R? es una progresion aritmética si 'y solo si{aj,--- ,a,} es un

conjunto de vectores distintos verificando que % =a;  paratodo1 <i<n-2.

Ejemplo 3. Una progresion aritmética de longitud 3 es un ejemplo de patron lineal ya que
. oz . S .
anula a la funcion f(x,y,z) := 3* —y. Las progresiones aritméticas de mayor longitud
pueden ser obtenidas también como ceros de una funcion lineal de mds variables en donde
en cada coordenada tenemos una funcion similar a la anterior. También se tiene que un

7



8 CAPITULO 1. Introduccién.
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Figura 1.1: Ejemplo de progresién aritmética de longitud 9.

conjunto E C R contiene una progresién aritmética de longutud k y gap V # 0 si y solo si
ﬂOSiSk—l ‘fl_l(E) * @ con f;(?) = Y + Vl

Contexto discreto

Si bien a lo largo de esta tesis estudiaremos resultados en el contexto continuo (R¢), a
modo de motivacién mencionaremos algunos resultados que se han realizado en el contexto
discreto (7).

El clasico Teorema de Roth [48] da una version cuantitativa para garantizar la existencia
de progresiones aritméticas de longitud 3 en ciertos subconjuntos de los nimeros enteros.
Mas especificamente, dado 6 > 0, existe Ny € N tal que si N > N, entonces cualquier
subconjunto de {1,---, N} con al menos 6N elementos contiene una progresion artitmética
de longitud 3.

Un problema importante desde entonces ha sido encontrar funciones A(N), lo mds chi-
cas posibles, tal que para N suficientemente grande, un subconjunto de {1,--- , N} con h(N)
elementos contiene una progresion artitmética de longitud 3. La mejor # conocida con esa
propiedad es
(loglog N)*N

log N
como lo muestra Bloom [5], mejorando ligeramente un resultado notable anterior de Sanders
[50].

El resultado de Roth fue extendido por Szemerédi [54], quien demostré que cualquier
subconjunto A de los nimeros naturales que tenga densidad superior positiva

h(N) =

- #{1,--- NnA
i.e.:d(A) := limsup {,---,nn4) >0,

n—+oo n

contiene progresiones aritméticas de cualquier longitud.



Es facil construir un conjunto con densidad superior nula, conteniendo progresiones aritméti-

cas arbitrariamente largas. Por ejemplo: A := |J,n{n,n® + 1,--- . n® + n}. El cual tie-
ne progresiones aritméticas arbitrariamente largas pues para cada natural n tenemos que
{n*,n® +1,--- ,n® + n} es progresién aritmética de longitud n + 1. Ademds, A tiene densi-
dad superior nula, pues para cada N € N hay un tnico n € N tal que (n — 1)* < N < n?,
tenemos que por ser:

HANTLND SLG+1) 2 43n

0 N T =13 2mn-1)7»

n—+oo Oa

resulta d(A) = 0.

Pero dado un conjunto especifico con densidad superior nula, puede ser dificil saber si
contiene o no progresiones aritméticas arbitrariamente largas. Un ejemplo de este hecho, que
fue probado por Green y Tao [25], es que el conjunto de ndmeros primos contiene progre-
siones aritméticas arbitrariamente largas. Es claro que el conjunto de nimeros primos tiene
densidad superior nula (pues el Teorema de los nimeros primos asegura que entre los prime-
ros N numeros naturales hay ~ % numeros primos), por lo que el Teorema de Szemerédi no
puede ser directamente aplicado.

Las progresiones aritméticas pueden ser vistas como patrones lineales; y ha habido mu-
chos resultados similares al de Szemerédi para patrones polinomiales. Cabe hacer aqui una
advertencia: las definiciones de patrén lineal como asi también la de patrén polinomial pue-
den variar segun el autor o el contexto, pero daremos una definicion explicita cuando sea re-
levante para nosotros. Un resultado destacado es el cldsico Teorema de Furstenberg-Sarkozy
([23], [51]) en el que se prueba que para todo polinomio P(n) € Q[n] que satisfaga P(Z) C 7
y P(0) = 0, y para todo subconjunto A de los niimeros naturales que tenga densidad superior
positiva, se tiene que existen n € Ny x,y € A tal que x—y = P(n). En particular, por ejemplo,
todo subconjunto de los nimeros naturales que tenga densidad superior positiva contiene dos
numeros cuya diferencia es un cuadrado.

Los patrones polinomiales con coeficientes racionales también han sido estudiados en
teoria de niimeros como por ejemplo en [3], donde Bergelson y Leibman probaron que cual-
quier conjunto de enteros que tenga densidad positiva, contiene casi todo patrén polinomial.
Mis especificamente, probaron entre otros resultados que: dada P : Z" — Z' con r,1 € N una
funcién polinomial satisfaciendo P(0) = 0 y dado un conjunto finito F € Z" y un conjunto
con densidad superior positiva S C Z/, entonces para algin n € Ny u € 7' se tiene que
u+ P(nF) C S. A posteriori, en [55] y [56], Tao y Ziegler estudiaron la presencia de patrones
polinomiales contenidos en el conjunto de nimeros primos.

Hasta ahora describimos resultados en los que bajo ciertas condiciones se garantiza la
contencion de patrones en ciertos conjuntos. Es natural entonces estudiar que pasa en la di-
reccidn opuesta, esto es bajo qué condiciones podemos garantizar que no hay ciertos patrones
en ciertos conjuntos.

En [2], Behrend mostr6 que si

h(N) := cNe € V'™,
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donde ¢,C > 0 son constantes absolutas, entonces para todo N existe un subconjunto de
{1,--- ,N} con a lo sumo h(N) elementos que no contiene progresiones aritméticas. Notar
que, en particular, para todo & > 0, tenemos A(N) > N'~¢ si N es suficientemente grande.

Contexto continuo

Como dijimos al comienzo, esta tesis estd enfocada al estudio de esta clase de proble-
mas pero para el contexto continuo, el cual vamos a desarrollar para contextualizar, citar re-
sultados estrechamente relacionados, como asi también introducir algunos de los resultados
principales fruto de nuestro trabajo (Capitulos 3, 4, 5y 6).

En [6] Boshernitzan y Chaika probaron la siguiente dicotomia para conjuntos de Borel
A C [0, 1]: Si llamamos H al conjunto de todos los homeomorfismos ¢ : [0, 1] — [0, 1], vale
que o bien existe un homeomorfismo ¢ € H tal que la imagen ¢(A) no contiene progresiones
aritméticas de longitud 3; o, para todo ¢ € H, la imagen ¢(A) contiene progresiones aritméti-
cas de cualquier longitud finita. De hecho, ellos probaron que la primera alternativa vale si y
solo si el conjunto A es una unién contable de conjuntos nunca densos.

Conjuntos pequeios conteniendo patrones

Es un resultado bien conocido (ver la Proposicién 12) que si un conjunto tiene medida
Lebesgue positiva, entonces tiene copia homotética (7" : R” — R” se dice una homotecia si
existen a € R, b € R" tales que T(x) = ax + b) de cualquier conjunto finito. Surge entonces
la pregunta natural: ;Cuan chico puede ser un conjunto que contenga muchas configuraciones
geométricas?

Algunas de las nociones con las que se ha estudiado esa pregunta son: dimension de Haus-
dorff, y mas generalmente medidas de Hausdorff para funciones de dimension mds generales.
Recordaremos las definiciones mds bésicas:

Decimos que i : Ryg — R es una funcion de dimension si es creciente y continua a
derecha, 1(0) = 0, y A(t) > 0 si ¢ > 0. El conjunto de funciones de dimension es parcialmente
ordenado si consideramos el orden definido por

c o ()
hy < hy st xlg(l)l+ ) 0

La medida exterior de Hausdorff asociada a 4 es
H"(E) := lim HXE)

donde 7—(;’(E) :=1inf {3}; h(|U;|) : {U;}; un d-cubrimiento de E}.
Notaremos H* = H*
Se define la dimension de Hausdorff como

dimy(E) := inf{s > 0 : H*(E) = 0}.
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Nosotros estamos especialmente interesados en esas nociones de tamaiio, por lo que dedi-
camos la Seccion 2.2 en los Preliminares para dar algunas de sus propiedades mas relevantes.

Han habido otros resultados utilizando enfoques diferentes a los nuestros, por ejemplo
relacionados con la transformada de Fourier:

En [39] Laba y Pramanik dieron condiciones suficientes para garantizar la existencia de
progresiones aritméticas de longitud 3 en conjuntos grandes. Mas especificamente probaron
que dado E C R un conjunto cerrado que soporta una medida de probabilidad obedeciendo
una condicién de decaimiento de la masa de bolas y una condicién de decaimiento para la
transformada de la medida, entonces E contiene una progresion aritmética de longitud 3.

Recientemente, en [27] los autores anteriores junto con Henriot dieron condiciones su-
ficientes que garantizan que un conjunto de R” contiene ciertos patrones polinomiales. Mas
especificamente, probaron que si un subconjunto de R" tiene dimension de Hausdorft suficien-
temente grande y dimension de Fourier suficientemente grande, entonces contiene patrones
polinomiales de la forma

(X, x+Apy, -, x+ Ay, x + Ay + Q(y)e,), conx € R",y € R",

donde A; son matrices de n X m, Q es un polinomio real en m variables y ¢, = (0, ..., 0, 1).
Recordemos que la dimension de Fourier estd definida por

dimy(E) i= suplf < [0.n) : 3  ME) : sup (1 + €)% < +oo),

donde M(E) es el espacio de probabilidades soportadas en E y la transformada de una medida
estd definida como u(é) := f e 2% du(x).

Ademads, asumiendo una hipoétesis sobre el decaimiento de la transformada de Fourier,
en [7, Corolario 1.7] Chan, Laba, y Pramanik aseguraron la existencia de vértices de tridngu-
los equiléateros contenidos en un subconjunto del plano. Mds especificamente probaron lo
siguiente: Dados tres puntos distintos en el plano a,b,c, y E C R* de medida de Lebesgue
nula que soporta una medida positiva de Radon u satisfaciendo las siguientes dos condicio-
nes:

HB(x.1)) :
B SUPp gl — o < CSin—g <a<mn,

" SUPp AEN(L +1ED? < C.

con & suficientemente chico dependiendo de C y de a, b, c. Entonces E contiene tres puntos
distintos x, y, z tal que el triangulo que forma x, y, z es una copia similar (posiblemente rota-
da) del triangulo que forma a, b, c. Donde, recordemos que una medida de Radon u es una
medida en la o-édlgebra de Borel de un espacio topoldgico X que satisface las siguientes tres
condiciones:

= Es regular por dentro: para todo B boreliano se cumple ((B) = Supg compacto cs H(K)-
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= Es regular por fuera: para todo B boreliano se cumple u(B) = infy pierto 58 H(U).

= Es localmente finita: para todo punto x € X, existe U entorno de x con u(U) < oo.

Para recientes progresos en dimensiones mayores o iguales a 4, sin asumir cotas de Fou-
rier, véase el trabajo de Iosevich y Liu [32].

Volvamos a nuestro enfoque para abordar la pregunta “; Cuan chico puede ser un conjunto
que contenga muchas configuraciones geométricas?”.

Un resultado de Davies, Marstrand y Taylor probado en [8], que desarrollaré en la Seccion
4.1, dice que dada una funcién de dimension 4, existe un conjunto cerrado £ C R tal que
H"E) =0y ., fi(E) # 0 para cualesquiera finitas funciones afines reales con pendiente no
nula. Ademads existe un conjunto E C R de clase F,., tal que H*(E) = 0y ;ea(@iE + b)) £ 0
(para a; # 0) para cualquier conjunto contable A.

La primer parte de este Teorema fue extendida por Keleti, Nagy y Shmerkin a RY en [36].

Observar que con estos enunciados no importa considerar las imdgenes o preimaganes,
por tratarse de funciones lineales inversibles.

Hemos generalizado esos resultados en [57] (ver el capitulo 4): Construimos explicita-
mente un conjunto pequeiio y cerrado (o F), sin puntos aislados, que contiene toda configu-
racion finita (o contable) en una familia dada de antemano que cumple ciertas condiciones.
En particular, la familia de polinomios no constantes satisface las hipotesis, con lo cual cons-
truimos un conjunto chico que contiene toda configuracién polinomial.

Mas especificamente tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 4. (ver Teorema 111) Sea h una funcion de dimension, ¥ una familia de funciones
continuas de RN de R tal que existe una familia contable ¥ = {y;}; de funciones inyectivas,
cerradas, continuas definidas en conjuntos cerrados Q; € RY, en RY, y tal que 1//]‘.1 son

localmente bilipschitz con lim ||lﬂj_-1(x)|| = +o0 para todo j, satisfaciendo:
[|xl|—+o0,xelm(y ;)

» para cada f; € F existe Y,y € ¥y un conjunto cerrado D; C RN tal que Y o filp, estd
bien definida y es bilipschitz no expansiva.

= para cada a > 0y cualquier eleccion de finitas funciones fi,--- , f, € F, tenemos que
Aagiog, = [ Wi 0 flp) " (=2, @))")
1<i<n

contiene bolas arbitrariamente grandes.

Entonces existe un conjunto perfecto E C RN, tal que (<<, f7'(E) # 0 para cada conjunto

finito de {f,,--- , f,} €F y H"(E) = 0.

El Teorema anterior muestra, bajo ciertas condiciones, la presencia de configuraciones
finitas dados por la familia de funciones. Obtuvimos también un resultado andlogo para con-
figuraciones contables:
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Teorema S. (ver Teorema 122) Sea h una funcion de dimension. Sea ¥ una familia de funcio-
nes continuas definidas en un conjunto cerrado D C RN conteniendo bolas arbitrariamente
grandes, tal que existe L € Ny, y una familia contable de funciones ¥ := {j}jan que son
continuas, inyectivas y cerradas, y estdn definidas en conjuntos cerrados Q; C RY, tales que
wj‘.l son localmente bilipschitz, y para cada f € F, existe y; € Y tal que ;o f estd bien
definida y es bilipschitz con constantes (%, 1) en D.

Entonces existe un conjunto E C RN de clase F,, sin puntos aislados, con H"(E) = 0,
tal que Niep f(E) # 0 para todo subconjunto contable (f)ien € F. En otras palabras, E
contiene toda configuracion contable de F .

También probamos los resultados andlogos para imédgenes (en lugar de preimagenes):
construimos explicitamente conjuntos pequefios y cerrados (o de clase F,), sin puntos aisla-
dos, tal que las intersecciones finitas (o contables) de imdgenes son no vacias.

Teorema 6. (ver Teorema 96) Sean h una funcion de dimension , ¥ una familia de funciones
continuas de RN a RY tal que existe una familia contable de funciones cerradas, inyectivas y
localmente bilipschitz ¥ = {, : Q, — RN}« cada una definida sobre un conjunto cerrado
Q, y satisfaciendo las siguientes condiciones:

n 1My oo req, (X = +oo.

» para cada f; € F existe Y, € Y tal que f; o Y, es una funcion bilipschitz no contrac-

tiva en Q.
» dadas finitas funciones (cualesquiera) fi,---,f, € ¥, el conjunto Ay, ... 5, definido
como .
Aa,fl,...’fn = ﬂ ﬁ [e) lr//r(i)lgr([) (((—a, a)N) )
1<i<n

contiene bolas arbitrariamente grandes para todo a > 0.

Entonces existe un conjunto perfecto E C RY, tal que H"(E) = 0y (N1<i<n fi(E) # 0 para
cualquier subconjunto finito {fy,--- , f,} € F.

Teorema 7. (ver Teorema 117) Sea h una funcion de dimension, ¥ una familia de funciones
continuas de R en R tal que existe una sucesion de funciones cerradas y localmente bilips-
chitz ¥ := (¥;); definidas en conjuntos cerrados Q; C RY, satisfaciendo que existe L € Ny,
tal que

» para cada f; € F, existe Y,;y € ¥ tal que f; o Y, ;)la,, estd bien definida y es bilipschitz
con constantes (1, L),

= dadas contables funciones (f;)icancy € F el conjunto
Af:ieny = ﬂ Ji o i),
ieA

contiene bolas arbitrariamente grandes.
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Entonces existe un conjunto E C RY, de clase F,, sin puntos aislados, con H"(E) = 0, tal
que Niep fi(E) # 0 para toda familia contable {f; :ie€ A} C F.

Ademads mostramos algunas aplicaciones de nuestros resultados. Entre ellas construimos
un conjunto E con medida H" cero (tomando & adecuadamente se puede conseguir que E
tenga dimension de Hausdorff cero) que contiene toda configuracion polinomial finita (Obtu-
vimos este resultado para el caso de una variable como un caso particular del Teorema 111 y
lo extendimos a polinomios en varias variables en el Teorema 113).

También vimos que el conjunto de funciones bilipschitz satisfacen otro de nuestros resul-
tados (ver el Teorema 90 para una demostracién directa, o bien el Teorema 104 para verlo
como Corolario de los resultados generales obtenidos). En particular, construimos un con-
junto de dimensién de Hausdorff cero en R" que contiene una copia trasladada de cualquier
conjunto finito de puntos.

Conjuntos grandes que no contienen configuraciones

En lo descripto anteriormente construimos conjuntos muy chicos conteniendo muchas
configuraciones. Al igual que en el contexto discreto, es de interés estudiar el problema en
cierto sentido opuesto. Es natural entonces estudiar si podemos tener conjuntos grandes que
no contengan patrones dados tales como progresiones aritméticas.

Recordemos que cualquier conjunto E C R¢ de medida de Lebesgue positiva contiene una
copia similar de cualquier conjunto finito. En relacion a esto, Falconer pregunté: ;Dados un
conjunto finito A C R y un conjunto £ C [0, 1] de dimensién de Hausdorff 1, debe E contener
una copia similar de A? Es decir, queremos saber si todo subconjunto de [0, 1] de medida
de Lebesgue nula pero dimensién de Hausdorff 1 debe contener una copia de todo conjunto
finito.

En [34] Keleti respondi6 negativamente a esa pregunta, €l construy6 un compacto £ C R
con dimension de Hausdorff total (es decir, dimensién de Hausdorff 1 ya que estamos en la
recta real), que no contiene puntos x; < X, < x3 < x4 tales que x, — x; — x4 + x3 = 0.
En particular, tomando x, = x; tenemos un conjunto de dimension total que no tiene copia
similar de una progresion aritmética de longitud 3 (es decir, no contiene una copia homotética
del conjunto {0, 1,2}). Mas adelante, Keleti [35] generaliz6 el resultado (con x, = x3) para
contables ternas (en cualquier proporcion), €l mostré que para cualquier conjunto A € R
de 3 elementos existe un conjunto de dimension de Hausdorff 1 que no tiene copia similar
de A. Més aun, prob6é que dada una familia contable de ternas de nimeros reales, existe un
conjunto de dimension de Hausdorff 1 que no contiene copia de ninguna de esas ternas. El lo
probé usando la existencia de infinitas escalas en R (ver Teorema 63), lo que es la principal
diferencia con el contexto discreto. Maga [40] extendi6 la construccion de Keleti al plano (con
la misma demostracién, utilizando que C ~ R?). Usando un método diferente, Falconer [14]
habia probado previamente eso para solo un tridngulo.

Recordemos que todo E € R de medida de Lebesgue positiva contiene una copia ho-
motética de cualquier conjunto finito. Y también vimos que hay conjuntos compactos de
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dimensién de Hausdorff total (es decir, dimension de Hausdorff 1) que no contiene ninguna
copia homotética de ninguna de las contables ternas dadas de antemano. Por este motivo la
dimension de Hausdorff no parece ser tan util a la hora de estudiar si un conjunto contiene o
no patrones. Por este motivo surge la siguiente pregunta natural: Qué pasa entre dimension de
Hausdorff total y medida de Lebesgue positiva? Mds especificamente: Cuédn grande puede ser
un conjunto (con una nocién mds fina de tamano que la dimensién de Hausdorff) que evite
patrones dados? La respuesta dependera de qué clase de patrones estemos tratando de evitar.

Mithé [41] mostré que existen conjuntos de dimension grande que no contienen ciertas
configuraciones polinomiales dadas (ceros de polinomios multivariados). Mds especificamen-
te mostrd lo siguiente:

Teorema 8. [41, Teorema 6.1] Seand > 1, (P;); una familia contable de polinomios no nulos
P; : R™ — R con coeficientes racionales. Supongamos que existe n € N que es el grado

mdximo de los polinomios. Sean ¢;1,- -, ¢;nm; difeomorfismos C Uen RY. Entonces existe un
conjunto compacto E C R¢ con dimension de Hausdorff al menos ;—i tal que para cada j, E
no contiene m; puntos distintos xi,- - - , X, satisfaciendo Pj(¢;1(x1), "+ , ¢ jm,(Xm,;)) = 0.

De este Teorema uno puede deducir en el caso particular en que todo P; es lineal no
nulo (n = 1), tomando adecuadamente las ¢;; como funciones lineales con matriz asociada
diagonal, que existe un conjunto compacto en R? con dimensién de HausdorfT total, evitando
cualquier familia contable de patrones lineales.

Esto generaliza los resultados de Keleti y Maga mencionados arriba.

Por otra parte, en [21] Fraser y Pramanik construyeron subconjuntos del espacio eucli-
deo de dimension de Hausdorff grande y dimension de Minkowski total, que no contienen
patrones no triviales descritos como ceros de funciones.

En todos esos trabajos los autores consideran solo dimensién de Hausdorff y no medidas
de Hausdorfl asociadas a funciones de dimension mas generales.

Recordemos que Mathé construyd conjuntos grandes evitando patrones polinomiales. Di-
chos conjuntos no tienen dimension de Hausdorft total en el caso en que los polinomios no
son lineales.

Al menos en algunos casos, no hay conjuntos de dimensién de Hausdorff total que no
contengan ciertos patrones no lineales. Por ejemplo, la funcion para estudiar si hay tres puntos
formando un dngulo recto (un conjunto no tiene tres puntos que anulen la funcioén equivale
a que el conjunto no tiene tres puntos formando un dngulo recto) estd dada por el siguiente
polinomio de grado 2

lﬁ(?, 79 E)) = <E) - 79 7 - 7>’
y fue probado en [26] por Harangi, Keleti, Kiss, Maga, Méthé, Mattila y Strenner que cual-
quier conjunto de Borel de R? con dimensién de Hausdorff mas grande que 1 contiene tres
puntos formando un dngulo recto. En particular, no puede existir un conjunto Boreliano con
dimensién de Hausdorff total que no contenga dngulos rectos.

Como queriamos estudiar conjuntos bien grandes evitando patrones, consideramos ex-
tender el resultado que dedujimos del Teorema de Mathé, considerando ahora funciones de
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dimensién i con h < x4 (para obtener ain informacién mds fina) y nos enfocamos en el
caso de patrones lineales (porque en otro caso no se conseguiria un conjunto grande). Mas
especificamente, obtuvimos el siguiente Teorema:

Teorema 9 (Ver Teorema 60). Sea h una funcion de dimension con h < x%, y sea (W)ren Una
sucesion de funciones lineales no nulas con Y, : (RY)™ — Ry my > 2. Entonces existe un

conjunto compacto E C R tal que H"(E) > 0, y Y (X1, , Xn) # 0 para todos k € Ny
todos vectores distintos X1, -+ , X, € E.

En particular, si tomamos A(x) := —log(x)x?, obtenemos un conjunto de dimensién de
Hausdorff d con las mismas propiedades.
Este resultado fue publicado en [60] y lo desarrollamos en el capitulo 3.

Garantizando la presencia de patrones

Por los resultados probados anteriormente, se ve que hay conjuntos grandes (en el sentido
de dimensién de Hausdorft o de medida de Hausdorff generalizada) evitando muchos pa-
trones, como asi también conjuntos chicos conteniendo muchos patrones. Esto muestra que
tanto la nocién de dimension de Hausdorftf como la de medida de Hausdorff generalizada no
nos ayudan a analizar la contencion (o no) de patrones en el conjunto. Por este motivo es de
interés buscar otra nocién geométrica de tamafio que nos ayude a garantizar la presencia de
patrones (tales como las progresiones aritméticas) en un conjunto dado.

En [49] Broderick, Fishman y Simmons prueban que ciertos conjuntos de Cantor centrales
de la recta real contienen progresiones aritméticas de cierto orden de longitud. La forma en
que abordan las demostraciones tienen un enfoque completamente diferente a los resultados
que mencionamos anteriormente, ellos utilizan una herramienta conocida como juegos de
Schmidt (y conjuntos ganadores). Definamos el juego utilizado por dichos autores:

Definicion 10. Sea H una coleccién de subconjuntos cerrados de R?. Dados a,B,p > 0y
¢ >0, Alice y Bob juegan el (a, B, c, p, H)-juego bajo las siguientes reglas:

» Para cada m € Ny Bob juega primero, y después Alice.

» En el turno m-ésimo, Bob juega una bola cerrada B, := B[ x,,, p], satisfaciendo py >
p’ pm+l Zﬂpm; h,mm—wopm = Oy B() 2 B] 2 ctt.

» En el turno m-ésimo Alice responde eligiendo y borrando una coleccion contable (pue-
de ser finita) A,, de conjuntos de la forma A(p;,,, H; ) 1= {x € R? : d(x, H;.) < pim}
con Hiy € H'y pim > 0. La coleccion de Alice debe satisfacer 30}, < (@pn)° si
c>0,0p1m < ap,sic=0(en este caso Alice puede borrar solo un conjunto).

Como lim,,_, p,, = 0, existe un Unico punto Xe = [ \,uen, B llamado el resultado del
juego.



17

Decimos que un conjunto S € R? es ganador si Alice tiene una estrategia que le garantiza
que si Xoo & Upen, Ui A(0im, Hipm), entonces xo, € S.

Dado &€ > 0 definimos el conjunto de Cantor central M, € R que se obtiene comen-
zando con el intervalo [0, 1] y repetidamente borrando de cada intervalo que aparece en su
construccion el intervalo abierto central de longitud relativa &.

Si P es el conjunto de todos los puntos de la recta real. Broderick, Fishman y Simmons
probaron que: (—o0,0) U M, U (1, +00) es (uf—iwﬂ O,'g,?))—ganador para todo B € (0, 1).

Y a partir de esto infierieron que existe una constate ¢ tal que M. contiene progresiones
1

aritmeticas de longitud {5 logg( T )J. Mais aun para todo ¢ > 0 suficientemente chico, M, contiene

1
£

no numerables progresiones aritmeticas de longitud {6 ToaT )J y gapt.

Los juegos de Schmidt tienen algunas buenas propiedades que son de ayuda para estudiar
la presencia de progresiones aritméticas, como asi también otras configuraciones, a saber:
monotonia, propiedad de interseccion contable e invariancia bajo similaridades.

Se pudo extender el resultado antes mencionado a una clase de conjuntos de Cantor mu-
cho mds generales usando la nocién de “espesor” dada por Newhouse (la cual es otra nocién
bien conocida de tamafio) como asi también a la clase de configuraciones contenidas en dicho
conjunto de Cantor. Si bien las demostraciones son simples, los conceptos de espesor y de
juegos de Schmidt no se habian relacionado hasta ahora. Esos resultados forman parte de un
trabajo en progreso [61], el cual seréd desarrollado en el Capitulo 5.

Un conjunto de Cantor general C en la recta real puede ser construido empezando con
un intervalo cerrado y sucesivamente removiendo intervalos abiertos (gaps), los cuales los
podemos listar en orden decreciente de longitud. Cada gap G, es removido de un intervalo
cerrado [, dejando detrds dos nuevos intervalos cerrados en I, \ G,, los cuales llamamos L,
(el de laizquierda) y R, (el de la derecha). Notamos |/| a 1a longitud del intervalo I, y conv(C)
a la capsula convexa del conjunto C. Newhouse defini6 el espesor de C como

_, min{|L,[,|R,|}
©(C) = inf G|

Se demostrd que si C es un conjunto de Cantor general con conv(C) = [0, 1]y 7 := 7(C) >

0, entonces S := (—00,0) U C U (1, +0o0) es (Tiﬁ,ﬁ, 0, g,?)—ganador paratodo 8 € (0,1). Y a
partir de esto se infirié que existe una constate ¢ tal que si 7(C) es suficientemente grande
entonces C contiene no numerables copias homotéticas de cualquier conjunto finito con a
lo sumo [6 1ogT(r)J elementos. Y mas aun si el didmetro del conjunto finito es suficientemente
chico, las copias son solo translaciones.

Dimension de las proyecciones de medidas aleatorias

Por otra parte, en otra direccion estudiamos otro problema enfocado a conocer el tamafio
de las proyecciones de medidas aleatorias.
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En los ultimos afnos ha habido un gran interés en entender el tamafio de imagenes lineales
(y no lineales) de conjuntos y medidas. Aqui tamano puede referirse a alguna dimension
fractal o a la medida de Lebesgue/continuidad absoluta.

Incluso si uno se refiere a los conjuntos, las demostraciones implican por lo general me-
didas soportadas en ellos. En el Capitulo 6, en el cual desarrollamos los resultados que ob-
tuvimos en [24], nos ocupamos principalmente de las medidas (por una medida, siempre nos
referimos a una medida local finita de Borel en algin espacio euclidiano). Si i es una medida
enun espacio Xy f : X — Y es una funcién, denotamos el push-forward de u via f como fu,
esto es, fu(B) = u(f~'B) siempre que f~'(B) sea medible. Un principio heuristico es que si u
es una medida en R, I : RY — R* es una “buena” funcién Lipschitz y dim es alguna nocién
de dimensién para medidas, entonces “tipicamente” Ilu es “tan grande como sea posible” en
el sentido que dim Iy = dim u si dimu < k, y dimIlu = k si dimu > & (en el dltimo caso, se
espera que también Iu sea absolutamente continua).

Una version precisa de esta heuristica estd dada por el Teorema de proyeccion de Mars-
trand (y sus variantes) el cual, para el caso de las medidas, dice que, para cualquier medida u
en R, hay una igualdad dim ITy = min(dim y, k) para casi toda funcién lineal I : RY — Rk,
siempre que dim sea la dimension de Hausdorff o la dimensiéon L? (1 < g < 2) (esas nocio-
nes de dimension seran definidas después). Ver por ejemplo [42, Capitulo 9] y [30, Teorema
1.1]. Para medidas con cierta estructura, como por ejemplo las medidas autosimilares o las
medidas invariantes bajo algin sistema dindmico, uno quisiera poder decir mas, idealmente
encontrar el conjunto excepcional preciso de funciones lineales I1.

Los primeros resultados de este tipo fueron obtenidos en [9, 20, 46]. La dimensién de
Hausdorff (inferior) de una medida u es

dimy u = inf{dimy A : u(A) > 0},

donde dimy A es la dimension de Hausdorft de A. Un método general para acotar la dimension
de Hausdorff de medidas proyectadas fue desarrollado en [29], con aplicaciones y variantes
dadas en [1, 16, 18, 19]. Entre otras cosas, la igualdad dimy ITu = min(dimy u, k) se estable-
ce para muchas clases de medidas (satisfaciendo ciertas condiciones necesarias), incluyendo
medidas autosimilares deterministicas y aleatorias en conjuntos autosimilares, productos de
xm-invariantes medidas en [0, 1], medidas de Bernoulli para el espacio simbdlico natural de
codigos de los (xm, Xn)-automorfismos del toro, y todas las funciones lineales II (aparte de
las excepciones obvias). En [28] se logra un avance en las dimensiones de medidas autosimi-
lares que también tiene aplicaciones en la dimension de las proyecciones, ver [53].

Aunque la dimension de Hausdorff es sin duda relevante, hay muchas otras nociones de
dimension de una medida que son también importantes tanto en matemdtica como en sus
aplicaciones. El principal de ellos es la familia de dimensiones L?: Sea

Cilm) = > (uD)’, (1.1)

IeD,



19

donde D, es la familia de cubos diddicos {27-([0, 1)?+ ) : j € Z¢}enRY. Parag > 0,q # 1, 1a
dimension L9 inferior Qq (u) es el exponente de escala (inferior) adecuadamente normalizado
de C/(n) cuando n — oo:
q

D (n) = h’minfw.

=T e —n(g - 1)
Por simplicidad a lo largo del Capitulo 6 siempre tomaremos logaritmos en base 2, a menos
que se indique lo contrario. La dimension L? superior Eq estd definida andlogamente. Cuando
el limite existe, se denota como D,(u) y en este caso decimos que existe la dimension LY.
Es de especial relevancia el caso ¢ = 2; D, es también conocida como la dimension de
correlacion de u. Esto se debe en parte a que la dimension inferior de correlacion puede ser
definida en término de energias:

22w>:sup{s20: [/ Ix—yl‘sdu(X)du(y)<0°}-

La funcién g — D (i) es no creciente, y D (1) < dimypu < l_)q/ para g’ < 1 < g (ver
por ejemplo [17]). En general, ¢ — D, (1) puede ser estrictamente decreciente (esto es un
reflejo de lo que se llama “multifractalidad”de w), pero también puede ser constante. Por
ejemplo, si u es Ahlfors-regular con exponente d (esto es, si C™! ¥ < u(B(x,r)) < Cr? para
todo x € sop(u)) entonces D,(u) = dimy u = d para todo g. Para muchas medidas, como las
medidas autosimilares, el limite en la definicién de D, es sabido que existe, ver [47].

El tnico resultado previo en dimensiones L7 de todas las medidas proyectadas (a diferen-
cia de casi todo) fue obtenido en [43]. Alli se demuestra que si i, v son medidas autosimilares
satisfaciendo ciertas condiciones naturales, entonces para cualquier g € (1, 2],

D,(I(u X v)) = min(D,(u X v), 1)

para toda proyeccion ortogonal IT sobre rectas, distintas de las rectas principales (las cuales
son claramente excepcionales para productos).

Hemos podido probar la preservacion de las dimensiones L? para g € (1, 2] bajo cualquier
proyeccion, para una clase de medidas en el plano que incluyen ciertas medidas autosimilares,
estocasticamente autosimilares y ciertos productos de medidas (ver [24]). Las definiciones
precisas se daran en el capitulo 6. Entre otras aplicaciones, mejoramos el resultado principal
de [43] en varias direcciones, y obtenemos une demostracion diferente (y de alguna manera
mads elemental) de un resultado sobre proyecciones de [29] y la mejoramos en algunos casos
especiales.

Seguimos el enfoque general de [43], con variantes adecuadas. Un elemento central en
el resultado principal de [43] es la existencia de cierto cociclo subaditivo sobre una rotacion
irracional. En nuestro trabajo también hay un cociclo subaditivo en el nicleo de las demos-
traciones, pero la transformacién base ahora es una extension circular del espacio de c6digos.
La mayor parte del trabajo adicional esté relacionado con el estudio de ese objeto dindmico
mas complejo. Sin embargo, mostramos también algunas generalizaciones y aclaraciones que
también son validas en el contexto deterministico de [43].
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CAPITULO 1. Introduccién.



Capitulo 2

Preliminares.

2.1. Copias de conjuntos finitos y medida de Lebesgue

Definicion 11. 7 : R" — R”" se dice una homotecia si existen a € Ry, b € R" tales que
T(x) =ax+b.

Y se dice que A C R"y B C R" son homotéticos (o que B es copia homotética de A), si existe
una homotecia T tal que T(A) = B

Veamos que si A € R" es un conjunto finito y £ C R” tiene medida de Lebesgue positiva,
entonces E contiene una copia homotética de A. Notaremos con £ a la medida de Lebesgue.

Proposicion 12. Sean E C R" un conjunto medible Lebesgue, de medida Lebesgue positiva;
y A C R" un conjunto finito.
Entonces, existen a € Ry, b € R" tales que aA + b C E.

Para probar esta proposicion, utilizaremos los siguientes lemas:

Lema 13. Si Ay,---,A,, son subconjuntos de [0, 1]" tales que L(A;) > 1 — &;; entonces
L(MicianA) 2 1= Xicicm &ir

Demostracion.

L([O,l]”\ M Ai]

1<i<m

1:( |J qo.1r \A»J

1<i<m

>, L0.11"\ 4)

1<i<m

3 e

1<i<m

1_1;(()14,.]

1<i<m

IA

IA
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Lema 14. Si BC [0,1]" y|| v ||< r, entonces
L((B-v)n[0,1]") = L(B) — nr.

Demostracién. Como B—v = [(B—v) N[0, 1]"]U [(B —vn (o, 1]")C], tomando medida de
Lebesgue y despejando,

L(B-v)N[0,1]") = L(B) — LB - v) N ([0,1]1).
Utilizando que B — v C [0, 1]" — v, se tiene
L(B-v)N[0,11") > L(B) — L0, 11" = v) N ([0, 17)%).

Y como ([0, 1]" — v) N ([0, 1]*)€ se puede cubrir con n paralelepipedos donde cada uno de
ellos tiene medida de Lebesgue igual a r,

L(B-v)N[0,11") = L(B) — nr-

[
Demostracion de la Proposicion 12. Como A es finito, A = {ay, ..., a,}, sea R = maxg<i<y || a; ||
Por el Teorema de densidad de Lebesgue, sabemos que para casi todo x € E,
. LENQ(x)
Iim ————= =1
=0 L(Qx(x))
donde Q,(x) = [TiL[xi — rox; + 1]
Entonces, existe un ry > 0 tal que % >1 - ﬁ
0
Podemos suponer que Q,,(x) = [1,[0, 1] (Pues si no trasladamos y reescalamos E).
Es suficiente mostrar que
a;
E - 0. 2.1
m ( 10Rmn) * @1
0<i<m
Pues asi valdria que
Hbe(E— & )VOSiSm.
10Rmn
Con lo cual seria a
dbtalque ——— + b € E paratodo 0 < i < m.
10Rmn
Es decir,
1
+bCE,
10Rmn

como queriamos probar.
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Para probar (2.1), basta ver que

L[ ] (E_ 10?;’;1;1)] >0

0<i<m

Notemos que

[ﬂ( IOR ) L[ﬂ((Em[o,u" 10R )N, 1])] 2.2)

1<i<m 1<i<m

Por ser L(EN[0,1]") > 1 — W’ y por ser
-, resulta utilizando el Lema 14 que,

o un vector de norma menor o igual que

10

L((Eﬂ[O,l]" )ﬂ[O 1" )>,£(Eﬂ[(),1]")—n

lOR 10mn
1 1
Z —_
10m 10m
3 1
B S5m’

Utilizando lo recién visto junto con el Lema 13, tenemos de (2.2), que:

14
(ﬂ( ok )1_m%_§>0

1<i<m

2.2. Medida exterior de Hausdorff y dimension

Usaremos la notacién |U| para el didmetro del conjunto U.

Definicion 15. Si E C J,ey Ui con 0 < |U;| < 6 para todo i, decimos que {U;}icn es un
o-cubrimiento de E.

Definicion 16. El espacio de funciones de dimension estd definido como

H._{h:IRzo—HRZo ch(f) > 0sit>0,h0) =0, }

creciente y continua a derecha

Este conjunto es parcialmente ordenado si consideramos el orden definido por

1(X)
ho < st i omeS =
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Definicion 17. La medida exterior de Hausdor{f asociada a h es
H"E) = lim HIE)
= sup H.(E),

6>0
donde 'Hg’(E) = 1Inf {3, h(|U;|) : {U;}; un 8-cubrimiento de E}.

Para cualquier 4 € H, H" es una medida de Borel. Esta definicién generaliza la medida
exterior a-dimensional de Hausdorft, la cual es el caso particular 4(x) := x®. La relacion de
orden dice que x* < x" si y solosi s < t.

Usualmente se suele notar H* = H*

Son bien conocidos los siguientes hechos, que pueden encontrarase en cualquier libro
clasico de geometria fractal (como por ejemplo [13], [15], [42]):

» H" es una medida exterior
s H" es Gs-regular; y en particular Borel-regular.

= Si H"(E) > 0y hy < hy, entonces H™(E) = +oco. En particular, si H'(E) >0y s < t,
entonces H*(E) = +oo (Y por contrarreciproco, si H*(E) < +co y t > s, entonces
H'(E) = 0. Esto hace que tenga sentido la siguiente definicion).

Definicion 18. Se define la dimension de Hausdorff como,

dimy(E) := sup{s > 0:H(E) = +oo}
= inf{s > 0: H(E) = 0}.

En la definicién anterior, tomamos la convencion de que sup(0) = 0 y que inf(0) = +oo.
Notar que tenemos una grafica de la forma:

o0

H(I)

}
dimpy F
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= La dimension de Hausdorff es una nocién de tamafio que puede ser ttil a la hora de
comparar conjuntos que tienen medida de Lebesgue nula. Los conjuntos contables tie-
nen dimension cero, las rectas tienen dimension 1, los planos 2, etc. Hay, sin embargo,
muchos conjuntos irregulares que tienen dimension de Hausdorff no entera, por ejem-
plo el conjunto ternario de Cantor tiene dimensiéon de Hausdorff igig; (el 2 tiene que
ver con la cantidad de intervalos hijos en cada paso de la construccién, y el 3 con el

factor de contraccion).

» Lamedida exterior de Hausdorff {* generaliza la idea de longitud, drea y volumen. Al
considerar s = 0, es la medida de contar puntos. Cuando tomamos s = 1 es la longitud,
y para s = n es proporcional a la medida de Lebesgue n-dimensional (esto puede verse,
por ejemplo, en el libro [59] Teorema 11.16).

= Todo conjunto de medida de Lebesgue positiva, tiene dimensién de Hausdorff total,
pero la vuelta no es cierta.

= Las funciones de dimension /4 juegan un rol analogo a las funciones /4 en el caso dis-
creto. En el contexto discreto tiene sentido definir 4, < h; si limy_ e Z?% = 0, tal
que un conjunto con /;(N) elementos sea mds grande que un conjunto con /,(N) ele-
mentos si N es suficientemente grande. En el caso continuo, tenemos que si E es un
conjunto, i, < h; (ver la definicién del orden en la Definicién 16) y H™"(E) > 0,
entonces H™(E) = +oco. En particular, si E es un conjunto, y h, < hy; entonces
H"(E) < H"(E). Por lo tanto si uno busca conseguir que un conjunto E sea gran-
de, es preferible una condicién del tipo H" (E) > 0 antes que H™(E) > 0 donde
hy < hy. Asi tanto en el caso continuo como en el discreto la funcion /4 indica el tamafio
del conjunto.

Recordemos la siguiente definicion y propiedades:

Definicion 19. 7 : R" — R" se dice una similaridad si existe a € Rsq tal que || T(x)-T(y) ||=
allx=yll
Y se dice que A C R" y B C R”" son similares, si existe una similaridad T tal que T(A) = B

Observacion 20. En el caso n = 1 las definiciones de similaridad y homotecia coinciden.
Toda homotecia es similaridad, cualquiera sea n € \.

Propiedad 21 (Propiedad de reescalamiento de la medida exterior de Hausdorft). Sig : F —

R es una funcion bilipschitz (esto es existen constantes positivas tal que ci|x —y| < |g(x) —

gl < calx =yl para todo x,y € F), si A C F tenemos que c{H*(A) < H*(g(A)) < cSH*(A).
Y en particular si g es una similaridad con constante c, resulta H*(g(A)) = c*H*(A) (con

lo cual también vale para homotecias, las cuales son un caso particular de similaridades).
En cualquier caso, eso nos dice que dimg(g(A)) = dimy(A).
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Lema 22. Sea h funcion de dimension. Existe un conjunto denso G C RY, de clase G5, con

H"(G) = 0.

Demostracion. Sea (gi)wen una enumeracion de QV. Construiremos un conjunto G tal que

QY c G C RY, de clase Gs, con H"(G) = 0.
Elijamos (8)en € (0, 1], tal que 1 (%) < L1
Tomemos

1
A, = U B (Clk’ %51() ,

keN

el cual es abierto y contiene a Q". Y consideremos

G:= ﬂ A,

meN

que es de clase Gs y contiene a Q.
Cualquier bola de A,, tiene didmetro menor o igual que i, y forman un #-cubrimiento de
G. Asi, para cualquier m € N tenemos que

1
HI(G) < ) h (IB (qk, %&) |)

kelN

- 2

keN

11
<D

kelN

Haciendo m — +o0, tenemos que H"(G) = 0. [

Recordemos que el Teorema de Baire nos dice que la interseccion de contables abiertos
densos en un espacio métrico completo, es densa.

Observacion 23. Notemos que dada h funcion de dimension, vimos que existe un conjunto
denso G C RY, de clase Gs, con H"(G) = 0. Podemos escribir G = (e Ax con Ay abierto
denso.

Notemos que si f; : RY — RN es un homeomorfismo para todo i € A C N, tenemos que

(4G =) A
i€eA i€A keN

es interseccion contable de conjuntos abiertos densos, y (por Baire) es densa en RN (y por lo
tanto no vacia).
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Asi existe un conjunto denso G C RY, de clase G5, con H"(G) = 0, tal que (N;cp fi(G) £ 0
para toda familia contable de homeomorfismos.

Esto nos muestra que no es dificil conseguir conjuntos de clase Gs tal que al intersecar su
imagen por contables homeomorfismos es no vacia. Por este motivo, es que nos enfocamos
en el Capitulo 4 en trabajar con conjuntos cerrados o de clase F.

2.3. El principio de distribucion de masa

Una distribucion de masa y en £ C R” es una medida exterior soportada en E con
0 < u(E) < +oo0.

Proposicion 24 (Principio de distribucion de masa generalizado). Sea u una distribucion de
masa en E C R" y sea h una funcion de dimension tal que existen ¢ > 0y € > 0 satisfaciendo
que

u(U) < ch(U|) YU si |U| < e.

Entonces

0< HE) H"(E).

<
Demostracion. Sea ¢ € (0, €). Si {U,},e €s un 6-cubrimiento de E, entonces
0 <u(E) < p [U U,-] < D uU) e Y h(U.
ieN ieN ieN
Tomando infimo sobre los d-cubrimientos, tenemos que
0 < u(E) < cH(E).
Y ahora tomando limite de 6 — 0 obtenemos que 0 < u(E) < ¢H"(E), por lo tanto

0< HE) H"(E).

e -

Una cota inferior para la dimension de Hausdorff

Probaremos ahora una cota inferior para la dimensién de Hausdorff, para la cual necesi-
taremos el principio de distribucién de masa y el siguiente Lema:

Lema 25. Sea (my)ien una sucesion de niimeros naturales mayores o iguales que 2. Suponga-
mos que para cada k € N, se tiene un conjunto cerrado E; C R que es una union de my - - - my,
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intervalos cerrados disjuntos, de forma tal que cada intervalo de Ey es una union de my de
los intervalos de Ey,,. Notemos en particular que Ey D Ey, . Sea

E = ﬂEk.

kelN

1

. Entonces,
my My

Definimos, para cada I* intervalo de E, po(I¥) :=

U(A) ;= inf {Z to(l;) : {1} es un cubrimiento de A}
J

1

es una medida exterior en E, tal que u(E N I¥) = p—

para cualquier k € N.

Demostracion. Durante la demostracién, I* denota cualquiera de los intervalos que compo-
nen E.

Veamos que u es una medida exterior en E.

= u(®) = 0 pues por ser I* cubrimiento del conjunto vacio,

0 < p(@) < po(I*) =
ml ... mk
Y como esto vale cualquiera sea k € N, haciendo k — oo tenemos lo requerido.

= Sean A C B subconjuntos de E, veamos que u(A) < u(B). Como todo cubrimiento de
B, es un cubrimiento de A, tenemos que

u(A) := inf {Z Ho(I;) : {I;}; es un cubrimiento de A}
J

< inf {Z to(I;) : {1;}; es un cubrimiento de B} =: u(B).
J

= Veamos que (Upen An) < e H(AL).

Sea {I;}jc; un cubrimiento de A := (¢ A,. Como estamos considerando el infimo en
la definicion de u, podemos suponer sin pérdida de generalidad que cada /; interseca a
Unen An; es decir, que cada I interseca a al menos un A;. Asi para cada k € N, Ay se
cubre con {/;} jep,, donde por la suposicién anterior | J jes Bj = J. Entonces,

WA < 3 o) < Y7 o,
jel keN jeB;

Con lo cual, tomando infimo a derecha (sobre los cubrimientos de Ay),

HA) < ) u(AY.

keN
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1
my-my

Sea k € N e I* un intervalo de E;, veamos que u(E N I¥) =

= Por ser I un cubrimiento particular de I* N E, tenemos que

k k
uI* N E) < po(I") = .
ml ... mk

Y cualquier cubrimiento que tenga algin intervalo de pasos anteriores a k daria un
nimero mayor. Con lo cual, para estimar u(I* N E), nos interesa mirar cubrimientos
cuyos intervalos sean del nivel k£ en adelante.

= Sea {/;}; un cubrimiento de I* N E. Podemos suponer, por definicién de y, que todo
intervalo del cubrimiento interseca a I* N E.

Podemos suponer también que el cubrimiento es finito. Pues como I*NE es un conjunto
compacto, cubierto por {/;};, donde para cualquier j es E N I; abierto en E; entonces
existe un subcubrimiento finito: Iy, - - - , Iy.

Finalmente, podemos suponer que /1, - - - , Iy son disjuntos. Pues si dos de los intervalos
se intersecan, uno esta contenido en el otro (por construccion), asi que podriamos sacar
el més pequefio del cubrimiento.

Llamemos ki, - - - , ky a los niveles que pertenecen I, - - - , Iy respectivamente. Sea K :=
max{ky,--- , ky}. Podemos hacer la siguiente reduccion: El intervalo Ik estd contenido
en un tnico /X7! intervalo de Ex_;. Si K > k, por ser K el mdximo, y los intervalos

que cubren I* disjuntos; entonces todo intervalo del paso K que esté contenido en /5!
debe estar en el cubrimiento finito. Por ser

1
D7 wolIy) = mg = = o),
m

--.m m ..-m _
P 1 K 1 K-1

podemos cambiar el cubrimiento finito que teniamos por uno con estrictamente menos
elementos, reemplazando todos los /; € I*~! por I¥~!. Tterando esto, llegamos en finitos
pasos, a que el cubrimiento tomado era equivalente al cubrimiento {I*}.

Asf por los dos tltimos items, tenemos que u(E N I¥) = {mk, como queriamos probar.

]

mip-
Ahora estamos en condiciones de probar el siguiente Teorema, utilizando el Principio de
distribuciéon de masa (Proposicion 24) y el Lema anterior.

Teorema 26. Sea (0y); una sucesion decreciente de niimeros positivos, convergentes a 0; y
sea (my); una sucesion de niimeros naturales mayores o iguales que 2. Supongamos que (Ey);
es una sucesion de conjuntos compactos tales que se cumple lo siguiente:

= E,=1[0,1].
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» E; es una union de my - - - my, intervalos cerrados disjuntos separados por distancias de
al menos 6.

» Cada uno de los intervalos que compone E contiene exactamente my, de los interva-
los que componen Ey, ;.

Llamando E = (\ey, Ex, tenemos que

log(m1 e mk_l)
— log(my6y)

dimy(E) > lim

k—o0

Demostracion. Silim,_ W < 0, como dimg(E) > 0, no hay nada que probar.
Si no, definimos una distribucion de masa en E que a cada intervalo del paso k (hay
my ... my intervalos), le asigna masa — (esto es posible por el Lema 25).
Dado un intervalo U con 0 < |U| < 61, estimemos u(U):

Existe un tnico k > 2 tal que 6, < |U| < d,—; (pues (;)r decrece acero y 0 < |U| < dy).

1. La cantidad de intervalos del nivel k que intersecan a U es a lo sumo my.
Pues como |U| < 6,1 entonces U interseca como mucho a un intervalo del paso k — 1,
luego U interseca como mucho a my intervalos del paso k.

2. La cantidad de intervalos del nivel k que intersecan U es como mucho 2|U|

Pues como ¢, < |U| entonces 'Ul +1< 2'U| Como |U| es mayor estricto que la cantidad

de huecos que U interseca del paso k — 2 multiplicada por 6;; Y'> cantidad de huecos

que U interseca del paso k — 2; y por lo tanto la cantidad de 1ntervalos que U interseca

IUI 30|
del paso k es menor o igual que ‘&= +2 < =5=.

Aside 1y 2, tenemos que la cantidad de intervalos del paso k que intersecan a U es menor o
igual que min{my, 3(|5U| ).

Como cada intervalo del nivel &k tiene masa o

L. se tiene:
Ty

IA

1 . 3|U|
u(U) £ ——— min { my, —
ny...mg 6k

1 3101\
( | ') m*  Vse[0,1].
my

O

Por lo tanto, para cualquier s € [0, 1]:

U 1 3\ 3%
MO m,‘;S(—) = _ (2.3)
|U|S ny nmy 5/( my... mk_lm}{5}€

log(m;...my—1)

lim, | =i > entonces existe un ko tal que

Si0<s<lim

—slog(mkék) < 10g(m1 Ce mk_l) Vk > k()
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De lo que se sigue:

1
log( ) <log(my...m_y) Yk =k
(mi6p)*
Y como el logaritmo es creciente:
! < Vk > k
my ... My_
(100 1 k-1 2 Ko
Con lo cual,
1< my... mk_lm,i(i,i Yk > k() (24)

: log(my...mi.
Veamos que en este caso es s < 1: Por ser s < lim, | grm)

koo Togimeor) basta ver que

log(m1 e mk_l)

lim

<1
ise  — log(mdy)

. Como en el paso k hay m; - - - m; intervalos separados por huecos de longitud > &, se tiene
que ox(my ---my; — 1) < 1. Por lo tanto,

1
=S>m--m < —+1
Ok

iead)
:>m1-~-mk_1s— —+1
my \ Ok

= log(m, - --my_;) < log (L (l + 1))

my \ Ok
= ~logmi—=).
Por lo que,
lim log(my ...my_1) o log(m, ...my_y) <1
i —log(mdy) oo —log(mk%)
Por ser s € [0, 1] podemos utilizar (2.4), junto con (2.3), obteniendo que "‘glj) <3y

asi u(U) < 3°|UYJ
Asi, por el Principio de distribucidon de masa (Proposicion 24), dimy(E) > s

: log(my .. .
Y como eso vale para todo s < lim, &) tenemos lo requerido.
——k—oo  —log(midk)

2.4. Sistemas iterados de funciones

Definicion 27. Una F : R" — R" se dice una contractividad si existe una constante C € [0, 1)
tal que ||F(x) — F(y)|| < Cl||lx — y|| para todo x,y € R".
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Definicion 28. Un IF'S (sistema iterado de funciones) en R" es {F1,--- , F,} donde m € Ns,
y F;: R" = R" es una contractividad para cada i.

Es bien conocido el siguiente Teorema, el cual fue probado por Hutchinson en [31]:

Teorema 29 (Hutchinson). Dado un IFS en R" dado por {F,--- , F,}, existe un vinico con-
junto compacto E C R" tal que E = | J,<;<,, Fi(E). A ese conjunto se lo llama atractor.

Notaremos E;, ... ;, = F;j, o---F,(E) paracadak € Ny (iy,---,ix) € {1,--- ,mjk.

Definicion 30. Diremos que el IFS {F,--- , F,} satisface la condicion de separacion fuerte
si los F;(E) son conjuntos disjuntos.

Una clase especial de IFS es de especial interés:

Definicion 31. Una F : R" — R” se dice una similaridad contractiva si existe una constante
C €10,1) tal que ||F(x) — F()|| = Cllx — y|| para todo x,y € R".

Definicion 32. Cuando el IFS {F,--- ,F,} este dado por similaridades contractivas, el
atractor E se dira que es un conjunto autosimilar.

Teorema 33. Si E es un conjunto autosimilar dado por el IFS {F,--- , F,} que satisface la
condicion de separacion fuerte, tenemos que las funciones F; : E — F;(E) son biyeccionesy
la union de sus imagenes es E.

Por lo cual se puede definir una funcion inversa de todas ellas f : E — E dada por

F&) = 7 F e (),

1<i<m

En ese caso, tenemos en particular que para cualquier A C E, f~'(A) es la union disjunta
de Fi(A).

Teorema 34. Dado un conjunto E autosimilar dado por un IFS {Fy,--- , F,,} que satisface
la condicion de separacion fuerte, con un vector de probabilidad asociado (p1,- -+ , pm).

Definiendo E;, ... ;, = Fj, .. ;(E) := F;y 0---0 F;(E)y u(E;, ... ;) := pi, -+ Pi, para cada
ke Ny(@, - ,ip) €{1,---,m}* y extendiéndola del siguiente modo: Si llamamos

&= (Eii t kKENY (@, i) € {1, m)).
Definiendo

L(A) ::fnf{z,u(v,-) S ANEC UViyVi ea}

se extiende a una probabilidad boreliana que verifica u(A) = 3\ <i<pn pitt(F; (A)) para cual-
quier conjunto boreliano A (porque vale para los E;, ... ;, ).
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Proposicion 35. Si E es un conjunto autosimilar dado por el IFS {F,--- , F,} que satisface
la condicion de separacion fuerte, cuyos radios de contraccion son cy,--- ,cp, € (0,1). Sea s
el niimero que verifica que

m
D
¢; =1.

=1

Entonces,
0 <(2DM)* < H(E) < |E|’ < oo,

donde M := min, <, ¢;, D := min<y <, d(F{(E), Fi(E)). Y por lo tanto, dimy(E) = s.

Demostracion. Notar que D > 0 por la condicion de separacion fuerte.

Veamos que H*(E) < |E|".
Como, por definicién de s,

Z |Ei1,~~-,ikls = Z (ci, "'Cik)S|E|S
1y dk i1, 0k
= ch_sl Zcfk |E|s
i i

= |EI.

Dado 6 > 0, sea k el minimo natural tal que (méx;<;<,, ¢)*|E| < 6. Entonces, fijado ese k,
tenemos que £ = ;.. ;, Fi,.. i (E) con |F; ., (E)| < ¢, - ¢;; < (MaX i ¢)¥|E| < 6. Es
decir que F;, .. ; (E) con (iy,--- ,ix) € {1,--- ,m}*, es un d-cubrimiento de E. Asi, ?{g(E) <
v iy i (E)I* = |E|* (por la cuenta de antes). Y por lo tanto, haciendo 6 — 0, resulta
H(E) < |E|.

Veamos que (2DM)* < H*(E).

Definamos una distribucién de masa en E dada por u(E;, .. ;) = (c¢; ---c;)’. Veamos
que se cumple la hipétesis del Principio de Distribucién de Masa (Proposicién 25). Sea B
cualquier bola abierta de radio rDM con r € (0, 1), que interseque al conjunto E. Elijjamos

cualquier x € EN B. Por la condicién de separacién fuerte, existe un nico (i,), € {1,--- ,m}™
tal que x € Fj, .. ; (E) paratodon € N.

Sea k el minimo natural tal que ¢;, - - - ¢;, < r. Entonces, por ser el minimo que lo verifica,
tenemos también que Mr < ¢;, -+ - Cj,.

Entonces,

d(Fil,m,ik(E), E\ Fi ... (E) = min d(Fil;u,ik(E),Fj1,~~-,jk(E))
(sl # 1, k)
>ci ¢ D

>rDM.

k
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Por lo tanto, si B es una bola abierta de radio rDM con r € (0, 1), que interseca al conjunto
E, entonces B toca como mucho un F;, ... ; (E) con Mr < ¢;, ---¢;, < r. Por lo tanto,

u(B) < u(F, .., (E))
= (cil e Cik)s
<r

s 1 '

1 s
= 1B | =] -
(55

Asi, por el Principio de Distribucion de Masa (Proposicion 25), resulta

H*(E) > (2DM)* y por lo tanto E es un s — set.

2.5. Proyecciones y dimension

Notamos py : R?> — R a la proyeccién ortogonal sobre la recta que forma el dngulo 6 con
el eje x.

Observacion 36. Dado E un conjunto boreliano en R*. Como la proyeccién es sobre una
recta, claramente dimy(po(E)) < 1. Y como ademds la proyeccion es una funcion Lipschitz,
tenemos que dimy(py(E)) < dimy(E). Entonces vale que

dimg(py(E)) < min{dimy(E), 1} para todo 6.
El siguiente teorema es bien conocido, y su demostracion puede encontrarse en [13]

Teorema 37 (Teorema de las proyecciones, de Marstrand). Sea E un conjunto boreliano en
R2, llamemos « := dimy(E). Entonces vale que:

n Sia <1, entonces dimy(py(E)) = a para casi todo 6.

= Sia > 1, entonces po(E) tiene medida de Lebesgue positiva para casi todo 6.
En particular tenemos que
dimy(py(E)) = min{dimy(E), 1} para casi todo 6.

Ejemplo 38. Si llamamos C al conjunto ternario de Cantor, entonces C X C tiene dimesion de
Hausdorff 215;%2)) (una cota superior se obtiene considerando los cubrimientos por cubos de
cada nivel de construccion, y la cota inferior por principio de distribucion de masa. Para mds
informacion sobre la dimension de productos de fractales puede verse el Capitulo 7 de [15]),
y por otra parte la proyeccion sobre el eje x es po(CxXC) = C que tiene dimesion de Hausdorff
}ggg; En este caso (para esa direccion particular) se tiene dimy(po(E)) < 1 < dimgy(C X C).
Asi vemos un ejemplo que muestra que el Teorema no es vdlido para todas las direcciones.
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2.6. Algunos resultados de teoria ergodica

En esta seccion desarrollaremos algunos hechos de teoria ergddica. Los resultados son
mas bien estdndar, pero incluiremos las demostraciones completas (en ciertos casos no he-
mos podido encontrar referencias exactas). Dado que las demostraciones son las mismas, las
desarrollaremos con una generalidad mayor que la necesaria en nuestras aplicaciones poste-
riores.

El teorema ergédico

Trabajaremos en un espacio X dotado con una medida exterior finita u.
Notaremos M a la o-algebra de conjuntos pu-medibles. Sabemos que | M es una medida.

Definicion 39. Decimos que una funcion f : X — X u-medible preserva la medida i (o que
U es f-invariante) si verifica que

u(f~1(A)) = u(A) para todo A € M.
Proposicion 40. Son equivalentes:

» f: X — X preserva la medida p.

. fg(x)d,u(x) = fg(f(x))d,u(x) para toda g : X — R medible.

Eso vale, pues:
Si [g(x)du(x) = [ g(f(x))du(x) para toda g : X — R medible. Tomando g = y, con
A € M, tenemos que

H(A) = f)m du = f)m o fdu= f/\/fl(A) du = pu(f~'(A).

Para la otra implicacion, si f : X — X preserva la medida u, es decir vale f g(x)du(x) =
f g(f(x))du(x) para g = y4 con A € M. Usando la linealidad de la integral, vale la igualdad
para g simple no negativa. Luego, vale para g medible no negativa, usando el Teorema de
Convergencia Monotona y tomando una sucesion creciente de funciones simples no negativas
que tiendan a g. Asi, vale para una g medible cualquiera, pues ¢ = g — g~ con g* y g~
medibles no negativas.

Definicion 41. Diremos que u (finita) es ergodica si es f-invariante y ademds para cada
A € Mtal que A = f~'(A), vale que u(A) = 0 o u(X \ A) = 0.

Notaremos f/ a la composicién de f consigo misma j veces.
Muchas veces es de interés estudiar la 6rbita de un x € X por f, es decir que pasa con
los puntos x, f(x), f*(x),--- (esto es, mirar como se comporta x via el sistema dindmico
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discreto que esta dado por aplicar f). Intuitivamente el hecho de que u sea ergdédica nos dice
que el sistema (X, f, u) no se puede descomponer en dos partes “independientes” que tengan
medida u positiva.

Pues, si existe A € M tal que A = f71(A), aplicando f y f~! cualquier cantidad finita
de veces a la igualdad anterior, sale que A = f™(A) para todo m € Z. De este modo la
orbita {f"(x)},, de un x cualquiera, estd completa en A o en X \ A. Asi, el sistema se podria
descomponer en dos partes independientes: Ay X \ A.

Otra nocion intuitiva de ergodicidad, tal vez menos precisa, es que la ergodicidad tiene
que ver con que no hay un conjunto de interés (en lo que respecta a la medida) que quede
fijo. Esto nos dice, de algin modo, que al aplicar la funcién f se van “revolviendo” los
puntos del espacio. Esto se puede visualizar por ejemplo en el caso del circulo S! dotado
con la medida u := H' (la que intuitivamente mide longitudes), y f := R, la rotacién de
angulo 27a. Tenemos en (S !, f,u) que: @ ¢ Q siy solo si u es ergédica. Es un resultado bien
conocido, que la orbita de cualquier punto en el caso racional es finita. Y también que en el
caso irracional vale que: para cualquier x € S! y cualquier abierto U de S' vale que existen
infinitos n € N tales que f"(x) € U.

Proposicion 42. Si u es ergodicay ¢ : X — R medible tal que ¢(f(x)) = ¢(x) para todo
x € X. Entonces, existe un niimero real A tal que ¢(x) = A para casi todo x respecto de L.

Demostracion. Notar que en caso de ser ¢(x) = A para casi todo x respecto de u, debe ser
A = ||@l|z~,. Utilizando esto, veamos que vale la proposicion:

Claramente ¢(x) < [|¢||;~, para casi todo x respecto de u.

Por otra parte, para cada € > 0, el conjunto

A={xeX:¢(x) <P~y — €}

esta en M (ya que ¢ es medible), y verifica f~'(A) = A (ya que ¢(f(x)) = ¢(x) implica que
x €A & f(x) € A). Por lo cual, por ser u ergddica, resulta u(A) = 0 o u(X \ A) = 0. Pero,
por definicién de norma infinito, u(X \ A) > 0. Por lo tanto u(A) = 0. Y como eso vale para
cualquier € > 0, tenemos que ¢(x) > [|¢||.~, para casi todo x respecto de u. O

Muchas veces puede ser de interés estudiar la tendencia de los promedios de ¢ en la 6rbita
de un x, es decir, limy o 1 le‘-;(l, d(fI(x)).

El siguiente Teorema (véase por ejemplo [58]), nos garantiza que bajo ciertas condiciones
existe ese limite, y nos dice el resultado en caso de ser u ergddica:

Teorema 43 (Teorema Ergddico, de Birkhoff). Sea (X, T, i) un espacio de medida exterior
finita, con T una funcion que preserva la medida p.

Si ¢ € L\(X, T, p), entonces 31im;_, % ZIJ‘;(I) #(T’(x)) para casi todo x respecto de .

Si ademads u es ergodica, para casi todo x respecto de u el limite es /ﬁ fx ¢ du (que es
una constante independiente de x).

Demostracion. Sea Si(x) := % 20<j<k-1 &(T/(x)).
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= Comencemos por ver la existencia de limite en el caso en que ¢ es acotada.

Veremos que

fh’m sup Sy du < f(ﬁ du (2.5)
k—o0
y ademads que
- fh’}cninfSk du < — fqﬁ du, (2.6)

asi seria
OSfh’kminfSk—quusflimsupSk—gbduSO,

k—o0

y por lo tanto
d 1lim S para casi todo punto respecto de u.

k—oc0

Sea cualquier € € (0, 1), veamos que vale (2.5): Comencemos por definir

7(2) 1= minfk € N+ $i(3)  lfmsup §,,(x) - &)}

Para cada x definimos inductivamente
ki = 1(x)

ky := T(T" (x))

ki == T(TH* 1 (x))

e Veamos primero el caso en que 7 estd acotada por un cierto C (y por lo tanto
k; < C paratodo i € N).
Como, dado i € N, tenemos que

ky+-+ki—1 ki—1
H(TI(x) = D g i)
J=ki ko j=0
= kS, (T4 ()
€
> k; [limsup S ,(T**+h-1( ))——)
( i X)
=k;[limsup S ,(x) — )
( . pX)
donde la desigualdad vale por definicién de 7y eleccion de k;, y la ultima igualdad
porque al ser |¢p| < M resulta |S,(T(x)) — S,(x)| = le < ZTM — 0 (y

analogamente se puede hacer con T*(x) en lugar de T(x)).
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Asi, sumando sobre 1 < i < N, tenemos

ky+-+ky—1 N
Z ¢(T1(x))>(z )(hmsupS (x) — (X) (2.7)

n—oo
i=1

Dado k € N suficientemente grande, existe un N € N tal que

ki+ - +hky<k<k +-+ky-

Entonces,
k-1 . ky+-+kn—1 .
ST = > HT()
j=0 J=0
N
- [Z ")(hfii?ps 0= 2)
Mkmmwggwmw &J
=<k—c31€§fpscw——{5-+<c Awﬂ>@gggp5<m (;)
€

>k-0C) hrnllsollpSn(x)—m -C(M ,U(X))
2 (k= O)[limsup ,(x) - % —C(M + ﬁ)

donde usamos (2.7) en la segunda desigualdad, que |7| < C en la cuarta desigual-
dad, y finalmente que € € (0, 1).

Entonces,
1 & _ C € CM + —— (X)
2N (T > (1 - —)(h’msu S, (x) - ) 2
k ;‘b A () k

E integrando, tenemos

1k
fwmwm—§2fﬂwwm
0
o
=2 fammwm
j=0
z( —%)fliliilpSn(x)du(x)—e—w
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donde la segunda igualdad se debe a que como 7T preserva la medida u se tiene
que [ @(T7(x)) du(x) = [ ¢(x) du(x),

Tomando el limite de k tendiendo a infinito tenemos que

f d(x) du(x) > f limsup S ,,(x) — €.
e Ahora veamoslo para una 7 cualquiera.
Como queremos relacionarlo con el caso acotado, elijamos C € N suficientemente
grande tal que pfx : 7(x) > C} < 5%;.
Definamos ¢* : X — R como

" (x) 1= P(O)X r0<c)(X) + My (r(v>cy(X),

1 .
Si) =7 D> Ty,

0<j<k-1

7°(x) := min {k eN: S (x) > IlimsupS,(x) - f}.

o0 2

Es claro que ¢(x) < ¢*(x) para cualquier x. Por lo tanto, dado un x cualquiera,
#(T/(x)) < ¢*(T/(x)) para todo j € N, entonces sumando resulta S () = Si(x),
por lo cual 7*(x) < 7(x).

Observemos que si x € {7(x) > C}, resulta ¢*(x) = M > |¢(x)|, y por lo tanto

SH(x) = M > limsup S ,(x) > limsup S ,(x) — g

n—o00 n—00

con lo cual 7°(x) = 1.

Observemos también que 7*(x) < C cualquiera sea x. Esto vale pues por lo recien
visto, si x € {r(x) > C} resultaque 7°(x) = 1 < C < 7(x), y si x € {1(x) < C}
resulta que 7*(x) < 7(x) < C.

Como 7" es acotada, tenemos por el caso anterior, que

flim sup S ,(x) du(x) < f(/)*(x) du(x) + €

- [odus [ -0rduse

ngbd,u+2M,u{‘r>C}+6

<f¢d,u+2€
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Asi, haciendo € — 0", vimos (2.5).

Deduzcamos (2.6): Considerando —¢ en lugar de ¢ (la cual cumple todas las mis-
mas hipdtesis), tenemos por lo recién visto que

—fh’minfSnd,u:fh’msup—Snd,uSf—¢d,u=—f¢d/l-

= Ahora veamos la existencia de limite para una ¢ cualquiera.

Sea ¢, := ¢" x4+<m)- Como ¢, es acotada, por lo tanto por el caso anterior,

1 n—1 .
f O At = f lim — ZO] S (T7(x)) dp.
<

Cuando M — oo tenemos 0 < ¢}, 7 ¢*, y también 0 < lim,_e + 3"Z) ¢7,(T7(x)) /
lim,,_, % Z’}‘é ¢*(T/(x)); por lo cual tenemos por convergencia monétona que

n—1
1 .
f ¢t du = f lim ~ Z ¢t (TI(x)) du.
n—oo 1N =
Analogamente con ¢, := ¢ x4->m. Como ¢,, es acotada, por lo tanto por el caso

anterior,
1 n—1 .
Y VI I =
f b dp = f gggn;MT () dp.

Donde cuando M — oo tenemos que 0 < ¢, /¢~ y 0 < lim, % Zf;;é ¢, (T/(x) /
lim,,_, }l Z;?_é ¢~ (T’(x)); tenemos por convergencia monétona que

) 1 n—1 ) .
f ¢~ du = f lim — Z ¢~ (T (x)) du.
n—oo N =
Entonces,

f¢dﬂzf¢+d/l—f¢_dﬂ

n-l1 n—1
_ f lfm % Z (T (x)) du — f lim % Z ¢~ (T (%)) du
J=0 j=0

n—1
— f lim % Z (T (%)) du
=0
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m Veamos el “ademas”.

e Veamoslo primero en el caso en que ¢ es acotada.
Llamemos S ,,(x) := }l Z;?;é #(T/(x)). Vimos que casi todo punto esta en L := {x :
dlim, . S,(x)}. Sea x € L, entonces existe lim,_,., S ,(x), y por ser ¢ acotada es

HI"(x) —¢(x)
n

Su(T(x) = Sp(x) = 0,

asi resulta que existe lim,,_,., S ,,(T(x)) y
Iim §,(T'(x)) = lim S ,(x).

Es decir, si llamamos @ := lim,_, S,, se verifica que ®(7'(x)) = d(x) para to-
do x € L. Asi, por la Proposicion 42 en el espacio X := L (acd usamos que u
es ergddica), existe una constante 4 = lim,_, S ,(x) para casi todo x € L con
respecto a la medida u. Entonces,

/l,u(X):fh’mSnd,u:h’m Sndﬂzlimf¢du:f¢d/1,

donde usamos Teorema de Convergencia Mayorada (|S,| < M con y finita), y que
u es T-invariante. asi, juntando todo, lim,_,. S ,(x) = ;%X) f ¢ du para casi todo x
respecto de u.

e Vedmoslo ahora para una ¢ cualquiera. Sean, como antes, ¢,, = ¢ xigr<my Y
¢y = ¢ X(->my- Como ambas son funciones acotadas, por el caso anterior

f ¢y, du para casi todo x respecto de y,

) 1 n—1 . ' _ 1
lim -~ ]Z; ST = -

1 n—1 . 1
lim — 7(T/(x) = — f 1 du para casi todo x respecto de pu.
e ]Z:(;¢M 1(X) ¢y dpp P H

Entonces, restandolas y luego haciendo M — oo, tenemos que existe lim,,_,o, S ,,(x) =
/%X) f ¢ du para casi todo x respecto de .

]

Observacion 44. Notar que el Teorema Ergddico (Teorema 43) generaliza la Ley de los
Grandes Numeros, la cual dice que:
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Si X1, X2, X3, -+ es una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas en un espacio de probabilidad (X, P) que cumplen E = f |X1| dP < oo, entonces
lim,,_, o }l Yy Xi = E para casi todo x respecto de P.

Esto se debe al Teorema Ergddico, tomando como espacio X" con la probabilidad dada
por la medida producto, T(X1, X5, X3,--+) = (X2, X3, - ) el shift, y ¢ = my la proyeccion a la
primer coordenada. Pues ¢(T’(X;,Xa,--+)) = X;. Se puede ver que dicha medida producto
es ergodica.

El siguiente Teorema estd emparentado con el anterior y su demostracién puede encon-
trarse en [33]:

Teorema 45 (Teorema ergddico subaditivo, de Kingman). Si T es una transformacion que
preserva la medida en el espacio de probabilidad (X, B, 1) y (fu)nen €s una sucesion de fun-
ciones integrables satisfaciendo

Frem(X) < fu(x) + fu(T"(x)) para todos n,m € N,
fn( )

entonces existe 1lim,,_,q, para casi todo punto x respecto de .

ffn du 17 ffn du
— = lim ——

n—00 n

Si ademds u es ergo’dlca, para casi todo x respecto de y el limite es inf,
(que es una constante independiente de x).

Veamos que la ultima igualdad en el Teorema se debe a la siguiente propiedad de suce-
siones:

Lema 46. Sea (a,)nen S Rso tal que ayym < a, + ay,. Entonces existe 1im,, o <+ = inf,q <.

Demostracion. Definimos a := 0. La nueva sucesion sigue cumpliendo todas las hipétesis.
Dado € > 0, seam € N tal que % < infyen “—k" + &. Cada n € N podemos escribirlo como
n=mq+rconqg € NU{0}yO <r<m- 1. Tenemos entonces que

Ay = gy < Ay + -+ -+ apy + a, = qa,, + a,.

Entonces,
n o qa, +a, qgma, a,

n n n m n

Por lo tanto,

ma a m (. . ag a n-—r{, a
f—<—<q m+—r§q—(mf—+e)+—r: (1nf—+5)+—r.
kewk n om n n \keN n n \keN n

Por lo cual tenemos que

inf 2 < lim inf &2 < hmsup— < inf % 4 ¢
keN n—eo . oo N keN k

para todo £ > 0. Haciendo € — 0 obtenemos el resultado buscado. [l
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Y con esto, podemos ver que:

Observacion 47. Llamando a,, := f Ju du. Si sabemos que fom < fo+ fnoT"y que Ty = p,

vale que a,, = ff,Hm du < ffn du + ffm oT"du = ffn du + ffm du =a, +a, Yasies
como sabemos, por el Lema anterior, que

ffndﬂ:h,mffndﬂ

inf
n n n—oo n

en el Teorema ergodico subaditivo.

Skew-products sobre grupos compactos y puntos genéricos

Comencemos repasando algunas definiciones generales:

Definicion 48. Un grupo topologico (G, .) es un grupo dotado con una topologia de modo
que la multiplicacion G X G — G dada por (g1, 82) » g1.82 y la inversion G — G dada por
g — g~ ! son funciones continuas.

Definicion 49. Sia € Gy S C G definimos el trasladado por izquierda como aS = {a.s :
s € S}. Una medida p en los subconjuntos de Borel se llama invariante por traslacion a
izquierda si u(aS) = u(S). Decimos que una medida boreliana es una medida de Haar si es
invariante por traslacion a izquierda, regular, y finita sobre compactos.

Se verifica que hay (salvo una constante multiplicativa) s6lo una medida regular de Haar
(ver el capitulo 3 del libro [38]).

Sea (Y, T, ;) un sistema dinamico que preserva medida en un espacio métrico compacto
Y junto con su o-dlgebra de Borel, G un grupo topolégico compacto dotado con la medida
de Haar mg y @ : Y — G una funcién continua. Definamos la funcién skew-product S en
X =Y X G por la férmula

S(u,8) = (Ty),a®) - g).

El estudio de skew-products sobre grupos compactos de esta forma es clasico, ver por ejemplo
[37]. La aplicacion de ésta teoria al estudio de proyecciones fue resaltada por Falconer y Jin
en [16], quienes usaron extensiones de grupos compactos para el estudio de la dimensién de
Hausdorff de proyecciones de una clase de medidas aleatorias (diferentes a las nuestras).

Definicion 50. Una medida 9 en X se dice que se proyecta sobre una medida u en Y, si
nyYt = u donde ny representa la proyeccion en Y.

Ademds, O se dice unicamente ergodica sobre u si es la tinica medida ergodica que se
proyecta sobre L.

Notar que la medida u X mg claramente se proyecta sobre u y es también § -invariante por
el Teorema de Fubini-Tonelli, pues p es T-invariante y mg es la medida de Haar en G.
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Proposicion 51. Sea u una medida ergddica. Entonces se tiene que: una medida 9 en X es
inicamente ergodica sobre u si y solo si es la vinica medida S -invariante que se proyecta
sobre p.

Demostracion. Para la implicacién <, notemos que J debe ser ergddica: si & = f odp(o)
es la descomposicion ergddica de ¢ (ver por ejemplo [12, Teorema 6.1]) entonces u =
f nyo dp(o). Como u es ergddica, myoc = u para p-casi todo o, por lo cual o = ¢ para
p-casi todo o, mostrando que  es ergddica, como queriamos ver. La implicacién < es ahora
clara.

Supongamos entonces que ¢} es inicamente ergddica y sea { una medida S -invariante que
proyecta sobre u. Debemos probar que { = 1. Sea

{=f0dp(cr)

una descomposicion ergddica de . Por lo tanto, para ver que { = ¥ es suficiente ver que
p = 0y. Notar que

u=nyl = f nyo dp(o) = f o’ dnyp(c’) (2.8)
D

donde D = {0’ € P(Y) : o’ es T-invariante}.

Como u es ergddica, es un punto extremo del conjunto 9 de donde, por la caracterizacion
de puntos extremos de Bauer [10, Capitulo IX, Teorema 3], tenemos que wyp = 6,. Pero
entonces, como p estd soportada en el conjunto de medidas ergddicas y ¢ es Uinicamente
ergddica, obtenemos que

1 =nyp({u}) = p(lo : myo = pu})
= p({o: o es ergbdica y nyo = u}) = p({9})

lo que implica que p = dy y concluimos la demostracion. [

Definicion 52. Dado un sistema que preserva medida (Z, R, o) (es decir que o es R-invariante),
con Z compacto y R : Z — Z funcion continua, decimos que 7 € Z es genérico para o (0
o-genérico) si para cualquier funcion continua f : Z — R tenemos que

) 1 n—1 i ~
tim zo] FR@) = fy f do

Observacion 53. Se sigue del Teorema ergodico que si o es ergddica entonces o-casi todo
7 € Z es genérico para o.

El caso especial del siguiente Lema en que el sistema base (Y, T') es tinicamente ergddico
es un clasico resultado de Furstenberg, ver por ejemplo [12, Teorema 4.21]. El caso general
sigue la misma linea y damos la prueba a continuacion.
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Lema 54. Si 9 = u X mg es ergddica entonces es inicamente ergodica sobre .

Demostracion. Claramente tenemos my? = u, de modo que queda por verificar que ¢ es la
medida unicamente ergddica con esta propiedad. Ahora, como ¥ es ergddica tenemos que
J-casi todo (@, &) € X es genérico para ©}. Ademas, tenemos que

(w, g) es genérico para ¥ = (w, g’) es genérico para & para todo g’ € G. (2.9)
En efecto, observar que para todo i € Ny tenemos que
S'w,8) = My1.,(S'(w,8))
donde para todo & € G la funcién M), : X — X esta definida por la férmula
My(@,8) = (@,8 - h).

Entonces para cualquier funcién continua f tenemos que

1 n—1 . 1 -l |
Z;ﬂwuwﬁ;;ﬂ%w@@@WHHmfﬁMﬂwmmm

X

como (w, g) es genérico para ¢y f o M, es continua para todo 4 € G. Ahora, como mg es
invariante bajo multiplicacion, por el Teorema de Fubini concluimos que

1 n—1 .
—Zﬂﬁuﬁ%efﬁ@Xm)
= 24

lo que muestra que (w, g’) es genérico para .
Abhora, sea p una medida ergddica en X que se proyecta sobre u. Para cualquiera de esos
p el conjunto

A, ={w €Y : (w,g) es genérico para p para algin g € G} (2.10)

tiene medida y total en Y. En particular, el conjunto Ay N A, es no vacio, donde Ay esta
definida analogamente a (2.10). Notar que por (2.9) tenemos que para todo w € Ay N A,
existe g € G tal que (w, g) es genérico para ¢ y para p. Pero por definicién de punto genérico

esto implica que
[rao= [ rap
X X

para toda funcién continua, lo que muestra que ¢ = p. [

Terminamos esta seccion con el siguiente resultado de convergencia uniforme, que nue-
vamente es clasico en el caso unicamente ergddico.
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Lema 55. Si u X mg es ergodica, entonces para toda funcion continua f : X — Ry todo
punto p-genérico w, los promedios ergddicos

I v ,
= f(S'@,)
n i=1

convergen a f f d(u x mg), uniformemente en g € G.

Demostracion. Supongamos que el enunciado no vale para algin punto p-genérico w y fun-
cion continua f. Entonces podemos encontrar € > 0, una sucesion n; — oo y puntos g; € G
tales que

IR
;Zf(S’(w,gj))—ffd(MXmG) > &, 2.11)

7 =1

Después de pasar a una subsucesién, podemos suponer que v; 1= - 37 & converge a
P P > P 1Y que Vj := 57 iz 9Siwg;) g
una medida #. Notar que, para cualquier & € C(X),

'fhdvj—fhd(Svj)

la cual tiende a cero 0 cuando j — oo. Entonces el limite ¢ es S -invariante. Mds atn, 7y es
, . 1 }’Z] . . . ., s .
el limite de P 2.il1 Oriw)> 10 que equivale a u gracias a nuestra asuncion de que w es genérico.

1 " 2|l
= —lh(w. g)) = h(S w, gl < ,
J

J

Se sigue de la Proposicion 51 y el Lema 54 que ¢ = uXxmy, y por lo tanto ni Z?'z’l fS(w,g)))
converge a ffdﬁ = ffd(p X mg). Esto contradice (2.11). [

Cociclos subaditivos y puntos genéricos

Sea X un espacioy S : X — X una transformacion. Un cociclo subaditivo sobre (X, S) es
una sucesion de funciones (¢, : X — R),ey tal que

Gnim(X) < ¢(x) + ¢, 0 S"(x) paratodo x € X, m,n € N. (2.12)

Es bien sabido que si (X, S) es unicamente ergodico, entonces los promedios ergédicos
de funciones continuas convergen uniformemente. Esto falla para cociclos subaditivos sobre
sistemas Unicamente ergddicos, pero un lado de la desigualdad vale: esto fue observado por
Furman [22, Teorema 1]. Una inspeccion de la prueba del teorema ergddico subaditivo dada
por Katznleson y Weiss [33] arroja un resultado mas general que el resultado de Furman.
Primero, veamos la siguiente una definicion.

Definicion 56. Una funcion ¢ : X — R, donde (X, u) es un espacio métrico de medida,
se dice que es C-aproximable por arriba si, para todo € > 0, existe una funcion continua
¢ : X = Rtal que ¢ < ¢, puntualmente, y f(qbg - ¢)du < e.
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Teorema 57. Sea (X, S, u) un sistema ergddico que preserva medida con X compacto y S
continua. Sea ¥ = (Pp)nen un cociclo subaditivo C-aproximable por arriba en X. Entonces
para todo x € X u-generico, vale que

1
lim sup %) < O(F) := inf {— f¢n du}.
n—-+co n neN \n Jy

Demostracion. Empecemos notando que las funciones C-aproximables por arriba son acota-
das por arriba e integrables por definicion. Fijemos N € N, £ > 0 y sea

L := max sup ¢;(x) < +oo.
1<i<N xeX

Por la asuncidn, existe una funcion continua ¢y, : X — R tal que ¢y < Py y fX(ng,‘9 -
Pn)du < €.

Supongamos que n = (m+ 1)N + 1, para algiin m € N. Entonces podemos escribir n como
i+mN+ (N+1-1i)paratodo 1 <i < N. Por subaditividad,
Bn(X) = Pmeiin+1(X) < Bi(X) + Gunva1-»(S (X))
< $i(x) + un (S (X)) + Pwv1i(S ™V (x))
< 2L + ¢n(S'(X)). (2.13)

Notar también que

Gmn(S' (X)) < PN (S (1)) + BN (S (X)) + -+ + Py (ST ().

Por lo tanto, si sumamos sobre todo i (1 < i < N) en la ecuacion (2.13) y usamos la ultima
desigualdad, obtenemos que

mN

Ngu(x) = Nueiwn (¥) < 2LN + > (S (). (2.14)

=1
Ahora, sin = (m+ 1)N + 1 + r — 1 para algin 2 < r < N entonces notamos que
Gn(X) < Gmriyn+1(X) + -1 (S (m+1)N+1(X)) < Pensnyn+1(x) + L.

Por (2.14) y lo de recién, obtenemos
mN
Ngu(x) <3LN + > én(S7()
=1

para todo n € N suficientemente grande, donde hemos escrito n como (m + 1)N + r para algin
m e Nyl <r<N.Dividiendo la desigualdad de arriba por Nn se obtiene

mN mN
d(x) 3L m

1 : 3L 1 .
; ,1ngW;mwmmﬁf§@ﬁ;mﬁwm (2.15)
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Observar que 2 — ﬁ cuando n — oo, asi tomando limsup,_,, en ambos lados y usando el
hecho de que x es genérico, podemos concluir que

tim sup 222 < % (f by du + g). (2.16)
X

n—+co n

Como la cota en (2.16) vale para N € N arbitrario y para cualquier £ > 0, obtenemos el
resultado. ]

En el caso especial de un grupo (topologico) compacto skew-product (Y X G, S, u X mg),
podemos aplicar el Lema 55 para obtener la siguiente mejora.

Corolario 58. Sea (Y, T, ) un sistema que preserva medida con Y compacto y T continua,
sea G un grupo (topologico) compacto con la medida de Haar mg, y sea « : Y — G una
funcion continua. Denotemos el sistema que preserva medida skew-product asociado como
(X, S, u X mg). Mds aiin, sea F = (¢,),., un cociclo subaditivo sobre X, C-aproximable por
arriba.

Si u X mg es ergodica, entonces para todo punto w € X que sea [-genérico,

$n(w, &)

1
lim sup ———= < inf {—

n—+00 n neN | n

fq&n d(u x mG)} uniformemente en g € G.
X

Demostracion. Esto se sigue del Lema 55 haciendo n — oo en la desigualdad puntual (2.15).
O]



Capitulo 3

Conjuntos grandes evitando contables
patrones lineales.

En este capitulo construiremos un conjunto grande, compacto en R?, que evite contables
patrones lineales dados de antemano.
Comencemos por definir qué es un patrén lineal:

Definicién 59. Dado E C R? decimos que ¢ : R%* — R" es un patron en E, si existen distintos
— — — — =
puntos xy,- -+ ,x; € E tales que Yy(xy,--- ,x;) = 0.
En el caso particular que ¥ es una funcion lineal, decimos que es un patron lineal.

Ahora enunciemos el resultado principal de este capitulo:

Teorema 60. Sea h una funcién de dimension con h < x% y sea (Y)ren una sucesion de
funciones lineales no nulas con Y : (R4)™ — Ry my > 2. Entonces existe un conjunto

compacto E C R? tal que H"(E) > 0, y (X1, , %) # 0 para todos k € N'y todos vectores
distintos X1, , X, € E.
En particular, si tomamos h(x) := —log(x)x?, obtenemos un conjunto de dimensién de

Hausdorff d con las mismas propiedades.

Un Teorema de Besicovitch [4] implica que si E C R? tiene medida " positiva para todo
h < x?, entonces tiene medida de Lebesgue positiva. Mds especificamente:

Teorema 61 (Besicovitch 1956). Dado un conjunto compacto E € R? y una funcion de
dimension g tal que HE(E) = 0, entonces existe h < g tal que H"(E) = 0.

Por lo tanto, como un conjunto de medida de Lebesgue positiva contiene todo patrén
finito, en el Teorema 60 no es posible tener un conjunto E que lo verifique para toda i <

x¢ simultdneamente. Eso puede verse por absurdo, tomando por ejemplo la funcién lineal

49
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Y(x,y,z) := 5* —y. Supongamos que el conjunto no tiene el patrén ¢ y que H "(E) > 0 para
toda & < x4, entonces (por el Teorema de Besicovitch) L(E) = c,HY(E) > 0. Por lo tanto,
por tener medida de Lebesgue positiva, E contiene una progresion aritmética de longitud 3
(que estd en el conjunto de ceros de i), lo que es una contradiccion ya que E no contiene el
patrén .

Remarcamos que Mathé [41], y Fraser y Pramanik [21] estudiaron problemas similares
para patrones mas generales, bajo ciertas condiciones, pero el conjunto que ellos construyen
no tiene dimension total, y en ciertos casos particulares la dimension obtenida es Optima (es
decir, en algunos casos, no existe un conjunto de dimension total que no contenga las patrones
no-lineales dados). Como queremos estudiar conjuntos grandes para funciones de dimensioén
arbitrarias 4 con h < x?, nos enfocamos en el caso de los patrones lineales.

Como dijimos anteriormente, Fraser y Pramanik [21] construyen conjuntos grandes en
R¢ que evitan patrones no necesariamente polinomiales. Si bien es mas general en cuanto al
tipo de patrones que evitan, si restringimos sus resultados al caso de patrones lineales nuestro
resultado es mds potente en cuanto a que conseguimos que el conjunto sea compacto, no
solo obtenemos una cota inferior para la dimensién de Hausdorft sino que lo estudiamos para
cualquier 7 < x? funcién de dimensién de lo que se infiere que bajo ciertas condiciones se
puede conseguir uno de dimension total.

El siguiente Teorema dice esencialmente que dada una familia contable de funciones que
satisfacen ciertas condiciones de regularidad y que la derivada parcial no se anule, se puede
conseguir un conjunto grande (no necesariamente compacto) que no tiene esos patrones, €s
decir que no tiene puntos distintos que al evaluarlos en las funciones se anulen.

Teorema 62 (R. Fraser, M. Pramanik). [21, Teorema 1.1] Para cadan > 0y v € Zs3,
sea (fi)r una familia contable de funciones en v variables f;, : R¥ — R con las siguientes
propiedades:

1. Existe ry < oo tal que f, € C™ ([0, 7n]").

2. Para cada k, alguna derivada parcial de f; de orden ry > 1 no se anula en ningiin
punto de [0, n]".

Entonces, existe un conjunto E C [0,n] con dimension de Hausdorff al menos V_L] y dimen-
sion de Minkowski 1 tal que fi(x,---,x,) # 0 para todos xi,-- - x, distintos en E, y para
todo k.

La cota inferior que obtienen para la dimension de Hausdorff del conjunto depende de la
cantidad de variables de las funciones. En el caso lineal esa cota es peor, pero lo innovador
de este resultado es que no es para polinomios necesariamente, es decir que se aplica a casos
en donde los resultados de Mathé no se aplican.

Para probar el Teorema principal de esta seccién usamos la idea de Keleti (que también
fue utilizada posteriormente por Maga) de definir los cubos para matar los patrones a escalas
siguientes de la construccion, pero los detalles son diferentes.
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La demostracion de Maga, es casi idéntica a la hecha por Keleti. Maga piensa a R* como
el plano complejo, para poder usar el método de Keleti y poder ver las relaciones de tres
puntos como un cociente de nimeros complejos.

Para poder tener dimension total ellos necesitan como condicion en la construccion tener
separacion entre los cubos de un mismo nivel para utilizar el Ejemplo 4,6 del clésico libro de
Falconer [15] (Teorema 26 de los Preliminares) el cual da un resultado solo para dimension y
no para medidas generales de Hausdorff. Algunos cubos pueden tener gran cantidad de hijos
(incluso si miramos las cantidades de hijos, puede ser no acotada).

En el resultado que expondremos aqui, los cubos a veces comparten el lado y la cantidad
de hijos de cada cubo es uniformemente acotada, y para poder mostrar que el conjunto es
grande se basa en el principio de distribucidon de masa generalizado. Por otra parte hubo que
posicionar los cubos hijos de una forma mas general, dado que se evitan patrones lineales
mas generales.

La demostracion del resultado de Mathé es extremadamente distinta. Mientras que yo me
baso fuertemente en la linealidad para probar que los patrones dados no estan en el conjunto,
él se basa en condiciones con la derivada, utiliza lemas acerca de interseccion contable de
clausuras de conjuntos engordados para obtener cotas inferiores para la dimensién de Haus-
dorft (que resulta a veces grosera para ciertos polinomios de grado grande).

3.1. Desarrollo de un resultado previo de Keleti

A grandes rasgos en el trabajo de Keleti, se muestra que para cualquier coleccion contable
de conjuntos de 3 puntos, hay un subconjunto compacto de R, con dimension de Hausdorff
total, que no contiene copia similar de cualquiera de los conjuntos de 3 puntos dados.

Dado un conjunto contable de ternas de nimeros reales ordenados:

T ={(x;,yi,2) : X, Vi, 2 € Ry < yi < zi);

con i en un conjunto finito de indices o i € N, definimos

A= {ﬂ (Vi) € T} .

i i i

Este es el conjunto de las “proporciones” de las ternas de 7.
El conjunto A es contable, pues T es contable. Ademas A C (1, +00), pues x; < y; < z;.

Teorema 63 (Keleti). Para cualquier conjunto contable A C (1,+00), existe un conjunto
X

E C R compacto, con dimy(E) = 1 tal que si x <y < zen E, se tiene = ¢ A.

Antes de probar el teorema, veamos dos corolarios con sus respectivas demostraciones:
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Corolario 64 (Keleti). Para toda sucesion de subconjuntos de R: By, B,,... con #B; > 3,
existe E C R compacto con dimy(E) = 1, que no contiene una copia similar de cualquiera
de los B,.

Demostracion. Si#B; =3V i€ Nsea

A=U u:x<y<zenB,~ U Z_x:x<y<zenB,~ ,
=y y—x

ieN

que es un subconjunto de (1, c0). Entonces por el Teorema 63 existe £ C R compacto con
dimgy(E) = 1, que no contiene copia similar de cualquier B;. Pues: Si E tuviera una copia
similar de algin B;,, = {x,y,z} con x < y < z; entonces existen a no nulo y b tales que
ax + b,ay + b,az + b estan en E. Con lo cual tenemos que en caso de sera > 0 ax + b <
ay+b <az+ben E,oencasodesera < (0tenemosaz+b <ay+b <ax+benE.Porlo
que (por lo que verifica el E del Teorema)

z—x (az+b)—(ax+Db)
z—y (az+b)—(ay+b)

o bien
z—x x—-z (ax+b)—(az+Db)

= = ¢ A,
y—x x—-y (ax+b)—(ay+b)

lo que en cualquier caso es un absurdo por como definimos A.

Veamos el caso general. Suponemos que #B; > 3 para todo i € N. Tomando B; C B; con
#B; = 3, por el caso anterior existe £ C R compacto con dimy(E) = 1, que no contiene copia
similar de cualquier B;; y por lo tanto no contiene copia similar de cualquier B;.

]

En particular, para cualquier coleccion contable de conjuntos de 3 puntos, hay un sub-
conjunto compacto de R, con dimension de HausdorfT total, que no contiene copia similar de
cualquiera de los conjuntos de 3 puntos dados. Mas en particular, tomando la coleccion que
tiene solo el elemento {1, 2, 3}, tenemos que existe £ C R compacto con dimgy(E) = 1, que
no contiene progresiones aritméticas.

Corolario 65 (Keleti). Para cualquier B C R contable, existe E C R compacto con dimy(E) =
1, que interseca a toda copia similar de B en a lo sumo dos puntos.

Demostracion. Sea

A:{ﬂ:x<y<z€B}U {ﬂ:x<y<zeB}Q(l,+oo).
=Yy
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Como ademas A es contable, utilizando el Teorema 63, existe £ C R compacto con dimy(E) =
1,tal que
=X Z—X .
—— ¢ Ay —— ¢ A para cualquier terna x <y < zen E. (3.1)
-y y—x
Si Bes una copia similar cualquiera de B, entonces B =aB+bcona y b niimeros reales donde
a es no nulo. Veamos, por absurdo, que B N E tiene como mucho dos puntos: Supongamos
que existenx <y <zen ENB

. — y—b _ .
1. Sia > 0, tenemos xa—b < )7 < sz en B; por lo tanto, por como definimos A, resulta:

S
b
S

Z—X =b _

z—y_

B

S

€ A.
y=b
a

< [1]s
S

Lo que es un absurdo por (3.1).

_ —b _ .
2. a < 0tenemos 2 > X2 5 =% ep B: por lo tanto, por como definimos A, resulta:
a a a

]
S
i
S

Z—X XxX-—z
= € A.

HE
<
<

I |=

<

y—x:x—y_x

°|
°|

Lo que es un absurdo por (3.1).

A continuacidén veremos la demostracion del Teorema 63:

Demostracion. Podemos pensar A = {a@; }iey de modo que cada a € A se repita infinitas veces
en la sucesion {a; }ren.

Pues como A es contable: si A es finito A = {ay,...a,} podemos tomar una sucesiéon de

como: dy,...q,,dy,...d,,.... Y en el caso que A sea numerable A = {a,},cn podemos tomar
la sucesion como a;, a, a;, dz, as,dy, 4z, Az, A4 . . . .
Definimos:
6ak
B := méx < bay, . (3.2)
ap — 1

Notemos que
Bi>6a,>6 pues a;€ (1,+00).

Podemos tomar

. log(B; ...Bx) _
(mj)jelN C Nys tal que k1—1>IPoo log(m1 ce M) B

(3.3)
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Por ejemplo, tomando

my > 3 tal que m; > (815,)
my > 3 tal que my > 515233
ms > 3 tal que m3 > 51825354

obtenemos que

m; > (812)
mimy > (B12f3)°
mimyms > (B123354)°*
con lo cual:
log(B: ... Bx) < logBi---B) _ 1 50
= log(my ...my_y) ~ log((Br...B)Y) Kk .
Sea {
Oy = . 34
b ﬁl...ﬂkml...mk ( )

Construccion de E:
Por induccién definiremos Ey 2 E; 2 ... de la siguiente manera:
Ey =[0,1].
Definimos E; como cualquier unién de m; intervalos cerrados de longitud 9§, separados

por huecos de longitud al menos ¢, de forma que E; C Ey. Esto es posible porque (2m; —
_ 2mp—1 2my—1 2
1)o; = Bim < Tnl S‘g < 1.
Definiremos inductivamente los Ey, k > 2.
Cada E}, serd union de my; - - - my, intervalos cerrados de longitud ¢y, separados por huecos
de longitud al menos ¢;, donde cada intervalo E;_; contendrd exactamente my intervalos de

Ey. Esto es posible ya que

ka -1
KMk

2mk
my — 1)o; = Or-1 £ —0r-1 < p_1.
6mk
Llamaremos I} ... Iy, . alosintervalos de E; ordenados de izquierda a derecha (Estamos
nombrandolos segun su posicion, si bien todavia no estan fijados).

Sea
U= {51519/ 1<a<b<c<m..m, keN)

el conjunto de todas las ternas de intervalos de cada nivel de construccién ordenados de iz-
quierda a derecha. Notemos que I" es numerable.
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Podemos tomar I' = {(J,,, K,,, L,)},c)y donde
sin>1y (J,,K,,L,) = (Il'j, K’;,L’j) entonces n > k. 3.5)

Es decir, que si n > 1 el término n-ésimo es una terna de intervalos de un paso de la cons-
truccion anterior a n. Y podemos hacer que ademads se verifique que

Vae AyY(J,K,L)eT,Ine Ntal que @, = ay (Jp, Kp, L,) = (J,K, L) (3.6)

En efecto, podemos construir (J,, K,,, L,,) de la siguiente manera:

Como (ay)x la construimos de modo que tome infinitas veces cada valor de A, para ca-
da a € A tenemos la subsucesion (ay, ), de todos los que toman el valor a, y definimos
(Jx,,» Kx,» Lk, )men que recorra todas las ternas de I', como lo hacia la sucesion que cumplia

m

(3.5). De este modo se verifica lo pedido en (3.6) y se sigue cumpliendo (3.5).

Si tenemos definidos E, ..., E;_ para k > 2, tenemos definido también
(Ju K, L) = (UL K}y, LY)

pues k' < k (por (3.5))

Por como fueron elegidos, sabemos que cada intervalo de E;_;, o bien esta incluido en
exactamente uno de los Ji, K, Ly, o bien es disjunto de J; U K; U L; (pues los intervalos de
E_; son o bien del mismo nivel o bien de algtn paso siguiente).

Para construir Ej, consideremos (J;, Ky, L;) que son intervalos de un mismo nivel, que
como vimos es anterior a k.

Sea [ intervalo de E;_;. Consideramos los casos:

m ] - Jk.
Utilizando la definicién de 5; dada en (3.2)
Ok-1 _ Biim
6k3cxk 3CZk
6
> Gl = 2mk
3C¥k

Entonces, por ser I un intervalo de Ej_i,
long(l) = 51(,1 > (5k3a/k2mk

y por lo tanto / tiene al menos my, puntos de la forma 6;3,i con i € Z y podemos elegir
my intervalos en 1 como segmentos de la forma

0r Bagi +[0,1]) coni€ Z.
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La distancia entre dos de esos intervalos es

3a0ii — Bayor(i — 1) + 0;) = 3ax0x — Oy
> Bay — 1)
> 20,
> Ok

donde la anteultima desigualdad vale porque @, € A C (1, +0c0). Por lo tanto tomamos
a estos my, intervalos como los intervalos de E; contenidos en 1.

1 C K.

Dado que, por la definicién de los d; dada en (3.4), y por como definimos 5, en (3.2)
es Br > bay > 6, resulta que

Or-1  mMyPr
— = > 2m;.
35, 3

Entonces, por ser I un intervalo de E;_;, tenemos que
lOIlg(I) = 5k—1 > 36k2mk

y por lo tanto / tiene al menos my, puntos de la forma 6,3 j con j € Z, y podemos elegir
my intervalos en I como segmentos de la forma

0r(3j+1[0,1]) con je Z.

La distancia entre dos de esos intervalos es

0137 — (0x3(j — 1) + 6) = 204
> 5k~

Tomamos estos my;, intervalos como los intervalos de E} contenidos en 1.

IC L.

6y
ap—1°

Por como definimos S, en (3.2) es By >
resulta entonces que

y por como definimos los ¢, en (3.4),

Ok-1 _ By _ 2Bimy,

3ak6r | 3 6
ap—1 ag—1 ag—1

2
S P _ 2y

Br
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Entonces, por ser I un intervalo de E;_;, tenemos que

6k3ak

long(l) = 631 > 12mk

y por lo tanto tiene al menos my; puntos de la forma Z‘%"(l + %) + 0, con!l € Z'y podemos
elegir my intervalos en / como segmentos de la forma

3 1
5k( Y (1+—)+[0,1]) conleZ.
ak—l 2

Notar que a diferencia de los casos anteriores, introdujimos un factor % sumando. Mas
adelante se verd que lo necesitaremos para cuando veamos que si x < y < z en entonces
=x

= 2A

La distancia entre dos de esos intervalos es

3 1 3 1 3
§— (1+—)—(5k e (1——)+5k):5k a2

Clk—l 2 ak—l 2 ak—l
3
e
ak—l
> 204
>6k

donde la anteultima desigualdad vale porque )% >3six> 1.

Tomamos a estos m;, intervalos como los intervalos del paso k contenidos en 1.

L] Iﬂ(]kUKkULk):Q).

En este caso definimos m; intervalos de longitud 6, en I arbitrariamente de modo que
queden separados por huecos de longitud al menos J;, y tomamos a estos intervalos
como los intervalos de E; contenidos en 1.

Si comparamos la distancia entre subintervalos de E; de los diferentes casos, tenemos por
construccion de Ej_;, que deben distar mas que dy—; > k.

Asi construimos Ej, que consiste en m; ...m; intervalos de longitud d;, separados por
huecos de al menos o, y cada intervalo de E;_; contiene m, intervalos de E.
Definimos E := (o Ex, que es compacto.

a) Veamos que dimgy(FE) = 1:

Por ser E C R, se tiene que dimy(E) < 1.
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Por otra parte, por ser E = (¢, Ex donde E; = [0,1] 2 E, 2 ... construidos de
modo que cada intervalo del paso k — 1 tiene m; > 2 intervalos del paso k, separados por
agujeros de longitud al menos d;, donde 6y > 6x+1 > 0 Vk, 6, — 0, utilizando el Teorema
26, tenemos que:

1 m
dimy(E) > lim 28 M)
isw  —log(owmy)

Por como elegimos los d; en (3.4), deducimos que

dimy(E) > lim logQm, .. mi-1)
oo 10g(B1 - .. Brmy ... my_1)

1 log(ml ...mk_l)
oo 10g(B1 ... Br) + log(my ... my_y)

:li—nolo log(B1...6k) +1
log(my...my_1)
=1

donde la ultima igualdad vale por como elegimos ()i €n (3.3).

Sean x <y < zen E. Veamos, por absurdo, que = §Z A:

Supongamos que x <y < zen E cumplen que = E A. Como limy_,, 0x = 0, donde 6, es
la longitud de cada intervalo de Ej, tenemos que existe un k € N tal que x, y, z estdn en
distintos intervalos de Ej.

Asi, por (3.6), paraa = % y (J, K, L) la terna de intervalos del nivel k en la que estédn x,

y, Z respectivamente; existe un n € N tal que @, = %‘, xeJ,yeK,,ze L, (Es decir,
J=J,,K=K, L=1L,).

Por construccion de E,, tenemos que existen i, j,/ € Z tales que

x €6, Gia, +[0,1]),

3a, 1
zedn( @ (1+—)+[0,1]).
a, —1 2

Llamando
X :=3ia, +[0,1]
Y:=3j+10,1]

3a, 1
Z = — 1
a/,,—l(l+2)+[0’ ]
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tenemos (por lo visto recién) que

ﬁeX,leY,ieZ.
0 0 0,

n n n

Como «, = E%;f, resulta @,z — @,y = z — x, por lo que z(a, — 1) + x = @,y. De ahi se sigue

que

X+, -1DZ5 (@, -+~ =a,% ca,Y.
5, 5, s

Por lo tanto,
(@, Y)N X+ (a, — 1DZ) # 0. (3.7)

Ademas,
) 1
X + (a, - DZ = 3ia, + [0, 1] + 3a, (l + 5) + (a, — 1[0, 1]

=3, +1) + %an + [0, 11+ [0, , — 1]

3
= 3&’,1([ + l) + Ean + [0’ a’n]

35
2°2])°

ay, (3(1' + 1)+

y también

a,Y = a,(3j+[0,1]) (3.8)

)

Reemplazando ambas en (3.7), tenemos que:

0#@)NX+(a,-1)Z) = (,,(3j +[0,1])) N (an (3(i +1)+

con lo cual
35
0+ (3j+[O,l])ﬂ(3(i+l)+[§,§D coni,jle”,

lo que es un absurdo. (Pudimos llegar a un absurdo por introducir ese factor % antes

mencionado, para que quedaran disjuntos los conjuntos).

i =x =x
El absurdo provino de suponer que era = € A, por lo cual resulta que = ¢ A.
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3.2. Teorema principal del capitulo

Si tenemos un conjunto E := (), Er, donde Ej es una sucesién de conjuntos encajados
y cada E; es union finita de cubos cerrados no solapados, decimos que un cubo / en la
construccion del conjunto E es un cubo del nivel & si I es uno de los cubos de E;. También
decimos que un cubo J es un ancestro de [ si J, I son cubos de niveles j, k respectivamente,
conj<kylClJ.

Lema 66. Sea E := (o Ex € R? donde E en una unién finita de cubos no rampantes del
mismo tamario, y cada cubo de E,,, estd contenido en un cubo de E,. Sea u una distribucion
de masa en E y sea h una funcion de dimension tal que existe ky € N satisfaciendo u(l;) <
c1h(|I]) para todo I, cubo de nivel k, para todo k > k. Supongamos que cada cubo de E;
contiene a lo sumo ¢, cubos de nivel k + 1.

Entonces existe una constante c3 dependiendo de cy, ¢, y d tal que

O<l@
C3

< HME).

Demostracion. Usaremos la Proposicion 24.

Sea € := |I,| Vd el dizmetro de cualquier cubo en el nivel kj. Escribamos ¢, la longitud
del lado de cualquier cubo de nivel k. Si U es un conjunto con |U| € (0, €), entonces existe
k > ko tal que \/35k+1 <|U| < \/;lék. Existe un cubo C con longitud de lado 2 Vds; tal que
U C C. Como C interseca a lo sumo (2 Vd + 3)¢ cubos de nivel k, entonces por hipétesis C
interseca a lo sumo ¢,(2 Vd + 3)? cubos [ ; de nivel k + 1. Entonces existe una constante c3
dependiendo de cy, ¢, y d tal que

(2 Vd+3)!
pU) < Y ) < 2 Vd +3)'e h(Vdd) < esh(U).

J=1

Es bien sabido que considerar la definicién de H" con 6-cubrimientos por cubos, en lugar
de con d-cubrimientos generales difieren solo en una constante multiplicativa.
Usando lo visto y la Proposicion 24 se sigue el resultado. [

Ahora estamos en condiciones de probar el Teorema principal de este Capitulo.

Demostracion del Teorema 60. Podemos asumir que cada funcién aparece numerables veces
en la sucesion {¥y }ien.

Construiremos un conjunto E := (\ay, Ex € [1,2]%, donde los Ej son encajados y ca-
da uno es una union finita de cubos cerrados no rampantes, por lo que el conjunto E sera
compacto.

Como y; es una funcién lineal no nula, podemos definir

¢ =  max o (3] > 0.
ye[-3.1]"
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La funcién y; tiene la forma

VilXi 1, s X s Xl > X)) 1= Digaxig + o+ biggyaXm,a-

Como permutar los conjuntos (xy,...,Xrq) con 1 < k < m;, y multiplicar ; por una
constante no nula, no afecta el enunciado, podemos asumir sin pérdida de generalidad que
existe j; € {1,--- ,d} tal que b, ;, = 1.

Sea A, = |b]_f| sibis, #0,y A, := 1 si no. Entonces, tenemos que

Aigvbicy =sg(bigy) paratodoi,1 <€ <m;, 1 <v <d,
donde sg es la funcion signo.

Para cadaiycada 1l < ¢ <m; — 1, definimos la funcién

¢ )
& (x1, 0+, xq) = (Aigaxt, -+, digaXa)s

y para { = m; tomamos

¢ (X1, X)) = A X, 5 AigmaXa) + €

donde e; = (vi, -+ ,vg) conv; =1y v, =0 paratodo k # j.
Como consecuencia de esas definiciones, tenemos

. 1
Wil (2, -+, ¢ (Zh) = sg(bin.)L + -+ + sg(bim.a) L + 3

1
7 4=
T3

Por lo tanto, tenemos

—> mi ,—> 1
Wi @)+, B G| = 3 (3.9)

para todo z1,- -+ ,Z, € Z¢y todo i.
Definimos g; tal que 8; > m; y

i d
% > méax{Aie, 1 <C<my, 1 <v<d2cVd+ %

Sea (M;);en € N5, una sucesion estrictamente creciente tal que para todo i:

L] =M +2

W2 T B A
. fMj’fJdZzldﬁf..-ﬁlf’paratodokZMi
( Vd2-* Hj:MjSkﬁj_'l)
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La tltima condicién vale si M; es suficientemente grande por la hipétesis & < x? y
VA2 [T, 87" < Vd27* tiende a 0 independientemente de i, - - - . 3.

Construiremos E evitando los patrones dados en los niveles {M;};. Sea E, := [1,2]%
Construiremos E; como unién de Ny := 24(k—#sk jeUilMil) cubos con longitud de lado &; :=
27T s Bi

Para cada i, sea I, := {(J}, - ,J,’("")}keN el conjunto de todas las m;-uplas de cubos
diferentes del mismo nivel de construccion de E (donde ignoramos los niveles con menos de
m; cubos), en todo posible orden, y escribimos I' = | J; I',,,. En este punto, la notacién J; ,f debe
ser entendida como una etiqueta para un cubo que atn no esta definido (pero que sin embargo
la cantidad de cubos y sus tamafios ya estan fijados). En la siguiente construccion, definiremos
inductivamente (en k) las posiciones de los cubos correspondientes a cada etiqueta.

Sea (U) jen una sucesion donde:

= cada elemento de I" aparece infinitas veces
u Uj S ij

= paratodo iy todo U €I, existe k € N tal que ¢, = ¢;, U = Uy y cada cubo de Uy es
de nivel < k — 1.

Para esto, es suficiente que para cada i, si consideramos la subsucesion (¢, ),en de todos
los términos que son iguales a ¢;, pedimos que cada U;, sea un elemento de I, y ademas,
cada elemento de I, aparece infinitas veces en las sucesion (U;, )en-

Si E;_; estd dado, la construccion de E; depende de si k pertenece a (M,);cy:

(@) Sik ¢ J,eniM;}, dividiremos cada cubo de nivel k — 1 en 2¢ cubos cerrados del mismo
tamano.

(b) Si k = M, para algun i, haremos diferentes cosas, dependiendo de si tienen un mismo
ancestro entre los cubos de U;: J/, -+, J™".

Para cada cubo 7 de nivel k — 1 que no esta contenido en ninguno de los cubos en la upla
U, tomaremos cualquier cubo I’ C I con longitud de lado 6.

Para cada cubo I de nivel k — 1 que esté contenido en algtin cubo J{ of U;, tomaremos un
cubo I’ C I de la forma

1 1) Ny
=53 con z, € 7°. (3.10)

Om, [4Ci¢f(27) +

Sea E; la union de todos los cubos /’.

Veamos que los cubos se pueden tomar de esta manera:

En el caso (a) es claro, porque 6; = @T".

En el caso (b), sea I un cubo de E;_; que esta contenido en un cubo J,f de U;. Como I es

un cubo con longitud de lado 6;_; = B;dx, tenemos que il es un cubo cerrado con longitud
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de lado ;, por lo tanto contiene una bola cerrada de radio %, cuyo centro denotaremos por
x.
Por la definicién de ¢/, existe 7 € Z¢ tal que

dist(X, 4¢;0{(7)) < max{A; ey, -, Aira)2c; Vd.

Usando esto y por lo que asumimos sobre £3;, tenemos:

v
4it-;_)+——,— QB4,€_),—
cih;(2) ) g cih;(2) > ]
n v
C B| X, max{digs, -+, Aipal2e; Vd + %
j—» i 1
CB x,é] Cc —I.
L 2 Ok
1) Veamos quesin € Ny xj,--- , X, € E C R?son distintos, entonces ¢, (X7, - , X,,) # O.
Lo probaremos por el absurdo. Supongamos que ¢, (X1, , X,,) = 0. Como X1, , X, €

E son distintos, por definicién de la sucesion (U )ren, existe i € N tal que ¥, = W, X] € Jl.l,
—_-—> m; [ . . .
e, Xy, € 7, y todo J; es del mismo nivel < i — 1.

Considerando el nivel M; > i, vemos de (3.10) que X; = &y, (4c,-</)f(z_£) + E) conz, € 7¢

— d
yAs€ [—%, %] para todo 1 < € < m;. Asi, por linealidad de i; tenemos

4esi( @)@, B G + WAL, -+ A) = 0
con gz, ,z_m: e 7¢. Por lo tanto, tenemos por (3.9)
2i < Aclyi(@\ G, B G| = WAL+ A < ¢
lo que es una contradiccion.

2) Veamos que H"(E) > 0.

. . ., . . . _ 1
S‘ea ula dlstrlbgc10n de masa umforme, 1.e.: u(ly) = foubos demivel & par‘a cada I; cubo de
nivel k. Es suficiente probar que si / es un cubo de nivel k con k suficientemente grande
entonces

h(1|) > .
() = #cubos de nivel k

H"(E) > 0 se seguira del Lema 66 y el hecho de que cada cubo de E tiene a los sumo 2¢
descendientes de nivel k£ + 1.
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La longitud del lado de I es 6; = 27 ] J: My<k ,8]71. Si k es suficientemente grande, existe j
tal que M; < k < Mj,,. Por definicion de (M,);en, tenemos

h(ll) = h[\/le-k [ ﬁ?l]

io Mi<k

d

2[\/;12_1‘ H Bl-‘l] 2Jd i’,B‘,l
ir Mi<k .

S 1

= 2dk-j) ~ #cubos de nivel k’

3.3. Aplicaciones

En esta seccion veremos algunas aplicaciones del Teorema 60.

Corolario 67. Dada una funcion de dimension h con h < x 'y con conjunto contable A C R,
existe un conjunto compacto E C [1,2] tal que H"(E) > 0y el conjunto de cocientes de E
dado por % = {)XC . X,y € E} no contiene ningtin elemento de A.

Demostracion. Tomando d = 1, m, = 2 para todo k, y,(x,y) := ax —y paratodoa € A,y
aplicando el Teorema 60, se sigue el Corolario. [

Corolario 68. Dada una funcién de dimension h con h < x y un conjunto contable A C R,
existe un conjunto compacto E C [0,10g(2)] tal que H"(E) > 0y el conjunto de diferencias
de E dado por E — E :={y — x : x,y € E} no contiene ningiin elemento de A.

Demostracién. Definiendo A := et := {e : a e A} C (0,+00) \ {1}. Por el Corolario 67
tenemos un conjunto compacto £ C [1,2] tal que H*(E) > 0y * # a para todos puntos
distintos x,y € E y todo a € A. Tomando E := log(E). Tenemos H"(E) > 0, porque log |, 2
[1,2] — [0,log(2)] es una funcién bilipschitz. Para todo & € A, y distintos %,V € E, tenemos
a =log(a) cona € A, X =log(x) y y = log(y) donde x,y € E son distintos, por lo tanto

y-x= log(ﬁ) # log(a) = a.

]

En particular, si A es un conjunto contable y denso, obtenemos un conjunto £ de medida
H" positiva cuyo conjunto de diferencias tiene interior vacio. Esto contrasta con el Teorema
de Steinhaus, el cual dice que el conjunto de diferencias de cualquier conjunto de medida de
Lebesgue positiva contiene un intervalo.
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Corolario 69. Dada una funcion de dimension h con h < x y dado un conjunto contable
de planos {m); que contienen el origen en R, existe un conjunto compacto E C R con
HME) > 0 tal que

(x,y,2) & m; Yk para todos puntos distintos x,y,z € E.

Demostracion. Cada uno de esos planos m; estd dado por una ecuacion Y (x,y,z) 1= aix +
byy + ¢,z = 0. Tomando d = 1, my = 3 para todo k, y i como arriba, y aplicando el Teorema
60 se sigue el resultado. [

Seria interesante saber si se puede obtener ese resultado para contables planos en general.

Corolario 70. Dada una funcion de dimension h con h < x y un conjunto contable A C
(1, +00), existe un conjunto compacto E C R con H"(E) > 0 tal que

Z—X

—— ¢A Vx<y<zenkE.

=Yy
Demostracion. Sitomamos m; : x — aiy + (ax — 1)z = 0 en el Corolario 69, el resultado se
sigue. [

En particular, tomando A = {2}, existe un conjunto compacto E C R con H*(E) > 0 que
no contiene ninguna progresion aritmética de longitud 3. Notar que tomando por ejemplo
h(x) := —log(x)x, recuperamos el resultado de Keleti [35] mencionado en la introduccién de
este capitulo.

Corolario 71. Es un resultado equivalente si consideramos r;, : R™¢ — RN en el Teorema
60.

Demostracion. Es claro que esto es mds general que el Teorema 60. Y el Teorema 60 implica
éste enunciado, como dada i : R™¢ — RM podemos separar in N, funciones lineales,
descartando las funciones nulas, y aplicar el Teorema. [

Corolario 72. Sea d € Ny sea h una funcién de dimension tal que h < x. Entonces existe
un conjunto compacto E C RY tal que H'(E) > 0, y E no contiene los vértices de ningiin
paralelogramo.

Demostracion. Esto se sigue del Teorema 60 y del Corolario 71, tomando

o RY = R WO, 0, 8, X3) =X -+ 5 - X

El Corolario previo es una mejora del Resultado de Maga [40, Teorema 2.3].
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Corolario 73. Sea d € Ny sea h una funcion de dimension tal que h < x?. Sea (,)nen € Rao.
Tenemos un conjunto compacto E C R? tal que H"(E) > 0, y para todo n € N, E no contiene
los vértices de ningiin trapezoide con longitudes de lados paralelos en proporcion a,,.

Demostracién. Tomando ¢, : R* — R? dada por i, (X1, X3, X3, X2) 1= X1 — X> — (X3 — X2),
se sigue el resultado aplicando el Teorema 60 y el Corolario 71. 0

Tenemos la siguiente version compleja:

Corolario 74. Sea h una funcion de dimension con h < x> (con s € N), m > 2, y considere-
mos una sucesion de funciones R-lineales (Y )ren tales que Yy - C™ — C.
Entonces existe un conjunto compacto E C C* tal que H"(E) > 0y (X1, -+ ,X,) # 0
.. — —
para todos distintos vectores xi,--+ ,x, € E.

Demostracion. Tomemos d = 2s e identifiquemos C con R? en el Teorema 60 y el Corolario
71. ]

Corolario 75. Sea h una funcion de dimension con h < x%, y sea (Py)nen = (Xu, Yns Zn)nen UNa
sucesion de ternas de niimeros complejos diferentes. Entonces existe un conjunto compacto
E c C, con H"(E) > 0, que no contiene copia similar de ninguna de las ternas dadas.

Demostracion. Tomando m = 3 y para cada n € N definimos «, := 2:;, Ua(x,v,2) =
(a, — 1)z — @,y + x, y aplicando el Corolario 74. [
En particular, tomando 4(x) := —x? log(x), recuperamos los siguientes resultados de Maga

[40, Teorema 2.8], y Falconer [14]:

Teorema 76 (Falconer). Sea P = (pi, p2, p3) € R? los vértices de un tridngulo, es decir que
D1, P2, p3 son distintos. Entonces existe un conjunto comacto A C R* con dimy(A) = 2, tal
que A no contiene ninguna copia similar de P.

Teorema 77 (Maga). Decimos que P = (py, p2, p3) € (R?)? son los vértices de un tridngulo
Si p1, P2, p3 son distintos. Sea una sucesion de vértices de triangulos (P,),cn. Entonces existe
un conjunto comacto A C R? con dimy(A) = 2, tal que A no contiene ninguna copia similar
de ningiin P,,.



Capitulo 4

Conjuntos pequenos contentiendo
muchas configuraciones geométricas.

En la direccién opuesta al resultado del capitulo anterior, en [57] probamos que para
cualquier funcién de dimension /4 existe un conjunto perfecto (cerrado y sin puntos aislados)
en la recta real con medida h-Hausdorft cero que contiene toda configuracién polinomial
finita. En particular, existe un conjunto perfecto en la recta real con dimensién de Hausdorff
cero que contiene toda configuracion polinomial finita.

Hay muchas definiciones no equivalentes de lo que puede ser un patrén o una configura-
cion. En cualquier caso se busca que generalice a las progresiones aritméticas. Ahora vamos
a definir una nocion diferente de patrdn a la vista anteriormente, y para evitar confusiones la
Ilamaremos configuracion.

Definicion 78. Sea E C RY y F = {f; : RN — RV,i € A’} un conjunto de funciones, decimos
que E contiene la configuracion (f,)iea (con A C N’) si existe t € RN tal que fi(t) € E Vi € A,
o equivalentemente, si

(/7' ®) =0 (4.1)

ieA

En el caso en que A es finito, decimos que la configuracion es finita. Si A es contable, decimos
que la configuracion es contable. Si las funciones f; son polinomios no constantes, decimos
que la configuracion es una configuracion polinomial.

Remark 79. Nuestra definicion de configuracion polinomial incluye las progresiones aritméti-
cas, que son el caso particular de configuraciones polinomiales en que fi,--- , f, son ciertas
similaridades.

67
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. Cuando un conjunto contiene progresiones aritméticas? Dado un vector vV € IR‘; @

Un conjunto E C R? contiene una progresién aritmética de longitud n con gap v’
e ddtalqued,a+V, -, d+m-1)VeE

= AdecENE-V)N-—-NE-n-1DV)

= () f'(E)#0 donde fi(¥):= T +iV.

0<i<n-1

Esta es una diferencia entre patrones y configuraciones: una progresién aritmética es un
patrén (no importa el gap), mientras que una progresion aritmética con un gap dado es una
configuracion.

La ecuacion (4.1) es nuestra motivacion para estudiar intersecciones de preimagenes o
imégenes de un conjunto bajo las acciones de las funciones f;.

Recordemos que por lo visto en los Preliminares (Lema 22 y Observacion 23) nos con-
centramos en el caso de conjuntos cerrados (o conjuntos 7).

A lo largo del capitulo, las funciones bilipschitz y las localmente bilipschitz jugardn un
papel fundamental, por este motivo recordaremos su definicién a continuacion:

Definicion 80. Una funcion f : RN — RN es bilipschitz si existen constantes positivas ¢, y
¢, tales que para x,y € RN tenemos

cillx =yl < [1f(x) = fWII < eallx =yl

En el caso particular en que ¢, < 1, decimos que f es una funcion bilipschitz no expansiva.
Y en el caso en que ¢ > 1 decimos que es una funcion bilipschitz no contractiva. A veces,
cuando queremos hacer una referencia explicita a las constantes, diremos que la funcion es
bilipschitz con constantes (cy, c;).

Definicion 81. Una funcion ¢ : Q, € RY — R es localmente bilipschitz si para todo
Xo € Q existe € = &(xp) y constantes ¢c; = ci(xg) > 0y ¢, = c2(xp) > 0 tales que para
X,y € B(xy, €) tenemos que

cillx =yl < [l (x) =yl < eallx =yl

Definicion 82. Una funcion f : X — Y es una funcion cerrada si para todo conjunto cerrado
Cen X, laimagen f(C) es cerrada enY.

Notemos primero que ser localmente bilipschitz es una propiedad mucho mas débil que
ser bilipschitz. Sin embargo no son equivalentes, y tenemos la siguiente relacion entre ellas:

Lema 83. Si ¢ : Q — RY es localmente bilipschitz cerrada e inyectiva, con Q un conjunto
cerrado en RN, entonces:

1. Si K es un subconjunto compacto de ), Yk es bilipschitz.
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2. Si A es un conjunto compacto en RN, K es un conjunto compacto en Q que estd conte-
nido en y~'(A), entonces existe una constante positiva ¢ = c(r, A) tal que

diam(y(K)) = w.

Para demostrar el Lema usaremos la compacidad de K, el hecho de que i es cerrada e
inyectiva (de hecho, ninguna de esas condiciones puede ser removida), y el lema del nimero
de Lebesgue:

Lema 84 (del nimero de Lebesgue). Sea X un espacio métrico en el que toda sucesion
tenga una subsucesion convergente y sea {U,}, un cubrimiento por abiertos, entonces existe
un 6 > 0 (conocido como niimero de Lebesgue) tal que para cualquier x € X existe U,
verificando B(x, ) C U,,.

Probemos el Lema 83:

Demostracion. 1. Como para cada x € Q existe r, > 0 y existen c;(x) > 0y c2(x) > 0 tal
que

c1(llz =yl < [W(2) = Ol < c2(x)llz - yll para todo y, z € B(x, r.) N Q.

{B(x,r,) N Q: x € K} esun cubrimiento de K compacto, por abiertos de €2,

entonces tenemos un subcubrimiento finito de K por abiertos de €Q:
B, = B(xl’ rxl) NQ,--- , By, = B(xn» rx,,) N Q,

donde
cillz =yl < ly(2) — Yyl < c5llz — yll para todo y, z € B;.

Aplicando el Lema del nuimero de Lebesgue (Lema 84) a K compacto y el cubrimiento
abierto {By,--- , B,}, tenemos que existe 6 > 0 tal que para cualquier x € K existe
i€f{l,---,n} verificando B(x, o) C B;.

Seany,z € K.

En caso de que ||y — z|]| = ¢: Consideremos la funcion f(y’,z") := |[Y(y") — ¥(Z’)|| que es
continuaen {(y’,7') € KX K : ||y’ = Z’|| = 8} compacto, por lo cual alcanza un méximo
M (finito) y un minimo m (positivo, por inyectividad de ¢). Asi tenemos que

m_ WO -y@l M
diam(®) =~ Iy=dl o

m

donde las constantes Tan®

y % son positivas y solo dependen de ¢ y de K.
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Sino, es ||y — z|]| < d. Por el Lema 84, tenemos que existe i € {1,---,n} verificando
B(y,6) C B;. Entonces resulta que z,y € B;. Llamando ¢; := min;<;, c"1 (c; es positiva)
y €3 = MiX <<y cé, tenemos que

ailly =2l < W) = ¢(@Il < c2lly - zll-

Asi, en cualquier caso, tenemos que existen C; y C, constantes positivas (que solo
dependen de ¢ y de K) tales que:

Cilly = zll < () =¥ @Il < Golly — zll Yy, z € K.

. Como / es inyectiva, tenemos definida su inversa ¢! : Im(y) — Q. Como ¢ : Q —

Im(y) es una funcidn continua, biyectiva y cerrada, resulta ser un homeomorfismo, por
lo que y~! : Im(y) — Q es cerrada. Asi, tenemos en biyeccién las topologias de Q y
de Im(y).

Veamos que ¢! : Im(y) — Q es localmente bilipschitz. Dado y(x) € Im(y) (con
x € Q), tenemos que por ser ¢ localmente bilipschitz, es

cilly = zll < W) =@l < colly =2l Yy, z € B(x, ry).

Entonces por el Teorema de Invariancia del Dominio (Teorema 88) aplicado a ¢ en
B(x,r,), tenemos que ¥ (B(x,r,)) es un abierto en Im(y), en el que ademds para todo

Y(y) € Y (B(x, ry)) verifica
! 1
C—zlltlf(y) — Y@l <lly = xll = I~ @O — ¢ @)l < C—lllw(y) — ()]

Por lo que ¢! : Im()) — Q es localmente bilipschitz.

Como A N Im(y) es compacto, por ser A compacto y Im(y) cerrado (pues ¢ cerrada y
Im(®¥) = ¥(Q) con Q cerrado).

Asi, como ¥~ : Im(y) — Q es localmente bilipschitz, cerrada e inyectiva, con Im(y))
conjunto cerrado, y A N Im(y) es compacto en Im(y); tenemos por el primer item que
' antm(y) €s bilipschitz. En particular

™' ) =¥~ @Il < Clly = zll ¥y,z € AN Im(y),
con C constante que depende de ! y de A. Por lo que
diam(K) < Cdiam(y(K)) VK compacto C ' (A),

con C constante que depende de ¥ y de A.
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4.1. Desarrollo de un resultado previo de Davies, Marstrand
y Taylor.

Desarrollaremos un trabajo de Davies, Marstrand y Taylor [8].

En ese trabajo se muestra que dada una funcion de dimension & cualquiera, y dada la fa-
milia de funciones lineales con pendiente no nula #, podemos construir un conjunto cerrado,
con medida Hausdorff-4 igual a 0, que tiene la propiedad de que para cualquier subconjunto
finito {f1,--- , fu} © F se tiene que

ﬁ F(E) # 0.
i=1

Esto muestra que aun los conjuntos muy “chicos” pueden contener todos los patrones
finitos. Esto contrasta con las construcciones de la seccion anterior de conjuntos “grandes”
evitando muchos patrones.

Antes de contruir dicho conjunto, veamos un resultado previo que nos sera de utilidad:

Lema 85. Si h es una funcion de dimension, entonces existe una sucesion (6,)en, tal que:

1
oo=1 , 0<§,< 65”_] para todo n € N 4.2)

6
lim ( 5 + l) h(ad,) = 0 para todo a racional positivo. 4.3)
n—0co \ A0y

Demostracion. Sea (a,),en una enumeracion de todos los racionales positivos. Definamos
(On)nen, por induccion: Tomamos 6y = 1. Una vez definidos &y, - - - , 6, positivos, definimos
0, como un nimero positivo satisfaciendo simultdneamente las condiciones:

0, < =0,-1

6 1
( + l)h(aidn) < —paratodol <i<n 4.4)
a0p—1 n

Esto tdltimo se puede hacer, pues por ser 4 una funciéon de dimensién, vale que lim,_,o+ h(x) =
0.
Por (4.4), para cada £ > 0 tenemos que

6 1
( +1)h(a;5n)§88ilﬁiﬁl’ly—ﬁ8,
ai0p-1 n

es decir

6 1
( + 1)h(a,-5,,) < £ si max {i; —} <n. 4.5)
aién_l &
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Por lo cual, como para cada a racional positivo, existe un iy € N tal que a = a,, por (4.5)
tomando i = iy, tenemos que: Para cada & > 0

1
+ l)h(a,-oé,,) < g para todo n > max{iy, —}.
e

( ai05n—1

Como lo anterior vale cualquiera sea & positivo,

6
1If + 1) h(a;d,) = 0.
ng%(a,.oan_l )“lo )
]

Habiendo probado ese resultado previo, estamos en condiciones de demostrar el siguiente
resultado:

Teorema 86 (Davies, Marstrand, Taylor). Dada una funcion de dimension h'y dada la familia
de funciones lineales con pendiente no nula F. Existe E C R cerrado, con H"(E) = 0, que
cumple la propiedad de que para cualquier subconjunto finito {fi,--- , f,} € F se tiene que

ﬁ f(E) # 0.
i=1

Demostracion. Para la funcidén de dimension dada en el enunciado, tenemos por el Lema 85
una sucesion (6, )xen, tal que:

1
oo=1 'y 06,< 66"_1 para todon € N (4.6)
y
6
lim ( 5 + 1) h(ad,) = 0 para todo a racional positivo. 4.7
n—oo \ A0, _1

Para cada n € N, construimos F,, que consiste en union de intervalos cerrados de longitud
On, separados por huecos de longitud één—l , a lo largo de toda la recta real (Tomamos cual-
quiera que lo verifique. No nos va a importar si consideramos ese o cualquier trasladado).
Para cada i € N definimos

K; = ﬂ Fog-1yi1,
keN

que es cerrado (por ser interseccion de cerrados).

Sea (¥, )ren una enumeracion de todas las ¥(x) := ax + b con a 'y b racionales, y a # 0.

1) Si E C U,eqn Uien ¥(K;), veamos que H"(E) = 0.
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= Comencemos por probar que para cada r € N, para cada i € N, y cada intervalo I de
longitud 1, vale que H"(I N y.(K;)) = 0
Por construccién, y,(F,) consiste en intervalos de longitud |a|d, separados por hue-
cos de longitud %Ialén_l a lo largo de toda la recta real. Con lo cual, el conjunto
I Ny, (F,) consiste en m intervalos J!,-- -, J™ donde m < P 5 + 1 y cada intervalo
tiene longitud menor o igual que |ald,.

Veamos que m < W + 1:

Recordemos que en ¢, (F,) la longitud de los huecos es één_l |a|. Por lo cual,

5n—1
-1 <1
(m—D=c=lal <

Es decir, que

+ 1.

<
|a|5n—1

Por lo tanto, por ser {J}l, ‘.- ,J,’f} un cubrimiento particular de I N ,(F,), tenemos
que

Hio, A OVUF) < ) h(IT))

1<j<m

6
< + 1) h(|alo,
(|a|5n_1 ) (lald,)

Y esto ultimo tiende a cero cuando n — co por como tomamos &, en el Lema 85.

» Concluyamos que H"(E) =

Utilizando lo que probamos en el item anterior, tenemos que

0< H'W,(K)) < ) H' ([kk+ 110y, (K)) < ) 0=0.

keZ keZ

Con lo cual
0 = H"(y(K;)) paracada r € Ny paracadai € N

De lo que se sigue:

0<H'E)< Y > H' W (K))= Y > 0=0.

relN ieN reN ieN

Y asi,
HME)=0
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2) Construyamos el conjunto E de modo que E C |, e Ujen ¥(K)):

Fijado m € N, como para cada 1 < r < m a partir de un cierto k, resulta
wr[km 2kr + 2] c (_009 _m] U [m9 +OO)
tomando 7, := [max;<,<, k., 2 max <<, k, + 2], resulta

| i) € (00, =m] U [m, +00).

1<r<m

Tomando /', := [2 maX <,<p k- +1,2 max,<,<,, k-+2] que tiene longitud 1. Si y(x) := ax+b
cona € [1,2]y b € [0, 1], resulta

X)) 21 .

Consideremos

E:=|| Lmj U (K, N 1y).

meN r=1

El conjunto E es cerrado por ser union con m € N de conjuntos cerrados |-, ¢(K,NI,) C
(—co, —m]U[m, +00). Ademads E estd contenido en | J,oy U e ¥(K;) por lo que (por el item
anterior) verifica que H"(E) = 0.

Dadas fi,--- , f, € F, queremos ver que
(M) fiE) # 0.
i=1

Tomamos ¥, (x) := a,;x + b, (a,i) # 0), de modo que f; o ¥y sea de la forma ax + b
cona € [1,2]y b € [0,1]. Llamemos R := max{r(1),--- ,r(n)}.

Usando que cada m € N puede escribirse en forma tnica como m = (2k—1)2°"! conk € N
y s € N, definimos F,, = Fop_1ps-1, Y Xm := fi © ¥, Sl para ese i existe r(i) satisfaciendo



4.1. DESARROLLO DE UN RESULTADO PREVIO DE DAVIES, MARSTRAND Y TAYLOR.75

m = (2i — 1)2"97! o y,, := id si no; tenemos que

R
() #E2 () ﬁ[U vi(K, 0 IR)]
1

1<i<n 1<i<n r=

ﬂ Jio v (Kyiy N Ig)

1<i<n

> (VKo 0 1)

meN

= ﬂxmmm)) n (ﬂXm(IR))

meN meN

ﬂxm(Km)J NI
melN

m)(m (m For-1yi-1 )) NIy

meN kelN

= ﬂmFm)] NI (4.8)

melN

]

V]

V]

donde y; es de la formaax +bcona € [1,2]y b € [0, 1].

Veamos que ((),,en Xm(Fm)) NI, €s no vacio: Por construccion I tiene longitud 1,y 6; < %,
entonces hay al menos un intervalo de y(F) que esta completamente contenido en I;. Y
utilizando que y,, es de la forma ax + bcona € [1,2] y b € [0, 1], es claro que para cada
m € N hay un intervalo completo de y,,(F,,) en cada intervalo de y,,,—1(F,-1).

Asi, vimos que I; contiene al menos un intervalo completo de y(F), y para cada m > 2
cada intervalo de y,,_1(F,,—1) contiene al menos un intervalo completo de y,,(F,,). Con lo
cual tenemos un encaje de intervalos cerrados en I, N ((,,ep Xm(Fm)), 10 que nos muestra

que Tz N (Mmen Xm(Fn)) # 0.
]

T. Keleti, D. Nagy, y P. Shmerkin publicaron [36] en 2014, en el que probaron el siguiente
resultado que generaliza el resultado de Davies, Marstrand y Taylor:

Teorema 87 (T. Keleti, D. Nagy, P. Shmerkin). Para cada d > 1y h funcion de dimension,
existe un conjunto cerrado E C R?, con H"(E) = 0, tal que para cualquier familia finita
de funciones afines en R? fi,--- , f,., se tiene que ()< jem JIUE) # 0. Y si ademds las funcio-
nes afines se eligen de un conjunto compacto (de funciones, fijado de antemano), entonces
conseguimos el mismo resultado de antes pero con E compacto.

Generalizamos en las Secciones 4.2 y 4.3 el resultado de Davies, Marstrand y Taylor y la
primera parte de la Proposicion de Keleti, Nagy y Shmerkin. Obtuvimos también resultados
y aplicaciones adicionales.
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4.2. Intersecciones finitas y configuraciones finitas

En esta seccion probaremos constructivamente la existencia de conjuntos pequefos que
tienen interseccion finita no vacia, bajo imdgenes o preimagenes de ciertas funciones.

4.2.1. Conjuntos pequeinos con una propiedad de interseccion finita

Probaremos que dada una funcién de dimension 4 y un conjunto ¥ de funciones satis-
faciendo ciertas condiciones, existe un conjunto perfecto E de medida H" nula y tal que
cualquier interseccion finita de las imagenes de E por funciones de # es no vacia.

La idea serd modificar las funciones originales componiéndolas con funciones ¥ tales
que las composiciones sean bilipschitz. Esto nos permitird mirar las intersecciones de las
imagenes de E esencialmente como una interseccion de iméagenes bajo funciones bilipschitz.

Un primer resultado para funciones bilipschitz

Recordemos el siguiente

Teorema 88 (de Invariancia del Dominio). Si U C R”" es abierto, f : U — R" es continua e
inyectiva. Entonces f(U) es un abiertoy f : U — f(U) es un homeomorfismo.

Observacion 89. Si f : RV — RV es bilipschitz, entonces es biyectiva.

Pues: Claramente es inyectiva. Y como la imagen es un conjunto no vacio, cerrado, y
ademds es abierto (pues, por Teorema de Invariancia del Dominio: toda f : R" — R" conti-
nua e inyectiva, es abierta), resulta que la imagen es R", es decir que la f resulta ser también
sobreyectiva.

Teorema 90. Sea F := {f : RN — RN bilipschitz} y sea h una funcion de dimension. Veamos
que existe un conjunto cerrado E C RN, con H"(E) = 0, tal que (., f{(E) # 0 para todo
subconjunto finito {fi,--- , f,} € F.

Para probar el teorema principal de esta subseccion (Teorema 90), vamos a necesitar el
siguiente:

Lema 91. Dada h funcion de dimension y dados L € N5, y N € N, existe una sucesion
(0,)nen € (0, 1] verificando simultdneamente:

.5y =1

(4.9)
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» para todo q € Qs vale que

(2L«/JV

qén—l

N
+ 2) h(gVNG,) =noe O (4.10)

Demostracion. Sea (g;);cn una enumeracion de Q... Construimos inductivamente la sucesion.

Tomamos 60 = 1. Si tenemos elegidos dy, - - - , 9,1, tomamos J, > 0 suficientemente chico
tal que 0, < 4\FL y
2LVN ) 1
( 5 + 2) h(g; VN6,) < - paratodo 1 <i<n.
qiOn-1 n

Lo que resta ver es que la sucesion cumple la dltima condicién. Vedmoslo: Dado g € Q,
existe un i € N tal que ¢ = ¢;. Dado € > 0 cualquiera, si n > max{i, é}, tenemos que

(3

+ 2) h(g; VN$,) < €, por lo que vale la dltima condicién. [

Con lo antes visto estamos en condiciones de probar el Teorema 90:
Para cada L € N,,, considero

={f:RY > R":3a >0, b € (0,La) tqallx =yl < [If(x) = FWII < bllx =yl Vx,y}.

Lema 92. Existe un conjunto cerrado E;, € RY, con H"E;) = 0, tal que N, fi(EL) # 0
para todo subconjunto finito {f,--- , fu,} € Fr.

Demostracion. Sea ¥ := {y : RN — RY : y(x) := Ax con 1 € Qoo = () jen € Fr-
Fijemos una sucesién como en el lema anterior, y definamos F, C R unién de intervalos
cerrados a lo largo de todo R, con longitudes ¢,, y equiespaciados con huecos de longitud

On—
szlf Sean )
F,:=FY
y
Ki = ﬂ F(Zk—l)Zi’l .
keN
Fijamos m € N. Para cada j € {1,--- ,m}, existe un k; € N tal que [|y;(x)]| > méax{m, L}

c
para todo x € ((—kj, kj)N) . Definamos

ky, := max k;,
1<j<m

E =] O Wi(K; N 1)

meN j=1
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Tenemos que
E; € (B(0, L))", 4.11)

pues ¥ ;(K; N 1,,) € (B(0, L))¢ paratodom € Nytodo 1 < j < m.
Ademais E; es cerrado, pues UT: ¥ i(KjN1,) es cerrado y estd contenido en (B(0, m))C.

Veamos que si fi,- -, f, € ¥, entonces (i, fi(EL) # 0.
Como f; € ¥, existen ¢;,d; > O tales que d; < Lc; y

cillx =yl < Ifi(x) = Il < dillx = yll Vx, y.

Tomo ¥,;y(x) := A,yx con A,;) € QN [%, L7 (el cual existe ya que d; < Lc;). Entonces,

llx = yIl < cillriy(x = Yl
< |fi o ¥riy(X) = fi o iy )|
< dillr i (x = Yl

L
< did_,-”x_y”
= Lllx —yll. (4.12)

Sea R := max{r(1l),--- ,r(n)} € N. Tenemos, por lo anterior, definido un /.
Llamemos a; := d; (kg + max; <<y [I(£71(0));]1). Veamos que

[a;, +o0) C f; o Y, (IR).

Seax = (x1,---,xy)con xy, -, Xy = a.
Quiero ver que x € f; o Y,y (Ig).
Es decir, quiero ver que /%() [l =g offi () elg = ((—TcR, k)N )
O lo que es lo mismo, quiero ver que existe una coordenada j, € {l,---,N} tal que
|(f,~_1(x)) jol = ﬂr(i)icR-
Sabemos que ||x — 0| < d,-llfl.‘l(x) - fi‘l(O)ll y que q; VN < ||x]|. Por lo tanto, tenemos que

C

a; VN < |Ixll < dllf7'(x) - £710)l < d; VN max I o = £71 ).

Entonces, existe j, € {1,---, N} tal que ff < ||(fl.“(x) - f,'_](()))jo”- Asi, por como elegimos
a;, y por desigualdad triangular, resulta

I ol = % — 100l = Aok

1

Por lo cual vale la inclusién que queriamos mostrar.
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Usando la inyectividad de f; o ¢, y llamando a := max <<, a; y I := [a, +00)V, tenemos

ﬁ SEL) = ﬂ f [U U UK, 0 Im>)
i=1 i=1

meN j=1

2 ﬂ Ji iy (Ki N 1))
i=1

= ﬂ Jio lﬂr(i)(Ki)] N [ﬂ fio E”r(i)(IR)]
i=1 i=1

= ﬂ fio l//r(i)(Ki)] N m[a"’ +oo)V
i=1 i=1
- ﬂ ﬂ Jio ‘/’r(i>(F(zk-1)2f1)) NI
i=1 keN
2 ﬂxm(Fm) NI .13
meN

Donde usamos que cada m € N se escribe en forma tunica como
m = (2k — 1)2"" conk,i € N.

Y definimos y,, := f; o Y, sim = (2k — 1)27! paraalgink € Nyalgin 1 <i<n,yy,, = id
si no.

Veamos que (4.13) es no vacio:

Para esto utilizaremos lo siguiente:

L lx = yll < lm(%) = xmO)Il < Lllx — y|| para todo m € N y todos x,y € RV,

2. Como vale que dist(x, F,,) < VN long hueco < ‘SZ—; para todon € Ny todo x. Y como

todo y € R se puede escribir como y = y,,(x) (por Observacién 89), tenemos que

6n—1
_’

dlSt(y’Xm(Fn)) = diSt(Xm(x)’Xm(Fn)) < >

para todo n € N, todo y € RY, y todos m,n € N.

3. Si C es un cubo cualquiera de F,, tenemos que diam(C) = VN§,. Por lo tanto (usando
el primer item),

diam(y,,(C)) € [diam(C), L.diam(C)] = [ VNG,, L VN6,,].

Para poder probar que (4.13) es no vacio, nos basta ver dos cosas:
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A) Existe C; cubo de F tal que I} := y,(C;) C I := [a, +o0)V.

B) Dados C,, cubo de F,, e I, := x..(C,), existe un cubo C,,, de F, tal que I, :=
Xm+l(cm+1) c Im

Pues asi tendriamos un encaje de compactos no vacios (ya que y,, es una funcion bilipschitz).
Comencemos por ver que vale el item A:
Como para todo cubo C; de F; vale que diam(y(C;)) < L VN§,, y ademas dist(y(F1),y) <
%", eligiendo yy como el vector que tiene en toda coordenada el valor a + 2(L VNS, + %");
existe un xy € y(F) tal que dist(xp,yo) < %0. Existe C; cubo de F; tal que xo € y(Cy),
cuyo didgmetro es menor o igual a L VN§,. Por lo tanto dist(x, yo) < L VNS, + %0 para todo
x € x1(Cy). Y asi, y1(Cy) C 1.
Veamos ahora que vale el item B:
Sea I, := x,u(C,,) con C,, cubo de F,,. Quiero ver que existe un cubo C,,,; de F,,,; de modo
que Lt := Xms1(Crugt) € L.
Sea x el centro de C,,, sabemos que

Om Om

Por otra parte si y es el centro del cubo C,,,, sabemos que

6m+] )

Luet € BO¢me1(»), LNN 5

Asi, si elegimos y de forma que se cumpla

Om

. S
B(Yuws1 (), LNN > L) € B(xm(x), =)

tendremos que 7,1 C I,,. Tomemos y el centro de un cubo de F,,,; tal que

VN S

_(5m +
2 T S UNL

Asi, aplicando .41, tenemos dist(y,,+1(), ¥m(x)) < @(Léer 1+ %ﬁ) Habiendo elegido y de

N
dist(y, x;;}; 0 xm(x)) < T\/_(ladomﬂ + hueco,,,1) = ).

esa forma, y por ser 9,,,1 < “‘Sﬁ (por (4.9)) resulta que

‘/_(Lam+1+ )+ L 2“\/Ns -

2 2VN

y asi vale que

221 € Blu(0, 2.

B(Ym+1(»), LYN
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Lema 93. H"(E;) =0

Demostracion. Como E; C | e Uien ¥(K), basta ver que H" (Ujew Usen lﬁj(Ki)) =0. Sea
I cubodelado 1,sean j € Nei € N, para ver lo anterior, alcanza ver que Wh(wj(l(i)ﬂf) =0.Y
como ¥ ;(K)NT € Nyen ¥ (Fax_1y-1)N1, es suficiente ver que 7‘{h”1/l_\/ﬁ(lﬂj(Fm)ﬁi) —, e 0.

Y i(F,,) es unién de cubos cerrados distribuidos uniformemente (de lado y separacion
fija) a lo largo de todo [RN de lado 4;6,,, de didmetro A; VN§,,, con huecos de longitud (en
direccion a los ejes) /l] m \F Tenemos que ¥ ;(F,) N I consiste de entre (M — D)V y MV

paralelepipedos, que forman un A; VN§,,-cubrimiento.
Como debe cumplirse que

(M — 2)4rea producto de huecos contenidos en I < volumen 1.

Resulta,

(M — 2)( 5”“)N 1.
"2L\N

Entonces,

ml
(M - 2)L"= 4 <.
2LVN

Despejando, tenemos que debe ser

M<2L\/N

< + 2.
/ljém—l
Asi,

(I N Y(F,)) < MVh(2,6,, VN)
N
< (ZL N, 2) W6, VN),

jYm-1

4(6

donde el altimo término tiende a cero cuando m tiende a infinito (por (4.10)). Por lo tanto,
1 \/76,1(1 N w(Fm)) P m—oo 0 D

Veamos como construir el conjunto E buscado, utilizando lo visto anteriormente.

Tomemos
= U EL.

LeNs»

Veamos que cumple lo que queremos:

» E es cerrado, pues para cada L tenemos que E; es cerrado y est4 contenido en B(0, L)¢
(por (4.11)).
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» H"(E) = 0, por ser unién numerable de E;, con H"(E;) = 0.

= Si f,---, f, es un conjunto finito de funciones en ¥, tenemos que existen Ly,--- , L, €
Ns, tales que f; € F;,. Tomando L := max{L,,---,L,} tenemos que {f,- -, fu} € Fr.
Entonces resulta

(Vi 2 (VhEn #0.
i=1 i=1

Y con esto concluimos la prueba del Teorema.

Aplicacion 94. Notar que una consecuencia (que también puede ser obtenida de [36]) es
que existe un conjunto cerrado E C RY, de dimension de Hausdorff cero, que contiene todos
los conjuntos finitos de puntos en el espacio (salvo traslacion).

Esto se debe a que dado cualquier conjunto finito de puntos en el espacio, podemos su-
poner que tiene un vértice en el origen, lo podemos pensar “generado”por los otros vértices
Vi, V. Elegimos

1n_(l) si x< %
fx) = (4.14)
In(2) sino

Por el Teorema, existe un conjunto cerrado E C RN de dimension de Hausdorff cero tal que
para cualesquiera vy, - - ,v; en RY tenemos que

ENE—-v)N---N(E—-w) #0.

Es decir que E contiene cualquier conjunto finito de puntos en el espacio (salvo traslacion).

Un resultado mas general
Necesitaremos el siguiente Lema para construir el conjunto.

Lema 95. Sea h una funcion de dimension y sean L,N € N dados. Existe una sucesion
(On)nen, € (0, 1] satisfaciendo simultaneamente:

1. 60:1,

On-1
< —sn=l
2.0, < 4LNN’

3. 1y (2 + 1) A(8,N2) = 0 para todo Ny, Ny € N,

Demostracion. Sea (g;)ic una enumeracion de N X N. Tomemos primero é, = 1. Una vez

que hayamos tomado 6y, - - - ,0,-1, tomamos ¢, > 0 suficientemente chico tal que ¢, < Ai”—;/lﬁ
y

(ﬂl(%)

n—1

N
1
+ 1) h(6,m2(gq;)) < — paratodo 1 <i < n,
n
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donde 7, y &, son las proyecciones en la primera y segunda coordenada respectivamente.
Veamos que la sucesion construida satisface la tercer condicion: Dados Ny, N, € N, existe
i € N tal que g; = (N1, Ny). Dado € > 0, si n > méx{i, é}, tenemos que

(Fl(f]i)
5n—1

lo que implica la tercer condicion. [

N
+ 1) h(6,m2(qi)) < &,

Teorema 96. Sean h una funcion de dimension , ¥ una familia de funciones continuas de
RN a RN tal que existe una familia contable de funciones cerradas, inyectivas y localmente
bilipschitz ¥ = {¢, : Q, — RN}, cada una definida sobre un conjunto cerrado Q, y
satisfaciendo las siguientes condiciones:

iy voo e, (W (O]] = +00.

» para cada f; € ¥ existe Y,;) € ¥ tal que f; oy, es una funcion bilipschitz no contrac-

tiva en Q.
» dadas finitas funciones (cualesquiera) fi, -, f, € ¥, el conjunto Ay, ... 5, definido
como .
Aa,fl’...’fn = ﬂ ﬁ [e) (//r(i)lgr(i) (((—a, a)N) )
1<i<n

contiene bolas arbitrariamente grandes para todo a > 0.

Entonces existe un conjunto perfecto E C RY, tal que H"(E) = 0y 1<icn fi(E) # 0 para
cualquier subconjunto finito {f,--- , f,} € F.

Antes de probar el Teorema veamos algunas observaciones:
Observacion 97. Notar que si tenemos, por ejemplo,
F={fix):=x*+1, fo(x):==x*}con N =1,

resulta que Im(f1) N Im(f;) = 0y en este caso no puede existir tal conjunto E.

La condicion de que Ay, ... s, contenga bolas arbitrariamente grandes, nos estd diciendo
que eso no puede suceder, mds aiin nos dice que las imdgenes de finitas funciones de F deben
intersecarse “mucho”hacia “el infinito”. Esto tiltimo se utiliza a la hora de armar un encaje
de compactos no vacios dentro de todas estas imdgenes (de composiciones), para garantizar
que la interseccion serd no vacia.

Observacion 98. La condicion “dada f; € F existe Y, € Y tal que f; o ) es bilipschitz
expansiva”, puede ser reemplazada por “dada f; € ¥ existe y,;) € WY tal que f; o Y, es
bilipschitz con constante inferior ¢ > 0 (uniforme para todas las f; € F)”. Es claro que la
segunda condicion es mds general. Pero son equivalentes, esto se debe a que si tenemos la
segunda condicion podremos considerar una nueva familia ¥ := {yog: y € ¥y g(x) := %x}
que cumpla la primera condicion.
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Observacion 99. El hecho de conseguir un conjunto cerrado bajo las hipotesis del Teorema
es lo optimo posible, en el sentido siguiente: para cualquier familia F que verifique el enun-
ciado, no es posible conseguir un conjunto compacto. Esto es porque no existe un conjunto
acotado E tal que (<<, 9i(E) # 0 para cualesquiera finitas ¢y, - - - , ¢, funciones afines.

Observacion 100. Vamos a citar algunas de las diferencias que introdujimos en la demos-
tracion del Teorema 96, para generalizar el resultado de [8]:

1. Utilizamos el Lema 95, el cual es una modificacion del utilizado por [8], en el que in-
trodujimos la dependencia de la constante L relacionada con la contraccion-expansion
de las composiciones de las funciones y la dimension ambiente N, ademds de introdu-
cir mayor grado de libertad al considerar Ni, N, € N en lugar de solo una variable

acqQ.

2. Introdujimos en la demostracion la dependencia del tamario de los huecos en funcion
de LydeN.

3. Escribimos la familia ¥ = \J;s, 1, para probar el resultado en cada ¥ y luego
extenderlo a F.

4. Al probar que la interseccion es no vacia, nos quedamos sélo con la familia de indices
A, sin introducir otras funciones (en la demostracion de [8] completan esos indices a
N tomando las nuevas funciones como la funcion identidad), porque sino en este caso
la interseccion podria ser vacia.

5. Para poder hacer la prueba del encaje de compactos necesitamos introducir la hipote-
sis del conjunto Ay, ... s, (que en cierto sentido se asemeja al rol que cumplia el I}
en [8]) que es lo que nos permitié aplicar x,, y x| para cualquier m sin perder parte
de los conjuntos, con lo cual seguimos teniendo control sobre las distancias en los mis-
mos. En definitiva la prueba de esta parte también se basa en encaje de compactos y de
bolas, y se basa en distancias. Aunque para poder probar algunos encajes, utilizamos
el Teorema de separacion de Jordan-Brouwer.

6. En la prueba de H"(E) = 0 necesitamos trabajar con un conjunto engordado y usar
que Y es localmente bilipschitz para controlar los didmetros del cubrimiento.

Comencemos por recordar la siguiente

Definicion 101. Dado x € R, definimos el techo de x como [x] el menor niimero entero que
es mayor o igual que x.

Y recordemos también el Teorema de separacion de Jordan-Brouwer (el cual generaliza
el Teorema de la curva de Jordan a mas dimensiones):
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Teorema 102 (Jordan, Brower). Sea X una esfera topolégica en R"!, es decir que X es la
imagen de la esfera n dimensional S, por una funcién continua e inyectiva, en R"*'. Entonces
el complemento Y := R™'\ X consiste de exactamente dos componentes: una acotada (el
interior) y otra no acotada (el exterior), y el conjunto X es la frontera que tienen en comiin.

Ahora si probemos el Teorema 96:

Demostracion. Sea ¥ = Jen., 1, donde

Fr:={f € ¥ : Ay € ¥ satisfaciendo todas las hipétesis
tal que f o i es bilipschitz con constantes (1, L)}.

Probaremos que dado L > 2, existe un conjunto cerrado E; C B(0, L), tal que H"(E;) =
0y MNi<i<n fi(EL) # 0 para todo subconjunto finito {f,- - , f,} de F..

Para ver esto, fijemos L > 2 y sea (9,,),en 1a sucesion dada por el Lema 95.

Definamos ¥, € R como una unién de intervalos cerrados de longitud 6,, en los reales

positivos, que son equiespaciados y los intervalos complementarios tienen longitud Li”—:‘m.

Sea F, := F y sea K definidos como

Kj = ﬂ F(Zk—l)2-f‘1 .
keN

Por eleccion de la sucesion (6,),en y €l argumento de abajo, se sigue que K es no vacio.
Fijemos ahora m € N. Como por hipdtesis 1imy coxeq; [I¥j(X)]| = +oo para cada j €

{1,---,mj}, existe k; € N tal que [|;(x)|| > max{m, L} para todo x € ((—kj,kj)N)C N Q;.
Definimos

I, = ((—l}m,l}m)N)C con k, := max k;, (4.15)

1<j<m

E = Jwikn .0 Q).
meN j=1
Como ¢ (K; N1, N Q;) € (B(O, L)) para todo m € Ny todo 1 < j < m, tenemos que
E; C (B0, L))°.
Ademads, E; es cerrado, porque UT:I W i(K;j N I, N Q;) estd contenido en (B(0, m))°© y es
cerrado ya que i es una funcién cerrada.
Nuestro conjunto cerrado buscado E es

E:= U E,. (4.16)

LeN3»

Para poder probar que E satisface las condiciones deseadas, nosotros primero necesitamos
probar las siguientes afirmaciones:
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1. Afirmacién 1: Dado fi,---, f, € ¥, se tiene que (i, fi(EL) # 0.

2. Afirmacién 2: H"(E.) = 0.

1. Probemos la Afirmacién 1: Por la hipétesis de la familia de funciones, para cada fun-

cion f; asociamos una funcion ¢, tal que f; o ¢,; es bilipschitz con constantes (1, L)
cn Qr(i)-

Sea R := max{r(1),---,r(n)} € N,y sea Ix dado por la ecuacién (4.15).
Por hipétesis A := (<, fi © ¥rila,, (Ir) contiene bolas arbitrariamente grandes.

Por lo tanto, usando la inyectividad de f; o ¢,(; tenemos que
(AED =1 (U | wila,(k; 0 Im))
i=1 i=1 melN j=1

D ﬂ fi (w,(,-)lg,(,.)(Krm n IR))

i=1

2 (Q Jio lﬁr(i)kz,(,-) (Kr(i))] N [O fio lﬁr(i)kzrm(IR))

2 ([ ) 0 Wil (Faumza-n N A. (4.17)
i=1 keN
Para cada r(i) € {r(1),...,r(n)} consideremos todos los m € N que son de la forma

(2k — 1)2"~! con k € Ny definamos g,, := f; o ¥,)la,,- Sea A el conjunto contable
de todos esos indices que los consideramos estrictamente ordenados (m, < m,,; Yn €
N, m, € A). Notar que puede haber muchos g,, que sean iguales. Asi, reescribimos la
ecuacion (4.17) como

(VAED 2 () gnFw) N A. (4.18)
i=1

meA

Para poder mostrar que esta tltima interseccion es no vacia, probaremos que:

a) Existe un cubo C; de F,, tal que C; C g, (A).
b) Dado un cubo Cy de F,, incluido en g;ul{(A), existe un cubo Cy,; de F,,,, tal que
gmk+1(ck+1) c gmk(ck)-
Esas dos condiciones producen una sucesién de conjuntos compactos anidados y, por

lo tanto, su interseccidn sera no vacia.

Veamos esas dos condiciones:
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a)

b)

Por hipotesis, para cada p > 0 existe una bola B, de radio p contenida en A que
esta contenido en Im(g,,, ), y como los cubos de F,,, estin distribuidos uniforme-
mente en todo RY con la misma longitud y separacién tiene que existir una bola
de radio £ contenida en g, (B,) C g, (A).

. ) . S
Sea x el centro de C; C g,‘nly(A). Tenemos las siguientes inclusiones B (x, Tk) -

Cr C &, I(A) y por lo tanto g, (B( X, 62 )) C gm (Cr). Ademas podemos ver que

C B 5mk
5] ()

Seaye B (gmk(x), 6%) Siy ¢ gm, (B (x, %)), y como g, €s inyectiva y continua,

por el Teorema de separacion de Jordan-Brouwer, g, (6B(x, %)) es la frontera

entre las regiones g, (B(x, ) y R¥\ g, (B(x, ) Claramente g, (x) estd con-
tenido en la primera region, y por lo asumido, y pertenece a la segunda regién. Por

lo tanto, debe existir z € g, (BB(x, Oy )) tal que dist(z, g, (x)) < dist(y, g, (X)).

Como g, es bilipschitz no contractiva, tenemos que

— dist(g(2), x) < dist(z, g (1)) < dist(y, gy (1) < 2%,

2 2°

lo que es una contradiccion.
Juntando todas las desigualdades, tenemos que

N Om
(gmk(x) ) = gmk [B (x 7)] c gmk(ck) (419)

De aqui concluimos que

n 5mk - 5mk
B:= B(gmkﬂ(gmk(x))’ Z) c gmllm [B (gmk(x)’ i)) (4.20)
C e,y (8m (Ci)).

donde la primera inclusion se prueba analogamente que se prueba (4.19).

Para ver que de hecho hay un cubo de F,, ., en B, es suficiente mostrar que

k+1

6mk+] 1 6mk
< — .
v_ mk+l —= 2L
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6’)1
Como myy; > mk,.tenemos qQue Sy, -1 < O, Y Omy,y < 4L\k/ﬁ :
tomamos la sucesioén usando el Lema 95. Esto prueba la desigualdad deseada, y
por lo tanto la Afirmacioén 1.

por la forma en que

2. Probemos la Afirmacién 2, i.e. veamos que H"(E;) = 0.

Como Ep C Ujan Uien ¥(K), es suficiente ver que
H' [U U w,,-(Ko] = 0.
JjeN ieN

Sea I un cubo con longitud de lado 1, y sea i, j € N. Serd suficiente para ver eso
que Wh(wj(Ki) N 1) = 0. Pero como Yi(Ki) N I < Mien U i(Fok-1)2-1) N I, veamos que
H: v, W i(Fp) N 1) —,0 0 donde N, := Ny (i, N, T) € N.

Sea
M := #{J cubo en F, tal que ¥ ;,(J) N I+0).

Como el didmetro de los cubos en F,, es VNG, < VN, si J es un cubo en F, tal que
JnN w]‘.l (I) # 0 tenemos que J est4 contenido en un conjunto compacto G:

JCG =Gy, IN) = {x: dist(x,y;' (D) < YN}

Como ¥ es una funcién inyectiva, cerrada y localmente bilipschitz definida en el con-
junto cerrado €2;. Cuando restringimos al conjunto compacto G, por Lema 83 tenemos
que ¢ es bilipschitz con ciertas constantes (a, b), donde a y b solo dependen de N, I 'y
. Por lo tanto, si J es un cubo en F, tal que J N wj‘.l(f) # (0, entonces

diam(y;(J)) < b diam(J) < b VN6, < N, 6,
donde N, := Ny(I,;, N) € Ny por lo tanto

His (i(F) N D) < MA(NS,). (4.21)

Sea ahora Q = Q(, N, ¥ 7) un cubo de lados paralelos a los ejes y con lados de longitud
€= f(f ,N,¥;), que contiene a G. Tenemos que

N N
4 (8LVN
M <#{Jcubode F,: JC Q} < } S( \/_+1) ,

On-1 6
0, + BLVN n—1

N N
y por lo tanto Ms( 1+1) ,

n—1
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donde N, = N,(I, N, W) = [t8L VN] € N. Reemplazando esto en la ecuacion (4.21)
tenemos que

Ni

H Wi(F)nD < ( >

N
+ 1) h(N»6,)

n—1

que tiende a 0 si tomamos (9, ),cn como en Lema 95. Esto completa la demostracion de

la Afirmaci6n 2.

Ahora estamos en condiciones de probar que el conjunto E dado por (4.16), satisface la
tesis del Teorema. Recordemos que E estd dado por:

E:= U E,.

LENZQ
Vale que:

= FE es cerrado, porque para cada L tenemos que E; es cerrado que estd contenido en
B(0, L)°.

» H"(E) = 0, ya que E es una unién contable de conjuntos de medida H" cero.

= Si fi,---, f, es cualquier conjunto finito de funciones de ¥, existen nimeros naturales
Ly,---,L, € Ny, tales que f; € ¥,,. Tomando L := max{L;,---,L,} tenemos que
{fi,-+, f.) € Fr,y por lo tanto

(V4B 2 () siEn # 0.
i=1 i=1

Por el primer item, E es cerrado, y el siguiente Lema muestra que modificando ligeramente
la construccién del conjunto E, podemos hacer que E sea perfecto y siga satisfaciendo las
condiciones requeridas. Esto completa la demostracion del Teorema 96. [

El siguiente Lema muestra que si nuestro conjunto E tiene puntos aislados, podemos
reemplazarlo por otro conjunto sin puntos aislados y que siga satisfaciendo las condiciones
requeridas.

RN que es cerrado o de

Lema 103. Dada una funcién de dimensién h y un conjunto E C
2 E del mismo tipo pero sin

clase T tal que H"(E) = 0. Entonces existe un conjunto E
puntos aislados y tal que H"(E) = 0.

Demostracion. Sea D el conjunto (contable) de todos los puntos aislados de E. Para cada
x € D tomando una bola B(x, r,) suficientemente chica como para no tocar el conjunto ni otra
bola elegida entorno a otro punto aislado, i.e. B(x, r,) N E=0 y B(x,r) N B(y,ry) = 0 para
todo x # yen D.
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Sea ahora C un conjunto compacto sin puntos aislados, contenidos en [0, 1]V tal que
H"(C) = 0.

Para cada x € D podemos poner una copia reescalada y trasladada C, € B(x,r,) de C,
que es compacto, no tiene puntos aislados y H"(C,) = 0. Obtenemos el conjunto buscado E
considerando E := EU | p Cs. O

Mostraremos algunas familias de funciones para las cuales el Teorema 96 puede ser apli-
cado.

El siguiente Corolario muestra que el resultado que vimos anteriormente para las bilips-
chitz es un caso particular del Teorema 96.

Corolario 104. Sea F = {f : RY — RY bilipschitz} y sea h una funcion de dimension.
Existe un conjunto perfecto E € RY, con H"(E) = 0, y tal que N, f(E) # 0 para todo
subconjunto finito {fi,--- , f,} € F.

Demostracion. Consideremos la familia contable de funciones lineales
¥={y:RY - RV y(x) = Ax © 1€ Qul,

que satisfacen las hipotesis del Teorema 96.

Para cada funcién bilipschitz f € F sea (c, d) las constantes bilipschitz. Asociamos a f
cualquier funcién ¥(x) = Axcon 1 € Q. 1. Cualquier elecciéon cumple que f o i es bilipschitz
no contractiva en RY. Ademds, como f oy : RY — RY es bilipschitz, por el Teorema de Inva-
riancia del Dominio (Teorema 88), es biyectiva y por lo tanto f o Y(RY) = RY. En particular,
para cualquier a > 0, tenemos que

(f oy (((—a, a)N)C))C =foy ((—a, a)N) )

Por lo tanto, dado cualquier conjunto finito de funciones fi,--- , f, € ¥ y a > 0 tenemos
que

Aufiomf, = m fio v (((—a, a)N)C)
1<i<n

=R\ | fiowno ((—a.a)").

1<i<n

Pero U <i<n fi © ¥y ((—a, a)¥ ) es acotado (pues f; o ¥,(; es continua en todo RY y (—a, a)”
acotado) y por lo tanto A, ;... r, contiene bolas arbitrariamente grandes. [

Aplicacion 105. Notar que una consecuencia de este Corolario (que también puede ser ob-
tenida de [36]) es que existe un conjunto cerrado E en RN con dimension de Hausdorff 0 tal
que para cualquier conjunto finito A de RY, existe z4 € RN tal que A+z, C E; i.e. E contiene
todo conjunto finito de RY salvo translaciones.
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Esto se debe a que dado cualquier conjunto finito de puntos en el espacio, podemos su-
poner que tiene un vértice en el origen, lo podemos pensar “generado ’por los otros vértices
Vi, W Elegimos

-1 . 1
S Si x < 3

h(x) = 4.22)
In(2) sino

Por el Corolario 104, existe un conjunto cerrado E C RN de dimensién de Hausdorff cero tal
que para cualesquiera vy,- - ,v; en RN tenemos que

EN(E-v)N---N(E-v)#0.
Es decir que E contiene cualquier conjunto finito de puntos en el espacio (salvo traslacion).

Para continuar exhibiendo conjuntos de funciones que satisfagan las condiciones de nues-
tro teorema, usaremos la noracion R[x] para la familia de polinomios en R con coeficientes
reales.

Como consecuencia del Teorema 96, tenemos para N = 1:

Teorema 106. Sean h una funcion de dimension, ¥ una familia de funciones continuas de R
en R tales que existe una familia contable Y = {i};}; de funciones a valores reales, inyectivas,
cerradas, localmente bilipschitz, con dominio Dom = [cj, +00), lim,_,,« [ j(x)| = +00 para
todo j € N, verificando que: Para cada f € F, existe ; € ¥ tal que

n lim, i f 0 Y (X) = +00
» f oy es bilipschitz expansiva en [c;, +00)

Entonces, existe E C R cerrado, tal que H"(E) = 0y (1<cp fi(E) # 0 para todo {f1,--- , f,}
subconjunto finito en F.

De este Teorema se siguen varias aplicaciones para funciones a valore reales:

Lema 107. La familia
F :={P: P polinomio no constante, con coeficiente principal positivo}

cumple las hipotesis del Teorema 106.

Demostracion. Para cada n € N, tomo la familia
¥, :={P : P polinomio de grado n con coeficiente principal positivo},

que verifica ¥ = |, Fr- A la familia 7, le asociamos la familia contable

W, :={y:[l,+0) > R: Y(x):= (g)a+cfcon&,cferZz>0}.
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Asi, si vemos que ¥, cumple las hipétesis del Teorema para 7, tenemos que ¥ := |, ¥r
familia contable que cumple las hipotesis del Teorema para F .

Notar que ¥, es una familia de contables funciones a valores reales, con dominio [1, +0),
inyectivas, cerradas, localmente bilipschitz, con lim,_,, [/(x)| = +oo.

I
A cada P(x) = Y}_,ax* € F, le asociamos una y(x) = (ﬁ) +deW¥,conae Qn(,a,].

Por lo cual 2 > 1, y después elegiremos d de forma conveniente.
Asi tenemos, usando el binomio de Newton, que

Pozp(x):Zak(xn +cf)

1] Il
M- F
~ =~
— 'M»
~
U Q ~.
I~.| =~ SN —
S
d )
= T
S~ <

I

B
~.

%,

donde A; := 3,545, (';):—gcfk‘j. Se verifica que lim,_, o, Poy(x) = +00, pues A, := 2 > 1. Para
cadal < j <n-1,A; es un polinomio en la variable d de grado n — j > 1, con coeficiente
principal (’;)“—2 > 0. Por lo cual podemos elegir d € Q suficientemente grande tal que A i>0

paratodo1 < j<n-1.
Para x >y > 1, existen &; € [x, y] tales que

Poy(x) = Poy(y) = ) Ajxi —y7)
j=1
oo
=Y A -y + Ax-y)
="

Tomemos M := [m.’:’lxlS jn A f|. Y usando también que A, > 1, tenemos
|x =yl < |Poy(x) = Poy(y) < Mnlx -y Vx,y > 1.
Asi P oy es bilipschitz de constantes (1,nM) en [1, +00). L]
Lema 108. La familia
¥ :={P: P polinomio de grado impar}

cumple las hipotesis del Teorema 106.
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Demostracion. Para cada n € N impar, tomo la familia
¥, :={P : P polinomio de grado n},

que verifica ¥ = |, impar Fn- A la familia F, le asociamos la familia contable
Y, ={y : [1,+00) > R: ¥(x):= (?) +dcona,de Qya> 0}
a

U{y : [1,400) = R: ¥(x) ::—((2)”+3) con&,derZz>O}.

Asi, si vemos que ¥, cumple con las hipétesis del Teorema para F,, tenemos que ¥ :=
Unen W familia contable que cumple con las hip6tesis del Teorema para 7.

Notar que ¥, es una familia contable de funciones a valores reales, con dominio [1, +c0),
inyectivas, cerradas, localmente bilipschitz, con lim,_, o, [/(x)| = +oo.

Sea P(x) = };a jxj € ¥, con n impar. Como a, # 0, tenemos dos casos. O bien @, > 0 0
bien a, < 0.

Sia, > 0, sale como en el Lema 107.

L
Si a, < 0, es parecido. Veamoslo. Tomo ¢(x) = — ((f) + d) con a racional positivo

menor que |a,|, el d serd elegido después en forma conveniente.
Usando el binomio de Newton, tenemos

n

Poy(n) =) ay-1) ((2) - c?)k

k=0
Y 5 (k) xi
=) D Z( )ﬂzk—/
k=0 7=0 an
= Z B,
j=0
donde B; := }i_; (l;) (—}Zfak dk-i
Como nes impary 0 < @ < |a,|, es B, := |6;_| > 1. Paracada 1 < j <n— 1, por ser B,

un polinomio en la variable d, de grado n — j, con coeficiente principal (;’)# > 0 (que es
positivo pues a, < 0y n impar). Entonces podemos elegir d € Q suficientemente grande tal
que B; > O paratodo 1 < j<n.

Para x >y > 1, existen &; € [x,y] tales que

an

Poy(x) = Poy(y) = Y Bj(xt —y7)
=1

n—1 . .
= Y B2 e =)+ Bix-y)

=1
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Tomemos M := [méxlS i< B j-‘. Y usando también que B, > 1, tenemos
Ix =yl <|Poy(x)—Poy(y)l < Mnlx—y Vx,y>1.

Asi P oy es bilipschitz de constantes (1,nM) en [1, +00).
Ademas, en cualquier caso (a, > 0 0 a, < 0) vale que lim,_, o P o ¥(x) = +c0. O

Lema 109. La familia

¥ :={bo P: P polinomio no constante con coeficiente principal positivo

v b bilipschitz con lim b(x) = +oo}

X—+00

cumple las hipotesis del Teorema 106.
Demostracion. A cada P polinomio no constante con coeficiente principal positivo, le asocia-
mos p como en Lema 107, y a cada b bilipschitz de constantes (c, d) con lim,_, ,, b(x) = +00
le asociamos ¥, (x) := Axcon 1 € QN [%, Ij] (donde habiamos fijado L € N5, tal que d < Lc).

Las funciones de la familia contable ¥, son lineales, inyectivas, cerradas, bilipschitz,
con dominio R, continuas. Las funciones de la familia contable W¥p son inyectivas, cerradas,
localmente bilipschitz, con dominio [1, +c0), continuas.

Entonces, las funciones de la familia contable ¥ := ¥p o ¥, son inyectivas, cerradas,
localmente bilipschitz, con dominio :,0,;] [1,+00) = [cp, +00) (pues ¥p(x) := Ax con A > 0).

Ademas, por ser ¥,(x) := Ax con A > 0, P oyp un polinomio no constante con coeficiente
principal mayor o igual a 1, y por hipétesis lim,_, ., b(x) = +00; tenemos que

Ilim b o P o Yrp o Yfp(x) = +o0.

X—00

Solo resta ver que bo Poypoys, es bilipschitz expansiva. Vedmoslo. Para esto utilizaremos
que b es bilipschitz (c,d), P o yp es bilipschitz (1, Mn) y y, es bilipschitz [, &].

lx =yl < cln(x) = ()l
< c|Poypoyp(x) = Poyp oyl
<|boPoypoyy(x)—boPoypoi(y)l
< d|Poypoyp(x)— Pop oy

< dMnlyp(x) — Yp(y)l
< LMn|x - |

donde en la primera desigualdad usamos que A > % y en la dltima que dA < L.

Lema 110. La familia

F :={bo P: P polinomio de grado impar
v b bilipschitz con lim b(x) = +oo}

X—+00

cumple las hipotesis del Teorema 106.
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Demostracion. (es andloga a la anterior) A cada P polinomio de grado impar, le asociamos
Ywp como en Lema 108, y a cada b bilipschitz de constantes (¢, d) con lim,_,, b(x) = 400 le
asociamos ¥,(x) ;= Axcon 1 € Q N [%, 5] (donde habiamos fijado L € Ny, tal que d < Lc).

Las funciones de la familia contable ¥, son lineales, inyectivas, cerradas, bilipschitz,
con dominio R, continuas. Las funciones de la familia contable Wp son inyectivas, cerradas,
localmente bilipschitz, con dominio [1, +c0), continuas.

Entonces, las funciones de la familia contable ¥ := ¥p o ¥, son inyectivas, cerradas,
localmente bilipschitz, con dominio 1/11;1 [1,+00) = [cp, +00) (pues Yp(x) := Ax con A > 0).

Ademas, por ser ¢, (x) := Ax con A > 0, P oyp un polinomio no constante con coeficiente
principal mayor o igual a 1, y por hipétesis lim,_, ., b(x) = +00; tenemos que

Ilim b o Poypo,(x) = +oo.

X—+00

Solo resta ver que bo Poyspois, es bilipschitz expansiva. Vedmoslo. Para esto utilizaremos
que b es bilipschitz (¢, d), P o yp es bilipschitz (1, Mn) y ¢, es bilipschitz [%, Ij .

Ix = yI < el (x) — ¢ (y)
< clPoypody(x)— Popoiy(y)
<lboPoypoyy(x)—boPoipoyyy)
< d|Poypoi(x)—Poypoiy(y)l
< dMnls(x) = ¥ (y)l
< LMn|x —y)|

donde en la primera desigualdad usamos que A > % y en la ultima que dA4 < L.

4.2.2. Conjuntos perfectos conteniendo toda configuracion finita

Como la definicion de configuraciones viene dada como interseccion de preimagenes,
en lugar de imdgenes (ver ecuacion (4.1)), en esta seccion probaremos un resultado andlogo
para intersecciones de preimagenes.

Teorema 111. Sea h una funcion de dimension, ¥ una familia de funciones continuas de
RY de RN tal que existe una familia contable ¥ = {;}; de funciones inyectivas, cerradas,

continuas definidas en conjuntos cerrados Q; € R", en RY, y tal que :,Z/J‘.l son localmente
bilipschitz con lim ||lﬁj_~l(x)|| = +o0 para todo j, satisfaciendo:
llxll—-+o0,xelm(y ;)

» para cada f; € F existe Y, € ¥y un conjunto cerrado D; C R" tal que Y, o filp, estd
bien definida y es bilipschitz no expansiva.
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» para cada a > 0y cualquier eleccion de finitas funciones fi,--- , f, € F, tenemos que

Aagio g, = [ Wi 0 flp) " (=2, @))")

1<i<n

contiene bolas arbitrariamente grandes.

Entonces existe un conjunto perfecto E C RN, tal que (<<, ' (E) # 0 para cada conjunto
j p q 1<i<n J; p j

finitode {fi, -+, f,} CF y H"E) = 0.

Demostracion. La demostracion es andloga a la prueba del Teorema 96, definiendo ¥, como

1
{ fi € F 1, asociada a f; satisface que y,;, o filp, es bilipschitz (Z’ 1)},

y considerando ¥ = (., F1-

Para cada L > 2, construimos primer un conjunto cerrado E; C B(0, L) tal que H"(E;) =
0,y Ni<i<n f; '(EL) # 0 para cualquier subconjunto finito {fi, - - - f,} of 7.

Para esto, para cada j € {1,--- ,m}, existe k,, € N tal que ||¢/j‘.1(x)|| > max{m, L} para todo

c . c
X € ((—km, km)N) N Im(y ;) para todo 1 < j < m. Definimos 1, := ((—km, km)N) y

Er = w0 1) € (BO,L)C .

melN j=1

Dadas fi,-- -, f,, por hipétesis tenemos que A := () <;<,(¥,) © fil Di)‘l(IR) contiene bolas
arbitrariamente grandes. También tenemos que

ﬂ fiED 2 ﬂ & (F) N A, (4.23)
i=1

meM

donde definimos g, := ¥, o filp, para los m que son de la forma (2k — 1)2"0~! con k € N
y cualquier (i) con 1 < i < n. Llamemos M al conjunto contable de esos indices que los
consideraremos ordenados en forma creciente.

Para probar que la interseccion en la ecuacion (4.23) es no vacia, veamos que

1. Existe un cubo C; de F,, tal que C; C g, (A).

2. Dado un cubo C; de F,, que estd contenido en g,,(A), existe un cubo Cy; de F,,
contenido en g,,,,(A), y tal que g,‘nL (Cry1) C g,;,lc(Ck).

k+1

En esta forma, como g;! es localmente bilipschitz, tenemos una sucesién de conjuntos com-
pactos, no vacios, encajados, cuya interseccion serd no vacia.
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Por lo tanto, H"(EL) = 0. Como E; € U jen Uien %' (K)) es suficiente ver que si I esun
cubo de lados de longitud 1, j,i € N, tenemos

Hi (W7 (F) N D) —pi00 0 donde A := Ay, N, ).
Notando que
M := #{J cubo de F,, tal que ;' (J) N T # 0},
y razonando como en la Afirmacion 2 del Teorema 96 el resultado se sigue.

Finalmente, tomando
E:= U E;

LED\‘22
y usando el Lema 103, concluimos la demostracion. O]
Ahora estamos listos para probar el resultado que estibamos buscando: construir un con-
junto E con medida H" cero que contiene todo configuracién polinomial finita. Obtenemos

este resultado para el caso de una variable como un caso particular del Teorema 111. Entonces
lo extendemos a polinomios en varias variables en el Teorema 113.

Teorema 112. Sea h una funcion de dimension, P la familia de polinomios no constantes
en una variable con coeficientes reales. Entonces existe un conjunto perfecto E C R, tal que
HME) = 0y Ni<icn P7(E) # 0 para cualquier subconjunto finito {Py,--- , P,} en P. En
particular E contiene cualquier configuracion polinomial finita.

Si h es tomada adecuadamente, E es un conjunto perfecto que tiene dimension de Haus-
dorff cero y que contiene cualquier configuracion polinomial finita.

Demostracion. Consideremos la familia de funciones cerradas, inyectivas y continuas
W= (g2 [0, +00) > R, %(x) = gxr - n€N, g€ Qu)
U5 (—00,00 > R, y(x) = q(=x)7 : neN, g€ Quol;
y tal que para cada ¢ € ¥, tenemos
» ! esinjectiva, cerrada y localmente bilipschitz y
= 1My 7 (0] = +o0.

Esta familia verifica que para cada P(x) := };_, aix* € Pcona, # 0 (n > 1), podemos tomar
¥ €Y como

qx»lvconqe@m[ L L] ifa, >0

2a)n dal
g(=x)* con g € Q mT ! Ll] ifa, <0.

T
2ap|n  Alap|n

Y(x) =
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Tomamos Mp € N tal que
|P| es injectiva en [Mp — 1, +00) y tenemos que 4.24)

1
7 < (W © Plipp-1.4+00) ()| < 1 para todo x > Mp — 1. (4.25)

En otras palabras, Pljs,-1 1) €S Siempre positiva o siempre negativa, inyectiva y /0 P|ja,-1 +o0)
estd bien definida, i.e. Im(P|p,-1+)) € Dom(y).
Notar que podemos pedir que la condicién en la derivada, como

| n—1 k+1 kl

) + Diso re1 13
W oPY(x)| = g— a2 T s e qlag]” e[—,—].
(& X7y aext) ' 2°4

En particular, ¥ o P es bilipschitz no expansiva con constantes (}‘, 1) en [Mp, +c0).
Como ¥ o Pljp, +0) €8 inyectiva, podemos definir su inversa.
Mis ain lim,_, (¥ o P)~'(x) = +co. Ademds

1 1
YoP:(Mp—1,+0) > yo P(Mp—1,+c0) = (E|P(Mp - l)|n,+oo)

es abierto, y por lo tanto ( o P)7! : [%lP(Mp)lﬁ, +oo) — [Mp, +00) es continua. Finalmente,
como ¥ © Py, 40y €8 Creciente, (Y © Pliy, 1)) ' €8 también creciente.

Por el Teorema 111 con N = 1y ¥ = P, asociando a cada P una funcién ¢ y Mp como
indicamos arriba, obtenemos el resultado deseado. O]

De hecho, podemos extender este resultado al caso de polinomios en varias variables.

Teorema 113. Dada una funcién de dimension h, y dada P la familia de polinomios no
constantes en varias variables P : RN — R, entonces existe un conjunto perfecto E C R tal
que H"(E) =0, y (N1<icn Pi‘l(E) # 0y cualquier subconjunto finito {Py,--- , P,} in P.

Demostracién. Tomamos E el conjunto dado por el Teorema 112. Dados P,,--- ,P, € P,
serd suficiente elegir A,,--- , Ay € R tales que

Py(t) = Pi(t, A, , ANt), -+, Po(f) := P,(t,Ast,- - , Axt) sean polinomios no constantes
en una variable, ya que por por el Teorema 112 existe ¢ € R tal que

Pi(t,zt,-++ ,ANt) €EE

P’n(t9/12t’. T 7/1Nt) € E

de lo cual se seguird el resultado.
Tomando A,, - - - , Ay, sea d; := grado(Py) y escribiendo

5 — (k) i1 in
Pk(xl"" axN) - Z Z ail,---,ile Xy

OSdek i +---+iN:j



4.3. INTERSECCIONES INFINITAS E INFINITAS CONFIGURACIONES 99

k)

donde a; . F 0 para algunos i; + - - - + iy = dj.
Entonces,
N . . . .
Pt) = Pyt oty Au) = o 0 Yl Ay,
0<j<dp  i1++in=]
donde af{‘) i * () para algunos i; + - - - + iy = dj.
Como siempre existen A, - -+ , Ay € R satisfaciendo
(k) i> in OVl <k<
ail,n-,iN/lz . /lN + <k<n,
i1+ +in=dy
se obtiene la construccion deseada. O

No pudimos obtener un resultado similar para configuraciones polinomiales multivalua-
das usando nuestro método de demostracion. Esto se debe al hecho de que necesitariamos
que si P es un polinomio multivaluado de RY — RY,i.e. P := (Py, -, Py) con P;: RV - R
y N > 2, entonces exista un conjunto Dp € RY que contenga bolas arbitrariamente grandes
tal que P|p, sea inyectivo.

No es sencillo caracterizar una familia de polinomios multivaluados que satisfagan esa
condicion, pero es facil ver que no cualquier familia de polinomios la cumple, por ejemplo
en R? la funcién polinomial P(x,y) = (x — y, (x — y)*) nunca satisfar4 esa condicién.

Por otra parte, el haber conseguido en particular un conjunto pequefio conteniendo toda
configuracion polinomial es un avance con respecto a otros resultados (mencionados en la
introduccion) en los que solo consiguen contener ciertos patrones polinomiales.

4.3. Intersecciones infinitas e infinitas configuraciones

Ahora estudiaremos resultados andlogos para intersecciones contables, en lugar de inter-
secciones finitas.

Un primer resultado para ciertas funciones bilipschitz
Teorema 114. Dados h funcion de dimension, L € Ns, y
F={f:RY > RY:3a>0, 3 € (0, La) tg allx — yll < If(x) = FOI < bllx = yll Vox, y).

Entonces, existe E C RY, conjunto de clase F,, con H"(E) = 0, de modo que para cualquier
(fr)rea Subconjunto contable de F se tiene que

(5B 0.

reA
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Demostremos el teorema anterior: Sea
Yi={y:RY > RY : y(x) := Axcon 1 € Qo) = (¥}) jen-

Lema 115. Existe E C RY, conjunto de clase F,, de modo que para cualquier (f,),cn sub-
conjunto contable de F se tiene que

() HE) 0.

reA

Demostracion. Fijemos una sucesién como en el Lema 91, y definamos %, C R unién de
intervalos cerrados a lo largo de todo R, con longitudes 6,, y equiespaciados con huecos de

. S
longitud = \1W Sean )
F,:=F",
K,‘ = m F(Zk—l)Zi’l
keN
y
E:=J| ik
JjeN ieN

E es un conjunto de clase ¥, pues i ;(K;) es cerrado para todo i, j € N.
Como f, € ¥, existen ¢,,d, > O tales que d, < Lc, y

crllx =yl < () = FDI < dyllx =yl Vax, y.
Tomo ¥ j(x) := Ajpx con Aj, € QN [}r, %] (el cual existe ya que d, < Lc,). Entonces,
llx =yl < el jon(x =

<|fr o ¥jin(x) = fr o joyWl
< diljon(x = Yl

L
<d=|x -
<dr7 llx =¥l
= Lllx -y (4.26)
Usando la inyectividad de f; o ¢, tenemos

rE =5 [U |k

reA reA JEN ieN

2 m fr oW (Ky)

reA

= m ﬂ Jro¥ion(Far-12-1)

reA keN

= mel(Fm1) (4.27)

leN




4.3. INTERSECCIONES INFINITAS E INFINITAS CONFIGURACIONES 101

donde notamos y,, := f, oy, cuandom = (2k—1)2""' conk € Ny r € A. Y consideramos
(m)ien la sucesién de los m € N tales que se escriben como m = (2k — 1)2""' conk € Ny
r € A, ordenada en forma creciente estricta.

Veamos que (4.27) es no vacio:

Para esto utilizaremos lo siguiente:

Ll = Yl < Iy (%) = ¥y Wl < Lllx — yl| para todo m; y todos x,y € RY.

2. Como vale que dist(x, F,,) < VN long hueco < 52‘21 para todo n € Ny todo x. Y como

todo y € RY se puede escribir como y = y,,(x) (por Observacién 89), tenemos que

dist(y, Yon(F,)) = distQrm(x), Ym(F,)) < 671

para todo n € N, todo y € RY, y todos m,n € N.

3. Si C es un cubo cualquiera de F,, tenemos que diam(C) = VN6,. Por lo tanto (usando
el primer item),

diam(y,,(C)) € [diam(C), L.diam(C)] = [ VNG, LVNS6,].

Sea C; cubo de F,,, . Para poder probar que (4.27) es no vacio, nos basta ver que: Dado C,
cubo de F,,, existe un cubo Cyy de F,,, tal que x,,,,,(Cri1) € xm,(C)).

Pues asi tendriamos un encaje de compactos no vacios (ya que y,, es una funcién continua
paratodo [ € N).

Vedmoslo: Sea I; := x,,(C;) con C; cubo de F,,. Quiero ver que existe un cubo Cy,; de
F,,,, de modo que I, := xp,,,(Cis1) C 1.

Sea x el centro de C;, sabemos que

Om, Om,
B(Xm[(X), 7) g){mz B(x’ 7) c Il'

Por otra parte si y es el centro del cubo Cy,, sabemos que

6’" +1
Lt S B, ), L \/NTW.

Asi, si elegimos y de forma que se cumpla

6ml+1 5"11
B(Xmm(y)’ L \/NT) c B(Xm1(x)’ 7)»

tendremos que /;;; € I;. Tomemos y el centro de un cubo de F,,, tal que

\/N 6m1+] -1

. . VN
dlSt(y,/\/m,lﬂ OXWU(X)) < T(ladomm + huecomm) = T(dmm + 3 \/NL

).
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Asi, aplicando y,,,,,, tenemos dist(XmM(y) Xm(X) < \/TN(L(Sm,+I 6"’*' ]) Habiendo elegido
y de esa forma, utilizando que J,,,, < 7 (L (por (4.9) y my > m,), Y Omy-1 < O, (pues
my — 1 > my) resulta que
6m1 \/N 6m -1 5m
— — —— (L6, + ——) - L— VN
2 2 (Lom., 2\/N) 2 VN
1
> 5 T \/_Lémm 7 m
4
6m1 - \/NL(SmM
>0

por lo que

N 6m 1— m 1 m
£(L5,,,,+1 4oy L+ \/_
2 2\/N 2°

y asi vale que

6m/+1 6’”1
BQm,, (), L «/NT) € B(xm (), 5.

Lema 116. H"(E) =0

Demostracion. Como E = ey Uen ¥(K;), basta ver que H" (Ujew Uien l/’j(Ki)) =0.Seal
cubo de lado 1, sean j € N e i € N, para ver lo anterior, alcanza ver que H'(y(KH)nD) =0.Y
como ¥ (KNI € Niew ¥ (Far_1y-1)N1, es suficiente ver que H o, \f(%(Fm)ﬁi) — 00 0.

Y i(F,,) es union de cubos cerrados distribuidos umformemente (de lado y separacion
ﬁja) a 10 largo de todo IRN de lado 4;6,,, de diametro A; VNS, con huecos de longitud (en
/2L\F (Fp) N 7 consiste de entre (M — 1)¥ y M~
paralelepipedos, que forman un A; VN§,,-cubrimiento.

Como debe cumplirse que

(M — 2)4rea producto de huecos contenidos en I < volumen 1.

Resulta,
St \V
W—N@~W)31
"2LNN
Entonces,
4; 5m 1
(M - 2) <1.

2LVN
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Despejando, tenemos que debe ser

2LVN

M <
/ljém—l

+ 2.

H) s, d NUER) < MYh(2,6,, VN)
(2L VN

jYm—1

<

N
+ 2) h(2;6,, VN),

donde el dltimo término tiende a cero cuando m tiende a infinito (por (4.10)). Por lo tanto,

ijj mm(l NY(F)) —moe 0. O

4.3.1. Pequeiios conjuntos ¥, con una propiedad de interseccion conta-
ble

Dado un conjunto de funciones ¥ satisfaciendo ciertas condiciones, probaremos que exis-
te un conjunto pequefio de clase 7, sin puntos aislados, tal que las imagenes bajo intersec-
ciones contables de funciones de ¥ es no vacia.

Teorema 117. Sea h una funcion de dimension, F una familia de funciones continuas de RN
en RN tal que existe una sucesion de funciones cerradas y localmente bilipschitz ¥ := (;);
definidas en conjuntos cerrados Q; C RY, satisfaciendo que existe L € Ny, tal que

» para cada f; € F, existe Y,y € Y tal que f; o Y, ;)la,, estd bien definida y es bilipschitz
con constantes (1, L),

» dadas contables funciones (f)icancy € F el conjunto

Af:ieny = ﬂ Ji o ¥y (Qri),

ieA
contiene bolas arbitrariamente grandes.

Entonces existe un conjunto E C RN, de clase F,, sin puntos aislados, con H"(E) = 0, tal
que Niea fi(E) # 0 para toda familia contable {f; :ie€ A} C F.

Demostracion. La demostracion de este Teorema es anédloga a la del Teorema 96. Tenemos
una sucesion como en el Lema 95. Definamos para cada n € N, F,, C R unién de intervalos
cerrados a lo largo de R, con longitudes ¢,, equiespaciados, con huecos de longitud Li”—:lm.
Sean F,, := (F)V y K; := Mien Fk_1y21 €l cual es un conjunto cerrado.
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Primero empezamos construyendo un conjunto £ C RY, del clase 7, tal que ;e fi(E) #
(0 para todo subconjunto contable (f;)icacn € F .

Consideremos
E = U Ul//](Kl) € 7:(7.
T

Por hipétesis, para cada f; tenemos una correspondiente i,; tal que f; o i, es inyectiva
en Q,;). Como antes, tenemos

(rE =5 (U | wila (KD
J I

ieA ieA
2 ﬂ Ji o ¥rila,, (K

ieA

= ﬂ ﬂ Ji o ¥ripla,, (Fak-1y2-1)

ieA keN

2 () gnlF). (4.28)

meM

donde g, := f; o Y,la,, para los indices m tales que m = 2k — 1)2"' conk e Nyie Ay
denotamos M al conjunto contable de esos indices ordenados crecientemente.

Como por hipétesis A := Ays. ieay 1= (Niea fi © ¥ () contiene bolas arbitrariamente
grandes, Im(g,,) contiene bolas arbitrariamente grandes para m € M.

Para ver que la interseccion dada en la ecuacion (4.28) es no vacia, veremos que

1. Existe un cubo C; de F,, tal que C; C g;!(A).

2. Dado un cubo C, de F,, contenido en g,jli (A), existe un cubo C,, de F,, ., contenido
en g;;lﬂ (A) tal que g, (Cn+1) c gmn(cn)

Como g, es bilipschitz, construimos una sucesién de conjuntos compactos, no vacios y en-
cajados, cuya interseccion es no vacia.
Veédmoslo:

1. Por hipétesis A € Im(g,,) contiene bolas arbitrariamente grandes. Entonces g,‘n} (A)
contiene bolas arbitrariamente grandes. Ademads los cubos de F,, estan distribuidos
uniformemente (con igual lado y separacién) a lo largo de R". Entonces existe C; cubo
de F,, tal que C; C g, (A).

2. Sea x el centro de C, Q)(,;i (A). Como B (x, 2 ) cC,c g,;’ll (A). Entonces

Mp
2

Om Om
B (gm,,(X), 7) S Xom, (B(x, > )) € 8m,(Cy). (4.29)
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Por lo que

Om,
2L

= Om\ ¢ - ;
B:=B (g,;;(gmn(x», i) < S (B(gm,,m, )) € i @m(C). (430)

La justificacion de las primeras inclusiones de (4.29) y (4.30) , es andloga a las realiza-
das anteriormente.

Para que haya un cubo de F,, , en B, basta ver que VN (hueco,, ., + lado,, ) < ‘;LL O
lo que es lo mismo, basta ver que

) Omyi—
ﬂ _ \/N ( My 1 _
2L 4LNN

Y esto pasa porque como m,,; > my,, tenemos que O,, ., -1 < O, y O
como elegimos la sucesion.

5,,,,”1) > 0.

< 6& or
Mp+) — 4L\/N p

Finalmente notemos que por un argumento similar al usado en la demostracién del Teo-
rema 96, podemos mostrar que H"(E) = 0:

Como E C e Uien ¥j(Ki) y H " es o-subaditiva, basta ver que para cada j, cada i y
cada 7 cubo de lado 1, resulta que ﬂh(wj(Ki) NI =0.

Y como ¢;(K;) N I S Mien U i(Fok-1)2i1) N I, nos basta ver que

Wgnc'(w_j,N,i)(l’//j(Fn) N i) —nosoc0 O
donde ¢’ := ¢’(¥, N, I) es una constante que depende solo de y/;, Ny I.
Sea

M : = #{J cubo de F, tal que y;(J) N [ # 0}
= #{J cubo de F, tal que J N l//;-l(f) # 0}

Como los cubos de F, tienen didmetro VNG, < VN, entonces si J es un cubo de F, tal
que J N 1//}‘.1(I~) # Qresulta que J C G := G(y;, I, N) donde G es el engordado cerrado en VN
del conjunto :,[/J‘.l(f ) (el cual resulta compacto).

La funcion y; es cerrada, inyectiva, localmente bilipschitz en G compacto, entonces por
Lema 83 resulta que ¢ | es bilipschitz de constantes (a, b) (las constantes a y b solo dependen
deN,Tyy )

Por lo tanto si J es un cubo de F, tal que y;(J) N I # 0, entonces diam(y;(J)) <
b diam(J) < b VN6, = A6, donde A := A(I, ¥}, N).

Asi,

Hls (Wi(F) N D < Mi(25,)
< Mh(N»6,),
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donde N, € N es tal que N, > A (N, depende de N, [y de -
Sea Q un cubo que contiene a G, de lados paralelos a los ejes (Q depende de I, N y de
), y tiene lados de longitud ¢ := £(I, N, ;). Tenemos que

(AN r

M<#JeF,: JgQ}s[ 5
n—1

porque [‘%_‘]W-‘ 0, + %) > L.

Por lo tanto,

5n—1

(AL N )N
+1
5n—1

N
N
< ! +1) ,
5n—1

[ 241 Wr

IA

donde N, € N es tal que £(I, N, w,-)4L\/N < N; (N, dependede I, N y V).
Asi, juntandolo con lo anterior, tenemos que

N,

His, W i(F) N ) < ((5

N
+ 1) h(N26,) —=n-w 0,
n—1
por como fue elegida la sucesion (9,,),en-
Por el Lema 103 el conjunto E puede ser tomado sin puntos aislados.
[

Observacion 118. El hecho de conseguir un conjunto de clase F, bajo las hipotesis del
Teorema es lo optimo posible, en el sentido siguiente: para cualquier familia ¥ que verifi-
que el enunciado, no es posible conseguir un conjunto cerrado con H"(E) = 0 (recordemos
que nos interesan h que hagan que E sea chico). Esto es porque, el tinico conjunto cerra-
do E C RY tal que N;ep fi(E) # O para cualesquiera (f;)ca contables funciones afines, es
E = R, Esto se debe a que si E es cerrado y no es todo R habria un cubito cerrado Q
con interior no vacio contenido en el complemento de E, tomando f; ciertas translaciones

adecuadas podriamos hacer que | J;c, f(Q) = RN, por lo que Njcp fi(E) = (UieA fi(EC))C C
(Niea S = (RM)E = 0.

Aplicacion 119. Una aplicacion del Teorema (tomando ¥ como las traslaciones, ¥ como
las traslaciones en coordenadas racionales, y D = RN ): Existe un conjunto E C RY de clase
Fo, sin puntos aislados, de dimension de Hausdorff cero, que contiene todos los conjuntos
contables de puntos en el espacio (salvo traslacion).
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Esto se debe a que dado cualquier conjunto contable de puntos en el espacio, podemos
suponer que tiene un vértice en el origen, lo podemos pensar “generado’por los otros con-
tables vértices {v;}icn. Elegimos

ﬁ si. x<3
h(x) = (4.31)

In(2) sino

Por el Teorema 117, existe un conjunto E C RN de clase ¥, sin puntos aislados, de dimension
de Hausdorff cero tal que para cualesquiera {v;}iep contables puntos en RY tenemos que

(YE-v)nE=#0.

ieA
Entonces ({0} U {v;}ica) + v C E (donde v depende del conjunto contable dado). Es decir que
E contiene cualquier conjunto contable de puntos en el espacio (salvo traslacion).

Corolario 120. Dado L € Ns,, la siguiente familia satisface las hipotesis del Teorema 117

Fr={f RV RY:3a>0,3be(0,La) tal que
allx = yll < |If (x) = fFWIl < bllx = yll Yo, y}.

Demostracion. Sea ¥ := {¢ : RV — RV : y(x) := Ax con A € Q.(} una familia contable de
funciones cerradas, localmente bilipschitz definidas en RV, y sea {f,},ex una familia contable
en . Para cada f, existen ¢,,d, > O tal que d, < Lc, y

el =yl < 1) = O < dllx =yl Vx,y € RY.

Tomando ¥,(x) := A,xcon 4, € QN [i, d%], entonces ¢, € ¥y
=1l < el =Y <11 0 ) = fr 0w 32
< dolly(x = Yl < &y llx = yll = Lllx = yll. '
Mis atin, como f, o ¢, : R¥ — RY es bilipschitz, es inyectiva y entonces f, o . (RY) = RY
y por lo tanto contiene bolas arbitrariamente grandes, y asi las hipétesis del Teorema 117 se
satisfacen. [

Corolario 121. La familia F de todas las transformaciones afines inversibles de RV en RY,
ie.

F={f:RY >R f(x) := Ax + b : A € RV inversible, b € R"}.

satisface las hipotesis del Teorema 117.
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Demostracion. Consideremos la familia contable
Y= {y: RY - RY y(x) := Cxcon C € QVN} = (¢)) jen-

Para cada fi(x) = Ax + b € ¥, como A es inversible, por la densidad de las matrices con
coeficientes racionales podemos encontrar C € QY tal que ||AC — %I || < % Entonces

lIx]l < IACx]| < 2||x|| para todo x € R".

Asociando a cada f; la funcién y,;)(x) = Cx, tenemos que f;oi,; es bilipschitz con constantes
(1,2) en todo RY.
Mas adn, (jea f; © ¥ri(RY) = RY. El resultado se sigue del Teorema 117. O

4.3.2. Pequeios conjuntos 7, conteniendo toda configuraciéon contable

En esta seccidn nos concentraremos en preimagenes, en lugar de imagenes. Mostraremos
que dado un conjunto de funciones ¥ satisfaciendo ciertas condiciones, existe un conjunto
pequefio, de clase ¥, sin puntos aislados, tal que las preimagenes bajo intersecciones conta-
bles de funciones de ¥ es no vacfa.

Teorema 122. Sea h una funcion de dimension. Sea ¥ una familia de funciones continuas
definidas en un conjunto cerrado D C RY conteniendo bolas arbitrariamente grandes, tal
que existe L € Ny, y una familia contable de funciones ¥ := {}jen que son continuas,
inyectivas y cerradas, y estdn definidas en conjuntos cerrados Q; C R, tales que (//j‘.l son
localmente bilipschitz, y para cada f € F, existe y; € W tal que ;o f estd bien definida y
es bilipschitz con constantes (%, 1) en D.

Entonces existe un conjunto E C R de clase ¥, sin puntos aislados, con H"(E) = 0,
tal que Niep ' (E) # 0 para todo subconjunto contable (f)ien € F. En otras palabras, E
contiene toda configuracion contable de F .

Notar que las hipotesis son anédlogas a las dadas en el Teorema 117 pero adaptadas a este
caso (tenemos preimdgenes en lugar de imagenes). El D juega el rol que tenia el conjunto
A{y-ien)- Por trabajar con patrones, ese conjunto estd en el conjunto de salida de las funciones,
y por ser las funciones contables tomamos el mismo conjunto para todas ellas. El encaje de
compactos va a estar en el dominio, y cada cubo que utilicemos para armar el encaje estara
en la imagen de la respectiva composicion de funciones.

Demostracion. Otra vez, seguimos el mismo esquema de demostracion.

Primero mostramos que existe un conjunto £ C RY de clase ¥, tal que Njex 7' (E) # 0
para todo (f))iex € F y entonces mostramos que ese conjunto verifica que H"(E) = 0.

Para esto consideremos (6, )xen, Una sucesion como en el Lema 95.

Definamos para cada n € N, F, € R unién de intervalos cerrados a lo largo de R, con
longitudes ¢6,, equiespaciados, con huecos de longitud [j"—z/‘ﬁ. Sean F, := (F,)V y K; :=

(ken Fax-1)21 €l cual es un conjunto cerrado.
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Y consideremos

E:={ ] Ju' o,
ik

que, por la hipétesis en W, es F,. Para i € A tenemos j(i) tal que ¢ ;) o f; es bilipschitz no
expansiva en D. Tenemos

(£ E® 2 (Wi o K

ieA ieA

2 m ﬂ('ﬁj(i) o i) (Fa-1y-1)

ieA keN

() &' ) (4.33)

meA

U

donde (como antes) g, := Y o fisim = (2k - D27 conie Ayke Ny M := (m,)en €8
el conjunto de todos esos indices ordenados en forma creciente.

Para ver que la interseccion en la ecuacion (4.33) es no vacia, argumentamos como antes
notando que

A) existe un cubo C, de F,,, contenido en Im(g,,,) = g, (D).

B) dado un cubo C, de F, , contenido en Im(g,, ) = g, (D); existe un cubo C,,; de F,
que estd contenido en g, ., (D) y tal que

g (Coi1) C 8,1(Cy)

n+l1

Asi construimos una sucesion de conjuntos compactos, no vacios, y encajados (usando que
gm es bilipschitz) y por lo tanto la interseccion es no vacia.

Veamos A) Es claro porque los intervalos de F,,, estén distribuidos “a lo largo” de R" en forma uni-
forme (con igual lado y separacion). Y como D contiene bolas arbitrariamente grandes
Y 8&m, s bilipschitz, g, (D) contiene bolas arbitrariamente grandes.

Veamos B) Sea x el centro de C,, C g, (D).

Como B (x, 67") C C, C g, (D). Entonces

Bl o1 % -1 % -1
g (%), > C g | Bl > g, (Cy)CD. (4.34)

Por lo tanto

Om,
2L

- S5,
B:=B (gmm(g;z,‘l(x))’ ) C Gy [B (g:nl(x), Z)) € g, (D). (4.35)
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La justificacion de las primeras inclusiones de (4.34) y (4.35), es andloga a las hechas
anteriormente.

Para ver que hay un cubo de F,, , en B, nos basta que

n+1

O
VN (hueco,, ., + lado,, ,,) < —=.

2
O equivalentemente, ver que
5mn ( mn+1_1 )
- ——— =0, | = 0.
2L 4LN
Y eso vale pues por como elegimos la sucesion (6,,) resulta que 22— VN ( Ot _ 5 ) >
p p g n/neNg» q 2L 4LN My ) <

5, T 5,
Omp mp mn >
2L N(4L\/1V + 4L«W) 0.

Finalmente, analogamente a la demostracion del Teorema 111 el conjunto E satisface que
H"E) = 0:

Basta ver que H" (U.,EN Usen w;l(Ki)) =0.

Sea I un cubo de lado 1, y sean iy, jo € N, basta ver que

H" (v (K;,) N 1) = 0.
Y como ¢ (K;,) N T C Mien (f N (Foreryio )), nos basta ver que

lim H! L., 5 (¥5, F)nT)=0,

n—ooo  on¢’Wj,

donde ¢'(y;, I) es una constante que solo depende de ;' y I.

M : = #{J cubo de F, tal que 1//1‘.1(]) NI+0)
= #{J cubo de F, tal que J N l//]‘(i) # 0}

Como los cubos de F, tienen didmetro VNG, < VN, entonces si J es un cubo de F,, tal
que J Ny j(I~ ) # O resultaque J C G := G(yj, I,N) donde G es el engordado cerrado en VN
del conjunto ¢ j(f ) (el cual resulta compacto).

La funcién l//J_.l es cerrada, con dominio cerrado, inyectiva, localmente bilipschitz en G
compacto, entonces por Lema 83 resulta que l//J_~1|G es bilipschitz de constantes (a, b) (las
constantes a y b solo dependen de N, Iy y )

Por lo tanto si J es un cubo de F, tal que w]‘.‘(J) NI # 0, entonces diam(w]‘.‘(J)) <

b diam(J) < b VN6, = A6, donde A := A(I, ¥}, N).
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Asi,

Hls (05 (F,) N T) < Mh(A6,)
< Mh(N>6,),

donde N, € N es tal que N, > A (N, depende de N, Iy de -
Sea Q un cubo que contiene a G, de lados paralelos a los ejes (Q depende de I, N y de
), y tiene lados de longitud £ := ¢, N, ;). Tenemos que

LN
é‘n—l ’

M<#JeF,: JQQ}S[

pues [—%Xﬂ (5, + —4‘2”;/%) > {.

Por lo tanto,

eaL VN
B 5n—1

C(ALN )N
+1

5n—1

N
N
< ! +1) ,
5n—1

IA

donde N, € N es tal que ¢(I, N,y )4L VN < N, (N, depende de I, N 'y ;).
Asi, juntandolo con lo anterior, tenemos que

N

Hip, W5 FN D < ( =

N
+ 1) h(N20,) —=n—i0 0,
n—1
por como fue elegida la sucesion (9,,)en-
Por el Lema 103 el conjunto E puede ser tomado sin puntos aislados. [

Remark 123. No pudimos obtener un resultado para un conjunto contable de polinomios,
incluso en R usando nuestra técnica de deomstracion del Teorema 122.

Esto es por el hecho de que si queremos un resultado para contables intersecciones usan-
do el Teorema citado, necesitariamos encontrar un dominio D tal que para cada polinomio
P existe una funcion y tal que o P es bilipschitz en D. Entonces, P tendria que ser inyectiva
en D, independientemente del polinomio P, lo que es claramente imposible.



112 CAPITULO 4. Conteniendo configuraciones geométricas.



Capitulo 5

Espesor, juegos ganadores y
configuraciones geométricas.

Por los resultados probados en los capitulos anteriores, si estudiamos lo que pasa en con-
juntos de medida de Lebesgue nula, se ve que si usamos como nocién de tamafio a la medida
h de Hausdorff (y por lo tanto también ocurre lo mismo con la dimensién de Hausdorff) hay
conjuntos tan grandes como queramos (de medida de Lebesgue nula) evitando muchos patro-
nes, como asi también conjuntos tan chicos como queramos conteniendo muchos patrones.
Esto muestra que la nocion de medida 4 de Hausdorft solamente (y por lo tanto la nocién de
dimension de Hausdorft) no nos ayuda a analizar la contencién o no contencion de patrones
en un conjunto de medida de Lebesgue nula. Por este motivo es de interés buscar otra nocién
geométrica de tamafio que nos ayude a garantizar la presencia de patrones.

En [49] Broderick, Fishman y Simmons prueban que ciertos conjuntos de Cantor centrales
de la recta real contienen progresiones aritméticas de longitud larga. La forma en que abordan
las demostraciones tiene un enfoque diferente a los resultados que expuse anteriormente, ya
que ellos utilizan una herramienta conocida como juegos de Schmidt (y conjuntos ganadores).

Mas especificamente:

Definicion 124. Sea M, el conjunto de Cantor s-central que se obtiene empezando con el
intervalo cerrado [0, 1] y removiendo repetidamente de cada intervalo que aparece en la
construccion el intervalo abierto central de longitud relativa .

Teorema 125 (R. Broderick, L. Fishman, D. Simmons). Para todo € suficientemente chico,

1
el conjunto M, contiene una progresion aritmética de orden de longitud log?l)'

Comentario: R. Broderick, L. Fishman, D. Simmons también prueban que la longitud de
la progresion aritmética mas larga contenida en M, es menor o igual a é + 1. Con esto quie-
remos remarcar que ain no se conoce el orden de longitud exacto de la progresion aritmética
mds larga contenida en M..

Comencemos por dar la definicion del juego que utilizan los autores a la hora de trabajar
con ese resultado:

113
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Definicion 126. Sea H una coleccion de subconjuntos cerrados de RY. Dados a,B,p > 0y
¢ >0, Alice y Bob juegan el (a,f, c, p, H)-juego bajo las siguientes reglas:

» Para cada m € Ny Bob juega primero, y después Alice.

» En el turno m-ésimo, Bob juega una bola cerrada B,, := B|Xx,,, p], satisfaciendo py >
05 P+t = BPm liMy 0 0y =0y By 2 By 2 - --.

» En el turno m-ésimo Alice responde eligiendo y borrando una coleccion contable (pue-
de ser finita) A,, de conjuntos de la forma A(p;, H; ) 1= {x € R? : d(x, H;nm) < pim}
con Him € H'y pim > 0. La coleccion de Alice debe satisfacer },;pf, < (@pn)° si
c>0,0p1m < apy, sic=0(en este caso Alice puede borrar solo un conjunto).

Como lim,,_, p,, = 0, existe un Unico punto Xe = (\,uen, B llamado el resultado del
juego.

Decimos que un conjunto S € R? es ganador si Alice tiene una estrategia que le garantiza
que st Xoo & Upmen, Ui A(Oim> Him), €ntonces x, € S.

Notar que las condiciones By 2 B; 2 -+ y lim,,_,o, p,, = 0 implican 8 < 1.

Los juegos de Schmidt tienen algunas buenas propiedades que son de ayuda a la hora de
estudiar la presencia de progresiones aritméticas, como asi también otras configuraciones:
monotonia, propiedad de interseccion contable e invariancia bajo similaridades.

Mas precisamente:

Proposicion 127 (Propiedad de interseccion contable). Sea J un conjunto contable de indices,
y para cada j € J sea S ; un («;,f,c,p, H)-conjunto ganador, donde ¢ > 0. Entonces, el
conjunto S := (\;c; S j es (@, B, c, p, H)-ganador donde a¢ = 3, ' asumiendo que la serie
converge.

Esto es porque en el (a, B, ¢, p, H)-juego Alice puede aplicar en cada turno m, simultanea-
mente el turnos m de cada estrategia correspondiente a cada S ;.

Proposigi(’)n 128 (Monotonia). Si S es (@, B, ¢, p, H)-ganadory @ > a, B>, ¢ > ¢, p > p,
yH C H, entonces S es (&, , ¢, p, H)-ganador.

Esto es porque a mayores parametros, Alice tiene mds libertad para sus moviemientos,
mientras que los de Bob se restringen. Por lo que dada una sucesién de movimientos de Bob
en el juego (@, B, ¢, D, H ), también resulta ser una sucesion de movimientos de Bob en el juego
(a, B, ¢, p, H) en donde Alice tiene una respuesta ganadora (A, la que también le servird para
aplicarla en el juego (&,p, ¢, 7, H). La tinica condicién que no es totalmente clara es la de
la suma con exponentes (para cuando ¢ # 0y ¢ # 0), la cual se deduce usando siguiente
desigualdad: Si (x;);ea € Rso con A un conjunto contable de indices y p < g entonces vale

que (Zix?)% < (Zixf)%.
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Proposicion 129 (Invarianza bajo similaridades). Sea f : RY — R? una biyeccioén que satis-
face

d(f(x), f()) = Ad(x,y) Vx,y € R’.

Entonces un conjunto S es (a, 3, ¢, p, H)-ganador si y solo si el conjunto f(S) es (a, B, ¢, Ap, f(H))-
ganador.

Esto es claro, llevando y trayendo a través de la funcién los conjuntos y estrategias de
respuesta.

Se extendi6 el resultado antes mencionado a una clase de conjuntos de Cantor mucho
mads generales usando la nocién de “espesor’” dada por Newhouse (la cual es otra nocién bien
conocida de tamafio) como asi también a la clase de configuraciones contenidas en dicho
conjunto de Cantor. Esos resultados forman parte de un trabajo en progreso [61].

Comencemos por dar las definiciones necesarias y su contexto:

Definicion 130. Un conjunto de Cantor general C en la recta real es un conjunto compacto,
perfecto y totalmente disconexo. Puede ser construido empezando con un intervalo cerrado
y sucesivamente removiendo intervalos abiertos (a los que llamamos gaps) en orden decre-
ciente de longitud. Cada gap G, es removido de un intervalo cerrado I, dejando detrds dos
intervalos cerrados L, y R, los intervalos a izquierda y derecha de I, \ G, respectivamente.
Notamos con |I| a la longitud del intervalo 1. Definimos el espesor de C como

oo min{|L,], |R,[}
O TG

Intuitivamente el espesor es una manera de medir cudn grande puede ser un conjunto de
Cantor respecto de los intervalos en su complemento, y si un conjunto tiene espesor grande
entonces es grande a toda escala en todas partes.

Si un conjunto tiene espesor grande, entonces tiene dimension de Hausdorff grande. De
hecho es bien conocida la siguiente cota (que puede encontrarse en el libro de Palis y Takens
[44]):

Proposicion 131.
log(2)

dimy(E) >
mi(E) log(2 +

—.
w5

Por otra parte hay conjuntos de medida de Lebesgue positiva (y por la tanto de dimension
1) con espesor arbitrariamente chico (por ejemplo, tomando la unién de dos conjuntos de
Cantor con medida de Lebesgue positiva con una gran separacion entre ellos), por lo que la
vuelta no vale.

La nocion de espesor fue inventada por Newhouse quien estaba tratando de ver cudando
dos conjuntos de Cantor se intersecan. En relacion a esto €l probo el siguiente resultado:
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Teorema 132 (“Gap lemma”de Newhouse). Dados dos conjuntos de Cantor C,C, C R, tales
que ninguno de ellos estd contenido en un gap del otro conjunto y tales que T(C1)t(C,) > 1,
entonces

CinG, #0.

Recordemos que la propiedad de contener progresiones aritméticas es equivalente a que
cierta interseccion de > 3 conjuntos sea no vacia. Desafortunadamemte el Teorema anterior
no parece poder generalizarse en ninguna forma sencilla a intersecciones de 3 0 mds conjun-
tos. Por este motivo es que nos interesamos particularmente en el resultado [49] en donde se
garantiza la presencia de ciertas progresiones aritméticas en conjuntos de Cantor centrales,
utilizando en su demostracion intersecciones de varios trasladados particulares de conjuntos
de Cantor centrales.

Ahora vamos a ver algunos resultados en los que extendemos el Teorema 125 a conjuntos
de Cantor generales y a patrones mds generales.

5.1. Garantizando copias homotéticas de ciertos conjuntos
finitos

Estudiando el resultado [49] se pudo relacionar el espesor asociado a un conjunto con los
juegos de Schmidt en el siguiente sentido: si un conjunto tiene espesor grande, entonces €s
ganador con ciertos pardmetros. La demostracion es simple, pero estos conceptos no habian
sido relacionados hasta ahora. Y con ese resultado, se obtuvo la siguiente generalizacion:

Teorema 133. Sea C C R un conjunto de Cantor general con T := 1(C) suficientemente
grande. Entonces C contiene una copia homotética de todo conjunto con a lo sumo

N(r) := {6 |
logt

elementos, donde 6 > 0 es una constante universal.
Observacion 134. De hecho veremos que:
= C contiene no numerables copias homotéticas de cada conjunto con N(t) elementos.

» Si el didmetro del conjunto finito es suficientemente chico (por ejemplo, menor o igual
que % del didmetro del conjunto de Cantor), entonces las copias son solo translaciones.

Observacién 135. 7(M,) = 52 ~ 1.
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l-e

Porque, si tomamos A := 5%, en el paso de construccion m tenemos que la longitud de
cada intervalo es A™ y la medida de cada gap es "™ 's, por lo tanto

in{|L,, IR,
w(M,) = o TULA IR

eN |Gl
= inf
meN /lm—lg
3 A 3 1-¢
e 2e

Observacion 136. El Teorema anterior generaliza el resultado de Broderick, Fishman y Sim-
mons porque M, tiene espesor ~ 1/&y una progresion aritmética es una copia homotética de
{1,....,N}.

Para probar el Teorema 133, comencemos por algunas definiciones, un resultado de [49]
y una proposicién que nos serd de utilidad:
Sea P el conjunto de todos los conjuntos de un elemento de R.

Proposicion 137. Sea C un conjunto de Cantor con conv(C) = [0,1] y T := 7(C) > 0,

entonces S 1= (—00,0) U C U (1, +00) es (Tlﬁ,ﬁ, 0, 'g,?))-ganadorpara todo B € (0, 1).

Demostracion. Tenemos que describir la estrategia de Alice. Dado B un movimiento para
Bob, como responde Alice? Si hay un n € N tal que B interseca G, y |B] < min{|L,|, |R,|},
entonces B C L,UG,UR,, porloque BNG, # 0y BNG; = @ paratodo 1 < k < n, definimos
que Alice borra G, si es un movimiento legal (es decir si las reglas del juego lo permiten). En
cualquier otro caso, Alice no borra nada (o podria borrar cualquier cosa permitida, esto no es
relevante).

Para probar que la estrategia es ganadora, supongamos que Xeo & (e, Ui A(©ims Him),
queremos Ver que X., € S. Por absurdo, supongamos que x., ¢ S, entonces existe n tal que
Xs € G,. Probaremos que Alice borra G, en algin momento (turno) del juego. Por definicién
Xo € B, para todo m € Ny, y supusimos que x., € G,, por lo tanto x,, € B, N G, para
todo m € Ny. Como 7 > 0, tenemos que min{|L,|, |R,|} > 0. Y lim,,_, |B,,] = 0. Entonces
tomando m € Ny el més chico tal que min{|L,|,|R,|} > |B,|, sabemos que B, NG, # 0y
B,NGy=0paratodo 1 <k <n.Sim=0,|By| =2p9 > 2p == Bmin{|L,|, |R,|}. Sim > 0,
|B,,| = B|B,,-1| > Bmin{|L,|, |R,|}. Por lo tanto, tenemos |B,,| > S min{|L,]|, |R,|}. Entonces,

I 1
|Gl £ —min{|L,|, |R,[} £ —I|B,| = alB,l.
T 0
Eso quiere decir que es legal para Alice borrar G, en el turno m-ésimo, y su estrategia espe-

cifica que ella lo hace. ]

Observacion 138. Sea C un conjunto de Cantor con conv(C) = [0,1] y 7 := 7(C) > 0, en-
tonces por la proposicion anterior y monotonia, S := (—o00,0)UCU(1, +0) es (é,ﬂ, c, g, P)—
ganador para todo 8 € (0,1) y todo ¢ > 0.
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Definicion 139. Dado 6 > 0, una medida u en un espacio métrico completo X se dice Ahlfors
o-regular si para toda bola suficientemente chica B(x, p) centrada en el soporte de u, tenemos
que u(B(x,p)) ~ p°. El soporte de una medida Ahlfors S-regular también se dice que es
Ahlfors 6-regular.

Finalmente, la dimension Ahlfors de un conjunto S C R es el supremo sobre los ¢ tal que
S contiene un subconjunto cerrado Ahlfors 5-regular. La denotaremos por dimx(S).

Observacion 140. La dimension de Ahlfors de un conjunto es una cota inferior para su
dimension de Hausdorff. Esto se debe a que si un conjunto contiene un subconjunto cerrado
Ahlfors 6-regular, por el principio de distribucion de masa generalizado (Proposicion 24),
resulta que el subconjunto (y por lo tanto el conjunto original) tiene dimension de Hausdorff
mayor o igual que 6.

Teorema 141 (Broderick, Fishman, Simmons [49]). Sea S € R? un conjunto («, B, c, p, H)-
ganador, conc < 1y < }L. Entonces para toda bola By € R? con radio mds grande o igual
que p, tenemos que

@ . c L _ pl-c
T i A

donde K, ,K, son constantes independientes de a, 3, c, p (pero posiblemente dependiendo de

dyH).

dlmA(S N B()) >d- K]

Ahora veamos la Demostracion del Teorema 133:

Demostracion del Teorema 133. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que conv(C) =
[0, 1], y también que el conjunto finito es {by,--- ,b,} C [0, é].
Por la proposicién 137 y la proposicion 129, sabemos que

Si = (—OO, _bi) U (C — bl) U (1 - bi, +OO)

es (&8¢, g,?)—ganador paratodo 8 € (0,1)y ¢ > 0. Llamemos a := %.
1

1. B, ¢, 5, P)-ganador para todo 8 €

Entonces, por la proposicién 127, S := (., S; es (E

O,1)yc>0.
Tomando B := }P c:=1-
corolario 141, tenemos que:

=1 l_ B:=[3 §]deradio%:gzp,yusandoel

1
log(a™!) log($)° 8’8

dimy (S N B) > 0
si
na‘ < i(l - 7. (5.1)
K
Para completar la demostracién necesitamos probar primero que el mas grande n satis-
faciendo la ecuacién (5.1), satisface n ~ 10;%1) cuando « es suficientemente chico (es decir
cuando el espesor del conjunto de Cantor es grande).
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Tenemos que:

Por definicién, ¢ =
af = ea.

Y el limite de

1
log(e)

+ 1, entonces log(a‘) = clog(a) = 1+log(a) = log(ea), entonces

1
1 _ﬂlog(a‘l)
1 b
logla )
cuando @ — 0" es una constante positiva (por la regla de L’hopital), por lo tanto es acotado
P P g P P

1

1
para a suficientemente chico. Eso quiere decir que 1 — flose™) ~ ——r.
ogla™)

Entonces,
1

1
1 -B"¢=1=pBh ~
B pr log(a1)

y también

por lo que tenemos

K> af ac
1 -1
log(aD) a
a log(a~1)
06 T

" log(xB)  log(r)

Asi, vimos que cuando 7 es grande dim, (S N B) > 0, entonces tenemos incontables puntos

x€ S NB.Paracadaunodeellos,xe SNBy0<bh; < é entonces

x+be(B+b)N(S +b)C 3,6

35| ((=,0UC U, +e).

Como %, g] es disjunto con (—o0,0) y (1, +00), tenemos que x + b; € C.
Por lo que, x + {by,--- , b,} es una copia homotética del conjunto finito dado, la cual estd
contenida en C. OJ

5.2. Garantizando ciertas configuraciones bilipschitz

Ademas estudiamos el resultado anterior pero para ciertas configuraciones bilipschitz.
Antes de enunciar el resultado, veamos como se relacionan los parametros de los juegos
ganadores via una funcién bilipschitz.

Proposicion 142. Sea f : R — R una funcion bilipschitz con constantes (cy,c;). Si S es un
conjunto (a, 3,0, p, P)-ganador, entonces f(S) es un conjunto (E—fa, z—fﬁ, 0, c20, P)-ganador.
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Demostracion. Bob juega una sucesion By 2 By 2 --- de intervalos cerrados encajados de
longitudes |B,,| = 20, con 0, = 0, 0 i1 = E—?,BO’m and o > pc;.

Queremos definir una estrategia para Alice (A,,),, (satisfaciendo las reglas de el (%“’ 2—?,8, 0,p,P)-
juego) guarantizando que si x_, := (), Bn € U,, A, entonces x_, € f(S).

Como (f~'(B,,)),. es una sucesién de intervalos cerrados de longitudes |f~'(B,,)| =: 2o, €
[22’2’” 2(‘"”] Entonces existe X, := f1(x) = N S (Bw).

Tenemos que

O m+1 ﬁo-m

(6]

Pm+1 2 >ﬁ Pm
y po = ‘Z—; > p. Como S es un conjunto (a,pf, O,p, P)-ganador, entonces Alice tiene una
estrategia (A, (satisfaciendo las reglas del (o, 5, 0, p, P)-juego y) guarantizando que si X, =
M [ (By) ¢ U, AL, entonces x,, € S.
Tenemos que |A) | =: 2p) donde p;,, < ap,. Definimos A, := f(A)). Tenemos que
|A,l =: 207, € [¢120],, c22p),]- Entonces,
c

2

’ ’

0, < Cp,, < Cap, < c—cw'm.
1

Si la estrategia de Alice es (A,,),, entonces como X, ¢ |J,, A, tenemos que x/, ¢ | J,, A
y como S es un conjunto (@, S, 0, p, P)-ganador, tenemos que x., € S. Por lo tanto, x, =

J(x%) € f(S). O

Con la ayuda de la proposicion anterior, estamos en condiciones de probar un resultado
para configuraciones bilipschitz:

Teorema 143. Dadas constantes A > 1, D > 0, m > 0y ¥ := F,p una familia de funcio-

nes bilipchitz f con constantes (ci(f), c2(f)) tales que ?EQ < A, (ci(f)™! < Dy tales que

existe un intervalo cerrado de longitud m > 0 contenido en () fer 710, 1]). Sea C € R un
conjunto de Cantor general con T := 7(C) suficientemente grande. Entonces C contiene toda
configuracion en la famlia ¥ con a lo sumo

N() = {(5 ‘ |
logt

elementos, donde 6 > 0 es una constante que no depende de 1 (puede depender de A, D'y m).
Ademds, C contiene no numerables copias de cada configuracion que lo satisface.

Demostracion. Por la proposicion 137, S := (—oo 0)UCU(1, +00) es un conjunto (a B, O, 5 73)—

ganador para todo S € (0, 1), donde o := — Entonces por la proposiciéon 142 para toda f
en ¥ tenemos que f~!(S) es un conjunto (228:; ,izgiﬁ 0, (c1(f))” 1 ) -ganador. Por lo que,

por monotonia (proposicién 128), para toda f en F tenemos que f71(S) es un conjunto
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(Aa, AB, c, D§, P)-ganador paratodoc >0y S € (0, %). Entonces, por propiedad de intersec-
cion contable (proposicion 127),
AN

1<i<n

€s un conjunto (n%Acx, ApB, c, Dé, P)—ganador.

Ahora, tomemos B := min{%; L} y B := AB € (0,1]. Por hipétesis <, f;' ([0, 1])
contiene un intervalo cerrado de longitud m, y por definicién de S sabemos que DS € (0, m],
por lo tanto (<<, f; ([0, 1]) contiene un intervalo de longitud Dg. Entonces, aplicando el
Corolario 141, tenemos que

dim, [ () ') B) > 0'si nA‘a” < Kiza _ B

1<i<n

donde K, es una constante grande.

1 =1-= 1

log(a™") ™ log(7B)*

Para completar la demostracidon necesitamos mostrar primero que el méds grande n satis-

. ., ~1_ . -1 .
faciendo la ecuacién nAa“ < Klz(l — p'7¢), satisface n ~ —2— donde «a es suficientemente

Tomemos ¢ :=1 —

log(a™")
chico (es decir que el espesor 7 es grande). :
Tenemos que:
Por definicién, ¢ = —— + 1, entonces log(a®) = clog(a) = 1 + log(a) = log(ea), por lo

log(@)
tanto a¢ = ea.

Y el limite de
1= ﬁlng(rlv—l)

1 b
Togla 1)

con @ — 0" es una constante positiva (por L’hopital), por lo que es acotada para a suficien-

. . . Dioata-1) 1
temente chico. Eso quiere decir que 1 — Sloe@™ ~ Tog@ "

Entonces, tenemos que

1
1-B"¢=1-B@h ~ ——
B B log(a™")

1——1L
A=A e —, 4, A porlotanto A° ~ 1

y también

o =ea ~ a,
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por lo tanto tenemos que

n

~

L1 (1=f) (1-A7)

B ; E a‘ ac
_1 —1
log(a~) a
a log(a™")
06 T

" Tog(mB)  log()

La conclusion de la demostracion: Cuando 7 es suficientemente grande vimos que

dim, [ (M #£'s)n B) > 0.

1<i<n

Entonces, existen incontables puntos x € ()« f; ' (S) N B. Entonces, fi(x) € S para todo i
y por hipétesis x € B € (i<, f; ([0, 11), por lo tanto fi(x) € S N[0, 1] = C paratodo i. [

Observacion 144. El resultado anterior implica el Teorema 133. Pues como ese resultado
es salvo homotecia (es decir, basta verlo para uno copia homotetica de C y para una copia
homotética del conjunto finito), podemos suponer que conv(C) = [0,1] y que el conjunto
finito {by, - - , b,} estd contenido en [0, %]. Ahora tomando f(x) :=x+b;,ci=c;=A=D =
LLF ={x—>x+b: bel0, %]} y el intervalo cerrado %, %] satisfacen las hipotesis del
Teorema anterior.



Capitulo 6

Dimensiones L7 y proyecciones de
medidas aleatorias.

A lo largo de este capitulo, desarrollaremos el resultado que obtuvimos en [24]. Proba-
remos la preservacion de las dimensiones L? para g € (1,2] bajo cualquier proyeccion, para
una clase de medidas en el plano que incluyen ciertas medidas autosimilares, estocasticamen-
te autosimilares y ciertos productos de medidas.

Entre otras aplicaciones y ejemplos, obtuvimos resultados para: el caso deterministico, las
medidas autosimilares aleatorias, proyecciones de medidas no-homogeneas autosimilares, y
también obtuvimos estimaciones uniformes por debajo para “box-counting”.

6.1. Resultados principales

El modelo

Nuestra situaciéon general es la siguiente. Una regla es un sistema iterado de funciones
(fi,-.., fi), donde cada funcion f; es una similaridad estrictamente contractiva en R? (la di-
mension ambiente d serd 1 o 2, mds adelante asumiremos cierta homogeneidad adicional so-
bre las reglas). Trabajaremos con un conjunto finito de N reglas ( f(i), e, f,fii)), ief{l,...,N}L
Como las funciones f;i) son uniformemente contractivas, si R > 0 es suficientemente grande,
entonces ]‘;i)(B[O,R]) C B[O,R] paratodoi € {1,...,N}, j € {1,...,k;}, donde B[O, R] es la
bola cerrada de radio R centrada en el origen.

Vamos a construir conjuntos de tipo Cantor (con encajes de bolas) aleatorios, en donde de
antemano sortearemos w el cual nos dird que reglas aplicar en cada nivel de su construccion.

Dada una sucesién w = (w,)pen € Y := {1,..., N} definimos el espacio de palabras de
longitud n (posiblemente con n = o0) con respecto a w con la férmula

n

2= k)

J=1

123
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Notar que todo X son subconjuntos de un mismo arbol comun X, := H;f:l{l, v kmax)s
(N
donde kps = max;_, k;.
Paracadan e Nyu € %) consideramos la bola

B = f“)(B[0,R)),

donde ) = Lff"') 0---0 fbf,‘f"). Definimos el conjunto compacto

cw:=( ) B

neN ueXfl“’)

Notar que, para todo 7, tenemos la inclusién B;‘;’) c BY, para cadau € K ylefl,... ke, }
(donde ul denota la concatenacién de u y [). En otras palabras, estos discos son encajados.
Mis atn, sus didmetros tienden a cero uniformemente. Alternativamente, C“) = A, (xﬁ,‘:)),
donde A, es la funcion de codificacion dada por

(Ao} = () BY),

uln
n=1

donde u|n es la restriccion de la palabra infinita u a sus primeras n coordenadas. Dado u €
X el cilindro [u],, como el conjunto de palabras infinitas en X que empiezan con u, y
notar que A, ([u].) C B

Observemos que no asumimos que (B : u e X} son disjuntos o tienen alguna condi-
cién de separacion. Tampoco excluimos la posibilidad de que haya una unica regla (N = 1),
en cuyo caso C“) es un conjunto autosimilar deterministico.

Aunque C“ esté definida para todo w, nuestros resultados serdn de naturaleza proba-
bilistica, y estaremos sorteando w de acuerdo a una probabilidad invariante y ergddica u para
el shift a izquierda T en Y.

No estaremos interesados en conjuntos C“’ en si mismos, sino en medidas soportadas en
ellos. Para cada i, sea p; = (p(li), cees p(k’;)) un vector de probabilidad. En cada X podemos
definir la medida producto

ﬁ(w) = npwr
n=1

La proyeccién de 7’ via la funcién de codificacién es una probabilidad de Borel ) en
C“. En el caso deterministico N = 1, esto es simplemente una medida autosimilar en C“.
El caso aleatorio surge naturalmente, incluso si a priori uno solo estd interesado en medidas
autosimilares deterministicas. Por ejemplo, las medidas condicionales en fibras de medidas
autosimilares y autoafines deterministicas suelen tener esta forma, y uno puede descomponer
una medida autosimilar arbitraria como f ') du(w) para una eleccién apropiada de pesos p;
y medida u; ver Seccién 6.4.4 debajo.

Aunque la familia de medidas producto que acabamos de describir proporciona nuestra
clase principal de ejemplos, las pruebas se extienden a familias mas generales {ﬁ(“’) weY)
de probabilidades de Borel en X, satisfaciendo las siguientes condiciones:
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(a) Cada 71 estd soportada en X.

(b) La funcién w — 7 es continua (considerando la topologia débil en el espacio de
probabilidades de Borel en X, donde X estd dotado de la topologia producto). En
otras palabras, para cualquier funcién continua g en X, tenemos que

lim f )T () = f ¢ dT W)

(¢) Existe K > 1 tal que para todo w € Y la medida 7’ satisface

7 ([uvly) < K7 (ul) T (W), (6.1)
para todo u € X, v e X{I'.

Cuando 77’ es la medida producto como arriba, esta condicién se cumple con igualdad
y K = 1. Esto sugiere que, en general, las medidas 77 satisfaciendo (6.1) (0 més bien
sus proyecciones 7’ bajo A,) pueden ser pensadas como satisfaciendo algin tipo de “sub-
autosimilaridad”. Ademas observemos que, como los cilindros generan la o-algebra de Borel
de cada espacio XY se sigue de (6.1) que

7 (uy : y € A) < K7“([ul,) 7" “(A), (6.2)

para cada u € poa y conjunto de Borel A C XE),

Dimension L7 de proyecciones

Ahora nos especializaremos en el caso d = 2 y asumimos que las reglas son de la forma

{ fi), e, k@}, donde la funcién f;i) : R? — R? es una similaridad definida por

[0 = ARex + 1, (6.3)

donde A; € (0,1), t;'. € R? y R,, es la matriz de rotacién de dngulo a; € [0,2n). En otras
palabras, cada regla es un IFS homogéneo (solo las translaciones difieren).

Consideramos el circulo unitario S' dotado con la medida de Haar normalizada corres-
pondiente £. Ademads, definimos la funcién continua @ : ¥ — S! por la férmula a(w) :=
e %1y la funcién skew-product Sen Y x S como

&uw:ﬁwmmm) (6.4)

Recordar que w se dice u-genérico si %Z?:l ori, converge a u (aqui, y a lo largo del
capitulo, cuando hablemos de convergencia de medidas de probabilidad estaréd referido a
convergencia débil). La proyeccién ortogonal en la recta generada por v € S! (identificada
con R) es denotada IT,, i.e. I1,(x, y) = {((x,y), V).

Recordemos que a lo largo de este Capitulo siempre tomaremos logaritmos en base 2, a
menos que se indique lo contrario.

Ahora podemos enunciar nuestro primer resultado principal del capitulo:
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Teorema 145. Supongamos que tenemos dadas N reglas de la forma (6.3). Sea yu una medida
do las condiciones (a)-(c) de arriba, y escribamos 1) = A5 para la proyeccion de 7 en
CY. Asumamos ademds que la medida producto u x L es ergddica para el skew-product S
definido en (6.4).

Entonces para cada q € (1,2] hay un niimero D(q), tal que para u-casi todo w vale que
D,(n'”) = D(q), y

Dq(an(“’)) =min(D(q),1) paratodoveS'. (6.5)
. log C‘;l @™ ) .
Mds aiin, la convergencia de —Tﬁl) a D,(I1,n“?) es uniforme en v € S'.

Si D,(1“”) = D(q) para todo punto p-generico w, o si D(q) > 1, entonces las conclusiones
valen para todo w que sea u-generico.

Ejemplos y aplicaciones de este resultado seran discutidos en la Seccion 6.4. La asuncion
de cada regla es homogénea es necesaria para utilizar nuestro método, y seria interesante
saber si puede ser removida (recordamos que para la dimensién de Hausdorft hay resultados
similares que no requieren homogeneidad, ver [16,29]).

Convoluciones de medidas de Cantor

Recordemos la definicion de convolucion de medidas:

Definicién 146. La convolucién u * v de dos medidas u, v en R¢ es

uxv(A) = f f 14(x+y) du(x)dv(y) = uxv{(x,y) : x+y €A} = (uxv)((x,y) > x+y) "' (A).

Es decir, que es el push-forward del producto u X v bajo la funcion suma (x,y) — x + y.

En esta seccion nos ocuparemos de las convoluciones de dos medidas en R, una de las
cuales en una medida deterministica soportada en un conjunto autosimilar, mientras que la
otra es una medida aleatoria satisfaciendo propiedades andlogas a las de la seccidn previa.
Recientemente, ha habido mucho interés en comprender el comportamiento de varias dimen-
siones de medidas bajo convolucién, en relacidon con su estructura algebraica y geométrica,
ver por ejemplo [28,29,43]. La mayoria de los resultados conocidos son para dimensién de
Hausdorff (o entropia) mas que para dimensiones L?. La excepcion es [43, Teorema 1.1], que
nosotros generalizamos debajo.

Fijadas N reglas de la forma { ](i) yeees k(f)

porciones a; € (0, 1) y traslaciones ti. € R, ysea {” : w € Y} una familia de medidas

}, donde ]C;i)(x) = a;x + ti/. para algunas pro-

satisfaciendo las condiciones (a)-(c) de arriba (con ¥ en lugar de ﬁ(‘”)). Asumiremos sin

pérdida de generalidad que f;”([O, 1]) c [0, 1]; podemos siempre lograr esto a través de un
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cambio afin de coordenadas, el cual no afectara el enunciado del Teorema. Como antes, deno-
tamos v = A, 7“’, donde A,, la funcién de codificacién. Las medidas v serdn soportadas
en conjuntos de Cantor C? C [0, 1] construidos a partir de la sucesién de reglas w.

Consideramos una regla mas {g, ..., g¢}, donde g;(x) = bx + t;. para alguna contraccion
b € (0,1) y translaciones #; € R. Otra vez, asumimos que g;([0, 1]) c [0, 1] para todo j €
{1,...,k’}. Este es un caso especial del marco anterior con N = 1 regla, pero repetimos

algunas definiciones con el fin de corregir la notacién. Denotamos el espacio de cédigos por
X ={l,...,k'}" (permitiendo n = o0), y la funcién codificadora dada por A’ : X, — [0, 1],
esto es,

(A ) = ﬂgu. 0 24, (10, 1]).

El cilindro de palabras infinitas en X empezando con u sera denotado simplemente por [u].
Sea ademads 1 una probabilidad de Borel satisfaciendo la condicion andloga a (c) en el
caso aleatorio, esto es, asumimos que

F([uv]) < K" 9[u] 9{v], (6.6)

para alguna constante K’ > 0, y fijamos ¢ = A’9.
Fijemos r € N tal que

b
I < min — (6.7)
i=1..N d]
y, para esta eleccion de r, fijamos / € N suficientemente grande tal que
b
méx — < b (6.8)
i=1,..N d
Escribimos S := In(b™") y ;. =1In (u_ — )para cada eleccion de indices 1 < iy,...,i, < N.
iy -ty

(Tenga en cuenta que estos son logaritmos naturales.)

Notar que 0 < «;, ; < Bparatodo 1 < ij,...,i, < Ny también que 8 puede hacerse
arbitrariamente grande tomando / apropiadamente. Consideremos el espacio S /13 obtenido to-
mando el intervalo [, 8) e identificando sus puntos extremos, i.e. -3 = 5, y dotemoslo con
la medida Lebesgue normalizada Lz. Ademads, definamos la funcion continua @ : ¥ — R por
la formula @(w) := @,,. », y la funcion skew-product Sen Y x S é como

S(w, 5) = (T (w), s +) a(w)),

donde, como antes, T denota el operador shift izquierdo en Y, y +) representa la suma
natural en S ;. Ademds, para cada n € N definimos la n-ésima rotaciéon R" : ¥ x S ; — S por
la férmula

Rn(w’ S) = ﬂ-Sé (Sn(w’ S)) =S +(ﬁ) awl---wr +(,B) T +(ﬁ) a“/wr(nfl)Jrl---wrn’

donde 7rg1 denota la proyecciénde Y x S.en S!.
ﬁ . ﬁ B . . .
Ahora podemos enunciar nuestro resultado principal para convoluciones:
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Teorema 147. Sea u una medida ergddica, invariante para ({1, ..., NN, T) tal que la medida
producto X L es ergddica para el sistema dindmico ({1, ..., N} x Sé, S).

Entonces para cada q € (1, 2] existe un niimero D(q), tal que para u-casi todo w vale que
D,(V) x9) = D(q), y

Dq(v(‘”) x* A9) = min(D(q),1) paratodot € [e”,éP), (6.9)
. ) log c‘f(w)*A RO
donde A,(x) = tx escala por t. Ademads, la convergencia de — nv(q—l; a Dq(y(w) x A0) es

uniforme en t € [e7P, éP).
Si D,(V?) = D(q) para todo punto w que sea p-genérico, o si D(q) > 1, entonces las
conclusiones de arriba valen para todo punto w que sea ji-genérico.

Notar que (x,y) — x + A,y es, salvo un homeomorfismo afin, la proyeccién ortogonal
de angulo arctan(¢); por lo tanto, este resultado también se puede interpretar en términos de
proyecciones de la medida del producto v x J. De nuevo, el supuesto de homogeneidad en
las reglas es crucial. Ademds, no sabemos si el enunciado es cierto si ¥ es también tomada
aleatoriamente de acuerdo a una sucesion de reglas. Aunque esto parece natural, no parece
posible construir un cociclo como el que estd en el nicleo de nuestra demostracion.

6.2. Demostracion del Teorema 145

Notacion y preliminares

Recordemos que Y = {1,...,N}. Para cada n € N definamos la n-ésima rotacién R" :
Y xS! — §! por la férmula

R (w,v) := g1 (S™(w, V) = (w) - - - (T w)v,

donde 7rg1 denota la proyecciénde Y x S'en S'!.
Es fécil ver que para u € X\’ podemos descomponer f.” como

DY) = Ay A, RN, (1,0)) - (x,y) + d (6.10)

para una cierta constante d e R (aqui y en lo que sigue identificamos R? con C O S'!). Més
aun, si F ,(f") denota la inversa de ﬁf“’), entonces de (6.10) obtenemos que

R'(w,(1,0)

F@ ,y) =
(X)) SR

(O3 —d).

Para cada w € ¥ denotamos la medida proyectada IT,5 por 7\, i.e. 1”)(B) = n(IT;'(B))
para todo conjunto de Borel B C R.
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Ademds, para cada n € N definimos L'’ como el tnico entero no negativo tal que
270 < e Ay, < 2175 6.11)
y consideramos la familia de intervalos D dada por
D =Dy = (1275275 (j+ 1) 1 je Z).

Notar que para cada w € Y las familias D’ estdn encajadas: para todo n € N, cada ele-
mento de Df;‘fl es un subintervalo de exactamente un elemento de . Con esto, para g > 1
definimos las funciones 7, : ¥ X S' - R

Talw,v) = Y (n)" = Cl (L), (6.12)

1D

recordar (1.1).

Para concluir estos preliminares de la demostracion del Teorema 145, daremos la version
del Teorema de proyeccion de Marstrand que mencionamos en la introduccion, debida a Hunt
y Kaloshin [30, Teorema 1.1].

Teorema 148. Sea n una probabilidad Borel en R*. Si g € (1,2], entonces

Qq(an) = ml’n(Qqn, 1) para casitodov e S'.

Un cociclo subaditivo

Nuestro objetivo es mostrar que dado g > 1 existe un cociclo subaditivo continuo ¥, =
(@gn)nen tal que

liminf 222" _ D5, limsup G D', (6.13)
n—+4o0 L(‘U) — L(‘U)

n n—+oo —Ly

para todo (w,v) € ¥ x S!. Hacemos esto en dos pasos. Primero mostramos que la familia
(log 74 n)nen para 7,, definida en (6.12) es, salvo constante aditiva, un cociclo subaditivo.
Entonces, probamos que existe una 7,, “suave” andloga de 7,, que es continua. De esos
hechos se seguird que el cociclo ¥, = log 7, tiene las propiedades deseadas.

En esta seccion establecemos el niicleo de esta estrategia, mostrando que existe K; > 1
tal que para toda n,m € Ny (w,v) € Y X S' uno tiene

Tpem(W, V) < K T,(w, V) T,,(S " (w, V), (6.14)

donde por simplicidad hemos suprimido ¢ de la notacién. Esto implica que la familia (log K| 7,,)nen
es un cociclo subaditivo.
Empecemos por introducir una definicion.
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Definicion 149. Dado M € N, decimos que dos familias B, ¥’ de conjuntos son M-equivalentes
en un conjunto W (o simplemente M-equivalentes si el espacio ambiente W es sobreentiendo

por contexto) si
(l) W N UAE‘BA = Wﬂ UBE‘B/ B.
(ii) Cada elemento de B interseca como mucho M elementos de B’ y viceversa.

La siguiente consecuencia simple de la desigualdad de Holder que fue probada en [53,
Lemma 5.3].

Lema 150. Si P y B’ son particiones M-equivalentes en un conjunto de Borel W, p es una
probabilidad con p(W) = 1y g > 1, entonces

MY p(BY < Y p(AY < MU p(BY.
Bey’ Ae Bep’

Ahora, dejemos fijo n,m € N, (w,v) € Y X § ! y (lemostremos (6.14). Recordemos que
Ay 1 X@ — C@ es una funcién de codificacion, y sea I, : XY — R la composicién IT, 0 A,
Dado J € D definamos

X () = fu € X9 : [u], NI, (J) # 0}, (6.15)
y_consideremos el intervalo 7 el cual tiene el mismo centro x; que J pero su longitud es
[J| =9|J], i.e.

ﬁ{m—;um+gm)
No es dificil ver que, tomando 7 de esta forma, uno tiene ﬁv[u]w cJ para todo u € X(J‘“)(v).
Ademds, notemos que siu € X yy € X', entonces A, (uy) = £ (Arne,(y)), y por lo tanto

AL (F9A) 0 [, = {uy : y € Apl, (D). (6.16)
Siled?

n+m

1On = 7w, NI, (1)

ueX,(;”)
—(w —1

= Z 7N, (Hv (1)) por (6.15)
uex (v)

Z ﬁ(w)l[u]w (A;l fLEa))FL(la))H;l (I))
uex ¥ (v)

S Ay y € Al FOTL () por (6.16)
uex“ v)

J

<K 7)1 (A (FOTL (1) por (6.2). (6.17)

uex ) (v)

es tal que I C J, entonces
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Ahora, observemos que, por definicion de X(J“’)(v),

>0 7l < 10D (6.18)
uex ¥ (v)
Por lo tanto, usando (6.17), Holder y (6.18) obtenemos que
q
(mm) <[k > 7 (uly) n™ (FOTI (1)

uex ) (v)

4
7

<K/ ) Tul)| X

uex (v)

x Y 1) (™ (Fms 1))’
uex¥ (v)
<KIGO@) Y 1) (" (FOL )

uEX(jw(v)

Sumando sobre todo I € @fﬂ)m tal que I C J, tenemos que

S (10m)" < K (D) A, (6.19)

(w)
1€ 1

IcJ

donde
A= D0 3T 7l (f O ECT D))

10, uex' (v)
IcJ

= > 7 Y (i ET ) (6.20)

uex' v) 1),
’ IcJ
Ahora, usando (6.10) no es dificil de ver que para cualquiera de esos intervalos I 'y u €
X(J“’)(v) uno tiene que

FOILN D = (0 £) () = T/ ( - (I - Hv<df;“>>>) (6.21)

wl... Wn

donde v' := R"(w, v). Escribamos ¢ = A -+ Ay,,,» y notemos que la familia

Wn+1

1 _
——— (I -T,d¥): 1€ DY)
{ﬂwl---ﬂwn( ;")) e
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estd compuesta de intervalos consecutivos de igual longitud entre %f y £. Como lo mismo
es cierto para la familia D, “, estas familias son 6-equivalentes. Se sigue del Lema 150 y
(6.21) que

> (™ OFEOTND)) < 67 (T (W), V) = 67 TS (@, V). (622)

(w)
I ED)H—m

IcJ

Combinando (6.18), (6.19), (6.20) y (6.22) se obtiene

> (10m)" < 6Ky (1 D) TS (@, v)). (6.23)

(w)
1€, 4

IcJ

Finalmente, sumando (6.23) sobre todo J € Dﬁf’), concluimos que

Tn(@) = Y > (Hm)’

Jeﬁ(w) Ie'ﬁ(w

ICJ

< 6K)Y'T,(S"@.m) Y. (1OD)’
Jed@

< (S4K) 1 (w, v)T,(S " (w, v))

donde para obtener la ultima desigualdad usamos el Lema 150 aplicado a las familias D y
{J:J¢€ D;‘“)}, que son 9-equivalentes. Esto nos muestra (6.14) para K; := (54K)‘.

Una analoga continua de 7,

Ahora construimos para cada n € N una funcién continua 7, que es comparable salvo
constante multiplicativas a 7,,. Para tal fin, consideramos ¢ € C;’(R) soportada en [-2,2) tal
que 0 <y <1yl =1.Paracadan € Ny w € Y definimos w(“’) R?> — R por la férmula

Y x,y) = p 25 (x - y)).

Para cualquler y € R fijo la funcién w(“’)(x) = x//(‘”)(x, y) es soportada en el intervalo [y —
2147 y4+21-L") y es igual a 1 en el intervalo [y—2-5", y+2-1+"). Definimos 7, : YxS! — R

por la férmula
q—1
T (w,v) = f(f 'J/(M)(x y)dn(“’)(x)) (w)(y)
R \JR

Notar que 7, puede ser reescrito como

To(w,v) = f () 7w,
Koo
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donde
PO (y,v) = f WO L (w), T (' )) d ().

Afirmamos que T, es continua. De hecho, esto es una consecuencia del siguiente hecho.

Lema 151. Sea X un espacio métrico compacto y sea {p'“) : w € X} una familia de proba-
bilidades de Borel en algiin otro espacio métrico compacto Z, tal que w — p'“) es con-
tinua con la topologia débil (es decir que si ' — w entonces p* — p® débil, o sea
f gw)dp® (u) — f g(u)dp®(u) para toda g continua). Entonces, para toda funcioén conti-
nua h: X X Z — R, la funcion w — f h(w, u) dp'“(u) es continua.

Demostracion. Por continuidad uniforme, dado £ > 0 tenemos |h(w, u)—h(w’, u)| < & siempre
que d(w, ") sea suficientemente chico. Se sigue que

lim sup f h(w, u) dp" (1) — f h(w', u) dp'” (u)| <
&+ lim f h(w, u) dp'“ (u) — f hw, u) dp“ ()| = €

En la dltima igualdad usamos la hipétesis, con g(u) := h(w, u) (ahi w esta fijado de antemano).
O

Notar que L,(w) es continua, porque solo depende de las primeras n coordenadas de
w, y por lo tanto w(“’) (x) es continua en (w, x). Podemos entonces aplicar el Lema 151 con
X =V X %o xS, Z = Re, pY =7y h((w, u, v), w') = ¢\ (L, (), I, (') para obtener
que ‘{’f{")(u, v) es continua en (w, u, V). Una segunda aplicacién del Lema 151, con X := Y xS,

-1
Z =X y h(w,v,u) := (‘P,(f’)(u, v))q , da la continuidad de 7,,.
Resta ver que 7, es equivalente a 7,, i.e. existe M > 1 tal que

M, <7, < Mt,. (6.24)

Para mostrar la desigualdad derecha, notemos que para todo (w,v) € Y x S tenemos que

(b q-1
To(w,v) = Z f @) ( f w(x, y)dn(“’)(X)) dni(y)

jezZ 2t
(w)
(D2t -
e o2y ) e
jez j2tn
(j+1)2 j” " © e\~ (w)
[ (-2 G aew
ez it

< 3 [ioaG -2 G+ 32|

Jjez
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que, al notar que las familias ' y {[(j — 2217 ( j+ 3217y j € 7} son 5-equivalentes,
implica que 7, < 597'7,. Para demostrar la desigualdad izquierda, observemos que para todo
w € Y and j € Z tenemos la inclusion

i~ @ _j) ) )
27, G+ D27 ) Sy =27y + 27

cuando y € [ j2‘L'(’w ' ( j+ 1)2-%"). Entonces, para (w,v) € Y X S! obtenemos que

r@) = Y (1002 G+ 12

JjeZ

(G2 L@ [\
<), f (roay =2y + 275 @)

_ le’-“)

jez ¥ 7?2
(a1 -1
<2 f ( f wﬁ,‘“><x,y>dni“’><x>) dif’ () = Ty(w,v)
jez V7 ~hn R

lo que muestra que

7, <7, <51,
y por la tanto ambas desigualdades son equivalentes. Mdas atn, si reemplazamos 7, por
59-'K,7,, donde la constante K; es como en (6.14), entonces (6.24) sigue valiendo (para
una constante M distinta), y

log Tyim(w, v) < logT,(w,v) +10gT,,(S"(w, v)).

Notar que logT, estd bien definida por (6.24), ya que 7, es estrictamente positiva por su
definicién. Mds audn, cada log 7, es continua, porque 7, lo es. Entonces, concluimos que la
sucesién (10g T,,)nen €8 un cociclo subaditivo continuoen ¥ x S,

Demostracion de la ecuacion (6.13)

Escribimos ¢, = log T, por simplicidad. Ahora podemos mostrar que

D) = liminf —2 V)

_ (6.25)
n—+0co _(q _ I)L;w)

para todo (w,v) € Y X S, y del mismo modo para Bq(ni‘”) ). Se sigue de la definiciéon de 7, y
(6.24) que

¢n(a)» V) - log CZ&)) (L;w))

es uniformemente acotada (independiente de n). Como Lﬁl‘") — oo cuando n — oo, es sufi-
ciente chequear que

o logCluyy - logCl (k)
lim inf : = lim inf - .
n—00 _L}(:‘)) k— o0 —k
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El “>” de la desigualdad es claro, pues el limite en la izquierda es tomado sobre una sub-
sucesion. Para ver la otra desigualdad, fijado k y elegido n tal que LY <k < Lfl“fl. Notar
que Lfl‘j:)] < L' + ¢*, donde £* = 1 + maxY, |log 4;|. Por otro lado, la sucesién k +— C¥(k)
es siempre decreciente para ¢ > 1, pues para un intervalo diadico J = I; U [, uno tiene que
v(J)? > v(1))? + v(I)4. Por lo tanto

logC*,, (k) logCl, (L") logCl, (L)
v > v v
-k - _ L(w)

)

f* _ L(U—')
n
siempre que n sea suficientemente grande.
La afirmacién para D, se sigue tomando limite sobre una subsucesion apropiadada de k,
y el caso de D, es andlogo.

Un cociclo subaditivo para las medidas n“

El andlisis anterior de las medidas ' tiene una correspondencia, pero mas simple para
las medidas 7“’. Como las demostraciones son muy similares, solo indicamos los resultados,
dejando los detalles al lector interesado. Sea Q,, la famlia de cuadrados diddicos

{27 G+ D27 X [27 (o + D27 ¢ i, o € 23

Escribamos Q) = Q,w, y definamos

& =Y (1)

0eq”

Entonces uno puede chequear, como antes, que existe una sucesion de funciones continuas
¢,, tal que
—1 i
M= & (w) < € (w) < My (w)

para alguna constante M > 0 (dependiendo de ¢) y todo w € Y, y mds atn

El’l-{-ﬂl(w) S En(w) Eﬂl(Tn(w))'
(w)

Desde aqui se puede deducir, como lo hicimos anteriormente para las proyecciones 77, , que

logé, (w)

log €, (w)
_ Lﬁzw) ’ )

_ Lgl‘”)

D,(n“)) = lim sup (6.26)

n—oo

D,(0”) = lim inf

Conclusion de la demostracion

Empezamos aplicando (6.26) para mostrar que D, (') existe y es constante en u-casi
todo punto. Sin embargo, antes de que podamos hacerlo, estd claro que debemos entender el

Ly
n

comportamiento del cociente
Lema.

cuando 7 tiende a infinito. Esto es el propdsito del siguiente
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Lema 152. Si w € Y es u-genérico, entonces

_ L(w)
lim —=

n—o+oo 1

:flog/ld,]d,u(&)).
Y

A . e, _yl _g(w
Demostracion. Por definicién de L' tenemos 27 < [, A, < 2'"%" para todo n € N, es
suficiente ver que

S0 log (Aericuy
lim =2 (tren) - f log Ao, du(®).
n—+oo n Y
Pero esto se sigue del hecho de que w es pu-genérico, porque la funciéon @ +— log A, es
continuaen Y. U

Ahora se sigue del Teorema ergddico subaditivo (Teorema 45) que para u-casi todo w
vale que
i Y02B @) _ b3 flos&@du@|
im —— = ~ =: D(q).
noeo [l [, 10g(As, )du(@)
Deducimos de (6.26) que D,(n')) existe y es igual a D(q) para u-casi todo w. Mds atn, si w
es pu-genérico, entonces se sigue del Teorema 57 que

-
timinf 225 S b,
n—o0 _Lglw)

(w)
de donde D, ') = D(q).

Ahora pasemos las proyecciones 7\, Comencemos observando que para todo (w,v) €
Y x S! tenemos _ _
D) < D' () < min{D" ("), 1.

De hecho, esto se desprende de los hechos bien conocidos de que Eq no crece bajo funciones
Lipschitz, y nunca puede exceder la dimensidn del espacio ambiente.

Ahora, como u x Lz es ergodica por hipétesis, el Corolario 58 combinado con el Lema
152 implican que cualquier punto u-genérico w satisface, para cadav € S,

min(D (1), 1} > D7) = Timinf 229V = Ly g £V

v n—+co _L(“’) Iu* n—+oo n

> 2 (6.27)
J7i

donde

neN

@ ;= inf [l f(/)nd(,u x Lg)
nJy

, M ::flog/lw,du(cu).
Y

Por lo tanto, dado cualquier w € Y, si queremos probar (6.5), entonces es suficiente ver que

— )
min{D’ ('), 1} = " (6.28)
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Como (¢,,)nen €s un cociclo subaditivo acotado, el Teorema ergddico subaditivo (Teorema
45) y una aplicacion del Teorema de Fubini implican que u-casi todo w € Y satisface

. Pu(w,v) @
lim = —
n—+oo _LI(;U) w

para L-casi todo v € S'. Por (6.13), resulta que % es igual para (u X £)-casi todo valor de

Dq(n(v“’)), y por el Teorema 148 y Fubini, deducimos que es igual a min(D(qg), 1) (este es el
punto de la demostracion donde usamos que g < 2). Por lo tanto, si tomamos

E=lweY:D,m0“) = D(q),

entonces (6.28) vale para todo w € &, y si D(g) > 1, también para w en el conjunto G de
puntos y-genericos.

Concluimos que para todo w en el conjunto de u-medida total G N &, todas las desigual-
dades en (6.27) son igualdades, y por lo tanto (6.5) es satisfecho. Si G C &, o si D(q) > 1,
entonces (6.5) vale para todo punto p-genérico w.

La afirmacion sobre la convergencia uniforme sobre v € S se sigue del anélisis de arriba,
y la uniformidad en el Corolario 58 (que implica que la desigualdad de mas a la derecha en
(6.27) vale uniformemente en v, para todo w € G fijo). Con esto terminamos la demostracién
del Teorema 145.

6.3. Demostracion del Teorema 147

Preliminares

La demostracion del Teorema 147 se sigue el mismo esquema general de la prueba del
Teorema 145. Indicaremos entonces, donde radican las principales diferencias, y esbozare-
mos u omitiremos las demostraciones que sigan de cerca los argumentos del Teorema 145.

Dado w € Y, escribimos 7’ = ¥ x . Para s € [-,8) consideremos la proyeccion
ortogonal II; en el espacio lineal generado por el vector (1,e*), i.e. IIy(x,y) = x + €'y, y
escribamos I1, = II, o A, donde, abusando un poco de la notacién, también denotamos por

A, : X9 - [0, 1]% 1a funcién de codificacién del producto
Auu,u') = (A, (), N'W')).

Para cada w € Y, denotemos la medida proyectada 1,7 por 7. Entonces '’ no es otra
cosa que la convolucién v\’ x A1) en la que estamos interesados.
Para (u,v) € Xﬁ,“’) x X!, definimos la funcién producto h,(fjv) : [0, 11> — [0, 1] por la férmula

0y = (200, 800).
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A lo largo de la demostracion va a ser importante trabajar con familias de pares (u, v) tales
que la excentricidad del rectangulo £;; ([0, 1])? sea acotada, y se comporte como una rotacién
bajo la accion del skew-product S. Para hacer esto, necesitamos introducir un nimero de
familias de pares de palabras. Famlias similares aparecen en [43], aunque aqui necesitaremos
una familia adicional debido a la configuracién algo més complicada.

Por lo tanto, consideremos las familias W@ = (W), Y@ = (YY), yZ@ =
(Zﬁf"))nzy de pares de palabras definidas como

ngw) = X(r(;z)) XK o

n+21&,
(w) — y(w) ’
Y, = K X Xn+2l(§,<1“))+l)’
(W) — y(w) ’
2" = Ko % Xn+2l(gf,‘“>—1)’
donde &) := # {k ell,...,n}: R (w,0) + a(T*(w)) > ﬁ} cuenta el nimero de veces k < n

para el cual la k-ésima rotacion del origen 0 € S é dada por R¥(w, 0) cruza el punto final 3.
Si identificamos cada palabra (u, v) € X x X!, con el rectangulo Qu‘j’v) = ) x I, obtenido

como la imédgen de la funcion h,(f’v) entonces tenemos las siguientes propiedades de W, Y
(w).
y 7'

i. Cada rectangulo de W@, Y@ y Z(@ es el producto de intervalos basicos de C“ y C’
(donde C’ es la imédgen de X’ bajo la funcién de codificacidn), cada uno de esos posible-
mente pertenezca a diferentes pasos de las construccién de C“’ y C’, respectivamente.

ii. Un simple calculo usando (6.7) y (6.8) muestra que el tamaifio de todos los rectingulos
(w) () (w) :
en W,”, Y,” y Z,” es, respectivamente,

R*(w,0)
2

Ay« Ay X Ay, -2 - gy, €

R"(w,0)-28
Ay, -+ gy X Aoy, - .. Ay € ,

R (0,0)+28
Ay, - gy X gy, - .. Ay, € .

En particular, la excentricidad de los rectdngulos en cada familia, i.e. su relacion altura-
ancho, siempre son acotados entre e~ y .

iii. Bajo la convencion \Wé‘”) := {[0, 1]%}, para n € Ny los rectdngulos en W;‘j:)l son obtenidos
de aquellos en W' avanzando r pasos en la construccion de C“, y avanzando un paso
en la construccién de C’ si el rectangulo resultante tiene excentricidad entre e y €,
0 2/ + 1 pasos en la construccién en cualquier otro caso. Por (6.7), la primer opcioén
incrementa la excentricidad del rectdngulo resultante por un factor de R @0-R"@0)
con respecto a su predecesor en W mientras que la segunda opcion tiene el efecto de
llevar la excentricidad del rectdngulo resultante a un valor entre e y P,
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iv. Los rectangulos en ij") son obtenidos de los de Wﬁ,“’) avanzando 2/ pasos en la cons-
truccién de C’ y manteniendo los mismos intervalos bésicos en la construccién de C*.
Esto produce rectdngulos con mayor ancho que alto.

v. Los rectangulos en Z“ son obtenidos de los de W' yendo 2/ pasos hacia atrds en
la construccién de C’ (notar que eso es posible porque n > 3/) manteniendo los mis-

mos intervalos basicos en la construccion de C“. Esto produce rectangulos con mayor
altura que ancho.

vi. Para cada n € N, los rectdngulos en W cubren el conjunto producto C* x C’ (y
los rectangulos simbdlicos son disjuntos, aunque sos proyecciones geométricas pueden
solaparse). La misma afirmacién vale para Y y 7.

A partir de las consideraciones anteriores es facil ver que para (u,v) € W podemos

descomponer 4 como

RO, Y) = Gy - - A, (%, @OY) + (1, 1) (6.29)

para ciertas translaciones t,(j“), t, € [0, 1]. Mas aun, si H,(j‘;) denota la inversa de hfj"v) entonces

de (6.29) obtenemos

1 on 1 .
Hf;j;)(x, y) = a—(x,e SO pup—— R TP

w1 e Wrp awl e Wrp
Obviamente, descomposiciones similares valen para hﬁ,‘f’v) y Hf,“;) siempre que (u,v) € Y o
(u,v) € Z\.
Notamos que la familia (7“”),cy satisface las siguientes condiciones, muy relacionadas
con (a)-(c) dadas antes.
(a’) Cada 77 estd soportada en X x %_...
(b’) La funcién w — 7 es continua.
(c’) Existe K” > 0 tal que
7 ([wvl, X V1) < K7 7uly, X DT (e X VD, (6.30)

para todo w € Y, todo (u, ') € W U YW U Z“, y todo (v,V) € KT X,

De hecho probaremos el resultado para proyecciones de familias de medidas ﬁ(“’) satisfa-
ciendo esas condiciones (i.e. no importard que 7’ sea una medida producto para cada w).
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Un cociclo multiplicativo

Para cada n € N definimos L’ como el tinico entero no negativo tal que

L(W)

2_ n

L("J)

<@y, - a,, <27 (6.31)

y, como en la demostracion del Teorema 145, consideramos las familias encajadas de inter-
valos D dadas por

g g .
DY = {27 2+ 1)t je Z)

Con esto, para g > 1 definimos las funciones 7., : ¥ X S [1; - R

Tynlw, )= Y (0 D). (6.32)

[eD@)

Similarmente a la demostracion del Teorema 145, mostraremos que 7,, €s un cociclo
submultiplicativo (salvo una constante multiplicativa), y entonces construiremos un “mejor”
cociclo 7, que sea comparable con 7,,. A diferencia de la situacion del Teorema 145, las
funciones T,, no serdn continuas, pero sera aproximable por funciones continuas en una
forma adecuada. Como ¢ estara fijo, lo sacaremos de la notacion.

Por lo tanto, el primer paso a probar es que existe K; > 1 tal que para todo n,m € N and
(w, s) € Y x S, uno tiene que

Tpam(W, 8) < K; th(w, 8) T,,(S"(w, 5)). (6.33)

Para ver esto, fijemos n,m € N, (w, s) € YXS é, y veamos que vale (6.33). Consideraremos tres
casos separados, dependiendo de si -8 < R"(w,0) + s < 8, R"(w,0) + s > o R"(w,0) + 5 <
—p(. En el primer caso uno tiene R"(w, 5) = R"(w, 0) + s mientras que en el segundo tenemos
R"(w, s) = R"(w,0)+s—2By en el tercero vale sin embargo que R"*(w, 5) = R"(w, 0) + s+ 20.
Para la prueba en el primer caso usaremos solo la familia W, y lo remplazamos con la
familia Y para la prueba del segundo caso, y con Z“) para la prueba del tercero. Excepto
por esa diferencia, la prueba de los tres casos son completamente andlogas por lo que solo
comentaremos el primer caso.

La prueba es una variante menor de la demostracion de (6.14). Dado J € D definamos

W(s) 1= {(,v) € W : ([ul, x V) NI, (J) # 0)

y consideremos el intervalo J que tiene el mismo centro que J pero de longitud 1] = 65¢%|J.
La constante es tomada para asegurar que I s([u]y, X [v]) C J para todo (u,v) € W(“’)(s)
Sile D9 estal que I C J, entonces

n+m

D<K Y 7wl x D) g™ HST D)

(u)eW' (s)
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Esto puede verse en una forma muy smilar a (6.17); por lo que omitiremos los detalles. Si
continuamos argumentando como en la demostracion del Teorema 145, obtenemos mas

5. (o) <l

(w)
IED)‘H'UZ
IcJ

Xy Qe o (™ eEw ) (6.34)
weW(s) 1,
IcJ
recordemos (6.19) y (6.20). Ahora usando (6.29) no es dificil de ver que para cualquiera de
esos intervalos 'y (u,v) € W(J“’) tenemos

-1 1
HOT() = (T 0 k) (1) = 11, (— (=TI, r;))), (6.35)
’ ‘ ’ awl T awrn
donde ¢ := R"(w, s) (de hecho, tenemos (6.35) para t = R"(w,0) + s el cual, en este caso,
coincide con R"(w, s); este es el punto en donde es importante usar la familia apropiada de

rectangulos). Mds atn, las familias D,(ﬁ)m y

1
{—(1 - T(dy”,d,) : I € Dﬁfi)m}
a(,()] o e awrn
se puede ver que son 6-equivalentes, por lo tanto por Lema 150 y (6.35) obtenemos

D (™ HST 1)) < 607, (T (), 1) = 677 7,(8"(w, 8). (6.36)

(w)
’DVHWVL
IcJ

Ie

Combinando esto con (6.34), y razonando exactamente como al final de la Seccién 6.2, final-
mente deducimos que la relacion del cociclo (6.33) vale para algin K; > 0 dependiendo de

q.

Una funcién C-aproximable por arriba analoga de 7,

Para poder aplicar el Corolario 58, necesitamos un cociclo C-aproximable (recordemos la
definicion 56). A diferencia de la situacion en el Teorema 145, hay ahora una discontinuidad
inherente en el punto final del intervalo [—3,); tengamos en cuenta que la identificacion
de los puntos extremos es necesaria para aplicar herramientas de teoria ergddica, en lo que
respecta a la definicién geométrica de 7, no existe tal identificacién. Este problema surge ya
en [43, p. 107], donde (en el curso de probar que lo que efectivamente es un caso particular del
Teorema 147) se afirma incorrectamente que las funciones ¢, (correspondientes a nuestra 7,,)
son continuas. De hecho, hay continuidad hasta el punto final del intervalo. Afortunadamente,
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esto resulta ser un problema menor, dado que el conjunto de discontinuidades es pequefio el
nuevo cociclo sigue siendo C-aproximable por arriba.
Pasemos a los detalles. Primeramente, en estrecha analogia con la Seccién 6.2, definimos

W x,y) = p 25 (x - ).

donde ¥ € C(R) estd soportadaen [-2,2), 0 <y <1y Yl h =1y

q-1
To(w, ) 1= f[R ( f[R w;‘*’kx,y)dng“’)(x)) dn” ().

Entonces uno puede checkear, como en la Seccién 6.2, que existe una constante M > 1 tal
que

M1, (w, s) < Ty(w, s) < M1,(w,s) paratodon €N, (w,s) €Y XS, (6.37)

y T, es continua en Y X (=6, ). Como claramente tenemos 0 < 7, < 1, el hecho de que 7, es
C-aproximable es ahora consecuencia del siguiente Lema.

Lema 153. Dada una medida p en Y, toda f : Y X S ;3 — R acotada que es continua en
Y X (=B, B) es tambien C-aproximable por arriba en (Y X S}, pu X Lp).

Demostracion. Para¢ € (0,8)seag: S é — [0, 1] una funcién continua tal que gl ;_ Ls—pele] =
0y gli-g+sp-61 = 1, donde identificamos — = .
La funcién Ms : ¥ X S ;} — R definida por la férmula

Ms(w, s) = f(w, $)g(s) + || flleo(1 = g(s))

es continuaen Y X S é y también satisface f < M; < 2||f||. Més ain, como Ms y f coinciden
en Y X [-B + 0,8 — 6], tenemos que

26]1floo
B

f (M = F)d(ux L5) < 2\l LB — 6~ + 6T) =
YS!

B

lo que muestra que f es C-aproximable por arriba. [

Para esto, se sigue que si para cada n € N definimos ¢, : ¥ X S /‘3 — R por la férmula
¢ = log(Ki7,)

donde K; es como en (6.33), entonces la sucesion (¢,),cn €S un cociclo subaditivo en Y X S é
Notar que cada ¢, estd bien definida dado que 7, y por lo tanto también 7,, son estrictamente
positivas. Mds aun, por el Lema 153 tenemos que ¢, serd C-aproximable por arriba siempre
que siga siendo acotada. Este hecho serd una consecuencia de (6.37) y del siguiente Lema.
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Lema 154. Para cada n € N tenemos

0< inf lT,,(a), s) < sup  Tu(w,s) < +oo.
(@,5)EYXS 5 (@,5)eYxS |

Demostracion. Notar que, como 7' es una probabilidad para cada (w, s), tenemos
w5 = > (D) < > D =7 ® =1.
[eDW 1eD@)

Para ver la otra desigualdad notemos que para todo (w, s) € ¥ X § ,}3 tenemos
Sop(”) € TL([0, 11 % [0, 1]) € [0, 1 + €]

por lo que para cada n € N existen como mucho ¢,z intervalos I € D satisfaciendo
)(I) # 0, donde ¢, € N es una constante que, como infi-;__ya; > 0, puede ser toma-

,,,,,

da 1ndepend1entemente de w. Entonces, para cada (w, s) existe como minimo un I € D' tal

que 7'(I) > — 10 que implica que

Conclusion de la demostracion

El resto de la prueba del Teorema 147 sigue exactamente las mismas lineas de la prueba
del Teorema 145. En particular, (6.13) vale en la forma actual. Los detalles se dejan al lector
interesado.

6.4. Ejemplos y aplicaciones

6.4.1. El caso deterministico

Cuando hay solo N = 1 regla, obtenemos la siguiente consecuencia inmediata del Teore-
ma 145

Corolario 155. Sea {f;j(x) = AR, x+1 j}’J‘.zl, donde A € (0, 1), R, es una rotacion en « € [0, 27)
y t; € R? son translaciones. Sea j una medida en X, :={1,...,k}™ tal que

n(lw]) < Knlu]nlv]

para algiin K > 1y toda palabra finita u € X,,,v € X,, y sea n la proyeccion de n bajo la
funcion de codificacion.
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Si a/n es irracional, entonces para todo q € (1,2] y todo v € S vale que

D,(I1,n) = min(D,n, 1),

log Cfy, ()

n(g=1)

y mds atin la convergencia de — a min(D,n, 1) es uniforme sobre v € S'.

Demostracion. El sistema dindmico (Y x S, S) degenera a una rotacion por « en el circulo,
para la cual la medida de Lebesgue es ergddica. Esto es entonces un caso especial del Teorema
145. [

Las medidas 7 satisfaciendo las hipétesis incluyen el producto de medidas (Bernoulli) en
X. Cuando 77 es Bernoulli, tenemos que 7 es una medida autosimilar en el conjunto auto-
similar correspondiente, por lo que en particular obtenemos la existencia y preservacion de
las dimensiones L? de proyecciones de medidas autosimilares para sistemas iterados de fun-
ciones homogéneos en el plano (para el cual la parte lineal contiene una rotacién irracional),
independientemente de los solapamientos. Para dimension de Hausdorff es sabido que vale
incluso para sistemas no-homogéneos [16,29]; a continuacion recuperaremos esto como otra
consecuencia del Teorema 145.

En una forma similar, tenemos la siguiente consecuencia de la demostracion del Teorema
147.

Corolario 156. Para (i, j) € {1,...,ki} x{1,...,ky}, sea
fi.j(x,y) = (ax + t;, by + u;),

donde0 <a<b<lyt,ujeR

Para i = 1,2, sea v; una medida en {1, ... kN tal que
vi(luv]) < Kvi([u]) vi([vD, (6.38)
para toda palabra u € {1,...,k}",v € {1,...,k}". Sea v; una proyeccion de v; bajo la

respectiva funcion de codificacion.
Siloga/logb es irracional, entonces para todo t > 0,

D,(vi * Apvy) = min(D,(vy) + D,(v2), 1),
donde A,x = tx, y mds atin

log Czl* Ay, (D)

Ty~ min@,01) + Dy(v2). 1)

uniformemente sobre subconjuntos compactos de (0, +00).
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Demostracion. Como no hay espacio de cddigos, la asuncion de ergodicidad en el Teorema
147 se reduce a L, siendo ergddica para la funcion s — s+gln(b/a) en § ! donde 8 = In(b™")
y £ € N es arbitrariamente grande (recordemos (6.7) y (6.8); tomamos r = 1 pues a < b).
Como logb/loga es irracional, esos sistemas son isomorfos a una rotaciones irracionales
para algin valor de £, por lo tanto la afirmacion se sigue de la prueba del Teorema 147. [

Esto extiende [43, Teorema 1.1], y la mayor parte de las generalizaciones de la Secciéon
[43, Section 5]. Mds precisamente, permitimos superposiciones en la construccion, nuestras
medidas en las conjuntos de Cantor son mas generales, y obtenemos convergencia uniforme
sobre conjuntos compactos de escalas .

6.4.2. Medidas autosimilares aleatorias

A continuacion volvemos al marco del Teorema 145 con N reglas diferentes, pero asu-

miendo que las medidas 7 tienen la siguiente estructura de producto. Paracadai € {1,...,N},
sea p; = (pi1,- .., Pix) un vector de probabilidades, y sea
7 = | po. (6.39)
n=1

Es inmediato que las propiedades (a)-(c) valen. (Recordar la Seccién 6.1). Sea ¢ una medida
ergédica para (Y, T), donde como de constumbre ¥ = {1, ..., N}™.

Queremos obtener una férmula explicita para las dimensiones L¢ de las proyecciones 7(“;
para esto, necesitamos asumir cierta condicion de separacion. Por simplicidad asumimos la
siguiente condicion de separacion fuerte:

paracadai € {l,..., N}, los discos ff”(B), e ,fii)(B) son disjuntos, (6.40)
donde B = B[0, R] es una bola tal que f;i)(B) C B para todo i, j, recordar la Seccién 6.1. El
siguiente Lema es standard, pero incluimos la demostracion.

Lema 157. Sea la familia 7 dada por (6.39), y supongamos que (6.40) vale. Entonces para
cada q > 1, la dimension L7 de ' = Awﬁ(“’) existe y es constante en el conjunto de puntos
U-genéricos w, y estd dada por el valor

flOg (pél,l i P%lkal)dﬂ(a)

DY) =
) =TT ogthoy du@)

(6.41)

Demostracion. Para cada n € N definamos

Ou(w) = D (1B,

uerW
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Notar que tenemos

log 6,
D) = 1lim 0g On(w) .
n—o (g — 1)1og(dy, -+ Aw,)

De hecho, esto se sigue de la definicion de L' en la ecuacién (6.11), y el hecho de que las
familias fof”) y {Bﬁ,“’) : [u| = n} son C-equivalentes en sop(17'“’) para algiin C > 0, razonando
como en la demostracién de la ecuacién (6.25).

Observar que en el n-ésimo paso de la construccion de C“’ tenemos k,, - - - k,, discos,

cada uno de medida p,,, ;, * - * po,., (para una eleccion dadade i; € {1,--- , k, }). Entonces
_ q q
Hn((,()) - Z o Z pwl,l‘l T pwmin
ile{l""’kwl} ine{la""ku)n}

n

_ q q

- n(pwj!l o p‘”f"kwj)'
j=1

Sea H(w) := log (pZJl’] +- 4 pil’kw]) (que es obviamente continua, pues depende solo de

w1). Notemos entonces que log6,(w) = Z?:l H(T/!(w)). Sea G el conjunto de puntos u-
genericos. Si w € G, entonces

1 — — —
~log 6,(w) — f H(@®@) du(@) = f log (p% , +---+p ) du(@). (6.42)
n 1, W1, W]

Similarente, fue probado en la demostracion del Lema 152 que para todo w € G,

log(Ay, -+ Aw,) R
n

f log(Az,)du(w). (6.43)
Ast, por las ecuaciones (6.42) y (6.43), concluimos que

log 6, Llog6,(w
(¢ - DD = 1im —080@) e, a 08 W
n—+oo log(/lwl cee /lw,l) n—+0oo N log(/lw] cee ﬂw,,)
Jlog(ph \+--+pf ) du(@)

[ log(15,) du(w)

Esto concluye la demostracion. [

Aplicando esto al caso en que u es una medida de Bernoulli, obtenemos la siguiente
consecuencia del Teorema 145.

Corolario 158. Sea la familia 1) dada por (6.39), y supongamos que (6.40) vale. Sea r =
(r1,...,ry) un vector de probabilidad y sea u la medida r-Bernoulli. Finalmete, asumamos
que «;/m es irracional para algiin i con r; > 0.
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Entonces para cada q € (1,2] y cada u-genérico w
Dq(an(“’)) =min(D(g),1) paratodov e S !

donde
Sy rilog(pf + -+ pl)
(g- 1IN, rilogd)

D(q) =

q
log Cnvﬂ(m (n)

o amin(D(q), 1) es uniforme env € S L

Mas atin, la convergencia de —

Demostracion. La ergodicidad de u x £ para el skew-product dado en (6.4) es clasica cuando
u es una medida de Bernoulli (asumiendo que alguin «; /7 es irracional), ver por ejemplo [45,
Corolario 4.5]. La afirmacion es entonces inmediata del Teorema 145 y Lema 157. U

6.4.3. Estimaciones uniformes para box-counting

Una cota superior en Ci(n) para ¢ > 1 provee (via desigualdad de Holder) una cota
inferior en el nimero de cubos en D,, que intersecan el sop(u):

1= Z () < #{I € D, : 10 sop(u) # 0)'/7CUn)'". (6.44)

1€D,

Junto con nuestros resultados principales, esto da cotas inferiores uniformes para “box-
counting”’para las proyecciones de los soportes de las medidas en cuestion. Daremos un
ejemplo concreto.

Corolario 159. Sea A C R? un conjunto autosimilar, esto es, A = | J*, fi(A) para algunas
similaridades contractivas f.. Si la parte ortogonal de alguna f; es una rotacion irracional,
entonces para todo & > 0 hay un § > 0 tal que para todon € Ny v € S, la proyeccion I1,A
interseca al menos 6 209" intervalos en D, donde v = min{dimy(A), 1}.

Demostracion. Asumimos que f;(x) = AR,(x) + t; donde a/x es irracional y, mas aun, la
condicién de separacion fuerte vale. De hecho, cualquier conjunto autosimilar del plano A
para el cual una de las funciones generadoras contienen una rotacion irracional, contiene
conjuntos autosimilares de esta especial forma y dimensién arbitrariamente cerca de la de A,
ver por ejemplo [52, Lemma 4.2].

Si 77 es la medida (%, e %)-Bernoulli en {1,...,k}", y 7 es su proyeccién en A via la
funcion de codificacion, entonces es bien sabido que D,(n7) = dimgy(A) = logk/|log A]. La
afirmacion ahora se sigue del Corolario 155 y (6.44). [l
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6.4.4. Proyecciones de medidas no-homogeneas autosimilares

Usamos una representacion integral de medidas autosimilares para recuperar un resultado
de [29] en la dimensién de Hausdorff de proyecciones de medidas planas auto-similares.
Sean f;(x) = A;R,,(x) + 1, j = 1,..., k similaridades contractivas (es decir, 4; € (0, 1)). Sea
p = (p;,...,p,) un vector de probabilidad y sea v la medida autosimilar correspondiente. Es
decir, v es la proyeccion de la medida p-Bernoulli ¥ bajo la funcién de codificacion A dada
por

(AWY = [V fur - fu (B,
n=1

donde B es una bola suficientemente grande tal que f;(B) C B para todo j.

Fijemos un entero grande £. Para cada u € {1,...,k}’, sea N (1) que cuenta el nimero de
veces que el simbolo j aparece en u, y escribamos N(u) = (Ny(u), ..., Ni(u)). Notar que N
toma valores en

2:: {(51,...,5[():5[20,261'25}C{051,~~'75}k’

por lo tanto en particular #% < (£+1)* (ésta es una estimacién no muy delicada, pero suficiente
para nosotros; la idea en que tiene tamafio polinomial en ).

Ademas, si N(u) = N(v), entonces las funciones f, y f, tienen la misma parte lineal (y
posiblemente distintas traslaciones), donde como es usual f, = f,, o--- o f,,. Por lo tanto,
paracada o € X, {f, : N(u) = o} es una regla vdlida en el sentido de la Seccion 6.1.

Nuestro objetivo es desintegrar v sobre las fibras de la funcién

(U)nen = (N(Ugj—1yest - - - Uje)) jen

que divide u en bloques de longitud ¢ y aplica N a cada bloque. Aunque dicha desintegra-
cién existe en un entorno muy general (ver por ejemplo [12, Capitulo 5]), en esta simple
configuracion hay una expresion explicita, que ahora describimos.

Para cada o € X, escribimos

re= D, PuPu= ). DPa

ue{l,...k}-:Nw)=o ue{l,...k}:Nu)=o

Consideramos la probabilidad condicional p, en la fibra {u € {1,...,k}* : N(u) = o}, ex-
tendida a todo {1,...,k}" asignando masa cero al complemento de la fibra. Formalmente,
Pou = D,/Te f N(u) = 0,y psy = 0 en otro caso.

Notar que uno puede muestrear una sucesion # = (uy,...,u,) de acuerdo con v en la
forma siguiente: tomar o € X de acuerdo con el vector de probabilidad r; entonces tomar u
de acuerdo con el vector de probabilidad p,. Gracias a la estructura producto de v, esto se
extiende a sucesiones infinitas como sigue.
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Paracadaw € IV, sea 77(‘”) la medida producto [ ]2, p., (esto es una medida en ({ 1,..., k}‘))
la que podemos identificar con {1, ..., k™ en forma canénica). Explicitamente,

ﬁ(w)([ub ) unf]) = Poiuyoup) """ ij,(u(n_l)m ..... Une)*
Finalmente, escribamos u para la medida r-Bernoulli en .

Lema 160.
mzf#%ww.
N
Demostracion. Es suficiente chequear que ambas medidas coinciden en cualquier cilindro

A = [iy...in] =: [vi...vs] donde v; = (i(j-1)e+1 .- -1j¢) (como cualquier cilindro se parte
como una union finita de esos cilindros). Pero

fWMWMFj@mewww
Y

= f Pwiyvi * " Pwpvy d#(w)
w;=N(v;)

n n
= H IN;) rl PN@)).v;
J=1 =1

n

=| | Py, = V(A).
=1
[
Hemos definido las cosas para que las funciones de codificaciéon A, coincidan con la
N
funcidén de codificacion original A para v, después de la identificacion usual de ({1, - ,k}f)
con {l,...,k"N. Por lo tanto, se sigue del Lema anterior que también
= f 7 du(w). (6.45)

Esta es la desintegracion a la que nos referiamos arriba, y es preservada bajo proyecciones
ortogonales.

Desafortunadamente, las dimensiones L? no funcionan bien con las representaciones inte-
grales, pero la dimension de Hausdorft si lo hace. Esto nos permite recuperar, via una prueba
bastante diferente que evita la maquinaria de procesos con valores en medidas, el siguiente
resultado que fue primero obtenido en [29] (notemos, sin embargo, que los métodos de [29]
se extienden a dimensiones mads altas, mientras que nuesto enfoque no sirve para dimensiones
d>3).



150 CAPITULO 6. Dimensiones L4 y proyecciones.

Corolario 161. Supongamos que f;, p y v son como arriba, y asumamos ademds que la
condicion de separacion (6.40) vale. Entonces

dimy(I1,v) = min{dimy v, 1} para todov e S".

Demostracion. Se sigue de la definicion de dimension de Hausdorfl de una medida y de la
representacion (6.45) que si dimy(I1,n“)) > s para u-casi todo w, entonces dimg(I1,v) > s.
Mostraremos que lo anterior vale para todo v € S' con un valor de s que puede hacerse
arbitrariamente cerca de min{dimg v, 1} tomando ¢ suficientemente grande.

Primero, la condicion de separacidon implica que

dimg(v) =

donde 4, = 4,, - - - 4,,, ver por ejemplo [11, Teorema 5.2.5].
Por otra parte, obtenemos del Corolario 158 que para todo w u-genérico, todov € S, y
todo g € (1,2],

2ioes To 10g(X e, iyt p(qT,u) )
(=1 Xpes o log(Ay) )
donde A, = A4, para todo u tal que N(u) = o. (Para la desigualdad de més a la izquierda,

recordemos que la dimension L? con g > 1, es siempre una cota inferior para la dimensién de
Hausdorff.) Haciendo ¢ — 1%, y recordando las definiciones de 7., p,., tenemos que

dimp(I,7) > D, (L) = mfn(

o ra' u o 10 T
dimy(I1,n“) > ml’n(z es 7o Duel1,.. k) P, 108 P ’ 1)

, (Zue{l ,,,,, ke P 1og(p,/rvay) )
= min 1

Tl o
= mfn(dlmH v, 1) _ Zo—iz r(_ Og(}" )
€2y pilog(A;)
log #Z
> min(dimg v, 1) + . 0§
€ 2i-1 pilog(a;)
klog(€ + 1)

> min(dimg v, 1) + —
£YL, P log(d)
— min(dimg v, 1) as £ — oo,

donde en la quinta linea usamos que la entropia de un vector de probabilidad de longitud M
estd acotado por log M. Esto completa la demostracion. [
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