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Abstract
OPEN ACCESS

The present work describes a co-rotating shear flexible beam element without shear locking
and integrating Euler-Bernoullis and Timoshenkos beam theories. The co-rotational

kinematics is based on the separation of the motion in deformational and rigid body
components. The deformation of the beam element is composed by three natural modes of
deformation: the extension mode, the symmetric bending mode, and the anti-symmetric
bending mode. The respective generalized stresses from these natural modes are self-
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balanced allowing the achievement of a consistent tangent stiffness matrix. In this paper, it
is detailed and deduced all the algebraic steps for the deduction of the elastic stiffness DoIL

matrix, the geometric stiffness matrix, and the co-rotation stiffness matrix. Some examples

10.1016/j.rimni.2016.03.001

are presented and the numerical results demonstrate that the beam element here

presented is able to handle large rotations.

Resumen

En este trabajo se describe la formulaciéon corrotacional de un
elemento de viga unificado que integra las teorias de vigas de
Euler-Bernoulli y de Timoshenko y que no presenta bloqueo por
deformacién a cortante. La cinematica corrotacional se basa en
la separacion del movimiento de un sélido en una parte
deformacional, y la otra, en movimiento de cuerpo rigido. La
parte deformacional del movimiento es representada por tres
modos de deformaciones naturales que son generados por el
esfuerzo  axil, la flexion pura y la flexion simple,
respectivamente. Los esfuerzos generados por los modos
naturales de deformacion son auto-equilibrados lo que
posibilita la obtencién de la matriz de rigidez tangente
corrotacional consistente. Se describe de forma detallada la
obtencién de las matrices de rigideces elastica, geométrica y
corrotacional. A través de algunos ejemplos numéricos se
muestra la habilidad del elemento de tratar con grandes
rotaciones de cuerpo rigido.
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1. Introducion

En las Ultimas dos décadas se ha observado un creciente interés
de la comunidad de mecénica computacional en la aplicacién de
la formulacién  corrotacional en el andlisis no lineal de
estructuras menos comunes utilizadas en sectores de
tecnologia de punta como en la industria aerondutica,
aeroespacial y petrolera. La idea principal de la formulacién
corrotacional es des componer el movimiento de un sélido en la
suma de un movimiento de cuerpo rigido y un desplazamiento
deformacional. Esta formulaciéon es un caso particular de la
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cinematica Lagrangiana para modelar los efectos de la no
linealidad geométrica en el analisis estructural haciendo uso del
método de los elementos finitos. Asi, en esta formulacién se
asume que tanto las traslaciones cuanto las rotaciones de
cuerpo rigido podran ser grandes, pero las deformaciones han
de ser pequefias y por ello existe la posibilidad del uso de
elementos finitos lineales en problemas que involucran la no
linealidad geométrica, siendo esta la principal motivacién del
uso de la formulacién corrotacional. En los afios 70 y 80 esta
formulacién fue utilizada en el andlisis no lineal de una clase de
estructuras utilizadas en la ingenieria aeroespacial (aviones,
satélites, coehetes, antenas), en la ingenieria naval (navios,
plataformas offshore), asi como en la ingenieria mecanica
(robotica, maquinas de excavaciones), teniendo poco impacto
en la ingenieria civil para esta época. A mediados de los afios 90
la formulacion fue extendida al analisis de modelos de fallos
locales y aplicaciones abarcando la dindmica no lineal. En el
trabajo de Skallerud et al[1] es utilizada la formulacion
corrotacional para analizar tuberias de gas submarinas
expuestas a grandes cambios geométricos bien como a fallos
locales. Yaw et al.[2] muestran aplicaciones de la formulacion
corrotacional y los métodos sin malla en el analisis de sélidos
2D incluyendo la no linealidad geométrica y fisica. Felippa y
Haugen [3] describen una formulacién corrotacional unificada
para analisis estatico no lineal de solidos discretizados por
medio de elementos de vigas, placas y laminas. En el trabajo de
Mostafa et al.[4] es extendida la formulacion para analisis
estaticos utilizando elementos finitos de sélidos 2D, sé6lidos 3D y
elementos denominados de sélidos-lAmina de bajo orden con
campos de deformaciones mejorados, que poseen apenas
grados de libertad de traslacién. Por otro lado, Matias y Bezerra
[5] propusieron una formulaciéon unificada para la descripcion
corrotacional de elementos de estructuras articuladas
espaciales y de viga 2D. Finalmente, pueden ser citados otros
autores [6] ; [7] que han aplicado la formulacién corrotacional
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para analisis dinamico no lineal de sistemas estructurales
discretizados con elementos de vigas 2D y 3D. En este trabajo se
presenta la formulacién corrotacional de un elemento de viga
2D con las siguientes particularidades: a) se define un vector de
desplazamientos de cuerpo rigido del elemento a través de un
sistema de referencia local fijo en su centroide; b) este elemento
puede sufrir rotacién de cuerpo rigido de cualquier magnitud
debido a la aplicacién de la funcién médulo; c) serdn adoptados
3 modos de deformaciones naturales [8] ; [9] para representar
la parte deformacional del movimiento del elemento; d) estos
modos de deformaciones naturales representan esfuerzos
internos auto-equilibrados; e) se obtiene el vector de fuerzas
nodales a partir de los esfuerzos internos auto-equilibrados; f)
es utilizado el principio de los trabajos virtuales complementar
[10]; [11] para obtener la matriz de rigidez elastica que integra
las teorias de vigas de Euler-Bernoulli y de Timoshenko; g) este
elemento serd aqui denominado de elemento de viga 2D
unificado; h) este elemento no presenta bloqueo por
deformacién al corte; i) se describen detalladamente el
desarrollo algebraico para el calculo de las matrices de rigidez
corrotacional y geométrica, asi como la expresién completa de
la matriz de rigidez tangente. Finalmente, se aplica este
elemento para el andlisis no lineal de pérticos planos. Son
presentados ejemplos numéricos en los cuales se constata la
inexistencia de bloqueo por cortante en el analisis no lineal.

2. Descripcion corrotacional

Sea un sistema de coordenadas globales cuya base es
ortonormal conforme se muestra en la figura 1. Para expresar
las variables cinematicas en la configuracion no deformada se
utilizan las coordenadas materiales (X, Y), mientras que, en la
configuraciéon deformada las coordenadas espaciales (x, y ). En
la configuraciéon no deformada las coordenadas nodales del
elemento son dadas por (X;, Y; )y (X5, Y, ), respectivamente. Su
longitud e inclinacién iniciales son dadas por:

Je
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Figura 1.

Movimiento del elemento de viga 2D.

(1)
L= ’\/Xgl + Y5

0p=2 arctan (o2 Xa1)
YZl

donde X5, =X, - X;y Y5, =Y, - Y, . Para obtener la expresion (1b)
fue utilizada la relacion tan(%(po) . Esta expresion es singular si

Y,, =0, por lo que sera asignado el valor de ¢, =0 para X;; =/, 0
@y =1 para Xy, = - l,. De manera similar, en la configuracién
deformada las coordenadas nodales del elemento son dadas
por (x;,¥,)y (X5, ¥,), respectivamente. Su longitud e inclinacién
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actuales son dadas por:

2
=1 /X51 + Y5 {2

- L =Xy
o =2 arctan( Vo )

donde x,; =X, — X; € Y1 =¥, — ¥; . Nuevamente, para obtener la
expresién (2b) fue utilizada la relacién tan(%q) ). Esta expresion
es singular siy,, =0, donde ¢ =0 para x,; =/0 @ =mparaxy, = -
/. Como se muestra en la figura 1 el movimiento del elemento

de viga 2D es dado por el vector de desplazamientos nodales en
coordenadas globales como:

u? = (uy, vy, 01, Uy, vy, 65) (3)

Por otro lado, las coordenadas espaciales nodales pueden ser
escritas en funcién de los desplazamientos nodales como x; =

X, +u,yx,=X,+u,, respectivamente. A partir de estas
expresiones se obtiene que Xy; =Xy t Usy Y Voq = Yoq + Uz,
donde u,; =u, - U;yVy =V,- Vg, respectivamente, lo que

permite reescribir que: I = \/(Xﬂ + g )2+ (Yo +Vpq)2 .

Para definir el movimiento de cuerpo rigido de este elemento se
fija en su centroide un sistema de coordenadas locales (x,, y.)
que lo acompafa durante todo su movimiento, como se
muestra en la figura 1. Asi, el movimiento de cuerpo rigido es
definido por dos traslaciones y una rotacion del sistema de
referencia local entre las configuraciones deformada y no
deformada, y se escribe como:

T o

u =
" %(v2 +v,)

P =P

2.1. Modos de deformacién naturales

Fueron necesarios tres grados de libertad para definir el
movimiento de cuerpo rigido del elemento de viga 2D, asi los
tres grados de libertad restantes son necesarios para definir el
movimiento deformacional del elemento. En este trabajo se
adopta el concepto de los modos naturales de deformacién
definidos en las referencias [8]; [9] . Para el caso del elemento
de viga 2D son definidos tres modos de deformaciones
naturales como se muestra en la figura 2. El primer modo es
obtenido por la aplicaciéon de un esfuerzo axil de traccién en los
nodos del elemento. El segundo modo es obtenido al
considerar el elemento sujeto a un estado de flexién pura lo
que implica en ausencia de esfuerzo cortante. Este modo define
una linea elastica simétrica. En el tercero modo el elemento esta
sujeto a un estado de flexién simple que resulta en esfuerzo
cortante constante. Este modo define una linea elastica anti-
simétrica. Por lo tanto, se define el vector de desplazamientos
deformacionales en relacion al sistema de coordenadas locales
como:

a) o

Figura 2.
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simétrica.

Modos naturales de deformacion. a) estiramiento. b) elastica simétrica. c) elastica anti- |

ug = (u,9s,9a) (5)
donde
u=1-1 (6)
0Os :62_61

9a=92+91_2((p_(p0)

Para obtener las expresiones (6b) y (6¢) se utilizan las rotaciones
deformacionales de los nodos del elemento que de acuerdo con
la figura 1 se definen como 6; - (@ —-@y)y 6, = (¢ - ¥y)
respectivamente. Luego, conforme las figuras 2by2c, se
suman las rotaciones simétricas y anti-simétricas de cada nodo
del elemento. Por ultimo, se igualan esas rotaciones a las
rotaciones deformacionales de los nodos del elemento descritas
en lafigura 1. Este procedimiento genera el siguiente sistema
de ecuaciones:

7
—%es+%9a:61_(¢_¢0) (7

16:+10a=0,-(9 90

La resoluciéon de este sistema obtiene los valores de 6,y 8,
descritos en las ecuaciones (6b) y (6¢c), respectivamente. Con el
objeto de asumir cualquier magnitud en el valor de los angulos,
la expresiéon para rotaciéon anti-simétrica debe ser calculada
usando la funcién médulo [11], tal que:

Ga:rrzlgd(ea +T) =TT (8)

La funcién médulo coloca un valor arbitrario en el intervalo [0, 2
r [, y el dltimo término restablece la simetria en relacién al valor
cero. La omisién de este paso puede llevar a problemas de
divergencia cuando el elemento de viga 2D sufra rotaciones +m,
+2m, ...

2.2. Vector de esfuerzos internos

Es importante resaltar que los modos de deformaciones
naturales generan esfuerzos seccionales auto-equilibrados
como se muestra en la figura 3. Los modos de deformaciones
naturales asi como sus respectivos esfuerzos se expresan en
relacion al sistema de referencia local. Por tanto, el vector de
esfuerzos auto-equilibrados es dado por:

a) b) c)

> e
// /,f’ /f Alu : e
t"" ™ “
re t-.:'L S -N'\, F\:\ g ';.." ‘;
D- &=

Figura 3.

Esfuerzos auto-equilibrados. a) Esfuerzo axil de traccién. b) Flexion pura. c) Flexion simple.

£ = (N, Mg, Ma) (9)

La combinacién de los esfuerzos seccionales auto-equilibrados,
mostrados en la figura 3, genera un vector de fuerzas nodales
auto-equilibradas como se muestra en la figura 4 c. La relacién
de este vector con el vector de fuerzas nodales en coordenadas
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locales, mostrado en la figura 4 b, es dada por la siguiente
expresion:

N
Figura 4.
Vector de fuerzas nodales. a) En coordenadas globales. b) En coordenadas locales. c) Auto-
equilibradas.
f =$fa (10)

donde S es la matriz de transformacién dada por:

-1 0 0 (1)
0 0 21
s-|o -1 1
1 0 0
0 0 -2/
0o 1 1

Analogamente, la relacion entre el vector de fuerzas nodales en
coordenadas locales y el vector de fuerzas nodales en
coordenadas globales, mostrado en la figura 4 a, es dada por:

f=R f (12)

donde R es la matriz de rotaciéon del sistema de coordenadas
locales para el sistema de coordenadas globales dada por:

cosp -senp 0 0 0 0 (13)
senp cosp O 0 0 0
R-= 0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosp -senp O
0 0 0 senp cosp O
0 0 0 o0 0 1

Finalmente, substituyendo la ecuacién (10) en (12), se obtiene la
relacién entre el vector de fuerzas auto-equilibradas y el vector
de fuerzas internas en coordenadas globales que se escribe
como:

f=R S f; (14)

Notese que los desplazamientos nodales pueden ser escritos en
relacién al sistema de coordenadas locales como:

u*=RT u (15)

3. Obtencion de la matriz de rigidez tangente

Basados en la cinematica corrotacional es necesario deducir la
expresion de la matriz de rigidez tangente en relacién al
sistema de referencia local fijo en el elemento. La matriz de
rigidez tangente expresa la relaciéon entre los incrementos de
fuerzas y de desplazamientos nodales en coordenadas locales
como:

df* = K*du’ (16)
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Utilizando las ecuaciones (12) y (15), se obtiene la matriz de
rigidez tangente expresada en relacién al sistema de
coordenadas globales de la siguiente manera:

K=R K°RT (17)

Por lo tanto, si se considera el elemento de viga 2D en su
configuracion deformada actual como se muestra en la figura
5,y se aplica un incremento infinitesimal de desplazamientos a
partir de esta configuracién de equilibrio, la variacién de la
rotacion de cuerpo rigido y de la longitud del elemento se
escriben:

o . (18)
d<p:M, dl = du§ - dus

donde (du$, dv§, dus, dvs) son las componentes del incremento
de desplazamientos nodales en relacién al sistema de
coordenadas locales. Por otro lado, recordando que el trabajo
interno no varia en relacién a los diferentes sistemas de
coordenadas y teniendo en cuenta la ecuacion (10) , la variacion
del trabajo interno puede ser escrita como:

Figura 5.

Movimiento incremental del elemento de viga 2D.

av=du’ f =du’’S f, =dulf, (19)

donde du, = (du, dfs,d0s) es la variacién de los modos de
deformaciones naturales. La Ultima igualdad se cumple para

cualquier valor arbitrario de f,, en consecuencia se obtiene que:

du, = STdu’ (20)

La variacién del vector de fuerzas internas dada por la ecuacion
(14) se escribe como:

df = RSdf, + RASf, + dRSf, (21)

con

https://www.scipedia.com/public/Silva_et_al_2016a

-sing -cosp 0 0 0 0 (22)
cosp -sinp 0 0 0 0
IR - 0 0 0 0 i,
0 0 0 -sing -cosp O
0 0 0 cosp -sinp O
0 0 0 0 0 0
0 0 0
0 0 -2/
as=129 9 0 Qg
00 0
00 2/
00 0

La relacion entre las variaciones de los esfuerzos seccionales
auto-equilibrados y de los modos de deformaciones naturales
es dada por:

afy = Kydu, (23)

donde K, es la matriz de rigidez elastica del elemento, cuya
dimension es 3 x 3. Teniendo en cuenta las ecuaciones (12), (20)
y (23), la ecuacion (21) puede ser reescrita como:

dft =SK;ST du°®+(dS +RTdR S)f; (24)

Finalmente, teniendo en cuenta la ecuacién (16), la matriz de

rigidez tangente en relacion al sistema de coordenadas locales
puede ser escrita como:

K® =SK,;S” +K: (25)

donde el primer término tiene en cuenta los coeficientes de
rigidez de los modos de deformaciones naturales, mientras que
K, es la matriz de rigidez corrotacional, que representa el efecto
de la variaciéon de la rotacién de cuerpo rigido del sistema de
referencia local y del efecto del esfuerzo cortante debido a la
variacién en la longitud del elemento, que de acuerdo con la
ecuacion (24), se define como: K, = (d"S + RTd"R S )f,. Notese
que de acuerdo con la ecuacién (22) la variacion de la matriz de
transformacién S depende de la variable dl y que la variacién de
la matriz de rotacion R depende de d¢ . Teniendo en cuenta las
ecuaciones (18a) y (18b), después de algunos desarrollos
algebraicos se llega a:

0 Q 0 0 -0 0 (26)
Q N 0 -Q -N O
k-1l © 0 0 0 0 0
I'lo -0 0o o 0 o
-0 -N 0O Q N o0
0 0 0 0 0 0

Esta matriz forma parte de la matriz de rigidez geometrica
completa del elemento de viga 2D como se demostrara en el
apartado 3.3.

3.1. Matriz de rigidez elastica

El primer modo de deformacién natural es la elongacién del
elemento de viga 2D y su coeficiente de rigidez, de acuerdo con
la teoria de la resistencia de materiales, se da por la relacién

incremental dN = %du . Para el elemento en flexién pura se
obtiene el coeficiente de rigidez aplicandose el Principio de
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Trabajos Virtuales Complementar (PTVC) que resulta en la

siguiente relacién incremental dMs = %des . El tercer modo de

deformacién natural representa el elemento sujeto a flexion
simple que resulta en un esfuerzo cortante constante. De esta
manera, al aplicarse el PTVC, se obtiene que:

(27)

1 % 2 2 ?
_ M (x) Q _ 1M1, Q1
M“G“‘.[o o GAO)dX_§ *

donde Aj es el drea de la seccién transversal corregida por el
factor de forma que tiene en cuenta el efecto de la distribucion
de las tensiones de cortante en la secciéon transversal. Se
introduce el efecto de la deformacion por cortante a través de
los siguientes pardmetros:

¥, = =1 _ 12EI (28)
a H)

1+® GA,l?
Y usando la expresion del esfuerzo cortante Q = 2Mq y la

l
ecuacion (27), se determina la siguiente relaciéon incremental:

dM, = 3¢a%dea (29)

Finalmente, se define la matriz de rigidez elastica como:

EA o 0 (30)

0 0 3%%

Cabe destacar que los coeficientes de rigidez a flexiéon de esta
matriz tienen en cuenta tanto la hipétesis de Euler-Bernoulli
cuanto la hipotesis de Timoshenko, de ahi la denominacion de
elemento de viga unificado.

3.2. Matriz de rigidez geométrica

Ademas de la matriz de rigidez elastica es necesario tener en
cuenta la matriz de rigidez geométrica debido al efecto del
esfuerzo axial cuando el elemento de viga 2D sufre un
incremento de rotacion de cuerpo rigido. En este trabajo, para
obtener los coeficientes de la matriz de rigidez geométrica se
considera la ecuacién diferencial de la viga-columna sin cargas
transversales y se desprecia el efecto a cortante. Es considerado
el elemento de viga simplemente apoyado para que se cumplan
las condiciones de contorno del segundo y tercer modo de
deformacién natural como se muestra en las figuras 2by2c.
De esta manera, la ecuacién diferencial de gobierno se escribe
como:

Ev-Nv'=0 (31)

Después de aplicar dos veces la integracion por partes, se
obtiene la siguiente forma integral de esta ecuacién:

1 (32)
JO(6V"EIV" +SVNv)dx = [§v Q +80M 1,

La relacién incremental de esta forma integral, después de
algunos pasos algebraicos, se expresa como:
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; (33)
J.O(SV"EI dv'+ 8vNdv)dx = [v  dQ +80dM 1}

Para calcular el coeficiente de rigidez geométrico debido al
segundo modo de deformacién natural se aplica la siguiente
parte de la forma integral descrita arriba:

. (34)
LSV-Ndv-dx = [86sdMs 1}

Se interpola tanto el campo de desplazamiento incremental dv
cuanto el campo de desplazamiento virtual §v y sus derivadas
de primer orden utilizando la funcién de forma para la elastica
simétrica definida en la figura 6 . Después de aplicarse la regla

de la cadena se obtiene que dv' = %Ed@s yév = %5695 . En

seguida, integrando la ecuacién (34) en el espacio de la
coordenada ¢ se llega a:

E | e o
1 e 1 x=z(1+g -1=22=1
" ot ds a
X L i= £
i / i ETE T W@

Eldstica anti-simétrica
v= =41 - £°) &6,

Elaslica simélrica
v= - 1= 598,

Regla de la cadena
ack _ dih &

ds — il dr
Figura 6.

Funciones de forma.

dMazl—lledGa - k

=1
a 20Nl (35)

Para calcular el coeficiente de rigidez geométrico debido al
tercero modo de deformacion natural, se aplica la siguiente
parte de la forma integral descrita en la ecuacion (33) :

! (36)
L&vwdvdx = [60adMa 1}

Siguiendo los pasos anteriores y recordando que para el caso
de la elastica anti-simétrica al aplicar la regla de la cadena se

obtiene que dv' = - Ll}(l -38)d0a y Sv = - Ll}(l -38)56, . De

esta manera, integrando la ecuacién (36) en el espacio de la
coordenada ¢ se llega a:

-1 -1
dMa = ﬁNldea = ka = ﬁNl (37)

Y se define la matriz de rigidez geométrica como:

0 0 0 (38)
1
K= |0 M0
1
0 0 SN

3.3. Matriz de rigidez tangente completa

Para obtener la matriz de rigidez tangente completa del
elemento de viga 2D se extienden las matrices K,y K, para sus
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formas completas, esto es, para matrices de orden 6 x 6
utilizdndose la matriz de transformacién S . Por consiguiente, la
forma completa se escribe como:

de viga 2D expresados en coordenadas globales. En todos los
ejemplos presentados a continuaciéon fue adoptada una
tolerancia para convergencia de 107 . El objetivo en este item
es mostrar el desempefio del elemento de viga unificado

K°® = SK,;ST + SK,S" + K- =K + K, (39) desarrollado en este trabajo para reproducir el comportamiento
fuertemente no lineal de algunos sistemas estructurales. Es
con importante destacar, como sera visto en los siguientes
ejemplos, que el elemento de viga unificado aqui descrito no
K = (40) presenta bloqueo por cortante, ademas de la habilidad del
EA 0 d 0 EA 0 migmo en tratar grandes rotaciones de cuerpo rigido.
T T
EI EI _ EI g1 Tapla 1. Algoritmo de la descripcién corrotacional
0 121/),1? Gl,ba? 0 121/),1? o«
0 61/)(1% (3¢a + 1)% 0 - GI/Ja% — 1)£ Desplazamientos cn eoordenadas globales
-EA 0 0 EA 0 0 u = (u,v, 0 w,0,0) (31
l l o s .
Configuracidn deformada
- EI _ EI EI o Ell
0 "Walp 8 0 WG el o X = (X Yt + X0+ Y6
i 0 6%%’ (Y, - 1)% 0 - Gll’aETI +1)4| Rotacidn de cuerpo rigido: ¢ — g,
l l . gy
Ke = SK.ST + K, = 0, '.".ll'l.'t:llll\" ; | 1‘:I v '.':11'(11:'_-:r b } {1}, (2)
¢ = SK, = T \
’ 0 Q 0 0 - Q 0 ! Modos de deformaciones naturales
6 1 6 1 w=1I—1
Q =N =Nl -Q -2N =Nl a
5 10 5 10 d =8 —d (6]
1 2 N2 _1 1 np2 ; L
l 0 1—0Nl ENI 0 10Nl 30Nl -'ll_ &y 8 i [ i |
l 0 -Q 0 0 Q 0 Funeidn madulo para angulos arbitrarios
_ _6 _1 6 _1 &, =modif, +7) -7 (#]
Q SN 10Nl Q SN 10Nl
1 1 2 1 2 2 Esfuerzos auntoeguilibrados
0 =Nl -Z=NI 0 -=sNl ANI
h 10 30 10 15" d £ (0, (29)
donde K° es la matriz de rigidez tangente, K§ la matriz de Esfuerzos en coordenadas globales
rigidez material y Kg la matriz de rigidez geometrica del f= RSf, (117, (13). (14}
elemento de viga 2D. Cabe destacar que Turner et al.[12] fueron . o
los primeros autores a obtener la matriz de rigidez material Matriz de rigidez tangente en coordenadas glohales
para un elemento de viga Fje Timoshenko s.in bloqueo‘ por K- RE'R (13, (171, (30]
cortante y que en Przemieniecki [13] se describe la matriz de

rigidez material en funcién del coeficiente ®, definido en (28), a
través de la soluciéon de una ecuacion diferencial ordinaria
teniendo en cuenta las hipotesis de Timoshenko. Por otro lado,
asumiendo Q = 0 en la matriz de rigidez geometrica en (40b) se
llega a la matriz de rigidez geométrica estandar del elemento de
viga de Euler-Bernoulli que se describe como

0 0 0 0 0 0 (41)
0 3 31 0 -36 3l
ke- N[0 3 4 0 -3 -P
€°3Ilo o o o o0 o0
0 -36 -31 0 36 -3l
0 31 - o0 -31 4P

Esta matriz aparece por primera vez en el articulo publicado por
Martin [14] en los afios 60.

4. Ejemplos numéricos

Para realizar el analisis no lineal geométrico de los ejemplos
presentados en este capitulo, se utilizé un programa escrito en
lenguaje Fortran90 denominado  co_rotating_2Dbeam.f90
escrito por los autores de este articulo. La tabla 1 resume los
principales pasos a ser implementados ~en un programa
computacional para el calculo tanto del vector de fuerzas
internas cuanto de la matriz de rigidez tangente del elemento

https://www.scipedia.com/public/Silva_et_al_2016a

4.1. Viga en voladizo sometida a flexion pura

Este ejemplo ilustra la habilidad de la formulacién corrotacional
desarrollada en este trabajo en tratar con grandes rotaciones
de solido rigido debido a la aplicacion de la funcion maédulo
definida en la ecuacién (8). Se trata de una viga empotrada
sujeta a un momento flector aplicado en su extremo libre que
se ird enrollando en circulos de radios cada vez mas pequefios a
medida que se aumenta el valor del momento flector aplicado.

El primer circulo se forma cuando /= 2nr, o sea, cuando se
completa una vuelta. Asi, el radio de curvatura sera r=1/2m, la
curvatura k = 2rr /l'y el momento flector M = 2rEl /I . En la figura
7 a se detallan las propiedades mecanicas y geométricas de la
viga, la misma fue discretizada en 10, 20 y 40 elementos de viga
unificado. Fueron utilizadas mallas mas refinadas para
representar mejor los circulos de menores radios. Fue impuesto
en el extremo libre de la viga una rotacién de 2m /10, por lo
tanto para completar una vuelta fueron necesarios 10 pasos de
carga. En este ejemplo fueron simuladas 8 vueltas con 80 pasos
de carga, después de 8 vueltas el radio asume el valor de
1000/16m = 19.89. Es importante destacar que después de 8
vueltas el extremo libre de la viga sufre una rotacién de sélido
rigido en el valor de 2880° . La deformacion de la viga mostrada
en la figura 7 b fue obtenida utilizando 40 elementos, y se
puede observar en esta figura que la viga completa 5 vueltas lo
que resulta en la formacién de 5 circulos. No fue posible
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representar con precision 8 circulos con la malla de 40
elementos porque la longitud de cada elemento es 1000/40 = 25
> 19.89. Por lo tanto, para representar 8 circulos, es necesaria
una discretizaciéon por encima de 50 elementos. En la figura 7 c
se muestran los desplazamientos horizontal y vertical de la
extremidad libre de la viga para 8 vueltas con las diferentes
mallas utilizadas. Se puede notar que a medida que se refina la
malla, mejor es la representacion de la magnitud de estos
desplazamientos con el aumento de las vueltas. Para la
discretizacién con 10 elementos la trayectoria de equilibrio fue
obtenida con un ndmero medio de iteraciones de 5.68, mientras
que con 20 elementos este valor fue de 5.04 y con 40 elementos
el valor encontrado fue 6.

E =1.000, G= 380
I =1, A=1
I =1.000, b=+3/G
h=28, =56
M o
| > @
[ ! -
N
c) b
16m — T I T T o
F = |10 elermemos e il
= T4n 20 elemenios 5 T
= 12n A0 glamentos ———— .
% 10m
o ¥ o [
= Br -
- <
E G !:::-_:)
A = —— E
L= —— -
= 2n -u.-:__} : L-:____—— 1
e ——
Q 200 400 GO0 800 1,000 1.200  1.400

Desplazamentos de la extremidad libre
Figura 7.

Viga en voladizo sometida a flexion pura. a) Propiedades geométricas y mecénicas. b;
Deformada. c) Trayectorias de equilibrio.

4.2. Viga Williams toggle

Este ejemplo consiste en dos vigas planas inclinadas unidas
rigidamente y con los extremos empotrados, sometidas a una
carga concentrada P en el vértice. En la figura 8 a se detallan las
propiedades geométricas y mecanicas de estas vigas. Cada viga
fue discretizada con 10 elementos de viga unificado. En la figura
8 b se muestran dos trayectorias de equilibrio donde fue
monitoreado el desplazamiento vertical del vértice para dos
condiciones de contorno. La primera condicién se refiere a los
extremos de ambas vigas empotradas mientras que para la
segunda condicién se consideré apoyos con dos restricciones.
Se compararon estos resultados con los obtenidos por Chan 'y
Chui [15] donde se puede observar una buena concordancia.
Para obtener las trayectorias de equilibrio para ambas
condiciones de contorno fue controlada la componente vertical
del desplazamiento del vértice con el valor de -0.025 para 30
pasos de carga. El numero medio de iteraciones para la
condiciéon de contorno empotrada-empotrada fue de 2.93
mientras que el otro caso fue de 3.1. Se puede notar que las
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trayectorias de equilibrio mostradas en la figura 8 b para ambas
condiciones de contorno presentan dos limit points .

E=10,3x 100 kfin?

EI.} B G=396« 109 bin®
=90 10 % in*
1 A=18%« 10" in?
T e b=0,753In
0,386 T B it
L] .--"-- -\--\-""\-.\_ P -
“‘F: 25,87ZIn J? "
” e el " h
100 T Fi
Biempotrado ——— !
Bl Biapoyado "'ll
Chan y Chui . /
X
G0 5

P {Ib)
N

40

20 //f

o L S S
1] 02 0,4 0,6 0.8
Desplazamiento vertical de la clave (in)
Figura 8.

Viga Williams toggle. a) Propiedades geométricas y mecénicas. b) Trayectorias de
equilibrio.

4.3. Arco circular biarticulado rebajado

En este ejemplo se considera un arco rebajado de directriz
circular con ambos extremos apoyados sometido a una carga
concentrada P con una excentricidad de 0.2 m en relacién a su
vértice. De manera que, se consider6 la carga Py un momento
flector M = 0.2P aplicados en el vértice del arco. En la figura 9 a
se detallan las propiedades geométricas y mecanicas del arco
que fue discretizado con 20 elementos de viga unificado. En la
figura 9 b se muestra la curva de carga P versus el
desplazamiento vertical v del vértice. En la figura 9 c se muestra
la curva de carga P versus el desplazamiento horizontal u del
vértice. Fueron comparados los resultados de ambas
trayectorias de equilibrio con los obtenidos por Chan y Chui [15]
donde se puede observar una buena concordancia, excepto,
pequefias discrepancias en el tamafio de los lazos en relacién al
eje de las abscisas  presentados en la figura 9 c. Esas
discrepancias, probablemente, se deben a que estos puntos
fueron obtenidos después de la digitalizacién de los graficos y al
ajuste de las escalas de los ejes coordenados. Para obtener las
trayectorias de equilibrio fue utilizado el método de control
variable de los desplazamientos presentados en la referencia
[16] . El valor de la longitud de arco fue de 0.0085 para 315
pasos de carga. El nimero medio de iteraciones fue de 3.6. Se
puede notar que las trayectorias de equilibrio del arco
mostrado en las figuras 9 by 9 c son fuertemente no lineales
con la presencia de algunos limit points, turning pointsy
loopings .
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Figura 9.

Arco circular biarticulado rebajado. a) Propiedades geométricas y mecanicas. b)
Desplazamiento vertical del vértice. c) Desplazamiento horizontal del vértice.

4.4. Pértico de Lee

Este ejemplo consiste en la unién de una viga y una columna
formando entre si un angulo recto. Uno de los extremos posee
un apoyo con dos restricciones mientras que el otro extremo
presenta un apoyo con una restriccibn que permite el
desplazamiento en la direccién del eje y . Las condiciones de
carga, asi como las propiedades geométricas y mecanicas estan
descritas en la figura 10 a. Este portico fue discretizado con 10
elementos de viga unificado. En la figura 10 b se muestran las
trayectorias de equilibrio que describen la evolucién de los
desplazamientos verticales v, del nodo rigido del pértico y v, del
apoyo de una restriccion durante el proceso de carga. Los
resultados de ambas trayectorias de equilibrio fueron
comparados con los obtenidos por Fuji et al.[17] y fue observada
una buena concordancia. Para obtener la respuesta no lineal del
portico de Lee se utilizé6 el método de longitud de arco con
restriccion cilindrica. La longitud de arco utilizada fue de 15.1
para 200 pasos de carga. Se presentaron 42 cortes automaticos
debido a la divergencia del proceso iterativo. El nUmero medio
de iteraciones fue de 4.52. Se puede notar que las trayectorias
de equilibrio del Portico Lee mostradas en la figura 10 b,
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también son fuertemente no lineales con la presencia de
algunos limit points , turning points 'y loopings .
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Figura 10.

Pértico de Lee. a) Propiedades geométricas y mecénicas. b) Trayectorias de equilibrio.

5. Conclusiones

En este trabajo se mostro, a través de los ejemplos numéricos,
la habilidad del elemento finito de viga unificado de tratar con
grandes rotaciones de cuerpo rigido. Este elemento integra las
teorias de Euler-Bernoulli y de Timoshenko y no presenta
bloqueo por deformacién de cortante, por lo tanto no produce
una sobre rigidez artificial en el comportamiento no lineal de
diferentes tipologias estructurales. Fue descrita de manera
detallada la relacién entre la formulacién corrotacional y los
modos de deformaciones naturales. La gran ventaja del uso de
los modos deformacionales naturales es que los mismos
definen a priori los esfuerzos internos auto-equilibrados, lo que
lleva a obtener el vector de fuerzas nodales y la matriz de
rigidez tangente consistente, descritos en coordenadas globales
a través de operaciones algebraicas bastante simples. Por otro
lado, en este trabajo se describi6 de manera explicita el
movimiento de soélido rigido del elemento de viga unificado y la
obtencién de la matriz de rigidez corrotacional. Cabe destacar
como principal ventaja de la formulacién corrotacional el
desacoplamiento entre los efectos locales y globales, esto
permite utilizar una biblioteca de elementos finitos oriundos del
analisis lineal. La extensién de estos al andlisis no lineal
geométrico se da al tener en cuenta los efectos globales debido
al movimiento de sélido rigido. Por otro lado, diferentes no
linealidades fisicas pueden ser facilmente incorporadas a la
formulacién corrotacional debido a que son efectos locales.
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