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Abstract

OPEN ACCESS

This paper describes a procedure based on the concept of Equivalent Distributed Loads
(EDL) applied to the Finite Elements Method (FEM) based on displacements and exact nodal

solution of columns subject to shear deformation in accordance with the Timoshenko beam
theory. The results obtained using this “EDL-FEM” methodology, in the cases studied, show
that a high level of exactness in displacements, rotations as well as shear force and bending
moment is obtained with a very small number of elements (one or two in the examples
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developed). Other methodologies based on displacements, such as reduced integration,
require on the order of 40 elements to achieve similar results. The stability functions and DOLI:

buckling load for the Timoshenko beam are also determined in a direct and systematic way

from the FEM with exact nodal solution.

Resumen

En este trabajo se aplica un procedimiento basado en el
concepto de Accién Repartida Equivalente (ARE) al andlisis, por
el Método de Elementos Finitos (MEF) formulado en
desplazamientos y solucién nodal exacta, de pilares con
deformacion por cortante de acuerdo con la teoria de
Timoshenko. Los resultados obtenidos con la metodologia ARE-
MEF, en los casos analizados, ponen de manifiesto que con un
ndmero muy reducido de elementos (uno y dos en los ejemplos
desarrollados) se alcanza gran exactitud en desplazamientos,
giros y esfuerzos. Sin embargo con otras metodologias
formuladas en desplazamientos, como por ejemplo la de
integracion reducida, se requiere del orden de 40 elementos
para alcanzar resultados similares. Asimismo en el presente
trabajo, a partir del MEF con solucion nodal exacta se
determinan de una forma directa y sistematica las funciones de
estabilidad y la carga de pandeo para el pilar de Timoshenko.
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1. Introduccion

En la metodologia de los elementos finitos formulados en
desplazamientos, algunos autores emplean como funciones de
forma soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
homogéneo relativo al problema, que se quiere resolver,
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debido a la propiedad de conseguirse soluciones nodalmente
exactas, tal y como demostré P. Tong [1] de forma general.
Siguiendo la idea de este autor en Romero et. al [2] se expone
una metodologia aplicable a problemas de elementos finitos
que incluye los casos de operadores no autoadjuntos para la
ecuacion diferencial. Resultando la propiedad de exactitud
nodal con la condicion de emplear como funciones de
ponderacion en el método de Petrov-Galerkin, soluciones de la
ecuaciéon diferencial homogénea del operador adjunto de la
ecuacién. Esto sucede independientemente de cudl sea la
funcién empleada para aproximar los desplazamientos.
Posteriormente otro autores [3]; [4] realizan también estudios
en conexion con esta idea de la exactitud nodal.

En el campo de las estructuras, otros autores han realizado
diversas aplicaciones de dicho tipo de aproximaciéon a
diferentes modelos de vigas. Entre las distintas referencias
puede destacarse la de Reddy [5] donde dicho autor realiza
aplicaciones al modelo de viga de Timoshenko y justifica que los
elementos estan libres del fenémeno de bloqueo al emplear
funciones de forma que son soluciones del sistema homogéneo
de ecuaciones diferenciales. También otros autores [6]; [7]
recientemente han empleado elementos finitos con solucién
nodal exacta en la misma linea de la referencia anterior.

En Romero et. al [8] se emplea por primera vez la metodologia
de elementos finitos con solucién nodal exacta y el concepto de
accion repartida equivalente (ARE) aplicado al modelo de viga
de Bernoulli-Euler. En dicho trabajo se destaca la ventaja del
procedimiento al permitir mejorar la aproximacién de la
solucién en el interior de los elementos. Posteriormente en [9];
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[10]; [11] se aplican ambas ideas al modelo de viga de
Timoshenko. En [12];[13] se aplica ya el concepto de ARE al
andlisis del pandeo de pilares en el modelo de Bernoulli-Euler.

El objetivo del presente trabajo es aplicar por primera vez la
metodologia ARE-MEF en el estudio del pilar de Timoshenko. El
planteamiento  seguido ha sido el siguiente. Tras ésta
introduccién se realiza el desarrollo de la teoria de los
elementos finitos con solucién nodal exacta para el pilar de
Timoshenko. Con dicho desarrollo se puede considerar el pilar
de Bernoulli-Euler como un caso particular del de Timoshenko.
Este planteamiento permite también obtener de una manera
directa y sistemdtica la carga de pandeo y las funciones de
estabilidad para los dos tipos de pilares. En relacién con estas
funciones se indica que la deduccién de las mismas fue ya
realizada por Absi en 1967 [14], siguiendo una linea diferente a
la que aqui se expone. En el trabajo se continla después
exponiendo el concepto de ARE para el problema considerado,
destacando las propiedades de interpolacién y ortogonalidad,
que son la base del buen comportamiento del método
expuesto, para la aproximacién de los esfuerzos y también para
los desplazamientos y giros, en el interior de cada elemento
finito. Ademas en el trabajo se han realizado dos ejemplos
numéricos, que ponen de manifiesto las excelentes ventajas de
la metodologia empleada, al poder aproximar los
desplazamientos, giros y esfuerzos de manera 6ptima con un
nimero muy reducido de elementos, uno y dos, en los casos
desarrollados.

Finalmente se quiere indicar que estas metodologias de
elementos finitos aplicadas al modelo Timoshenko siguen muy
vigentes, de ahi el interés de los autores por dicho modelo para
el estudio de los pilares con deformacién por cortante. No
obstante en la literatura se van introduciendo también otras
formas de andlisis basadas en teorias no locales de la
elasticidad y modelos de alto orden [15]; [16]; [17]; [18]; [19]. En
relacion con estos Ultimos, se indica que aunque aproximan
mejor la distribuciéon de tensiones en las secciones presentan
mayor complejidad computacional y sus aplicaciones estan
dirigidas, por ahora, esencialmente hacia problemas de tipo
académico.

2. Elementos finitos con solucién nodal exacta
para el pilar de timoshenko

El sistema de ecuaciones diferenciales que rige el modelo de
Timoshenko para el pilar es L(U) = F[20], donde

- (KAGW - §)) + (Pw) M
- (EIY) -kKAG(w - ¢)
Uu=[w y]F=[f 0]

L(U) =

siendo w el desplazamiento, ¢ el giro, P el axily k, Ay G, el factor
de correccién para el esfuerzo cortante, el area de la secciény el
médulo de rigidez de cortante, respectivamente. Llamando H a
la rigidez EI'y K al producto KAG, el sistema puede expresarse en
la forma:

-(Kw-p))+@Pw) =f @)
-HY)-Kw-9)=0

y también como:
[A-P/KYHY)] +PY) =fw=1¢ - (HY)/K 3)
La formulacién variacional de manera anéloga a la expuesta en

[8]; [111; [20] se obtiene, realizando la ponderacién usual en el
sistema original, con V=[y @]y tras el correspondiente
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proceso de integracién por partes en el subintervalo genérico
[a,B], resulta:

4 )
b(U,V)=1(V) + Zli(Vﬂf(U)

i=1

donde las formas, bilineales y lineales, son respectivamente:

B i (5a)
b(U,V)=a(U,V)- LPW'V'dx,a(U, V)= L {HyYO +
Kw-y¢)v-0)}dx
5 (5b)
)= vadx, L(V) =v(a), (V) = 6(a)
1,(V) = v(B), (V) = 6(B)
L(U) = [ - KW - )]y _q + Pw(a) (59)

. YZ(U) =[-H{ =
I3(U) = [Kw - Y)]-p -~ Pw(B)
V) = [H ]y

El problema variacional para el caso, por ejemplo, de una pieza
empotrada en el extremo x =ay libre en x=b, sometida a un
axil P constante y con cargas F, y M en el extremo libre consiste
en obtener:

(w, ) € Hy(Q) x Hy(Q)
tal que

b b (6)
Ja{Hwe' +Kw -9)(v -0) -Pwv}dx = Lfvdx + Fyv(o

) + M6 (b)
V(v,0) € H)(Q) x H(Q)

donde H(Q) es el espacio de Sobolev de las funciones g tales
que g, g' € L%(Q) junto con g(a) = 0. La solucién Gnica de este
problema, como es conocido, es la que hace estacionario el
siguiente funcional de energia:

b @)
ton - [ v w2 G-

(Kﬁmdx +Fgw(b) +Ml/)(b))

La simetria de la forma bilineal b(-, -) permite expresar, en
cualquier subintervalo, o en el intervalo total:

4 (8)
B B
b(U,V)= L VIL(U)dx + Zl,-(V)L(U) = L UTL(V)dx +

i=1

4
Zli(U)Yi(V)
i=1

y tomando las funciones de ponderacién, de modo que sean
soluciones del sistema homogéneo del pilar de Timoshenko, se

4
tiene b(U, V)=Zi:11i(U)l"i(V), no dependiendo la forma
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bilineal de los valores que toma U en el interior del subintervalo.
La ecuacién variacional a nivel de elemento

4
bWU,V)=1(V)+ Zli(V)Yi(U)

i=1
se puede expresar, de acuerdo con lo anterior, en la forma:

9

4

4
Zli(U)7i(V) =1(V)+ ) L)
i=1 i=1
La construccion ahora de las ecuaciones de equilibrio de
elementos finitos, es decir las ecuaciones locales y la global, se
realizan del mismo modo que se indica en las referencias [8];

[11]; [20]. En las mismas se demuestra que la solucién obtenida
empleando funciones de forma:

— FT -
N; =[Ny Nylhi=1,...4
que verifican las ecuaciones homogéneas del modelo
correspondiente, son nodalmente exactas. Dichas funciones
constituyen una base de Lagrange para la interpolacién, o sea,
/,-(Nj) = 6,]-, ihj=1,.,4.
Estas funciones de forma se determinan en el Apéndice, para P,

Hy K constantes en cada elemento finito [a,§]. En este caso el
sistema de ecuaciones diferenciales es:

Hyr+ Py = fw = § - myr (10)
con H, =H(1 - P/K)y m=HI/K.
La ecuacién de equilibrio en [a,B] es K°u® = f° + ¢°, donde los

desplazamientos nodales, las cargas nodales equivalentes y las
nodales de equilibrio son:

w=lu u ug u]"=[w@ P@ wE @I (1)
FeIf £ 5 AT )
ﬁ:J.alel-dx,i:L..A
=g @ @ @ =)

¢ =1LU),i=1,..,4

Los elementos de la matriz de rigidez local K® = [ki;] son ki; =
b(N;,N;) los cuales pueden calcularse mediante integracion en
la forma:

5 5 (14)
K¢ = b(N,,N;) = IaHN'ZiN'Zjdx + LK(N-H - Ny)(Ny; -
;
- | PNyNyjax

y también por derivacién de las funciones de forma mediante la
expresion [8]; [11]; [20]:

4 4 (15)
k§ =b(N;,N;) = Zln(N,»)‘ln(N,») = Zam‘ln(N,-) = Li(N)
n=1 n=1
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Las matrices de rigidez exactas del elemento para el pilar de
Timoshenko, K3, y el de Bernoulli-Euler, Kgg, que resultan son
respectivamente (16) y (17):

K = (6
-ris; prilc;-1) ris; prilc;-1)
Hy prithrici-ps) prill-c)  pri(ps;—hry)
A -ris; pri(l-cy)
SIM pry(hric; - ps;

donde:

H=EI,K=kAG,H =H(1-P/K),m =H/K,r,=,/P/H,

h =B -a,c, = cos(ryh),s; = sen(r;h),p =1+rim,A =2p(c, -

1)+ hrys;
Cuando m =0, K§g es:
-r’s r¥c-1) r3s r’(c-1) a”n
Ko - H rthrc-s) r¥(l1-c) r(s-hr)
PETA -ris r’(1-c)
SIM r(hrc -s)
donde:

r =1/P/H,h =B -a,c =cos(rh),s = sen(rh)
A=hrs +2(c -1)

3. Cargas de pandeo y funciones de estabilidad

Cuando se considera la deformacién por cortante, el valor de la
carga de pandeo disminuye, por ello es importante conocer
cudles son dichas cargas para las diferentes condiciones en los
extremos del pilar. Esta carga es el valor positivo mas pequefio
de P que anula el determinante de la matriz K3;, ya reducida,
es decir una vez considerada las condiciones de contorno
esenciales del correspondiente problema de autovalores.

Para el caso de un pilar de longitud L, que estad articulado en
ambos extremos, es decir en los nodos 1y 2, la matriz Kp; se
reduce a la formada por los cuatro elementos ubicados en las
filas y columnas segunda y cuarta de la matriz de rigidez (16).
Anulando el correspondiente determinante, o sea:

priLricy = psy)
prilps;—Lry)

_ L (18)
(H,/A) pri(ps;-Lry) -0
priLricy = psy)

y operando se obtiene:

(H2/A)Lpris, =0

resultando s; =sen(r,L) = 0. Tomando la raiz positiva mas
pequefia, r,L = m, y teniendo en cuenta la relacién:

__nH (19

1+mr?

que se deduce der; =, /P/Hy, la carga de pandeo es:
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H 0

L’K

Para el caso de una viga-columna de longitud L, empotrada en
un extremo (nodo 1)y libre en el otro (nodo 2), la matriz Kp; se
reduce a la formada por los cuatro elementos ubicados en las
filas y columnas tercera y cuarta de la matriz de rigidez (16).
Anulando el correspondiente determinante, o sea:

-ris; prill-cy) @

(HJE) | |
pril-cy) priylric;-psy)

y operando se obtiene:
(H3/B)ciprd =

resultando ¢; = cos(r4L) = 0y tomando la raiz positiva mas
pequefia ry =m/(2L), y empleando la expresion (19), la carga de
pandeo en este caso es:

2H (22)
412
+ CH
412K

Pep =

En [20] se han obtenido los valores de la carga de pandeo para
el pilar empotrado-empotrado y empotrado-articulado,
siguiendo el mismo procedimiento anterior, obteniéndose las
mismas de manera exacta, ya que se sigue el procedimiento de
anular el determinante de la matriz Kpr.

Por otra parte, si se tiene en cuenta la carga de pandeo para la
pieza de Bernoulli-Euler, P, la carga critica de pandeo para el
pilar de Timoshenko se puede poner de la siguiente manera
[21]:

P (23)
Por = —c}r)E
1+ crE
K

cuando la configuracién del pilar es
articulado-articulado y empotrado-empotrado.

empotrado-libre,

Cuando el pilar estd empotrado-articulado la expresién (23) no
es aplicable. Para este caso se tiene la aproximacién siguiente
[22]:

P crE (24)

Pyr =
PcrE
1+ 1.1—K

Hay que destacar que la expresion (23) es aplicable también
para un pilar con empotramientos elasticos de igual rigidez en
ambos extremos [23].

Por otra parte, las denominadas funciones de estabilidad se
obtienen de manera directa a partir de la matriz de rigidez
exacta (16). Para el caso de un pilar de longitud L, que esta
articulado en ambos extremos se tiene la siguiente relacion
entre momentos y giros:

] H [P ri(Lricy ~ psy)

pri(ps; -Lr)) ] lp1] (25)
pri(ps; —Lry)

prilrici-ps)] Ly,
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Llamando x = r;L (adimensional) en (25) la expresién anterior se
puede poner:

M) (26)
le )
X (xcosx - psinx) X (psinx - x)
H A A [}
L X (psinx - x) X (xcosx - psinx) | [ ¢,
A A

siendo p y A, en funcién de x, las siguientes expresiones:

p-te (£ )m

5:2[1+ (%)Zm](cosx—lhxsinx

Asimismo, la expresion (19) se puede poner en términos de x en
la forma:

(i )ZH (27)
p=_L
1+ (X)m
L
La relacion entre Py x se representa en la figura 1.
F
Hirn el ]
-I-I'_.l'
P //’
.".l:
|'|II
/
.'II.
)If g

Figura 1.

Relacién biunivoca de Py x.

Por otra parte, la expresion (26) puede ponerse en la siguiente

forma clasica, con las funciones Sy T de estabilidad
representadas en la figura 2:
M1] :ﬂ[ 5 Tst‘] 1111] 28)
M2 S¢C s ll’z

donde:

X (psinx - x)
A

3= X (xcosx - psinx)

,S8C =

>

psinx - x

= ———
XCOSX — pSinx
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Figura 2.

Funciones de estabilidad para una seccién rectangular y de L=5m, con un valor de m=0.26.

Dichas funciones de estabilidad se recogen en la literatura
habitualmente por separado para Bernoulli-Euler y Timoshenko
[14]; [24], y han sido empleadas por otros autores para
encontrar el valor de la carga critica en poérticos [25]; [26] ; [27].
Sin embargo, el proceso seguido en este trabajo ha permitido
su construccién de forma directa y sistematica a partir de la
matriz de rigidez, englobando a ambos modelos de viga-
columna.

En la figura 2, ademas de de las funciones de estabilidad, Sy ¢,
se ha representado 3¢y 32(1-¢2). Esta ultima funcién es el
determinante de la matriz de la expresién (26), que se anula en
x =, valor que se corresponde con P, de acuerdo con (20) y
(27).

4. Método de acciones repartidas equivalentes

Considerando la descomposiciéon del dominio en la forma [a,
b1l = U;.,"[X;,X;,1]. ¥ teniendo en cuenta el concepto de
accién repartida equivalente [2]; [8]; [11]; [20], donde dos
acciones f y f se definen como equivalentes respecto de dicha
descomposicién, si en cada [a, B] de la descomposicién, se
verifica la igualdad de los siguientes productos escalares que
representan las cargas nodales equivalentes:

B B
Lleidx = L?Nlidx,i =1,..,4

con f dada mediante una combinacién lineal de las
componentes N, i=1, .., 4 soluciones de la homogénea.
Obsérvese que f es la proyeccion ortogonal de f sobre el
espacio de funciones engendrado por las N;;, i =1, .., 4.

Del sistema (2) se deduce para f y f las ecuaciones diferenciales
siguientes:

(Hy) + @Pw?) = f(x) (29)
(Hp)+@Pw) = fix)

y considerando ahora la equivalencia de las acciones se puede
poner:

B ~ B (30)
L[((Hl/)')”f Pw?y) - (HYP) + @Pwy)lvdx = L (fex) -
FO))vdx =0

resultando:

https://www.scipedia.com/public/Romero_et_al_2016a

5 . €1
L[((Hw')" +(Pw)) - (HP) + PW)) vdx =0

donde como es sabido, la funcién de ponderacién v pertenece al
espacio de soluciones del sistema homogéneo, es decir al
engendrado por Ny, i=1, .., 4.

Integrando por partes (31) se tiene:

~ s [? (32)
[((Hl/)')"fPW')-((Hw')'+PW')]va+L[(—(Hl/)')'—
Pw) - (HY)+PWw)]vdx =0
donde el primer sumando es nulo debido a la igualdad de
desplazamientos y giros en los nodos para dos acciones
equivalentes, teniéndose por tanto:

5 . (33)
L [(-HyY -Pw) - (HP)+Pw)]vdx =0

Integrando de nuevo por partes:

5 [* (34)
[(HY +Pw) - (HP'+PW) v - L[(Hw'+Pw) -
(Hy:+Pw)lvdx =0

siendo también el primer sumando nulo por la razén indicada
anteriormente. Y en consecuencia se tiene:

B (35)
L[(Hl/}'+Pw) - (HY +Pw)]vidx =0

De acuerdo con las consideraciones anteriores, las expresiones
(33)y (35) y llamando:

V(x)= ~-HyY' -Pw=Kw -¢)-Pw (36)
Vix)= -HY"-Pw =KW - §) - P’

M(x)=Hy'

Mx)=Hy'

se reducen a:

] ] (37)
L (Vo) - V) vdx = OL (V) - V(x))Ny;dx =0

B B (38)
L[(M(X)—M(X)) +P(w-w) + ]vdx = OL[(M(X)—

M@)) +P(w-w)+]Ny;;dx =0

El esfuerzo cortante en cada secciéon x viene dado por la
expresion Q(x) = K(w -y), por lo tanto la funcién V(x) de la
expresiéon (33) representa un nuevo esfuerzo que puede
denominarse pseudo-cortante o cortante corregido (proyeccién
en la direccién del desplazamiento de las acciones que quedan
a la derecha de la seccién, incluyendo la contribuciéon de Pw20]
). La funcién M(x) representa el momento flector en la citada
seccién.

La expresién (37) nos indica que la funcién diferencia de
cortantes corregidos, V(x) - V(x), que es nula en los extremos
del intervalo, ya que interpola los mismos valores, es ademas
ortogonal al espacio de funciones engendrado por las N'y;,i =
1,..,4
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Y del mismo modo que en el caso de la viga [2] ; [8], se puede
demostrar que engendran un espacio de dimensién tres.
Asimismo la expresién (38) indica que la funcién:

mx)-mx)=(Mx)-MX)) +P(w-w)

que representa la diferencia de momentos mas la carga P por
la diferencia de desplazamientos, es nula y con derivada nula en
los extremos del intervalo (pues interpolan los mismos valores),
es ademas ortogonal al espacio de funciones engendrado por
las N'j;,1 =1,..,4. Estas Ultimas engendran un espacio de
dimensién dos.

Estas propiedades de ortogonalidad e interpolacion, en cada
elemento, para V(x) - V(x) y m(x) - i (x), son la base del buen
comportamiento del método expuesto, para la aproximacion de
los esfuerzos y también para los desplazamientos y giros, en el
interior de cada elemento finito.

Tal y como se ha demostrado en [8]; [11], se puede calcular
también de manera analoga la solucion U=[w %] y los
esfuerzos derivados de ella, Q(x) y M(x), relativos a f(x), sin

necesidad de calcular previamente f(x), para el caso del pilar
de Timoshenko.

A continuacién se desarrolla, para el caso particular de Hy K
constantes, la determinacién mediante interpolacién, de la

solucion aproximada U correspondiente a la accién repartida
equivalente f(x).

A partir de HiY"+PyY' =f,w =1 ~-my" se deduce que la
solucién equivalente U(z = x - a) es:
_[w (39)
U
1 z 2% z3 5, c, z3,
ry - ry_ p . T __
0 1 2z 3z2+6m Flc1 —Fls1 %Sﬁﬁlzcl —;

donde:
i =[w(a),y (@), w@),y@),wP),pB),wp),PB)]

siendo la matriz C:

C- (40)
Fl 0 0 0 0 1 0
01 0 6m % 0 0
01 0 0 r 0 0
00 2 0 0 _Ti 2
2 2
1 n? n® s £ fsl
2h  3h%+6m %cl —%sl %sl+%hc1
1 2h 3h*+6m ric;,  -148 s, +rihey
r} A 2r,
iO 0 2 6h ? 1 F 1 ?Cl —Zhs]
donde:
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Cq

-n
D

b
D
;01,2
D
Hc,
o) r
)72C1 Flhsl
¢ - Ihhs;
2ry r}
RN

S =sen(r;z), ¢ = cos(ryz),p =1+rim,m = H/K
ry=+/P/H,H, =HA-P/K),p =1-r’m

h=B-a,c, =cos(rh),s; = sen(r;h)

Las leyes de desplazamientos y giros vienen dados por la
expresion (39) mientras que las leyes de momentos flectores,
esfuerzos cortantes equivalentes y asimismo la accién repartida
equivalente, f(x), en cada intervalo [a, 8], se puede ver en
[20,ec. 3.89]. Las mismas se deducen considerando que:

(41)

Obsérvese que la accién repartida equivalente, en el desarrollo
anterior se ha obtenido a partir de la derivacién
correspondiente  de la funcién de desplazamientos U =
[w ¥ ]T y no a partir de la proyeccién ortogonal (que es otra
posibilidad) de la funcién que define la carga f del intervalo [a, B
1 sobre el espacio definido por las funciones de forma N,;, i=1,
. 4.

Destacamos finalmente que si la accion fix) viene dada en cada
intervalo o elemento por una expresién que sea combinacién
lineal de las cuatro funciones 1, z sen(r,z), y cos(r,z), el
procedimiento indicado proporcionara la solucion exacta para
los desplazamientos, girosy leyes de esfuerzos, no solo en los
nodos (lo que se consigue para cualquier tipo de carga f(x)
utilizando elementos finitos con solucién nodal exacta) sino
también en el interior de cada elemento (véase la Propiedad de
solucién exacta I en [87; [11]1; [20])

5. Aplicaciones numéricas

A continuacién se desarrollan dos ejemplos, en los que se
aborda el calculo en régimen lineal de la deformada y de las
leydselg esfuerzos de una viga-columna, empleando el modelo
ste1 imoshenko.

5.1. Ejemplo 1

Se analiza una viga-columna de 6 m de largo y seccién
rectangular constante en toda su longitud (ver fig. 3). Se
considera una material ideal cuyas caracteristicas son: médulo
de elasticidad, £ =2, 1 x 10°’kN/m?, coeficiente de Poisson, u =
30 x 1072, y factor de correccién por cortante, k = 5/6.
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15.000 kN 2.5 T T v T -
100 kM 4 =
X — ]. . E af -
: £
g
151 E
‘_
2m b
[ ” &
g —— Exacta
o ] Lotam | 7 -~ ARE. 1 elem,
- e E .- Int. Red, 20 elem. 7
1m
-
?"[.IU kM u i 'l A L A
———t —4 &m ] 2 4 G
+ L (m)
200 kN | L Figura 4.
4—12_' e Comparacion de desplazamientos.
—
2 10
m g
| 0.8 . . . . -
-
s 0.4 i
T rE
i 3 =
Figura 3. ® i} 4
Pilar empotrado-articulado. =
g
- . . n —0.4 -
La solucion aproximada para este caso, de pieza empotrada- o
articulada, se ha obtenido considerando un solo elemento de — Exacta
longitud / = 6m. Dicha solucién puede compararse con la exacta, 0.8 ARE. 1 alam. 1
que a su vez puede determinarse también con el procedimiento st o B Sl
desarrollado, tal y como se ha indicado en el dltimo pérrafo del 12k . . i ]
apartado anterior. Para la determinacion de la solucién exacta o : ..___'. : 4' : B
se discretiza la viga-columna en 4 elementos finitos, acordes L {m)
con la definicién de la carga en el dominio: )
Figura 5.
elem1=[0,2],elem2 = [2,3],elem3 = [3,4],elem4 = [4,6] Comparacion de giros.
También, con la finalidad de comparacién, se ha realizado un 1060 : | . 1 T
calculo con elementos finitos lineales e integracion reducida e — Exacla ]
(Int. Red.) [5]; [28];[29]. Se han requerido al menos 20 ce—- ARE. 1 alem.
elementos para los desplazamientos, giros y esfuerzos £ 700l = Int. Fed. 40 elem. [
cortantes y 40 elementos para los momentos flectores, para =
obtener resultados similares a los calculados con la ] 50k i
metodologia propuesta ARE-MEF con un solo elemento. -E
€T
Los resultados obtenidos, exacto (ARE con 4 elementos) y E o=
aproximados (ARE con 1 elemento, Int. Red. con 20y 40 E
elementos), en términos de desplazamientos, giros, momentos, -3501 -
esfuerzos cortantes y acciones, son los que se muestran
respectivamente en las Figura 4, Figura 5, Figura 6, Figura 7 ; 700k ] a
Figura 8. 0 4 &
L{m)
Figura 6.
Comparacién de momentos flectores.
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1 I T T T
750 —— Exacta o a} 25
---- ARE. 1 elem.
=
. 500 Inte, Red. 20 glem. | E Z2F 7
= E
£,- e
@ 260 - 2 45k i
5 b
E
E Ol o
st q 1r 1
=
250 &
& osh : -
- = Timoshenko
=500 i L 1 L 1 Barnoulli-Euler
0 2 4 B 5 . ! :
L {m) 0 2 L 4 &
Figura 7. “Ti:l
Comparacion de esfuerzos cortantes. _-”}“3
b) 0.8 | ' H g
T T T T——r————
2001 ) —— Aciuania 1 0.4 -
; “-w. |---- Equivalents =
250l i | ! =
(= i =0 7
g apo 200 kW 2000 kM 5 | 4.;::.
= ) 3 o 0.4 i
33 150l 150 kKN % i
% 0.8k Timoshenko
7 e Bernoulli-Euler
.ll L]
3 " -2+
B0 - <= i L M
H E 0 B
ok " . L (m)
o] 2 L "m} 4 3] Figura 9.
Figura 8. Comparacién de resultados entre Timoshe_nko y Bernoulli-Euler: a) desplazamientos y b)
giros.
Representacion de las acciones originales y las repartidas equivalentes.

Para los desplazamientos (fig. 4) se puede ver que las soluciones

T T T
aproximadas practicamente coinciden con la solucién exacta del a) 1.0s0 I rﬂmushaﬂm
problema. Ocurre lo mismo con los giros (fig. 5). - - BetrouE-E LT

700 |
En las Figura 6 ; Figura 7 se dan, respectivamente, las graficas T
de momentos y esfuerzos cortantes. EI maximo error del z
momento flector, empleando ARE y un elemento, se produce en £ 0
la abscisa 3 m, siendo el mismo inferior al 5% respecto al valor -g
exacto. Empleando la integracién reducida y 40 elementos, el < 0
error es del orden del 6% y se produce en el extremo inferior de E
la pieza. = _gs0l
Por otra parte en el esfuerzo cortante el maximo error se _700

produce en los puntos donde estdn aplicadas las cargas 0
puntuales, ya que el método regulariza la ley eliminando las
discontinuidades, pues promedia en cierto modo los valores del

cortante a la izquierda y derecha de dichos puntos. De modo b] T T T I T
que el error es por tanto el menor posible considerando que la 750 =] Timoshenkno 1
ley del esfuerzo cortante aproximado viene dada en el T - - Bemouli-Euler
procedimiento por una funcién continua. . sooF
=
Asimismo, en la figura 8 se puede apreciar la distribucion de las = i
acciones repartidas equivalentes y como éstas aproximan la ?;_-"
carga original. z
g OF
]

Adicionalmente, en las Figura 9 ; Figura 10 se puede observar la
diferencia entre los resultados exactos obtenidos en la forma ya 250k
indicada con ARE y 4 elementos, para los modelos de
Timoshenko y Bernoulli-Euler, en los desplazamientos, girosy
esfuerzos. Como se puede ver existen diferencias apreciables 0 2 4 &
entre los valores exactos de ambos modelos. L {m)

Figura 10.

Comparacion de resultados entre Timoshenko y Bernoulli-Euler: a) momentos flectores y
b) esfuerzos cortantes.
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En el caso de los desplazamientos la diferencia relativa maxima
se produce en el punto de abscisa 3 my es del orden del 26,5%
y para los giros la diferencia maxima se produce en el extremo
superior y es del orden del 10,5%.

Para los momentos flectores la diferencia maxima se produce
en el punto de abscisa 2,5 my es del orden del 5,5% y para los
esfuerzos cortantes, la diferencia maxima se produce en el
extremo superior y es menor del 5%.

A continuaciéon se muestra la influencia de la esbeltez (L/b) en
los modelos de Timoshenko y Bernoulli-Euler en lo relativo a
desplazamientos. Para ello se mantienen las mismas
condiciones de carga, longitud y espesor de la pieza ( fig. 3),
variando el canto b. En la figura 11 se observa que cuando
disminuye la esbeltez, la diferencia entre ambos modelos es
mayor. Para una esbeltez de 12 la diferencia relativa es del
orden del 7%, sin embargo para una esbeltez de 3 la diferencia
es ya notable, alcanzando el 45%. Para los giros y esfuerzos se
tiene un comportamiento similar.

E":J T T T
%
40 LY -
— N,
)
o 3::'. .\\\
3 5
I 3‘— 0L H\"x\ -
3_ ---\---\--""-\.
10k e, i i
oL | i | L
2 4 & B 10 12
L'k
Figura 11.

Variacion de la diferencia de desplazamientos entre Timoshenko y Bernoulli-Euler en
funcion de la esbeltez (L/b).

5.2. Ejemplo 2

Se analiza una viga-columna de 14m de largo y seccion
rectangular constante en toda su longitud (ver fig. 12). Se
considera una material ideal cuyas caracteristicas son:
coeficiente de Poisson, u =30 x 107, médulo de elasticidad, £ =
3 x 10’kN/m?y factor de correccidn por cortante, k = 5/6.

25 000 kM
70 kN
“ — T »
) I
25 KNm g 35m
.‘_ I ——
- ' 0,30 m
40 kW
7 33m 1.2m
— +—1Em L
i —| 14 m
35 kMm% 95 m
70 kN L
F o
K J
S0 kMM 26 m
.I |I |I II |l I..I |I |I gz o
Figura 12.
Pilar empotrado en la base y apoyado en el centro.

Las condiciones de vinculo y estado de carga se muestran en la
figura 12, el valor de la carga axial P = 25000kN representa
aproximadamente el 60%P,; de Timoshenko. Se ha empleado
una distribucién poco frecuente de las cargas transversales:
combinacién de una triangular como la indicada junto con otras
distribuidas constantes ademas de las puntuales, con el fin de
mostrar las posibilidades de la metodologia. Obsérvese que el
procedimiento daria valores exactos incluso si en el elemento la
carga distribuida viniera dada por una funcién con parte
polinémica de grado uno y parte trigonométrica.

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, se obtiene tanto la
solucion exacta como las aproximadas. La solucion aproximada,
empleando ARE-MEF, se ha obtenido discretizando la pieza en el
menor nimero de elementos posible dadas las condiciones de
vinculo, es decir, en dos elementos definidos por:

elem1=[0,7],elem2 = [7,14]

Por otra parte la solucién aproximada empleando elementos
finitos lineales e integracién reducida, se ha obtenido
discretizando la pieza en 20 elementos para los
desplazamientos, giros y esfuerzos cortantes, y 40 elementos
para los momentos flectores.

Sin embargo, la solucibn exacta en este caso, con el
procedimiento propuesto, requiere la discretizacién de la viga-
columna en 4 elementos finitos, acordes con la definicién de la
carga en el dominio:

elem1=1[0,3.5],elem2 = [3.5,7],elem3 = [7,10.5],elem4 =
[10.5,14]

Los resultados obtenidos, exacto y aproximados (ARE e Int.
Red.), en términos de desplazamientos, giros, momentos y
esfuerzos cortantes, son los que se muestran en las Figura 13,
Figura 14, Figura 15 Figura 16, respectivamente.
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'Iru, T T T T T T L 1 I L] 1 I
450 H : -
— e
o] [— Rl ——
E - ARE. 2 elem. 00~ ot F.tFl:IE:l:Imt;lFm 7
E 50| -.--int. Red. 20 elem 5 gl T e e ST -
o L o=
5 40 @ 0 ]
o [=
% an g =150 .
w20 O 300 b
j=5
£ 10k 50 P il
O " __1.-
-&00 |- =) -
I}_‘_\_‘____—'—'_'_ I 1 1 I 1 1
-10 I 1 L L i L 0 2 4 & B ] 12 14
] 2 4 B a 10 12 14 L
L (m)
|:|'|1.:| Figura 16.
Figura 13.
Comparacion de esfuerzos cortantes.
Comparacién de desplazamientos.
Para los desplazamientos (fig. 13) y los giros (fig. 14) se puede
ver que la solucién exacta y las aproximadas son practicamente
A0 iguales.
1.2
Elxama : : I | *_L_,,-.—-—- En las Figura 15 ; Figura 16 se dan, respectivamgqte, las gréficas
1M . ARE. 2 slem P - de momentos y esfuerzos cortantes. El maximo error del
- Int. Aed. 20 élem momento flector (fig. 15), empleando ARE y 2 elementos, se
— 0Br ' ) _ 7 produce en la abscisa 3,5 m donde el error es inferior al 1,2%
E 06 i respecto al valor exacto. Empleando interpolaciéon lineal e
=] ; integraciéon reducida y 40 elementos finitos, el error es 2,5%
5 o4 | aproximadamente y se produce en la abscisa 5 m.
0,2 4 Por otra parte, para el esfuerzo cortante el maximo error se
produce en los puntos donde estdn aplicadas las cargas
o - puntuales. Adicionalmente se puede comprobar que se
cumplen las propiedades de interpolacién en el sentido de
'5-20 '2 v é é |I'|:| 1'2 14 Lagrange (para el cortante) y en el sentido de Hermite (para el
L (m) momento). Es decir los valores del cortante y momentos
) obtenidos a través de la accidon repartida equivalente en los
Figura 14. extremos coinciden con los correspondientes ala solucién
Comparacion de giros. exacta y para el momento ocurre lo mismo con la primera
derivada de dicho esfuerzo, ya que toma el valor opuesto del
cortante [20].
3.000 T T T T T T . . L ., .
En la figura 17 se puede apreciar la distribucion de las acciones
. 24001 7 equivalentes y cdmo éstas aproximan a la carga original en cada
[ 1.800 ] uno de los elementos. Se observa asimismo la tendencia de la
= accion repartida equivalente de recoger también la informacion
= 1200k 4 de las cargas puntuales.
E (S
600 -
E ' \\A‘ T T T T T T
= 0 [— Exacta TOKN £ TOKN 4
[-=-- ARE. 2 elem. B0 o] Iy (a0 1
—500 |- - -Int. Red. 40 elem 7 T =
-1.200 1 1 1 ! Il 1 ’Eh“ a0 I"J ~~._ _-£:'~_ =
0 2 4 3 B [CRE 14 5 T 51 L ) .
L {lTl] = v _._‘_.;_'__ ..... —p -'HH_
. o ED - L B
Figura 15. A
=
Comparacién de momentos flectores. E
E o=
i — Actuanie
—20 F -~ -- Equivalents -
L i A 1 i L
(] 2 4 [ ] 10 12 14
L ()
Figura 17.
Representacion de las acciones originales y las repartidas equivalentes.
6. Conclusiones
En este trabajo se ha aplicado por primera vez el método de
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elementos finitos formulado en desplazamientos con solucién
nodal exacta y acciéon repartida equivalente a pilares con
deformacion  por cortante empleando el modelo de
Timoshenko.

Los resultados obtenidos en los ejemplos desarrollados ponen
de manifiesto las excelentes ventajas de ésta metodologia ya
observadas en aplicaciones previas a otros problemas. En
particular en los dos ejemplos expuestos ha sido suficiente con
emplear uno y dos elementos, respectivamente, para alcanzar
una gran aproximacién en desplazamientos, giros y esfuerzos,
con respecto a la solucién exacta del problema. Sin embargo
con otras metodologias formuladas también en
desplazamientos, como por ejemplo la integracién reducida, se
requiere del orden de 40 elementos para alcanzar resultados de
aproximacion similares.

También otro aspecto destacable de la metodologia seguida ha
sido la determinacién de cargas de pandeo y funciones de
estabilidad para la pieza con distintas condiciones de vinculo,
siguiendo una via diferente y mas directa que las desarrolladas
en los trabajos que han sido mencionados.
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Apéndice.

La solucién del sistema homogéneo asociado a (10) en cada en
cada elemento finito [a,f] se puede expresar mediante las
funciones de forma, N;, i =1, ..., 4, en términos de los valores de
wy ¢ en los extremos:

w(a)
Y (a)
w(B)
Y (B)

[;]=[N1 N, N3 Ny

donde:

[N N, N N]= Nll NlZ N13 N14]_
1 2 8 41 = -

N21 NZZ N23 N24

1 x sen(rix) cos(ryx)
0 1 cos(rix)/q -sen(rix)/q
con q = p/ry, y siendo C; la matriz
Cl =
plcy—1)+hrys; p(psy —hric)/ry
1 AT ple;-1) 151
A 203 phrysy+ple -D)ry  -ps;
plc;-1) p(hryc; - psy)iry

Para el pilar de Bernoulli-Euler m=0, [Ny N, N3 N,] =
[1 x sen(rx) cos(rx)]C y los desplazamientos en el
elemento son:

https://www.scipedia.com/public/Romero_et_al_2016a

plc -1
p- cl)/rl[1

p(1-c¢)) p(ps;-rih)fmadal mediante splines generalizados; Universidad Politécnica

w(a)
w(a)
w(B)
wi(B)

v(x)=[N; N; N3 N,

donde la matriz C~ es

c-1+hrs (s-hrc)[r c¢-1 (rh-ps)/r
1 -rs c-1 rs c-1
€= A s (hrs+c-1)/r -s a-or
c-1 (hrc-s)i[r 1-c¢ (s-rh)/r

r =+/P/H,s =sen(rh),c = cos(rh),A = hrs +2(c - 1)
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