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Proleg

La mecanica és una branca de la fisica que tracta de les relacions que tenen els
objectes materials amb 1’espai i el temps. El fet de tractar amb nocions tan basiques
fa que la mecanica tingui unes caracteristiques i una problematica especifiques:

* La mecanica actua com a metallenguatge1 de la fisica. Es dins la mecanica que 'Un metallenguatge és un llen-

hem de dir alguna cosa del que entenem per matéria, espai, temps. Malgrat que 9uaige artificial format per un re-
pertori d'axiomes, postulats i re-
gles, que serveix per descriure al-
¢és en la mecanica que troben una primera definicié sobre la qual s’assenten les tres llenguatges, artificials o natu-
rals.

conceptes com ara forga o energia sobn emprats en moltes branques de la fisica,

altres.

* El fet que la mecanica tracti amb conceptes molt basics fa que aquests mateixos
conceptes s’emprin en la vida quotidiana, deslligats de la fisica. Aixi, paraules
com longitud, distancia, temps, velocitat, for¢a, treball, energia i la mateixa
mecanica els fem servir diariament en contextos molt diferents. Quan ens mo-
vem en contextos quotidians, no sempre funcionem de manera racional, i encara
menys cientifica, i aixo és molt recomanable. La pega que té, pel que ens perto-
ca aqui, és que generem tot un seguit d’intuicions que, sense voler-ho, acabem
emprant en el context de la mecanica com a ciéncia, i aix0 no €s gaire recoma-
nable.

* El concepte de mecanica també s’empra en molts contextos diferents dins i fora
de la fisica. Aixi, tenim:

— Mecanica classica. Es la que tracta amb objectes de mida molt més gran
que els atoms i les molecules, per als quals no tenim problemes de fer-ne
mesuraments espaciotemporals sense que els alterarem substancialment.

— Mecanica quantica. Es la complementaria a la classica. Es la que sorgeix
quan tractem amb objectes extremament petits, de I’ordre dels atoms i les
molécules. Objectes per als quals tenim problemes de fer-ne mesuraments
espaciotemporals, perque de fer-los, els alterarem substancialment. No sa-
bem com fer-los; segons la mecanica quantica, no és possible sense que es
produeixi aquesta alteracio.
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— Mecanica newtoniana. Es una mecanica classica que tracta amb objectes
que es mouen a velocitats petites, comparades amb la de la llum.

— Mecanica relativista. Es la que tracta amb objectes que es mouen a gran
velocitat, comparada amb la de la llum. Pot ser classica, com la newtoniana,
o quantica. Encara avui s’esta mirant d’establir els fonaments de la mecanica
quantica relativista.

— Mecanica de medis continus, mecanica de fluids, mecanica del solid rigid,
mecanica estadistica, mecanica analitica, mecanica de camps, enginyeria me-
canica, biomecanica...

De totes aquestes, aqui tractarem de la mecanica newtoniana, que és una mecanica
classica no relativista. Tracta amb objectes no extremament petits ni excessivament
rapids. Aixo abraga una bona part del moén que ens envolta. Perque ens entenguem,
la mecanica newtoniana és la mecanica del mon quotidia. Haurem d’anar molt en
compte a no caure en intuicions no fonamentades.

El capitol 1 tracta de la fonamentacié més basica de la mecanica. Qué entenem per
espai i temps, pero també quines parts de les matematiques ens seran tils en la
descripcio de les magnituds de la mecanica i el seu mesurament. Caracteritzarem
les corbes tracades per punts a I’espai, perd també la seva relacido amb el temps:
estudiem la cinematica, que podem entendre com una extensié de la geometria
usual a I’espai-temps. En aquest capitol s’introdueixen conceptes com sistema de
referéncies, primera llei de Newton, posicid, velocitat i acceleracid, entre d’altres.

El capitol 2 tracta de definir ’objecte estrella de la mecanica newtoniana: la par-
ticula newtoniana. Aquest concepte ens ha de permetre més endavant construir
objectes més propers als reals, com els solids rigids. I és aquest I’objectiu que ens
porta a definir-la de particula newtoniana. Tractarem de la dinamica de la parti-
cula, és a dir, quina trajectoria temporal traga quan se sotmet a diferents forces.
En aquest capitol s’introdueixen la llei de moviment de Newton i els conceptes
de quantitat de moviment, moment angular, for¢ca, moment d’una forga, treball i
energia, entre d’altres.

Al capitol 3 podem dir que anem per feina. Estenem els conceptes introduits al
capitol anterior a un conjunt N de particules. Aquest N el podem entendre com un
numero finit (1, 2, 3...) o infinit! En aquest Gltim cas, estarem tractant amb cossos
continus. Veurem com els conceptes que introduim per a IV finit els podem traslla-
dar al cas continu sense problemes. Comencarem distingint entre forces internes i
externes, i veient la llei d’accid-reaccié de Newton. Introduirem el concepte fona-
mental de lligam i de reaccions ideals. Arribarem aixi a la part central del desen-
volupament de la mecanica: 1’equacio general de la dinamica. Aquesta equacio6 és
important perque permet tractar sistemes mecanics complexos, que els enginyers



anomenarien mecanismes o maquines, aprofitant al maxim el coneixement de la
geometria del mecanisme i eliminant les forces de reaccidé que apareixen com a
conseqiiencia d’aquest mecanisme. En sistemes conservatius amb un grau de 1li-
bertat, podem emprar les propietats de la funcio energia mecanica del sistema com
a métode de resolucid. Per a sistemes de més d’un grau de llibertat i/o0 amb lligams
dependents del temps, que queden fora del nivell d’aquest llibre, I’equaci6 gene-
ral de la dinamica ens duria a la mecanica lagrangiana, que introduim al capitol 9
només per als lectors afamats de mecanica. Introduirem també en aquest capitol 3
el solid rigid, entés com un sistema de particules lligades. No tractarem aqui de la
dinamica del solid rigid, que posposem al capitol 5, pero al capitol 4 tractarem de
I’estatica dels solids rigids.

Es aqui on s’introdueix de manera general el concepte de velocitat angular.

El capitol 4, com ja hem comentat, tracta de 1’estatica o, més generalment, dels pro-

blemes d’equilibri dels sistemes de solids rigids, que inclouen I’estudi de I’estabilitat
d’aquest equilibri. També tractem com representar bé algunes forces externes so-

bre els solids, com és el cas del pes i de les forces exercides per fluids gravitants

sobre els solids que hi estan en contacte. El problema de ’estatica es planteja com

un problema invers de mecanica. Si, en general, pensem que el problema estandard

de la mecanica és trobar el moviment del sistema sotmés a unes forces conegudes,

ara aquest moviment és conegut, ja que volem que es mantingui en repos. Les in-

cognites, més enlla de les forces de reaccid, seran algunes altres forces o també la

mateixa configuracié del sistema.

El capitol 5 tracta de la dinamica del solid rigid. Per aixo ens caldra acabar d’ex-
pressar les equacions de moviment que hem trobat al capitol 3 en funcié dels graus
de llibertat adients. Per raons de dificultat, restringirem el nostre estudi a situacions
en que les rotacions tenen 1’eix en una direccio6 fixa de 1’espai, que anomenarem
rotacions 2 D.

Es aqui on introduim el concepte de moment d’inércia respecte d’un eix.

El capitol 6 tracta del problema de les petites oscil-lacions de sistemes amb un
grau de llibertat. Veurem com aquest problema és de gran interes atés que qual-
sevol sistema en equilibri estable per a petites desviacions d’aquesta configuracio
fa un moviment harmonic les caracteristiques del qual s6n independents del conei-
xement exacte de les forces que hi actuen. Per aquesta rad, I’estudi el farem amb
un cert grau d’abstraccid, introduint el concepte d’equacié canonica del moviment
harmonic per als casos simple, esmorteit i forgat. En aquest capitol, s’introdueixen
els conceptes d’elongacid, pulsacio, periode, amplitud i fase, aixi com 1’important
concepte de ressonancia.

Els capitols 7 i 8 estan dedicats a 1’estudi dels fenomens ondulatoris, entesos com
a fenomens mecanics. Hom pot entendre I’estudi del moviment ondulatori com

13



14

una extensid de I’estudi del moviment harmonic que s’ha fet al capitol 6, pero per
rad de la seva complexitat i de la varietat de fets perceptibles que abraga, ’hem
tractat d’una forma més propera a la fenomenologia que al pur desenvolupament
matematic formal.

El capitol 9, com ja hem comentat, només justifica la seva preséncia per tal que
qui ho desitgi pugui percebre un tast de la mecanica analitica i la seva relacid
amb la mecanica newtoniana a través de I’equacio general de la dinamica. Par-
tint d’aquesta, es dedueixen les equacions de moviment de Lagrange per a siste-
mes amb lligams geométrics dependents del temps, que serien I’extensio a L graus
de llibertat de les equacions que hem trobat al capitol 3 per a sistemes conserva-
tius emprant la funcié d’energia mecanica del sistema, que ara quedaria, en certa
manera, substituida per la funcié de Lagrange o lagrangiana. No anem més enlla
perque 1nic objectiu és fer el pont entre la mecanica newtoniana i la lagrangiana,
analitica en general, que es pot trobar en molts de textos.

Finalment, cal dir que cada capitol conté, en paral-lel al desenvolupament de la
teoria, alguns problemes resolts que ajuden i contextualitzen aquesta teoria. A la
part final del llibre, podreu trobar, ordenats per capitols i seccions, més problemes
i qiiestions. Alguns dels problemes estan resolts i de la resta se’n dona la solucié.









1 Fonaments fisicomatematics de la
mecanica

Introduccio

Aquest capitol és una barreja de fisica i matematiques. Aixo0 és aixi perque, quan
es tracten els conceptes més basics de fisica, la linia que separa aquesta de les
matematiques s’aprima moltissim.

1.1 Espai, temps i sistemes de referéncia

La fisica en general, i la mecanica en particular, estudia el comportament dels ob-
jectes a ’espaitemps. La realitat o no d’aquest espaitemps no la discutirem, com si
que ho fan algunes teories fisiques actuals. En tenim prou a pensar que I’espaitemps
¢és una construccio intel-lectual que ens és molt util per tal d’organitzar tot allo que
s’esdevé. Tots estem d’acord a organitzar les percepcions del que s’esdevé situant-
les en diferents instants de temps en un espai tridimensional.

Un observador (vegeu la figura 1.1) és un sistema de registre (huma o automatic)
de la posicid dels objectes a I’espai a cada instant. Podra assignar a cada punt
A una triada de nombres que I’etiqueten univocament: les coordenades del punt
A = (x4,Ya,24). Podra assignar a cada punt A un temps ¢, sincronitzat amb el
temps del seu rellotge ¢, utilitzant la velocitat maxima de que disposi ¢

tA_tO:dAO/C (1.1)

ond,, ¢ésladistancia entre el punt A iel punt on es troba el rellotge de I’observador.
Meés endavant veurem que fer servir una velocitat que no sigui la maxima déna lloc
a inconsisténcies.

El conjunt d’objectes i marques que 1’observador utilitza constitueixen el sistema
de referéncia.

Per acord internacional, tots els observadors defineixen els patrons d’espai i temps

{(za,y4,24),ta}
L]
espaitemps

dao

@ {(07070)7t0}
O ‘%

Fig. 1.1: Observador
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de la mateixa manera. El BIPM (Bureau International des Poids et Mesures) és
I’organisme que supervisa el S.I. (Systéme internationale d’unités). Les ultimes
definicions son:

<» Unitat de temps. El segon, s: un interval temporal de 1 segon és igual a
9192631770 periodes de la radiacié corresponent a la transici6 entre els dos nivells
hiperfins dels estats fonamentals de 1’atom de cesi 133. (Adoptada I’any 1967).

<» Unitat de distancia. El metre, m: un interval espacial de 1 metre és igual
a la distancia recorreguda per la llum en el buit durant un interval de temps de
1/299792458 s. (Adoptada I’any 1983).

1.2 Coordenades cartesianes euclidianes. Distancia

Un fet destacable de I’espai fisic €s que pot ser etiquetat emprant les coordenades
cartesianes euclidianes (si no hi ha dubtes, simplement cartesianes) amb la impor-
tant propietat que la distancia o cami més curt entre dos punts A = (24, Y, 24) 1
B = (z5,Ys, 25) (vegeu les figures 1.2 i 1.3) es pot expressar com

(A, B) = /(2 — €5) + (ya — ys)* + (20 — 20)’ (1.2)
Per exemple, a I’espai de punts de la superficie d’una esfera, aixd no és possible.

El punt (0,0,0) és I’origen de coordenades i les rectes (x,0,0), (0,y,0) i (0,0, 2)
son els eixos coordenats.

1.3 Escalars i vectors

Les magnituds fisiques tenen unes caracteristiques amb relacio a I’observador que
les mesura. Atenent aquest criteri, destaquem i utilitzarem dues categories de mag-
nituds fisiques: escalars i vectors.

< Escalar: ¢s una aplicacid que associa punts i instants amb valors que son inde-
pendents de ’orientacié (o rotaci6 ) de ’observador: f(x,y, z,t). També s’ano-

mena camp escalar.

< Vector: és una aplicacié que associa punts i instants amb vectors: un escalar
positiu (o modul), una direccid i un sentit. V' (z,y, z,t). També s’anomena camp
vectorial.

Exemples de magnituds escalars son: la temperatura, el volum, la densitat..., etc.
Exemples de magnituds vectorials son: la velocitat d’una particula associada als
punts i a I’instant per on passa, el camp gravitatori associat a tots els punts en tot
instant, la for¢a que una carrega fa alla on en pugui haver una altra

La idea que a cada punt de I’espai hi ha un vector és el que va donar el nom de

z
A= (xa,ya,24)
i

ZA

Fig. 1.2: Coordenades
cartesianes euclidianes del punt
A

(TB,YB:%B).

d(A, B)

o (zA,94,24)

Fig. 1.3: Distancia del punt A al
B



camp. Ens podem imaginar un camp de blat. Cada espiga de blat és un vector en
un punt de I’espai. El conjunt de les espigues de blat, €s a dir, tot el camp de blat,
¢és el que anomenem camp vectorial o simplement vector. Podem parlar també de
camp escalar, per exemple, un camp de densitats o de temperatures, en el sentit
que es tracta no d’una densitat o temperatura d’un punt a I’espaitemps, sin6 d’una
funcié que a cada instant i a cada punt assigna una densitat o temperatura que pot
ser diferent.

La base cartesiana de vectors esta formada pels vectors unitaris {i, 7, l%} paral-lels
als eixos coordenats i definits a tots els punts de I’espai (vegeu la figura 1.4). Un
vector qualsevol Ves pot escriure com

—

V=Vi+V,j+Vk=(V.,V,,V.) (1.3)
V., V,1V,, son les components cartesianes del vector, que poden ser funcions de
(z,y,2,1).!

Els vectors base {i, 7, k:} no tenen unitats i no estan associats a cap magnitud.
Representen direccions (i sentit) de 1’espai, en aquest cas, les tres direccions 1 el
sentit dels eixos coordenats.

Observem que una component d’un vector no és un escalar.

Operacions algebraiques amb vectors

Si tenim dos vectors A i B, es pot demostrar que (4, + B,, A, + B,, A. + B.)
és un vector. D’acord amb aix0, definim la suma de dos vectors.

= Suma: Donats dos vectors A i B, lasuma A+ B és el vector que, en coordenades
cartesianes, es pot expressar com

A+B=(A,+B,,A,+B,A. +B.) (1.4)

Si U és un escalar i A un vector, es pot demostrar que (UA,,UA,,UA.) és un
vector. D’acord amb aix0d, definim el producte extern o producte d’un escalar per
un vector com

< Producte extern: Donats un escalar U i un vector A, el producte extern és el
vector U A que, en coordenades cartesianes, es pot expressar com

UA=(UA, UA, UA,) (1.5)

Si tenim dos vectors A i é, es pot demostrar que A,B, + A,B, + A.B. és un
escalar. D’acord amb aix0, definim el producte escalar.

m
ol
o
<t

xT

Fig. 1.4: A cada punt de I'espai
disposem dels tres vectors base

(o2}

' Quan algunes de les components
son numeériques, enlloc de la coma
(,), podem fer servir el punt i coma
(;)- Perexemple, (2;5,6;7)
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< Producte escalar: Donats dos vectors A i B el producte escalar és I’escalar A- B
que, en coordenades cartesianes, es pot expressar com

A-B=A,B,+A,B,+A.B, (1.6)

< El modul d’un vector A és I’escalar

A=VA A (1.7)

=» El cosinus de I’angle 0 < § < 7 (vegeu la figura 1.5) entre dos vectors AiBes
pot expressar com

A-B
0=—— 1.8
cos 1B (1.8)

on0 <0 <.
= El vector unitari A d’un vector donat A és el vector de modul la unitat

A

A:
A

(1.9)
Si tenim dos vectors A i B, es pot demostrar que
(A,B.—-A.B,,A.B, — A,B.,A.B, — A,B,)

és un vector. D’acord amb aixo definim el producte vectorial.

9 Producte vectorial: Donats dos vectors A i B, el producte vectorial és el vector
Ax B (vegeu la figura 1.6) que, en coordenades cartesianes, es pot expressar com

>

k
AxB

— (A,B. — A.B,,A.B, — A,B.,A,B, — A,B.)

y 2

0
A,
B

o oo

A
2 B.

y

(1.10)

=» El sinus de I’angle 0 < 6 < 7 entre dos vectors AiBes pot expressar com

Ax B ’
inf = 1.11
siny 1B (1.11)
< Regla del cargol: Podem expressar el producte vectorial A x B com
Ax B=BAsinfa (1.12)

on @ és un vector unitari normal a A i B i de sentit el de I’avang d’un cargol dex-
trogir en girar de AaB pel costat més curt (vegeu la figura 1.6).

Es especialment important utilitzar sistemes de referéncia {x,y, z} d’erientacio
positiva, és a dir, que es puguin juxtaposar unicament per translacio i rotacio al
sistema de la figura 1.7.

Fig. 1.5: Angle 6 entre dos
vectors

o

Fig. 1.6: Producte vectorial

A x B entre dos vectors. Regla

del cargol

P

7 TN

X

Fig. 1.7: Sistema de referéncia
{z,y, z} d'orientacié positiva

Y



Relacions algebraiques amb vectors

Sén igualtats entre vectors (que donarem sense demostracid) que involucren les
operacions definides anteriorment

A-(BxC)=(AxB)-C (1.13)
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) (1.14)

(AxB)-(CxD)=(A-C)B-D)—(A-D)B-C) (1.15)

Operacions diferencials amb vectors

Donada una funcié del tipus f(z,y, z,t), podem voler derivar respecte d’alguna
de les variables. Per exemple, si volem derivar només respecte de x ho indicarem
amb I’ operador i direm que fem la derivada parc1al respecte de z. Si volem
derivar només respecte de ¢, ho indicarem amb 2 8t i direm que fem la derivada
parcial respecte de ¢.

Recordem que la regla de la cadena per a funcions diu que, si F'(A) = f(g(A\), A),
oF 0g | OF
E)Y

d m_
llavors 5 F' = 99 O

Quan derivem vectors, podrem fer servir les regles usuals de derivacid, especial-
ment la regla de Leibniz per al producte. En general, els escalars i les components
de vectors son funcions del tipus f(z,y, z,t) i, a més, pot passar que les coorde-
nades {x,y, z} formin part d’una trajectoria i, per tant, puguin dependre de ¢ o
d’algun altre parametre \: {x(¢),y(t), z(t)} o {z(A\),y(N\), z(A\) }. L’operador de
derivacio D podra ser: D = ai,D— 2. D= B‘Z,D m,D dt,D— B
D= %. Tots ells compliran les regles usuals de derivacio i, en especial, la regla

de Leibniz.
La regla de Leibniz per a funcions f i g amb el producte usual és D(fg) =

(Df)g + f(Dg). En cas que les expressions involucrin escalars U i vectors A
i B amb el producte escalar - i vectorial x

D(UA) = (DU)A+ U(DA) (1.16)
D(A-B) = (DA)-B+ A- (DB) (1.17)
D(Ax B) = (DA) x B+ A x (DB) (1.18)

Una propietat important de la base cartesiana (associada a les coordenades {x, y, z})
{i, 7 fc} és que
Di=Dj=Dk=0 (1.19)

Fig. 1.8: Els vectors base k son
paral-lels. També i i j

o ol
I
> = g

Fig. 1.9: Els vectors base  no
son paral-lels. Tampoc no ho son

digp
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Aix0 és aixi perque els vectors a cada punt de I’espai dels camps {@ 7, l%} es man-
tenen paral-lels (vegeu la figura 1.8). Aix0 no passa si, per exemple, utilitzem una
base esferica. Els vectors a cada punt de I’espai del camp unitari radial 7 no es
mantenen paral-lels. Tampoc no ho fan els altres dos camps que completen la base
esferica (vegeu la figura 1.9).

La propietat (1.19) és molt ttil. En derivar un vector en base cartesiana
DV = D(V.i) + D(V,j) + D(V.k) = D(V.)i + D(V,)j + D(V.)k
n’hi ha prou a derivar les seves components.
DV = (DV,,DV,, DV.)

En cas de derivar respecte de ¢, ens pot interessar tenir en compte que les altres
variables x, y 1 z també poden variar en ¢ perqué formen part d’una trajectoria, és
a dir, de fet son funcions de ¢ i la funcid f és, encara que no ho explicitem, una
funcié només de ¢, f(x(t), y(t), z(t),t). En aquest cas, la derivada respecte de ¢
s’anomena derivada total i s’escriu f = j—’;. Per calcular-la, farem servir la regla
de la cadena per a cada coordenada a més de la derivada parcial del temps, és a dir

_0f,, 0f  Of, 0F
f=grit a0t 32T B (1.20)

Respecte a les derivades totals, hi ha dos resultats importants:

= Donat un escalar f, la derivada total % és un escalar.

= Donat un vector 7, la derivada total % és un vector.

Altres operacions diferencials basiques entre escalars i vectors son:

= Donat un escalar U, el gradient VU és el vector que en coordenades cartesianes
es pot escriure com

ey U _ (6‘U oU aU) (121)

T oF ~\ oz dy 9z
< La diferencial de U (x, y, z) és I’expressié infinitesimal escalar dU, que en co-
ordenades cartesianes es pot escriure

oU ouU oU
_ 9 1.22
dU = Goda+ 5ody + 5ds (1.22)

i també podem expressar com dU = VU - dif = % -dron dr = (dz, dy, dz).

En fisica, podem identificar dz amb un increment arbitrari de la magnitud x, amb
la condici6é que sigui del mateix ordre, o menor, que I’error €, amb que mesurem
z: dx < g,. El mateix amb dy, dz i dt. Tindrem també dU < ¢, (vegeu I’apartat
Propagacio d’errors de la seccid 1.5).



Operacions integrals amb vectors
Hi ha tres operacions integrals basiques que relacionen escalars i vectors.

La integral temporal d’un escalar U (7, 7,t) definit sobre una trajectoria 7(¢) és

/ Udt = / U(F(t), 7 (t), t)dt (1.23)

La integral temporal d’un vector V definit sobre una trajectoria 7(t) és el vector

/th = (/det,/Vydt,/Vzdt> (1.24)

La integral d’un vector F' definit a I’espai sobre un cami C, que també s’anomena

I’escalar

circulacié de F al llarg de C, si el cami ve donat en forma paramétrica per 7“(\) =  Fig.1.10: Circulacié de F al llarg
(x(A),y(N), z(N)) de A, a A\, (vegeu la figura 1.10), és ’escalar dun cami ¢
Ao Ao
- 7 dr dx dy dz
Fdr= c—d\ = F,—+F,—=+F, dX 1.25
/ " / ) /< sax v T d)\) (1.25)
C A1 Aq

Problema 1.3.1. Donats els vectors A = 5 + 47+ 3kiB = —27 + k calculeu:
a) els moduls,
b) els productes escalar i vectorial,
¢) I’angle format entre ells.

d) Trobeu un vector unitari perpendicular a AiB.

Solucio

a)

A=VA A= /A A +A A +A. A =V + £ +3 = 5/2

B=VB-B=+/B.B, + B,B,+ B.B. =1/0> + (—2)>+ 12 = V5
b)
A-B=A,B.+A,B,+A.B.=5-0+4-(-2)+3-1= =5
ik
AxB=| A, A, A.|= 10i—5j—10k
B, B, B.
em |

¢) A partir del producte escalar, obtindrem 1’angle entre els vectors

A B = ABcos = cosf = A-B _ L = 0= 108,4°
AB V10

23



% 1. Fonaments fisicomatematics de la mecanica

24

d) El producte vectorial dona I’expressio d’un vector C=AxB perpendicular a A
i B
B 0i—5j 10k _2; 1. 2;

Bl Ve +(9) 4 (107 3 3T 3

Problema 1.3.2. Sigui el vector A (t) un vector en funci6 del temps. Demostreu
que

- dA  dA

A —=A—

dt dt

i que si A té modul constant llavors és perpendicular a %.

Solucio
A*=AA=A. A ) )
d(A- d
=2A—
dt dt
d(4-4) Jp i
e dt
= dA dA
A — =A—
T TN
si A té modul constant, % =0,= A. ‘3—‘5 = 01, per tant, aquests vectors sén
perpendiculars. |

1.4 Principi de simetria

La idea de simetria no és exclusiva de la mecanica, ni tan sols de la fisica. S’ha
fet servir en molts camps de les ciencies. Es donen raons de simetria o arguments
de simetria per justificar unes consideracions que simplifiquen molt alguns proble-
mes, pero fins a temps relativament recents no s’ha mirat de concretar qué volem
dir amb “rad de simetria”. Pierre Curie va ser el primer a enunciar un principi de
simetria, I’any 1894:

Un efecte no pot tenir una manca de simetria si aquesta manca no és present a la causa.

Es a dir, si la causa té una simetria, aquesta ha de ser present a I’efecte. Donarem
una versié més detallada d’aquesta idea. Primer precisem qué és una simetria.

Amb un objecte S i una transformaci6 del tipus que sigui 7" (vegeu la figura 1.12),
diem que 7" és una transformacié de simetria de S o que S té la simetria T, si .S
queda inalterat en fer T’

T(S) =S (1.26)

Fig. 1.11: Pierre Curie
(1859-1906) fou un fisic frances

T

Fig. 1.12: Si no fos perque hem
marcat els vertex els dos triangles
son indistingibles



<> Principi de simetria: Siles causes tenen unes simetries, llavors els efectes tenen,
com a minim, les mateixes simetries.

Fixem-nos que hem d’estar segurs que controlem totes les causes. Podria passar
que una part de les causes fossin simétriques i de la resta no se’n tingués informa-
ci6. Els efectes, en aquest cas, no tindrien per que ser simetrics! Aquest principi
I’emprem molts cops sense ser-ne conscients, perque el trobem molt intuitiu. Altres
cops no ens ho sembla tant, perd també pot ser aplicable.

Problema 1.4.1. Una distribucio esférica uniforme de massa crea un camp gravi-
tatori. Argumentant exclusivament amb el principi de simetria, qué podem dir del
camp gravitatori?

Solucio

La causa, la distribuci6 esférica uniforme de massa, té simetria esférica: si li fem
una rotacié qualsevol al voltant del seu centre, resta inalterada. També ha de tenir
simetria esférica I’efecte, en aquest cas el camp gravitatori. El camp gravitatori ha de
ser radial i només pot dependre de la distancia al centre de la distribucio. |

1.5 Mesurament i tractament de dades experimentals

Mai en fer un mesurament podem donar el resultat en forma d’un nombre real. Aixo
¢és aixi per moltes raons. Per exemple, suposem que volem mesurar la longitud
d’una vareta com la de la figura 1.13.

1) La suposicio que la vareta té una longitud ben definida és una idealitzacio. Les
varetes reals no son un prisma tallat nitidament.

2) L’aparell de mesurament té unes limitacions per construccié. El regle emprat,
per més ben construit que estigui, té unes divisions amb un cert gruix per tal que
puguin ser vistes per nosaltres. Aquestes divisions estan separades de forma que
¢s casual que coincideixi una divisié amb el final de la vareta.

3) El nostre ull té unes limitacions que, a més, poden variar segons la il-luminacio,
I’edat..., etc.

Aixi, el resultat d’un mesurament no és un nombre real; és un interval. Podem dir,
per exemple: la longitud de la vareta esta dins I’interval [27,30; 27,40] cm (si el
regle té divisions fins als mm). Expressat d’una altra forma: 27,35 + 0,05cm .
Aix0 mateix ho podem expressar simplement com 27,3 cm, entenent que la xifra
que aniria després de I’tlltima per la dreta pot variar en una unitat, és a dir, treballar
amb un interval [27,30; 27,40] cm.

L’amplada de I’interval ve donada pels anomenats errors en el mesurament. Es
evident que la paraula error no I’hem d’entendre com quelcom negatiu.

Fig.1.13: L'error en el
mesurament pot ser inherent a
I'objecte mesurat
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<» Un error “gran” de mesurament no té per que reflectir cap mena d’incompeténcia
de la persona que mesura!

Tipus d'error

Per donar amb algunes garanties el resultat d’'un mesurament x, el que farem és

repetir-lo un nombre M de vegades, z,, ., s, . ., T, . Descartarem aquells
valors que clarament s’aparten de la majoria i ens quedarem amb un nombre N de
mesuraments bons, x,, Z,, Ts, .., Ty . EXpressarem el resultat del mesurament
com
r=2x+te (1.27)
amb
1 N
T= > (1.28)
i=1

Z és la mitjana del mesuraments realitzats i el nombre &, positiu, és I’error del
mesurament, que arrodonirem en general a una xifra significativa (s’explicara més
endavant). Aquest error es descompon, segons siguin les seves causes, en

e=¢;,+¢ep (1.29)

Errors d’imprecisio o sistematics ¢,: son deguts normalment al propi aparell de
mesurament. Sempre que fem un mesurament cometem un error de forma siste-
matica. Sempre té el mateix valor.

Aparells analogics: per exemple, una agulla que es desplaga en una escala, un
regle (vegeu la figura 1.14). Son aparells que donen una resposta continua. En
aquest cas, £, = R/2 on R ¢és la resoluci6 de I’aparell de mesurament o interval
entre marques. En un regle tipic, R = 1 mm.

Aparells digitals: aquells que donen una resposta a intervals discrets (tipicament,
posseeixen un indicador (display) numéric, vegeu la figura 1.15). En aquest cas,
€; = R i coincideix amb I’increment minim que mostra I’aparell.

Errors d’incertesa o probables c.: son deguts a factors aleatoris. A I’exemple
de la vareta de la figura 1.13, poden ser deguts al fet que el tall no és nitid i depén
d’on posem el regle. Hi poden intervenir factors ambientals: temperatura, pres-
sio..., etc. La suposicid que totes els mesuraments fets estan al voltant d’un cert
valor (distribucié gaussiana), junt amb el tractament estadistic del conjunt dels N
mesuraments, que no exposarem aqui, déna un valor per €,

ep=of (1.30)

Fig. 1.14: Peu de rei amb sortida
analogica

Fig. 1.15: Peu de rei amb sortida
digital



on
1 N
o=, &—g) (1.31)
N-1%
és la desviacio estandard,
t

on la t de (1.32) és la funcié estadistica de Student. Aixi, f és una funcid que
depen del nombre de mesuraments [V realitzats i, a través de la ¢ de Student, de la
probabilitat amb qué volem assegurar que el valor real sigui dins I’interval d’error
donat. Si treballem amb una probabilitat del 95% , f es calcula d’acord amb la
taula 1.1.

N |f N |f N |f N /
11 | 0,6718 | 21 | 0,4552 | 40 0,3198

2 8984 |12 0,6354 | 22| 0,4438 | 60 0,2583

3 [ 2484 [ 13]0,6043 [ 23 [ 04324 | 120 | 0,1808

4 11592 |14 05775 [ 2404223 50 | 50

5 | 1,241 |15 0,5538 | 25 | 0,4128

6 | 1,050 | 16 | 0,5329 | 26 | 0,4039

7 10,9248 | 17 | 0,5142 | 27 | 0,3956

8 10,8360 | 18 | 0,4973 | 28 | 0,3876

9 10,7687 | 19 | 0,4820 | 29 | 0,3804

10 | 0,7154 | 20 | 0,4680 | 30 | 0,3734

=» Nota: Les calculadores cientifiques usuals (vegeu la figura 1.16) i/o els fulls de
calcul tenen procediments per entrar dades x,, x,, x5, .., xy 1ferels calculs de
Z 1 0. Si és necessari, llegiu el manual de la vostra calculadora i/o full de calcul.

Propagacio d'errors

Als apartats anteriors, hem vist com obtenir i expressar una variable sotmesa a
error a partir de mesuraments directes d’aquesta. Hi ha situacions en qué s’ha de
fer el mateix amb variables que depenen d’altres variables que es poden mesurar
directament. Per exemple, una variable z que depén de diverses variables x, v, ...:
z = z(z,y,...), amb el benentés que els errors son petits, podem identificar-los
als valors diferencials de les magnituds corresponents. Aixi, e, = dz, ¢, = dxz,
e, = dy..., etc. Com que sabem que dz = %dw + g—;dy + ... només ens cal
avaluar els diferents factors %, g—;, etc, amb els valors mitjans x = Z, y = ¥, etc,
i prendre sempre el valor absolut (positiu), com també fem amb els diferents errors

€., €, €tc. Obtenim aixi

z=zxe, ; z=2(z,9) (1.33)

Taula 1.1: Valors de f en funci6
del nombre de mesuraments NV

per a una probabilitat del 95%:
f= t0,075;N—1

VN

Fig. 1.16: Consulteu les
instruccions de la vostra
calculadora
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amb

gy (1.34)

Xifres significatives en els mesuraments directes

En molts casos, no ens cal afinar tant amb la precisi6. N’hi ha prou a expres-
sar el resultat d’un mesurament amb una amplada d’interval 10" > 2¢, essent n
el minim enter que compleix la desigualtat. Per exemple, i tornant al cas del re-
gle i la vareta de la figura 1.13, el resultat del mesurament en c¢m és un interval
[27,300000...; 27,399999...] cm.

Podem dir que 27,3 és el resultat donat amb “un decimal”. Compte! si, en lloc
de treballar en cm, ho féssim en m, tindrem 0,273: diriem que el resultat és donat
“amb tres decimals”. Siho féssim en mm tindriem 273 el resultat “sense decimals”.
Ha de quedar clar que 1’expressi6 “amb tants decimals” o “sense decimals” no té
gaire sentit si volem reflectir la precisi6 amb queé s’esta treballant. Es per aixo
que és millor parlar de xifres significatives: 2,73; 273; 0,000273; 273000... séon
resultat de mesuraments (intervals) amb tres xifres significatives. Vegem algunes
regles per detectar quantes xifres significatives té un interval donat:

En lloc de parlar d’intervals o del resultat del mesurament, parlarem de niimeros,
seguint la practica habitual. Hem de recordar, pero, que no son estrictament nombres,
com ho son els naturals, enters, reals..., son intervals expressats en forma de niimero.

< Regla 1: En nombres que no contenen zeros, tots els digits son significatius.
=» Regla 2: Tots els zeros entre digits significatius son significatius.

< Regla 3: Els zeros a I’esquerra del primer digit que no és zero serveixen solament
per fixar la posicid del punt decimal i no sén significatius.

< Regla 4: En un nimero amb digits a la dreta del punt decimal, els zeros a la dreta
de la ultima xifra diferent de zero son significatius.

< Regla 5: En un niimero que no té punt decimal i que acaba amb zeros, aquests
poden ser significatius o no. En aquest, s’eviten confusions si s’empra la notacio
cientifica.

Vegeu els exemples de la taula 1.2.

Xifres significatives en els mesuraments indirectes

Com se sumen, resten, multipliquen... els resultats dels mesuraments? Es clar que
es fa més o menys com amb els nombres usuals... pero qué fem amb les xifres

Exemple XS

4,523

70,054

0,0789

0,0020

3,6 x 10°

3,60 x 10°

4
5
3
2
3600 247
2
3
4

3,600 x 103

Taula 1.2: Exemples de xifres
significatives (XS)



significatives? Quantes xifres significatives té el resultat d’una suma, resta...?

Posem-ne un exemple concret. Suposem que hem mesurat els costats d’una xapa
(suposadament) rectangular i en volem con¢ixer la superficie (vegeu la figura 1.17).
Diguem que els costats son ¢ = 5237 mm i b = 325 mm. Com hem d’expressar el
resultat per tal de reflectir correctament I’error comes en el mesurament indirecte de
la superficie? Es correcte 1702025 mm?, és a dir, amb sis xifres significatives? Si
I’error en aquest exemple és d’1 mm per costat, I’error que cometem en la superficie
és de I’ordre de 5237 x 14+ 325 x 1 + 1 x 1 = 5563 ~ 6000 mm’.

Aquesta amplada d’interval afecta el digit marcat en vermell 1702025 mm®. El
correcte és, doncs, expressar el resultat com 1,70 x 10°mm?, és a dir, amb tres
xifres significatives.

Es poden deduir unes regles generals per a la manipulacio6 de xifres significatives:

< Les constants matematiques: (1/2,2/3, V2, ...), sempre que es prenguin amb
un nombre de xifres superior als dels altres nombres implicats, no afecten en el
comput de xifres significatives.

<» Multiplicacié i divisié: El resultat de I’operaci6 tindra el mateix nombre de
xifres significatives que 1’operand que tingui menys xifres significatives.

< Suma i resta: El resultat no ha de tenir digits en posicions més enlla de la posicio
de I’ultim digit comu a tots els sumands. Per exemple, 34,6 + 85 — 17,8 = 101,8
s’ha d’arrodonir a 102, ja que la posicié de I’ultim digit comu a tots els termes €s
a les unitats.

Ajust d'una recta a les dades experimentals

Una altra situacio forga usual és la que comporta trobar la possible dependéncia en-
tre dues o més variables que es poden mesurar experimentalment de forma indepen-
dent, els valors de les quals es poden representar graficament. A través d’aquesta
representacio, es pot deduir una possible relacio entre les variables. A continuacio,
es tracta de la metodologia que s ha de seguir en la determinaci6 d’aquesta grafica.

<» La representaci6 es pot fer per ordinador o manualment (en aquest darrer cas, és
convenient utilitzar paper mil-limetrat).

< Cal triar les escales dels eixos, considerant els valors extrems de X i de Y, de
forma que la grafica ocupi gran part del paper i que els mesuraments representats
quedin, en tot el que sigui possible, uniformement repartits (no s’amunteguin en
un extrem, per exemple).

< El punt d’interseccio dels eixos no ha de ser necessariament el (0,0); pot ser
qualsevol altre que faci facil la representacio (escala amb zero desplacat).

Fig. 1.17: Mesura indirecta de
I'area de la xapa rectangular
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< S’han de dibuixar tots els punts obtinguts, sense excloure’n d’antuvi cap. No
s’han d’escriure les coordenades de les dades ni als eixos ni a prop de cada punt,
ja que aix0 dificulta I’observacié de la grafica.

<» La corba resultant de 1’ajust dels punts experimentals ha de ser continua. Mai no
s’han d’unir els punts experimentals amb trams rectes.

< Si un punt queda clarament separat de la corba, no se I’ha de tenir en compte en
I’ajust 1 s’ha d’assenyalar com a erroni.

=» Tota grafica s’ha d’acompanyar d’un peu explicatiu de que representa. Si es fan
servir diversos simbols per a les diferents variables mesurades, és preceptiu indicar
quin simbol correspon a cada variable.

El cas més simple és el de dues variables x, y entre les quals la dependéncia és
lineal. La recta que les relaciona s’anomena recta d’ajust i el procediment més
usual per obtenir-la, regressio lineal per minims quadrats. En aquesta situacio,
disposem d’una série de N mesuraments z,, x,, ...,y d’una variable x i N me-
suraments y,, Y., ..., Y d’una variable y, i “sospitem” que estan aproximadament
relacionats per una funci6 lineal y = ax + b. Els coeficients a i b, aixi com la bon-
dat de ’ajust, es determinen utilitzant el métode dels minims quadrats, segons
el qual els valors d’aquests parametres corresponen a una recta que fa minima la
suma de les desviacions quadratiques, X°, entre els punts de mesurament y; i el
valor (ax; + b) que pren la funcid per a la variable z,

X*(a,b) =Y [y, —(ax, + b) ]’ (1.35)

=1

Del procés de minimitzacié resulta

7y -7y
Qo= =2

- b=7—aT (1.36)
xr< — X
on
1 & 1 & 1 & 1 &
__7 . __7 . 7_7 2 . T —
= Ezl Ty Y= /Eﬂ Yo 5 xt= N /Ezl T TY= Ezl T,Y;
(1.37)

Podem ajustar qualsevol conjunt de punts a una recta. No obstant aix0, existeix
un index, anomenat coeficient de correlacié |r| < 1, que ens indica la bondat de
I’ajust. Aquest coeficient es pot calcular d’acord amb 1’expressio segiient:
TY—TY
r=—_Y"2Y (1.38)
VR =T -

uant més s’ajusten els punts a la hipotesi de linealitat, més a prop de 1 esta 2. A
Q j p p prop

la practica, es considera un bon ajust lineal quan |r| > 0,95 i que no es pot ajustar
linealment quan |r| < 0,8, tot i que aquests limits son discutibles.



Els errors probables i/o d’imprecisié dels mesuraments de x i y provoquen uns
errors probables ¢, i€, dels coeficients a 1 b que es poden avaluar utilitzant métodes

— 1 — 2
€.=fo. ; & =[fVa*o, ; 0a=9\/ - (1.39)
rV N—2

on la funcio f esta tabulada a la taula 1.1 amb la mateixa interpretacio (per al 95%).

estadistics

<» Nota: Les calculadores cientifiques usuals i/o els fulls de calcul tenen procedi-
ments per entrar parelles de dades (x4, y;), (2, ¥2), ...(Zn, yx ) 1 fer els calculs de
a, bir. Siésnecessari, llegiu el manual de la vostra calculadora i/o full de calcul.

Problema 1.5.1. En una experiéncia per esbrinar la viscositat de 1’oli de rici, una
esfera d’alumini, de densitat p,, i radi R, es deixa anar dins un recipient amb oli
de rici de densitat p,, i viscositat no coneguda 7,> . Se sap que, passat un cert
temps, el moviment és aproximadament uniforme, amb un velocitat limit v, que
ve donada per 1’expressid

v, = = (1

on P, és el pes aparent, tenint en compte que hi ha I’empenyiment d’Arquimedes
(s’estudia a la seccid 4.3)

4
R.p = EWRSQ(PAI - p0|) (2)

i b és el coeficient de la forca de friccid viscosa ﬁb (s’estudia a la seccid 2.5)

—

F,=-bv 3)
b es pot relacionar amb el radi de 1’esfera i la viscositat de 1’oli segons
b= 6mRng 4

L’experiencia consisteix a mesurar el temps que triga 1’esfera a recorrer una certa
distancia z, comptada després de deixar que el moviment s’atansi al moviment
uniforme.

Dades: R = 0,02m, p, = 2700kg/m’, p, = 960 kg/m’.

Dels mesuraments realitzats entre z = 0,25m i z = 2,5m s’han obtingut els
resultats de la taula.

2(m) 0,25 050 0,75 1,00 1,25 150 1,75 2,00 2,25 250
#(s) 0,154 0,334 0,490 0,668 0,826 0,961 1,162 1,293 1,467 1,639

21'oli de rici emprat en aquesta
experiéncia té una viscositat de
0,985 N's/m?. Es aquest valor el
que volem determinar a través de
I'experiencia descrita.

Figura de I'enunciat 1.5.1

Taula de I'enunciat 1.5.1
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a) Representeu els punts (¢, z) d’acord amb els mesuraments realitzats.

b) Trobeu graficament la recta que s’ajusta millor a aquests punts.

¢) Trobeu per regressio lineal la recta que millor s’ajusta a aquest punts. Rao-

neu la bondat d’aquest ajust.

d) Utilitzant la recta d’ajust trobada a ¢) i les expressions (1,2,4), trobeu v, b

1/

e) Trobeu ’error del pendent i ’ordenada a I’origen de la recta d’ajust i calculeu,

a continuacio, I’error propagat a la viscositat 7.

Solucio

a), b)ic). A la figura, podeu veure els punts representats i la recta de regressio. Hem
utilitzat un full de calcul per fer la regressio lineal. L’expressio analitica de la recta
de regressio resulta: z = At + B = 1,53091¢ + 0,00190 amb un coeficient de
correlacio r = 0,9997

z(m)

3,0
2,5 =

z=1,53091¢ + 0,00190 =
2,0 -

r =0,9997 u
1,5 »

-
1,0 =
|

0,5 "

|}
. t(s)
0 0,2 0,4 06 08 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8

d) Comparant la recta amb el fet que esperem que el moviment sigui uniforme segons
z = vrt, obtenim vy = 1,5309 m/s . Tenint en compte (2), P, = 0,5720N, i amb

(1), obtenim b = 0,3736 Ns/m . Utilitzant (4), tenim 7o = 0,9911 Ns/m2 .

e) Per trobar els errors del pendent A i I’ordenada a 1’origen B, fem servir (1.39).
Amb un nombre de mesuraments N = 10, tenim o4 = 0,01326 i, de la taula 1.1,
f = 0,7154. Lerror del pendent resulta €4 = 0,0095m/s , que sera també I’error
de vr. Tenint en compte que podem escriure

_ Pl
T 6mR L

Toi

ique I"inica magnitud subjecta a error del membre de la dreta és vy, tenim, fent servir
(1.34)

Pap ig

£ =
oL 6rRv: Uk

Figura de la solucié 1.5.1



one,, =e4 = 0,0095m/sN’obtenim &,, = 0,0062Ns/m’ . L’error de I’ordenada

al’origen B resulta ez = 0,0097 m . Observem que aquest valor fa que la B troba-
da per regressio sigui compatible amb el valor 0, cosa que esperem segons 1’expressio
z = vrt. Finalment, podrem expressar el resultat de I’experiéncia pel que respecta
al valor trobat per 7o,

Nor = (0,991 £ 0,007) N's/m’

1.6 Primera llei de Newton. Sistemes de referéncia iner-
cials

Primera llei de Newton

La primera llei que enuncia Newton va estar motivada per la necessitat de “deixar
clar” qué passa quan no passa res. Es a dir, necessitava expressar quin és 1’escenari
espaciotemporal pel qual es mourien més tard els actors: les particules interactuants
i les forces corresponents. Tinguem en compte que, en aquells temps, qui més qui
menys pensava que les coses no es movien soles... Galileu ja va concebre que els
€0SS0s tenen inércia, una tendéncia natural a mantenir el seu estat de moviment.

< Primera llei de Newton o llei d’inércia: Un cos no afectat per cap causa es
mou amb velocitat constant (moviment rectilini uniforme).

La podem entendre com la definici6 de I’abséncia de causa: si observem que un
cos es mou amb velocitat constant és que no 1’afecta res. Podem dir que té un
moviment inercial.

Sistemes de referencia inercials

Siun observador o sistema de referéncia es mou inercialment, amb velocitat rectili-
nia i uniforme, no I’afecta cap agent fisic extern. Com podra saber a quina velocitat
es mou? Tot el que observi li semblara conseqiiéncia de les mateixes lleis de la fi-
sica que fa servir estant aturat. Aquesta reflexio suggereix la definicio de sistemes
de referencia inercials.

< Sistemes de referéncia inercials: Els sistemes de referéncia obtinguts per trans-
formacions d’un sistema donat i respecte dels quals les lleis de la fisica adopten la
mateixa forma s’anomenen sistemes de referéncia inercials. Les transformaci-
ons que permeten passar dels uns als altres s’anomenen transformacions inercials
(vegeu la figura 1.20).

Fig. 1.18: Isaac Newton
(1643-1727) fou un fisic,
matematic i filosof anglés

Fig. 1.19: Galileo Galilei
(1564-1642) va ser un fisic,
matematic, i fildsof tosca
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S ={r=(z,y,2),t} S"={r" = (a',y,2),t'}

transformacio |

sistema inercial — ) sistema inercial

inercial

2 =

2=
d*r’

I”W =myg

Transformacions inercials

Amb hipotesis molt generals de I’espaitemps, s’obté que dos sistemes de referéncia
515’ sOn inercials si estan relacionats entre ells per una composicié de: transla-
cio, rotacio, canvi a I’origen del temps i una transformacié de velocitats: els dos
sistemes viatgen a una velocitat relativa constant 172 L’expressio d’aquesta ultima
depen de I’existéncia o no d’una velocitat maxima amb la qual realitzar la sincro-
nitzacio temporal dels diferents punts de I’espai.

< Transformacions de Galileu: Si la naturalesa no posa limit a les velocitats, no
tenim problemes a sincronitzar. Per per a la transformaci6 de velocitats, obtenim

= R V4
7=r—Vt
(1.40)
=t
Aquestes transformacions defineixen els sistemes inercials de Galileu sobre els
quals es basa la mecanica newtoniana que estudiarem en aquest curs.

< Transformacions de Lorentz-Poincaré: Si la naturalesa posa limit a les velo-
citats, tindrem una velocitat maxima c que fem servir en sincronitzar. Obtenim

P =7V t+ B0V V

t’zfyt—c%’y‘?-F

(1.41)

onvy = % En ser ¢ la maxima velocitat no hi ha cap contradiccio, V < ci
v

1-"=
C
I’arrel sempre és real. Aquestes transformacions defineixen els sistemes inercials
de Poincaré sobre els quals es basa la teoria especial de la relativitat deguda a Albert

Einstein.

Es un fet experimental que hi ha una velocitat maxima que coincideix amb la de la
llum en el buit ¢ = 299792458 m/s. Les conseqiiencies d’aquest fet, la teoria espe-
cial de la relativitat, s’han pogut contrastar experimentalment. Malgrat tot, sempre
que tractem amb sistemes amb velocitats v < ¢ podrem fer I’aproximacio ¢ — oo
i utilitzar per als calculs la mecanica newtoniana. A la mecanica newtoniana, el

Fig. 1.20: Dos observadors
inercials fan servir les mateixes
lleis de moviment per explicar les
observacions del mateix fet

Fig. 1.21: Hendrik Antoon Lorentz
(1853-1928) fou un fisic i
matematic neerlandés

Fig. 1.22: Henri Poincaré
(1854-1912) fou un matematic
francés



temps és absolut: per a tot punt A: ¢, = t,, és a dir, tots els punts de I’espai d’un
observador es poden sincronitzar amb un mateix temps ¢. Sino diem explicitament
el contrari, estudiarem la mecanica newtoniana.

Independentment de si fem o no relativitat, I’eleccido d’un sistema de referéncia
inercial a partir del qual poder definir-ne d’altres depen del grau d’aproximacio
amb qué es treballi. En general, nosaltres en tindrem prou a considerar la Terra
com a sistema inercial, encara que sabem que es mou al voltant del Sol i, per tant,
no és estrictament inercial. Si es necessita més precisio, es pot prendre el sistema
inercial Iligat al Sol. Actualment, per exemple. en relacié amb la tecnologia GPS
(Global Positioning System), s’arriben a utilitzar sistemes de referéncia lligats als
quasars (quasi-stellar radio source), objectes celestes extremament llunyans.

Per acabar aquesta seccid, farem un Unic problema relativista, que ens il-lustrara,
en un cas concret i real, com la mecanica relativista troba una explicacio a un fet
que al seu moment va sorprendre i del qual no es trobava cap explicacié en el marc
de la mecanica newtoniana.

Problema 1.6.1. Al laboratori, els muons ;~ de baixa velocitat tenen una vida
mitjana de 7 = 2,197 x 10°s. Els raigs cosmics arriben a I’atmosfera a una altura
de h = 2,5 x 10° m i produeixen muons p~, que son detectats a la superficie de la
Terra. Calculeu la velocitat (constant) amb qué arriben a Terra els muons...

a) sense tenir en compte la mecanica relativista,

b) utilitzant la mecanica relativista.

Solucio

a) El temps és igual per a tots els observadors. El p~ pot “viure”, com a molt, 7 =
2,197 x 107 °%s. Segons el sistema de referéncia S, en repos al terra, el p~ hauria

. ;. 6
d’anar a una velocitat minima v = & = _2:5x10 1,138 x 10"* m/s, que supera

T T 2,197x10-6
amb escreix la maxima velocitat possible!

b) Donem 1’explicaci¢ relativista. El temps depén de I’observador. El temps que cal
tenir en compte per al muo6 p~ és el “seu” temps propi, en aquest cas, el temps del
sistema de referéncia S’, que viatja amb el mud. Amb aquesta interpretacio, el muo,
“ell”, pot “viure” com a molt, At = 7 = 2,197 x 10~°%s, que és un temps mesurat

segons un rellotge en repods respecte de S’. En canvi, en el mesurament de la velocitat

h

del muo, v, I’observador S fa servir el seu temps At, v = <5 .

Si prenem increments a la transformacié relativista de Lorentz-Poincaré del temps
(1.41),amb V =0, ¥ - 7 = vz, Az = hi £ = v, tenim

Fig. 1.23: Albert Einstein
(1879-1955) va ser un fisic
d'origen alemany, nacionalitzat
posteriorment suis i nord-america

Figura de la solucié 1.6.1
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dividint tot per h i simplificant

av 1 [T

h v c?

i, per tant, la velocitat minima v a qué ha d’anar el mud per poder arribar a terra “viu”
compleix

v\ 2 1
(E) = e 0,9999

és adir v < ¢, que és coherent amb el fet que c sigui la velocitat maxima possible i,
per tant, amb la relativitat. |

1.7 Cinematica del punt: posicio, trajectoria, velocitati ac-
celeracio

< Vector posicié: El vector posicio del punt P = (zp,yp, 2p) respecte del punt
O = (%o, Yo, 20) és el vector 7Tpioy = (Tp — To,Ypr — Yo, 2p — 20) - SIO =
(0,0,0), s’acostuma a escriure ¥ = (xp, Yp, 2p) 0, sino hi ha dubtes, 7= (z,v, z)
(vegeu la figura 1.24). En general, podem escriure 7, = 7p — To.

Cada observador té el seu vector posicid. En general, dos observadors posicionaran
el mateix punt amb diferents vectors posicio: ©poy # Tpor)

< Modul del vector posicié: el denotem per |7] = r.

< Trajectoria: La trajectoria d’una particula és la corba 7(\) per on passa la par-
ticula.

<» Trajectoria temporal: La trajectoria temporal d’una particula és la corba per
on passa la particula parametritzada amb el temps 7(¢) (vegeu la figura 1.25).

< Vector desplacament: El vector desplacament entre dos punts és: A7 = 7, —
7y = (T3 — Zy,Ys — Y1, 2, — 2,1). Si els dos punts estan infinitament proxims:
dr' = (dz, dy, dz).

= Modul de di: Compte, dr no és el modul de di”. Aquest el denotarem per d¢ :
|dr] = df. ¢ és la longitud de la corba respecte a alguna referéncia sobre aquesta
(vegeu la figura 1.26). Només si el desplagament dr’ esta alineat amb 1’origen de
7, es compleix df = dr.

< Diferencial de U: Donat un escalar U (7) el diferencial de U és dU = VU - dF

i representa la variacio infinitesima de la funciéo U quan variem infinitesimalment

la posicié en una direccio de 1’espai no especificada dr. Si U depén explicitament

del temps, U(7,t), la variacié de U quan variem infinitesimalment la posicié en

una direcci6 de 1’espai no especificada dr’ esmergant un temps no especificat dt és
ou

dU = VU - dF + 7 dt (1.42)

7= (r,y,2)

Fig. 1.24: Vector posicié respecte
de l'origen

Fig. 1.25: Trajectoria temporal
d'una particula

Fig. 1.26: Longitud de la corba ¢,
modul de d7i dr



< Vector velocitat: El vector velocitat d’una particula és el vector tangent a la
trajectoria el modul del qual ens indica el ritme de canvi de posicié de la particula

a cada instant
dl?_;*_ (dﬁ @ %)
dt — tdt’dt’dt

/(7:

(1.43)

< Velocitat relativa: La velocitat relativa d’una particula P respecte d’una altra
Q és:

. dr L

Tpg) = —2 = ¥p — Uy (1.44)

<» Vector acceleracio: El vector acceleracié d’una particula és el vector

a=0=

i &7 . [(dPr Py &
v_ ’“:F:< r a4y Z) (1.45)

dt — de2 dt2’ dt2’ dtz

Triedre de Frenet

La variaci6 de la velocitat d’una particula v/ és I’acceleracio @ = 7. Les components
cartesianes d’aquests vectors no ens informen gaire de qué representen. Si mirem
de tornar a la definici6 de vector com aquella magnitud que té modul per una banda i
direccio i sentit per I’altra, podem expressar el vector velocitat en la forma v/ = v?.
D’aquesta manera, cada factor té un significat fisic ben clar, v, el modul, i v, la
direccio i el sentit. Ara, si derivem per trobar 1’acceleracio:

dv  dwd) dv do

el primer terme ¢€s la part de 1’acceleracio en la direccio i el sentit de la velocitat.
Es I’acceleracio tangent @, = %ﬁ. La component de 1’acceleraci6 tangent, ar,

— dv
ar = 5.
Per estudiar que representa el segon terme v%, ens fixarem que ¥ és un vector
unitari, > = 1. Derivant respecte del temps 20 - d—lt’ = 0, és a dir, %t) és un
A~ . . ~ 1) 51—1 ,
vector normal a 9, normal a la trajectoria. El vector n = % ‘C%’ ¢és normal a

la trajectoria i unitari. Podem encara definir un tercer vector, el vector binormal B,
normal als dos anteriors i unitari, fent b = ¢ x . Aquest tercer vector no el farem
servir per descriure 1’acceleracid. El definim per completar la base. El que si que
ens interessa analitzar €s la part de I’acceleracio dirigida en la direccié normal 7.
Es I’acceleracio normal @y = v |% ] n. Per descriure adequadament la component
normal a I’acceleracio ens cal saber-ne més sobre la forma de la trajectoria.

A la figura 1.27, es comparen dos punts molt proxims de la trajectoria, de vec-
tors tangents unitaris 0(¢) 1 9(t + dt), que formen un triangle que té dos costats
de longitud 1 i el tercer de longitud |dd|. Essent aquest triangle isosceles i d’angle

B(t) do_ O(t + dt)

Fig. 1.27: Radi de curvatura R
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infinitesimal, és equiparable a un arc de radi 1. A la vegada, el petit tram de trajec-
toria és una corba en forma de petit arc d’angle d¢, radi de curvatura R i longitud
d’arc d¢ = vdt. Tenim les relacions

1dp = |di| ; Rdp=dl (1.47)

les quals, eliminant d¢, ens permeten obtenir una expressié del radi de curvatura R
en termes del vector unitari tangent a la trajectoria ©. Es defineix per conveniéncia
la curvatura p = 1/R. Amb tot, tenim:

< Radi de curvatura: A cada punt d’una trajectoria donada, de vector tangent
unitari 9, li podem associar un radi de curvatura R i una curvatura p segons:

1
P=R

do
714

(1.48)

< Triedre de Frenet: A cada punt d’una trajectoria donada, de vector tangent
unitari 9, podem definir una base de vectors formada pels vectors tangent, normal
i binormal a la trajectoria, anomenada triedre de Frenet (vegeu la figura 1.28),
segons:

do

57 b=vxn (1.49)

0 ; n=R
< Acceleracié tangent i normal: L’acceleracié d’una particula que recorre una
trajectoria, definida pel vector tangent unitari 0, sempre es pot escriure en la forma

a = ar0 + ayn . Les components tangent, a, 1 normal, a,, de I’acceleracio es
poden expressar en termes de v i R com

_dv

= (1.50)

Qr ay =

,UZ
R

Problema 1.7.1. Un observador inercial O mesura la posicié d’una particula (uni-
tats del S.I.) 7p (0, = (62 —4t)i—3t3j+2/%. Un altre observador O’ , amb la mateixa
orientacio, mesura la posicio de la mateixa particula 7'p oy = (6¢°+3t)i—3t? j—3fc.

a) Determineu la velocitat relativa del sistema O’ respecte de O.
b) Calculeu I’acceleracio de la particula respecte de O i O’.

¢) Es O’ un observador inercial?

Solucio
a) La velocitat de la particula respecte de O és:

dr'p o)

= (12t — 4)i — 9t%j
it ( )i J

1713(0) =

Fig. 1.28: Triedre de Frenet i radi
de curvatura

Fig. 1.29: Jean Frédéric Frenet
(1816-1900) fou un matematic,
astronom i meteoroleg frances
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/l) ’
La velocitat de la particula respecte de O’ és: °'(0) |O'
. drp o . . P(O")
UP(O’) = IZZ;O ) = (12t —+ 3)2 — 9t2] / P
La velocitat relativa de O’ respecte de O sera 2
V = 170/(0) = ’170/ _— 170 = —’UP + ’170/ + 171:» — 170 == 17P(O) _— ’UP(O') == —7’2
Figura de la solucié 1.7.1
b)
- du R R
apoo) = 7;?0) = 127 — 181
De I’apartat anterior, tenim ¥p /) = Up(0) — V, aixi

C_i 7 = 7dﬁp(0l) = L{)‘P(O) - @
290 di di di

¢) Si, perqué O’ viatja a velocitat constant respecte d’un observador inercial O:

== ap(o) = 12’2 - 18tj
Uor (o) = Ct |

Problema 1.7.2. Una particula descriu un moviment rectilini, essent I’espai recor-
regut s = 4t* — 3t* — 6, s en metres i t en segons. Si la particula parteix de ¢t = 0,
calculeu

a) el temps que trigara a tenir una velocitat de 6 m/s.

b) el valor de I’acceleracid en aquest mateix instant.

Solucio

o(t) = % =12t — 6t

a) Si la particula parteix de ¢ = 0,
v(t)=6=12t" -6t =>2° —t —1=0= t=1s
b) En aquest instant, ’acceleraci6 sera

dv

t=

= (24t — 6)|

1

= 18m/s’

t=1

Problema 1.7.3. Un cos descriu un moviment rectilini amb acceleracié a = 4 —¢?
(aen m/s* it ens). Calculeu la velocitat i el desplagament en funci6 del temps, si
at=3s,v=2m/siz=9m.

Solucio

Integrant I’expressi6 de la acceleracié n’obtenim la velocitat:

3
v:/adt:/(4—t2)dt:4t—%+Kl
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Integrant novament n’obtenim el desplagament:

3

4
x:/vdt:/(4t7%+K1>dt:2t2f%+Klt+K2

K 1 K, sén constants d’integracié que depenen de les condicions inicials. Com que

t=3s,v=2m/siz = 9m, tenim

3
34
N’obtenim finalment:

t* t3
= —t4+2° — — v =4t— — —1
az t t 12—1—0,75 ;v t 3 =

Problema 1.7.4. El moviment tridimensional d’una particula esta definit pel vector
posicié 7 = Rsin (wt)i+ ctj+ Rcos (wt)k amb R, w i ¢ constants.

a) Determineu les magnituds de la velocitat i I’acceleracio de la particula.

b) Calculeu el radi de curvatura i els components tangent i normal de 1’acceleracid

i el vector normal unitari.

Solucio
a)
L dr R R . -
U= pri wRcoswt 1 +c¢ j—wRsinwt k
a= Z—QZ = —w?Rsinwt i — w’Rcoswt k = —w?R (sinwt i+ cos wt I%)
b)

v=VU-T= \/w2R2 (cos? wt + sin® wt) + ¢ = Vw2 R2 + ¢2

a=Va-a= \/w4R2 (sin® wt + cos? wt) = w’R
d
% _ )
dt
Essent ar = 0, podem concloure que tota ’acceleraci6 és normal, és a dir, axy =
w?R. Siar # 0, també podriem trobar a aillant de a®> = a3 + a%. No ho farem

aixi; resoldrem an trobant-ne primer la curvatura.

ar

S
Il

U _ wRcoswt i+ cj—wRsinwt k
v A /UJZRQ + C2
di —w’R (sinwt 74 coswt l%)

dt Vw?R? 4 ¢?

do| Ww’R
dt|  VoPRZ+ &

¥4

il AN

Figura de la soluci6 1.7.4



Denotarem el radi de curvatura per R, per no confondre’l amb R, que és una cons-

tant de I’enunciat del problema.

do
di

—1
_ VwWPRP+ R4 c?
T __w?R w?R
/w2 R2+4c2
Observem que, si ¢ = 0, si la corba no avanga en la direcci6 j, és tracta d’una circun-
ferencia de radi R en el pla x — 2. En aquest cas, R = R.

Rcurv =

L’acceleracid normal a la calcularem utilitzant el radi de curvatura R.., = R.

v? Ww’R? + ¢ 2
an = = = Ww'R
Rcuw w2R24c2
w2R
. R dd . R -
fH = o = —sinwt?—coswt k u

v dt

Problema 1.7.5. Una particula fa un moviment circular (no uniforme)

7(t) = Ry(cos ¢, sinp, 0) on ¢ = p(t) és una funcio creixent del temps. Calculeu:
a) la velocitat i I’acceleracio.
b) el radi de curvatura de la trajectoria.

¢) la base de vectors, tangent ¥ i normal 7, i els components tangent a- i normal

a, de I’acceleracio.

Solucio
a) La velocitat i I’acceleracid. En derivar respecte de ¢, tindrem en compte que estem

fent una derivada total i que ¢ €s una funcio de ¢:

S
Il

Rop(—sinp, cos ¢, 0)
Ro@(— sin p, cos ¢, 0) + Rop?(— cos ¢, — sin g, 0)

ST
Il

el modul de la velocitat és v = Ro¢.
b) El vector de la base de Frenet ¢ i el radi de curvatura R
b=2 = (—sinp,cos¢,0) ; 4 =p(—cosp,—singp,0)

_ do |1 _
R_U|dt| = Ro

<y

¢) El vector de la base de Frenet 72 i les components tangent i normal de ’acceleracio

. Rdo _ .
n= 1% = (—cosp,—sing,0)

d . 2 .2
aT:lT::ROSO ; aN:%:ROSO [}

Figura de la soluci6 1.7.5
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2 Dindmica d'una particula

Introduccio

Estudiem el moviment d’una particula des del punt de vista de les causes que el
fan possible, és a dir, les forces. Per aixo relacionem aquestes causes amb els
conceptes propis de la cinematica, introduits al capitol 1, com ara la posicid, la
velocitat i I’acceleracio. Tot seguit, introduirem altres propietats, com la quantitat
de moviment, el moment d’una forga, el moment angular, el treball i 1’energia.
Finalment, analitzem alguns tipus de forces.

Una particula classica és qualsevol objecte material de dimensions negligibles res-
pecte a les dimensions de la trajectoria que realitza (distancies i radis de curvatura)
i que no gira sobre si mateix o, si ho fa, no transmet aquest gir a cap altra particu-
la. En queden excloses les particules extremament petites, de dimensié atdmica o
inferior. D’aquestes se n’ocupa la mecanica quantica. Una particula newtoniana
¢és una particula classica que es mou sempre a velocitats molt inferiors a les de la
llum.

Sino diem el contrari, quan parlem de particula ens referim a particula newtoniana,
tal com I’hem definida aqui. També, quan diem que un objecte és petit el que volem
dir és que el podem tractar com a particula newtoniana.

Els conceptes i meétodes que expliquem en aquest tema s’apliquen, doncs, a les
particules. Tot i amb aixd, més endavant, a la seccid 3.13, veurem que, si les forces
que actuen sobre un solid rigid no el fan girar, el seu moviment es pot explicar
considerant-lo una particula situada en un punt solidari amb el cos, anomenat centre
de masses. De moment, perd, parlem de particules.
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2.1 Primera i segona lleis de Newton

Primera llei de Newton

La mecanica classica es fonamenta en tres lleis o axiomes establerts per Galileu i
Newton als segles X VII-X VIII, basats, en bona part, en resultats experimentals.
A la seccid 1.6, ja hem vist la primera llei de Newton o llei d’inércia, en relacio
amb la definici6 de sistema inercial. Hem vist com la primera llei de Newton, entre
altres coses, definia qué entenem per abséncia de causa. Ara volem anar més enlla,
especificant una mica més el concepte de causa. La primera llei es pot formular
aixi:

<> Primera llei de Newton o llei d’inércia. Tot cos (particula) sobre el qual no
actua cap forca manté el seu estat de moviment, ja sigui en repos o en moviment
rectilini uniforme.

La primera llei de Newton introdueix el concepte de forca com la causa que modi-
fica I’estat de moviment d’un cos.

Com s’ha indicat a la seccio 1.6, els sistemes de referéncia (SR) per als quals es ve-
rifica la primera llei de Newton s’anomenen sistemes de referencia inercials (SRI).
A més, qualsevol SR que es mogui a velocitat constant respecte a un SRI també
és inercial. D’altra banda, si un SR accelera respecte a un SRI és no inercial. En
aquest curs, només tractarem els casos de SRI. Per tant, en cap moment parlarem
de forces ficticies, com la centrifuga o la de Coriolis. Podem resoldre totes les
situacions utilitzant un SRI, sense necessitat d’introduir cap forca ficticia.

Segona llei de Newton

La segona llei, també anomenada llei de moviment, estableix que

<> Segona llei de Newton o llei de moviment. Un cos (particula) sotmes a l’accio
d’una for¢a no nulla, accelera. L’acceleracio té la mateixa direccio i sentit que
la for¢a, i el modul és igual al de la for¢a dividit per la massa inercial. Es a dir:

a::

2.1

S|

F és la forga causant de 1’acceleracié @ de la particula. m és la constant de pro-
porcionalitat entre forga i acceleracid, anomenada massa inercial. Es una propietat
intrinseca de la particula que posa de manifest la resisténcia a ser accelerada.

S’ha escrit molt sobre el significat d’aquesta llei. Defineix la for¢a? Defineix la
massa (inercial)? Es una llei per saber com es mou la particula? La veritat és que
¢és una mica de cada cosa.



La podem escriure:

A)F=ma B)F(Fo,t)=ma C)FFrt)=mr  (2.2)
La versi6é A, com (2.1), és la més coneguda perd no la més aclaridora. Les dues
altres donen més informaci6. La tercera és la que vol deixar més clar que es tracta
d’una llei de moviment.

< La llei de Newton defineix la for¢a: La forca és la causa de I’acceleracio de
la particula i pot dependre de la posicio i la velocitat d’aquesta, a més del temps,
pero no de ’acceleracié. La forca és una magnitud vectorial, ja que 1’acceleracio,
com hem vist a la secci6 1.7, ho és i la massa, en estar definida com una propietat
intrinseca de la particula, és un escalar. A més, a i F s6n vectors paral-lels i, sent
m positiva, tenen el mateix sentit.

Es important adonar-se que (2.1) (també (2.2)) és una equacio6 vectorial. Aixd vol
dir que involucra modul, direccid i sentit. Aixi, per exemple, per al cas senzill
d’una pedra lligada a una corda, que descriu una trajectoria circular a un modul
de velocitat constant, hi ha acceleracié. En aquest cas, malgrat que el modul de la
velocitat és constant, la direccio no ho és. L’acceleracio és la normal o centripeta,
esta dirigida cap al centre de la trajectoria circular i és causada per la tensi6 de la
corda, a = % (vegeu la figura 2.1). Vegeu la seccid 1.7.

= La llei de Newton defineix la massa: si sobre una mateixa particula, actuen

forces diferents F}, F,... causant acceleracions diferents d,, @,... (vegeu la figura
R _ P

" o = - €S manté constant i I’anomenem

2.2), la relacio entre els moduls,
massa inercial de la particula (o simplement massa):

me=t="2o 2.3)

La massa és una magnitud escalar.

Hem de tenir en compte que, per dur a terme 1’experiéncia descrita, hem de comptar
primer amb un patrd de for¢a, amb una definicié que no contingui el concepte de
massa. Aixo no és del tot senzill. Es recolza en demanar la validesa de I’anomenada
llei de conservacié de la massa en un context classic i no relativista: si ajuntem
una particula de massa m, i una altra de massa m, la massa de la nova particula
és m; + m,. Aquesta llei fa que, classicament, es pugui utilitzar la massa com a
mesura de la quantitat de matéria i reanomenar la llei com llei de conservacio de la
materia. Actualment, si es vol afinar molt, es comptabilitza la matéria pel nombre
de protons, neutrons, electrons..., o d’atoms i molécules que conté.

Podem ara prendre com a patro la forga que, a prop de la Terra, rep una quantitat de
matéria determinada. Fet aixo, podem fabricar-nos una molla que, per a una certa

Fig. 2.1: L'acceleracio normal a
és causada per la forga 7" de

tensio de la corda: an = %

—(]

1!

=>F2 p—

— ],

Fig. 2.2: Diferents forces sobre
una mateixa particula donen lloc a
diferents acceleracions. Segons
la segona llei de Newton, el
quocient es manté constant i
s'anomena massa inercial de la
particula
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deformacio, faci la mateixa forga que la descrita anteriorment. Per exemple, quan
pengem en repos de la molla la quantitat de matéria, la molla fara la forca patro.
Ara podem definir forces de valor doble, triple... de la forca patro utilitzant dues,
tres... molles en paral-lel. Si utilitzem el principi de superposicié (que es tracta
una mica més avall) la forca sera el doble, triple... Aquestes son les forces que
podem utilitzar en I’experi¢ncia descrita en la definici6 de massa. Evidentment,
la quantitat de matéria determinada, esmentada anteriorment, acaba esdevenint el
patré i la unitat de massa, i la unitat de forga finalment és derivada segons la llei
de Newton, com mostrarem una mica més avall.

< Es una llei per saber com es mou la particula. Si coneixem la for¢a com
un camp funci6 de 71 v, la teoria d’equacions diferencials ens diu que C és una
equacio diferencial que pot ser integrada (dos cops) per trobar la incognita 7(¢).
A cada integracid, s’introdueix una constant (vectorial): C, i C,. N’obtindrem

’F(t) = f(él ’6_;2775)

Si coneixem la posicid i la velocitat de la particula en un instant ¢, donat, 7, = 7(¢,)
i v, = 9(t,), podem resoldre

7 = f(C.,Caty)
“O B af 1_) 2_’ 0 (24)
Uo_m(c’la 27t0)

—,

i trobar C, i C, en funci6 de 7, i 7, i, per tant, tenir 7#(t) = 7(7, , Uy, t).

<» Mecanica predictiva. Podem dir que la mecanica newtoniana és una mecanica
predictiva. Es tracta d’una versio forta de determinisme: coneguda la funcio forga
que actua sobre una particula, i conegudes la posicié i velocitat en un instant donat,
el futur i el passat de la particula queden totalment determinats.

A la secci6 2.5 d’aquest capitol, veurem alguns exemples de forces.

Principi de superposicié de forces

L’experiéncia ens mostra que, si sobre una particula actuen dues forces F; i F,,
I’acceleracié @ que li provoquen és @ = a, + d,, essent d@,, i = 1,2, I’acceleraciod
causada unicament per la forga F.

Tenint en compte la llei de moviment de Newton, podem enunciar (vegeu la figura
2.3):

<> Principi de superposicio de forces. La forca resultant de |’actuacio de dues
forces F i F, sobre una mateixa particula és

F=F +F, (2.5)

Per apreciar bé aquest principi i no considerar-lo trivial només cal dir que a la teoria

F =
—;_F/a
F

Fig. 2.3: Dues forces que actuen
sobre una mateixa particula
causen la mateixa acceleracié
que una Unica forca suma de les
dues originals



de la relativitat no es compleix!

Tornant a la primera llei de Newton, per tal que es compleixi, no cal que totes
les forces que actuen sobre un particula siguin nul-les; n’hi ha prou que ho sigui la
resultant. El fet que la forga resultant sigui nul-la no implica abséncia de moviment,
sind que la velocitat sigui constant. Al seu moment, aquesta afirmacio va trencar
els esquemes dels seguidors de 1’escola aristotélica, que fins i tot associaven el
moviment uniforme a I’existéncia d’una forga.

Unitats de massa i forca
Només ens resta introduir el patré de massa necessari per poder fer mesures.

< Unitat de massa (S.1.). El kilogram, kg: una massa de 1 kilogram és igual a la
massa del patrd internacional: un cilindre d’iridi-plati custodiat a Paris pel BIPM.
(Definici6 adoptada I’any 1889.)

La unitat de forga és derivada de la llei de Newton.
< La unitat de for¢a en el S.I. és el newton (N).: 1N = 1kg 3
Problema 2.1.1. Una nena de massa 30kg esta en un ascensor. Determineu la
forga NV que exerceix el sol sobre la nena si I’ascensor:
a) puja amb moviment uniforme,
b) baixa amb moviment uniforme,
¢) puja amb una acceleracié de 2m/s?,
d) baixa amb acceleracio de 2m/s” i,
e) cau lliurement després que es trenquin els seus cables de 1’ascensor
Solucio

Ambm = 30 kgig = 9,81 m/s?, utilitzem la llei de moviment de Newton en la
direcci6 vertical, N — mg = ma = N = m(a + g). N’obtenim:

a)a=0=N=mg= 2943N,

b)a=0= N =mg= 2943N,

0)a=2= N=m(2+g) = 354,3N,

da=-2=N=m(g—2)= 234,3N,

a=—g=N=0 n

Problema 2.1.2. Un objecte petit, de m = 4kg, esta sotmes a I’acci6 de dues
forces, F, = i — 271 F, =i+ 7 (unitats N). Calculeu els vectors acceleracio,

Fig. 2.4: Aristotil (384 aC-322 aC).

Fisica aristotélica: és I'estudi de
I'ésser en moviment. Entre les
lleis de moviment, assenyala que
"tot mobil requereix un motor"

Figura de la solucié 2.1.1
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velocitat 1 posicio de I’objecte en el temps ¢ = 3ssiat = 0 estd en repos a
I’origen de coordenades

Solucio
m = 4 kg. La forga resultant és F= ﬁl +ﬁ2 = (2, —1). Del’equaci6é de moviment,
n’obtenim I’acceleracio

., F 1 1
Femimaz L = (7 _7)
m

Integrant I’acceleracio,
1 1 5
I a dt = —_—, — = t
v / a (2 , 4) +4 Cl

i, tenint en compte les condicions inicialsa ¢t = 0, ¥ = 0 implica C.=0 i, per tant,
S 11
U= (3,—%)¢

Integrant la velocitat,

- — _ 1_1 2 =
r—/vdt—<4, S)t + C,

i, tenint en compte les condicions inicials a ¢t = 0, ¥ = 0 implica 6_”2 = 01, per tant,
= (Gb)e .
Per fer els dos problemes segiients, tingueu compte la forga pes o forca deguda al
camp gravitatori ¢ a prop de la superficie terrestre, P= mg, que actua sobre qual-
sevol massa m, amb g = 9,81 m/s’. Si necessitem afinar més, tindrem en compte
la gravetat local. Per exemple, a Barcelona, g = 9,804 m/s?. A la secci6 2.5, trac-
tem la forga pes com a exemple de forga constant i, a la secci6 4.2, estudiarem amb

més detall la forga pes.

Problema 2.1.3. Una particula lligada a una corda, de massa negligible i longitud
£, fa un moviment circular uniforme. Trobeu la minima velocitat angular w que el
fa possible.

Solucio
Les equacions de moviment de Newton en les direccions verticals i normals a la tra-
jectoria son

Tcosp—mg=20

Tsinp = may

2

L’acceleraci6 normal és ay = %5 = Rw? = £sing w”. Aillant T' de la primera i

substituint a la segona,
mg

cos ¢
d’on obtenim cos ¢ = ;Z5. El cosinus és positiu i també cal que compleixi cos ¢ <

wZ\/% [ |

. . 2
singp = mlsinp w

1, d’on obtenim

Figura de l'enunciat 2.1.3

Figura de la solucié 2.1.3



Problema 2.1.4. Una particula lligada a una corda, de massa negligible i longitud
£, oscil-la en un pla vertical.

a) Trobeu I’equacié de moviment utilitzant la segona llei de Newton.

b) Especifiqueu-ne el resultat per a petites oscil-lacions.

Solucio
Les equacions de moviment de Newton en les direccions tangents i normals a la tra-
jectoria son

T —mgcosp = manx

—mgsiny = mar

Essent la velocitat v = £, I’acceleracio tangent és a7 = ‘fl—: = {¢. Substituint a la

component tangent de 1’equaci6 de moviment —myg sin ¢ = mé¢p, d’on, simplificant,

g

¢+€sinap:0

Si ¢ < 1, expressio que hem d’entendre expressada en radians, llavors sinp ~ ¢ i
obtenim

¢+%s0:0 [ ]

2.2 Forca i quantitat de moviment

< Quantitat de moviment. Es defineix la quantitat de moviment p’d’una particula
com el vector
p=mu (2.6)

Les unitats de la quantitat de moviment en el S.I. s6n: kgm/s.

La llei de moviment de Newton pot ser escrita, utilitzant la quantitat de moviment,
com .
p —
—=F 2.7
7 2.7
(2.7) permet interpretar que la forga és la causa de la variacio de la quantitat de
moviment i enunciar:

<> Teorema de la conservacio de la quantitat de moviment. Si sobre una particula
no actua cap forca o la resultant és nul-la, la quantitat de moviment es manté
constant.

Per a una particula, aquests resultats son immediats pel fet que la quantitat de movi-
ment és, en aquest cas, directament proporcional a la velocitat de la particula. Veu-
rem més endavant, a la seccio 3.3, quan tractem aquest concepte per a N particules,
que aquestes relacions son també valides i que ens permetran resoldre situacions
de més complexitat.

Figura de l'enunciat 2.1.4

|

Figura de la soluci6 2.1.4
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< Impuls subministrat per una forca. Es defineix I’impuls I subministrat per
una forga F en Iinterval t, — t, com el vector

t2
f:/ﬁht (2.8)

t1

Les unitats de ’impuls en el S.I. sén: kgm/s. Observem que, per trobar I, pot ser
necessari conéixer la trajectoria 7(t).

<» Teorema de la quantitat de moviment. L’increment de la quantitat de moviment
és igual a I'impuls I subministrat

I=Ayp 2.9)

Demostracio. Només cal considerar la llei de Newton (2.7) en la forma Fdt = dp
iintegrar a I’interval t; — ¢, |

Problema 2.2.1. Una particula d’1 kg es mou, per a t < 0, rectiliniament amb
una velocitat constant de 100m/s. A I'instant ¢ = 0 i durant 1s actua una forga
F =1000 e~!(FenNitens)enlamateixa direccio i sentit contrari al moviment.
Calculeu I’impuls subministrat per la forga i la quantitat de moviment final de la
particula.

Solucio

En ser la forca de la mateixa direccid que la velocitat, la particula no canviara de
direcci6. Com que treballem amb un problema unidimensional n’ometem la notacid
vectorial. Tenim una unica direcci6 (diguem-ne %) i indicarem el sentit pel signe. El
signe positiu el prenem com el de la velocitat inicial.

L’impuls subministrat per la forga a la particula és

kg m

ty 1 1
I:/ th:/ —1000e”tdt = 1000e™t| = —632
ty 0 (4] S

La quantitat de moviment final és p,
Ap =p: —p1 = p; = p1 + Ap = mu, + Ap = 100 — 632
= p. = —532kgm/s

Aquest resultat significa que la particula acaba movent-se a una velocitat constant de
532 m/s en sentit contrari a ’inicial. [ ]

Problema 2.2.2. Una particula de massa 2kg es mou, en un cert instant, a una
velocitat que s’expressa per ¥ = 5 ¢+2 j. Tot seguit, s’hi aplica una forca F=4 7
Sabent que ¥'i F estan expressades en el S.I., determineu la quantitat de moviment
de la particula després d’aplicar-hi la for¢a durant 3 s.



Solucio
m = 2kg. La quantitat de moviment inicial és p; = m¥ = 10 ¢ + 4 . Utilitzant el
teorema de I’impuls lineal i essent p, la quantitat de moviment final

t+43

AP=ps—pr = /ﬁdt:?,ﬁ:uj
t
Observem que els limits d’integracidé depenen, en principi, del temps. La forca és
constant en el temps. Afllant p, obtenim
po=p1+125= 107+ 16}

en unitats del S.I. u

2.3 Moment d'una forca i moment angular d'una particula

< Moment d’una forca. Es defineix el moment ]\Zf( ay d’una forga F, aplicada a
un punt ), respecte d’un punt A com

May = Toay X F (2.10)

on 74 és el vector posici6 del punt () d’aplicacio6 de la forga respecte del punt A.
Les unitats en el S.I. son Nm.

Recordem que, com a conseqiiéncia del producte vectorial, la direccié del moment
d’una forca és perpendicular al pla format pels vectors 7 4, 1 F'. Encara més, pel
fet que el primer vector del producte vectorial (2.10) és una posicio, el modul pot
ser calculat amb la senzilla expressio (vegeu la figura 2.5):

My = F iy sing = F AF @.11)

on AF = r_,, sin ¢ és també la distancia entre el punt A i la recta d’accié de la
forca F'. El sentit ve donat per la regla del cargol.

Problema 2.3.1. Calculeu el moment de la forga F aplicada sobre ’esfera, al punt
indicat a la figura, respecte del punt de contacte amb el terra C'.

Solucio

En podem trobar el moment fent explicitament el producte vectorial. Observant la
figura, 7oy = 2R(0,1,0) i F' = F(sin¢, — cos ¢, 0), i aixi

i j k
Moy = 7oy x F=2RF| 0 1 0 |= —2RFsingpk
sinp —cose O

També podem procedir aplicant la regla del cargol, amb la qual podem dir M © =
—M ¢y k, icalcular el modul segons (2.11)

M) = FCF = F2Rsing u

Fig. 2.5: Moment de la forca F*
respecte del punt A. Regla del
cargol

Figura de la solucié 2.3.1
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< Moment angular. Es defineix el moment angular d’una particula respecte d’un
punt A, E( 4, com el moment de la quantitat de moviment p’aplicada al punt () on
¢s la particula (vegeu la figura 2.6).

L(A) =7y x (2.12)

on 74, €s el vector posicio del punt () d’aplicaci6 de la quantitat de moviment,
respecte del punt A. Es important que el punt A sigui un punt fix del sistema de
referéncia.

Les unitats del moment angular en el S.I. son kg m*/s.

Recordem que, a causa del producte vectorial, la direccié del moment angular és
perpendicular al pla format pels vectors 74, i p. Encara més, pel fet que el primer
vector del producte vectorial (2.12) és una posicid, el modul pot ser calculat amb
la senzilla expressio:

Loy =p A (2.13)

on Ag és la distancia entre el punt A i la recta d’accié de la quantitat de moviment
p. El sentit ve donat per la regla del cargol.

La llei de moviment de Newton implica que es compleixi:

dL -
=M 2.14
dt (A) ( )
Demostracio. Multiplicant ambdés membres de la llei de moviment de Newton m% =
F per 7(4) X i tenint en compte que 74, X Z—f = L (7 x P) (jaque Fay = Ti
¥ X p = 0), n’obtenim el resultat. |

Hem demostrat que I’equacio de moviment del Newton implica (2.14), perd no que
siguin equivalents: (2.14) no implica la llei de moviment de Newton.

(2.14) permet interpretar que el moment de la forga és la causa de la variacio del
moment angular i enunciar:

=» Teorema de la conservacio del moment angular. Si el moment de la for¢a que
actua sobre la particula respecte d’un punt A és nul, el moment angular respecte

del mateix punt es manté constant.

Observem que tant el moment angular com el moment d’una forca depenen del
punt A respecte d’on es calculi. Pot passar que respecte de A tinguem ]\Zi( 4 =01,
en canvi, respecte d’un altre punt B tinguem M, ) # 0.

La nul-litat del moment d’una forga i, per tant, la conservacié del moment angular,
es dona si la resultant de les forces que s’apliquen sobre la particula és nul-la, pero

Fig. 2.6: Moment angular L 4).

Regla del cargol



també¢ en altres casos bastant més interessants, com quan el vector 74, i la forca F
son paral-lels. Es per aixo que, adhuc en el cas d’una sola particula, farem servir
I’equaci6 (2.14) per tal de solucionar alguns problemes interessants.

Com veurem més endavant, el teorema de conservacioé del moment angular és es-
pecialment important en el cas d’un sistema de particules, i en particular, en el solid
rigid.

<» Impuls angular. Es defineix I’impuls angular Y subministrat pel moment d’una
forga M< Ay en linterval ¢, — ¢, com el vector

ta
Yoy = / M aydt (2.15)

t1
Les unitats de I’impuls angular en el S.I. son kgm?/s.

<> Teorema del moment angular. L’increment del moment angular és igual a

l'impuls Y subministrat

YZA) = AE(A) (2.16)

Demostracié. Només cal considerar (2.14) en la forma dL 1) = Ma)dt i integrar
al’interval t; — ¢, |

Problema 2.3.2. Se sap que els planetes tenen trajectories el-liptiques amb el Sol
(que considerem fix) en un dels focus. Demostreu la segona llei de Kepler.

Solucio

Prenem moments respecte del punt A en el Sol. El moment de la forca és nul i, per
tant, el moment angular es conserva:

L=Fxp=ct

Com que la direcci6 del moment angular és fixa, només el modul conté la informacid
rellevant
mruvsing = ct

Tenint en compte que el modul de la velocitat el podem escriure com v = %, resulta
al .
r —sinf = ct
dt

Observant la figura, les arees escombrades pel vector posicié durant un temps for-
men triangles que, en general, son escalens, com el triangle A de la figura. A més,
la longitud de la trajectoria entre els dos vértex, A¢, no coincideix amb el costat cor-
responent del triangle. Si considerem un temps At — dt, el planeta haura recorregut

ar= @

Figura de la solucié 2.3.2
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A? — dlitindrem el triangle B de la figura. Ara la longitud de la trajectoria entre els
dos vertexs, d/, coincideix amb el costat corresponent del triangle. El podem ampliar
per veure’l bé, com el C de la figura. L’area d A escombrada pel vector posicio en un
dt és aixi igual a I’area del triangle C de la figura. Sabent que el modul del producte
vectorial de dos vectors posicid és I’area del paral-lelogram que formen, I’area del
nostre triangle sera

dA = %rdﬁsimp: %rdésin@

aixi, comparant aquest resultat amb el que hem obtingut de la conservacié del moment
angular, podem concloure
dA
ar =ct
que constitueix la segona llei de Kepler: les arees escombrades pel vector posicio del
planeta en temps iguals son iguals. |

2.4 Treball, energia cinética i energia potencial. Poténcia

Treball i energia son conceptes molt relacionats, que tenen un paper cabdal en el
mon de la fisica, més enlla de la mecanica.

Treball d'una forca

Per al cas simple d’una particula que es mou rectiliniament una distancia Az sota
els efectes d’una forga constant F', paral-lela i amb el mateix sentit que el despla-
cament i potser amb la preséncia d’una forga de friccio (vegeu la figura 2.8), el
treball de F' es defineix a partir del producte de la forga F' i el desplagament Ax:

W =F Az 2.17)

Si el moviment és rectilini i la for¢a aplicada és constant, perd forma un angle 6
respecte al desplacament (vegeu la figura 2.9), el treball és:

W = FAzcosf = F - A7 (2.18)
Observem que, en aquest cas, només es considera la component de la forga en la

direccid del desplagament, mentre que la component perpendicular no realitza cap
treball.

Per al cas general en qué la for¢a no sigui constant i el cami C' seguit per la particula
no sigui rectilini (vegeu la figura 2.10), per calcular el treball entre dos punts P, i
P, cal considerar desplagaments infinitesimals d7”al llarg del cami i fer la suma de
tots els treballs F - dF.

= Treball d’una forca. Definim el treball W d’una forca F al llarg d’un cami C'

Figura de la soluci6 2.3.2

Fig.2.7: Johannes Kepler
(1571-1630) va ser un astronom i
matematic alemany

F Ax

Fig. 2.8: Una particula es
desplaca rectiliniament sota
I'accié d'una forga de direccié
igual al vector desplagament

Fig. 2.9: Una particula es
desplaga rectiliniament A7 sota
I'accio d'una forga F constant.
Només la component de la forca
en la direccié del desplagament fa
que la particula avanci per la
trajectoria



de P, i P, per la integral

P
W = /ﬁ-dF (2.19)
Cc:Py
Si el cami el coneixem per I’expressid paramétrica #(A) = (x(A),y(A), z(A)),

P, =7(\) 1P, =7(\;), 1 podem explicitar la integral del treball

A2

A2

_dr dx dy dz

W= [F.—d\= F,—+F,—=+F.— | d\ 2.20
/ ax /(zd)\Jr T zd/\> (2:20)
A1 A1

El concepte de treball és de gran importancia, tant des del punt de vista tedric com

practic. Els ingredients per al calcul del treball sén: una forga F iun cami C

amb dos punts sobre aquest. Aquesta for¢a i aquest cami no tenen per qué estar

relacionats. En destaquem les dues interpretacions segiients:

< 1) Si la forga F ésla causa que fa moure la particula pel cami C, llavors el cami
el podem parametritzar amb el temps ¢. 7(t) és la trajectoria temporal i compleix
ﬁ(F, U,t) = md. Aquesta interpretacio té un interés eminentment practic. El tre-
ball esdevé, en aquest cas, una mesura de 1’efectivitat de la forca en desplagar la
particula. Podem fer molta forga i poc treball (poc desplagament) o poca forga i
molt treball (molt desplagament). El treball aixi entés s’aproxima moltissim al con-
cepte quotidia que tenim de treball, no tan com a mesura de [ ‘esgotament siné com
a mesura de ’eficacia en la transformacio realitzada a ’entorn (en el nostre cas, el
desplacament de la particula). Més endavant veurem les forces conservatives que,

seguint amb aquesta interpretacid, son especialment eficaces.

= 2) No necessariament el cami C ha de ser una soluci6 de I’equacié de moviment
amb la forca F. Es a dir, si 7(t) és una trajectoria temporal que passa per C i
m la massa de la particula a la qual apliquem la forca F ,no té per qué passar
que F' = m#(t). Sila forca només depén de la posicio, F(7), podem calcular el
treball d’una mateixa funcio forca per diferents camins. Ni tan sols ens cal apel-lar
a la preséncia de la particula. Aquesta interpretacid, com veurem, tindra un interés
teoric.

Els conceptes de poténcia i energia cinética estan relacionats amb el de treball per
la interpretaci6é 1), com veurem a continuacid. En canvi, el concepte d’energia
potencial requerira de la interpretacié més abstracta 2).

< Poténcia d’una forca. Es defineix poténcia efectuada per una forca F acada
instant com el ritme de treball que realitza la forca sobre la particula
_aw

Pp=Y _F.5 2.21
- v (2.21)

N
8

Fig.2.10: Treball realitzat per una
forca F'de P, a P al llarg del
cami C'
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Energia cinética

L’energia cinética d’una particula, de massa m i que es mou a una velocitat v, es
defineix com la capacitat per fer un treball, associada al fet que esta en moviment.

Aixi, si combinem la definicié de treball, W = f F. dr, amb la segona llei de
di

% » de la qual obtenim d7’ = vidt,

Newton, F' = md, i la definici6 de velocitat, 7 =
podem escriure

W:/ﬁ.df: ﬁ-ﬁdt:/ma-ﬁdt (2.22)

Ara, tenint en compte @ - 7 dt = 4V . ¢idt = 4 (15?) dt = d (1), n’obtenim

d /1 B 1,
W/dt(va>dt/d(2mv> (2.23)

< Energia cinética. Definim ’energia cinética, E., d’una particula de massa m,
que es mou a una velocitat ¥, com

E . =-mv® (2.24)

<> Teorema del treball-energia. El treball realitzat per una for¢a sobre una parti-
cula és igual a I'increment de la seva energia cinética.

W = AE, (2.25)

També es coneix amb el nom de teorema de les forces vives o de ’energia ciné-
tica.

Demostracio. Només cal acabar de fer la integral final de (2.23) amb els limits
fi fi
d’integracio [ itenir en compte la definicio d’energia cinética (2.24): [ (%va) =

Ec:ﬁ - Ec:ini .

Energia potencial

L’energia potencial d’una particula, sotmesa a una for¢a conservativa, és la capa-
citat per realitzar un treball pel fet d’ocupar una determinada posicio a I’espai.

Considerem el cas senzill d’una particula que es mou en una dimensi6 (utilitza-

rem per aquesta la coordenada ) sota els efectes d’una forga que només depén

de la posicid, F(z). Per aquest tipus de forca, sempre es pot definir una funcid

diferenciable U (z) tal que la seva derivada canviada de signe és la for¢a F'(x):
dUu

F=—-— 2.2
i (2.26)

Fig. 2.11: Cas unidimensional.
Treball realitzat per una forca F
de x4 axp perl'inic cami
possible



Aquest és un exemple de forca conservativa. L’energia potencial queda definida

com )
Ulx) = U(0) — / Pz 2.27)
0
El treball que fa la forca F'(x) en moure una particula entre els punts inicial =, i
final z 5 és:
B TB B
W= / Pla)de = — / d%f)dx _ / AU (@) = Ulws) — Ulws) (228
TA TA TA

El concepte d’energia potencial i de for¢a conservativa es pot generalitzar si en fem
les definicions adequades.

9 Forca conservativa. Una forca F (7) és conservativa si, per a tot cami tancat, el
treball realitzat és nul (vegeu la figura 2.12)

7{ F-di=0 (2.29)

Si F (7) és conservativa, el treball realitzat per anar d’un punt a un altre no depén
del cami concret que emprem, ja que, observant la figura 2.13

7{ F.dr= / Fdi + / F.di = / F.dr— / F-dr (2.30)

CLUCy P:Cy Py:Cy P:Cy P1:Cy

i si la forga és conservativa

Po Po

/ﬁ.df: / F.dr (2.31)

Py:Cqp Py:Co

En no dependre del cami, la integral de treball es podra expressar com una funcié
només dependent dels punts de sortida i arribada, P, i P,,

/ﬁ AP = f(P,, P.) (2.32)

Ara, tenint en compte les propietats generals de les integrals definides

Po Py Po
W= /ﬁ-sz/ﬁdF—i—/ﬁ-dF (2.33)
Py Py Pq
Py Py
= /F.dﬁ/ﬁ.df*: f(P,P) — f(P, P) (2.34)
Py Py

Fig. 2.12: Possibles camins
tancats

N
4
c Ca
o ! ¥

Py

Fig.2.13: Podem anar i tornar a
P, per un cami tancat que passi
per P, que podem interpretar
com format per dos camins
diferents, C; i C, que van de
P1 a PZ
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< Energia potencial d’una forca conservativa. L’energia potencial associada a
una forga conservativa es defineix com la funcié dependent del punt de 1’espai P,
U(P), segons
»
UP)-U(PR,) = f/ﬁ - dF (2.35)

Po

La integral només depén dels punts P = (z,y,2) i P, = (Zo, Yo, 20). Aquest
ultim es diu que és un punt de referéncia. Aixi doncs, el valor de I’energia po-
tencial U (z,y, z) s’expressa en termes d’un valor de referéncia U (z,, Yo, 20) per
una determinada posicio (z,, Yo, 20). Si ens convé, sempre podrem ajustar la fun-
¢i6 potencial U de manera que el valor al punt de referéncia sigui nul, U(F,) =
U(xo,Yo,2,) = 0. Per exemple, per al cas d’una particula unida a una molla,
I’energia potencial es pot prendre com a nul-la quan la molla no esta deformada
(ni estirada ni comprimida). Per al cas de la forga gravitatoria que s’exerceixen
dues particules d’una determinada massa, I’energia potencial es pot prendre com a
nul-la quan la distancia entre ambdues particules és infinita. El fet de prendre un
punt o un altre com a referéncia només fa que introduir una indeterminacié d’una
constant en la definicié de 1’energia potencial. Veurem que aquesta constant no té
cap rellevancia i a la practica el que importa €s la funcio energia potencial com a
primitiva de la integral: U () = — [ F - dF.

De la definici6 d’energia potencial, tenim que

P 0
U(P) = —/ﬁ-sz /ﬁ-df*: F(P,0) (2.36)
Aixi, combinant (2.33) i (2.36),
W= /ﬁ AP =U(P,) - U(PR,) = —/dU (2.37)

= Treball d’una forc¢a conservativa. El treball d’una forca conservativa és igual
a la disminuci6 de la seva energia potencial

W =—AU (2.38)

Si coneixem I’energia potencial U associada a una forca F perd no coneixem la
forga, la podem trobar tenint en compte que F.di = —dU = —VU -dri, per tant,
F=-VU (2.39)

En general, és més practic fer servir la definicio de potencial com a integral primi-
tiva, en lloc d’utilitzar els limits d’integracio, i afegir una constant no determinada,



que podem escollir a conveniéncia
U(7) = — / F - dF 4 constant (2.40)

No ens ha de preocupar el coneixement d’aquesta constant. El que té significat és el
treball o la forga i aquests depenen de les diferéncies de potencial. Només les dife-
réncies de potencial tindran un significat fisic perqué son les que estan directament
relacionades amb el treball o la forga.

Saber si una for¢a donada és o no conservativa, fent servir literalment la definicid
de forga conservativa, és del tot inviable, ja que hauriem d’anar provant tots els
camins tancats que ens puguem imaginar. Sitrobem un cami tancat en qué el treball
¢s diferent de zero podem dir que no es conservativa, pero si no el trobem haurem,
de seguir buscant! Un criteri forga senzill en alguns casos és: si en fer la integral
de treball [ F - d7 no ens és necessari especificar un cami concret, és que la forca
és conservativa. En general, sempre podem escriure

/ﬁﬁe/ﬂm+/ﬂ@+/ﬂw

Si F, només depen de z, F,, només depén de y i F, només depen de z, les tres
integrals sempre es podran fer i la forca sera conservativa. Si, per exemple, F,
depen de z, necessitarem coneixer una relacio entre les coordenades x 1y per poder
integrar, i aixo vol dir que necessitarem escollir un cami. Aquest criteri es pot fer
servir també en casos d’alta simetria, com en el cas de les forces gravitatoria i
electrostatica (les dues tenen simetria esférica), que veurem al capitol 3.

En el cas general, hi ha técniques per saber siuna forga donada és o no conservativa.
Pero tant la seva aplicaci6 com la seva demostracié queden fora de 1’abast d’aquest

curs.

Energia mecanica

< Energia mecanica. Si la forga és conservativa, es defineix 1’energia mecanica
com la suma de les energies cinética i potencial

E=E.+U (2.41)

Aplicant el resultat del teorema de les forces vives entre dues situacions diferents
ini (inicial) i fi (final), per les quals les energies cinética i potencial son E..,;, U,,; 1
FE.;, U, tenim:

W=FE. —E..=— (Un - Uini) (2.42)

d’on obtenim FE.; + U, = F._.,; + U, 0, més sintéticament

E; = E, (243)
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< Teorema de la conservacio de I’energia mecanica: Si una particula esta sot-
mesa unicament a forces conservatives, el valor numeric de l’energia mecanica es
manté constant al llarg del temps.

Habitualment, es diu que [ ‘energia mecanica es conserva.

Podem deduir la conservacio de 1’energia derivant respecte del temps directament

la funci6 energia E(7,¥) = $m@? + U(7) i tenint en compte que

I s AU =
1) F - dr = —dU permet escriure ‘- = —F' - 7.

2) & — 9. 4T,
3) La derivada és total; és una derivada sobre la trajectoria temporal i, per tant, es
compleix ma = F
Utilitzant aquests tres fets, n’obtenim:

de 1 dv*  dU

— =—-m—+ — = *-ﬁ—ﬁ-ﬂ:( -ﬂ—ﬁ)-ﬁ: 2.44
7 det+dt muv-a U m-a 7= 0 (2.44)

Si a la particula hi actuen diverses forces, unes de conservatives i altres de no
conservatives, les podem agrupar. F sera la resultant de les forces conservatives
i ﬁNc sera la resultant de les forces no conservatives. Per un cantd, tenim que
el treball de totes les forces sera W = W, + Wy 1 per Ialtre, ’equacid de
moviment serd m@ = F + Fyo. Només F té una energia potencial associada:
We = [F-dF = —AU.

Ara I’energia no es conservara, perd podrem escriure una modificacio de (2.43)
E; — E,; = Wye (2~45)
i també una modificacio de (2.44)
dE = .
E = FNC’ 0 (246)
<» La unitat de treball i energia en el S.I. és el joule (J): 1J =1Nm

<» La unitat de poténcia en el S.I. és el watt (W): 1W =1 g

Problema 2.4.1. Sobre una particula actua la forga F = (y*> — 2?) i+ 3zy j (uni-
tats S.I.). Trobeu el treball efectuat per F en moure’s la particula del punt (0,0) al
(2,4) seguint:

a) larecta y = 2z

b) la parabola y = 2



¢) Es conservativa?

Solucio

a) La recta y = 2x. En general, per calcular el treball necessitarem conéixer la
trajectoria geométrica en forma paramétrica, (), i la forca F' i el desplagament d7
sobre aquesta trajectoria. La forma paramétrica de la recta y = 2x es pot escriure
utilitzant el parametre A com 7(A) = (A,2)) amb A € [0;2]. Si substituim a la
forga, n’obtenim F = (((2X)” — X?), 3 - 2\) = 3)\*(1;2) i, si diferenciem 7(\)
n’obtenim dr = (1;2) dA.

xr
Figura de la solucié de l'apartat a

B 2 2 de2.4.1
W:/ﬁ~d?:/3/\2(1;2)~(1;2)d)\ :15/>\2d)\: 40
A 0 0
b) La parabola y = z* . En aquest cas, la forma paramétrica pot ser escrita: 7(\) =
(A, A?)amb X € [0,2] . La forca sobre la trajectoriaés F = (((A2)* — A%), 31 - \?) = Y f(2; 4)
(A* — X%, 3)%) i el desplagament sobre la trajectoria di = (1,2)) dA. N’obtenim y = 22
drj
B 2 2 ﬁ
W= /ﬁ-df: / (A* =A%, 3)0%) - (1;2)) dX :/ (TA* = N*) dX = 42,13
A 0 0 (0;0) z
No és conservativa perqué, com a minim, hi ha un cas en que el treball entre dos punts g;g;rj fe la soluci6 de lapartat b

depen del cami. Observem que, si hagués donat el mateix, no podriem assegurar que
fos conservativa. |

Problema 2.4.2. Amb una velocitat inicial adequada i a causa de la forca F =
—4(z,y) una particula de massa 4 es mou del punt (2;0) al punt (0; 3) per la tra-
jectoria 7(t) = (2cost,3sint) (totes les magnituds estan expressades en unitats
del S.I):

a) Proveu que aquesta trajectoria és possible.

b) Calculeu el treball de la forga entre aquests dos punts a través d’un cami
arbitrari.

¢) Es aquesta forga conservativa? Trobeu-ne 1’energia potencial associada.
d) Calculeu I’energia mecanica i proveu explicitament que es conserva sobre

la trajectoria donada.

Solucio
a): Hem de provar que la trajectoria compleix la llei de moviment de Newton per a
aquesta forca: F=mi.

La forga sobre la trajectoria és

F = —4(z,y) = —47 = —4(2cost, 3sint)
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L’acceleracio )
7= (—2sint, 3 cost)
7= (—2cost,—3sint)
Aixi
m 7 = —4(2cost, 3sint)

que ¢és el mateix que Fi, per tant, es compleix la llei de moviment.

b) i ¢): Per Pestructura que té la forga, del tipus F' = (F, (), F,(y), F.(2)), veiem
que és conservativa . L’energia potencial és

U= —/ﬁ-d?:4/(mdm+ydy) :4</xdac+ydy> = 2> +y>)+C
El treball demanat és
W= —-AU=-(U(0,3) —U(2,0)) = —-101J
d): L’energia del sistema és
E=E.+U= %4v2+2(x2+y2)+c
Substituint la trajectoria, tenint en compte que v> = > + ¢/° i simplificant, trobem
E= %4(4sin2t + 9cos’t) + 2(4cos’t + 9sin’t) + C = 26 + C
E és manté constant. ]
Problema 2.4.3. Una massa de 5 kg puja per un pla inclinat 30° amb 1’horitzontal,

amb una velocitat constant de 15m/s. Calculeu la poténcia desenvolupada per la
forca que la fa pujar.

Solucio Figura de la solucio de 2.4.3

—
—

Si la forga que la fa pujar és F ilavelocitat és 7, la poténcia sera P = % =F-v

La forga que fa que la massa pugi ha de contrarestar el component del pes paral-lel al
pla inclinat i, com que la velocitat és constant, la forga total es nul-la. Aixi, la for¢a
esmentada té el mateix modul que el component del pes: F' = mg sin 30° i, com que
aquesta forga té el mateix sentit que la velocitat,

P=F.¢=Fuv=mgusin30° = 367,5W ™

Problema 2.4.4. Trobeu I’expressié de I’energia potencial associada a la forca
F=(—kz+%)i.
Solucio

— [ F.ar=—— —_ [ (- ) dv= Lha?4-%
U= /F dr= /de— /( kx+a/z’) do= Zk:a: +2m2+C -
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2.5 Algunes forces

A manera d’exemples utils, aplicarem els conceptes que s’han tractat a un seguit
de forces, aplicades a una particula, que més endavant ens apareixeran en diferents
contextos. En tractar-les en un mateix bloc, ens fara veure com en soén, d’utils, els
conceptes d’aquest tema i apreciar qué tenen en comu i en el que difereixen.

Forca nul-la

F = 0. L’equacié de moviment és:

&7
mi=0=2"—0

o (2.47)

Integrant dos cops 7(t) = C, + C,t . Si tenim en compte les condicions inicials
T(to) = To 1 7(te) = U

—

F(to):"?rl:é’l‘f'_’zto} {C:_’
. = =

C, =7y — Uty

¥
<
S

n’obtenim finalment

F(t) =7 + 0, (t—t,) (2.48)

La funci6 energia potencial és dU = —F'-di” = 0 = U = ct. Es conserva I’energia
que sera només energia cinctica. També es conserven la quantitat de moviment i
el moment angular.

Forca constant

F = ct. El moviment esta contingut en el pla definit per la velocitat inicial i la forca
(vegeu la figura 2.14), ja que, segons la llei de moviment de Newton, els canvis de
direccio del vector velocitat tenen la direccid del vector forca: dv/ = %dt.

L’equacié de moviment €s
(2.49)

integrant dos cops #(t) = C, + C, t + 3 £42 i tenint en compte les condicions
inicials 7(t,) = 7 1 7(to) = U,

f(to):ﬁ):dJr@tmL%%tg _ G, =a,— Lt,
mlto) =% = C + Tt G\ =7 — o+ 1 242

oL
l¢)
—
oo
=
&,
o
(e}
—
04
S
=3
oo

obtenim I’expressio

(2.50)

Fig. 2.14: Forga constant en una
direcci6 no especificada
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Si escollim el sistema de referéncia de manera que el pla del moviment sigui (z, y) y :
amb I’eix y en la direccio de la forga F' = (0, F) (vegeu la figura 2.15)
x(t) = To + Va0 (t— o) 7
Y(t) = Yo + v,0 (t — o) + S L (t —t,)? //ﬁ"
F = ctésuna forga conservativa, ja que podem hi trobar 1’energia potencial asso- o mn
ciada z
U= - /F cdr= —F-rT+ct (2.51) Fig. 2.15: Forga constant en la
direccio i el sentit de les y
creixents

Un cas important (pero no 1’tnic!) és el d’una particula de massa m, sotmesa al
camp gravitatori, § = constant, proper a la Terra o a qualsevol planeta (vegeu la
figura 2.16). Y

. . gl\

mad=F=mg=d=—=g=ct

S|

Amb I’eleccio d’eixos que s’ha fet anteriorment i escollint el sentit positiu de 1’eix
y en sentit contrari a la for¢a § = (0, —g), resulta

o(t) = o + s (¢~ to) L Fig. 2.16: Camp gravitatori g
y(t) = yo + VUyo (t—ty) — §g(t —ty)? constant en la direccio i el sentit
de les y decreixents

i I’energia potencial resulta, fent servir (2.51), U = m gy + ct.

Un altre cas d’interes és el d’una particula de massa m i carrega eléctrica ¢ sota
I’acci6 d’un camp eléctric constant E =ct (vegeu la figura 2.17)

),
L= o= g '
ma=F=qF=d=-— =ct
m 5
Amb I’eleccio d’eixos que s’ha fet anteriorment i escollint el sentit positiu de 1’eix B

y en sentit del camp E A"

Seeaa- - m,q
x(t) = @y + Vyo (t—1o)
Y(t) = Yo + vy0 (£ — to) + SLE(t — t,)? -
Fig. 2.17: Camp electric constant
i ’energia potencial resulta, fent servir (2.51), U = —q E'y +ct. E en ladireccio i el sentit de les y

creixents

—

F(7) moviment unidimensional

Si la forga té una direccio fixa, amb una eleccié adequada dels eixos podem ex- .
P > mU > E > Z'

pressar-la com F=F (7) 4. Si la velocitat inicial té la direccio de la forga, la fora =0
7(t) = z(t)i

no fara variar la direccid de la velocitat i el moviment pot ser descrit amb una unica

coordenada x (vegeu la figura 2.18) Fig. 2.18: Moviment

. unidimensional
mi = F(x)



La forga sempre sera conservativa, ja que

mmz—/ﬁmﬁe—/f@mx

i la integral sempre es podra fer.

L’energia mecanica es conserva. Aquest fet el podem aprofitar per trobar la trajec-
toria. £ = constant i també

1 dz\’*
E—im (dt) +U(z) =ct

que podem entendre com a equacio diferencial per trobar la trajectoria z(¢). Podem
fer separacié de variables x i ¢ i integrar: t de ¢, atix de z(¢,) a z(¢). La integral
de t es immediata:

z(t)

/@%:@

z(tg)

t—t,) (2.53)

Si coneixem explicitament la funcié U(z), sempre podrem integrar i, un cop fet,
aillar 2:(¢). Les dues constants que han d’aparéixer a la trajectoria son E i z, =
x(t,). Malgrat que el problema queda formalment resolt, cal dir que la integracid
que resta per fer pot arribar a ser molt embolicada.

Moviment unidimensional harmonic

Es un cas particular de I’apartat que acabem de tractar.
F=—-kx+F,

S’acostuma a escriure en la forma F' = —k(z — x,), és a dir, z = x, és la posicio
per a la qual la forga s’anul-la: z, = % (vegeu la figura 2.19)

Fet aix0, es pren un nou sistema de referéncia, =/, de manera que '’ = = — z,,. La
for¢a s’expressard com F' = —k x’. Per comoditat, reanomenem la coordenada x’
com x. En definitiva, la for¢a que volem tractar és

L’equacié de moviment és

L’energia potencial

Fig. 2.19: Moviment
unidimensional harmonic
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i en podem trobar la trajectoria fent la integral (2.53), que ara és

x(t)

1(t/0) VB 1kx2 \/7

Traient factor comu g de I’arrel del denominador (per aixo multipliquem i dividim
FE per g), el primer membre es pot escriure

\f 25 _
I(to)

z(t)

1, tenint en compte

dr . (T
/\/ﬁ = arcsin (5)

obtenim, un cop substituits els limits d’integracio i igualant al segon membre,

\/z {arcsin (Ex) — arcsin <\/gxo> } = \/Z(t — o)

Ara, aillant x, trobem la trajectoria

x(t) = Asin (w (t — t) + o) (2.54)
amb A = 2,? sing, = ¢, w = 4/ % Recordem que també comptem amb
la relacio £ = fm ve(to)? + %kxﬁ Fixem-nos que la relacié entre A i E es pot e
escriure també E = 1k A2, F’
. . C
Estudiarem amb profunditat els moviments harmonics al capitol 6. i

;C,,
Forces centrals

s ., . Fig. 2.20: Forga central
Es tracta de forces la recta d’accid de les quals sempre passa per un mateix punt.

Exemples: la forga gravitatoria que el Sol (o qualsevol massa) fa sobre tota altra

particula o la forca electrostatica que qualsevol carrega fixa fa sobre tota particula

carregada. Perd també la tensi6 d’una corda que passa per una petita politja, lligada

a un cos en un dels seus extrems (vegeu la figura 2.20). En aquesta figura 2.20, la T—>
tensié 71’5 pot ser una forga constant pero la tensié 7' és una forga central!

Totes les forces centrals compleixen la segona llei de Kepler. /T

Fig.2.21: Forga central causada
per la tensié d'una corda que
en compte (C> = M(c> deduim (C’ = 0. El moment angular respecte de C passa per una petita politja

es conserva al llarg del moviment i, segons el que hem vist a la seccid 2.3, aixo és

Demostracto El moment M, (c) dela forga respecte del punt C' sempre és nul. Tenint

equivalent a la segona llei de Kepler. |



Energia potencial d’una forca central del tipus F=_-F (r) 7 (vegeu la figura
2.22)

Provem de fer la integral de treball independentment del cami:

/ﬁ.dfz —/Fﬁ-df /F/.O
S F=—F(r)¢
Ara e
d(r-r)=2r-dr o o
d(z __)2 d } =7r-dr=rdr =71 -dr =dr Fig. 2.22: Expressio vectorial
"= erar d'una forca central

Per tant, la integral involucra una sola variable r sense que haguem escollit cap
cami particular. Les forces centrals del tipus F© = —F(r) 7 son conservatives,
amb una energia potencial associada

U= /F(r) dr + ct (2.55)

Exemple: for¢a que el Sol (fix, de massa M ) fa sobre un planeta (particula de

massa m,)

7

T2
L’energia potencial, substituint la forca anterior a (2.55), és:

M
U:—GmT +ct

Forces no conservatives

Una forca s’anomena giroscopica quan no es pot definir la funcid energia potencial,
pero % = (. Des d’un punt de vista energetic, es poden considerar conservatives,
ja que no dissipen energia. Un forca s’anomena dissipativa quan no es pot definir

dE<0

la funci6 energia potencial i, a més, -

Forces giroscopiques

L’exemple més conegut de for¢a giroscopica és la forca de Lorentz F,: un camp
magnétic B que actua sobre una particula carregada ¢ que es mou a una velocitat

—

v
F,=qi#xB (2.56)

Suposem que la particula esta sotmesa a una forga conservativa F, amb energia
potencial U(7), i a una for¢a de Lorentz (2.56). Segons el que hem vist, amb
relacio6 a I’energia i les forces no conservatives, (2.46), tindrem

%:ﬁ-(ﬁxé)zo
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L’energia es conserva!
Forces de friccié seca

Quan un objecte dur llisca en contacte amb una superficie no llisa i que aqui supo-
sem en repos, sigui per la presencia de la gravetat o per alguna altra forca que el
pressioni, en el contacte apareixen forces distribuides sobre 1’objecte que, si és pe-
tit, podem descompondre en dues: una de perpendicular a la superficie de contacte,
que anomenem normal, N, i una altra que s’oposa al moviment i que anomenem
friccio seca, F;. Experimentalment, per a superficies prou llises i dures, el modul
de la forca de friccié seca, mentre I’objecte és en moviment, és F; = u. N, on
. ¢és el coeficient de friccio cinétic o dinamic, que depén de la naturalesa de les
superficies en contacte. La forga F; es pot expressar en la forma vectorial segiient
(vegeu la figura 2.23)

—

Fy=—F,~, F,=pN 2.57)

Aixi, queda clar que és una forca que depén de la velocitat (no del modul, pero si
de la direccio i el sentit!). Només si la superficie que provoca la forca de friccid
esta en repds podem dir que sempre s oposa al moviment. Es la dependéncia de la
velocitat la que fa que no sigui possible trobar una funcié energia potencial. Quan
volem fer la integral de treball, ens és necessari saber per quin cami passa I’objecte.

Suposem que la particula esta sotmesa a la forga conservativa F, amb energia po-
tencial U (), i a una forga de friccid seca. Segons el que hem vist amb relacid a
I’energia i les forces no conservatives, (2.46), tindrem

dE U
E =7T- (_Fffu> = —Ff’U

La forga de friccid seca és dissipativa. Des del punt de vista de la mecanica, aques-
ta energia desapareix. La interpretacio fisica que es dona a aquest fet (més enlla
de la mecanica) la trobem aplicant el principi de conservaci6 de 1’energia o primer
principi de la termodinamica: una part d’aquesta energia augmenta 1’energia in-
terna del sistema i 1’altra es dissipa en forma de calor/radiacid. Pero, per a aixo,
cal que ens endinsem una mica en la termodinamica i aixo queda fora de 1’abast
d’aquest curs.

Hem vist com afecta la friccié seca quan 1’objecte, generalment pel fet d’estar sot-
mes a una altra forga que supera la friccid, es mou. Perd qué passa si I’objecte no
es mou?

Si, sobre el bloc de la figura 2.24 s’aplica una forga F' i entre la superficie que
suporta el bloc i aquest hi ha friccid, s’observa que la forga de friccio evoluciona
de la manera segiient:

Fig. 2.23: La forga de friccio
dinamica té sentit contrari a la
velocitat

N
Fr=r 1
F < pueN
N
F :FTI
' F=puN

N
Fr = peN a
F > pueN

Fig. 2.24: Evolucié de la forga de
friccio



Si la for¢a no és prou gran, el bloc no es mou i F; = F. Si anem augmentant F'
s’arriba a un valor frontera, F' = p. N, en que, malgrat que el bloc encara no es
mou, F; = F, qualsevol augment de F, per petit que sigui, el fara moure. Diem
que esta en moviment imminent. El coeficient 1, s’anomena coeficient de friccio
estatic. Si continuem augmentant ', F' > u_ N, el bloc es mou i la forga de friccio
experimenta una davallada fins al valor F'; = p.N. El coeficient j1, €s, com ja hem
comentat més amunt, el coeficient de friccid cinétic o dinamic. Sempre p, > p..
A la grafica de la figura 2.25, podem veure I’evolucio de la forca de friccio F; en
funcio de la forga aplicada F.

Nota: Malgrat que en els problemes reals cal tenir en compte aquest comportament
i, per tant, I’existéncia dels dos coeficients, en aquest curs, si no diem el contrari,
parlarem del coeficient de friccid i sense especificar i entendrem que p1 = p, = p..

Problema 2.5.1. Una particula de 2 kg rellisca per un pla inclinat de 2 m d’altura.
Partint des de la part de dalt amb velocitat nul-la, arriba al final amb una velocitat de
5m/s. Calculeu la pérdua d’energia deguda a la forca de friccid i el valor d’aquesta,
considerada constant, si entre el pla i I’horitzontal hi ha un angle de 45°. Quant val
el coeficient de friccidé dinamic?

Solucio
La perdua d’energia mecanica és I’increment d’energia mecanica, canviat de signe:

E = Imv® 4+ mgz

—AE = — (Eﬂ - Eini) =E, - E; =
(3m v+ mghi) — (3mvi +mghs) = 14,27

La variaci6 d’energia és deguda al treball de la forca de friccio:

fio Sfi -
AE:Wf: Fde:—/ Ff dS:_Ff(Sﬁ_Sini):_Ffsi:ZSO

ini Sini

on ds = |d7] és la longitud recorreguda per la particula al llarg del pla inclinat i la
forga de friccid F; t€ sempre la mateixa direccid i sentit contrari a la velocitat.

Finalment, la forga de friccio és

AE
Ff = — hi = 5,02N
(sin Allnéo )
El coeficient de friccié dinamica és
F F
Ff=uN= p=-L=—"2__— 036 m

N mgcos45°

Forces de friccio viscosa

Experimentalment, se sap que la friccié d’un cos en un fluid (friccié viscosa o
aerodinamica) depén de la forma del cos, de les caracteristiques materials de la

Fig. 2.25: Evolucié de la forga de
friccio F'; en funcio de la forga

aplicada F’

) ? v

45° Z Vg

ini |

0

Figura de la solucié de 2.5.1

Figura de la solucié de 2.5.1
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superficie, del tipus de fluid i de la velocitat del cos (respecte del fluid, que aqui
considerem en repos). Una bona aproximacié a aquest tipus de friccio és, en regim
laminar (vegeu la figura 2.26 superior),

F,=—b% b>0 (2.58)

No és conservativa. Suposem que la particula esta sotmesa a la for¢a conservativa
F,amb energia potencial U (7), i a una forga de friccid viscosa. Segons el que hem
vist amb relaci6 a ’energia i les forces no conservatives (2.46), tindrem

dE

— =7 (=bd) = -bv*

o (—b7)
Si el régim és turbulent (vegeu la figura 2.26 inferior), la forga de friccié es pot
aproximar segons

F.=—kv’0 k>0 (2.59)

Problema 2.5.2. Una particula dins un medi viscds esta sotmesa a una for¢a cons-
tant, a més de la forca de fricci6 deguda a la viscositat.

a) Demostreu que la particula acaba tenint una velocitat constant i determineu
el valor d’aquesta velocitat.

b) Apliqueu el resultat al cas de caiguda dins d’un medi viscos.

Solucio
a) La forga que actua sobre la particula és Fr = F + F, = ma, essent I =constant
i F, = —by, amb b > 0 constant.

Observant la figura, podem veure que F, tendeix a fer disminuir la component de la
velocitat normal a F', de manera que F i també la propia F, s’aniran alineant amb F.
Aquest procés s’acabara quan Fr = 0, és a dir, quan la velocitat arribi a un valor v,
tal que F_ b, = 0. Aillant

—

VL =

MRS RS

Cal dir que aquest és un valor limit. ¥ = % ¢és una possible solucio de I’equacio
de moviment que necessita una velocitat inicial determinada v, = ? La solucid
general per a I’evolucié de la velocitat a partir d’una velocitat inicial 7, la podem
extreure integrant ma@ = F' — b, que podem escriure 7 + %E’ = %UL. La solucid

d’aquesta equacio és
b

. N N -——t
(t)=(Uo—vr)e m +7p
Podem veure que, per a t — oo, tenim ¥ — ¥p,.

b)

Fig. 2.26: Superior: el régim
laminar es dona per altes
viscositats del fluid i baixes
velocitats relatives. Inferior: el
régim turbulent es dona per
baixes viscositats del fluid i altes
velocitats relatives

Figura de la soluci6 de 2.5.2



Forces que només depenen del temps

Sén forces de la forma F, = F, (t). No son conservatives pel fet que depenen expli-
citament del temps. Suposem que la particula esta sotmesa a la forga conservativa
F', amb energia potencial U(7), i a una forca F, = F,(t). Segons el que hem vist
amb relacio a I’energia i les forces no conservatives, (2.46), tindrem

B _ g
a0

Si la particula només esta sotmesa a F}, la integraci6 formal de 1’equacié de movi-
ment és senzilla

> o 1 -
— =F{t)=7t) = — F.(t)dt | dt 2.60
i =E == [ | [Fo (2.60)
Les condicions inicials 7#(t,) = 7, i "(t,) = @, determinen les dues constants

d’integracio.
Problema 2.5.3. Una particula de massa m en repos a ¥ = (0;0; 0) esta sotmesa

a la for¢a depenent del temps F= fo sin 2t.

a) Trobeu la trajectoria temporal.

b) Quina velocitat inicial fa que el moviment sigui el mateix que el provocat
per una molla?

Solucio

a) Trobem la velocitat
1 [ = 1 (= . F,
U= —/th: —/Fosmﬂtdt: — 2% cosQt+ Oy
m m ms)

Trobem la posicio

F:/ﬁdt:— 5o it + it + Gy
m)2

En trobem les constants d’integracid

N’obtenim

=

F, 1.
t) = ey (t - a s1th)
b) Per a una molla

7= Asin(wt 4 o) = 7 = —Aw? sin(wt + o) = F = —mAw? sin(wt + ¢)
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% 2. Dinamica d'una particula

Si comparem aquesta for¢a amb la donada a I’enunciat, cal que 9o = 7, w = Qi

. o
A= =55 Aixi

— —

Fo . L FO N _
p—oe sin(Qt +7) = 7= —a cos(Qt + ) = ¥(0) =

_
ms) | |

-
r=
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3 Dinamica de Nparticules

Introduccio

Estudiarem I’extensio de les lleis i els conceptes introduits per a una particula a
N particules. També veurem els sistemes de particules lligades, en especial el cas
del solid rigid. Considerarem el cas d’un sistema finit de NV particules discretes
de posicions 7; i masses m; (vegeu la figura 3.1), pero també ni podem incloure
els sistemes continus, amb un niimero N — oo de particules amb posicions 7 i
masses dm = pdv , on p és la densitat (vegeu la figura 3.2). Per aixo només ens
cal entendre les sumes, amb N — oo, m; — dm = pdvir, — 7, com a integrals:

N

> 1) m. > [ 509 pa (3.1

i=1

3.1 Forces entre particules. Segona i tercera lleis de New-
ton

Sobre cada particula d’un sistema de N particules poden actuar diferents menes
de forces. Si tenim en compte el seu origen, les podem classificar en dos conjunts
separats: forces externes i forces internes.

< Forces externes. Son causades per agents fisics que no pertanyen al sistema
considerat. La resultant de totes les forces externes que actua sobre la particula 4
I’anomenarem F; (vegeu la figura 3.3).

<» Forces internes. Son les forces que les particules del sistema es fan entre elles.
F, ; ¢s la forca que la particula ¢ fa a la particula j (vegeu la figura 3.4).

La consideracio6 que estem tractant amb particules fa que ﬁ = 0. Les equacions de
moviment del sistema de NV particules provenen d’aplicar la segona llei de Newton
a cada particula. Seran N equacions vectorials.

Fig. 3.1: Sistema de N particules

v

pdv

9

Fig. 3.2: Un cos continu com a
sistema de N — oo particules

3
o

Fig. 3.3: La causa de la forga
externa F; es troba fora del
sistema

m;

Fig. 3.4: La causa de la forga
interna F;; és la interaccio entre
les particules
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<> Segona llei de Newton o llei de moviment per a N particules:

F+) F.=md, (32)

Solucionar directament aquestes equacions és molt dificil. Per sort, no sempre
estem interessats a trobar la trajectoria de totes i cadascuna de les particules del
sistema. Sigui com sigui, ens caldra trobar métodes generals que permetin extreu-
re algunes caracteristiques interessants del comportament del sistema. Un fet que
simplifica molt aquestes equacions és que s’observa que les forces internes com-
pleixen sempre la condicid d’acci6 i reaccid. Newton eleva aquesta condicio a la
categoria de llei.

<> Tercera llei de Newton o principi d’accio i reaccio. La for¢a que actua sobre
la particula © a causa de la particula j té el mateix modul i direccio, pero sentit
contrari, que la for¢a que actua sobre la j a causa de la i : F = —F”
Fixem-nos que, per tal de complir aquesta llei, és necessari que les interaccions es
propaguin de forma instantania. Si no fos aixi, podriem moure la particula ¢ i, per
alguns instants, la particula j no se n’assabentaria, cosa que incompliria la tercera
llei. En la relativitat no es compleix aquest llei!

En la formulacié de Newton, encara que originariament no s’explicités, s’entén
que la recta d’acci6 de les dues forces €s la mateixa. Nosaltres ho entendrem aixi.
Vegeu la figura 3.5.

3.2 Forca resultant i centre de masses

Agafem totes les equacions de moviment per a cada particula (3.2) i les sumem. El
membre de I’esquerra és la suma de totes les forces, independentment d’on estiguin
aplicades. D’aquesta suma, en direm forga resultant F. Coma conseqiiéncia del
principi d’accio-reaccio, F:J + F;? = 0; per tant, la suma de les forces internes és
nul-la. Aixi, en fer la suma de totes les forces del sistema per trobar la resultant
ﬁ, només sobreviuen les externes. La forca resultant F és la suma de les forces

i=1 i=1 i=1

Si la forga resultant F I’apliquéssim a una particula que tingués una massa suma
N

externes.

de les masses de totes les particules, m = > m,, I’acceleraci6 d’aquesta particula
1=1

deguda a la forga F seria @cy segons

F=madcy 3.4

Fig. 3.5: La llei d'accid i reaccio
entre dues particules, la particula
m; ila m;



El punt on se situa aquesta hipotetica particula s’anomena centre de masses del sis-
temais’indica per C'M (vegeu la figura 3.6). El vector posicié del C M I’indicarem
per 7oy, Si F= 0, el C'M és mou a velocitat constant, d.,, = 0. En aquest cas, es
pot utilitzar el C M com a origen d’un sistema de referéncia inercial: és el sistema
de referéncia del centre de masses (SRC).

El punt C M, d’alguna manera, representa una posicio aproximada i global del sis-
tema. Pensem, per exemple, que el sistema és un niivol. Aquest nivol, en general,
va viatjant d’aqui cap alla, a la vegada que va canviant de forma. En molts casos,
no ens interessa estudiar el canvi de forma pero si el moviment global. Aquest esta
ben representat per la trajectoria tracada pel centre de masses 7' ;-

Si coneixem la resultant com a funcio de la posicid i la velocitat del CM, (3.4)
¢és ’equacié de moviment per al C'M que permet, conegudes la posicio i velocitat
inicial, trobar la trajectoria 7., (t). Un problema que caldra resoldre és trobar la
posicio i velocitat del centre de masses, a |’instant inicial, conegudes les posicions
i velocitats de totes les particules en aquest instant.

Per a cada instant, la posicié del CM, 7,,, es pot trobar si coneixem les posicions
i masses de totes les particules en aquest mateix instant 7; , m, (vegeu la figura
3.7):

1 N
Fom = — me 3.5)

Demostracio. Tenint en compte la suma de les equacions de moviment de les N
particules, (3.2) i la definicio de C' M (3.4), tenim
N 1 N
F = m;d; = md, = dey = — m;d;
Z CM CM m Z

i=1 i=1

que podem reescriure com
N
(. 1 L 0
e Tem — m E mri | =
i=1
i integrar. Ens apareixeran dues constants d’integracio C i C's

N
1 - -
CM m Zl 1 2
Ara, si tenim una sola particula, N = 1, volem que, en tot instant, el C'M estigui alla
on és aquesta particula, ésadir, 7oy =71, = 7 =M +Ci+C t = C, =C, =0
i ’expressio de #o s coincideix amb (3.5), que és el que voliem demostrar. |

Si el sistema és un cos continu (vegeu la figura 3.8), tindrem

1
Fort = — / #dm (3.6)
m

Cos

Fig. 3.6: EI C'M representa bé el
moviment global d'un ndvol

Fig. 3.7: La massa i posici6 de les
N particules, m; i 7,
determinen 7c as
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Siel cos és un solid rigid, el C'M és un punt solidari al cos. Siaquest només efectua
moviments de translacid, el moviment del solid queda completament determinat
pel moviment del C'M.

A la practica, tindrem en compte que, si el moviment del solid és inicament de
translacié, tots els punts tenen la mateixa velocitat: qualsevol punt del solid és
valid per descriure la velocitat del C M.

CM de volums, superficies i corbes

En general, un cos qualsevol (per exemple, un asteroide) s’estendra en les tres di-
mensions de I’espai, a més d’ocupar un volum. En molts casos, malgrat estendre’s
en les tres dimensions, el cos pot ser tractat com a superficie, per exemple, una
antena parabolica de comunicacié. En altres casos, estenent-se també en tres di-
mensions, el cos pot ser tractat com una corba, per exemple una molla helicoidal.
A la taula 3.1, podeu veure com tractar aquests casos en termes de la densitat de
massa. p, o 1 u son les densitats de massa volimica, superficial i lineal, respecti-
vament.

V — 1 — Homl
dm=pdv = |Tex = qoq [ Tpdv | = [Fdv

S — — om
dm = ods > |Fow = 7 [Fods =4 [ ras

L 2 o _1 Fudl |1 =2
dm = pdl = TCM—WIT,U =1 [rde

Un cos homogeni té densitat constant. En els cossos homogenis, el C M coincideix
amb el centre geomeétric o de simetria C'S. E1 C'S és facil de trobar si el cos té
suficients elements de simetria. En aquest cas, el C'S és el punt comu a tots els

elements de simetria (eixos, plans, punt).

Si un cos voluminos homogeni, de densitat p, té la forma de superficie gruixuda
de gruix h constant i la seva curvatura és negligible, podem tractar-lo com un cos
superficial de densitat o. Per trobar o en termes de p, només cal tenir en compte que
un tros S de cos tindra un volum V' = Sh i una massa que podem trobar utilitzant
pobéo. Aixi, m = pV = oS, per tant, ¢ = ph.

Siun cos voluminés homogeni, de densitat p, té la forma de corba gruixuda de gruix
de seccid s constant i la seva curvatura és negligible, podem tractar-lo com un cos
lineal de densitat p. Per trobar p en termes de p, només cal tenir en compte que un
tros L de cos tindra un volum V' = Ls i una massa que podem trobar utilitzant p o

dm

(@)

Fig. 3.8: C'M d'un cos continu

Taula3.1: C'M de cossos
continus: volums, superficies i
linies

oCM

Fig.3.9: EI C'M d'un cos
homogeni coincideix amb el
centre geometric o de simetria
cs



bé u. Aixi, m = pV = ulL; per tant, u = ps.

CM de cossos simples

Simple aqui vol dir que coneixem el seu C'S 0 bé , en general, el C'M. A lataula de
la pagina 335, teniu les expressions per trobar el centre de simetria d’alguns cossos
homogenis simples que podem fer servir al llarg del llibre. No estan inclosos els
casos en que el C'S queda totalment determinat per simetria, com el cercle, 1’esfera,
el rectangle, etc.

CM de cossos compostos

Sigui un conjunt de cossos simples C; , i = 1,..., N, de masses m, i posicions
del CM, 7%),, coneguts, que formen un cos compost (vegeu la figura 3.10). La
posicio del C'M del cos compost val:

1 N
T = o E m; T, 3.7
i=1
Demostracié. Com que coneixem m; i 7o), i sabem que 7o), = . o, Tdm,
podem obtenir el que val cadascuna de les integrals |, o Tdm
/ Fdm = m; 7oy, (3.8)
C.

i

L’expressio per a la posicio del CM (3.6) del cos compost, considerat un cos Ginic
continu, s’estén al domini d’integracié que abraga tot el cos C, és a dir, C' = C; U
... UCy, on C; és el domini de cadascun dels cossos:

_ 7d
Toy = — dm
m Jciu...ucy

Si trenquem la integral estesa al domini d’integracio C; U ... U C'y com a suma
d’integrals en cada subdomini d’integracioé C; , i substituim les integrals segons (3.8),
tenim

R 1 . . 1
For = o ([ Fm o [ dm ) = a2
m C1 Cn m
és a dir,

1 N
Tonyy = — m; 7
CM — m ' CM .
i=1

Si interpretem les masses m,; com m,; > 0 = afegir; m;, < 0 = treure, podem
tractar un cos compost de cossos i forats simples (vegeu la figura 3.11).

Problema 3.2.1. A la taula segiient, es mostren les posicions i les velocitats, en un
instant donat, d’un sistema de tres particules. En aquest instant, determineu:

Fig.3.10: EI C' M d'un cos
compost es pot expressar, fent
una descomposicié convenient en
€0ssos simples, en termes de les
masses, m;, i les posicions del
CM, 74, de cada cos simple

Fig. 3.11: Podem interpretar la
suma de masses de manera que
el signe positiu vol dir "afegir
massa" i el negatiu "treure massa
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i 2 3
m.(kg) 2 3 5
F(m) | (=10;—10) | (30;10) (10; 20)
G(m/s) | (10;30) | (=20;—10) | (10;—10)

a) la posicio del centre de masses del sistema i b) la velocitat del centre de

masses del sistema.

Solucio
a)
3 —
. ;m ' 2(=10; —10) + 3(30; 10) + 5(10; 20)
fom = T 10
b)
3 N
2 i _2(10;30) + 3(—20; —10) + 5(10; —10)

= (12;11)m

Problema 3.2.2. Donada la xapa plana i homogenia representada a la figura, trobeu-

ne el centre de masses.

Solucio

Per simetria, tenim: ycn =0 .

Es tracta d’una figura plana i homogeénia ¢ = ct. En lloc de masses m;, podem
utilitzar superficies S;. Descomponem la xapa en tres peces, pega 1: un quadrat de
xapa; peca 2: un triangle de xapa ; peca 3: un forat de xapa. Vegeu la figura. Tindrem

N N
T :i E mi ) :i E a8,z
CM m — 7 CM O_S — T CM
1= 1=

10

tenint en compte el signe “ —” si es tracta d’un forat!

(1)

_ 1
YoM = g§¥5,-55 {81 zon
51:40,2; 52:%2(1 2CL, S3

(1)

— . (2) _ 1o,.
Ty = @ xCM—2a+§2a, x

3.3 Quantitat de moviment

La quantitat de moviment P d’un sistema de particules es defineix com la suma

(2)
Tom

= lra?
® _ 40 (=
oM = 3

de les quantitats de moviment de cada particula.

P>

i=

1

(3)
— S xCJW}

1 N
P

Tocm = 1,96@

| = E m, U, = MUgyy,

1

= (1;,-2)m/s

Taula del problema 3.2.1: masses,
posicions i velocitats

y 721/3
U3
m2
7, A
it
/| o T
m

1

Figura de la solucié 3.2.1

N D
2a >
A

2a : 2a
Figura de I'enunciat 3.2.2

>
_Rl >
2 T
2a/ -
_ ~

2a : 2a
Figura de la soluci6 3.2.2




L’equacié de moviment del C'M es pot escriure

a?

F= 3.10

= (3.10)
=» Teorema de la conservacio de la quantitat de moviment. Si la resultant d’un
sistema de particules és nul‘la, la quantitat de moviment P es manté constant al
llarg del temps, mentre que les particules es mouen per una trajectoria solucio de

les equacions de moviment.

@y (3.11)

També es pot escriure fent servir I’expressio integrada entre dos instants t,; i ¢;

P, =P (3.12)
Habitualment, es diu que la quantitat de moviment es conserva. Observem que
sempre que no hi hagi forces externes al sistema la quantitat de moviment es con-

servara.

Problema 3.3.1. Una cobra reial de longitud L i massa m distribuida uniforme-
ment, reposa estirada al terra. La cobra decideix aixecar-se verticalment i ho fa a
una velocitat v uniforme (la punta de la cua no es belluga en cap moment). Quina
¢s la forga de reaccid del terra sobre la part del cos que hi toca? Doneu el resultat
en funci6 de L, m, v i el camp gravitatori g.

Solucio

Anomenem z a la porcié de serp que roman en contacte amb el terra i y la part vertical.
Observeu que tant  com y aniran variant mentre la serp s’aixeca. Son funcions del
temps ¢t. Vegeu la figura. La longitud total de la serp és, peratott, L; aixi, x+y = L
i com que aquesta expressio val per a tot ¢: £ + ¢y = 0. Si, a més, tenim en compte
que v ¢és la velocitat constant en la direcci6 i sentit de y, tenim les relacions

y=v; t=—v ;2= §=0 (3.13)

Podem calcular la posicio del centre de masses, per a tot ¢, en funcié de x i y. En
qualsevol instant, la serp és un cos lineal format per dos segments homogenis rectes
de longituds x i y, per tant,

o 1
Tor = (Tom, You) = I (gw + zy, gy) (3.14)

Si derivem respecte del temps (3.14) i tenim en compte (3.13),
. 1
Tem = Zy’U(fjhl) (315)

La quantitat de moviment del sistema la podrem escriure com

—

P = mioy = %yv (—1;1) (3.16)

Figura de I'enunciat 3.3.1

y (z,9)

.(370[\1 ) ycm)

T
Figura de la solucié 3.3.1
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La resultant de les forces que actuen sobre la serp sera deguda al pes i a la forga de
reaccié del terra F', és a dir, m(0, —g) + F' (vegeu la figura). Tindrem aixi

3.4 Moment angular

El moment angular E( 4y d’un sistema de particules respecte d’un punt A fix
(vegeu la figura 3.12) es defineix com la suma dels moments angulars de cada
particula respecte d’aquest punt

N N
Ly = ZL(A)i = g Ticay X M,;U; (3.17)
=1 =1

Si derivem respecte del temps,

N

dL N S = a
i =3 (o x4 xma) @19

=1

Ara, tenint en compte que el punt A és fix, f’( a4y = U, el primer producte vec-
torial de (3.18) s’anul-la. Per al segon producte vectorial, tindrem en compte les
N

equacions de moviment de les N particules, m,d;, = F; + > F},. Aixi, tenim
j=1

, ) (3.19)

El moment total de les forces internes s’anul-la admetent que les forces d’accio-

dL Ay
d(tA) =2 <7”fv(4> x

=1

reacci6 tenen la mateixa recta d’acci6 (vegeu la figura 3.13):

—

Tia) x F, i T T x Fyy = (F Fiay = Taay) X Fi; =0

rJ

Per tant, n’obtenim

= M, (3.20)

on M, és el moment total de les forces. Observem que només les forces externes
intervenen en M 4.

M(A) = ZFi(A) x F, (3.21)

Figura de la solucié 3.3.1

Tica) .

Fig. 3.12: Moment angular d'un
sistema de particules respecte
d'un punt fix A

m; -
L Fi=-F,
1\JHLI
Tica) - /v
A Tjca)

Fig. 3.13: Moment de les forces
internes



> Teorema de la conservacio del moment angular. Si el moment resultant de les
forces externes respecte d’un punt A és nul, M( 4 = 0, el moment angular E( )
es manté constant al llarg del temps, mentre que les particules es mouen per una
trajectoria solucio de les equacions de moviment:

dL .,

— 22
7 = (3.22)

També es pot escriure fent servir I’expressio integrada entre dos instants ¢, i ¢,
L ayii = Liays (3.23)
Habitualment, es diu que e/ moment angular es conserva.

Si el sistema de particules es mou només per translacié, v; = v, el moment an-
gular del sistema, L ,,, s pot expressar

N N
Ly = E Ticay X MU, = ( g ri(A)mi> X U= Teomay X P (3.24)

i=1 =1

Es pot demostrar que les relacions anteriors també son valides si A = C'M, encara
que el C'M estigui en moviment. Cal anar amb compte i no agafar punts A # C M
en moviment! En aquesta secci6 és millor considerar A fix. Més endavant, quan

estudiem el solid rigid, demostrarem i utilitzarem A = C' M.

Problema 3.4.1. A lataula segiient, tenim les posicions i les velocitats en un instant
donat d’un sistema de tres particules.

i 1 2 3
m.(kg) 2 3 5
F(m) | (—=10;—10) | (30;10) (10; 20)
G(m/s) | (10;30) | (=20;—10) | (10;—10)

En aquest instant, determineu:

a) la quantitat de moviment total,

b) el moment angular total respecte de I’origen.

Solucio
a) Del problema 3.2.1, tenim Ucn = (1;—2)m/s i, per tant, P = mien =
10(1;—2) = (10; —20) kgm/s

b) Compte! No podem fer servir L =7ouxP, ja que les velocitats de les particules
— 3.
son diferents. Hem de fer servir L = L;:
i=1
L1 = 'F‘l X ﬁl = 2 710 710 0 == _400]€
10 30 0

Taula del problema 3.4.1: masses,
posicions i velocitats

y |7
Us
m2
7 A
1
[ |0 x
m

1

Figura de la solucié 3.4.1
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7 7 k
Lo=fxp=3| 30 10 0 |=—300k
—20 —10 0
D 7 k
Ly=xps=5|10 20 0 |=—1500k
10 —10 0
o 3 N 2
Nobtenim L = " L; = —2200k kng n
i=1

Problema 3.4.2. Un cami6 transporta una caixa homogenia, rectangular, de 2m
d’altura i 1 m de llargada. El coeficient de friccid caixa-cami6 és 0,4. Calculeu:

a) La maxima acceleracio del cami6 sense que la caixa llisqui (sabem que abans
no bolca).

b) Si fixem la caixa amb un eix sense friccio per A, el valor maxim de 1’acce-
leraci6 del camio sense que la caixa bolqui

Figura de I'enunciat 3.4.2
Solucié g

a) F = m@ = (uN,N —mg) = m(a,0) = a = pg =04 x 9,8 = 3,92m/s’

. dL - .
b) Fem servir % = M o) amb els moments calculats respecte de 1’origen (vegeu

la figura). Per al calcul dels moments, podem fer servir la regla del cargol.

Per al moment angular, tindrem en compte que el moviment és de translacié. N’hi ha
prou a utilitzar el vector velocitat situat al C M (vegeu la figura). Obtenim Loy = Figura de la solucio 3.4.2
—1mw k. Per al moment de les forces, tindrem en compte que ens situem a I’instant

en queé la caixa és a punt de bolcar. En aquest instant, la normal passa pel punt A, ja

que només al punt A hi ha contacte entre la caixa i el cami6. N’obtenim

M(O)2—{(m+0,5)mg—mN}f€:—O,5mglfc Yy
aixi, derivant respecte del temps E(o) i igualant al moment de les forces
R . L0
—1lmak = —0,5 mg k z

2 Figura de la soluci6 3.4.2
Per tant, a = 0,59 = 4,9m/s |

3.5 Treball, energia cinetica i energia potencial
Treball

El concepte de treball, entes segons la interpretacio 1 de la seccio 2.4, pot ser aplicat
aqui per a cada forga per separat. També el concepte de forga conservativa i energia
potencial associada a una forga.



Per tal de definir el concepte d’energia del sistema sencer, estenem la interpretacio
2 de la seccid 2.4 a totes les particules i forces del sistema.

Anomenem configuracio del sistema en un instant donat el conjunt de posicions
de cadascuna de les particules del sistema.

El treball W realitzat per totes les forces del sistema sobre cada particula, F +

N —
> F};, quan aquestes passen d’una configuracié P, = {P,} a una altra P, =

j=1
{P,,} através d’un cami C' = {C,} és (vegeu la figura 3.14)

N 2 N
w=> / (ﬁ + Zﬁ) dr, (3.25)
1‘:1C:P1 j=1

Energia cinética o capacitat cinética de fer treball

Un calcul molt semblant al realitzat a la seccid 2.4 ens porta al concepte d’energia
cinética

N 2 N
W= Z/ (ﬁi"‘zﬁ}i)'dﬁ:Z/mﬂi-dﬁ
i:lc ) .

: P

Py N 1
= .. —/d< mv2>
— 2

Py

En conseqiiéncia, definim 1’energia cinética £, d’un sistema de N particules

N
E = Z
i=1

i podem enunciar el teorema segiient:

m; vl (3.26)

N | =

<» Teorema del treball-energia:

W = AE, (3.27)

També es coneix amb el nom de teorema de les forces vives o de I’energia ciné-
tica.

Energia potencial o capacitat estatica de fer treball

Les forces sobre cada particula son les externes i les d’interaccio entre les particules
F, 4+ > F,, . Sitotes les forces son conservatives, tindrem energies potencials
j=1

Fig. 3.14: El sistema passa de la
configuracié P, a la configuracio
P,. Hi ha molts camins

C = {C;} que ens passen
d'una configuracié a l'altra
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U,, U,; que compleixen

U, - oUy,
F = — . F = — Al 5 U“ = 0 3.28
' or, 77" or, (3.28)

i

Com a conseqiiéncia del principi d’accio-reaccio, junt amb el fet de ser conser-
vatives, les forces només depenen de la posicio de les particules segons ﬁ” =
Jun (T — ) on f, = fu; només depén de la distancia entre les particules ¢ i
4.1 Aix0 permet escollir U,;, que compleix (3.28), només depenent de la distan-
cia entre les particules i simétric U;; = U,;. L’anomenem energia (potencial)

d’interaccio.

Si el sistema passa d’una configuracio de posicions P, a una altra P, per un cami
C (vegeu la figura 3.14), el treball és

vt [ (rgn) -t fre - 2L ] 5

i=1 j=1,

(3.29)

= El treball de les forces conservatives és igual a la disminucio de l’energia po-
tencial:
W =-AU (3.30)

amb [’energia potencial del sistema de N particules, U, definida com

U= ZU —|—ZZUM (3.31)

s=il gy

Demostracio. El primer terme de ['ultim membre de (3.29) es pot escriure

Pa

N N 2
> / cdi ==Y / du; (3.32)
i=1 ciPy i:1:P1

Amb el segon terme de 1’ultim membre, cal anar una mica més amb compte. En un
N N P2

primer pas, hi afegim els termes (canviant la i per la ) > > [ F, ;- diy 1 tot
i=1j=1C:P;

sumat resulta ser igual als que ja hi son, aixi que també dividim per 2

L

":J \SJ
H
N =
—_
el

s
U
3
+
M
U
3
N/
I
~~
W
W
w
N

1 a ou,; .. oU;
: > J i
P

' Podem pensar en els casos gra-
vitatori i electrostatic i veure que
compleixen aquestes condicions



Recordem que podem fer U;; = U,;. A més, tindrem en compte que U;; només

. IR . . Ui = . Ui 5o
depen de 7 1 7 1, per tant, el diferencial és dU,; = 5z% - d7; + 5z% - dr;. Podem
J

o7
escriure (3.34) com
1 N ~ T2
wmmy oS v = (3.35)
i=1 j=lc'p,

1, finalment, per tal de no sumar més termes dels necessaris, restringim la suma de j
anomés termes ¢ < j, 1 podem eliminar aixi el factor %

== / d(ZZUij) (3.36)

Tenint en compte les expressions anteriors, (3.29, 3.32-3.36), podem definir I’energia
potencial U del sistema de N particules com a (3.31) i obtenim (3.30). |

Energia mecanica

Definim I’energia mecanica E d’un sistema conservatiu de [V particules com
E=E.+U (3.37)

Derivant respecte del temps i seguint passos analegs als de la seccio 2.4, obtenim,
com es podia esperar:

<> Teorema de la conservacio de I’energia mecanica. Elvalor numeric de [’energia
mecanica d’un sistema conservatiu de N particules, es manté constant al llarg del
temps, mentre les particules es mouen per una trajectoria solucio de les equacions
de moviment.
& =0 (3.38)
dt

També es pot escriure fent servir ’expressio integrada entre dos instants t,,; i ¢;
E,=E; (3.39)

Habitualment, es diu que [ ‘energia mecanica es conserva.

Si hi ha forces no conservatives (/N C'), aquestes no s’inclouen a 1’energia (no se’ls
pot associar una energia potencial) i I’energia mecanica, en general, no es conserva.
Si que podem dir:

> Teorema de ’energia mecanica. El treball de les forces no conservatives és
igual a l'increment d’energia mecanica del sistema:

Wye = AE (3.40)
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Observem que I’energia encara es pot conservar si ens restringim a moviments pels
quals les NC “no treballen”: Wy = 0. Més endavant, quan tractem dels sistemes
amb lligams, farem servir aquesta condicio.

Com veurem més endavant, a la secci6 3.11, en el cas d’un solid rigid, el treball
de les forces internes és nul; per tant, W = AF_, on W és el treball de les forces

externes. Si, a més, el moviment és unicament de translacié, v, = v tenim

CM>
N
_ 1 2 _ 1 2 . r . N . b 13 r . . 0
E. =% 3m,v; = 3muv},,. Aixi, ’energia mecanica d’un solid rigid restringit
i=1
a moviments de translacio és

1
E= 5m vi, +U (3.41)

on U és, en aquest cas, la suma d’energies potencials de les forces conservatives
externes al solid.

Problema 3.5.1. Dues particules de masses 2kg i 3 kg estan lligades entre elles
amb una corda i en contacte amb una molla, com es veu a la figura. Tant la molla
com la corda tenen massa negligible. La molla té una constant recuperadora de
12000 N/m i esta comprimida una longitud de 10 cm. Tallem la corda. Trobeu la
velocitat de cada particula

Solucio
Per conveniéncia, definim m, = 2kg, m» = 3kg, k = 12000N/mi L = 0,1 m.
Les causes del moviment estan alineades segons 1’eix x; aixi, podem aplicar el princi-

pi de simetria (vegeu la seccid 1.4) per deduir que les velocitats de les dues particules
estaran alineades amb I'eix z: ¥, = (v,;0;0) i T, = (v,;0;0).

Aplicant la conservacio de la quantitat de moviment entre els instants just abans i just
després del tall de la corda:
0 =miv, + ma¥, = 2v, + 30, =0
Podem fer el mateix amb ’energia:
1 1 1 3
EkLZ = §m17}f + Emg'l)g = 60 = Uf + E’Ug

d’on obtenim v, = 46 i v, = F4. Utilitzant el fet que la molla es descomprimeix
(encara no ho haviem utilitzat!), els signes queden determinats i n’obtenim:

7, = (—6;0;0)m/s ; @, = (4;0;0)m/s u

Problema 3.5.2. A la taula segiient, es mostren les posicions i velocitats en un
instant donat d’un sistema de tres particules.

En aquest instant, determineu:

Figura de l'enunciat 3.5.1

Figura de la soluci6 3.5.1

My g™

Figura de la solucié 3.5.1



i 1 2 3
m.(kg) 2 3 5
F(m) | (=10;—10) | (30;10) (10; 20)
G(m/s) | (10;30) | (=20;—10) | (10;—10)

a) I’energia cinética del sistema.

b) L’energia cinética associada al moviment del centre de masses (tota la massa
concentrada al C' M amb la velocitat d’aquest)

Solucio
a)
1< 1
E.=3 > m? = 3 {2(10* 4 30%) + 3(20° 4+ 10%) 4+ 5(10° +10*)} = 2250J

1=1

b) Del problema 3.2.1, tenim ¥ = (1, —2) m/s. L’energia cinética d’una particula
de massa m = 10kg que es mou amb la velocitat del CM és

1 1
“mugy = =10 (17 +2°) = 25]
2 2
que, en general, no coincideix amb I’energia cinética del sistema. |
3.6 Xocs

Un xoc és el procés en que dues particules o0 més, que només interaccionen a molt
curta distancia, es troben en un punt i un instant,i modifiquen, en conseqiiéncia, les
seves velocitats (vegeu la figura 3.15).

Ens restringirem a dues particules. Considerem dos instants en que les particules
estan prou allunyades i no interaccionen: (:n?) inicial, just abans del xoc; (f7)
final, just després del xoc. Suposarem que les forces externes son molt més febles
que les degudes al xoc, de manera que 1’impuls de les primeres entre (ini) i (f7) és
negligible.

També ens restringirem a xocs sense fricci6. Aixo vol dir que, quan es produeix
el contacte entre les dues particules, que ara visualitzarem com a cossos esférics
(vegeu les figures 3.16 o 3.17), no hi ha forces tangents al pla tangent al contacte
o pla de xoc i, per tant, no hi ha bescanvi de moment angular. Si les particules o
cossos tinguessin una rotacio inicial, mantindrien aquesta rotacio després del xoc.

Hi podem aplicar la conservaci6 de la quantitat de moviment total. Tindrem:

P, =Pg (3.42)

Taula del problema 3.5.2: masses,
posicions i velocitats.

y Qs
s
/ m2
6‘? U,
[ o o
m,
Figura de la soluci6 3.5.2
V1)
\U‘l(ini)
m, » m,
Vs (ti)
Uz (ini) my
My

Fig. 3.15: Només en el moment
del xoc hi ha forces

N o
7, V1(si)
w)

Fig. 3.16: Pla de xoc

89



90

Encara que no coneixem la geometria del xoc (el pla de xoc, vegeu la figura 3.16),
podrem tractar els xocs completament elastics i completament inelastics.

< Xocs completament elastics. Son xocs en els quals es conserva I’energia, E(ini)
E(fi), que podem escriure en termes de 1’energia cinética, atés que abans i després
no hi ha forces o aquestes son negligibles. Aixi, per a xocs completament elastics,

Ea(im) = Ec(ﬁ) (3~43)

La condicioé de xoc elastic i la conservacio consegiient de I’energia requereix una
explicacio. Es pot pensar que una pilota “elastica” conservara 1’energia quan bo-
ti a terra. I essencialment és cert, sempre que comptabilitzem tots els termes de
I’energia cinética de la pilota. Abans del xoc, ’energia de la pilota sera de transla-
cio. Un cop fet el xoc, la pilota tindra energia cinética de translacid i també energia
de vibracid interna deguda precisament a 1’elasticitat del material. Només si aques-
ta és negligible podrem dir que el xoc és elastic en el sentit que li volem donar aqui:
en aquest capitol, entenem que els objectes que xoquen no acumulen energia de vi-
braci6 i el sentit que donem a “xoc elastic” és el de conservacio de 1’energia, sense
considerar els possibles termes d’energia interna, com €s el cas de la vibracio.

< Xocs completament inelastics:

Implosio. Les dues particules queden unides (imploten) i forma una sola particula
després del xoc, T,y = Usn)-

Explosi6. Una tinica particula explota i dona lloc a dues particules, ¥/ ) = Uagni)-

< Xocs parcialment elastics. Si podem conéixer la geometria del contacte, si
coneixem el pla de xoc (vegeu la figura (3.16), i tenim en compte que el xoc és sense
friccid, és a dir, que I’inica for¢a que actua en el moment del xoc €s normal al pla de
xoc, de cada particula només canviaran les components de la quantitat de moviment
en la direcci6 de la normal, mentre que les components de la quantitat de moviment
tangents al pla de xoc es conservaran. Aixi, indicant per || les components tangents
al pla de xoc:

Pijjny = Pineny = Tagjany = Uiy & = 1,2 (3.44)

Si el xoc és completament elastic o completament inelastic, podem utilitzar les
condicions de conservacié de I’energia o d’explosié o implosié que hem donat
més amunt. Si el xoc és parcialment elastic i es coneix el pla de xoc es defineix el
coeficient de restitucié e (vegeu la figura 3.17). Siindiquem amb _L la component
normal al pla de xoc, el coeficient de restitucio és

o — Vi) — Vai(m)

(3.45)

V11 (ini) — V2L (ini)
El coeficient de restitucid e és una quantitat que depén del material dels cossos. Es
pot mesurar utilitzant (3.45).

w-:)

Va(ti)
A(im)

Fig. 3.17: e és una relacié entre
velocitats relatives normals al pla
de xoc



<» Xocs contra un terra. Podem considerar també el xoc d’una sola particula amb
un terra o paret (vegeu la figura 3.18). Ara, hi ha forces externes, la reaccid del
terra. Tenim P(ini) # P(fi). Si el xoc és sense friccio, la forga externa només
té component normal al terra. Com passa en el cas de dues particules, p) i) =
Piw = Uiy = Uiin)

Si el xoc es completament elastic, tindrem v? ;= v? . Si és parcialment elastic,

el coeficient de restitucid es pot definir ara segons

Vi ()

(3.46)

V1 (ini)

e depén, en aquest cas, del material constituent del cos i del terra o paret. Es pot
mesurar utilitzant (3.46).

Problema 3.6.1. Calculeu les velocitats després del xoc de les boles de la figura
(que correspon al moment del xoc), de masses iguals, tenint en compte que son
Ilises amb un coeficient de restitucio de 0,9.

Solucio

Fem servir la notacio A per abans del xoc i D per després del xoc .
Segons les dades reflectides a la figura, tenim T4y = (3%2; 2) i G4z = (—2;2v/3)

De la conservacio dels moments paral-lels al pla de xoc de cada particula,
VUyp1 = 1,5m/s y UybD2 :3,4611'1/5 (1)

De la conservacio del moment total: mvia, + m as = mUpy + M Ups

La component d’aquesta equacio en la direccid y es compleix automaticament amb
els valors (1) trobats. Només prenem la component x:

3
3% — 2 =1U;p1 + Vup2 (2)

Del coneixement del coeficient de restitucié n’obtenim

VzD1 — VzD2

+0,9= ——— 3
343 — (-2)
Ara hem de solucionar les equacions (2) i (3). Escollim la solucié que representa que
les dues boles no s’entrecreuen, és a dir, v,ps — Vep1 > 0
N’obtenim: v,p1 = —1,77m/s ; v,p> = 2,36m/s [ |

3.7 Interaccio gravitatoria i electromagnetica

Llei de la gravitacio universal

Pels volts de 1687, Isaac Newton enuncia la llei de la gravitacio universal. Aquesta
llei unificava les lleis de Kepler i donava aixi una explicacié6 més fonamental de

Vs

m

m Vg
—_—

Fig. 3.18: Xoc contra una paret

30°

Am/s

60°

S

Figura de I'enunciat 3.6.1

Yy
%}1 Després Tpa
p ) /:
: D =i
ﬁ 6‘00 xr
3
m/SAbanb

A

Figura de la soluci6 3.6.1
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les tres lleis, que fins llavors només s’havien pogut derivar de manera empirica
per observaci6 directa del moviment dels planetes al voltant del Sol. La llei de
la gravitacié de Newton no és una regla per predir el moviment dels planetes. Es
tracta d’una llei que compleixen tots els cossos pel fet de tenir massa, ja siguin
planetes, pedres, qualsevol altre objecte o, en general, particules (vegeu la figura
3.19).

<> Llei de la gravitacio universal

Fy = -G, (3.47)

— — — _ 2, . [ . .
onr,; =r;,—7;,G=06,673x10"" % és la constant de gravitacio6 universal, im;
1m; son les masses gravitatories de cadascuna de les particules que interaccionen.

Un fet experimental molt notable és que, per a tota particula, la massa gravitatoria,
les m que apareixen a la llei de gravitacio (3.47), es pot expressar en les mateixes
unitats que la massa inercial, les m que apareixen a la llei de moviment F =ma,
i, per a una mateixa particula, té igual valor numeéric. Newton ja va veure que, en
la seva teoria, aquests eren dos conceptes diferents i que calia trobar una explica-
ci6 a la seva igualtat. La constatacid experimental d’aquesta igualtat és el germen
del principi d’equivaléncia, que Albert Einstein va fer servir per desenvolupar la
versio relativista de la gravitacié de Newton, la relativitat general. Segons el prin-
cipi d’equivaléncia, la massa inercial i gravitatoria d’una particula sén exactament
iguals perque es tracta del mateix concepte.

Si prenem com a exemple la interaccio entre dos protons, m, = 9,109 x 107" kg,
separats una distancia atomica tipica de 7 = 1 A= 107'° m, n’obtenim de (3.47)
2

IFo| = G™2 =554 x 10N (3.48)

7/-2

L’energia d’interacci6 gravitatoria entre dues particules és

m,m,

U, =-G (3.49)
T..
ij
L’energia d’interacci6 gravitatoria d’un sistema de tres particules és
MMy MMy MM
U:U12+U13+U23=—G( R R 3) (3.50)
r12 r13 r23

Llei de Coulomb

Lallei de Coulomb va ser formulada per Charles-Augustin de Coulomb a partir dels
mesuraments que va fer el 1785 amb una balanga de torsi6 de la forga d’atracciod i
repulsio entre carregues eléctriques (vegeu la figura 3.21).

Fig. 3.19: Interaccié gravitatoria
entre dues masses

Fig. 3.20: Charles-Augustin de
Coulomb (1737-1806) fou un fisic
i enginyer militar francés



<» Llei de Coulomb
F, = k9%, 3.51)
T2
ij
oNm? 2 . . e , F/'
on K = 8,987 x 10° =z ¢és la constant d’interaccié electrostatica, i Q,1Q); son les
carregues eléctriques de cadascuna de les particules interaccionen mesurades en la Q,
unitat de carrega eléctrica del sistema internacional, el coulomb (C): [Q] = C. Aﬁ/ Q,

Si prenem com a exemple la interacci6 entre dos protons, ), = 1,602 x 107*° C,
Fig. 3.21: Interaccié electrostatica

[ . \ . o _ . —10 ) .
separats una distancia atomica tipica de 7 = 1A= 10~'°m, n’obtenim entre dues carregues

Q2
|Fol = K=2 =231 x 10°°N (3.52)

L’energia d’interaccio electrostatica entre dues particules és

v, =K% (3.53)

I’energia d’interaccio electrostatica d’un sistema de 3 particules és

Qs | Qs Q2Q3)

(3.54)

U_U12+U13+U23_K<
r r

12 13 7‘23

Observeu que les dues lleis d’interaccio exposades son quasi ideéntiques pel que fa
a la geometria (la dependéncia de les forces amb les posicions). L’nica diferéncia,
en aquest aspecte, €s que una ¢€s atractiva i 1’altra és repulsiva. Aixo vol dir que,
per a particules idéntiques, la interaccid gravitatoria provoca una for¢a d’atraccio
i I’electrostatica, una de repulsi6. Difereixen en les “carregues” i les constants
d’interaccid. Comparant els resultats en el cas dels dos protons, podem dir que la

interaccio electromagnética és unes 10** vegades més intensa que la gravitatoria!

Problema 3.7.1. A lataulasegiient, es donen les carregues i posicions d un sistema
de tres particules. Determineu-ne I’energia potencial total.

) 1 2 3 Taula del problema 3.7.1: carre-
ues i posicions

Q.(10) -2 guestp

7, (m) (—10; —10) | (30;10) | (10;20)

Solucio

U=U+Uis+Usps =K
T12 T13 T23
T = (P —7) = V402 + 20% = 44,72
VG = 1/20% + 30% = 36,05 Figura de la soluci6 3.7.1
Toy = (7 — 1"3) 202 4102 = 22,36

(Q1Qz L@@ Q2Q3>

ﬁ

=

w
I

—2x3 —2 x5 3 x5
U=9x 10° 1072 =233x10°) N
% ( 1472 T 3605 22,36) atle
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3.8 Lligams i reaccions. Desplacaments possibles i despla-
caments virtuals. Reaccions ideals

Un sistema de IV particules sense lligams requereix 3N dades per expressar-ne la
posicio. Diem que té 3N graus de llibertat. Si les particules estan lligades, el
nombre de graus de llibertat és més petit. Vegem-ne alguns exemples.

Péndol simple. Una particula és obligada a moure’s per la superficie d’una esfera
de radi ¢ (vegeu la figura 3.22). Podem pensar que, en lloc d’una corda, que es pot
arrugar, el que hi ha és una tija rigida de massa negligible. En un extrem, hi ha la
particula, i a I’altre una articulaci6 puntual. El sistema té dos graus de llibertat.

Solid rigid. El podem considerar constituit per un conjunt de particules obligades
a mantenir constants les seves distancies relatives (vegeu la figura 3.23). Segons
aixo, el solid rigid tindra sis graus de llibertat, ja que les posicions de totes les
particules queden totalment determinades, respecte d’una posicid de referéncia, si
coneixem la translacio (tres graus de llibertat) i la rotaci6 (tres graus de llibertat)
del solid respecte a la referéncia (vegeu la figura 3.24).

Péndol forcat. Un péndol com I’anterior, pero ara 1’esfera és obligada a moure’s
horitzontalment per mitja d’un actuador (vegeu la figura 3.25). En aquest cas,
I’actuador és la ma que desplaga a voluntat el punt de I’extrem de la tija on hi ha
Particulacié. El moviment de ’actuador és conegut x(¢). També té dos graus de
llibertat.

Lligams
Cada particula ¢ del sistema queda caracteritzada per la seva massa i el seu vector
posicio

{m'i77:;}7 T_'; = (xiayiazi)? Z: 1?"'?N
Les posicions poden estar sotmeses a lligams. Considerem només lligams geome-
trics, és a dir, que no depenen de les velocitats, encara que si que poden dependre
del temps. En aquest tltim cas, el lligam rep el nom d’actuador. Si tenim L graus

de llibertat és perque tenim 3N — L lligams independents. En general, els lligams
geométrics es poden expressar en la forma:

£.(F)=0 ,a=1,.3N—1L (3.55)

Una forma molt convenient d’expressar els lligams és la paramétrica. Anomenant
els L parametres ¢, ..., q., la mateixa expressio (3.55) pot ser escrita com

7o =T, o Gy t) (3.56)

En general, considerem els lligams com a dades del problema.

esfera

Fig. 3.22: La particula esta
obligada a moure's per la
superficie d'una esfera

m]
%onstant

m;

Fig. 3.23: Les particules
mantenen fixes les distancies
entre elles

rotacid

solid de referencia

Fig. 3.24: Les posicions de les
particules queden determinades
si coneixem la translacid i la
rotacio del solid respecte del solid
de referéncia

“esfera mobil

Fig. 3.25: Sacsegem a voluntat un
péndol simple



Exemple. Una particula és obligada a moure’s per una corba determinada de 1’espai
f(z,y,2z) = 0, ja que passa per un filferro al qual donem justament la forma
d’aquesta corba. Només observant la forma del filferro, podem determinar el 1li-

gam f(SU?y? Z) = 0'

Si, per exemple, la corba és una circumferéncia en el pla (z, y) de radi ¢, I’expressio
(3.55) corresponent seria
2%+ y2 —r =0

i la forma paramétrica (3.56) la podriem escriure amb un Gnic parametre ¢, = 6

xz =/ cosf
y =2/ sinf

Si el filferro és una recta en el pla (z,y), tindrem I’expressié (3.55) corresponent
ax+b—y=0

on a 1 b seran constants conegudes. La forma paramétrica (3.56) la podem escriure
fent ¢, = q com

r=4q

y=aq+b

Desplacaments possibles i virtuals

Els desplacaments possibles d7; del sistema son desplacaments compatibles amb
els lligams. Per exemple, en el cas de la particula enllagada al filferro (vegeu la
figura 3.26), el desplagament possible ha de seguir per la trajectoria que assenyala
el filferro. Diem que els desplagaments possibles son desplagaments compatibles
amb els lligams. Aixo vol dir que, si fem desplacaments dr;, la condicié del lligam
f.(7,t) = 0 se seguira complint per a la nova posicio. Es a dir,

~0f. .. Of.
o it g

i=1

df, = dt =0 (3.57)

on observem que també hem tingut en compte la variacio dt, ja que el desplagament
possible triga un cert temps a fer-se.

Podem utilitzar la forma parametrica dels lligams per trobar els desplagaments pos-
sibles dr; en termes dels L parametres g,

O, 4 I
2 9q, " ot

dF, = dt (3.58)

Definim els desplagaments virtuals 07, del sistema com aquells desplagaments
que es fan sense variacio de temps, és a dir, “congelant el temps”. Si ens imaginem

o7 = drf

Fig. 3.26: Només observant la
forma del filferro podem
determinar el lligam
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que estem gravant una pel-licula on a I’escena es veu un péndol oscil-lant que, a
més, €s sacsejat per una ma (vegeu la figura 3.27), llavors el desplacament possible
seria el que estem gravant i que podem veure més tard com a pel-licula acabada.
El desplagcament virtual correspondria a aturar la gravacid, desplacar la particula
sense que la ma es mogui i, en acabar aquest desplagament, continuar la gravacio.

Des del punt de vista matematic els desplagaments virtuals compleixen

N
of
20T, = 3.59
2 B, 7 (3.59)
0, en la forma paramétrica,
L
oF
57, = " dq, (3.60)
a=1 aqa

Fixem-nos que, si els lligams no depenen del temps, 67, = di;. Com que al
llarg d’aquest curs no tractem amb lligams dependents del temps, tampoc no fem
una distinci6 especial entre desplagaments possibles i virtuals. Només excepcio-
nalment, al capitol 9, considerem lligams dependents del temps i ens passa que
OT; # dr;.

Reaccions

Per tal que les particules es moguin d’acord amb els lligams, aquests fan forces
sobre les particules. Son les anomenades forces de reaccio R;.

Si, sobre cada particula ¢ del sistema actua, a més de ﬁ,i, la forga ﬁi (en general
coneguda) podem escriure les equacions de moviment (segona llei de Newton)

— —

F+R —md =0 i=1,.,N (3.61)

Aquestes equacions cal completar-les amb els lligams (3.55) o (3.56).

El problema que ens trobem és que, aixi com els lligams son en general coneguts,
les reaccions que fan els lligams R, no sén conegudes. Com hem comentat, les
forces de reacci6 R; son les forces que fan els lligams, de manera que les particules
es moguin segons “manen” aquests i, és clar, també segons les lleis de moviment
de Newton (3.61). A les equacions (3.61), les ﬁ son incognites. Només una part
de les 7 (t) son incognites ja que, com els lligams son coneguts, coneixerem una
part de la trajectoria de les particules. Per exemple, en el cas del péndol (vegeu la
figura 3.28), restringit al pla vertical, ja sabem per on passa la particula. Només ens
falta saber amb quina velocitat ho fa o, més concretament, només ens falta saber

o(t).

Fig. 3.27: La subtil diferéncia
entre desplagament possible i
virtual

’“i:ug

Fig. 3.28: En el cas del péndol, la
forca de reaccid R; és la que
exerceix la tija



3.8. Lligams i reaccions. Desplagaments possibles i desplagcaments virtuals. Reaccions ideals

En el cas de la particula que passa pel filferro (vegeu la figura 3.29), també conei-
xem la trajectoria. Si el filferro no presenta friccio, podem dir que la reaccio R és
normal al filferro.

Reaccions ideals

Una propietat molt interessant que observem en els casos representats a les figures
3.2813.29 és que la reaccid és normal al desplagament. En el cas representat a la
figura 3.30, el que ¢és normal a la reacci6 és el desplacament virtual, R.-67F =0,
pero no el desplagcament possible, R-dr #0.

El fet que la reaccid sigui normal al desplacament vol dir que el treball d’aquesta
forca és nul quan el sistema fa el desplagament. De fet, el que ens interessa no
¢és que, una per una, les reaccions no treballin. Encara que per separat poguessin
treballar, en tenim prou que en conjunt no treballin. Moguts per aquest interes,
definim els conjunts de reaccions ideals.

—

< Conjunt de reaccions ideals. Un conjunt de reaccions R, i = 1,....5 ¢és
anomenat conjunt de reaccions ideals si compleixen

S
S R, -07 =0 (3.62)

Aquesta important propietat se satisfa en moltissimes situacions. En termes ge-
nerals, podem avangar que, en abséncia de friccid dissipativa, les reaccions soén
ideals. Vegem-ne un parell de casos.

Problema 3.8.1. Demostreu que les forces de reaccid en una articulacid sense
friccié (anomenada també articulacio puntual) soén ideals

Solucio

El punt on hi ha I’articulacio és ocupat per una particula del cos 1, de posici6 7, i
una altra del cos 2, de posicié 7. Com a conseqiiencia del lligam, es mouen igual
71 = T». Si diferenciem di, = dr,, que podem escriure di¥y, — di, = 0

Les forces de reaccid R, i R» compleixen la llei d’accid-reaccio, R, = —R;. Siara
calculem el treball

Eldfl+é2dfzzﬁ1(d'?'_"l—df"z):o

Per tant, el conjunt de forces R, i > son un conjunt de reaccions ideals. |

Problema 3.8.2. Demostreu que les forces de reaccid en un contacte llis entre dos
solids en moviment son ideals.

oF = dif

Fig. 3.29: En abséncia de friccid,
la reaccié del filferro és normal a
aquest

Fig. 3.30: La tensié R és normal
al desplagament virtual 67 perd
no al desplagament possible d7

>

Figura de I'enunciat 3.8.1

Figura de la solucié 3.8.1

>

Figura de I'enunciat 3.8.2
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Solucio

Els solids tenen velocitats ¥, i ¥, respecte de 1’observador en repos. En tot instant,
el cos 1 es mou amb velocitat relativa respecte al cos 2, ¥y(2y, en la direccio del pla
de contacte. Les forces de reaccié R, = —R, son normals a aquest pla i, per tant,
normals a la velocitat relativa, és a dir, R, - Ui2y = 0.

Podem escriure

-

0=R, (0 —0) = LR, - (dfy — dis) =
é (Rl M d771 — Rl . d?'_"g) = i (Rl . dFl + Rz . d?'_"g) Q/J

Figura de la soluci¢ 3.8.2

on dry idr, seran els desplagaments possibles. Per tant, les reaccions al contacte son
un conjunt de reaccions ideals. |

3.9 Equacio general de la dinamica o principi de D'Alem-
bert

Volem escriure unes equacions de moviment en qué apareguin els lligams pero no
les forces de reaccid. Aixo és, reescriure la segona llei de Newton tenint en compte
que els lligams formen part de les dades del problema i, en canvi, les reaccions
d’aquests no sén coneguts.

El conjunt de forces que actuen sobre el sistema es classifica en dos subconjunts:
les reaccions R, ila resta de forces, F;;, que es poden anomenar forces directament
aplicades.

< Equacio general de la dinamica. Si totes les reaccions del sistema son ideals,
les equacions de moviment de Newton son equivalents a

XN: (ﬁ _ m,.a;) 67, =0 (3.63)

Observem que a les equacions que s’extreuen de (3.63):
= 1) No apareixen les forces de reaccio.
= 2) S’obtenen tantes equacions independents com graus de llibertat.

L’equaci6 general de la dinamica va tenir una primera versié deguda a Jean le Rond
D’Alembert amb el nom de principi de D’ Alembert amb 1’enunciat:

Qualsevol posicio del sistema en moviment pot ser entesa com una posicio d’equilibri
si afegim a les forces externes les forces d’inércia.

Aquest enunciat s’entendra més endavant en el context de ’estatica i en relacid

amb el principi dels treballs virtuals. De tota manera, no farem servir aquesta in-  Fig. 3.31: Jean le Rond

terpretacio. D'Alembert (1717-1783) fou un
matematic i filosof francés



La demostracié de 1’equacid general de la dinamica (3.63) no és dificil, des del
punt de vista matematic, encara que conceptualment pugui sorprendre.

Demostracio. Volem demostrar que

N
Z R,- 67, =0 (3.64)
=1
i
F. 4+ R, = m.a (3.65)
son equivalents a
N
3 (F - m@i) 67 =0 (3.66)

i=1

Demostracioé (3.64,3.65) = (3.66): Si multipliquem (3.65) per 67 i sumem, obtenim

O:i(ﬁiJrﬁi—mia)-aﬁ

i=1
i, si tenim en compte (3.65), obtenim (3.66).
Demostracio (3.66) = (3.64,3.65): Observem que ara les reaccions no estan deter-

minades. Han de complir obligar el sistema a moure’s pels lligams. Aixi queden

determinades amb R, = m;d; — F; i, obviament, es compleix (3.65). Si multi-
N — —

pliquem (3.65) per 07; i sumem n’obtenim (FZ + R, — mid') -07; = 0. Ara,

i=1 i

tenint en compte (3.66), obtenim (3.64). |

3.10 Sistema amb lligams conservatiu. Conservacio de I'e-
nergia

Considerem un sistema amb lligams conservatiu: un sistema de particules amb
lligams independents del temps, amb totes les reaccions R, ideals i que les altres
forces, F, (internes i/0 externes) soén conservatives. Aix0 vol dir que existira la
funcié energia potencial U

U:—/Zﬁdﬁ (3.67)

<> Teorema de la conservacio de I’energia mecanica. Si definim [’energia meca-
nica d’un sistema de N particules amb lligams conservatiu com

1 N
E=; E m® +U (3.68)

on U esta definit segons (3.67), el valor numeéric de l’energia mecanica es manté
constant al llarg del temps, mentre les particules es mouen per una trajectoria
solucio de les equacions de moviment:

dE

— =0 (3.69)
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Demostracio. Apliquem 1’equaci6 general de la dinamica prenent com a desplaga-
ments possibles els desplagaments reals del sistema (els desplagaments que complei-
xen I’equaci6 general de la dinamica) i dividim pel temps, dt , que s’ha esmercat a
realitzar-los

N — N ‘,
3 (ﬁ —miai) . ‘Z;L' - Y A2 ar Zm a - (3.70)
i=1 i=1
N
- (dli + %%Zm.v ) =0 (3.71)

Habitualment, es diu que /‘energia mecanica es conserva. La conservacio de I’en-
ergia també es pot escriure fent servir I’expressio integrada entre dos instants, ¢,,; i
ls

E.=FE; (3'72)

< Recordem que és necessari que els lligams siguin independents del temps per
tal que es conservi I’energia. No n’hi ha prou que les forces directament aplicades
siguin conservatives i les reaccions, ideals. Ens cal també que els desplacaments
virtuals coincideixin amb els possibles, §7; = dr;. Al llarg de tot el llibre, només
considerem lligams independents del temps. Només al capitol 9 estudiem lligams
que poden dependre del temps.

< En el cas de sistemes conservatius d’un grau de llibertat aquest resultat és sufi-
cient per trobar la trajectoria temporal del sistema.

Cal precisar que dr; de (3.67) son els desplacaments possibles de les particules
sobre les quals s’apliquen les forces, que no té per qué coincidir amb els despla-
caments dels punts de 1’espai on s’apliquen les forces. Aquest important matis el
podem veure en I’exemple segiient.

Problema 3.10.1. La molla esta relaxada quan la cara inferior A del prisma, llarg,
de seccid S 1 massa m, que pot lliscar sense friccid per la guia fixa, és al nivell
del liquid, de densitat p. Si el deixem anar des de la posicid descrita, fins a quina
profunditat z arribara A.

Nota: El recipient és prou gran per que el nivell del liquid no es mogui.

Solucio

Es tracta d’un solid rigid que es pot moure només per translacié. Prenem 1’eix z en
la direccio i el sentit de g amb origen al nivell fix del liquid. En aquestes condicions,
la coordenada del punt A és z. Quan z = 0, la molla no fa forga i I’empenyiment
d’Arquimedes és nul. El desplagament infinitesimal possible de qualsevol particula
del solid és dFf = dzk.

Figura de I'enunciat 3.10.1



El sistema és conservatiu i, en conseqiiéncia, podem aplicar la conservacio6 de I’energia
entre les situacions inicial i final. Per poder escriure els diferents termes d’energia
potencial, considerem que el punt A esta enfonsat fins a z:

U,: laforgapes és P = mgk i I’energia potencial associada U, = — J (mgk) - (dzk) =

—mgz.
Uy: la forca que fa la molla és Fy, = —kzki I’energia potencial associada, U, =
— [ (=kzk) - (dzk) = k2"

Ug: ’empenyiment d’ Arquimedes (vegeu la seccid 4.3) és E= —pgSz ki I’energia

potencial associada, U = — [ (—pgSzk) - (dz k) = 1pgSz°.

Fixem-nos que sempre el desplacament que prenem és el de les particules del cos on
s’aplica la forga corresponent. En especial, observem que no ens ¢és necessari saber
quin és, a cada instant, el punt d’aplicacié de I’empenyiment d’ Arquimedes E, que
estudiarem al capitol segiient, on veurem que, quan A és a z, I’empenyiment E esta
aplicat a z/2 i, per tant el desplagament dels punts d’aplicacio de F és dz/2. Per9,
insistim, hem pres els desplacament possibles dz de les particules del cos, encara
que aquestes puguin ser diferents durant el procés.

L’energia mecanica del sistema és

E(z,2) = %mf —mgz + %kzz + %pgSZ2 = lmf —mgz + 1 (k + pgS) 2*

2 2
aplicant la seva conservaci6, tenim E(0,0) = E(z,0) = z = _2mg_ ]
p > I - ’ - k' _|_ pgS
| - !
Problema 3.10.2. Una particula lligada a una corda, de massa negligible i que

1
en tot moment es manté tensa, oscil-la en un pla vertical. Trobeu 1’equacié de

moviment utilitzant la conservaci6 de I’energia.
m

Figura de I'enunciat 3.10.2
Solucio
Observem que la tensi6 de la corda 1" és sempre normal al desplagament possible de
la particula. Es tracta d’una reacci6 ideal. A banda de les reaccions, tenim la for¢a
de la gravetat, que és conservativa. Podem expressar el lligam en forma paramétrica
com

x =/ sinf

y=1/{ cosf
L’energia del sistema és F = %mv2 —mglcosf on v = /T2 + 2 que, en termes
de 0, és v = £6. Aixi obtenim . 7
E= 5m["é‘2 — mglcos 6 g lmg

i, aplicant la conservaci6 de I’energia, Figura de la solucié 3.10.2

_dB

0 dt

:mfzéé—kmgésin@é

Tenint en compte que busquem solucions permeses pels lligams 6 # 0, n’obtenim
I’equacié de moviment
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é:—%sin@ =

Problema 3.10.3. El clau C fix de la figura esta a una distancia vertical d d’on m
¢és fixada la corda lligada a la boleta de massa m. Demostreu que, per tal que,

deixant-la anar, pugui donar una volta completa al cercle centrat en el clau, cal que
d>0,6L

Solucio Figura de I'enunciat 3.10.3

Es un sistema lligat conservatiu amb lligams ideals. Farem servir la conservacié de
I’energia necanica E;,, = Ej entre les posicions ini,ambv =0iy =0 = E,; =0,
ifiambyiv= E; = +mv® — mgy.

Al punt en vermell de la figura, tenim y = d — (L — d). Substituint a la conservacio
de I’energia i aillant la velocitat, trobem

v=1+/2g(2d — L) (3.73)

A la vegada, aquesta velocitat ha de ser suficient per tal que la corda no s’arrugui.
Aixi, al punt on menys velocitat té ha de passar que la tensié 7" de la corda la mantingui
tensa, ¢s a dir, 7" > 0. Escrivint I’equacié de moviment en la direccié de la tensio,

. o r 2
tenint en compte que I’acceleracié normal és a,, = L“_ rE
2

v
L—-d

mg+T1T=m

.. .. > .
Aillant v i imposant que 7' > 0, tenim Figura de la soluci6 3.10.3

v >/g(L—d) (3.74)

Combinant (3.73) 1 (3.74)

V29(2d —L) > /g(L —d) = 4d —2L>L —d = dsz

Problema 3.10.4. Els blocs de la figura es deixen anar partint del repos. No hi
ha fregament al terra horitzontal ni a les politges i a la corda , aquestes de massa
negligible. Determineu I’acceleracio dels blocs i la tensié de cada de corda.

Solucio

Es un sistema Iligat conservatiu. Atés que quan fem un desplagament possible dz, el ' , )
o ; Figura de I'enunciat 3.10.4
tros de corda dx que avanga, un cop passada la politja, s’ha de repartir entre els dos

segments de corda, tenim dy = Sdz i, dividint per dt, y = 3.

L’energia del sistema la podem escriure, utilitzant directament els valors numeérics de
les masses, com

1 1
E= 5700 ° + 5300 7° —300 x 9,81 y = 387,5 &° — 2943y
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3.0. Sistema amb lligams conservatiu. Conservacié de l'energia %

Derivant respecte del temps,

E =2 x 387,51 & — 2943y

Substituint el lligam ¢ = %x i imposant la conservaci6 de I’energia,
(775 & — 1471,5) = 0

Tenint en compte que busquem solucions compatibles amb els lligams, & # 0, obte-
nim
# =1,8087m/s*> §j = 0,94935m/s’

Aplicant ara la segona llei de Newton per a cada bloc,
T, =700% = T, =1329,1N
300 x 9,81 — T, =300 § = 1> = 2658,2N

Problema 3.10.5. El bloc B de 6 kg es deixa caure lliscant per la falca A de 15 kg,
recolzada al terra horitzontal sense friccio. Calculeu les acceleracions de A i B.

Solucio

No hi ha friccid, no hi ha forces externes en la direccié del terra horitzontal. La
conservacio de la quantitat de moviment horitzontal imposa

mAZi'A —|—m3x'B =0=

m.A:—id?B:—gitB (3.75)

A la figura, veiem que la velocitat de B relativa a A té una inclinacié de 30° (tinguem
en compte que el pla inclinat es mou!)

LL — =tan30° =

1713(,4) = (a'cB — iA,yB - yA) = 7(1‘3 — l’A)

. 7.

Y = ——=TB (376)
5v/3

Ara utilitzem la conservacio de I’energia. Per aixo escrivim 1’energia en termes de

Tp 1Yyg, derivem respecte del temps i igualem a zero

E = tmad + ma(d} +93) + magys = 6,164% + 58,86y,

- 4
E=0=1232dz85 + 47,5762 = &p = — 172’53726 = —3,86m/s”

Substituint a les relacions (3.75) i (3.76) derivades respecte del temps, en resulta

ip = —3,12m/s’ %, = 1,545m/s” n

Figura de la solucié 3.10.4

Figura de I'enunciat 3.10.5

Figura de la solucié 3.10.5
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Problema 3.10.6. Una massa m = 0,5kg llisca sense friccid en un pla vertical
al llarg d’un filferro (d = 0,8m ). La molla t¢ £ = 25cm de longitud natural i
k = 600N/m. Si la massa es deixa anar sense velocitat inicial quan b = 30 cm,

determineu:
a) la velocitat quan arriba a C'

b) la velocitat quan arriba a B.

Solucio
Es tracta d’un sistema conservatiu amb lligam ideal. Les forces conservatives son el

pes i la que exerceix la molla. L’energia, com a funcié de z, y i v, es pot escriure
1, 1 2
E(z,y,v) = 5 + mgy + §k (f — 2+ y2)

on x i y han d’estar sobre el filferro que és el lligam. Imposem la conservacié de
I’energia entre el punt inicial i els indicats a cada apartat. L’energia al punt inicial és

2
E = %mo2 +mg(=0,3) + %k (e VoA (_0’3)2> = 12T

(3.77)

a)

1 1
5™ v 4+ mg 0+ 5k (£ — 0,4)* = 17,2785 = wve = 6,48953m/s

b)

1 1
S Vs +mg 04+ k (0—04)" = 172785 = vy =585372m/s g

3.11 Solid rigid

Un solid rigid és un sistema de particules ¢ de posicions 7'; amb els lligams geome-

Qm)usjgi <ﬂ

trics
(r; —7;)* =ct

Reaccions ideals

< Les forces de cohesid d’un solid rigid formen un conjunt de reaccions ideals.

Demostracio. Analitzem dues qualssevol de les moltes particules del solid, 11 2, de
vectors posicio 7 1 72, respectivament (vegeu la figura 3.32). Les forces de cohesio
del solid (forces internes) son les reaccions dels lligams. Per a les dues particules,
F o1 F‘;l compliran la tercera llei de Newton:

ﬁ21 = —ﬁ12 5 ﬁ12 X (772 - Fl) (3.79)
Els desplagaments possibles (=virtuals) d7; i d7> compliran
0= d(TQ — 7”1)2 = 2(7:'2 - Fl) . (dF2 - d’l?l) =0 (380)
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Figura de I'enunciat 3.10.6

Y _(z,y)
[

x
Figura de la soluci6 3.10.6

distancia
I

constagt

Sistema de referencies
inercial

Fig. 3.32: En un solid rigid, les
forces internes son les forces de
reaccio dels lligams que
mantenen la distancia constant
entre les particules



La condici6 de reaccions ideals per a aquestes dues particules és For-dii+ Fra-dity =
0 i és aixo el qué hem de demostrar. Tenint en compte (3.79) i (3.80)

ﬁ21 'dF1 + ﬁ12 'dF2 = *ﬁ12 'dF1 + ﬁ12 'dF2 =
F12 . (d'f_"g — dFl) XX (FQ - 7?1) . (dFQ - dFl) =0

Podem estendre aquest resultat a totes les parelles de particules del solid i, per tant,
el conjunt forces de cohesié d’un solid rigid és ideal. |

Desplacaments possibles

Prenem en el solid un punt de referéncia C, de posicio 7 (vegeu la figura 3.33).
La posici6 de qualsevol altre punt del solid es pot escriure 7, = 7, + 7). Podem
aixi descompondre els desplagaments possibles dr; com

A7, = dF + d,c, (3.81)

Si substituim 7; = 7 + ¢, a la condici6 (3.78), el resultat no depen de 7. Aixi,
qualsevol dr es possible. Quan el desplacament possible té la forma

dr; = drs (3.82)
diem que es tracta d’una translacié.

Ens queda per veure quines restriccions imposa (3.78) sobre d7’; . La condicio és
a(F —7)" = 2(Ficey = Tiey) * (dFicy — dFc)) =0 (3.83)

La solucid d’aquestes equacions ens dona I’expressio dels desplacaments possibles
respecte del punt C, dr; -, que anomenem rotacions respecte de C'(vegeu la figura
3.34).

> L’expressio general d’un desplagcament possible de rotacio respecte del punt C'
és
dﬁ'(c) = dSB X Fi(c) (3.84)

on dg és un vector infinitesimal qualsevol (tres graus de llibertat).

El vector dg defineix la rotacio infinitesimal del conjunt del cos, no al voltant d’un
punt, la rotacié entesa com un canvi d’orientacio del cos a 1’espai. La direccid
de dg representa la direccio de I’eix instantani de rotacio; el sentit de dg, amb
la regla del cargol, representa el sentit de la rotacio, i el modul representa I’angle
(infinitesimal) d’aquesta rotacio.

Cal comentar que el simbol d, emprat a dg, no pot significar, en general, diferen-
ciacio. Diem que, en general, dg no és integrable; no podem trobar (no existeix!)

" Ao

T'c,r—,'

Fig. 3.33: Translacié sense
rotacio

dr; = d@ X Toy,

Fig. 3.34: Rotacié sense
translacio
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J per a una rotacio qualsevol. Si que ho podem fer si, per exemple, la direccid de
J es manté constant.

Demostracié. Volem demostrar que (3.84) és solucio de (3.83). Si prenem 7; = 7
= 70y = Fe(cy = 0de (3.83), n’obtenim
Tioy - Ay =0 (3.85)
si ara utilitzem (3.85) en fer els productes a (3.83) obtenim
Tioy * dFj(c) + Ty - dFiey = 0 (3.86)

(3.85) 1 (3.86) son les condicions que han de complir els desplagaments possibles
driccy. (3.85) ens diu d7i o) L7 (c) 1, per tant, podem expressar com dr; oy = dg; X
73(c). Substituint a (3.86), ens queda

Fioy - (d@; X Tjc)) + Ticoy - (dBi X Ticc)) =0

que, tenint en compte la propietat vectorial A - (Bx () = (ff X é) - C, podem
reescriure com

(Ticey X Tjoy) - (dF; — dgi) = 0
i com que aix0 ha de passar per a tota parella de particules ¢, j del cos = dg; =
dg; = dg |

Un desplacament (infinitesimal) possible general sera la composicié d’una trans-
lacio i una rotacio, és a dir,

dF, = dFe + dF X Fye (3.87)

3.12 Topics de cinematica del solid

Si la relaci6 (3.87) es divideix, membre a membre, per dt, s’obté I’expressio de

la velocitat instantania de qualsevol particula del solid, v; = Cgi , en funcid de la
velocitat, v, = % , del punt de referéncia C'i de la velocitat angular &, J = Z—f
(vegeu la figura 3.35):

U; = Vo + & X Tye (3.88)

La velocitat angular es pot entendre com la velocitat instantania de rotaci6 del cos
segons 1’eix instantani de direccid & i sentit el d’un cargol dextrogir que avan-
¢a segons el sentit de . Fixem-nos que els diferents punts del solid poden tenir
diferents velocitats U, , pero el solid té una velocitat angular ¢J.

L’aplicaci6 de la relacio (3.88) a dues particules qualssevol 7 i j del solid es pot
escriure de la forma

U; = Vo + & X Tiye
;= VUo + W X T

)

Tg_C
=7
&

2 y'
< 5 7(?'.@\&?\

Fig. 3.35: Velocitat instantania de
la particula i d'un solid rigid en
rotacio



Si restem membre a membre aquestes dues expressions, en resulta

— —

U, — U, =& x (T; — 7)) (3.89)

a4

—

perque 7oy — ey =T — T
D’acord amb les propietats del producte vectorial, és evident que
(U = 0;) - (7 =75) =0 (3.90)
0

(U, — ;) - & = 3.91)

d’on es dedueix que el vector velocitat relativa entre dues particules és, en tot mo-
ment, perpendicular als vectors posicid relativa i velocitat angular (vegeu la figura
3.36).

El punti on ¥; = 0 s’anomena centre instantani de rotacio (C'I R). Vegeu la figura

3.37. Segons (3.90) T p(;) compleix
U;  Torrgy = 0 (3.92)

En general, el CIR no es pot identificar amb cap punt solidari amb el solid.

Problema 3.12.1. L’escala AB de 3m de longitud , llisca per la paret i el terra.
Quan I’angle 6 val 30°, ’extrem inferior de 1’escala es mou cap a la dreta amb una
velocitat de 2,0m/s. Determineu la velocitat de I’extrem superior i la velocitat
angular en aquest instant.

Solucio
Si s’aplica I’equaci6 (3.89) als punts A i B de ’escala, en resulta

’L_)‘Af’l_)‘B :CUX(FA*FB) (1)

Prenent el sistema d’eixos que es mostra a la figura i tenint en compte que ¥4 — 7'z =
(—Lsin6, Lcos6,0), que ¥a = (0; —v4;0), U = (vp;0;0) id = (0;0;w), (1)

resulta
7 J k
(0, —va4,0) — (v5,0;0) = 0 0 w
—Lsinf Lcosf 0

Resolent el determinant, queda

—vpt —vaj = —Lwcosfi— Lwsinb j

i, igualant les corresponents components, s’arriba que

v = wl cosO
va = wlsinf

Substituint les dades proporcionades a ’enunciat, L = 3 m, vy =2 m/si6 = 30°,
s’obté finalment
va = 1,155m/s , w = 0,77rad/s n

J

Fig. 3.36: Posicio i velocitat
relatives de dues particules d'un
solid en rotacié

CIR

TcrrG)

Fig. 3.37: Centre instantani de
rotacio (C'I R)

Figura de I'enunciat 3.12.1

Figura de la soluci6 3.12.1
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Problema 3.12.2. A I’instant representat a la figura, la corredissa A s’esta movent
cap a la dreta a una velocitat v, = 3m/s. Trobeu la velocitat angular w del brag Bx
AB ila velocitat v, de la corredissa B. p

Solucio

Igual que al problema 3.12.1, 1’aplicacié de 1’equacio (3.89) als punts A i B de la Figura de l'enunciat 3.12.2
barra que uneix ambdues corredisses amb la barra permet escriure

UAfi)B:(Z)‘X(’I_"AfFB)

Prenent el sistema d’eixos que es mostra a la figura de la soluci6 i tenint en compte
que

74 — 7 = —Lcos10°%2 — Lsin10° )
ique ¥4 = val, Up = vp cos40°i+vp sin40°i i = wk, aquesta darrera expressio
es pot escriure de la forma

i J k
(v4;0;0) — (vp cos40°; v sin40°; 0) = 0 0 w
—Lcos10° —Lsin10° 0

Resolent el determinant, queda ] )
Figura de la soluci6 3.12.2
val — vp c0s40°7 — vp sin40°) = —Lwsin 10°%7 — Lw cos 10°7

i, igualant les corresponents components, s’arriba que

va — vp cos40° = wlL sin10°
vp sin40° = wL cos 10°

La resoluci6 d’aquest sistema, a partir de les dades proporcionades per 1’enunciat del
roblema, permet obtenir vz 1 w:
p p @\

vg =3,41m/s, w=1,113rad/s [ ]

Rodolament

Considerem un solid rigid que es mou sense perdre el contacte amb un terra pla reaccions
(figura 3.38). El punt B del solid en contacte amb el terra va canviant amb el
temps i la velocitat 'relatlva al terr'al d’aquest pl'mt, Up — Uem» POt ser diferent de Fig. 3.38: Sold rigid en moviment
zero o no. En el primer cas, es diu que el solid roda i llisca, mentre que en el  sobre una superficie plana fixa

segon, que roda sense lliscar (o que rodola).

Aplicant I’equaci6 (3.88) als punts A i B del solid (vegeu la figura 3.38), en resulta
Uy =Up + & X (Fy — Ts)
Si el solid roda sense lliscar, U5 = ¥, i I’expressio anterior es pot escriure com

ﬁA = 17m+a7 X ('FA _'FB)



Si U, = 0, U, és perpendicular a la recta que uneix el punt A amb el punt B de
contacte instantani del solid amb el terra. Si tenim en compte que &J i 74 — 75 sOn
vectors perpendiculars, queda

vy = wAB (3.93)

d’on resulta que v, és directament proporcional la distancia AB. D’aquesta ma-
nera, s’obté una distribucio de vectors velocitat instantania en el solid, tal com es
mostra a figura 3.39. El punt B és, en aquest cas, el centre instantani de rotacio
(CIR), definit a (3.92). En molts casos, el solid tindra una seccio circular de radi
R. Sil’equaci6 (3.93) s’aplica ara als punts C, centre, i B del solid, BC = R,
s’obté

Ve = wR

Nota 1: Quan el solid roda sense lliscar, el fet que el punt en contacte amb el terra
(punt B a les figures 3.38 1 3.39) tingui instantaniament velocitat relativa nul-la fa
que les reaccions del terra sobre el cos, aplicades al punt de contacte (normal N
i de friccio F} a la figura 3.38) siguin ideals. Aix0 és especialment important pel
que fa a la friccio, perqué la normal ja ho és, d’ideal, en cas que hi hagi lliscament.

Nota 2: Si el solid roda sense lliscar, F; < p.N, mentre que, si roda i llisca,
F; = p.N,on p, i, son, respectivament, els coeficients de fregament estatic i
dinamic entre el cos i el terra.

3.13 Equacions de moviment del solid rigid

L’equacio general de la dinamica per al solid rigid sotmés a forces externes F la
trobem prenent com a desplagaments virtuals 07, = dic + dg X T cy:

N N
S (F-ma) dic+ 3 (F-mi) (@3 x7ie) =0 (394)
i=1

i=1

Recordem que podem fer que dr. i dg tinguin qualsevol valor infinitesimal, in-

clos el zero, i que son independents entre si. Aixi, si a (3.94) fem dg = 01 dr
N —

té un valor arbitrari, obtenim » (F — mﬁi) = 0, equacié que ja hem tractat
i=1

anteriorment pero que ara permet enunciar:

» L’equacio de moviment del solid associada a les translacions es pot escriure

F=maoy = — (3.95)

Fig. 3.39: Distribuci6 de velocitats
en el pla del moviment d'un solid
que roda sense lliscar sobre un
terra
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Per trobar I’equacié de moviment associada a les rotacions, cal treballar una mica
més.

< L’equacio de moviment del solid rigid associada a les rotacions es pot escriure

= Mo, (3.96)

on C és el CM o bé, en cas d’existir, un punt fix solidari amb el cos. Loy i M ¢,
son, respectivament, el moment angular del solid i el moment de les forces externes
respecte del punt C i referits al sistema de referéncia inercial.

Demostracio. Fem dirc = 0 al’equacio general de la dinamica (3.94), n’obtenim
N
S ((F—mid) - (dF x iey) ) =0 (3.97)
i=1

Tenint en compte la relaci6 A. (E X é) = — (ff X 5) .Bamb A = FL — mi#’i,
B=dgiC = T3(c), obtenim

- Z ((ﬁ - mf’) X ﬁ(c)) ~dg=0 (3.98)

que, com que dg és arbitrari, ens diu
N

> ((ﬁ - mﬂ%) X Fw)) =0 (3.99)

i

N
Elterme ) m,;7; X 7o) €s pot reescriure com

i=1

N d N N
E m;T; X ’Fi(o) = o E m;T; X Fi(c) - E m;T; X ﬁ(c)
i=1 i=1 i=1

iamb 7; = 7o + Tic)y = 7 = To + Ti(c) tenim, sempre que escollim com a punt
C el CM o bé, en cas d’existir, un punt fix del cos (7o = 0)

N
m;7; X Fi(c) = 7o X g miﬁmc) =0
i=1

v

I
-

i

L’equacio (3.99) queda finalment

M=

iy X maf, = ey % F, (3.100)
<) <)

1 i

L}
dt <

que no és més que 1’expressio (3.96) explicitada. |



Les equacions de moviment (3.95) 1 (3.96) ja les haviem trobat anteriorment, a les
seccions 3.3 i 3.4, encara que amb un sentit lleugerament diferent. Alla sorgien
com a combinacions lineals d’equacions per a cada particula, amb la qual cosa el
seu compliment esdevenia necessari per a un sistema qualsevol de N particules.
A més, el punt respecte del qual calculavem els moments havia de ser un punt fix
(encara que el sistema fos en moviment).2 Ara son el resultat d’aplicar I’equacio
general de la dinamica al solid rigid i, per tant, per a un solid rigid s6n necessaries
i suficients. Es a dir, conegudes la posicio i la velocitat en un instant i les forces que
actuen sobre el solid, permeten predir el seu futur (i passat). Podem aixi concloure
respecte a les equacions de moviment en la forma (3.95) i (3.96): si C' és fix no
solidari amb el solid, son necessaries; si C' és el C'M o un punt fix solidari amb el
cos, sOn necessaries 1 suficients.

Un altre aspecte destacable és que, si el moment respecte del C'M de les forces
que actuen sobre el solid és nul, el moviment del solid rigid es pot descriure només
amb (3.95) i podem interpretar que es comporta com una particula de la mateixa
massa concentrada al punt C'M.

Sistemes de forces equivalents

Les equacions de moviment del solid permeten definir els conjunts de forces que
causaran els mateixos efectes sobre un solid rigid. Observant només el moviment
del solid no podriem saber si el causant és un conjunt de forces o I’altre.

<» Sistemes de forces equivalents. Si dos conjunts de forces aplicades sobre el
mateix solid rigid tenen igual resultant i igual moment resultant (respecte del mateix
punt), causaran els mateixos efectes fisics sobre el solid. Diem que son dos sistemes
de forces equivalents.

Problema 3.13.1. Un cotxe de massa m i amplada entre rodes 2a viatja a una
velocitat de modul v constant sobre una pista horitzontal, de manera que el seu
CM, auna altura h de la pista, descriu una circumferéncia de radi R > a. Trobeu
quina ¢és la velocitat maxima a qué pot viatjar sense bolcar.

Solucio

Tindrem en compte que el cotxe és forga més petit que el radi de curvatura R, de
manera que les forces de friccio en el contacte rodes-carretera que en principi apunten
radialment son practicament paral-leles.

En qualsevol cas, el moviment de translacio C M queda determinat per:

'U2

FH:md’:>N:mg;Ff:maN:mE

El moviment és a velocitat uniforme. Mentre el cotxe no bolqui, el moment angular
sera constant. Es a dir, el cotxe si que efectua una rotacid pero aquesta és uniforme.

2 Alla ja vam avangar que es podia

utilitzar també el C M

N
C1 —
h Un
-*—’
F;
a a
ymg

Figura de la soluci6 3.13.1
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Aixi, si I_:(c M) €s constant,
dLcn)
dt
En tenim prou a calcular el moment de les forces respecte del C' M i igualar a zero,
M(CM) = 0. Observant la figura,

=0

Mcay =0 = (Na — Fyh;0;0) = Na — Fyh =0
i, combinant amb les equacions de la translacio, n’obtenim: v = y/gRa/h |
Problema 3.13.2. Quines condicions cal que compleixi una politja sense friccid

a I’eix per tal que la tensid de la corda, de massa negligible, sigui igual a les dues
bandes?

Solucio

F
Figura de I'enunciat 3.13.2

Els moments els calculem respecte del C'M, situat al centre de la politja:

Licny = E Ticony X MU
3
Descomponem la velocitat en velocitat de translacié i de rotacio: U; = Uoa + Uionm)

El terme de translaci6 esdevé nul: < Z miﬁ(CM)> XVom =0

=0

Aixi, tenim
o R . dLiou . R
Licamy = Zri(CJW) X M;Vi(cm)y = # = ZT’i(CM) X M;iQi(cm)

i

Pel que fa als moments de les forces respecte del C'M

My = (T'R—TR) k
Tensions iguals < Mo = 0 < 32 7ioar X Madsconn =0
Aquesta anul-laci6 pot donar-se per: |

1) Politja de massa negligible (m; — 0). Pot rotar i desplagar-se arbitrariament.

2) Politja en rotacio uniforme (7;cn) X @iccary = 0). Pot tenir dimensions i massa
arbitraria i pot desplagar-se arbitrariament.

Si la politja té un radi negligible, cal anar amb compte: la rotacio es pot fer molt gran,
de manera que el producte no té per que ser nul! |

3.14 Parell de forces

S’anomena parell de forces un sistema de forces aplicat sobre un solid rigid equi-
valent a dues forces iguals, de sentits contraris i amb rectes d’acci6 paral-leles; per
tant, de forca resultant nul-la i de moment resultant no nul (vegeu la figura 3.40).

< El moment d’un parell de forces és independent del punt respecte del qual
es calculi.
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Demostracio. Ho podem veure calculant el moment del parell: tenint en compte la
figura 3.40,

M= xXF—-7F_xF=(F -7 )XxF=7xF m

< El modul del moment d’un parell, el podem expressar com

M =Fd 3.101)

on d ¢és la distancia entre les rectes d’accio de les forces del parell. Aquesta distan-
cia s’anomena brac del parell de forces. Per tant, el moment d’un parell depén de
la distancia entre les forces (brag) i del valor de les forces.

Es molt habitual congixer els parells M, aplicats sobre un solid i no les forces que
els constitueixen. Aix0 no ens impedeix determinar el moviment del solid fent
servir les equacions (3.95) 1 (3.96). Els parells J\Z/ formen part dels termes additius
en la determinacié del moment total M, (¢y- Un parell normal al pla del paper es pot
representar amb els simbols v 0 ~, que ens indiquen el sentit del parell.

< Translaci6 pura. A la figura 3.41, s’aplica només una for¢a al C'M d’un solid.
Segons les equacions de moviment (3.95) i (3.96) amb C' = M, I’efecte que té
sobre el solid, si inicialment esta en repods, és una translacio del C'M sense cap
rotaci6, moviment que anomenem translacio pura.

< Rotacié pura. A la figura 3.42, s’aplica només un parell M al mateix solid.
Tenint en compte de nou les equacions de moviment, 1I’efecte que té sobre el solid,
si inicialment esta en repds, és una rotacio6 al voltant del C'M sense que aquest es
mogui, moviment que anomenem rofacio pura.

Treball, poténcia i energia d'un parell

El treball que fa un parell M aplicat a un solid rigid és el treball que fan les forces
constituents del parell. Si expressem el parell amb dues forces, ﬁ+ —FiF =
—F, aplicades als punts del solid 7, i 7_, tenim M = (7, — 7_) x F. El treball
sera

W:/(}i-dﬂ—kﬁ, ~drt) :/ﬁ-(da—dm
on hem omes ’especificacio dels limits d’integracio.
Les forces del parell estan aplicades a punts del cos i aquests punts poden anar
canviant. Ara bé, com ja hem vist al problema 3.10.1, els desplagaments di”, son

desplagaments de les particules del cos, en aquest cas del solid rigid. Si tenim
en compte (3.87), podem escriure dif, —di- =d@ x (7, —7_)i F - (dF, —dF_) =

T

Yo

Fig. 3.40: Parell de forces

~CM

Fig. 3.41: Una forga F aplicada al
C'M és la causa d'una translacié
pura: si el solid esta inicialment
en repos, l'efecte de la forga Feés
moure el C' M sense rotaci6 del
solid

Fig. 3.42: Un parell M ésla
causa d'una rotaci6 pura: si el
solid esta inicialment en repos,
I'efecte del parell M és fer-lo
girar al voltant del CM. EI C M
es manté en repds
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3. Dinamica de NN particules

Fo(d@ x (F,—7.))= <(FJr —7_) X ﬁ) -dg. N’obtenim I’expressio per al treball
i la poténcia fets per un parell aplicat a un solid rigid:

W:/MM;Pzﬁw (3.102)

essent i = ”(li—f la velocitat angular del solid.
Si el parell té direccié constant 4, M = M4, i el solid es mou segons el mateix
eix, dg = dp 1, I’expressio del treball W i la poténcia P resulten
P
W:/Mdgo;P:Mw (3.103)
Pini
Si el parell M només depén de o, podrem escriure 1’energia potencial associada al
parell de la forma

U= —/M(go) de (3.104)
< Si el parell és constant, tenim

U=-Mgy (3.105)

< Siel parell té la forma M = —k, com és el cas de lamolladelafigura3.43, onx
seria la constant de recuperacio de la molla (unitats N mrad~"), I’energia potencial

corresponent resulta

1
U= 5/4:@2 (3.106)

Fig. 3.43: La molla de constant «
proporciona un parell

M = —kp al solid quan es
deforma un angle ¢









L, Estatica dels solids rigids

Introduccio

En aquest capitol, tractarem de I’estatica del solid rigid. Veurem quines condicions
s’han de donar perque el solid estigui en repos. Emprant I’equivaléncia dels siste-
mes de forces, aprendrem a representar adequadament els sistemes de forces més
comuns que actuen sobre els solids (vegeu la figura 4.1) trobarem, per anul-lacié
del moment resultant, en quins punts cal aplicar les resultants.

Aplicarem les equacions de moviment capgirant el que usualment prenem com a
dades i incognites. Les dades seran, a banda d’algunes forces, el moviment del
solid que volem que romangui en repos. També veurem qué diu I’equacio general
de la dinamica en aquest cas: equaci6 general de I’estatica o principi dels treballs
virtuals.

Si els lligams son ideals i les forces conservatives, veurem que el principi dels
treballs virtuals ens porta a reduir el problema de 1’equilibri i 1’estabilitat d’aquest
equilibri, a ’estudi de la geometrica de la funcié energia potencial.

4.1 Estatica del solid: condicions d'equilibri

Diem que un solid rigid esta en equilibri quan les acceleracions de translacio i
rotaci6 son nul-les. Aixi, un solid en repos esta en equilibri, pero també un solid
que es mou amb velocitat uniforme i/o que té una rotacié uniforme. El que és
important és que, si les condicions inicials del solid son de repos i aquest esta
en equilibri, romandra en repds. Aixi com als capitols precedents hem plantejat
el problema dinamic mirant d’esbrinar quins efectes o0 moviment causaven forces
conegudes i, per tant, el moviment era la nostra incognita, ara el que volem saber
¢és quines forces causen un efecte conegut: 1’acceleracio nul-la. Les forces son ara
la nostra incognita. No totes, és clar. En general, es tractara de trobar les forces no
conegudes que, amb les forces conegudes i els condicionants geométrics o lligams,

7?1<o)

Fig.4.1: Solid sotmés a forces
aplicades a diferents punts

7:’2(0) 4 /
O@/
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fan que el solid estigui en equilibri.

Partirem de les equacions de moviment d’un solid rigid (3.95,3.96), que ja hem vist
al capitol 3. Si el solid es troba en equilibri, n’obtenim:

N
ﬁzzﬁi:(); M(o):Zﬁ(o)Xﬁi:O 4.1
i=1

i=1
Podem enunciar:

< Condicio d’equilibri del solid rigid. La condicio necessaria i suficient perque
un solid rigid estigui en equilibri és que la resultant i el moment resultant de les
forces que actuen sobre el solid siguin nuls.

Propietats i relacions
A continuaci6, veurem una série de propietats i relacions que ens seran d’utilitat.

< a) El punt O respecte del qual calculem els moments a les equacions d’equi-
libri (4.1) pot ser qualsevol punt fix de I’espai.

Aix0 és una conseqiiéncia de les equacions de moviment del solid, deduides a la
seccio 3.11. Alla comentavem que el punt C' podia ser, si existia, un punt fix del
solid o, en general, el centre de masses. En el cas de 1’estatica, el solid esta en
repos 1, per tant, C' pot ser qualsevol punt solidari amb el solid.

= b) Les forces sobre un solid rigid sén vectors lliscants.

Aquesta propietat es compleix tant si el solid esta en equilibri com si no, encara
que en aquest ultim cas cal precisar que es compleix per a cada instant. Podem fer
lliscar 1a forga per la seva recta d’accio traslladant el punt d’aplicacié a un altre
punt qualsevol d’aquesta recta, ja que el moment respecte a un punt fix O sera el
mateix (vegeu la figura 4.2).

Demostracio 1 Podem fer la demostracié partint de la definicié6 de moment d’una
forca

Froy X I = (FL0y+T2(0) = T2(0)) X I = Ta(0) X F+(T1(0) —T2(0)) X I = 70y X F
||

Demostracio 2 Segons hem vist al capitol 2, podem calcular el moment utilitzant la
regla del cargol i (2.11). En el nostre cas, seria
M (0) = F ﬁ

Com que la forga Fels punts d’aplicaci6 sobre la seva recta d’accid i el punt O estan
en un mateix pla, la direccio i de sentit del moment seran els mateixos i el modul

>\

= NS 7_';(0)
OCL_' Rk
T1(0y ()

Fig.4.2: Les forces sobre un solid
rigid sén vectors lliscants



només dependra de ﬁ, és a dir, de la distancia entre el punt O i la recta d’acci6 de
F', que és independent del punt d’aplicacio de F' sobre aquesta recta (vegeu la figura Hl A, F
4.2). | !

. e oper. e . Fig. 4.3: Les condicions d'equilibri
= ¢) Si sobre un solid en equilibri actuen només dues forces, aquestes han de 55 aquesta configuracio per

ser necessariament d’igual modul, de sentits contraris i tenir la mateixa recta alesforces Fy i F

F;z
A, A/

d’accié (vegeu la figura 4.3).

Demostracio. Volem que el solid de la figura 4.4 estigi en equilibri. La resultant

ha de ser nul‘la, F‘; = —ﬁl. El sistema de la figura 4.4 és doncs un parell. El mo- F;l

ment resultant també s’haura d’anul-lar. Segons 1’expressié del moment d’un parell

(3.101), la distancia entre les rectes d’accid de les forces, d, haura de ser zero. Esa Fig.4.4: Fy i F forces no
dir, les forces del parell tenen la recta d’accio coincident: el sistema de forces de la conegudes

figura 4.4 ha de ser com el de la figura 4.3. |

Problema 4.1.1. Calculeu la reacci6 al punt C (for¢a i moment) necessaria per tal _C—

que I’esfera, de pes negligible, es mantingui en equilibri. Figura de l'enunciat 4.1.1

Solucio Y RN
€T

Anomenem C la forga de reaccio del punt C' sobre I’esfera i M el parell de reaccio. > C,

Q

Les equacions d’equilibri de forces respecte dels eixos de la figura son

Fsinp+C, =0 @
—Fcosp+C, =0 Figura de la soluci6 4.1.1

i ’equaci6 d’equilibri per al moments, prenent moments respecte del punt C' (recor-
dem que podem fer-ho respecte de qualsevol punt)

Mc — Fsing 2R =0

Trobem aixi

C = —Fsingi+ Fcospj Mc = 2RFsingk n
I 50N 4
Problema 4.1.2. A la figura, es mostren les forces aplicades a un solid rigid, de Log
pes negligible, que resulta estar en equilibri. Queé val d?
90N
Solucio

Figura de l'enunciat 4.1.2
No ens cal calcular la forca F'. Expressem la condicié d’equilibri dels moments pre-

nent moments respecte del punt d’aplicacio6 de la for¢a F'

90 (d —6) —50d =0

i aillem d
d=13,5m
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4.2 Pes i centre de gravetat

El pes d’un cos és la forga que el camp gravitatori de la Terra exerceix sobre cadas-
cuna de les seves particules (vegeu la figura 4.5). Es considera la gravetat terrestre
g constant com a conseqiiéncia de les dimensions relativament petites del cos que es
vol tractar respecte de la Terra. Sino diem el contrari, prendrem el valor estandard
g=9,81m/s%.

=» El moment de les forces pes sobre un cos respecte al C M és nul.

Demostracio. Laposicio del C M respecte d’ell mateix és, Obviament, zero, ¥ ar(cary =

0. Per tant, = [ #candm = 0. Aixi, tenim

M(C}W) :/F(CM) Xdﬁ:/f'(CM) xgdm = (/F(C]W)dm> xg=0

on hem utilitzat que § és constant en treure-la de la integral. |

Aquesta important propietat del C M fa que en aquest context se ’anomeni centre
de gravetat, CG, del cos.

A efectes mecanics, i segons el que sabem dels sistemes de forces equivalents,
explicat al final de la seccid 3.11, podrem substituir les forces de cadascuna de les
parts del cos per la forca pes resultant aplicada al CM o C'G (vegeu la figura 4.6).
Aquesta forca pes tindra la mateixa resultant i el mateix moment resultant (nul)
respecte al C M que el sistema de forces pes, dP = gdm, de cada diferencial de
massa, dm, del cos. Recordem que aquesta substitucio la podem fer perqué el cos
¢és un solid rigid.

4.3 Forces sobre solids degudes a fluids gravitants. Prin-
cipi d'Arquimedes

En aquest apartat, estudiarem les forces que els fluids fan sobre els solids i els seus
punts d’aplicacio.

Considerem un cub solid submergit en un fluid (vegeu la figura 4.7). Com en tot
contacte, hi haura forces normals i tangents. En una situacio general, estatica o
no, si el fluid és no viscos les diferents capes del fluid llisquen; es pot dir que no
hi ha fregament ni entre les capes del fluid ni entre el fluid i el solid. Observant
la figura 4.8, encara que la superficie del solid no sigui llisa, la no viscositat del
fluid fa que no hi hagi forca de friccid entre el solid i el fluid. Per tant, les forces
tangents en el contacte son nul-les i només es tenen en compte les forces normals,
que actuen de forma distribuida per la superficie del contacte (vegeu la figura 4.8).
Si la situacio que tractem ¢és estatica, malgrat ser el fluid viscos, les forces de friccio
viscosa (proporcionals a la velocitat) seran nul-les i la forga sobre la superficie sera
normal.

ldm .C M
dP = gdm

Fig. 4.5: El camp gravitatori actua
sobre cadascuna de les particules
d'un cos

Fig.4.6: Un sistema de forces
equivalents molt senzill és el del
pes aplicatal CG = CM

—
Q)

Fig. 4.7: Solid submergit en un
fluid

|

Fig. 4.8: Encara que la superficie
del solid sigui aspra, si el fluid és
no viscos no provocara forces
tangents



Concepte de pressio

Definim la pressié p deguda a un fluid com la for¢a normal per unitat de superficie
que actua sobre la superficie d’un solid submergit en el fluid (vegeu la figura 4.9)

_dF

=0 4.2)

p

Si considerem cubs cada vegada més petits, veiem que el concepte de pressio és
independent de I’existéncia d’una superficie material. Dependra de les caracteris-
tiques del fluid i del punt on la vulguem avaluar (vegeu la figura 4.10).

A la figura 4.10, podem dir que la pressio on hi ha el cub és p, també en el cas que
no hi sigui el cub.

Unitats de pressio

En el sistema internacional, la pressio es mesura en pascal (Pa)
9 1Pa=1N/m’
També son molt utilitzades altres unitats com:

< mil-libar (mbar): 1 mbar = 1hPa
<» atmosfera (atm): 1 atm = 1,013 x 10° Pa

=» mil-limetres de mercuri (mmHg): 750 mmHg = 1 atm

Pressié d'un fluid en un camp gravitatori uniforme

Considerem un volum diferencial de fluid en forma de cilindre vertical de base S
i altura dz (vegeu la figura 4.11). z és la profunditat, una coordenada que té la
direccid i el sentit de g amb origen al nivell del fluid. La for¢a que fa aquesta porcio
de fluid sobre la base del cilindre és igual al pes del liquid que hi ha dins el cilindre.

dF =dmg = pSdz g

Per tant,

dp = pg dz 4.3)

Si el fluid és liquid, podrem considerar-lo incompressible, ¢s a dir, la seva densi-
tat p sera constant en tot punt del liquid. Integrant ’equacio anterior, obtenim la
diferéncia de pressions entre dos punts que estan a diferent altura o profunditat

Ap = pg Az (4.4)

Fig. 4.9: Distribucié de forces
normals sobre el solid provocades
pel fluid gravitant

N
X

Fig.4.10: Podem parlar de
pressio encara que no hi hagi cap
solid submergit

+ dF

Fig. 4.11: Volum diferencial de
fluid en forma de cilindre vertical
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En un fluid homogeni (p = ct), tancat o no, punts d’igual altura, respecte qualsevol
referéncia, tenen la mateixa pressio. Les pressions a igual altura poden ser diferents
quan en el recipient hi ha més d’un fluid en contacte o, en general, quan el fluid no
és homogeni.

h

baigua

Donat que la densitat d’un gas és molt més petita que la d’un liquid, la diferencia 2cm
de pressi6 entre dos punts a diferent altura, en els gasos sera molt menor que en els
liquids. Aixi, per exemple, si tenim un recipient on coexisteixen liquids i gasos,

les diferéncies de pressio en el cas dels gasos sera negligible. , ]
Figura de I'enunciat 4.3.1

Problema 4.3.1. Omplim una branca d’un tub en forma de U, obert pels dos ex-

trems, amb aigua i mercuri. Si la diferéncia entre els nivells de mercuri és de ’ ‘ B’
hy, = 2cm, calculeu ’altura de la columna d’aigua Ay,

| B
Dades: p,, = 13 x 10°kgm—, p,,, = 10° kgm ™ @ Al

Solucié Figura de la soluci6 4.3.1

Com que les diferéncies de pressio a 1’aire son negligibles respecte de les dels liquids,
els dos nivells B i B’ en contacte amb I’aire tenen la mateixa pressio. Els dos punts
A1 A’ connectats amb el mercuri tenen la mateixa pressio. Aixi, la pressié provocada
I’altura hy, de mercuri sera igual a la provocada per ’altura h.;,.. de 1’aigua:

pHgthg = paiguaghaigua

aillant higu

haigua = pthHg = 26 cm [ ]

Paigua

Principi d'Arquimedes Fig. 4.12: Arquimedes de

.. . . . . . Siracusa (287 aC-212 aC)
< Principi d’Arquimedes. Tot cos submergit en un fluid gravitant experimenta

una for¢a d’empenyiment vertical cap amunt, F, igual al pes del liquid que des-

placa E IE
E = Pui 45 " « & "
e (43) Y 1M’ 17 3C0Mais
L’empenyiment E esta aplicat a un punt, el centre d’empenyiment C'E, situat al | | - ) b
centre de masses del fluid desplacat, C My,,. o P' ol %
fluid

P

CE = CM, (4.6)
Fig.4.13: Ala dreta, la distribucid
de forces que el fluid provoca
sobre un solid submergit en un
fluid. A l'esquerra, la mateixa

.. . . o distribuci6 actuaria sobre una
original, que tanca una part de fluid V' igual a la desplagada pel cos original. Com superficie que tingués la mateixa

que aquesta part de fluid V" esta en equilibri, el pes del fluid tancat, Py,q, sera igual forma que el solid de la dreta
a la resultant de les forces distribuides degudes a la pressio, és a dir, a empenyiment

Demostracio. Alafigura4.13 es pot veure, a la dreta, un cos mig submergit un volum
V en un fluid, i, a la seva esquerra, una superficie, amb la mateixa forma que el cos

FE: E = P Si, amés, el fluid és incompressible, tindrem E = pgV'.



4,.3. Forces sobre solids degudes a fluids gravitants. Principi d'Arquimedes %

El punt d’aplicaci6é de E sera el centre de masses del fluid tancat a la superficie
(C' Mpgia). Ja que E aplicat a C'E és conseqiiéncia exclusivament de les forces que
el fluid exerceix sobre la superficie, sera el mateix que rebra el cos original, de la
mateixa forma que la superficie i igualment submergit, encara que el seu pes sigui
diferent. |

Problema 4.3.2. En un recipient, que conté aigua de densitat p, = 1 g/cm’ iolide
densitat p,;, = 0,8 g/cm’, hi ha un cilindre, de H = 15cm d’alturaip = 0,9 g/cm’
de densitat, que es troba surant en equilibri amb el seu eix en posicié vertical. Si
veiem que el cilindre sobresurt una altura z = 0,8 cm per sobre del nivell superior
de I’oli, calculeu I’altura « i y del cilindre submergit, respectivament, en I’aigua i
en I’oli.

Figura de I'enunciat 4.3.2
Solucio

L’equacio d’equilibri de forces verticals és E + E, — P = 0, on E; = paig Sy
és ’empenyiment degut a I’oli, E, = p.g Sz és ’empenyiment degut a 1’aigua i
P = pg SH és el pes del cilindre. S’ha de complir també H = x+y+z. Substituint,
obtenim el sistema:
Poiy + paxr — pH =0
{ H=x+y+z

que, tenint en compte les dades de 1’enunciat, podem resoldre per x 1 y. Trobem:

z=10,7cm 1 y=3,5cm |

Forces sobre superficies planes

Volem calcular la resultant i el punt d’aplicacio6 de les forces d’un fluid incompres- Fig. 4.14: Element de superficie

sible sobre una superficie plana amb un angle d’inclinacié qualsevol. ds horitzontal d'amplada a(z)
d'una supeficie plana submergida
Observant les figures 4.14 1 4.15, 1a forga d F' que el liquid fa sobre la superficie ds  en un fluid

és dF = pdS, amb p = pgz. Sitenim en compte que p i g s6n constants, podem

. profunditat
escriure
- Zcs 4
S
F=pg / zds 4.7) ! , dl\T\
La profunditat z (vegeu la figura 4.15) del centre de simetria C'S, 2 de la super-
ficie és Fig. 4.15: Forga, dF", feta pel fluid
1 sobre I'element de superficie ds i
Zes =3 / zds (4.8)  profunditat del C'S, zcs

Aixi, obtenim, substituint la integral de (4.7) fent servir (4.8)

F = pgzcsS 4.9)
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Per tant, podrem calcular la forca resultant sobre una superficie plana multiplicant
la pressio a la profunditat z. 5 per I’area de la superficie plana.

Si I’amplada de la superficie, a, és constant, S = alL, és senzill de calcular la
profunditat z. s del seu centre de simetria (vegeu la figura 4.16)

1 1
Zos = 2, + 5(22 —z) = 5(22 +2z)
Substituint a (4.9), obtenim

1
F=pg =(2,+ z,) aL

> (4.10)

El punt d’aplicaciod de la resultant, x» (vegeu la figura 4.17), el trobarem imposant
(si és possible) que el moment total respecte d’aquest punt sigui nul. Observant la
figura 4.17, la condicid de la nul-litat del moment respecte de x » la podem expres-
sar com

/(a:—xp)dFZO

1
xF:F/xdF

Si tenim en compte que estem estudiant el cas a = ct, ds = adz i dF = pgzdzx.

(4.11)

d’on, aillant z »
(4.12)

(4.12) pot ser escrita, tenint en compte també (4.10),

2 / J
711(22_'_21) T zdr

A la integral anterior, s hi barregen dues variables, x i z, que no sén independents.

(4.13)

Tp =

La relaci6 entre aquestes variables sera lineal, z = Ax + B, i podem trobar les
0= 2 =21x =L = 2= z.
Alternativament, observant la figura 4.17, podem expressar el sinus de I’angle «

constants A i B per les condicions x =

—=. Trobarem

comsinq = 275 = 2

(4.14)

i, substituint a (4.13) amb els limits d’integracid per la variable x de z = 0 fins a
x=1L

2 2o — 21
== — d 4.15
Tr Tt /x (2, T x) dx ( )
0
fent la integral trobem, finalment,
L 2
2, = Ut 22) (4.16)

Fig.4.16: Forga resultant, F', del
fluid sobre la superficie d'amplada
constant horitzontal i profunditat
21 i z2 dels seus extrems

Fig.4.17: Distribucio de les forces
dF sobre cada element ds en
funcio de la profunditat i
coordenada x que localitza cada
un dels ds de la superficie



Problema 4.3.3. El recipient d’1 m d’amplada té una comporta AB de massa ne-
gligible que s’aguanta gracies a les forces F) i F,, perpendiculars a la comporta, tal
com indica la figura. Trobeu els valors minims d’aquestes forces que fan que la
comporta estigui en equilibri.

Solucio
L’amplada és @ = 1 m. Podem trobar AB:

2

AB=1 = =
sin 30°

4 m

Aplicant I’expressio (4.9), amb z; = 01 z; = 2m, n’obtenim
1
Faigua: 103 9781 5 -2-1-4=239240 N

El punt d’aplicaci6 el trobem amb (4.16)

oA @r20-1 4
732400 3

Ara apliquem les equacions d’equilibri de forces i moments. Tinguem en compte que
volem els valors minims i, per tant, les reaccions dels suports als punts A i B sobre
la comporta seran nuls. Els moments, els calcularem respecte de B.

SE=0: Fi+F—Fi=0
ZM(BV':O :FlL_ Faiguaszo

solucionem per F; i F>

F; =13080N ; F, =26160N

4.4 Lligams i forces de reaccio

Si el solid en equilibri presenta suports o, en general, lligams (cordes, contactes,
rodets, articulacions...) i volem resoldre les equacions d’equilibri, el que fem és
substituir els lligams per forces de reaccid. S’anomena diagrama del solid lliu-
re (DSL) el diagrama en queé es representa el solid i on s’han substituit tots els
lligams per les forces de reaccid corresponents. Les reaccions son forces exter-
nes, d’entrada no conegudes. A la taula de la pagina 336, es presenta una llista de
possibles lligams per a un solid amb les reaccions corresponents.

4.5 Estatica de N solids rigids

Si tenim NV solids ¢ = 1,2,3... sotmesos cadascun d’ells a forces externes i amb
possibles contactes entre ells, podem fer el diagrama del solid lliure del conjunt
o per a cada solid per separat. En cas de voler representar el diagrama del solid
lliure del conjunt de cossos, les forces de contactes serien internes i s’anul-larien

Figura de la solucié 4.3.3

/‘Fm)
F2<2)
F2(1) \

A

K/F/(‘\lj)

Fl(l)

Fig.4.18: Forces externes Fi;(1y i
F;(2) sobre els solids 1 2,

respectivament, que presenten un
contacte en A
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% 4. Estatica dels solids rigids

dos a dos, amb la qual cosa no les hauriem d’incloure ni en el diagrama ni en les / Fie
. N F
equacions d’equilibri. Vegeu la figura 4.18. )
\
1 FZ& A,
En cas de voler representar cada solid per separat, les forces de contacte seran A \ 7
. . L A(12)
forces externes al solid sobre el qual actuen. Les forces de contacte compleixen la Faon 7y
llei d’acci6 i reaccio F Ay = —F 'as)» 1 tindran sentits oposats si les apliquem en

un cos o en I’altre. Vegeu la figura 4.19. Fig

Fig.4.19: Sifem el DSL de cada
) ) solid, hem d'incloure les forces de
que han d’incloure les forces de reaccio. reaccio en el contacte A,

Fagy = —Faqi

Cadascun dels NV solids complira les equacions d’equilibri F; =0i ]\7[,.( py =0,

Suposem, en preséncia de la gravetat, dos blocs de masses m, i mp, un sobre
I’altre i sobre un pla inclinat d’angle 6. Vegeu la figura 4.20. Quan representem
les forces en el diagrama del conjunt dels dos blocs sense el pla inclinat, dibuixem
les forces externes, com el pes del bloc A i del B, les forces de contacte entre el
plaiel bloc B, normal i tangent o friccio.

Si volem representar el diagrama de cada bloc per separat, a més d’incloure les
forces comentades anteriorment, s’hi hauran d’afegir també les forces de contacte
entre A i B, normal i tangent o friccio. Com es pot observar a la figura 4.21, Fig.-4.20: Dosblocs, Ai B, en

., . . contacte sobre un pla inclinat
tant la normal com la friccié entre el bloc A i el B tenen sentits oposats quan es

representen en el bloc A o enel B.

FAB . . .
Fig. 4.21: Diagrames del solid

A \ %‘B . liure (DSL), dels blocs A i B
m,gsiné \ a9 cos6 B /
Nan F / \
k mpgcosf .
m

g sinf lg & ’
S
o- 100kg
Problema 4.5.1. La barra de la figura, de 80 cm de llargada i 20 kg de massa, manovella

esta articulada sense fricci6 en el punt fix A . Quin parell (moment) ha de fer la  Figyra de renunciat 4.5.1
manovella sobre la barra per aguantar el bloc de 100 kg i quina és la forga que actua
sobre la barra al punt A (dues components).

P,
Solucié y A,
P
El bloc de 100 kg fa una tensio a la corda de valor P, = 100 - 9,81 = 980N i el | - :
pes de la barra P, = 20 - 9,81 = 196,2 N aplicada al C M de la barra. Utilitzem les A
I @

equacions d’equilibri per a la barra i prenem els moments respecte del punt A (vegeu ﬂ
la figura): Figura del la solucié 4.5.1
) A, =0
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NA, —P—FP,=0
A) M4 — P,0,8cos 60° — P,0,4 cos 60° = 0 d’on obtenim

A, =0
A, = 11772N
M, = 431,64 Nm [ ]

Problema 4.5.2. Les dues barres homogénies tenen longituds i masses diferents. A—
Les articulacions A i B ilapolitjaa D no tenen friccio. C'D > £, +/, i, per tant, la :
corda C'D es manté sempre horitzontal. Trobeu els angles « i 3 en la configuracié o
d’equilibri del sistema utilitzant les equacions d’equilibri dels moments. ‘ TN

3 D
Solucio i ms

Tenint en compte 1’equilibri del cos que penja de la corda, la tensio de la corda és Figura de I'enunciat 4.5.2
T = mag.

Serem curosos en plantejar les equacions d’equilibri de forces per al sistema format
per les dues barres, atés que no estem interessats a trobar les reaccions a les articula-
cions A i B. Farem servir ’equacio de la nul-litat dels moments de manera adequada.
Si considerem només la barra BC, 1’equacié de la nul-litat del moment respecte de
Bés

magls cosﬁ—mgg%2 sin =0 (1)

2m
d’on trobem tan 3 = =

ma

Si ara considerem les dues barres, 1’equacio de la nul-litat del moment respecte de A
és

msg (€2 cos B + €1 cosa) — mag <€1 sina + %sinﬂ) - mlg%1 sina =0

que, tenint en compte (1), queda
. 1.
M3 COS Q. — Mo SIN ¥ — m1§ sina =0

. . m
i, aillant, trobem tana = mlis -
2 T ——

7
4.6 Principi dels treballs virtuals Fl N

. . 1 . . q>
Considerem un sistema de solids sotmesos a forces directament aplicades cone- lF Fy
gudes, F, que poden incloure, per exemple, la gravetat o la for¢ca d’una molla, i ’
amb lligams ideals, com el de la figura 4.22. Suposem que coneixem les forces ~Fig-4.22: Dues barres articulades
. . = . . . sotmeses a les forces directament
directament aplicades F,,. Aixo vol dir que coneixem aquestes forces com a fun-  ,yjcages 7, 7 i F,

ci6 del punt on s’apliquen. Si F} i F, son el pes o una forga constant, concixer
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aquestes forces és conéixer el valor numeéric del modul (a banda de la direccio i el
sentit). En el cas de F, és conéixer-la com a funci6 del punt d’aplicacio 7. El que
considerem incognites en aquest plantejament és la configuraci6 del sistema. En
el cas de la figura (es tracta d’un sistema amb dos graus de llibertat), les incognites
son els angles g, 1 ¢, que les dues barres fan amb la vertical. En podriem trobar la
solucid plantejant les equacions de 1’estatica per a dos cossos. Si ho féssim aixi,
ens apareixerien totes les forces de reaccié com a noves incognites no volgudes.
Recordant que a I’equaci6 general de la dinamica no apareixen les forces de reaccid
ideals, podem utilitzar-la en el nostre plantejament, és a dir, en un cas d’estatica.

< Equacio general de Uestatica. La condicio necessaria i suficient per qué un
sistema de solids amb lligams ideals estigui en equilibri, en una determinada po-
sicio, és que, per a qualsevol desplagament virtual des d’aquesta posicio, la suma
dels treballs virtuals de les forces directament aplicades (les que no son reaccions
dels Illigams) sigui nul-la:

> F, 67, =0 (4.17)
a=1

Demostracié. Es immediata. Partint de I’equaci6 general de la dinamica (3.63), te-
nint en compte que en I’equilibri @; = 0, queda com (4.17).

Observem que, en lloc d’emprar I’index ¢ = 1, ..., IV, emprem ’index a. Amb aixo
volem indicar que, en suprimir les acceleracions, no ens cal comptabilitzar que els
passa a totes les m; i, com que les forces estaran, en general, aplicades a tant sols
unes poques particules, podem emprar un index a que numeri tan sols aquestes forces
i les particules sobre les quals actuen, 7,. |

L’expressio (4.17) es coneix habitualment amb el nom de principi dels treballs
virtuals (PTV). En aquesta equacio, s’inclouen les forces externes, per exemple
els pesos aplicats als C'M de cada solid, pero no les forces de reaccid ideals, com
ja s’ha comentat a la seccid 3.9.

Si coneixem els lligams, podrem saber els moviments possibles i, per tant, els graus
de llibertat L del sistema. El nombre de graus de llibertat sera igual al nombre
de parametres o variables independents. Aixi, per exemple, si ens fixem en el
problema 4.6.2 de la pagina 129, com que es tracta d’un conjunt de dues barres
articulades amb un extrem fixat, el sistema té dos graus de llibertat i, per tant,
podem donar la seva posicié amb els valors dels dos angles « 1 3, que seran els
parametres o variables que cal tenir en compte a I’equacio.

Si el sistema té L parametres independents ¢, , amb ¢ = 1,..., L, i coneixem els
lligams en la forma 7, = 7,(¢1, ¢, -..), ’expressio dels desplagaments virtuals sera
= oF,

dq;

i=1

57, = dF, =

dg;



Aplicant-ho a I’equacié (4.17) del PTV, n’obtenim L equacions d’equilibri, tantes
com incognites g;.

- Or,
F,— = 4.18
> “5g =0 (4.18)

a=1

Les solucions ¢, = q.,; son les posicions d’equilibri del sistema
q

Problema 4.6.1. Si el sistema de la figura esta en equilibri, determineu la relaci
entre les forces F'i P en funcid de 1’angle 6 d’equilibri.

Solucio ) .
: . . \ ==, . . . Figura de I'enunciat 4.6.1
El sistema és conservatiu perque les forces P i F' son constants i perqué els lligams

tenen reaccions ideals. Aixiel PTV s’expressa
P.dip+ F-dir =0 (1)

on dr'p 1 dir son els desplagaments virtuals dels punts d’aplicacio de les forces P=
(0,—P)i F = (—F,0).

El sistema té un tnic grau de llibertat expressat, pel parametre angle . Observant
la figura i tenint en compte els eixos escollits, ¥» = (Lcos,Lsinf) i 7r =

(2L cos 6, 0). Diferenciant, n’obtenim els desplagaments possibles
dre = (—Lsin6, L cos 0) d

dify = (—2Lsin6,0) do E z
Substituint les forces i els desplagaments a (1) tenim (— PL cos 0+ F2Lsin0)df = 0 Figura de la soluci6 4.6.1
i com df és un desplagament possible qualsevol
—PLcosO + F2Lsinf =0
d’on, aillant, obtenim
P
t = —
an 6 oF [ ]
“
Problema 4.6.2. Les dues barres homogénies tenen longituds i masses diferents. A} m,
Les articulacions A i B ilapolitjaa D no tenen friccié. C'D > ¢, 4/, i, per tant, la L 4 19
corda C'D es manté sempre horitzontal. Trobeu els angles «v i 5 en la configuracio ‘ ?B M,
d’equilibri del sistema utilitzant el principi dels treballs virtuals 5 L o
‘ D
Solucio i ms
Tenint en compte I’equilibri del cos que penja de la corda, la tensid de la corda és Figura de l'enunciat 4.6.2
T = masg.

Utilitzem un sistema d’eixos (z,y) de manera que I’origen és al punt A, I’eix z és
horitzontal i creix cap a la dreta i y vertical i creix cap avall.

L’expressio del PVT sera ﬁl -dry + F‘; - dr, + ﬁ - drs = 0 que, explicitant ﬁl =
(0,m1g), Fy = (0,ma2g) i T = (msg, 0), resulta

mldyl + m2dy2 + masdxs =0 (1)
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on ja hem eliminat la g de ’expressio. Els desplacaments dr, dr i difs no son
independents, sin6 que depenen dels dos angles a1 8

_ 4 b g
Y1 = F cosa = dy, —*751110((10(

Yo = {1 cOS —|—%2 cosf = dyzz—ﬁlsinada—%sinﬁdﬂ
x3 =flisina +lysinf8 = drsz = cosada + £y cos 5 dS

Substituint a (1), obtenim
él . . gz .
Mg sinada + mo | —{;sinada— Esmﬁ dg
+ ms(licosada + LlcosBdB) =0 2

Si ara tenim en compte que de 1 df son desplagaments possibles independents, podem
considerar (2) amb da # 0i1df =0

1 . .
—m1§ sina —mqsina +mszcosa =0 3)

itambé da =0idfS # 0

1 .
—Mmag sin +mscos3=0 “)
. . . 2 . .
De (3)i(4), n’obtenim tana = mlL i tanf = s , resultat ja obtingut al
5 + me ma
problema 4.5.2 utilitzant les equacions d’equilibri dels moments. |

4.7 Equilibri i estabilitat de sistemes conservatius
Equilibri

Considerem ara que tenim un sistema conservatiu, aixo €s, amb les mateixes con-
dicions que el de la secci6 anterior i, a més, totes les forces directament aplicades
ﬁa son conservatives, és a dir, cada forca té associada una energia potencial i, per
tant,

> F,-dr, = —dU
on U és I’energia potencial del sistema. E1 PTV es pot escriure ara
dU =0 (4.19)

Explicitant, les equacions d’equilibri es poden escriure com una condicié geome-
trica sobre la funci6 potencial:

> La posicio d’equilibri @ = {Qeqr Geqps -+-» Geqr. } d un sistema conservatiu corres-
pon al punt en qué |’energia potencial és extremal

ou
0q;

9=deq

=0 i=1,..,L (4.20)



Estabilitat

Si el sistema esta a la posicio d’equilibri ¢, amb E. = 0, la seva energia és
E = U,, on ., vol dir extremal. Si li donem energia cinética F_,;, que sempre
¢s positiva, el sistema es moura amb energia mecanica £ = U, + E,,; = cons-
tant.

A les figures 4.23 i1 4.24, podem veure les grafiques de I’energia potencial (blau)
i mecanica (rosa) al voltant d’un extremal per a un sistema qualsevol. Es podria
tractar d’una muntanya russa. En aquest cas, la forma de la guia coincideix amb la
forma de la funci6 potencial.

Segons quin sigui el tipus d’extremal de la posicio g,, d’equilibri, podem dir:

< ¢, és una posicié d’equilibri estable. Quan U(q,) és un minim tenim que
U > U,, Comque E = U,, + F.,, = constant i el sistema no es pot allunyar
gaire de la posicio g, pot arribar fins que £, =0

< ¢, és una posicioé d’equilibri inestable. Quan U(g,,) és un maxim o un punt
d’inflexi6. Si és un maxim tenim que U < U,,,. Com E = U, + E.,; = constant
el sistema s’allunya molt de la posicid ¢, £. # 0 1 va creixent. Si és un punt
d’inflexi6 i va cap a la zona U > U,,, es comporta com en el cas de minim, arriba
al punt £, = 0 iretorna anant a parar a la zona U < U, 1 li passa el mateix que en
el cas de maxim: F, # 01 va creixent.

< g., és una posiciéo d’equilibri indiferent. Quan en un entorn finit de ¢, U és
constant.

Per a un sistema d’un sol grau de llibertat ¢, ¢ = ¢.,, la condicié d’equilibri (4.20)

es redueix a
dU

a =0 4.21)

9=qeq

Per estudiar I’estabilitat de la posicio ¢.,, analitzem la segona derivada al punt g =
qeq .

< Si passa que
d?U

e

9=qeq

(4.22)

llavors g = ¢q., és un punt d’equilibri estable.
< Si passa que
a?U
dg?

<0

9=qeq

(4.23)

llavors g = g., és un punt d’equilibri inestable.

FE = constant /

QO/ E=U+0
eq = Uim + Ecmi

q

Fig.4.23: La vagoneta esta
situada en un minim de la
muntanya russa. Si l'empentem
poc, és a dir, si li donem una mica
de E. i, I'energia mecanica sera
E = Unin + Ecimi i sera
constant. La vagoneta es moura
al voltant del minim entre les dues
posicions en qué £ = U ja que,
més enlla, hauria de ser E. < 0
per complir & = constant i aixd
no pot ser.

I, _ .
E = constant E=U+0

M: Umax/mf + Ecini
. E=U+E,
- E=U+E, \

Fig.4.24: La vagoneta esta
situada en un maxim o un punt
d'inflexié de la muntanya russa. Si
I'empentem poc, és a dir, si li
donem una mica de E.. i,
I'energia mecanica sera

E = Unax/int + Ecini- Siésun
maxim, anira augmentant la .
doncs estara en una zona on

U < U i cal que es compleixi
E =constant. Si és un punt
d'inflexié i va cap a la zona on

U > Usag, N0 podra anar més
enllade £ = U, és adir

E. = 0itornara cap avall
augmentant, ara si, la seva E..
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< Si passa que
d?U
dg?

=0 (4.24)

9=qeq

s’han de examinar el signe de les derivades d’ordre superior:

<L’equilibri és estable si ’ordre de la primera derivada no nul-la és parell i el seu
signe €s positiu.

<L’equilibri és indiferent si totes les derivades successives son nul-les.

<»L’equilibri és inestable en tots els altres casos.
Problema 4.7.1. Les dues barres homogénies tenen longituds i masses diferents.
Les articulacions A i B ilapolitjaa D no tenen friccio. C'D > £, +/, i, per tant, la

corda C'D es manté sempre horitzontal. Trobeu els angles o 1 5 en la configuracid
d’equilibri del sistema utilitzant que el sistema és conservatiu.

Solucio

L’energia potencial del sistema en funci6 dels dos graus de llibertat, els angles a1 3,

Figura de I'enunciat 4.7.1
és

U= —mlg% cos a—mzg <€1 cosa + %2 cos ﬂ) —msg(fy sina +4ysin3) (1)

Les dues equacions d’equilibri son

U = 0= Imsina+mosina —mscosa =0
‘gg =0= tmasinf—mscos =0
N . 3 . 2m3 . .
d’on obtenim tana = —— 1 tanf = , resultat ja obtingut als proble-
71 + me ma
mes 4.5.2 14.6.2 per d’altres métodes. |

Problema 4.7.2. En el sistema de la figura, les barres tenen massa negligible. Ni lg I

les articulacions A i B ni el rodet C, de massa negligible, tenen friccio. La molla,
de massa negligible, té constant recuperadora k i longitud natural L, = 0,6 m. De
I’articulacié A penja un bloc de massa m = 75kg. Trobeu el valor de k que fa que
I’angle 6 d’equilibri sigui 6., = 35°. Altres dades: L = 1,2m, L, = 0,85 m
Figura de I'enunciat 4.7.2
Solucio

L’energia potencial del sistema és
1 .
U(6) = mgLcosf + 5]4(2L0 sinf — L)*
i la condicié d’equilibri

U (0)

7 —mgLsing 4+ k(2Lo sin@ — Ly)2Lycosd = 0
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4.7. Equilibri i estabilitat de sistemes conservatius %

La constant de la molla & ha de complir aquesta condicio per a ’angle 6., = 35°.

N’obtenim:
mgL tan 6,

T 2Lo(2Lo sin b — L)

k = 969,54 N/m [ |

Problema 4.7.3. La barra homogénia de longitud L i massa m pot lliscar sense
friccié. La molla esta relaxada quan @ = 90°. Quin valor ha de tenir la constant de
recuperacio k de la molla de manera que # = 45° sigui una posicié d’equilibri.

Solucio

L’energia potencial del sistema és

L1 o
u) = mIy sinf + ik(L — Lsin®) Figura de I'enunciat 4.7.3

i la condicio d’equilibri

due) L ) .
20 —mgzcose kL*(1 —sin6) cos 6

La constant de la molla & ha de complir aquesta condicio per a I’angle 6., = 45°.

dU
@(eeq) =0
N’obtenim:
k= —
2L (1 - %) m
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s Dinamica del solid rigid en el pla

Introduccio

Un solid rigid efectua un moviment pla si la direccié de 1’eix de rotacié es manté
constant. Tota particula del solid efectua el moviment en un pla normal a I’eix de
rotaci6. De tots aquests plans, el que conté el centre de masses del solid s’anomena
pla del moviment (vegeu la figura 5.1).

D’acord amb aquesta definicid, en el moviment pla del solid rigid, els vectors ve-
locitat angular &J i acceleraci6 angular @ seran en tot moment paral-lels entre si i
perpendiculars al pla del moviment. El moviment d’un solid rigid es desenvolupa
en un pla perqué:

a) Hi ha lligams externs que 1’obliguen a moure’s en un pla.
Exemple 1: una politja que gira al voltant d’un eix fix (vegeu la figura 5.2).
Exemple 2: una xapa plana que es mou sobre un pla (vegeu la figura 5.3).

b) El solid té simetria plana, les forces exteriors estan en el pla de simetria del solid
i les velocitats inicials, també.

Exemple 3: una xapa plana llangada en un pla vertical que coincideix amb el seu
propi pla (vegeu la figura 5.4).

Exemple 4: una esfera homogenia baixant per un pla inclinat partint del repos
(vegeu la figura 5.5).

¢) Les forces exteriors al solid son equivalents a una resultant que passa pel C M
i un moment resultant nul o en la direccid de I’eix del solid. La rotaci6 inicial del
solid té la direccié d’aquest mateix eix.

Exemple S: un disc llangat amb rotaci6 inicial segons 1’eix del disc en preséncia
de la gravetat. El seu C'M efectua una parabola i la direccio6 de rotaci6 és constant.
(vegeu la figura 5.6).

&1

—

wLevom
U, pla del moviment

[

iU

’

Fig. 5.1: Moviment d'un solid rigid
enun pla

F

Fig. 5.2: Solid rigid que gira
entorn d'un eix fix

Fig. 5.3: Xapa plana en moviment
sobre un pla

Fig. 5.4 Xapa plana en moviment
en un pla vertical
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Exemple 6: en preséncia de la gravetat, una baldufa gira segons un eix vertical
que passa pel C'M i pel vértex de contacte amb el terra. La resultant i el moment
resultant son nuls. El seu C'M es moura en moviment uniforme i la direccio de
rotaci6 sera constant (vegeu la figura 5.1).

En tots aquests casos, i d’acord amb el que s ha vist a la secci6 3.11, els desplaga-
ments possibles de les particules del solid rigid seran un subconjunt de

dF, = difo + @ X 7o) (5.1)

La restriccid que hem d’imposar és mantenir constant 1’eix de rotacid. Si 4 és
el vector unitari i constant en la direccié de I’eix de rotacid, els desplacaments
possibles de rotacid passaran de tres graus de llibertat, representats pel caracter
vectorial de d, a un grau de llibertat, representat per dy segons:

dg = dp (5.2)

En aquest curs, tractarem exclusivament dels moviments del solid rigid en un pla.
Les relacions valides en general les indicarem amb 3 D i les que només sigui vali-
des per a moviments plans les indicarem amb 2 D. Val a dir que, en aquest tema,
s’utilitzara la nomenclatura del sistema de particules que s’ha vist al capitol 3, te-
nint en compte que per a cossos continus les expressions en forma de sumatoris
es converteixen en integrals sobre tot el cos (expressio (3.1) de la introducci6 del
capitol 3).

5.1 Equacio de translaciéo 3 D

D’acord amb 1’equacid (3.95) de la seccid 3.11, I’equacié de moviment del solid
rigid associada a les translacions és

—

L dP .
F = e Mo (5.3)

on F és la resultant de les forces exteriors al solid. L’equacié de moviment de
translacio del solid és, doncs, la del moviment del seu C'M (figura 5.7).

5.2 Equacio de rotacio per al moviment pla (2 D). Moment
d'inercia
Sent el moviment en un pla, la rotacié del solid rigid queda reduida a una sola

component en la direccié del vector velocitat angular de rotacié &, que és una
direccio fixa de I’espai @ i és perpendicular al pla del moviment. A la seccid 3.11

<5

Fig. 5.5: Esfera en moviment
sobre un pla inclinat

Fig. 5.6: Un disc manté la direccio
de rotacié mentre el C'M traga
una parabola

—

Toem
()

Fig. 5.7: Dinamica de translacio
del solid



s’ha deduit I’equacio general de la dinamica de rotacié del solid rigid

dL .
% = M, (5.4)
amb
N
Ly = Zﬁ(m X m,; (5.5)
i=1
My =) fue) X F, (5.6)

on C pot ser o bé el centre de massa, C'M, o un punt fix del solid, si existeix, i 7, ¢
és el vector posicid del punt d’aplicacié de la forca exterior al solid F, respecte de
C. L’equaci6 de rotaci6 del solid en el seu moviment pla es pot obtenir projectant
I’equacid vectorial (5.4) sobre la direccio del seu eix de rotacio definit pel seu
vector 4. Aixo és aixi perqué la velocitat angular es podra escriure com & = wi ,
on w és la component del vector & en la direcciod 4. w €s I’Gnic grau de llibertat de
rotaci6 que té el solid. En termes dels desplagaments possibles, tenim dg = dy.
Ara, tenint en compte I’equacié general de la dinamica per a les rotacions, equacio
(3.98), obtenim, per a les rotacions amb eix fix, dg = dp:

SO = M, i (5.7)

Com que @ és un vector constant (5.7), es pot expressar de la forma segiient:

dL

7 Moy (5.8)

on

N
Liey=1L = <Z Tio) X mﬂi:) 1 (5.9)

i=1

M) = Mie) - 4 = (Z Py X ﬁ) X7 (5.10)

son, respectivament, ¢l moment angular i el moment de les forces respecte de
I’eix de rotacié fix @ que passa per C.

Segons (3.88), amb & = w, tenim
U, = Vo + W U X Ty
i substituint a L., de (5.9), queda

L, = < g Tioy X M; [Ue + w G X ri(cJ) -1

i

137



138

i expandint

L, = ( E Ty X mivc> U+ ( E Moy X [ 4 X ri(c)]> - wl
: ,

T
El primer terme de ladretaésnulsi C ésel CM,jaque Y m,7cny = Micacmy =

0, o un punt fix del solid rigid, ja que ¥ = 0. En aquéstes condicions,

L) = <§ MiTycy X [ 1 X 77»'(@]) ‘Wi

Tenint en compte la relacio vectorial

(Ax B)-C=(CxA)-B (5.11)
extreta de (1.13), L, pot ser expressat com
@b = wi
N
Lecy=Lg)-u= Z My 77 oy W 4 ,
i—1 Tiqo) ;
On 7y = |U X 7| €s la distancia entre la particula m, i 1’eix @ que passa per e VC
C. Vegeu la figura 5.8. ‘
= Definim ¢l moment d’inércia del solid respecte a I’eix de rotacié que passa
per C
N Fig. 5.8: Velocitat d'una particula
J m; 3 5.12) Qualsevol del solid rigid en el seu
© Zl ey ( ) moviment pla

Podem escriure el moment angular respecte de 1’eix que passi per C' com
Licy=Iyw (5.13)
de manera que 1’equaci6 del solid per a rotacions planes queda

dL

=M, (5.14)

En el cas més general, les forces externes al solid, ﬁa, poden tenir qualsevol direc-
ci6 perd només les components normals a I’eix contribuiran al moment en la direc-
ci6 de I’eix. Aqui ja suposarem que les forces F, que intervenen en 1’expressio del
moment so6n normals a I’eix. D’acord amb la relacio (5.11), M, es pot expressar
de la forma

My = M, i = Z (Fa,(C) X F‘;) U= Z (i X 7o) - F,

a a



perd com que (vegeu la figura 5.9) & X oy = U X Tu(cy, M(c) €5 pot escriure

M) = Z (@ X Tagey) - Fa

a

. &= wi
Aplicant de nou (5.11), en resulta 7
B} £l d
M) = Z (Faum X Fa) = ZFada (5.15) Tatio) > (o)
Ta(c)‘}c,

on d, és la distancia de la recta d’accid de ﬁa respecte de I’eix de rotacio C' .

Un aspecte que cal destacar és que I, és invariant per a translacions i rotacions

planes del cos, és a dir, no canvia de valor pel fet que el cos faci translacions o

rotacions planes. Es una caracteristica intrinseca del cos respecte a I’eix de rotacid  Fig.5.9: Una forca externa F,
que passa per C (essent C un punt fix o bé el CM). I ., podria variar si es canviés actuant sobre un solid rigid

la forma del cos, és a dir, si el cos deixés de ser rigid.

Per tant, en el cas d’un solid rigid, el moment d’inércia respecte d’un eix I, no
canvia amb el temps i I’equacio fonamental de la rotacid per a un solid en moviment
pla (5.14) es pot escriure de la forma

M) = Loy (5.16)

_dw 4 1° ‘s ) :r . .
on o = <7 és I’acceleracié angular. L’expressio £5.16) té una gran analogia amb
I’equaci6 fonamental de la dinamica de translaciéo F' = mda: sila massa m (inercial)
es pot entendre com la mesura de la tendéncia a mantenir la velocitat de translacio,
el moment d’inércia I, es pot entendre com la mesura de la tendencia a mantenir

la velocitat angular de rotacio.

Alguns moments d'inércia respecte d'un eix de cossos homoge-
nis
A la taula de la pagina 337, es mostren els moments d’inércia de solids rigids ho-

mogenis ben coneguts, respecte als eixos que s’hi indiquen i que passen pel seu
centre de masses.

Algunes propietats dels moments d'inéercia respecte d'un eix

El moment d’inércia d’un solid rigid respecte d’un eix presenta, entre altres, dues
propietats importants:

<> Superposicio de moments d’inércia: Si tenim dos cossos 1 i 2 amb moments
d’inércia respecte al mateix eix que passa per C, I ¢y, i I ¢y, , el moment d’inercia,
I, del cos compost és

Ioy = Iy + Lioyo (5.17)
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5. Dinamica del sélid rigid en el pla

Aquesta teorema es dedueix facilment de la definicid de moment d’inércia respecte
d’un eix com a sumatori o integral sobre el cos. Com en el cas del centre de masses
de cossos compostos, equacio (3.7), podrem també descompondre un cos en cossos
simples (de moment d’inércia respecte de 1’eix requerit conegut) i trobar el moment
d’inércia del cos compost amb (5.17). Podrem, de nou, considerar cossos amb
forats simplement interpretant que la suma de (5.17) significa afegir massa. Si
volem treure massa, haurem de restar.

<» Teorema de Steiner: Si un solid rigid té moments d’inércia I oy i I o) respecte
a dos eixos paral-lels que passen, respectivament, per C i CM, llavors

Loy = Icmy + md® (5.18)

on m és la massa del solid i d és la distancia entre ambdos eixos.

Demostracio. Els moments d’inércia I c) i I(car) del solid respecte a dos eixos pa-
ral-lels que passen, respectivament, per un punt C' i pel centre de masses C'M (vegeu
la figura 5.10) s’expressen de la forma:

N
2
Iey = > mitie
i=1 \if i
N I.id7
o (o)
I(CM) = Zmz T?(\CM) i : o
i=1 o@c ICM
//Q\ i i y(c)zy(CM>+d
Observant la figura 5.10, si ;(c ) 1 Yionry s0n les coordenades d’una particula del R MY !
solid de massa m,; respecte de CM i x;(c) 1 y:i(c) son les coordenades de la mateixa
particula respecte de C, tenim que &;(c) = Ticom) 1 Yico) = Yicem) + d. Aixi, Fig. 5.10: Teorema de Steiner

2 2 2 2 2
Ti(oy = Tiey T Yicey = Ticem)™ + (Yicenn) +d)

En aquestes condicions, /() es pot escriure de la forma

N
Iiey = Zmi (23 crn + Wiean +d)?)

i=1
és a dir,
N N N
Iy = Zmi(%‘(cz\/z)z + yi(CM)2) +2 <Z miﬁ%‘(czw)) d+ (Z ml) d
i=1 i=1 =1
Ara només cal tenir en compte que, en virtut de la definicié de centre de masses,

N
S™ muyicemy = 0. Els dos termes que no s’anul-len sén (¢ ary i md>. |

=1

Problema 5.2.1. Una roda de radi R, massa m i moment d’inércia I, t€ un eix de

radi |z| i se la sotmet a una forga horitzontal constant F' que actua per mitja d’una Figura de l'enunciat 5.2.1

corda enrotllada i fixada a ’eix. Tal com es veu a la figura, utilitzem = > 0 per



5.2. EQuacio de rotacid per al moviment pla (2 D) %

indicar que la for¢a constant F' s’aplica per sobre del centre i < 0 per indicar que
s’aplica per sota. Calculeu I’acceleracio de la roda (sense oblidar el sentit de gir)
i la forca de friccié necessaria (també amb el sentit) en funci6 de x, si la roda es
mou rodant sense lliscar.

Solucio

S’analitza la situacid en qué la forca F' s’aplica per sobre del centre (z > 0). Els
resultats seran també valids pera x < 0.

D’acord amb I’esquema de forces que actuen sobre el cos, les equacions de moviment
es poden escriure de la forma

F—Fr=ma; N-mg=0
Fr+FfR=1Ix

a les quals cal afegir la condicid que el cos roda sense lliscament

v=wR=a=aR

De la primera equacié de translacid, trobem Figura de la solucid 5.2.1, amb

Fy=F —ma z>0
1, substituint a la segona,

Fx—l—FR—maR:éa

d’on es dedueix que I’acceleracid de la roda a és
_F(Rta) F(1+3)

Y Ty
i s’observa que €s positiva, ¢s a dir, la roda es desplagara cap a la dreta en el mateix

sentit que la forga F'.

Figura de la soluci¢ 5.2.1, amb
z <0

Pel que fa a la forca de fregament F;, amb el valor de a obtingut és facil de deduir

que
I T
F.=F mR2 R
' <m%2+1
I x

D’aquesta expressio, es veu que el sentit de F; el determina el signe de —=5 — %,
de manera que, si / > mRx, F; vaen contra de F'; si I < mRx, F; té el mateix
sentit que I, isi I = mRx, Fy és nul-la.

La situacio en qué x < 0 es pot analitzar simplement considerant aquesta possibilitat
en les expressions trobades per > 0, ¢és a dir, fent la substitucié « = —|z|. Tenim,
per a ’acceleracio:

)
_FR-|z) _F ( R Figura de la solucié 5.2.1, amb

mR+L ~om L 41 le| > R

I z|
_’_7
2
Ff=F<mRI R>
mR2+1

i per a la forca de friccio:
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d’on es dedueix que, en ser |z| < R, el cos es moura cap a la dreta i la forca de
fregament sempre estara dirigida cap a ’esquerra.

També es pot analitzar el cas en qué |z| > R.
Siz > 0: a vaen el sentit de F.

Six < 0: a va en sentit contrari a I |

Problema 5.2.2. Un bloc cubic de massa m esta en repds sobre un terra comple-
tament llis quan rep una forga horitzontal F' = 3mg a una altura h = %b. Quan
valen les acceleracions @ del seu centre de masses i de rotacié « a I’instant inicial?

Solucio

Cal esperar que el bloc tendeixi a girar i el seu centre de masses a desplagar-se en
el sentit indicat a la figura, de manera que el C M del cub es traslladara en el pla
x — y amb una acceleracid @ i girara entorn d’un eix perpendicular al pla de la figura
de I’enunciat que passa pel seu C M amb una acceleracié angular .. La soluci6 a
la situacio plantejada, la proporciona 1’equacié de la dinamica de translacié (dues
components)
F =ma
i la de rotacié (una component)

M(CM) = I(czw) «

La distribuci6 de forces que actuen sobre el solid es mostra a la segona figura de la
solucid, en que veiem que la normal deguda al pla horitzontal s’ha dibuixat al vértex
dret del cub, ja que és aqui on actuara quan inicii la rotacio. Les dues equacions de
moviment de translacio del centre de masses del cub es poden escriure de la forma
segiient (en qué tenim en compte que ' = 3mg )

3mg =ma, ; N —mg=ma,

La de la rotacio, tenint en compte que, per a un cub homogeni de costat b, el moment
1
6

b b 1 2
) -N=-==
3m9(8 2) B m b«

d’inércia respecte del seu CM és I = +m b, resulta

D’acord amb les figures anteriors,
y=rsinp
Derivant respecte del temps, en resulta
Y=1rcosp ¢
itornant a derivarifenty = a, 1 ¢ = a,

. .2
a, = —rsmey - +rcosy «

Figura de l'enunciat 5.2.2

T

Figura de la soluci6 5.2.2



5.2. EQuacio de rotacid per al moviment pla (2 D) %

D’acord amb les condicions del problema, abans de rebre la for¢a I i, per tant, a
I’instant inicial, » = 0. També en aquest instant, 7 cos ¢ = g. Obtenim la relacio
d’acceleracions a,, i o a I’instant inicial:

ay, = -«

De la component x de I’equacié de translacié del centre de masses es dedueix que
a, = 3¢9
La component y de 1’equacio de translacio del centre de masses, a I’instant inicial, es
pot escriure com
b
N =mg+ maa

1, si substituim a 1’equaci6 de la rotacid, en resulta

3m LA m —l—méa éflmb2a
I8 2 ITme%) 2" %

Aillant o, tenim

1, substituint a I’expressio per a a,, trobada més amunt,

4

A T’inici de la soluci6, hem comentat que “Cal esperar...” Ara podem corroborar que
la solucio trobada és la correcta pel fet que es compleix també N = %mg > 0. Si
passés que N < 0, la solucié no seria la correcta, ja que N < 0 ens indicaria que hi
ha quelcom més que un contacte amb el terra. |

Problema 5.2.3. Considerem un robot semblant al de la figura, amb les caracte-
ristiques segiients: massa total, M/ = 85 kg; massa i moment d’inércia de les rodes
i el rotor del motor, m = 20kg i I = 0,6 kgm’; radi de les rodes, R = 0,2m;
distancia del centre de les rodes al centre de masses del robot, d = 1 m

Inicialment, el robot esta en repos. Per arrencar en linia recta, el motor actua sobre
les rodes aplicant-t’hi un parell (moment) M = 25N m, que provoca que el robot
avanci. Suposant que les rodes no rellisquen, quant val I’acceleracio del robot i
quin angle cal que s’inclini per evitar caure?

Solucio

A la figura, podem veure un esquema del robot mentre avanga amb acceleracio a. El

conjunt no és un solid rigid, pero esta format per dues parts que si que ho son. El ) ) )
. , . L . Figura de I'enunciat 5.2.3

parell que acciona les rodes és degut a forces internes. Per aixo, ens cal considerar

les dues parts per separat: les rodes amb la part de motor que gira solidariament amb

aquestes (rotor) i el cos del robot que no efectua cap rotacio. El parell que provoca
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el motor és M que, junt amb N’ i I, constitueixen les forces internes en el contacte
entre les dues parts considerades. Les forces internes actuaran a cada part complint
el principi d’accid i reaccid. (M —m)g és el pes del cos del robot i mg, el pes de les
rodes. La normal N i la friccid F'; son degudes al contacte de la roda amb el terra.
Les rodes no rellisquen, rodolen, a R = a.

Tenim les equacions de moviment segiients:

(1) Translacio horitzontal de les rodes: F; — F' = ma
(2) Translacio vertical de les rodes: N — (N’ 4+ mg) =0
(3) Rotaci6 de les rodes: M — F;R = I«

(4) Translacio horitzontal del cos : F' = (M — m)a

(5) Translacié vertical del cos: N’ — (M — m)g = 0

(6) Rotaci6 del cos: M + Fdcosg — N'dsinp =0

Per solucionar el nostre problema, en tenim prou amb (1), (3) i (4) i la condici6 de
rodolar. Si de (1)1 (4) aillem F'i F, trobem F; = Ma. Aquesta equaci6 la podem
obtenir també considerant el robot sencer (malgrat que no és un solid rigid). Substi-
tuim a (3) amb o = a/R i aillem a. N’obtenim:

MR

= Team LS

a

Substituint ' amb el resultat anterior a (6) i aillant ¢, trobem:

sing = 0,165048 = ¢ = 0,165807 rad = 9,5° |

5.3 Energia cinética de rotacio i translacio. Conservacio de
I'energia
En aquest apartat, es tracta de deduir una expressié ben simple per a I’energia cine-

tica d’un solid rigid en moviment pla. Partim de I’expressio de 1’energia cinética
d’un sistema de N particules (3.26):

1 1L L
B.=) gmot =Y jm.ii (5.1
=1

i=1

Com que segons (3.88), U, = o + @ X T, (5.19) es pot escriure com

1 N N .
E. = Emvé + T - (d}' X E m,-f'i(c)> + g 3 (@ X Tiey) (5.20)
i=1 =1

El primer terme és nul si C' és un punt fix, ja que v = 0, i és I’energia cinética
de translacio si C = C'M. El segon terme és nul tant si C' és un punt fix, atés que

N
e = 0,comsi C = CM,jaque Y m; Ficny =0.
=1

Per tractar de 1’ltim terme, tindrem en compte que & X 7y = & X 70, ja que
la component 7, paral-lela a & no contribueix al producte vectorial amb .

Figura de la soluci6 5.2.3

Figura de la soluci6 5.2.3



Tenint en compte que & i 7, son perpendiculars i, per tant, |J X 7;cy| = Wric)-

(& X Tige))” = (@ X Tigey) (@ X Tige)) = w*rie, (5.21)

Substituint (5.21) a (5.20), un cop anul-lat el segon terme, tenim

1 1 — 1 1
E. = omvt + 5 > om ., wt = 3M0e + 5l W (5.22)
1=1
SiC'=CM (5.22) és
1 2 1 2
E,. = imch + §I(CM) w (5.23)

i ’energia cinética del solid té dos termes: el primer associat a la translacio del
C'M 1 el segon a la rotaci6 al voltant del C'M.

Si C' és un punt fix, (5.22) és

1
E. = 3lc (5.24)

i ’energia cinética del solid té només un terme associat a la rotacio al voltant de C'.

Les expressions (5.23, 5.24) son valides també per 3 D, encara que, en aquest cas,
Ticary (0bé Iy, si C és fix) no sera constant, ja que la direccio de I’eix de rotacio
no sera fixa. Per a 2 D, la direccid si que és fixa i I oy (0 bé I ¢y, si C és fix) és
constant.

Finalment, no és dificil demostrar el corresponent teorema de conservacio de I’energia:

< Conservacio de I’energia. Per a un solid rigid sotmes a forces externes que,
o bé siguin conservatives, amb una energia potencial conjunta U, o bé siguin de
lligam amb reaccions ideals, la seva energia mecanica E = F, + U es conserva
al llarg del moviment.

En el cas d’un sistema de solids rigids amb forces de les mateixes caracteristiques
que en el cas anterior, I’energia sera la suma de les energies de cada solid i també
es conservara al llarg del moviment.

Problema 5.3.1. Una massa m, = 1kg penja de ’extrem d’una corda de pes
negligible que passa per una politja sense fregament (vegeu la figura) i que esta
enrotllada a un cilindre homogeni de massa m, = 8kgiradi R = 10 cm, que gira
sense lliscar en un pla horitzontal. Trobeu:

a) L’acceleraci6 de la massa m,.
b) La tensio de la corda.

¢) L’acceleracio angular del cilindre.

mo

Figura de I'enunciat 5.3.1

my
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% 5. Dinamica del sélid rigid en el pla

Solucio
a) Tenint en compte que totes les forces que actuen sobre el sistema o bé son conserva-
tives o no fan treball en el seu desplacament, es pot aplicar el principi de conservacid
de la seva energia mecanica E. Aquesta es pot escriure de la forma

1 1 1

E = Zmyv} + =mavl + 1w’ — magy

2 2 2

on, en tractar-se d’un cilindre massis, I = %mg R

Donat que el cilindre roda sense lliscar sobre la superficie horitzontal i la corda no
rellisca,

U1 Figura de la soluci¢ 5.3.1
ve =wR ; vy =2WR :>1}2:5

i també les derivades temporals

T
“Tor T
Apliquem la conservacid de I’energia imposant que la seva derivada temporal sigui
nul-la:
. m
E=0=(m + 72 + 1R Jviar — mygus
d’on resulta
a; = % = 2,45m/52
mi T T
b) Per tal de determinar la tensié de la corda, es pot aplicar 1’equaci6 de translacio a m,
mq
av|9
mig—T =mia1 = T =mig—mia = 7,35N Figura de la soluci6 5.3.1
¢) L’acceleraci6 angular del cilindre val
a =2 = 1225rad/s? u
2R ’
Problema 5.3.2. En un instant concret, un cilindre homogeni de massa M iradi R u B

es deixa caure des del repos de dalt d’un pla inclinat un angle # amb 1’horitzontal. \)‘
Sabent que roda sense lliscar, determineu:
a) L’acceleracid lineal de baixada del cilindre.

Figura de I'enunciat 5.3.2

b) La velocitat que assoleix al final del pla inclinat, després de rodar-hi una
distancia L.

¢) El coeficient minim de friccid p entre el cilindre i el pla compatible amb el
rodolament.

Solucio

a) Com que les forces que actuen sobre el cilindre o soén conservatives (el seu pes) o
no fan treball al llarg del seu moviment (la reaccié normal del pla inclinat i la forga
de friccid en el desplagament de rodar sense lliscar), es pot aplicar el principi de
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conservacio de 1’energia mecanica F, prenent com a origen de 1’energia potencial
gravitatoria la base del pla inclinat. L’energia mecanica F es pot expressar de la
forma

E= %Mv2 + %Im2 + Mgh

De la figura, s’observa que 1’altura h del centre de massa del cilindre en un instant
qualsevol del seu moviment es pot expressar com

h=(L—x)sinf + Rcosf

Per tant, I’energia mecanica del cilindre es pot escriure com

E= %MU2 + %[a)2 — M gz sin 0 + constant
i de la nul-litat de la seva derivada temporal es dedueix, amb & = v = wR, & =
a=aRil = %MRz, essent I el moment d’inércia del cilindre respecte de 1’eix
que passa pel seu C'M 1 és perpendicular al pla de la figura,
3M

E=0= TUa—MgvsinH

d’on resulta
2 .
a= —gsinf
39
b) El centre de massa del cilindre descriu un moviment uniformement accelerat en la
seva davallada pel pla inclinat, amb una acceleracié a i amb velocitat inicial nul-la.

Per tant, la velocitat que assolira al final del pla inclinat, després d’haver recorregut
una distancia L sobre el mateix, valdra

v =V2alL = \/2§gLsin0 = \/ggLsine

¢) Es tracta de trobar la for¢a de fregament que actua entre el cilindre i el pla inclinat.
Si tenim en compte la llei de Newton per a la translacio en la direccié normal i la
rotacid, podem escriure

N — Mgcosf =0

F;R= I«
d’on obtenim
N = Mgcosf
Ff - %
Ara, el coeficient de fricci6 u és
_ 5
N

si substituim Fy, N, I = %M R*ia= % amb I’acceleraci6 a trobada a I’apartat a,
n’obtenim

I 1
a — tan @ m

= R2>Mgcos 6 -3

Figura de la soluci6 5.3.2

Figura de la solucié 5.3.2
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Problema 5.3.3. Un disc circular en repos de 0,5 m de radi i 4 kgm’ de moment

d’inércia pot girar al voltant de ’eix fix, que passa pel seu centre, i porta una corda

enrotllada a la seva periféria. S’estira de la corda amb una forca constant de 2N

durant 10s. Calculeu, suposant que no hi ha fregament, la longitud de la corda O
desenrotllada en aquest temps.

Solucio Figura de l'enunciat 5.3.3
Sobre el disc, a part de la for¢a F', hi actuen el pes i la reaccio de I’eix. Ambdues tenen
el punt d’aplicaci6 al centre del disc, que és un punt fix. Per tant, no treballen. La
forga vertical F' aplicada a la periféria del disc és constant; per tant, és conservativa.
Es pot afirmar que I’energia mecanica del disc, formada per la cinética i la potencial
associada a F', es mantindra constant durant la seva rotaci6. Tenint en compte que el
vector de posicid del punt d’aplicaci6 de la forga F', en un instant donat del moviment,
¢s 7= (R,y)ique F = (0, F), energia potencial associada a F és 3

U=-F -F=—Fy
Figura de la soluci6 5.3.3
L’energia mecanica E del disc sera

E = %Iwz — Fy

i la seva derivada temporal, tenint en compte que y = viv = wR

E =Ilwa— FwR

d’on s’obté ’acceleracio angular del disc

. _FR
T

i I’acceleracié a amb qué davalla al punt d’aplicaci6 de la for¢a F’

a=aR= =0,125m/s’

I

Tenint en compte que aquest punt parteix del repos i que descriu un moviment rectilini

i uniformement accelerat amb acceleracid a, la longitud L de corda desenrotllada
durant 10's val 1

L = §at2 = 6,25m u

Problema 5.3.4. Dues masses de 1 i 2 kg estan unides per una corda inextensible
1 sense massa que passa, sense lliscar, per una politja cilindrica d’1,35 kg amb un
eix fix, que pot girar sense friccid. Calculeu les tensions de la corda.

Solucio

Tenint en compte que les forces de reaccié de 1’eix de la politja i el seu pes son forces Figura de fenunciat 5.3.4

els punts d’aplicacio de les quals no es desplacen en el moviment de rotacié i que m1 g
i m2g son forces conservatives, es pot aplicar el principi de conservacio de I’energia
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5.3. Energia cinética de rotacid i translacid. Conservacio de l'energia %

mecanica E del sistema. Aquesta energia es pot escriure com (vegeu a la figura el
sistema de referéncies considerat)

1 1 1 T
E=-mv® — migy: + Zmav® — Ma2gye + = Jw? |
2 2 2 Ya
1
v
En les condicions del problema, 4, = —v, > = v,v = wRia = aRonwiason,
respectivament, la velocitat angular i ’acceleracié angular de la politja, i/ = %M R? my, Y m
2

¢és el moment d’inércia de la politja respecte a I’eix de rotacio, que passa pel seu centre
i és perpendicular al pla de la figura (M és la massa de la politja i R, el seu radi).

v
Figura de la soluci¢ 5.3.4 m, =

1 I, 1kg, ms = 2kg
E=—-(m+m — ' —m —-m
2( 1+ 2+R2) 19Y1 29Y2
Atés que E es conserva, la seva derivada sera nul-la:
: I
E=0=(mi+m:+ ﬁ)va — (M2 —ma)gv
D’aquesta darrera expressio, substituint també I, ja es pot trobar 1’acceleracio a:
(s —m) "
Mo —m
a= 2" _ 9 67m/s? ¢
mi+ms + 5
Les acceleracions d’un cos i I’altre, malgrat ser iguals en modul, com a vectors tenen g

sentit oposat. Per tal de calcular ara les tensions de la corda, cal analitzar per separat Figura de la solucio 5.3.4. Diagra-

la dinamica de m; i m.. Pel que fa a m,, tenint en compte que el seu moviment és ma del solid lliure 72,
ascendent, la seva dinamica queda reflectida en I’equacid segiient:

T —mig = mia

d’on obtenim

7. =mi(g+a)= 1247N T,
Pel que fa a m., tenint en compte que el seu moviment és descendent, la seva dinamica
queda reflectida en 1’equacio segiient:
al $m»g
mag — To = maa Figura de la soluci6 5.3.4. Diagra-

, ma del solid lliure m
d’on resulta

T: =ma(g—a) = 1447N

Problema 5.3.5. Una roda de 6 cm de radi t€ un eix de 2 cm de radi. El conjunt té
un moment d’inércia de 0,004 kg m’ i una massa de 3kg. La roda esta recolzada
sobre el terra i no llisca. Determineu el sentit de gir de la roda i la seva acceleracio
si, partint del repds, estirem horitzontalment d’una corda enrotllada a 1I’eix amb una
forga de 5N, com es veu a la figura. Figura de 'enunciat 5.3.5
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Solucio

Totes les forces que actuen sobre la roda o bé son conservatives o bé no fan treball en
el seu desplagament de rodolament sense lliscament. En conseqiiéncia, es tracta d’un
sistema conservatiu. La seva energia mecanica F es pot expressar de la forma

E:éMU2+MgR+%Iw2fﬁ-FA+C

on7a = (x4, R) 1, pertant, Ur = fﬁ»FA = —Fx 4 és I’energia potencial associada
a la forca F' = 2N aplicada horitzontalment, amb C' una constant.

Com que E es conserva, la seva derivada temporal sera nul-la:
E=0= Mva+ lwa — Fi

on &4 ¢és la velocitat dels punts de la corda, com A, ¥4 = (£4,0,0). Sila corda no
llisca sobre 1’eix, aquesta velocitat també és la del punt de contacte de la roda amb
la corda (vegeu la figura de la solucid). Si fem servir ¥4 = ¥ + & X (Fa — 7), on,
observant la figura, 7 = (z, R, 0)i ¥ = (v, 0,0) son, respectivament el vector posicio
i la velocitat del centre del cilindre i & = (0,0, —w) , trobem

Ta=V—wWr

Si aquesta expressié se substitueix en la provinent de la conservacié de 1’energia
mecanica, junt amb v = wR ia = aR, trobem

. I r
E=0=|M+ — —F1-—=
0 ( —|—R2>va ( R)v

i s’obté finalment .
= M = 0,81m/s
M+ &2
a > 0 implica que o = & > 0. Tenint en compte que hem pres el sentit positiu cap
a la dreta i v inicial nul-la, d’acord amb la figura, la roda es desplaga cap a la dreta
girant en sentit horari. |

Figura de la solucié 5.3.5









6 Petites oscil-lacions

Introduccio

Els fenomens oscil-latoris son molt importants. Tot allo que ens envolta tendeix a
estar en una posici6 d’equilibri estable. El mar esta en equilibri estable. Les onades
son petites oscil-lacions al voltant de 1’equilibri. Una estructura, un edifici, esta en
equilibri estable. Qualsevol pertorbacio que rebi, si no el trenca, provocara petites
oscil-lacions al voltant de 1’equilibri.

L aproximacio base al comportament intern de la matéria solida és la rigidesa, que
ésuna configuraci6 d’equilibri estable. La primera aproximacié al moviment intern
de la materia solida son les petites oscil-lacions al voltant de la configuraci6 de

rigidesa.

L’estudi de les petites oscil-lacions és, doncs, una primera aproximacio a 1’estudi
del comportament dinamic de molts sistemes que, en primera instancia, ens apa-
reixen com a inamovibles i que, per qualsevol causa, trontollen. Es molt notable
que aquest estudi, el puguem dur a terme sense entrar en detall sobre les causes que
provoquen 1’alteracié de I’estat d’equilibri.

6.1 Petites oscil-lacions al voltant d'una posicio d'equilibri
estable

Considerem un sistema conservatiu d’un grau de llibertat = d’energia potencial
U(x) que té una posicié d’equilibri estable z,. Aixo vol dir que U(x) compleix
dUu a*U
%(:CO):O ) @($0)2k>0 (6.1)
Redefinim el sistema de referéncia, de manera que la posicié d’equilibri sigui z, =
0. Considerem petites desviacions x al voltant de la posicié d’equilibri z, = 0.
Fem un desenvolupament en série de Taylor de U (z) i ens quedem al primer ordre
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significatiu, és a dir, al primer ordre en que obtenim un resultat diferent de zero.

dU 1 d*°U
U(z) =U(0) + %(O) T+ e

1
(0) 2° + O[2”] =~ 3 k x® + constant (6.2)

A la figura 6.1, tenim un exemple que il-lustra la situacié genérica. En un pla
vertical, donem la forma que vulguem, y(z), a una guia, de manera que tingui un
minim, on situem ’origen del sistema de referéncies x = 0. Enfilem una petita
boleta de massa m i la deixem reposar al punt z = 0. Li donem una petita empenta
i observem el moviment que fa al voltant de x = 0. L’energia potencial sera

d*y
dx?

2

1
U(z) =mg y(x) =~ ikx ;. k=mg

(0)

L’energia cinética sera

1 2
Ec:§m112; v=/12 4+t =1 1+<%>

i, com que a prop de la posicié d’equilibri Z—Z ~ 0, tenim F, ~ %m 2°. L’energia
mecanica resulta ser, per a petites desviacions de la posicié d’equilibri,

1 1
E =~ 3m 2 + §k xz? (6.3)

L’equacidé de moviment per a petites desviacions de la posici6 d’equilibri sera doncs
mI = —kx i, per tant, el sistema efectuara oscil-lacions harmoniques al voltant
d’aquesta. No només les molles oscil-len harmonicament. De fet, podem enunciar
que:

< Qualsevol sistema amb una posicio d’equilibri estable, si parteix prop d’aquesta
posicio amb una velocitat inicial petita, efectuara un moviment harmonic.

En aquest capitol, « és una variable de posicio del sistema (pot ser una longitud o
un angle...), de manera que x = 0 és la posicié d’equilibri estable al voltant de la
qual el sistema oscil-la. En aquestes condicions, x s’anomena elongacio.

6.2 Moviment harmonic simple (MHS)

A la figura 6.2, podem veure el tren d’aterratge d’un avio. Si el vincle entre la roda
iel cos de 1’avio fos rigid, en entrar en contacte amb la pista hi hauria una trenca-
dissa considerable. Per aix0, entre la roda i el cos de 1’avié s’interposa un element
elastic, com una molla. Com a conseqiiéncia de la molla, en entrar en contacte amb
la pista, el cos de 1’avi6 inicia un moviment oscil-latori harmonic vertical que no
s’atura. Es un moviment harmoénic simple (MHS). El que volem és caracteritzar
el moviment harmonic simple sense posar el focus d’atencio en la causa concreta

Fig.6.1: Una petita boleta enfilada
en un filferro efectua oscil-lacions
harmoniques al voltant de la
posicié d'equilibri estable



que el provoca en cada cas. El moviment oscil-latori vertical de 1’avié és molt sem-
blant al moviment horitzontal de la boleta de la figura 6.1, malgrat que el primer és
provocat per la gravetat i la guia i el segon, per la molla. Volem una caracteritza-
ci6 d’aquests casos, que ens permeti tractar-los amb les mateixes expressions de la
teoria, sense que haguem d’anar retocant les formules segons si es tracta d’un cas
o un altre. Ens podem guiar per I’equaci6é de moviment m & = —k x.

Equacio canonica del MHS

Diem que un sistema d’un grau de llibertat « fa un moviment harmonic simple si
I’equaci6 de moviment pot ser escrita en la forma candnica:

i+wr=0 (6.4)

en qué w, s’anomena pulsacio lliure.

Solucio general del MHS
La solucié general de I’equaci6 canonica del MHS és

x(t) = Asin(wet + ¢o) (6.5)
on A i ¢, son constants d’integracio.

La demostracid és immediata. Només cal derivar dos cops I’expressio (6.5) i subs-
tituir z i & a ’equacio6 canonica (6.4) per veure que es compleix idénticament.

A1 ¢, s’anomenen, respectivament, amplitud i fase inicial i, com ja hem dit, son
constants d’integraci6. Es poden fixar si coneixem les condicions inicials per a
qualsevol instant ¢,, x(t,) i (¢,). L’argument de la funcid trigonométrica sin,
©(t) = wot + o, s’anomena fase. Aixi, la fase inicial és ¢, = ©(0).

Des del punt de vista del seu significat fisic, destaquem els conceptes segiients:

9 Periode lliure. Es el minim temps 7}, que ha de transcorrer perqué es repeteixin
els mateixos valors de x i . Es a dir, z(t + T,) = x(t) i #(t + T,) = @(t). Per

Fig.6.2: La molla del tren
d'aterratge d'un avié provoca que
aquest faci un moviment
oscil-latori harmonic iniciat en el
contacte amb la pista
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aixo, cal que la fase torni a tenir el mateix valor (modul 27), és a dir, p(t + T;) =
©(t) + 2. N obtenim w, T, = 2.

< Freqiiéncia lliure. Es I’invers del periode Iliure.

T, = l = 2—7T (6.6)
fo Wo

< Amplitud. Es el maxim valor que pot atényer 1’elongacié z(t). L’amplitud és,
doncs, el factor A > 0 de la funcid trigonométrica de 1’elongacio x(t) de (6.5).

Exemple de moviment harmonic simple

Un exemple evident i senzill en qué podem aplicar tot el que hem apres és el d’una
esfera homogenia lligada a I’extrem d’una molla, amb 1’altre extrem fixat, en pre-
séncia de la gravetat.

Deixem que ’esfera trobi la posicio d’equilibri. No estem ara interessats a saber
on és aquesta. Situem 1’origen del sistema de referéncies alla on sigui la posicid
d’equilibri, tal com es veu a la figura 6.3. La coordenada x és 1’elongacio, ja que
x = 0 ¢és el punt d’equilibri. En aquest punt, les forces que actuen sén el pes
mg 1, en sentit contrari, la forca de la molla F},, que, en tractar-se d’una posicid
d’equilibri, tindra el mateix modul que el pes, F,,, = mg.

Donem una petita empenta (translacio vertical) arbitraria a I’esfera. Quan és a la
posicio x, movent-se a una velocitat &, les forces que actuen son el pes i, en sentit
contrari, la forga de la molla F;. Aquesta ultima, la podem descompondre com
F, = F,, + kx. Com que F,, = mg, la suma de forces que actuen, (mg — F})i,
és —kxi. L’equacié de moviment de Newton és, doncs, m# = —kz. Escrita en
forma canonica, resulta

k
i+ —x=0 (6.7)
m

Comparant amb 1’equacié canonica del MHS, deduim que es tracta d’un moviment
harmonic simple, caracteritzat per la pulsacié lliure w, = ,/%. El periode és,

segons (6.6), T, = 2m,/7. Observem que la gravetat no apareix a I’equacio de
moviment. La gravetat afecta la ubicaci6 del punt d’equilibri, pero no el moviment
respecte d’aquest punt.

6.3 Moviment harmonic esmorteit (MHE)

Introduim una forga d’esmorteiment viscos, del tipus —bz, en el tren d’aterratge
de I’avid (vegeu la figura 6.4).

Fig.6.3: Particula lligada a una
molla. La gravetat afecta la
ubicacié del punt d'equilibri, perd
no el moviment respecte d'aquest
punt



Fig. 6.4: La molla i I'amortidor del
tren d'aterratge d'un avié provoca
que aquest efectui un moviment
oscillatori harmonic esmorteit
iniciat en el contacte amb la pista

Ara, les oscil-lacions del cos de 1’avid es van fent cada cop més petites. Diem que
és un moviment harmonic esmorteit (MHE).

Es important observar que, atés que la forga d’esmorteiment és proporcional a la
velocitat, la posicio d’equilibri del sistema esmorteit és exactament la mateixa que
la del mateix sistema sense la for¢a d’esmorteiment.

Mirem de caracteritzar el moviment harmonic esmorteit sense posar el focus d’a-
tencid en la causa concreta que el provoca en cada cas. En aquest cas, ens guiarem
per I’equacié de moviment m & = —bx — k x.

Equacio canonica del MHE

Diem que un sistema d’un grau de llibertat  efectua un moviment harmonic es-
morteit si ’equacié de moviment pot ser escrita en la forma canonica:

i+ 2+ wiz=0 (6.8)

on wy, se segueix anomenant pulsacio lliure. -y s’anomena parametre d’esmorteiment
i esta relacionat, com veurem, amb la for¢a d’esmorteiment.

Molts cops, haurem de distingir entre el parametre d’esmorteiment i el coeficient
de friccio6 b. Per aixo, observem que, independentment del que sigui x, les unitats
de v son s™'. Les unitats de b han de ser tals que bv tingui unitats de forga, N. Aixi,
[b] = Nsm™' =kgs™!

Solucio general del MHE

La soluci6 general de I’equaci6 canonica del MHE té diferent forma segons els
valors relatius de w, i 7.

S
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Moviment oscil-latori: w, > v
La soluci6 general es pot expressar com
z(t) = A e " sin(wt + @) (6.9)
on A i, son constants d’integracio i
w= /w2 —2 (6.10)
¢s la pulsacié.

La demostracid és immediata, encara que més embolicada que en el cas del MHS.
Només cal derivar dos cops I’expressio (6.9) i substituir z, & i & a I’equacié cano-
nica (6.8) per veure que, tenint en compte (6.10), es compleix idénticament.

A1, s’anomenen, respectivament, amplitud inicial i fase inicial i, com ja hem
dit, son constants d’integracio. Es poden fixar si coneixem les condicions inicials
per a qualsevol instant ¢,, 2(t,) i Z(¢,). L’argument de la funci6 trigonométrica
sin, p(t) = wt + @,, s’anomena fase. Aixi la fase inicial és v, = ©(0).

Ara els conceptes analegs als de periode lliure i amplitud no poden ser exactament
els mateixos. Si que podem mirar de fer-ne una generalitzacié comuna.

< Amplitud variable. Es el factor A(t) = Ae?*, amb A > 0, de la funci6 tri-
gonométrica de I’elongacid x(t) de (6.9). L’amplitud variable és ’envolupant de
I’elongacio: a la figura 6.5, es veu com 1’amplitud variable t€ un contacte tangent
prop de cada maxim local de I’elongacio.

< Periode. Es el minim temps 7' que ha de transcorrer perqué es repeteixin els

mateixos valors de relacié d’elongacio fl((tt)) i de relaci6 de velocitat d’elongacié

t(t LY . . . .
wﬁ(i). Per aix0, com en el cas lliure, cal que la fase torni a tenir el mateix valor

modul 27, és a dir, o(t + T) = p(t) + 27. N’obtenim wT' = 27.

< Freqiiéncia. Es I’invers del periode.

1 27

Moviment sobreesmorteit: w, < v

A la figura 6.6, podem veure que, a causa del fort esmorteiment, 1’elongacié no
arriba a oscil-lar. La forma oscil-lant de la solucid general no és la adequada. Com
que w, < 7, w esdevé imaginaria. Les constants d’integracié A i ¢, haurien de
prendre valors imaginaris per fer que 1’elongacio6 esdevingués real. Tot aixo es pot
fer i la solucié general pren, en aquest cas, la forma

a(t) = C, e 1D 4 O, e 1! (6.12)

Ae

Fig. 6.5: L'amplitud variable t& un
contacte tangent prop de cada
maxim local de I'elongacié

Y <2 <7Vs

Fig. 6.6: Grafiques de I'elongacio
per a diferents valors de v en el
cas sobreesmorteit

t



on (' i C, son constants d’integracid que es poden fixar si en coneixem les condi-

Yy =7 E /7?2 — w? (6.13)

La demostracio és immediata. Només cal derivar dos cops I’expressio (6.12) i

cions inicials 1

substituir z, @ 1 # a I’equacio6 canonica (6.8) per veure que, tenint en compte (6.13),
es compleix idénticament.

Moviment critic: w, = v

Es el cas que separa els dos anteriors. Des del punt de vista matematic, cap de
les dues solucions anteriors representa bé el moviment critic ja que, malgrat no
aparéixer magnituds imaginaries, només contenen una constant d’integracid. Es
senzill demostrar que, si w, = 7, la solucié general de 1’equacid (6.8), amb dues
constants d’integracio, és

z(t) = (C, + C,t)e™ " (6.14)

on C| i C, son constants d’integracid que es poden fixar si coneixem les condicions
inicials.

Exemple de moviment harmonic esmorteit

Seguint amb I’exemple de 1’esfera homogenia lligada a I’extrem d’una molla, amb
I’altre extrem fixat, en preséncia de la gravetat, ara envoltem 1’esfera d’un fluid
que causa una forga de friccid viscosa de coeficient b i també un empenyiment
d’Arquimedes. En ser I’esfera homogenia, el centre d’empenyiment coincideix
amb el centre de masses.

Deixem que ’esfera trobi la posicio d’equilibri. Situem I’origen del sistema de
referéncies alla on sigui la posicié d’equilibri, tal com es veu a la figura 6.7. La
coordenada x és I’elongacio, atés que x = 0 és el punt d’equilibri. En aquest
punt, les forces que actuen son el pes myg i, en sentit contrari, la for¢a de la molla i
I’empenyiment d’ Arquimedes F,+ E, que, en tractar-se d’una posicio d’equilibri,
sumades tindran el mateix modul que el pes, F,, + E, = mg.

Donem una empenta (translacio vertical) arbitraria a I’esfera. Quan és a la posicio
x, movent-se amb velocitat &, les forces que hi actuen son el pes i, en sentit contrari,
la for¢a de la molla, la friccid i ’empenyiment F), + bz + E,. Com que F), = F,+
kxiF,,+ E, = mg, tenim que la suma de forces que actuen, (mg— E,— F, —bi)i,
és (—kx — bx)i. L’equacidé de moviment de Newton és, doncs, mi = —kx — bi.
Escrita en forma canonica, resulta

i+ Lt Ta—o (6.15)
m m

Fig. 6.7: Esfera homogenia ligada
a una molla i envoltada de fluid.
El punt d'equilibri és independent
de la forga viscosa. La forga
resultant no depén ni de la
gravetat ni de 'empenyiment
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6. Petites oscil-lacions

Comparant amb 1’equaci6 canonica del MHE, deduim que es tracta d’un moviment

harmonic esmorteit, caracteritzat per la pulsaci6 lliure w, = 4/ % i el parametre

d’esmorteiment v = % Depenent dels valors relatius de w, i, es tractara d’un
moviment oscil-latori, sobreesmorteit o critic.

Problema 6.3.1. Una politja, de moment d’inércia respecte al seu eix I, efectua
petites oscil-lacions esmorteides girant sense friccio a ’eix: la corda té massa ne-
gligible, es manté sempre tensa i en cap moment llisca. Fixades a terra i als extrems
hi ha un parell de molles iguals, de massa negligible i constant recuperadora k. Un
disc, de massa negligible, rep per friccio aerodinamica una forga —bv , essent v la
velocitat del disc i b constant. Per a petites oscil-lacions, determineu:

a) I’equacié de moviment,
b) la trajectoria i

¢) el periode.

Solucio

Com a elongacio, prenem 1’angle ¢, de manera que en equilibri ¢ = 0.

a) L’equacié de moviment de rotacid per a la politja M = I« sera
—2kRpR — bRoR = I

Aix0 ¢és aixi perque, quan estem en equilibri les dues molles fan un moment igual i
de sentit contrari Mgro + Mpro = 0; quan girem un angle ¢ en el sentit positiu
(vegeu la figura), la molla esquerra fa un moment més petit, ja que s’ha escurcat
Rp, Mg, = Mgro — k Ry R, ilade ladreta, més gran, ja que s’ha allargat Ry,
Mpr, = Mpro + k Ry R . Aixi, el moment resultant de 1’accié de les molles
és Mpi + Mg, = —2k Ry R . El moment fet per la for¢a de friccio viscosa
—bv = —bRp és —bvR = —bRyR.

Escrivim I’equacié de moviment en forma canonica:

.._|_bR2 .+2kR2 —0
P 7 P 7 Y=
i, per comparacio,
__bR* o — 2kR?
V= 2] ’ 0 — I

b) La trajectoria, d’acord amb 1’enunciat, és la corresponent a un moviment oscil-lant:

2 2 P2
@(t):Aq, e_'Yt Sin(UJt+€0) ; w:m:\/}j«- (2]{:—1)4][% >

on A, és I’amplitud angular i &, la fase inicial

¢) El periode és
27 2T

T:;:
2 2 R2
2 (20— 252 ]

Figura de I'enunciat 6.3.1

Figura de la solucié 6.3.1



6.4 Moviment harmonic forcat (MHF)

Ara suposem que la pista d’aterratge de 1’avid dels apartats anteriors conté un seguit
de guals que li confereixen una forma sinusoidal (vegeu la figura 6.8). El cos
de I’avio6 rep, com a conseqiiéncia, una forga de tipus sinusoidal que perllonga
el moviment malgrat I’esmorteiment. Com és aquest moviment a la llarga? Quina
relacid hi ha entre 1a molla, I’esmorteiment i la freqiiéncia dels guals, per una banda,
i el moviment vertical del cos de 1’avid, per I’altra? Diem que el sistema esta forcat
o que hi actua una excitacié externa.

Mirem de caracteritzar el moviment harmonic forgat sense posar el focus d’atencio
en la causa concreta que, en cada cas, el provoca. En aquest cas, ens guiarem amb
I’equacié de moviment m& = —kx — bx + Fy(t), on F'5 és una forca d’excitacio
externa que suposem sinusoidal.

Equacio canonica del MHF

Diem que un sistema d’un grau de llibertat  efectua un moviment harmonic forgat
si I’equacié de moviment pot ser escrita en la forma:

F + 2vi + wle = Bsin(Qt + 6,) (6.16)

on w, se segueix anomenant pulsacio lliure, -y parametre d’esmorteiment, 1 hi apa-
reixen tres noves constants B, €) i 6,, que estan relacionades, com veurem, amb
I’amplitud, la freqiiéncia i la fase inicial de la forca (o parell) d’excitacio, respec-
tivament.

Solucié general del MHF

Com que I’equacid (6.16) és lineal respecte de (), la solucid general es pot escriu-
re com la suma de la soluci6 general de I’equacié homogenia & + 2vy& + w2z = 0,
x,(t), que coincideix amb 1’equacié de moviment del MHE, i una soluci6 parti-
cular z,(t) de (6.16). z(t) = z,(t) + x,(t). x,(t) és la solucié corresponent del
MHE que, en qualsevol dels tres casos, ¢s un moviment esmorteit que desapareix
amb el temps. Aquest temps, que depén del parametre d’esmorteiment, el podem
avaluar com ¢ > y~', de manera que el factor e~ ~ 0. Diem que x, (t) és el
terme transitori. La solucio particular z, es troba per tempteig. Partim de

x,(t) = A, sin(Qt + 0, — v,) (6.17)

on A, iy, son constants que cal ajustar per tal que (6.17) efectivament compleixi
I’equaci6 (6.16). Si substituim z,(t), Z,(t) i Z,(¢), trobats a partir de (6.17), a
(6.16), n’obtenim

2782

e e

singp >0 (6.18)

Fig. 6.8: La pista no és
perfectament horitzontal i plana.
Els guals que té li confereixen una
forma sinusoidal. Aixo provoca
que el moviment oscil-latori
esmorteit del cos de I'avié no
s'acabi. El cos de I'avié rep una
forca sinusoidal d'excitacio
deguda als guals de la pista que
mantenen el moviment

161



B
Q\/472 + ( - wj)z
Q

Per tant, la soluci6 general del MHF (6.16) es pot escriure com un terme transitori

A:

P

(6.19)

T, solucid general del MHE, més un terme estacionari z,,, definit segons (6.17)
amb una amplitud particular A, segons (6.19) i una fase inicial 6, — ¢,, on ¢, és
definit segons (6.18). ¢, pot ser entés com la diferéncia de fase entre 1’excitacio i
I’elongacio.

Per exemple, en el cas oscil-latori, w, > 7, la solucid general és

z(t) = Ae sin(wt+ @,) + A, sin(Qt + 6, — ©,) (6.20)

on A1 g, son constants d’integracid. A I’inici del moviment no hi ha una pulsacié
definida. Es tracta d’una superposicié de dos moviments harmonics de pulsacions
respectives w 1 {2. Passat un temps, ¢ > v~', podem considerar que el terme tran-
sitori desapareix i només ens queda el terme estacionari. El terme estacionari x,, ()
¢és un moviment oscil-latori harmonic de pulsaci6 2, determinada per 1’excitador, i
d’amplitud A, i fase inicial 6, — ¢, que no estan relacionades amb les condicions
inicials. Estan fixades per magnituds presents a I’equacié de moviment i, per tant,
al sistema: B, w,, v, 216,.

Exemple de moviment harmonic forgat

Seguim amb I’exemple de I’esfera lligada a I’extrem d’una molla, en les mateixes
condicions que a I’apartat anterior. Ara, perd, mantenim I’altre extrem de la molla
amb la ma. Vegeu la figura 6.9.

Amb la ma quieta, I’equacié de moviment sera exactament la mateixa que en el cas
de la molla fixada al sostre, equacio (6.15), que podem escriure en la forma

mi = —bt — k(x — x,) (6.21)

encara que ara és z, = 0.

Si belluguem la ma en direccid vertical, amb un moviment sinusoidal d’amplitud
Ap ipulsacio 2, provocarem que el punt d’equilibri es bellugui al voltant de z = 0
segons ¥, = Apsin(Qt + 6,). Vegeu la figura 6.10. Aquesta excitaci6 externa
provoca que la forga de la molla canvii a través del canvi de x,. Substituint el nou
valor de x, a (6.21), n’obtenim

mi=—-bx—k(x— Apsin(Qt + 6,))

G
§x(, =0

Fig. 6.9: En lloc de fixar I'extrem
superior de la molla al sostre,
I'agafem amb la ma. Si mantenim
la ma ben quieta, el punt
d'equilibri és el mateix d'abans i
noesmouzxo =0

O

xo = Apsin (Qt 4 6,)
i

Fig.6.10: Si belluguem la ma
verticalment, amb un moviment
sinusoidal d'amplitud Az i
pulsacié €2, provocarem que el
punt d'equilibri es bellugui al
voltant de 0 segons

zo = Ap sin(Q2t + o).



que es pot escriure
mi=—bi— kx+ kApsin(Qt + 6,)

on veiem que I’efecte de bellugar la ma és 1’aparicié d’una for¢a que actua sobre
lesfera F' = kA sin(Qt 4 6,). Si I’expressem de forma canonica

k

kA, .
i+ E S sln(Qt + 90) (6.22)
m m m

n’obtindrem les mateixes expressions per a w, iy i també B = M#.

Fenomens de ressonancia

Com hem comentat, les caracteristiques del moviment oscil-lant que resulta d’aplicar

un excitador a un cert sistema no vénen determinades per les condicions inicials,
sind per magnituds que, o bé soén del sistema o bé de 1’excitador. En particular,
I’amplitud A, té un valor determinat per una certa combinacié d’aquestes magni-
tuds segons (6.19). Estudiarem A, com a funcid de €2, ja que 2 és la magnitud
present a (6.19) que no pertany al sistema sin6 a I’excitador. La qiiestio és, fixats
els valors del sistema, w, i, hi ha algun valor de 2 que faci que A, sigui especial-
ment gran? Les grafiques de A, () es poden veure a la figura 6.11 per a diferents
valors de 7. En general, sempre que w? > 272, A,({)) presenta un maxim. A quin
valor de €2 correspon el maxim? Aixo és senzill de respondre, ja que només hem
de derivar A, () respecte de §2, igualar a zero i aillar 2.

< Ressonancia d’amplitud. Sempre que w?> > 2+, la pulsacié d’excitacio {2 que
fa que I’amplitud d’elongacié A, tingui un maxim, que anomenem pulsacio de
ressonancia d’amplitud Q) ,, és

(6.23)

A més de la ressonancia d’amplitud, té també interés la ressonancia de velocitat, és
a dir, la pulsacio 2 per a la qual ’amplitud de velocitat Q2 A, (Q2) té un valor maxim.

< Ressonancia de velocitat. La pulsacié d’excitacio €2 que fa que amplitud de
velocitat 24, tingui un maxim, que anomenem pulsacio de ressonancia de velo-
citat Q .y, és

(6.24)

Qry = w,

Es un fet notable que, en ressonancia de velocitat, la diferéncia de fase entre exci-
. ., , s
tacio i elongacio, ¢, €s, segons (6.18), 5.

La ressonancia de velocitat esta molt relacionada amb les qiiestions energétiques,
com veurem a la proxima subseccio.

limA, = 0
~—0

A

P

0
)

Y>>V

V3
B |
w_g‘ 1 T Q’

0 é )

Fig.6.11: Grafiques de A, (Q2)
per a diferents valors del
parametre d'esmorteiment

v1 > y2 > 73 >. S'observa
que, siwg > 22 hihaun
maxim. Quan v — 0, el maxim
se situaa 2 = wy itendeix a
infinit. Quan @ — oo, resulta
Ap(o0) — 0. Quan Q — 0, el
sistema oscil-la amb una amplitud
A, = %. En aquest dltim cas,
si es tractés de l'esfera de
I'exemple, B = '“ATF i s'obté
A, = Ar, és adi, l'esfera puja
i baixa sense que la molla es
deformi
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Energia i poténcia

L’expressi6 de I’energia dependra del sistema concret que tractem. Tot i aixo0, sa-
bent que, per al MHS, F = 0 ha de ser I’equacié de moviment, podem deduir que
I’energia d’un moviment harmonic sempre es podra escriure

1 1

on M, és un factor que conté la inércia. Per exemple, en cas que es tracti d’un
cos que oscil-la per translacio, M, sera simplement la massa, com en el cas de
I’exemple de I’esfera lligada a una molla que hem tractat al llarg d’aquest capitol.

Si es tracta d’un MHE oscil-lant amb 7 < w,, podem escriure I’energia en la forma
aproximada

E= éMIwﬁA(tY = e 2" E(0) (6.26)

Si es tracta d’un MHF, I’energia no es conserva a causa de la preséncia de la friccid
i de ’excitaci6 externa. En aquest cas, podrem escriure

E = —2M,~i* + M,Bsin (Q + 0,) & (6.27)

ja que, si desenvolupem E segons (6.25), (6.27) és I’equacié de moviment del
MHEF.

Quan estem en la fase estacionaria, la mitjana de I’energia en un periode, F, es
conserva, atés que si calculem £

t+T
_ 1 1
E= / B dt = ;M 47 (w] + ) (6.28)

podem observar que E no depén de ¢. Si que hi ha dissipaci6 per friccié, pero la
mitjana de la suma de la poténcia d’excitacio i la dissipacié s’anul-len.

La mitjana de la poténcia d’excitacio, P, és, tenint en compte el terme de poténcia
de I’excitador, €s a dir, el segon terme del membre de la dreta de (6.27)

t+T
o e . .
P:T/Pdt =41 [ M,Bsin(Qt+0,) idt

(6.29)
1 : 1 2002 o3
= §M,BAPQ sinp, = iZApQ sin g,
on Z s’anomena impedancia mecanica:
7=ty 4y2 + Q- 2 (6.30)
—aa - Y Q '



1F,=M,B.

Com veiem, si la pulsaci6 €2 coincideix amb la de ressonancia de velocitat, 2 = w,,
A, sera maxima i sin ¢, = 1. Aixi, podem dir:
< Poténcia d’excitacié maxima. En ressonancia de velocitat, la poténcia mitjana

desenvolupada per I’excitador és maxima.

La diferéncia entre Q2 1 Qx4 €8

Qrv — Qga _ ('Y>2 +0 ((7>4) 6.31)
QRv Wo Wo

Per a esmorteiments relativament petits, 7 < wy, tindrem Q,, = Qp4 ~ w,. En
aquests casos, ¢s exclusivament la pulsacio lliure w, la que caracteritza el compor-
tament ressonant del sistema.
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7 Ones mecaniques

Introduccio

Fins ara, hem estudiat la materia en un model de solid rigid. Ara considerem
I’estructura interna d’aquesta matéria. Prenem un bloc de material solid homo-
geni 1 hi fem una ullada per dins. No cal que arribem al nivell atomic! N’hi ha
prou que considerem volums suficientment grans perqueé, en situacié d’equilibri,
la quantitat de matéria que continguin es mantingui constant. Aquestes porcions
interaccionen les unes amb les altres. Podem construir un model representant cada
volum de matéria per una particula. Les diferents particules les unim amb molles
que, per a petites desviacions de I’equilibri, sabem que, pel que hem aprés al capitol
capitol 6, representen bé les forces d’interaccio (vegeu la figura 7.1).

Fet aixo, si desplagem sobtadament una de les particules de la posicié d’equilibri,
internament tot comenca a vibrar! Diem que pel medi es propaga una ona (vegeu
la figura 7.2).

En aquest capitol, estudiarem com tractar els moviments interns de la matéria, quan
aquesta deixa de ser rigida i passa a tenir propietats elastiques.

7.1 Ones

Si pertorbem localment alguna de les propietats d’un medi, la pertorbacio es trans-
metra a tot el medi. La propagacidé d’aquesta pertorbaci6é s’anomena ona o movi-
ment ondulatori. Pel fet que tractem de pertorbacions mecaniques, pertorbacions
d’algunes de les propietats dels medis materials, diem que tractem amb ones me-
caniques. Sino hi ha confusid, en direm simplement ones. El punt o conjunt de
punts on es produeix la pertorbacio inicial s’anomena focus.

Pensem en algunes experiéncies quotidianes relacionades amb les ones.

a) Sitibem d’un punt d’una corda tensa (vegeu la figura 7.3 (a)), observarem com
la deformacié produida es transmet a una velocitat v (vegeu la figura 7.3 (b)).

Fig. 7.1: Model de matéria més
enlla de la rigidesa
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Fig. 7.2: El desplagament sobtat
de només una de les particules
provocara la propagacio d'una
ona pel medi
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Si la corda esta més tensa, la velocitat de propagaci6 sera més gran.

v —~ 0 v
~ ; x

b) Si donem un cop de martell a una via del tren, al cap de poc, una persona allu-
nyada notara la vibraci6 causada tocant la via amb la ma.

c¢) Si tirem una pedra a I’aigua d’un estany, observem com la pertorbacid es va
estenent circularment per tota la superficie, a una velocitat constant.

d) Si fem explotar un petard, la rapida combustié de la pdlvora provoca el des-
placament dels gasos que comprimeixen la capa esférica d’aire més proxima al
petard. Com que I’aire és molt elastic, després de ser comprimit s’expandeix,
comprimint la capa esférica que envolta la primera capa. I aixi, successivament.
El resultat és una ona sonora que es propaga esfericament per ’aire.

Totes les ones mecaniques tenen uns trets comuns que son:

< Hihaun medi i una propietat d’aquest medi que pot ser pertorbada. Aquesta
pertorbacid I’anomenem funcié d’ona o camp. En equilibri, la funcié d’ona és

nul-la.

— En el cas d’una corda tensa, la corda defineix 1’eix x (vegeu la figura 7.3).
La funcid d’ona és el desplacament transversal y de cada punt de la corda
respecte de la seva posicio d’equilibri, y = 0. Com que cada punt de la
corda queda determinat per la seva posicio z, i el desplacament y de cada punt
depen del temps, I’ona a tota la corda queda caracteritzada per una funcio6 de
dues variables, y(z, t), que és la funcio d’ona de la corda.

< Enles ones mecaniques, les particules que constitueixen el medi, de mitjana, no
es mouen; nomes oscil-len lleugerament al voltant de la seva posicioé d’equilibri.
Les ones no transporten materia. Si que podem dir que les ones propaguen

energia i quantitat de moviment.

Si la velocitat d’oscil-lacié és perpendicular a la direccié de propagacid, diem que
es tracta d’ones transversals (vegeu la figura 7.4).

Fig. 7.3: Propagaci¢ d'una
pertorbaci6 en una corda tensa

Fig.7.4: Una molla llarga
representa bé un model de medi
continu unidimensional. Podem
generar una ona transversal
desplagant transversalment
algunes espires de la molla llarga



Si la velocitat d’oscil-laci6 té la mateixa direccié que la de propagacid, diem que
es tracta d’ones longitudinals (vegeu la figura 7.5).

Si la pertorbaci6 és un desplacament, longitudinal o transversal, en podem dir elon-
gacio, d’acord amb el que hem vist al capitol 6.

Si la pertorbacio inicial és molt breu, 1’ona que es propaga pel medi s’anomena
pols ondulatori. Aquest és el cas de la figura 7.3.

Si la pertorbacio inicial consisteix en una oscil-lacié durant un cert interval de
temps At, el que tindrem és un tren d’ones. A la figura 7.6, es mostra un tren
d’ones harmoniques. Si I’interval At és molt gran, At — oo, el tren d’ones har-
moniques s’haura convertit en una ona harmonica. Les ones harmoniques, com
veurem ben aviat, son un cas ideal d’ones molt important.

v
—

Fronts d'ona

Un medi s’anomena homogeni si, fixada una direccid, la velocitat de propagacio
¢s independent del punt que considerem.

Un medi s’anomena isotrop si la velocitat de propagacio és la mateixa en totes les
direccions; en cas contrari, €s anisotrop.

Un medi s’anomena no dispersiu si, a cada punt, totes les ones tenen la mateixa
velocitat.

Un medi s’anomena no dissipatiu si el medi no absorbeix I’energia que transporta
I’ona.

S’anomena medi ideal el medi que és, a la vegada, homogeni, isotrop, no dispersiu
ino dissipatiu. En un medi ideal, la velocitat de propagacio de les ones és constant.

S’anomenen fionts d’ona les regions del medi connectades per punts amb un ma-
teix valor de la pertorbacio. Dels punts d’un front d’ones, se’n diu que estan en
fase. La direcci6 de propagaci6 és perpendicular als fronts d’ona.

En un medi ideal, si el focus és puntual o esféric, el front d’ones sera esferic. Si el
focus és pla, el front d’ones també¢ ho sera. Lluny del focus, un front d’ones esferic
esdevé aproximadament pla (vegeu la figura 7.7). En un medi ideal, una ona plana
o unidimensional ¢s la causada per un focus pla. A la practica, lluny d’un focus
puntual o localitzat, tindrem una ona plana. En un medi ideal, una ona plana es

iy

Fig. 7.5: Ona longitudinal
provocada pel desplagament
longitudinal d'algunes espires en
una molla llarga

Fig. 7.6: Un cas particular de tren
d'ones. Si la pertorbacié inicial
consisteix en una oscil-lacié
harmonica que es perllonga un
temps At, s'obté un tren d'ones
harmoniques de longitud v At
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caracteritza perqué t€ una unica direccio de propagacié amb velocitat constant.

lloc a fronts d'ona esferics. Liuny
del focus, aquests fronts d'ona
son aproximadament plans. Lluny
del focus, podem tractar I'ona
com a plana

R

Fig. 7.7: Un focus puntual dona

Les ones en una corda tensa o en una barra llarga i estreta son exemples d’ones
planes o unidimensionals, ja que es propaguen només en una direccio.

L’aire de 1’atmosfera, en una franja d’uns pocs metres i sense gradients de tempe-
ratura importants, es pot considerar un medi ideal per a les ones sonores.

Els fronts d’ona donen una imatge molt clara de la propagaci6 de les ones. De

Fig. 7.8: Christiaan Huygens
(1629-1695) va ser un matematic,
introduir el principi que porta el seu nom. fisic | astronom neerlandés

fet, ’estudi de les ones va comengar al segle X VII quan Christiaan Huygens va

< Principi de Huygens. Qualsevol punt d’un front d’ona és susceptible de convertir-
se en un nou focus emissor d ones identiques a les que el van originar.

Aquest principi permet explicar i preveure fenomens com la reflexio, la refraccio i,
sobretot, la difracci6 de les ones. Huygens va establir el seu principi per demostrar
que la llum és algun tipus d’ona, en contra de I’opinié6 de Newton, que creia que
la [lum no era més que un feix de particules. Ja al el segle XIX, primer Fresnel
i després Kirchhoff van millorar 1’enunciat del principi i, de fet, Kirchhoff va de-
mostrar que era una conseqiiencia de 1’equaci6 d’ones, que veurem a la seccio 7.2.
Com que en aquest text estudiarem les ones des del punt de vista de la mecanica,
no tractarem el principi de Huygens. Només al final del capitol 8§ comentarem que
és la difraccio.

7.2 Ones planes i equacio d'ones

Ones planes: la funcio d'ona

Tractarem de les ones planes en un medi ideal. Per aquest tipus de medi:

a) la velocitat de propagacié v €s una constant caracteristica del medi i

b) la pertorbaci6 conserva la forma mentre es propaga (vegeu la figura 7.9)

Amb aquestes dues condicions, una ona plana, descrita per la funcié d’ona y, que



en situacio d’equilibri val y = 0, sera qualsevol funcié y de x it de la forma

y(x,t) = y(x — vt) obé y(z,t) = y(x + vt) (7.1

Y

0] —r3

Observant la figura 7.9, podem veure que y(z — vt) compleix les condicions a i b.
Els fronts d’ona seran els punts que tenen el mateix argument de la funci6 d’ona, és
a dir, punts en qué x — vt = C, essent C' una constant. Aixi, per a qualsevol instant
t, els fronts d’ona son del tipus x = C' + vt = constant. Per a cada ¢ son plans,
d’aqui ve el nom d’ones planes (vegeu la figura 7.10). Aquests plans viatgen a la
velocitat £ = v. Aixiy = y(x — vt) representa una pertorbacio que es propaga en
el sentit creixent de ’eix x a velocitat v. y = y(x + vt) representa una pertorbacio
que es propaga en el sentit decreixent de I’eix x a velocitat v.

Cal distingir entre la velocitat d’oscil-lacio i la de propagacié. Sil’ona és plana i
viatja en la direcci6 de I’eix x, tindra la forma genérica y(x, t).

< La velocitat d’oscil-lacio, v, és

Ay, t)
e\ L5 T) = 7.2
vuleyt) = Lo (72)
< La velocitat de propagacio v,,,, per a un medi ideal, és la velocitat v,,,, = ||
tal que y = y(z(t), t) és constant. Aixi:
dy 9y . 9y
Y _og=Lis+ 22
dt oz " + ot
d’on resulta
dy
Upep = |8 = | 52 (7.3)
oz

—

Si ’ona és transversal, Uy, L Uy,

i, si és longitudinal, ¥, || ¥, Si el medi és ideal,
sabem que ’ona plana té la forma y(x,t) = y(x & vt) i la velocitat de propagacio

resulta ser vy, = v.

Fig. 7.9: La mateixa pertorbacit a
linstant inicial ¢ = O ienun
instant posterior ¢ en qué s'ha
propagat en el sentit de les x
creixents

Fig. 7.10: Els fronts d'ona d'una
ona plana sén plans paral-lels
entre si

171



172

Ones planes: equacio d'ones

Si tenim en compte els dos sentits possibles de propagacio, una ona plana pot tenir
la forma
y(z,t) = y(x — evt) on e==l1 (7.4)

Totes les possibles ones planes d’un medi es poden caracteritzar per una equacio
diferencial que tingui per incognita y(z,t) i que pot dependre de v, que és una
caracteristica del medi, perd no de e.

Per trobar aquesta equacid, eliminant €, haurem de derivar (7.4). Arabé, y(x,t) =
Y (u), on u = x + evt. Aplicant la regla de la cadena

Oy _davou_dv Py _ &V ou_ &
Ox  du Ox  du 0x2  du? Ox  du?
oy _avou_ay o 0y_avou_dv .
ot du 0t du- 92 dur 0t dur -

. . . . . 2
Com que € = +1, £2 = 1, amb les derivades segones eliminem e. Eliminant 4%,
trobem 1’equacio d’ones planes:

0? 102
2 =20y (7.5)
ox v? Ot
que és I’equaci6 d’ones que es propaguen en una sola direccio, la . Per a ones
propagant-se en diferents direccions, fronts d’ona no plans, cal considerar les tres
dimensions de ’espai =, y, z. Anomenant 1 la funcié d’ona, i amb raonaments
semblants als que s’han fet per a una dimensio, 1’equacié d’ones és

0% 0% 0% 10% -

PR R e T (7.6)

Principi de superposicio

L’equacio d’ones (7.5) és una equacio en derivades parcials lineal. La demostracio
és senzilla: siguin y, (z, ) i y,(x,t) dues ones, és a dir, dues funcions que satisfan
I’equacio6 d’ones

Py, 1 0%y,

=0 Oy 1 0%
ox? ¢ Ot? ox? c? Ot?

Qualsevol combinaci6 lineal de les dues, ay, + by,, amb a i b constants arbitraries,

=0

compleix I’equaci6 d’ones (7.5):

0*(ay, + by,) 1 0*(ay, + bys,)
dx? e o>
- |:82y1 _ 152%} b [322/2 _ 1323/2] -0
ox2  ¢* Ot? ox2  ¢® Ot?



El fet que I’equacid d’ones sigui lineal significa que esta d’acord amb el principi
de superposicio, que simplifica extraordinariament el comportament i 1’estudi de
les ones.

<> Principi de superposicio de les ones. Si per un medi es propaga més d 'una ona,
cadascuna es propaga sense veure S afectada per les altres.

Com que y, (z,t) = f(z — vt) i y»(z,t) = g(z + vt) son solucions de I’equacio
d’ones, aplicant el principi de superposicio trobem la solucié general de ’equacio
d’ones

y(z,t) = f(z — vt) + gz + vt) (7.7)

on f i g son dues funcions arbitraries.

e M

A la figura 7.11, podem veure un cas que il-lustra el principi de superposicio.

Problema 7.2.1. A ’instant ¢ = 0, es dona un cop a una cadena llarga i tensa, que
inicia la propagaci6 d’una ona plana (pols ondulatori) que es pot expressar com

1

)= ————
y(=,t) 12 4 (z + 14t)2

(7.8)
onziyestanenmiel temps ¢ ens. y(x,t) és semblant a la que es mostra a la
figura 7.9.

a) Comproveu que aquesta funcié és una ona plana i trobeu la velocitat a qué
es propaga. Quant valdra la maxima elongacié que experimentara cada petita
baula de la cadena a mesura que es propaga I’ona?

b) Si y(x,t) és un pols, quina amplada aproximada podem dir que t¢?
¢) Quant val la velocitat d’oscil-lacié d’un punt qualsevol = de la cadena?

d) A I’instant ¢ = 0, quins punts tindran la maxima velocitat d’oscil-lacio?

Fig.7.11: Sien una corda es
propaguen dos polsos de sentits
contraris, I'elongacié de cada punt
de la corda sera la suma
d'elongacions que produirien
cadascun dels polsos per separat
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Solucio

a) Efectivament, la funci6 y(z, t) de (7.8) es pot expressar en la forma: y = f(z—vt);
per tant, és una ona que es propaga a la velocitat de 14 m/s en el sentit decreixent de
les . També podem veure-ho comprovant que satisfa I’equaci6 d’ones (7.5).

Per a una x determinada, la maxima elongaci6 y sera quan el denominador de (7.8)
sigui minim: x + 14¢ = 0. Aixi doncs, per a cada x, la maxima y sera: Ymx =
1/12 = 0,0833 m.

b) Per a un valor estimatiu, prenem com a amplada del pols la distancia entre els punts
de la corda que tinguin una elongacid ¥y = 1/10 Y. Com que la forma del pols no
canvia, podem treballar a t = 0,

11 1
10 12~ 12 + 22

d’on r~+10 m

Per tant, I’amplada del pols és de 1’ordre dels 20 m.
c) Per trobar la velocitat d’oscil-lacio, hem de derivar y

Oy _ —28(z +14¢t)
ot 12+ (z + 14t)?]”

Vose =

d) Per a un ¢ donat, el punt x del pols que tindra la maxima velocitat d’oscil-lacio ve
donat per
o —28 - 14[12 + (z + 14t)%] + 112(x + 14t)*

-0 =
ox [12 + (z + 14t)2]°

d’on (z + 14t)> = 4 Sit = 0, llavors z = +2m. Atés que la forma del pols es
manté, els dos punts amb maxima velocitat d’oscil-laci6 estan a 2m del maxim del
pols. |

Ones harmoniques

A la figura 7.12, la vareta d’un vibrador descriu un moviment harmonic simple
(MHS) de pulsacié w. Una corda indefinidament llarga, tensa, té un extrem fixat a
la vareta. El moviment es transmet a la corda i la seva propagacio €s una ona. Si
no hi ha dissipacio, passat un temps, 1’ona abastara un tram molt llarg de corda, de
manera que podrem dir que tots els punts de la corda allunyats de I’extrem faran
un MHS. Com que el MHS de la vareta no s’atura, tots els punts de la corda, en tot
moment, fan un MHS.

L’ona de la figura 7.12 és una ona plana que s’anomena ona harmonica. Una ona
harmonica que es propaga en el sentit creixent de les x és una funcio de la forma

Fig. 7.12: La vareta descriu un
moviment harmonic simple (MHS)
que es propaga a la corda tensa
fixada al seu extrem



y(x,t) = f(z—vt) en qué cada punt z fa un MHS de pulsacid w. Aquests requisits
ens imposen la forma general

y(z,t) = Asin(kx — wt + @) (7.9)
on A, k,w i ¢ son constants amb 3 = v. Aixi, tindrem
y(z,t) = Asin(k(x — vt) + @) (7.10)
i es compleix y(z,t) = f(x — vt).
Els parametres que caracteritzen una ona harmonica son:
< Amplitud A. Es la magnitud que proporciona les dimensions fisiques a 3. Si

és una ona de desplagament, A té dimensions de longitud. Si és una ona sonora
de pressio, A té dimensions de pressio.

< Periode 7T (s en el S.1.). Si filmem un punt de la corda, situat horitzontalment
ax = x,, llavors y(t) = y(z,,t) és el moviment vertical d’aquest punt. A la
figura 7.13, es representa y(t). T és el periode temporal de I’ona o simplement
periode.

Fig. 7.13: Moviment harmonic

y(t)
A }/\ /\ T~ /\ /\ /\ /\ " simple efectuat per la pertorbacio
y en el punt z, al llarg del temps
IV VRV VIRV RV :

< Pulsaci6 o freqiiéncia angular w (rad/s en el S.I.). Podem trobar la relacio
amb el periode tenint en compte la definici6é d’aquest ultim:

kr —w(t+T)+ ¢ =kx —wt+ ¢ — 27

d’on trobem
_ 2T

Y=

9 Freqiiéncia f (s=* = Hzenel S.I., Hz= hertz). f = 1/T

< Longitud d’ona )\ (m en el S.I.). Si aturem el temps, ¢ = ¢,, llavors y(z) =
y(x,t,) és una “foto” de 'ona. A la figura 7.14, es representa y(x). A és el
periode espacial de I’ona.

Fig. 7.14: Forma de la funci6

y(z)
A j/\ /\ A /\ /\ /\ /\ z d'ona y a l'instant ¢, al llarg de la
I \/ \/ \/ \/ \_/ \/ ' coordenada x del medi
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9 Nombre d’ones k (rad/m en el S.I). Podem trobar la relaci6 entre k i la
longitud d’ona tenint en compte la definicié d’aquesta tltima

E(x+A) —wt+ ¢ =kx —wt+ ¢+ 27

d’on trobem
_ 2T

"=

<9 Velocitat de propagacio6 o de fase v (m/s en el S.1.). Podem trobar la relacié
amb w i k, tenint en compte que la fase ha de ser una funcié de x — vt:

kx—wt+¢=k(x—%t)—kd):k(a}—vt)—!-qzﬁ

aixi

9 Fase o(x,t) (radenel S.I.). Es’argument de la funcié sinus de (7.9): ¢(z,t) =
kx —wt+ ¢. Es mesura en rad, mai en graus! Aixi, ¢ és la faseinicial,at¢ = 0,
i origen z = 0. Els punts amb la mateixa fase presenten el mateix estat de
moviment.

Un desfasament és un increment de la fase Ay:

— Entre dos punts x al mateix instant t: A = @(z,,t) — @(z4,t) = k(zy —
x,). Six, = x, + n\, amb n enter, aquests dos punts tenen la mateixa fase,
modul 27.

— Entre dos instants t al mateix puntz: Ap = o(x,t,)—p(x,t,) = w(t,—t,).

Amb el valor adequat de ¢, la mateixa ona (7.9) es pot escriure de diverses
maneres. Per exemple,

y(z,t) = Acos(kx — wt + ¢') = Asin(wt — kx + ¢")

Per avaluar desfasaments entre dues funcions harmoniques, les dues s”han d’ex-
pressar en forma de sin o les dues en forma de cos. En aquest text, optarem per
sin.

Si ’ona es propaga en el sentit contrari, decreixent en x, com que y = f(z + vt),
tindrem y(z,t) = Asin(kz + wt + ¢).

Problema 7.2.2. Per una corda es propaga I’ona harmonica segiient

y(z,t) = 3 x 10~ cos {2007r (t - 2%)} 1)

on totes les magnituds estan en el S.I. Per a aquesta ona, esbrineu quant valen:



a) ’amplitud, el periode, la freqiiéncia, la longitud d’ona i la velocitat de fase;

b) la velocitat i ’acceleracio transversals maximes d’un punt qualsevol de la
corda;

¢) la distancia que separa dos punts consecutius separats per un desfasament de
7 /3 rad.

Solucio
Per fer que (1) s’assembli a (7.9), es pot escriure com

y =3 x 10~%sin <107rac —200mt + g) — Asin (km —wit g) )

a) Ara, comparant (2) amb (7.9), n’obtenim:
Amplitud: A=3x10"m
Nombre d’ona: k =107 = 31,42 rad/m
Freqiiéncia angular:  w = 2007 = 628,3 rad/s

Longitud d’ona: A=2r=1_-020m

& 5
’ . _ 2r 1 _
Periode: T==1415=0010s
Velocitat de fase: c=%= % =20 m/s

b) Tots els punts de la corda fan un MHS en la direccié de I’eix y. La velocitat i
I’acceleracid d’oscil-lacié vénen donades per

Vpse = % = —wAcos(kx — wt + @)

Goe = % = —w?A sin(kx — wt + ¢) = —w?y(z, t)

Els maxims valen

+ Maixima velocitat: Una = (), =wA=0,6r =1,885m/s
+ Maxima acceleracio: Amax = (ngg) =w’A =1207* = 1184m/s’

¢) La diferéncia de fase val Ap = kAz. Aixi, si Ay = /3 rad, tenim

Ay Ay 1
= — = —_——= = .
Ax 3 A 5 30 0,0333m

7.3 De les lleis de Newton a I'equacio6 d'ones

La mecanica newtoniana prediu I’existencia d’ones en els medis elastics i dona
I’expressio de la velocitat de propagacio en funcio de les propietats del medi.
Ones en una corda tensa

Sigui una corda tensa molt flexible, de densitat lineal i (kg/m en el S.I. d’unitats),
per la qual es propaga una ona transversal. La posicié de la corda en equilibri
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dx

defineix I’eix z. A la figura 7.15, es mostra un diferencial de corda, el corresponent
entre els punts 11 2, en moviment i les dues tensions F; i F,, a qué esta sotmes.

Aplicarem la segona llei de Newton a aquest diferencial de corda, que tractarem
com una particula. Tractarem el problema per a petites oscil-lacions i grans tensi-
ons. En conseqii¢ncia:

* <k 1lisinf ~tanf ~ 6

» El diferencial de corda només té un moviment apreciable transversalment.

e dm = pdx.

* Les tensions 131 i F; tenen el mateix modul: F, = F, = F.

» La corda tensa en equilibri és horitzontal. La forca pes es pot negligir.

Amb aquestes suposicions, la suma de les forces transversals que actuen sobre
dm = udx és

F, = F, +F, =—Fsinf+ Fsin(0 +df) ~

F(—0+ 0+ df) = Fdb

Q

Com que el pendent del diferencial de corda és la derivada

dy _ 9y
tanf = = —= ==
an dr Oz
tenim
do 0%y
d0 = —dzx = d
de T 92 O
D’altra banda, I’acceleraci6 transversal val a, = %. Aixi doncs, la segona llei
de Newton, F, = dma,, és
Py >y
F8x2 dx = pdx i (7.11)
d’on resulta I’equacio d’ones
Py p Oy
- = =0 7.12
oz F ot (7.12)

Fig. 7.15: Un diferencial de corda



de la qual deduim, per comparacié amb (7.5), que la velocitat de propagaci6 de les

v = \/? (7.13)
n

Si introduim la secci6 S de la corda a I’expressio (7.13 ), n’obtenim

_E_ JF/S T
v\/: o \/; (7.14)

on p és la densitat volimica. Tornem a veure que la velocitat de propagacio esta
. ;o . esforg
relacionada amb les caracteristiques del medi segons 4/ 3o ==

ones €és

Problema 7.3.1. Un fil recte i llarg d’acer, de 0,50 mm de radi, es penja del sostre.
Si en suspenem de I’extrem lliure un cos de 10 kg de massa, determineu la velocitat
del pols que es propaga pel fil si desplacem transversalment una mica un punt
qualsevol i el deixem anar.

Dada. La densitat de I’acer és p,., = 7,80 x 10°kg/m’.

Solucio

Apliquem la férmula (7.13), prenent com a tensio del fil: F = mg = (10kg) x
(9,81 m/s*) = 98,1N.

La densitat lineal del fil és

m _ prr’d

7 7 = prr® = 6,123 x 107% kg/m

. F
Per tant, la velocitat és v = 4/ — = 126,5m/s |
V u

Model simple de barra solida

Sigui una cadena molt llarga, recta, de N parelles molla-particula idéntiques, con-
nectades entre si, com s’illustra a la figura 7.16. Les molles tenen constant recu-
peradora k i les particules, massa m. h €s la distancia entre particules en equilibri.
Fixem-nos en una massa qualsevol, 4, inicialment en equilibri a la posicié z,;. La
massa anterior és a z,_, 1 la posteriora .

Tia €Z; Tip
| |
i1 . it
k : m k Lm k m k

h

Quan per aquesta cadena hi passa una ona, les posicions de les masses variaran. La
massa 7 es desplagara s;.

Fig. 7.16: Model simple de barra
solida en equilibri
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T, X; Tin
b5 s —» F-Suas

k,Q’" . kcm kcm k

Observant la figura 7.17, podem escriure I’equacié de moviment de la particula ¢
aplicant-hi la segona llei de Newton:

d?s;
m
dt?

= +k(s;p1 — 8;) — k(s; — 8,_1)

que, multiplicant i dividint per h, podem reescriure com

mds CH{M) _ (Sﬁ’jiﬂ (7.15)

h dt? h

Si h és molt petita i N molt gran, podem fer el pas al continu: mantenint la longitud
de la cadena, L = Nh, finita, fem N — oo, a la vegada que h — 0. En lloc de
pensar que la particula ¢, de posici6 d’equilibri x;, és desplagada s,, pensarem que
la particula de posicio d’equilibri = és desplagada s. En aquest cas, s passa a ser
una funci6 continua de x i del temps ¢, s(x, t). Aixi, podem aproximar el membre
de la dreta de (7.15) per derivades parcials:

Si+1—Si _ S8;—8i—1 Os Os
) ( h ) ( h ) i (E)m - (%)erh o 0%s
iy h SmTTR Tae 019

D’altra banda, la derivada ordinaria del membre de I’esquerra de (7.15) la podem
entendre com a derivada parcial ja que s, és ara s(x, ¢). Per tant, de (7.16), (7.15)
acaba quedant com I’equaci6 d’ones

d*s 1 0°s [ k

Es a dir, a la cadena de molles-masses, una pertorbacié longitudinal es propaga
d’una massa a la segiient com una ona de velocitat v donada per (7.17).

Com ja hem comentat, (7.17) és correcta si la longitud h és molt petita respecte de
la longitud d’ona de 1’ona harmodnica que es propagui per la cadena. Si 1’ona que
es propaga no €s una ona harmonica sin6 un pols ondulatori, i ha de ser molt més
petita que I’amplada del pols.

No cal que h sigui la longitud natural de la molla. Si ho és, podem entendre que,
en equilibri, la cadena no esta sotmesa a cap tensio externa. Sino ho és, entendrem
que, en equilibri, la cadena esta sotmesa a una tensioé o compressio externa constant.

Fig. 7.17: Model simple de barra
solida en equilibri quan una ona
es propaga longitudinalment



Malgrat que es tracta d’un model, podem reescriure la velocitat de propagacio
(7.17), introduint la secci6 S de la cadena, com

on p = 7% ¢s la densitat volumica mitjana de la cadena i 7, =

(7.18)

h—sk pot entendre’s
com ’esfor¢ que fa que la deformacio6 sigui AL = L La tensio corresponent és
F=76.

Ones longitudinals i transversals en una barra solida

Considerem una barra llarga, homogenia, de longitud L, secci6 recta uniforme S
i densitat volumica p (vegeu la figura 7.18). La barra té un comportament elastic
lineal per traccid/compressio longitudinal. Aixo vol dir que, si s’aplica a cadascun
dels dos extrems de la barra una for¢a F’ de tracci6 (positiva, cap enfora) o de com-
pressio (negativa, cap endins), la barra s’allargara o s’escurgara, respectivament,
una petita longitud AL proporcional a I’esfor¢ £'/S

AL 1 F

T YS
onY és el modul de Young que caracteritza I’elasticitat de la barra, t¢ dimensions

(7.19)

de pressio i se sol mesurar en GPa = 10° Pa.

Podem tractar la barra seguint el model de molles-masses que hem estudiat anteri-

orment. En particular, podem utilitzar (7.18) per a la velocitat de les ones longitu-

dinals a la barra. L’esfor¢ 7, el trobem a partir de (7.19) amb AL = L, és a dir,

7, = Y. La velocitat de propagacié de les ones longitudinals a la barra, v,, sera
aixi

Y

v, =4[] —

p
Alataula 7.1, es donen el modul de Young, la densitat i la velocitat v, de les ones

(7.20)

longitudinals per barres de diversos materials.

Y G p Ulong Ulran Z
(x10° Pa) (x10° Pa) (kg/m®) (m/s) (m/s) (rayl)
Acer 200 78 7800 5064 3160  39,5x10°
Alumini 70 26 2700 5092 3100 13,7%x10°
Coure 130 49 8900 3821 2350  34,0x10°
Vidre ~60 ~24 ~2500 ~4900 ~3100 ~12,3x10°

La velocitat (7.20) és valida per a barres primes i llargues. En solids extensos, la
velocitat de les ones longitudinals ve donada per aquesta expressio, multiplicada

Fig. 7.18: Barra llarga,
homogenia, de longitud L, secci6
recta uniforme .S i densitat
voliimica p, sotmesa a una forga
de traccié F°

Taula7.1: Modul de Young,
densitat i velocitats de les ones
longitudinals i transversals per a
barres de diversos materials. Z
és la impedancia acustica
especifica definida al capitol
seguent
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per un factor que t€ en compte altres caracteristiques elastiques dels materials. Aixi,
per exemple, per a I’acer, el factor de correccio és 1,15 i la velocitat que en resulta,
€s 5790 m/s.

En els solids també es propaguen ones transversals. En aquest cas, la propaga-
ci6 depén del modul de cisallament o torsio, GG, que relaciona el moment d’un
parell de forces aplicades a les cares d’una “llesca de barra” amb la deformacio
caracteritzada per I’angle 6 (vegeu la figura 7.19)

1F
= - —
G S

La velocitat de les ones transversals v, que donem sense demostracio, és

vy = \/E (7.21)
p

esfore. A 13 taula 7.1, es donen els valors de G per a alguns

densitat *
materials. Es pot demostrar que, per a qualsevol material, G < Y. Aixi

que també té la forma

< Per a un mateix material, la velocitat de les ones longitudinals és més gran que
la de les ones transversals.

En els fluids, G = 0 i la conseqiiéncia és:
<» En el si dels fluids, només es propaguen ones longitudinals.

Els terratrémols son la manifestacio a la superficie de la Terra de les ones sismiques
que es generen quan, en un punt de I’escorga terrestre, xoquen o es mouen grans
blocs rocallosos. Les ones sismiques que es creen comporten ones longitudinals,
transversals i d’altres. Parteixen del focus, I’hipocentre, i es propaguen com a ones
esfériques. Sabem que les ones longitudinals son més rapides (es coneix bastant bé
la velocitat mitjana d’aquestes ones) que les transversals i es detecten facilment pel
fet que arriben abans als observatoris sismics. Amb tres observatoris que registrin
els terratrémols ja es pot determinar, per triangulacio, la posicié de I’hipocentre.

Ones longitudinals en un fluid

Sigui una ona plana longitudinal que es propaga en la direcci6 de 1’eix x per un
medi fluid. Considerem un tub de fluid, en la direcci6é de propagacio, de seccid
recta constant S’ que, en equilibri, té densitat uniforme p. L’ona es pot descriure
com una ona de desplacament o com una ona de densitat.

En el primer cas, la pertorbacio és el desplagament, s, de cada seccio recta del tub.
Aixi, la secci6 inicialment a x passa a estar .+ s, on s dependrade x ide t: s(x, ).

Fig. 7.19: El modul G relaciona el
moment aplicat a una lllesca de
barra"amb la deformacié
caracteritzada per 6



A la figura 7.20 (a), es mostra, en equilibri, abans que passi 1’ona, el tub i un \dm
. . " o . . S|
diferencial o “llesca” de tub limitat per les seccions x, i x, = z, + dz. El volum P ,
d’aquest diferencial és S dx i la massa, dm = p S dx. a) -’1;1» Ly
ot x
A la figura 7.20 (b) es mostra el mateix tub perd quan esta passant ’ona. Les ,x] 7k ;

seccions rectes que limitaven la massa dm a les posicions z, i z, han passat a estar
ax, =z, +s 1x,=ux,+ s, essents, = s, + ds. El volum d’aquesta nova  b)

llesca diferencial és ara S (dx + ds). Fig. 7.20: Tub de flid en

Com que ha canviat el volum que ocupava la massa dm, també ha hagut de canviar direccio de propagacio

la densitat en el nou diferencial de volum, que passa de la d’equilibri p a p + p,..
La massa dm pot ser expressada com

dm= pSdr=(p+p,)S(dx+ds)
d’on resulta

pp_ P pp dl’

Si ens restringim a ’estudi de petites pertorbacions, p, < p 1, per tant, p+ p, =~ p.
Com que s és una funcié de z i de ¢, podem escriure ds/dx com una derivada
parcial. Obtenim aixi la relacio entre I’ona de densitat i ’ona de desplagament

0s
Pr =P 5 (7.22)

Una pertorbacio de densitat p,, provoca una pertorbacio de pressio p o pressié acus-

op dp
prdp = <) dp =~ <> N
op) . P op) . P

i, tenint en compte (7.22)
__, (%) s
P="P\op), ox

Os
p=-B- (7.23)

on B és una magnitud propia de cada fluid, anomenada modul de compressibilitat

tica:

és a dir,

que, per a petites variacions de pressio o densitat, és constant. El subindex Cenla V + AV ‘p
derivada anterior és per indicar com es fa el procés de compressio. B té dimensions ;

de pressio i es mesura en Pa. Tenim : p
P B 2P
dp Op /
B=p|+ també B=-V|(=— 7.24 4
p() o (%) o2
1P
Podem escriure (7.24) per a petites variacions de volum 9V ~ AV ipressio Op = p  Fig 7.21: Modul de
(vegeu la figura 7.21) compressibilitat B
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AV

v = gP (7.25)
A la figura 7.22, es mostra un cilindre llarg de fluid, de seccio recta S. Més con-
cretament, es mostra una “llesca” de longitud dz i massa dm. La cara de I’esquerra
de la llesca, situada a z, estd sotmesa a la pressio p(z) i la cara de la dreta, situada
ax + dx, sotmesa a la p(x 4+ dz). La forga total sobre la llesca, dF = —F' + F,
val

dF = [ — p(z + dz) + p(z)] S =

—Sdp (7.26)

Apliquem la segona llei de Newton a la llesca, dF' = dm a

9%s 9%s
1, considerant (7.26) i (7.23),
0%s

d’on resulta
9%s 1 0%s

92 voe "

(7.27)

amb v = E
p

que és I’equacio de les ones longitudinals en el si d’un fluid.

Fins ara no hem especificat si el fluid és un liquid o un gas. Aquesta dada ens cal
per calcular (7.24), ja que la derivada (dp/dp). depén del procés C' de compressio
que es faci. En el cas dels liquids, el procés és purament mecanic i el modul B és
constant. A la taula 7.2, tenim el modul B i la densitat p d’alguns liquids, aixi com
la velocitat v de les ones corresponents.

Liquid B (x10°Pa) p(kg/m®) v (m/s) Z (rayl)
Aigua 2,1 1000 1450  1,45x10°
Glicerina 4.8 1261 1950 2,46x10°
Mercuri 27 13600 1400  19,0x10°

Ones sonores en un gas

En comprimir un gas, augmenta la densitat, varia la temperatura i hi ha transport
de calor. Els dos processos més importants de compressio o expansioé d’un gas son
I’isotérmic i I’adiabatic. Segons la termodinamica, les compressions isotérmiques
d’un gas ideal, per a les quals pV' = const., comporten un transport de calor que
permet mantenir constant la temperatura. En les compressions adiabatiques, no hi

dx
[
8 7 T

p(r) p(x + dz)

Fig. 7.22: Una llesca de tub de
fluid de longitud dx i massa dm

Taula7.2: Velocitat de les ones en
liquids. Z és la impedancia
acustica especifica definida al
capitol segient



ha transport de calor. Els processos rapids solen representar-se bé per processos
adiabatics.

En les ones sonores, les compressions i les expansions son tan rapides i els gasos
tan mals conductors de la calor que les podem considerar processos adiabatics. La
relaci6 entre la pressio i el volum en el cas d’un gas ideal és pV/” = const., i entre
la pressio i la densitat p/p” = const., on 7y és el coeficient adiabatic del gas. Si el
gas és monoatomic, v = 5/3 1, si és diatomic, v = 7/5. L’aire pot ser considerat
diatomic.

Per als processos adiabatics d’un gas ideal, el modul B (7.24), tenint en compte

B=p(®) =) (7.28)
dp adiab

Aixi doncs, a partir de (7.27) 1 (7.28), la velocitat de propagacié d’una ona sonora

v= 1P (7.29)
p

D’acord amb I’equacié d’estat dels gasos ideals, p = 2 RT, on M és la massa

p/p* = const., és
en un gas ideal és

molar del gas, en kg, T" és la temperatura absoluta, en kelvin, K; i R és la constant
universal dels gasos, R = 8,314 Jmol~'K™', la velocitat del so en un gas ideal es

v = w/% (7.30)

Donat el gas, la velocitat només depén de la temperatura.

pot escriure com

A la taula 7.3, s’indiquen els valors de la velocitat del so en alguns gasos ideals a
15°C' i la densitat del gas a 1 atm = 1,013 x 10° Pa.

Gas p(kg/m’) v (m/s) Z (rayl) Taula 7.3: Velocitat del so en
gasos, a 15°C = 288,2K. Z
Heli, He 0,169 916 155 és la impedancia acstica
Hidrogen, H 0.0845 1295 109 especifica definida al capitol
> ’ segtient
Aire 1,23 340 418

7.4 Analisi i sintesi de Fourier

El principi de superposicio ens diu que, si tenim dues ones harmoniques planes en
un medi de velocitat de propagacié v,

yi(x,t) = Ay sin(w,t — kyx + ¢10) Yo (x,t) = Ay sin(wyt — ko + ©a0)

.. w w .
on wy, ki, w,, k, cal que compleixin v = o= la superposicié de les dues,
Y, + Y. , també és una ona que es propaga en aquest medi.
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Si f(u) és una funci6 periodica de u, de periode T', llavors f(u+T) = f(u), pera

qualsevol u. El teorema de Fourier ens diu que tota funcio periodica de u, f(u),

de periode T, pot ser descomposta com una suma de funcions harmoniques’

flu) =Y A, sin(w,u+p,) (7.31)

n=1

on les freqiiéncies w,, son multiples enteres de la freqiiéncia fonamental w, = 2%

W, = Nw, n=1,2,3, ..
i la funcid
fi = A, sin(w,u+ @)

és ’harmonic fonamental. Els altres termes, A, sin(w,u + ), etc., son els har-
monics superiors.

Pel que fa a les amplituds A,,, les relacions A, /A, (i les fases ,,) son caracteris-
tiques de cada funci6 f(u).

A (7.31), la funci6 f(u) és una funci6 periodica. Per tal que es tracti d’una ona
periodica, només cal fer la substituciod

T

u=t——

9 Analisi de Fourier. Tota ona y(x — vt) periodica pot ser descomposta en ones

harmoniques.

Donada I’ona periodica y(z — vt), sempre la podem expressar en la forma

y(z —vt) = Z A, sin(nw, t — nk,x + ¢,,) v= :—” = % (7.32)
ne1 n 1
ft)
F,
: —
-T -I o 7 3 a7

Quan descomponem una ona en ones harmoniques, diem que fem 1’analisi de Fou-
rier de I’ona. Combinant-ho amb el principi de superposicid, podem dir:

=» Sintesi de Fourier. Tota ona periodica pot ser sintetitzada a partir de la super-

posicio d’ones harmoniques.

' Si la funci6 no és periodica, tam-
bé es pot fer una descomposi-
cio en funcions harmoniques sem-
blant a (7.31), pero la diferéncia
és que, en lloc d'un sumatori per
aw, = nwi, el que tindrem és
una integral i les w passen a ser
valors continus

Fig. 7.23: Ona quadrada positiva
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Quan construim una ona a partir d’ones harmoniques, diem que fem la sintesi de

LW =

33
([l

Fourier de 1’ona.

Exemple. Sigui f(¢) I’ona quadrada positiva (vegeu la figura 7.23) definida com:

F,, si0<t<T/2
fey=9 .’ . /
0, siT/2<t<T

Es pot demostrar que la funci6 anterior es pot descompondre en la série de Fourier
de sinus segiient:

iy =L

5 (7.33)

2 (. sin3t  sin bt
+ F, — | sint + + ...
T

3 + 5
A la figura 7.24, s’han representat els primers termes de la série (7.33), n = 1,
n = 2, .., i les sumes respectives, > . A la columna (a), només hi ha els dos
primers termes i, a la (b), els quatre primers. S’observa que la suma de només
quatre termes és una bona aproximacié de la funci6 (7.33). A la grafica de la figura
7.25, es mostren les amplituds relatives, A, /A,, en funcié de la freqiiéncia, w,,, per
an =1, 2, 3, .... L’estudi d’un senyal periodic s’anomena analisi espectral.

A,

DO (—
QO —
—
—

O

w
n=1 "

Fig. 7.24: Primers termes de la
serie de Fourier corresponent a
I'ona quadrada positiva

Fig. 7.25: Analisi espectral de
I'ona quadrada positiva
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8 Fenomens ondulatoris

Introduccio

En aquest capitol, estudiem fenomens relacionats amb les ones. Alguns d’aquests
fenomens estan molt lligats a caracteristiques especifiques de les ones, com el prin-
cipi de superposicid. D’altres estan relacionats amb aspectes energétics, quan en-
tenem les ones com un fenomen de propagacio i distribuci6 de I’energia a través
del medi. Comengarem estudiant aquests Gltims.

8.1 Potencia i intensitat de les ones planes

Sabem que, en una ona el que es propaga €s una pertorbacié d’alguna de les pro-
pietats del medi. Aixd comporta sempre la propagacié d’energia.

Poténcia d'una ona harmonica en una corda

Calculem ara la poténcia que transporta 1’ona harmonica y(z, t) = A sin(kz — wt)
quan es propaga per una corda de densitat lineal 1 sotmesa a la tensié F'. Fixem-
nos que, si no hi ha pérdues, aquesta poténcia ha de ser la mateixa que subministra
el focus origen de les ones.

Com hem vist a la secci6 7.3, la component transversal y de la tensio F' que el tram
de corda de la dreta fa sobre el tram esquerre €s (vegeu la figura 7.15)

9y
ox

Aquesta forga transmet, cap a la dreta, una poténcia d’excitacié instantania P,

F,=Fsinf~F tanf = F

donada pel producte de F), per la velocitat transversal dy/0t de cada element de

la corda
P _aw 6yNF3y@

T odt ot Or ot
SiI’ona és harmonica, (8.1) es pot escriure

(8.1)

P, = FkwA? cos’(kz — wt)
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Com que v = \/% ik = w/v, ’expressio per P, es pot escriure com
P, = uw*v A? cos®(kx — wt) (8.2)

Aquesta poténcia oscil-la entre 0 i uw?v A*. A lapractica, té més interés la poténcia
mitjana P..., que podem calcular com la integral de P, durant un periode 7" dividida
per T, és a dir,

_ 1 t+T
Po== P dt 8.3
=7/ (83)
Substituint (8.2), trobem
- 1
chc = 5#(&)2142 v (84)
El problema segiient tracta de trobar el resultat (8.4) d’una forma alternativa més

directa.

Problema 8.1.1. Calculeu I’energia per unitat de longitud que té una corda per
la qual es propaga una ona harmonica i, després, la poténcia necessaria que s’ha
d’anar subministrant a la corda per mantenir 1’ona.

Solucio

y()

Considerem 1’ona harmonica y = A sin(kx — wt) que es propaga a la velocitat v a
través d’una corda de densitat lineal p. Cada diferencial de corda pot entendre’s com
una particula de massa dm = p dx sotmesa a un MHS d’amplitud A i freqiiéncia w
(vegeu la figura).

De ’estudi del MHS, sabem que ’element dm té I’energia d E/, donada per

dE = %(wz dm) A = l,uszz dx

2
Per tant, 1’energia per unitat de longitud de la corda val
dE 1 5
& WA
de 2™

Per propagar una ona harmonica, cal anar cedint ’energia al llarg del temps en una
forma continua i sense interrupcions. Per exemple, lligant un extrem de la corda a
una plaqueta vibratoria controlada per un petit motor. L’energia que en un dt passara,
a la velocitat v, per un punt donat sera la que té I’element de corda dx = v dt. La
poténcia, entesa com 1’energia transportada dE en un dt, P = % sera

_dE _dEdx 1

_ 1 2 42
= T da A

que coincideix amb la poténcia d’excitacié mitjana Pi (8.4). |

Figura de la soluci6 8.1.1



Intensitat d'una ona sonora plana

Quina poténcia mitjana transporta una ona harmonica longitudinal que es propaga
per un medi contingut en tub molt llarg de secci6 recta S? El medi pot ser solid o
fluid. Com a I’exemple anterior, ens basarem en el MHS d’un diferencial o “llesca”
de medi del tub, situat a = i de gruix dx. Si el medi té una densitat p, la massa del
diferencial val dm = p S dx (vegeu la figura 8.1).

Com que la massa dm situada a = descriu un MHS segons 1’ona harmonica
s(x,t) = Asin(wt — kz), podem dir que
» T¢ una energia cinética dF,:

Js

1
E = =
dE, 2dm(8t

!
) = §dea:w2A2 cos®(wt — kx)

+ T¢ una energia potencial elastica dU. La massa és dm = pSdx. Per tant,
I’energia potencial associada és

1 1
dUu = 3 dmw? s* = 3P S drw? A® sin®(wt — kx)
* L’energia total és, doncs,

1
dE =dE, + dU = §pdww2A2S

Aquesta energia esta continguda en el volum dV = Sdx = Swvdt. Per tant,
dm = pdV = pSwvdt. Aixi, ’energia que travessa S en cada dt és

1
dE = ipz,uQA2 Swvdt
Definim la impedancia acustica especifica del medi com
Z = pv (8.5)
L’energia d F anterior es pot escriure
1 2 2
ila poténcia d’una ona plana harmonica a través d’una superficie transversal .S com

1
P, = 520 A*S (8.6)

Definim la intensitat d’una ona com la poténcia que es transmet per unitat de

superficie transversal

dF, (8.7)

I =
ds

dx

dm = pSdr

Fig. 8.1: Llesca de medi del tub,
situat a = i de gruix dz
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La intensitat associada a la poténcia (8.6) és

dp, dE 1 )

En el S.I., la unitat d’intensitat és W/m?. La unitat de la impedancia actstica espe-
cifica (8.5) és el kg/m’s = rayl (en honor de Lord Rayleigh). Les taules 7.1, 7.2 i
7.3 proporcionen les impedancies de diversos medis.

Intensitat de les ones sonores planes com a ones de pressio

A (7.23) hem vist que la pressio actstica, p, es relaciona amb 1’elongacio s en la
forma
__p% (8.9)
b= ox ’
Si I’ona és harmonica, s(z,t) = Asin(wt — kx) i la pressio acustica sera
0s

p(z,t) = —-B o BAk sin(wt — kxz + 7/2) (8.10)

d’on trobem el segiient:

< L’ona de pressio, p(x,t) esta desfasada 7/2rad respecte de I’ona de despla-
cament, s(x,t). Quan I’elongacié s és, en valor absolut, maxima, la pressio
acustica és zero, 1 a I’inrevés.

< De (8.10) i (7.27), trobem que I’amplitud de I’ona de pressio, P, es relaciona
amb I’amplitud de I’ona de desplagament A en la forma

P:BAk;:pvQA%:pwvA (8.11)

La intensitat de les ones sonores, segons (8.8) amb (8.5), la podem expressar en
funcié de P, tenint en compte (8.11),

I=22wA)P =35> (8.12)

Nivell d‘'intensitat i decibels

A D’especie humana, I’interval de freqiiéncies audible va de 20 Hz a 20kHz. Els
sons per sota de 250 Hz es qualifiquen de greus o tons baixos. Per sobre de 5 kHz,
es qualifiquen d’aguts o tons alts. Per sota de 20 Hz, arlem d’infrasons i, per sobre
dels 20 kHz, d’ultrasons.

La intensitat minima audible o llindar depén de la freqiiencia. En els humans,
entre 500 Hz i 5000 Hz és I, = 1072 W/m? i creix quan la freqiiéncia és lluny



d’aquest interval. Aixi, la intensitat llindar per 100 Hz o 18 kHz és de I’ordre de
1000 vegades I,,.

A la practica, per expressar la intensitat sonora rebuda per una persona, s’utilitza
el nivell d’intensitat, 5, que es relaciona amb la intensitat [ a través del logaritme
decimal:

I
B =10 log — (8.13)
I,

on [, és la intensitat minima esmentada, de 10~'> W/m’. /3 es dona en decibels,
dB.

El nivell d’intensitat 5 més debil que es pot captar és de 5 = 0, que correspon a
I = I, . El nivell d’intensitat corresponent al llindar del so dolords és de 120 dB,
correponent a I = 1 W/m?. Entre 10dB i 110 dB, hi ha totes les intensitats habi-
tuals:

* en una biblioteca tranquil-la, el so pot estar entre 30 i 40 dB;
« al carrer, amb transit moderat, entre 50 1 70 dB;

* aprop d’una maquina molt sorollosa, uns 100 dB, etc.

A la figura 8.2, es mostra un sonometre, aparell que mesura els nivells d’intensitat
en situacions quotidianes.

Problema 8.1.2. Si els sons més forts i els més fluixets que podem sentir estan

Fig. 8.2: Sondmetre per mesurar

. . . el nivell d'intensitat del so de les

pressid acustica en ’aire es corresponen? situacions quotidianes. Els
sondmetres responen a la pressié
de I'ona sonora

entre els 120dB i els 0dB, a quines amplituds d’ona de desplacament i d’ona de

Solucio

Tenint en compte (8.12), les amplituds A del desplagament i de la pressio actstica P
en funcié de la intensitat del so valen

1 oI
Afﬁ,/7 . P=V2ZI

amb Z = 418rayl, com s’indica a la taula 7.3. Pel que fa a la intensitat, segons
(8.13), tenim

I=1,10", amb I, =10""" W/m®
Utilitzant aquestes expressions, n’obtenim la taula segiient: Taula de la solucié 8.1.2. Ampli-
[ = 0dB 60dB 120 dB tuds per a dues freqliéncies i tres

nivells d'intensitat.

100Hz A(m)= 1,10x10° 1,10x107 1,10x10°*
5kHz A(m)= 220x1072 220x10° 2,20 x 10~°
- P(Pa)= 289x107° 2,89 x 102 28,9
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Atenuacio per absorcio

Quan una ona es propaga per un medi absorbent, hi una pérdua d’energia o una
atenuacio per absorcio. Experimentalment, sabem que la pérdua d’intensitat d’una
ona plana, dI, en travessar un gruix dz, és proporcional al gruix i a la intensitat [
incident. El factor de proporcionalitat s’anomenat coeficient d’absorcio del medi,

o
dl = —aldz (8.14)
on el signe indica que la intensitat disminueix. Integrant (8.14), tenim
I dI x
/ —:/ —adr= I=1,e %" (8.15)
I I 0

La intensitat d’una ona plana disminueix exponencialment en propagar-se per un
medi absorbent.

8.2 Poténcia i intensitat de les ones esfériques

Quan el focus subministra una poténcia determinada, aquesta es reparteix unifor-
mement pel front d’ona. La intensitat de 1’ona és la poténcia mitjana transmesa per
unitat d’area normal a la direcci6é de propagacio de I’ona. La intensitat de I’ona en
els punts de 1’esfera de radi r, centrada en el focus, és
P
= 4

Si el medi no dissipa energia, la poténcia mitjana que travessa la superficie d’una

(8.16)

esfera de radi r, ha de ser la mateixa que la que més tard travessa la de radi r,,
r, > 1, (vegeu la figura 8.3). Si I, i I, son les intensitats respectives, tindrem

P=dnr}l, =4nr; I,

és a dir,
== (8.17)

Per tant, malgrat que el medi no sigui absorbent, una ona esférica manifesta una
atenuacio geométrica.

<» La intensitat d’una ona esférica és inversament proporcional al quadrat de la
distancia al focus.

Com que la intensitat és proporcional al quadrat de ’amplitud, el resultat anterior
ens proporciona un argument fisic per entendre que les amplituds de les ones es-
feriques siguin inversament proporcionals a la distancia r al focus. Siar = ro,
I’amplitud és s,, llavors

s(r,t) = % sin(kr — wt) (8.18)

N %
T2
- Fe
T
S L
v IX

Fig. 8.3: Una ona esferica



on hem substituit el kx de les ones planes (7.9) per kr perqué ara la coordenada r
acompleix el mateix paper de z a les ones planes. Els fronts d’ona son esferes de
radi r concéntriques amb el focus situat a r = 0.

En un medi absorbent, una ona esférica experimenta una atenuaci6é geomeétrica i
per absorcio. Tenint en compte (8.18) i (8.15), tenim

2
I(r) = IOT—O e 7 s(ryt) = AOE
T

7:2

e /2 sin(kr — wt) (8.19)

Aquestes expressions son valides per a les ones sonores a 1’aire. Prop del focus,
I’atenuaci6é dominant és la geométrica. Lluny del focus, ’atenuacié dominant és
per absorcio.

Problema 8.2.1. Un altaveu emet amb una poténcia P = 0,5 W uniformement en
totes les direccions.

a) Quin nivell d’intensitat té un punt A situat a 10 m de ’altaveu?
b) A quina distancia el so té un nivell d’intensitat de 100 dB?

¢) Quants altaveus, tots iguals al de I’enunciat, haurien d’estar junts perque el
nivell d’intensitat al punt A s’incrementés en 20 dB?

Solucio

a) Només s’han d’aplicar les expressions (8.13) 1 (8.16)

- 3,98 x 107* W/m®
472
I 3,98 x 107*
=10log — = 10log 2 ——~—— = B
B Olog i 0log T0-12 86,0 d

b) Utilitzem de nou (8.13) i (8.16) pero ara la incognita és r:

(272)
100 = 101log 10-12

aillant r, resulta: r = 1,99 m

¢) Si a I’apartat a el nivell era 3, ara sera 3’ = 3 + 20. Com que la intensitat I de n
altaveus (no coherents) sera n vegades la intensitat d’un altaveu

I I
B+20= 1010g711_— = 10logn + 10log - = 10logn + 3
0 0

d’on obtenim

n =102 = 10% = 100
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8.3 Transmissio i reflexio d'una ona en un canvi de medi

En el medi 1, es propaga una ona harmonica plana en la direccid i el sentit de I’eix x.
Que¢ passa quan I’ona incideix en = 0, on hi haun canvi de medi? Per simplificar,
considerem el cas en qué la frontera entre els dos medis, 1 i 2, és normal a I’ona
incident. L’estudi de la incidéncia obliqua donaria lloc al fenomen de la refraccié.

Analitzarem ones longitudinals en els medis 1 i 2, que podem caracteritzar per les
seves impedancies acustiques especifiques Z, i Z, i velocitats de propagacio v,,
v,, respectivament. Els subindexs I, R 1 T faran referéncia a les ones incident,
reflectida i transmesa. Les densitats dels medis son, segons (8.5), p; = Z, /v, i
p2 = Z, /v, 1suposarem que la frontera és a x = 0 (vegeu la figura 8.4).

Les ones incident, reflectida i1 transmesa son

si(x —ut) = Apsin(wt —kiz), sp(z+vit) = Apsin(wrt + krz + ¢r)
sr(x —wv,t) = Apsin(wrt — krx + o) (8.20)
amb les condicions
Wi Wg Wr
_Wr _Wn _wr 821
YT Tk T h ®.2D)

Utilitzant el principi de superposicio, tenim
s1(x,t) = s;(z,t) + sp(z,t) So(x,t) = sp(x,t) (8.22)

S’han de satisfer les condicions segiients:

a) Continuitat del medi: a tot instant de temps ¢, en el pla x = 0 entre medis, s’ha
de complir
$,(0,t) = $,(0,¢t) (8.23)

que, tenint en compte (8.22) 1 (8.20), és

Ay sin(w,t) + Ag sin(wpt + ¢r) = Ar sin(wrt + 1) (8.24)

b) Conservacid de I’energia: si els medis no son dissipatius, la intensitat de I’ona
reflectida més la de 1’ona transmesa han de ser igual a la de I’ona incident:
I, = I, + I. Segons (8.8), tenim

Ziwh A% + Zywi AL = Z,wi A3 (8.25)

c) Conservaci6 de la quantitat de moviment: observant la figura 8.4, podem en-
tendre la situacié com una serie continua de xocs, d’esquerra a dreta. A xz = 0,

i per a tot ¢, en un dt, la massa dm, = Sv,dt (S és la seccio del tub), que va

a la velocitat d’oscil-lacid % (0,t), xoca amb una massa dm, = Sv,dt en

Uy Z, Z, Vs

ST —
ST
“Sr
z=0

Fig. 8.4: Ones longitudinals en un
canvi de medi



repds. De resultes del xoc, dm, i dm, tenen velocitats %52 (0,1) i %57 (0, )

respectivament. La conservacid de la quantitat de moviment es pot escriure

72 0s,
pr Oz

B 25832
~ py, Ox

(0,¢) (0,) (8.26)

que, si cal, podem explicitar, tenint en compte les expressions (8.20).

Amb aquestes tres condicions, es pot demostrar:

1) Les freqiiéncies wy 1wy s6n iguals a la freqiiéncia incident, w;:

W =Wr =Wr =W (8.27)

2) Els canvis de fase ¢ 1 ¢, s6n 0 o 7. Com que ¢ = 7 és equivalenta ¢ = 0
amb una amplitud negativa, prenem ¢, = ¢, = 0 i donem la possibilitat que
Arr S0.

Tenint en compte (8.24), per al cas particular wt = 7/2, i (8.25), trobem les igual-
tats
Ai+Ar=4A, , Z,A3+Z,A2 =742 (8.28)

de les quals obtenim

ZI_Z2

Ag
— = b = 8.29
A, QR am ar 7.+ 7, ( )
A 27
7Aj = Qr amb ar = Z1 +1Z2 (830)
on ar i ar son els coeficients de reflexio i transmissio d’amplitud.
Les intensitats de les ones incident, reflectida i transmesa s6n
1 2 2 1 2 2 1 2 2
II = izlw AI IR = §le AR IT = 5 W AT
Tenint en compte (8.29) 1 (8.30), trobem
IR Zl - Zz :
R b =q2 = 8.31
I, Pr am Pr = Qg (Zl s ( )
Ir Z, 47,7,
— = amb =—al=——- 8.32
Lo A VA AL (832

on py i pr son els coeficients de reflexié i transmissio de poténcia.

Amb aquestes relacions, podem fer la taula segiient de casos segons el valor relatiu
de les impedancies Z, i Z,: Es a dir:
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a) SiZ, ~2Z,: ar=0 ar=1, pr=0, pr=1
b) Si Z < Z,: ar=—1 ar=~0, pp=~1, pr=0
c) SiZ, <Z,: arp <1 ar >0,
d Siz >Z,: ar >0 ar >0,

a) Siles impedancies son semblants, gairebé tota la intensitat passa a 1’ona trans-
mesa.

b) Si les impedancies son molt diferents, gairebé tota la intensitat es reflecteix—
vegeu un exemple al problema 8.3.1.

¢) SiZ, < Z,,llavors Ay < 0, és a dir, I’ona reflectida experimenta un canvi de
fase de 7.

Els coeficients de reflexio i transmissio per a ones harmoniques han resultat ser
independents de la freqiiéncia. En conseqiiéncia, els coeficients obtinguts es poden
aplicar tamb¢ a ones no harmoniques.

Problema 8.3.1. Una ona sonora plana que es propaga per ’aire incideix normal-
ment a I’aigua d’una piscina. Quin percentatge d’intensitat passa a I’aigua? Quants
decibels disminueix el nivell d’intensitat en passar a 1’aigua?

Solucio

Segons les taules 7.3 1 7.2, la impedancia de 1’aire és 418 rayl i la de 1’aigua, 1,45 x
10° rayl. Utilitzant (8.32), trobem que la poténcia que passa a I’aigua és

pr = 0,00115 = 0,115%

Podem dir que el 99,88% de la intensitat es reflecteix.

Segons (8.13), la pérdua del nivell d’intensitat en passar a 1’aigua val

AB = 101ogf}i—i““ - 101ogII“—if = 101og% =10logpr = ~29,4 dB g

8.4 Interferencies i batecs

Superposicio de dues ones harmoniques

Quan dues ones harmoniques de la mateixa freqiiencia w es troben en un punt P,
aquest oscilla harmonicament (vegeu la figura 8.5).

Si el punt P esta a una distancia r, del focus F} iar, del F,, les elongacions en el
punt P poden ser escrites

$1(ry,t) = A, sin(wt—kr,+p,) 851y, t) = A, sin(wt—kr,+p,) (8.33)

Taula 8.1: Coeficients de reflexid i
transmissié per a diferents
relacions de les impedancies

A T,
&)

P

A T

Fig. 8.5: Dues ones planes
harmoniques es troben en un punt
P



L’elongacio resultant a P és la superposicié de s; 1 s,
$(P,t) = 81(r1,t) + 85(12, 1)
Fent servir la notacié ¢, = —kr, + ¢, 1 ¢, = —kr, + ., tenim

s(P,t) = A, sin(wt + ¢,) + A, sin(wt + ¢,) =
= sinwt[A, cos ¢; + A, cos @,| + coswt[A, sin ¢, + A, sin ¢,] (8.34)

Volem escriure aquesta suma en la forma
s(P,t) = A sin(wt + @) (8.35)
on ens cal Ay i ¢. Per aixo, desenvolupem (8.35) i identifiquem amb (8.34)
s(P,t) = sinwt Ap cos ¢ + coswt A sin ¢

N’obtenim
A, sin ¢, + A, sin ¢,

t = 8.36
an ¢ A, cos ¢, + A, cos o, ( )
A2 = A+ A2+ 2A, A, cos(gp, — ¢,) (8.37)
En el cas més simple en qué A, = A, = A, llavors queda
A, = 2Acos <¢;¢) p= ; 0 (8.38)

Interferencies

Suposem que les amplituds de les dues ones son iguals. s(P, t) és

S(P.t) = Agsin(wt + ¢) = 24 cos <¢1 = %) in (m Lo ;@)

Substituint ¢, i ¢, i fent Ar =7, —r,, A = @, — ¢, n’obtenim !

A A 1 2
s(P,t) = 2Acos <k:2r — 2@) sin (wt—|— W)

" Recordem que sin o + sin 8 =
2cos *5 sin O‘Tw

s(P,t) és un MHS d’amplitud

EAr Acp) (839)

AR == 2ACOS (2 - 7

Ap depén de la diferéncia de camins recorreguts, Ar, i del desfasament inicial
entre les dues ones, Ay. Destaquem:
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< Interferéncia constructiva: ’amplitud A és maxima, A = 2A, si

Ar  Ap T
— X 9= =0, £1, £2, ... 4
nSL-SP=wml, n=0,41 42 (8.40)

Rmax

< Interferéncia destructiva: I’amplitud A ésnulla, A, =0, si

Ar  Agp

™
5

5 n=0,+1, £2, .. (8.41)

També destaquem dos casos molt habituals:

< Les dues ones estan en fase: Ap =0+ 2n7m, n=+1, £2, ...,
A

Int. constructiva: Ar= 2n ) (8.42)
A
Int. destructiva: Ar= (2n+1) 5 (8.43)
< Les dues ones estan en oposicio de fase: Ap = 7 + 2n7:
. A
Int. constructiva: Ar= (2n+1) 5 (8.44)
Int. destructiva: Ar= 2n A (8.45)

2

Si les amplituds no son iguals, les condicions d’interferéncia son les mateixes. Ni

el minim d’amplitud, A, , sera nul ni el maxim, A,__, sera 2A. N’obtindrem
min ‘max

=/ A2+ A2 - 24, A, = |A, — A, (8.46)

Ag

min

Ape = VAZ+ A3 +24,A, = A, + A, (8.47)

Interferencies i coheréencia

En tot el que hem dit respecte a la interferéncia, hi ha un detall fonamental: el
desfasament inicial Ay = ¢, — , ha de ser constant al llarg del temps. Aixo
es compleix si els focus son fonts emissores coherents. Les fonts coherents son
focus que proporcionen ones les diferéncies de fase de les quals son independents
del temps.

Problema 8.4.1. Dues persones estan cantant amb la mateixa poténcia. Encara
que emetin en la mateixa freqiiéncia, les ones emeses no seran coherents.

a) Sienun punt P, situat a la mateixa distancia de les dues persones, la intensitat
d’una de les dues és I, quant val la intensitat al punt P i en quants decibels
s’incrementa el nivell d’intensitat si canten tots dos?



Les ones son ara emeses per dos altaveus coherents de la mateixa freqiiéncia i
interfereixen en P constructivament.

b) Quant val la intensitat total a P? Quin és el nivell d’intensitat?

Solucio

a) En no complir-se la condici6 de coheréncia, no hi ha cap interferéncia i les in-
tensitats son proporcionals a I’energia. La intensitat total és la suma de les dues
intensitats, és a dir: Ly = I + I = 21.

Elnivell d’intensitat, en passar d’una veu a dues veus (passem de [ a 27), s’ incrementa
en: AB,. = 10In2 = 3,0dB. El subindex ,,. vol dir no coherent.

b) En una ona harmonica, la intensitat és proporcional al quadrat de I’amplitud A:
I = aA®. Sia P hi ha una interferéncia constructiva, I’amplitud a P valdra 24 i
la intensitat corresponent sera

Lo = Oé(214)2 =40A® = 4]

I el nivell d’intensitat s’incrementa en: ASB, = 10In2> = 20In2 = 2A8,.. =
6,0dB . [ ]

Problema 8.4.2. Dos altaveus, A i B, coherents i en fase, emeten ones sonores de
la mateixa freqiiéncia que arriben amb la mateixa intensitat a un oient O situat a
4mde Aia3mde B. Quines freqgiiéncies f, no podra sentir bé 1’oient? A

Dada: la temperatura és de 15°C; per tant, la velocitat del so és 340m/s.

-
? :3
Qlke

Figura de I'enunciat 8.4.2

Solucio

Com que els altaveus emeten amb coheréncia, les ones sonores dels dos altaveus

experimentaran interferéncies. Les freqiiéncies f que 1’oient tindra dificultats per

sentir o no sentira, seran les que provoquin interferéncies destructives. Per tant, com

que els altaveus emeten en fase, hem d’aplicar la igualtat (8.43): Ar = (2n+1)A/2,

ambn = 0, +1, £2, ... Com que A = v/f i Ar = r, — r, = 1m, la condicio

d’interferéncia destructiva és

A v
Ar = (2n+ 1)5 =(2n+ Uﬁ
és a dir,
frw = 20+ 1) ——
dest 2A’f’

Amb les dades Ar = 1m, v =340m/s,i (2n+ 1) =1, 3, 5, ..., trobem

faex = 170Hz, 510Hz, 850 Hz, 1190 Hz,... etc.
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Batecs

Es produeixen batecs quan superposem en un punt P dues ones harmoniques de
freqiiéncies lleugerament diferents. Suposem que, a P, tenen la mateixa amplitud
(vegeu la figura 8.5 de la pagina 198)

$1(ry,t) = A sin(w,t — kyry + ) Sa(ra,t) = A sin(wyt — kyry + 1)
(8.48)
amb w, 2 Wi wy, = w; + Aw amb Aw K w = % Sumant s, i s,, amb
¢, = =k + @1 1 ¢y, = —k,7, + @, obtenim ’elongacio del punt P, s(P,t),

s(P,t) = 2Acos (téw + w> sin <wt + qﬁ—;—aﬁ) (8.49)

que és semblant a la d’'un MHS de freqiiéncia w, practicament la mateixa que la de
les ones originals, perd amb una amplitud A,

Ap =2Acos (téw + qb) (8.50)

Ay, depén harmonicament del temps, amb freqiiéncia Aw/2 . ¢ és una fase que
conté la dependéncia en 7, i 7, i que, per a un punt fixat P, és una constant.

La intensitat I o< A2, té un periode que és la meitat que el de I’amplitud A (vegeu
la grafica de la figura 8.6). Per tant, si, per exemple, es tracta d’ones sonores, el
receptor situat a P percep la intensitat dels batecs amb una freqiiéncia doble que la
de (8.50)

Wy = Wy — W] = Aw (8.51)

Una forma molt simple de produir batecs sonors €s, com es mostra a la figura 8.7,
fent sonar simultaniament dos diapasons de freqiiéncies lleugerament diferents, per
exemple, f = 440Hz i f’ = 437Hz . Els batecs faran que la intensitat varii amb
una freqiiéncia f,,, = Af = 440 — 437 = 3Hz.

8.5 Ones estacionaries

A la seccid 8.3, hem vist que, quan una ona arriba a un canvi de medi, una part
d’aquesta es reflecteix. Si les impedancies son molt diferents, practicament tota
I’ona es reflecteix. Aixo és el que passa quan una ona arriba al final del medi i

Fig. 8.6: Batecs. Grafiques pera
I'elongacio i la intensitat

Fig. 8.7: Produccio de batecs amb
dos diapasons molt semblants



el segiient és molt diferent. Com que en la realitat tots els medis son limitats, a
la propagacié de 1’ona inicial caldra superposar 1’ona reflectida al final del medi.
Aquesta ultima podria presentar un canvi de fase de 7 rad.

Estudiem la superposici6 de dues ones planes harmoniques de la mateixa amplitud
i freqliéncia perd que es propaguen en sentits contraris. Una pot ser la inicial i
’altra, la reflectida. Tenim

Yy (z,t) = Asin(wt — kx + ¢,) Yo(z,t) = Asin(wt + kx + ;) (8.52)
on ¢, i, son constants. Aplicant (8.35, 8.38), trobem que y = y, + y, €s
y(x,t) = 2A cos(kz + ¢) sin(wt + ¢) (8.53)

on¢ = (o, —:)/2,¢ = (v, + p.)/2. Veurem que ¢ i ¢’ son irrellevants.

La superposicié de dues ones €s sempre una ona. Per tant, (8.53) ho és. Pero
també veiem que aquesta ona no es propaga: tot punt  fa un MHS de freqiiencia
w i amplitud A que depén de x en la forma

Ar(z) = 2A cos(kz + ¢) (8.54)

perd que no depén de ¢. Hi ha punts que mai no oscillen, A, = 0; son els nodes.
D’altres oscillen sempre amb la maxima amplitud, 2A4; son els ventres o antino-
des.

Com que k = 27/, les posicions dels ventres i nodes son, segons (8.54),

Ventres: cos(kx + ¢) = +1, d’on Zr,+o=nm

Nodes: cos(kz +¢) =0, don Lz, +é=2n+1)%

onn = 0, +1, £2, ... La distancia entre dos nodes o dos ventres consecutius, n i
n+1,¢és
A
Tpir — Ty, = 5 (8.55)
A la figura 8.8, es mostra un medi que experimenta ones estacionaries. Hi veiem
quatre nodes (V) i tres ventres (V). La figura mostra la grafica de la pertorbacio

y(z,t;) en sis instants ¢, diferents i = 1,2, ....

Ones estacionaries en cordes finites

Considerem una corda de longitud L, sotmesa a una tensi6 F', amb els dos extrems
fixos. Que els extrems estiguin fixats vol dir no es bellugaran. Fem vibrar un
punt de la corda i provoquem una ona harmonica. Es ’ona inicial. Aquesta ona
arribara a un dels extrems i es reflectira, superposant-se al llarg de tota la corda,
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les ones inicial i reflectida. Aquesta superposicié és la que hem vist que dona lloc
a ones estacionaries. Perd també haurem de veure qué passa amb ’ona reflectida
quan arriba a I’extrem oposat de la corda: donara lloc a una nova reflexio, que
s’haura de superposar a les anteriors. I aixi indefinidament. En general, en una
corda de longitud L, no hi ha ones estacionaries. La solucié d’ona estacionaria
només es donara quan dos dels nodes IV coincideixin amb els dos extrems fixos.
Aix0 passa només per a determinades freqiiencies. A la figura 8.9, es mostren tres
casos possibles d’una corda amb els extrems fixats, sotmesa a ones estacionaries:
la longitud L de la corda ha de ser un multiple enter de mitja longitud d’ona, la
distancia entre node i node o ventre i ventre. Es a dir,

A
L:ni, on n=1, 2, 3, ... (8.56)
r=0 =L
n=1
n =2
n=23
N \% N \% N |% N

Només les longituds d’ona A\ que satisfacin (8.56) son possibles. Si la velocitat
de les ones a la corda és v = /F/u, amb A\ = v/ f, obtenim que les iniques
freqiiéncies f que produiran ones estacionaries son

v
=n— 8.57
fa=nos (8.57)

onn=1,2,3, ...
9 fi = 57 ¢s la freqiiencia més baixa o freqiiéncia fonamental. Sin = 2,

n = 3... son el segon harmonic, el tercer harmonic, i en general s’anomenen
harmonics superiors. El conjunt de freqiiéncies f,, son les freqiiéncies propies i
les formes d’oscillar corresponents, els modes normals d’oscillacio. A les fre-
qiiéncies propies sovint també se les anomena freqiiéncies de ressonancia.

Fig. 8.8: Ones estacionaries en
un medi. Els diferents instants els
hem destacat amb diferents colors

Fig. 8.9: Tres casos possibles
d'ones estacionaries en una corda
amb els extrems fixats



A la figura 8.9, podem veure un esquema de la corda en els modes fonamental,
segon i tercer.

Problema 8.5.1. A la figura, es mostra una corda, de densitat 0,65 g/m, que té un
extrem fixat a una paret i a I’altre, després de passar per una politja, i se li lliga un
pes mg. Es pot considerar que els dos extrems estan fixats. La longitud de la corda
fins a la politja és de L = 31,6 cm. Al costat de la corda, hem collocat un altaveu
A que emet un so que fem variar entre els 500 Hz i els 1500 Hz. Observem que
la corda només entra en ressonancia a les freqiiéncies 880 Hz i 1320 Hz. Trobeu
la tensio a la qual esta sotmesa la corda i a quins harmonics corresponen aquestes
freqiiéncies.

Solucio

Si la freqiiéncia de ’altaveu A es fa variar de forma continua i només hi ha ressonan-
cia a 880 Hz i 1320 Hz, és que aquestes freqiiéncies es corresponen amb dos valors
consecutius de les possibles freqiiéncies de les ones estacionaries: la corresponent al
mode n i el n + 1, sense saber, en principi, a quin valor natural correspon n. Ara bé,
per (8.57), tenim que

v 1 F
fn+l_f'n,7flfi7ﬁ ﬁ
és a dir,
1320 — 880 = — mg

0,361/ 0,65 x 102
d’on trobem que la tensid de la corda és: F' = mg = 50,26 N
Com que f; = 440 Hz, el nombre de I’harmonic de les freqiiéncies de ressonancia

; __ 880 Hz __ o : _
trobadesés n = i+ =2 in+1=3 |

Ones estacionaries en tubs finits

Estudiem la formacio d’ones estacionaries longitudinals en un medi gasos contin-
gut en un tub. Si el tub esta tancat pels dos extrems, I’aire del tub en contacte amb
les parets del tub no podra vibrar. El comportament de les ones de desplagament
en aquest tub és el mateix que el de les ones en una corda amb els extrems fixos.

Si L és la longitud del tubiv = % la velocitat de propagacid, les freqiiéncies

Figura de I'enunciat 8.5.1

Tub tancat-tancat
=0 n=1 r=1L

Fig. 8.10: Tub tancat pels dos
extrems
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% 8. Fenomens ondulatoris

f» que produeixen ones estacionaries son les donades per (8.57). A la figura 8.10,
es mostra un tub de longitud L, tancat pels dos extrems, vibrant segons el primer i
el segon harmonic de I’ona de desplacament. Tub obert-obert
=0 n=1 x=1L

Si els extrems estan oberts, a una distancia petita d’aquests extrems, proporcional
al diametre del tub, hi ha un ventre de desplagament. Per simplicitat, no tindrem ><

en compte aquest efecte de boca. A la figura 8.11, es mostren els dos primers 0 n=2 0
harmonics per a aquest cas. S’observa que les posicions de nodes i ventres es- ><><
tan transposades respecte del cas del tub tancat pels dos extrems. Les freqiiéncies O O

possibles per a ones estacionaries son les mateixes (8.57) que les corresponents al Fig. 8.11: Tub obert pels dos

mateix tub amb els dos extrems tancats. extrems

= En els tubs tancat-tancat i obert-obert, sén possibles tots els harmonics

Si un dels extrems és tancat i I’altre és obert, hi haura un node de desplagament
a ’extrem tancat 1 un ventre a ’extrem obert. A la figura 8.12, es mostren els
esquemes dels tres primers casos de longitud d’ona més gran. Sin =1, 2, 3, ... és

la seqiiéncia d’harmonics (8.57), els possibles harmonics 7, en el tub tancat-obert Tub tancat-obert

cal que compleixin r=0 n=1 z=L

A A — |
L:(2n—1)Z:nSZ on n,=1,3,5, ... - - O

I, com que v = Af, llavors les Gniques freqiiéncies f que donen lloc a les ones ©<
estacionaries en un tub tancat-obert séon T O

n=3
oo <
v
=n, — =1,3, 5. 858) T @)
Jor=m.grim =13, (8.58)

< La freqiiencia més baixa o freqiiéncia fonamental, n, = 1, és f, = ;7. Les Fig.8.12: Tub amb un extrem

freqiiéncies dels harmonics superiors s’obtenen de (8.58). tancat altre obert

<> En un tub tancat-obert, només son possibles els harmonics senars.

< Com que 1’ona de pressio esta desfasada 7 /2rad respecte de 1’ona de desplaga-
ment, els nodes i els ventres de 1’ona de pressio estan intercanviats respecte dels
de I’ona de desplagament.

Problema 8.5.2. La longitud de la caixa de ressonancia d’un diapaso, tancada per
un extrem, de freqiiéncia 440 Hz és de 17,0 cm. Es adequada aquesta longitud?

Solucio
Si prenem la velocitat del so com 343 m/s, corresponent a I’aire a uns 20°C, aplicant
(8.58),peran, =1, 3, 5..., tenim

Figura de I'enunciat 8.5.2

fo. = 440 Hz = n, &
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o
on 343

4-440
Peran, = 1, obtenim 19,5c¢cm # 17,0cm. La longitud de la caixa no sembla ser

L=n,

=n,0,195 m

I’adequada. La longitud de la caixa és I’adequada si tenim en compte 1’efecte de
boca. |

Ressonancia

D’una manera molt semblant al qué succeeix en els sistemes oscil-lants d’un grau
de llibertat, que hem estudiat al capitol 6 (objectes puntuals o de 0 dimensions),
els objectes d’una, dues i tres dimensions també poden experimentar fenomens
de ressonancies. En aquest capitol hem estudiat objectes d’una dimensid (cordes,
barres, tubs...) pero el que comentarem és extensible a d’altres dimensions.

Un objecte qualsevol €s un medi limitat susceptible de vibrar per 1’excitacio de les
ones que hi arriben dels medis adjacents. Per les caracteristiques geométriques i
els materials, aquest objecte tindra unes freqiiéncies propies. Diem que 1’objecte
entra en ressonancia quan 1’excitador extern vibra en alguna de les freqiiéncies
propies de 1’objecte i provoca ones estacionaries d’aquesta freqiiéncia.

Un bon exemple el trobem en el comportament dels instruments musicals.

< La freqiiencia fonamental f; d’un instrument musical es correspon amb el to o
nota musical. La relacié de les amplituds dels harmonics superiors respecte de
la fonamental, A,/A,, A;/A,,..., determina el timbre de 'instrument. Un do de
clarinet i de flauta tenen el mateix to pero diferent timbre.

A la figura 8.13, es mostra 1’analisi espectral del do, d’un piano i la forma de I’ona
corresponent. Fixeu-vos que el terme dominant és I’harmonic fonamental, 261 Hz,
i que disminueixen rapidament les amplituds dels dos harmonics segiients. Hi ha
instruments que sén més rics en harmonics, és a dir, en qué la successio A, /A,
disminueix més lentament.

1,0
Piano Do, Fig. 8.13: Relaci6 d'amplituds per

i al do central 0 do, del piano i
0,5} I'ona resultant de la superposicio
0 I I B \/ \/ \/ \/

05 1.0 Lb 2 0 2,5 kHz

En molts casos, les ressonancies impliquen unes amplituds i/o acceleracions tan

grans que poden arribar a ser destructives i que convé evitar. En altres casos, les
ressonancies poder ser molt utils. Aixi, un sistema amb diverses freqiiencies de
ressonancia pot actuar com un filtre de freqiiencies.
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Un exemple de filtre es mostra a la figura 8.14. Una corda molt llarga esta unida
pel seu extrem dret a una barra elastica prima, que esta agafada pel centre amb una
mordassa. A I’extrem simétric oposat de la barra, es lliga una segona corda molt
llarga. Per la corda esquerra arriba una ona progressiva incident y, de freqiiéncia
w;. Aquesta ona incident proporciona 1’excitacio sobre la barra. La barra, amb el

W, =w
w w

=

punt central fixat (node) i els extrems lliures (ventres), pot vibrar transversalment

—Yr—=> —Yr—>

amb un determinat conjunt de freqiiéncies? f,. Si la freqiiéncia de I’ona incident
coincideix amb un dels modes de vibracid de la barra, es produiran ones estacio-
naries transversals a la barra que donaran lloc a una ona transmesa ¥y, a la corda
dreta. Diem que hi ha ressonancia entre 1’ona incident i la barra. En cas contrari, la
barra no vibrara (almenys de forma notable) i tampoc no hi haura ona transmesa.

Si la freqiiencia de I’ona incident coincideix amb una de les propies de la barra,
w = w,,, les ones en les cordes es transmetran, és a dir,

yr(x,t) = Acos(wt — kx)

Yoara = A cOsk,x cosw,t

yr(z,t) = Acos(wt — k [z — L] + )
Si no coincideix, no hi haura ona transmesa. Si per la corda de I’esquerra arriba
una superposicio de moltes freqiiéncies, la barra només permetra la transmissio a
la corda de la dreta de les ones de freqiiéncies que coincideixin amb alguna de les
freqiiéncies propies de la barra. Canviant la barra, canviaran les freqiiéncies propies
que es transmetran; la barra fa de “filtre”, afavorint el pas d’unes freqiiéncies i
impedint-ne el pas de la resta.

Problema 8.5.3. A la figura, es mostren dues habitacions, separades per una paret
P que les ailla acusticament excepte per un tub prim, obert pels dos costats, de lon-
gitud L que les comunica. En una de les habitacions, a prop del tub, un generador
de so D emet amb freqiiéncia f i intensitat /.

P

L

A T’altra habitacio, un sonometre M mesura la I, del so que arriba a través del tub.
A continuacio es repeteix 1’emissio i el mesurament de 7, per a diverses freqiiéncies

Fig. 8.14: Una corda molt llarga
unida a una barra elastica

2 Per a les vibracions longitudinals,
una barra en les condicions descri-
tes vibra a les freqliéncies f,, =
nfl, amb fl = %, in =
1, 2, 3, ..., és adir, les mateixes
a les quals vibra un tub amb els
dos extrems tancats o oberts. Les
vibracions transversals son més
complexes que les longitudinals i
larelacié f,, # nfi no és valida,
pero si que hi ha unes freqliéncies
propies f,

Figura de I'enunciat de 8.5.3



f. Suposant que totes les intensitats I, emeses son iguals, com son les intensitats
I, mesurades en funci6 de la freqiiéncia f?

Solucio

Cada intensitat rebuda I, depén molt de la freqiiencia f del so: si aquesta ¢s la fona-
mental del tub, fi = v/2L, o una dels seus multiples, f,, = n fi, hi haura una res-
sonancia i la intensitat [, sera maxima. Pero, a mesura que la freqiiéncia f s’allunya
d’una d’aquestes freqiiéncies propies del tub, la intensitat I, del so disminueix fins
arribar a un minim. Si el radi del tub és relativament gran, les maximes [, seran poc
inferiors a I,, i les minimes, practicament zero. El tub actua de filtre acustic. |

8.6 Efecte Doppler i ones de xoc

Efecte Doppler

S’anomena efecte Doppler la variacié de la freqiiéncia de les ones rebudes per un
observador a causa del moviment relatiu entre aquest i la font. Quan un tren se’ns
acosta, sentim el seu xiulet més agut que quan esta aturat i més greu quan s’allunya.

A la figura 8.16, ’observador O mesura la freqiiéncia f,, de les ones que li arriben,
emeses per la font F', amb una freqiiéncia f5.

—) —1
f F

()Eo fo S e Jr 2

Sigui ¢ la velocitat de ’ona i siguin v, 1 v, les velocitats constants de F' 1 O (po-
sitives en el sentit de O cap a F)).

Suposem que la font F', en un determinat instant ¢,, emet un front d’ona i passat
un periode Tr = 1/f7, a Uinstant ¢, = ¢, + T, emet el segiient, etc. Si zr, és
la distancia de 1’observador a la font a I’instant ¢,, aquests fronts d’ona arribaran a

’observador-receptor als instants ¢/, ¢, etc, donats per les relacions

Vo (tll_tl) = xFO_C(tll_tl) Vo (tlz_tl) = mFO+’UFTF_C(t;_t1_TF)

D’aqui trobem que el periode 7}, de 1’ona que arriba a 1’observador és

Cc+ Vg
T, =t,—t = T
(0] 2 1 C+’UO F

o, en termes de freqiiéncies,

fo _ _fr (8.59)

Fig. 8.15: Christian Andreas
Doppler (1803-1853) va ser un
matematic i fisic austriac

Fig. 8.16: Efecte Doppler
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S’ha de tenir present que les velocitats v, 1 vy sOn respecte del medi. Si es trac-
ta d’ones sonores i el medi és aire i fa vent, a ’expressio (8.59) cal utilitzar les
velocitats relatives a I’aire, tenint en compte el vent.

L’efecte Doppler té moltes aplicacions practiques: radars per detectar excessos
de velocitat en el transit, sonars utilitzats en la navegacioé maritima, ecografies....
Una bona part del coneixement de I’astrofisica esta basat en 1’efecte Doppler que
experimenten les ones electromagnétiques emeses per les estrelles i galaxies en
moviment respecte de la Terra.

Problema 8.6.1. Dos estudiants, A i B, porten diapasons iguals de f, = 440 Hz
en vibracid. Si A s’esta quiet i B s’allunya d’ell a v, = 6 m/s, quants batecs per
segon, per causa de I’efecte Doppler, sentiran I’un i I’altre? Suposeu que no fa vent
i que la velocitat del so és de ¢ = 340m/s.

Solucio

Aplicant I’expressi6 anterior (8.59) sobre I’efecte Doppler als dos casos, queda que
les freqiiéncies que senten A i B, f. i f,, respectivament, del diapas6 de I’altre, son
c C— Uy

fo= fa fo=—""fa

c+ v c

Fixeu-vos que, si v, és bastant més petita que c, les dues freqiiencies son molt sem-
blants. Les freqii¢ncies dels batecs son

abatzfd —f;:

Y f,= 7,63Hz; fi=f.— fi=2f,= 7,76 Hz
cH+ vy ¢

Ones de xoc

Les ones de xoc es produeixen quan la font emissora es mou més rapidament que
les ones que emet. S6n exemples d’ones de xoc les produides pels avions quan van
auna velocitat superior a la del so, o les dues branques del solc que deixa a I’aigua
un vaixell en desplagar-se.

A la figura 8.17, una font F' d’ones esfériques es mou en la direcci6 de I’eix x a
velocitat constant v, superior a la de les ones emeses, de velocitat c¢. A I’instant
t =0,lafont F' ésax, = 0iemet un front d’ona que a ’instant ¢, = NAt (ala
figura 8.17, hem pres N = 5) sera una esfera de radi r, = NcAt. A l'instant ¢, =
At, quan és a x = v At, emet un altre front, que a ¢ tindra un radi r, = 4cAt. 1
aixi successivament. A I’instantt, = NAt, F emet un front que, en aquest mateix
instant, té radi zero.

Com s’aprecia clarament a la figura, per a qualsevol NV, aquesta successio d’ones
esferiques dona lloc a una envolupant conica que concentra tots els fronts d’ona: és



8.7. Difraccio %

Fig. 8.17: Ones de xoc

I’anomenada ona de xoc, que viatja darrere mateix de la font d’ones. El semiangle
d’obertura del con 6 compleix sin = cNAt/ (v, NAt), és a dir,
sinf = = (8.60)
Vp
L’ona de xoc es desplaca a la mateixa velocitat v, que la font F' mentre que 1’ona
ho fa a velocitat c.

8.7 Difraccio

Considerem una ona plana que incideix en una paret que li impedeix el pas excepte
per un forat. Si el forat no és molt petit, 1’ona passa sense alterar la direccié que
portava. Molt aproximadament, continua sent una ona plana. Si el forat és molt i
molt petit, el medi situat en el forat actua com un focus emissor d’ones esferiques
que es propaguen a l’altra banda de la paret. A la figura 8.18, s’il-lustren molt

(a) (b)

J]
li%—HI '

esquematicament aquests comportaments, que son els casos extrems d’un conjunt

Fig. 8.18: Model per entendre la
difraccié

pantalla pantalla

de fenomens, coneguts amb el nom de difraccié, que ocorren quan un objecte
d’unes dimensions equiparables a la longitud d’ona s’interposa en el cami d’aquesta
ona.

Difraccié de Fraunhofer
Fig. 8.19: Joseph von Fraunhofer

Una situacié de difraccio molt interessant és 1’observacio de la difraccio de les ones  (1787-1826) fou un optic alemany
en passar a través d’una obertura circular, de diametre D, feta a una distancia molt
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més gran que D (vegeu la figura 8.20). Es la difraccié de Fraunhofer. Un ona
plana de longitud d’ona X incideix normal 1’obertura.

b

oA — 9, 0 I-
D
N | ‘ | 0,
) ;
0
pantalla

La intensitat de I’ona difractada, observada a la pantalla, en funcié de I’angle 6, es
reparteix des d’un valor maxim a # = 0 fins a un minim per a I’angle 6,. Es la
taca d’Airy. Per a valors 6 > 6, la intensitat va passant per una série de maxims
i minims, cada cop més debilitats. A la taca d’Airy, determinada per 1’angle 6,,
es concentra el 84% de la intensitat difractada per I’obertura. Es pot demostrar i
corroborar experimentalment que 1’angle 6, ve donat per

A

sinf, = 1,22 =

5 (8.61)

Fig. 8.20: Difracci6 de Fraunhofer.
L'observacié del fenomen es fa en
una pantalla

Fig. 8.21: Sir George Biddell Airy
(1801-1892) fou un astronom i
matematic anglés









Q Equacions de Lagrange

Introduccio

Aquest capitol només justifica la seva preséncia per tal que, qui ho vulgui, pugui
tenir un tast de la mecanica analitica i la seva relacié amb la mecanica newtoniana a
través de I’equaci6 general de la dinamica explicada al capitol 3. Partint d’aquesta,
es dedueixen les equacions de moviment de Lagrange per a sistemes amb lligams
geométrics dependents del temps, que serien 1’extensio a L graus de llibertat de
les equacions trobades al capitol 3 per a sistemes conservatius emprant la funciod
energia mecanica del sistema. Veurem com podem definir la funcié de Lagrange
o lagrangiana i com, a partir d’aquesta, trobem les L equacions de moviment de
segon ordre que permeten trobar el moviment del sistema. No anem més enlla
perqué 1’tnic objectiu és fer el pont entre la mecanica newtoniana i la analitica en
general, que es pot trobar en multitud de textos.

9.1 Equacions de Lagrange de segona classe

Partim de 1’equaci6 general de la dinamica, explicada a la secci6 3.9

N

3 (E - miaz.) 67, =0 ©.1)

i=1

Tractarem com a molt amb lligams geométrics que poden dependre del temps. Su-
posarem que tenim els 1ligams expressats en forma parameétrica, amb parametres

{QI7QQ7 ~-~7QL}:
Fi :Fi(Qqu"WQMt) (92)

essent L el nombre de graus de llibertat del sistema. Tenim

' dq. (9.3)

Fig. 9.1: Joseph Louis Lagrange
(1736-1813) va ser un matematic,
fisic i astronom italia que després
va viure a Prussia i Franga
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El terme de (9.1) que conté les forces F. es pot escriure

N L
Do =1 Qudg,

on

N
L7,
Q. = ZF B 9.4)

s’anomenen forces generalitzades, que sempre es podran expressar com a funciod
dels parametres g, o coordenades generalitzades. Observem que les unitats de
@, no son necessariament unitats de forga (és a dir, newtons) ni tan sols totes les
@, tindran, en general, les mateixes unitats. Les unitats de les (), dependran de les
unitats de g,. Si que passara que (), dg, tindra unitats d’energia (és a dir, joules).

El terme de (9.1) que conté 1’acceleracid es pot escriure
~ .
L dr; Or;
;Zl m,a, - o, = E E mia . a4, dq,
L N N
d ., O, ., d or,
= E 75 7 Z*E o= ) dg. (9.5
(dt 2 g, p— BT 5qa> 403

Tenint en compte que

L
. or, . or
D
1

— dq, ot
obtenim )
or, _ or, 9.6)
9.  0q,
i
O, ~~ 7 . PR d o,

T
99, 2= 9,00, " 9.0t~ dt g, ©7)

b=

Amb (9.6, 9.7), podem escriure (9.5) com

ST “(dOE. 9E,
- ;mﬂ"i ) 3qa> dg, = Z (dt 4. - aqﬂ) dg.

a=1

—

“fdK - 0
Z(dtzmi”'ag

i
a
a=1

de manera que I’equacio general de la dinamica (9.1) pren la forma

- d OE, OE,
Z{QG_ (dt 90, aqa>} 4.

a=1

on F, és I’energia cinética del sistema com a funcié de les coordenades generalit-
zades i el temps, és a dir, E.(q,, G, ).

Finalment, tenint en compte que dg, sén desplagaments arbitraris, n’obtenim les
equacions de Lagrange de segona classe

doB, 0B,
dt 8¢,  0q.

Q. 9.8)



9.2 Equacions de Lagrange

Si les forces F; s6n conservatives, tindrem

L

ou
dq,

a=1

N
> F - 6F = —dU = - dq,
=1

1, per tant,
ou
9q.

on U sera funci6 de les ¢, i potser de ¢, pero no de ¢,. Sense necessitat de passar

Q. = 9:9)

per les forces ﬁ, si les forces generalitzades @), compleixen (9.9), amb U(q,, ),
direm que el sistema té forces potencials i U és la seva energia potencial. SiU(q,)
no depén del temps, diem que les forces generalitzades s6n conservatives.

Si definim la funci6 de Lagrange £
L=E.-U (9.10)

i tenim en compte que U no depén de ¢,, podem escriure les equacions (9.8) per
a sistemes amb forces potencials, utilitzant la funci6 de Lagrange £, en forma
d’equacions de Lagrange:

d oL oL
— = 2= (9.11)
dt 94, 0q.
Si no totes les forces F, son conservatives, les equacions de Lagrange adopten la
forma
d oL oL
el — = 9.12
dt 6q~a aqa Qa ( )

on (), vindran donades segons (9.4) només tenint en compte les forces no conser-
vatives o0, en general, les que no hagin estat incloses en la lagrangiana a través de
I’energia potencial.

Les equacions de Lagrange tenen algunes propietats importants que analitzem tot
seguit.

Lagrangianes equivalents

Si dues lagrangianes £ i £’ difereixen en una funci6 de la forma %, L=L+

ile)
dt

i equival a demostrar la identitat

40 (A0 9 (d0N |
dt g, \ dt dq, \ dt |

que es pot fer sense fer servir les equacions de Lagrange.

les equacions de lagrange associades son iguals. La demostracio és immediata
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9. Equacions de Lagrange

Conservacio de I'energia

Si definim la funcio ‘H = Z qa — L i fem servir les equacions de Lagrange,
dH _ . , L
es compleix 7 = W' Es senzﬂl veure que, si les forces son conservatives i els

lligams no depenen del temps, £ no dependra del temps, 1’energia mecanica F
coincidira amb 7 i es conservara. La funcio H és el germen d’un objecte de gran
importancia que s’anomena funcio de Hamilton o hamiltonia.

Conservacio i simetria: teorema de Noether

Donada una transformacio infinitesimal continua de coordenades g, — ¢, + dq.
la lagrangiana es transforma £ — £ + 0L

oL = Z(& +g£5>

Si fem servir les equacions de Lagrange, podem escriure

= Una transformacio infinitesimal, ¢, — ¢, + dq,, és una transformacio6 de sime-

tria si deixa invariant la forma de les equacions de moviment pel fet de transformar

[e2:19]
dt

Lagrange. Podem, doncs, enunciar un teorema de gran importancia en la fisica

la lagrangiana en una d’equivalent, 6L = sense fer servir les equacions de

moderna:

< Teorema de Noether. Si la lagrangiana L té la simetria q, — q, + 0q, llavors
hi ha unes quantitats que es conserven (son constants quan el sistema es mou segon
les equacions de moviment)

Z 8—{:—&— 0 dq, = constant (9.13)
—\0. 9q.

El cas més senzill és quan la lagrangiana no depén d’alguna de les coordenades ¢,
per exemple ¢,. Podem dir que la lagrangiana és simétrica respecte de transforma-
cions ¢, — ¢, + d¢, 1tenim una quantitat conservada

P = a4 = constant (9.14)
1

Principi de Hamilton

Les equacions de Lagrange (9.11) es poden obtenir, suposant que ja coneixem la
funcié de Lagrange £(q.,q.,t), a partir del principi de Hamilton. Per enunciar

Fig. 9.2: Emmy Noether
(1882-1935) fou una matematica
alemanya



aquest principi, primer cal definir el funcional d’accié S. Si q,; (1) 1 ¢.2(t,) sOn
les configuracions inicials i finals del sistema, el funcional d’acci6 es defineix en
funcid de les trajectories g, (t) que van de q,, (¢,) a ¢,»(t,) en la forma

Sla.(t)] = / L(q.(t), 4. (1), 1) dt 9.15)

< Principi de Hamilton. Donat un sistema amb lagrangiana L£(q,(t), §.(t),1),
la trajectoria que seguira el sistema de q,,(t,) a q..(t,) és un extremal del fun-
cional d’accié S[q,(t)] respecte de les trajectories que passen per aquestes dues

configuracions:

65[q.(t)]

S 0 (9.16)

El principi de Hamilton també es coneix amb el nom de principi de minima acci6
i €s emprat en multiples situacions en fisica moderna.

Vegem ara alguns exemples senzills, d’un grau de llibertat, que podem tractar amb
els métodes d’aquest capitol.

Problema 9.2.1. A la figura, podem veure un péndol forgat format per una massa
m agafada a I’extrem d’una tija, rigida i de massa negligible. La ma agafa I’altre
extrem de la tija i el desplaga horitzontalment x,(t) respecte de la seva posicid
no forcada z, = 0. Trobeu la lagrangiana i ’equacié de moviment del péndol i
particularitzeu per a petites oscil-lacions per als casos segiients:

a) el péndol oscil‘la sense friccid,

b) hi ha una fricci6 viscosa, que podem expressar com una forga —bv, essent U
la velocitat de 1la massa m.

Solucio

Es tracta d’un sistema amb lligams. Si la posicié de la massa m és 7 = (z,y), el
lligam és (z — z0(t))* + y* = £>. Si zo = 0, tenim el péndol usual.

El sistema té un grau de llibertat, que representarem amb 1’angle . Tenim 7 =
(zo+ £sinf,lcosh) 1T =7 = (io+ £0 cosh, —L£O sinH)

L’energia cinética és E. = +m [(y'co + 06 cos 9)2 + (—6 sin 9)2} ilapotencial U =
—mgl cos 6. La lagrangiana és, doncs,

L= %mEQQQ + mgl cos 0 + mio0l cos § (1)

Les equacions de moviment les trobem a partir de (1)

doL oL = . . .
%£ ~ %0 =ml 0+ mglsind + miolcosd =0

Fig. 9.3: William Rowan Hamilton
(1805-1865) va ser un matematic,
fisic i astronom britanic irlandés

Zo(t)
14

lg
2N

Figura de I'enunciat 9.2.1

T
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Si considerem petites oscil-lacions sin = 0 i cos § ~ 1 n’obtenim
0+20=——
l L
i si el moviment forgat o (¢) és harmonic, la massa m efectua oscil-lacions harmo-
niques forgades com les que hem vist a la secci6 6.4, pero sense friccio.
Per incloure la friccio, expressada com una forga —b, tindrem, segons (9.4)

Q= —bi- % = —bl(io cos O + £6) )

I ara obtindrem les equacions de lagrange segons (9.12), és a dir,
me%6 + mgl sin@ + miof cos @ = —bl(xo cosf + Z@)

que, per a petites oscil-lacions, és

9+50+Z0_ ¢ m ¢ )

Com veiem, la fricci6 afecta el comportament del terme forgat. Sera un moviment
harmonic forgat (MHF) com els descrits a 6.4 només si el terme de la dreta de (3) té
la forma B sin (¢ + 6y), és a dir, si el moviment de x, compleix

Fo — Lo = (Bsin (Q + 6,)
m

i, essencialment, aixo vol dir que x, tingui la forma

mB
.. mb _ . -
Q(Bm? 1 0°) (bcos[Qt + 0o] — mQ sin[Qt + 6,])

Zo (t) =
Problema 9.2.2. A la figura, podem veure un sistema forgat, format per una massa
m agafada de ’extrem d’una molla, de massa negligible. La ma agafa I’altre extrem
de la molla i el desplaga verticalment, de manera que desplaca x,(t) la posicio

d’equilibri del sistema =, = 0. Trobeu la lagrangiana i I’equacié de moviment per 19
als casos segiients: l 0
wo(t)
a) el sistema oscil-la sense friccio, m p

. T - . Figura de l'enunciat 9.2.2
b) hi ha una fricci6 viscosa, que podem expressar com una forga —bv, essent U g

la velocitat de la massa m.

Solucio
En aquest cas, no es tracta d’un sistema amb lligams. La for¢a neta que rep la massa
més F = —k(z — z0(¢))i. No és una forca conservativa, ja que depén del temps,
pero si que és potencial: U = Sk(z — xo(t))®. L'energia cinética és E. = imi”.
La lagrangiana és
1 1

Les equacions de Lagrange resulten

doL oL

—— —— =mi+kx—kxo(t)=0

o g TR~ kao(l)
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L’equacio6 canonica és
.k k
I+ —x=—uz0(t)
m m

Si tenim en compte la friccid viscosa, tindrem Q = —bx

L’equacio canonica €s, en aquest cas,

L, bk k
T4+ —i+ —x=—uz0(t)
m m m

9.2. EQuacions de Lagrange %
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1 Problemes i questions

Problema 1.5.2. Es vol estudiar la situacio segiient: una bola massissa baixa per un
pla inclinat un angle « respecte a I’horitzontal. Segons el que sabem, I’acceleracio
amb que baixa la bola és

h
=g sina = g— 1
a=gsina=gs (M
de manera que el moviment és uniformement accelerat
1
= —at’ 2
S 2a 2)

De fet, pero, I’acceleracio corresponent al moviment del centre de la bola no pot ser
la donada per (1), ja que I’energia potencial gravitatoria no tan sols es converteix
en energia cinética de translacid, sind també en energia cinética de rotacid entorn
del seu centre. Aixo pot comportar que 1’acceleracié de 1’esfera es redueixi en un
cert factor Q@ < 1

h
a:ng (3)

Es aquest factor Q el que volem determinar experimentalment

Per un recorregut s fixat i conegut, es cronometren els temps de descens de la bola
per a diversos valors de h. Utilitzant (2), es determina [’acceleracio de baixada en
cada cas. S’hi han portat a terme mesuraments successius incrementant h en una
quantitat constant, corresponent a una volta de cargol (pas de rosca) d. Si I’altura
inicial és h, 1 es va augmentant en n voltes del cargol (amb n = 1,2,3, ...), I’altura
assolida per a cada valor de n és

h, = ho +nd “)

Dades: dimensions del pla inclinat s = 35,3cm; L = 48,6 cm; pas de rosca del
cargol d = 0,70 mm; acceleracio6 de la gravetat ¢ = 9,81 m/s*; els mesuraments
realitzats els podeu veure a la taula.

Figura de l'enunciat 1.5.2
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a) Trobeu ’acceleracio a en funcid den , hy ,Q, d, L1ig.

b) Representeu els punts (n, a) d’acord amb els mesuraments realitzats i utilit-
zant (2).

n 0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11
#(s) 4,44 3,92 3,60 3,29 3,10 2,85 2,75 2,57 2,48 2,36 2,30 2,23

¢) Trobeu graficament la recta que s’ajusta millor a aquests punts.
d) Trobeu per regressio lineal la recta que s’ajusta millor a aquests punts.

e) Utilitzant la recta d’ajust trobada a d i ’expressio trobada a a, deduiu els
valors del factor @ i h,.

f) Trobeu I’error del pendent i I’ordenada a 1’origen de la recta d’ajust i calculeu,
a continuacio, I’error propagat al factor Q.

Qiiestio 1.7.1. Una particula descriu una trajectoria caracteritzada per un vector
posicio 7 = sin(t) i + cos(t)] + 2tk (Unitats S.I.). El radi de curvatura de la
trajectoria €s:

a) 5/2m
b) 2/5m
¢)5m

d) v5m

Qiiestio 1.7.2. Una particula descriu una trajectoria circular, de radi 1,5m, amb
una acceleracid tangencial 2¢ (en unitats S.I1.). A ¢t = 0, la particula es troba en
repos. El modul de I’acceleracié de la particulaa ¢t = 1,2 s sera:

a) 1,38 m/s?
b) 3,10m/s?
¢) 1,44m/s?
d) 2,40m/s?

€) 2,77m/s’

Taula del problema 1.5.2









2 Problemes i questions

Qiiestio 2.1.1. Sobre un cos de 4 kg que es mou en la direccid de I’eix x, s’aplica
una forca en la mateixa direccio, representada a la figura. A I’instant inicial, el cos 10
passa per x = 0 movent-se en el mateix sentit que la forca amb una velocitat de
3ms~'. La velocitat a la posiciéo x = 8 m sera:

0 4 g(cm)

a) lamateixaqueax =0 Figura de I'enunciat 2.1.1

b) vV29ms™'
) V20ms™!
d) 7ms™!

e)VI1lms™'

Qiiesti6 2.1.2. La segona llei de Newton afirma que:
a) Si apliquem una forca variable a un cos lliure, aquesta és directament propor-
cional a I’acceleracié produida en el cos.

b) Cossos amb masses diferents son accelerats per una mateixa forga amb acce-
leracions directament proporcionals a les masses.

¢) Cossos amb la mateixa massa reben acceleracions inversament proporcionals
a les forces aplicades.

d) La forga no es crea ni es destrueix.

e) Cap de les anteriors.

Qiiestio 2.1.3. El bloc de la figura esta lligat a una corda, d’1,5m i massa negli- Figura de fenundiat 2.13

gible, que forma un angle de 30° amb I’horitzontal. La velocitat angular val:
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a) 7,62rad/s
b) 4,62rad/s
¢) 5,62rad/s
d) 6,62rad/s

e) 3,62rad/s

Problema 2.1.5. Un objecte de 5kg esta sotmés a una forca que varia amb la
posicio de 1’objecte F = %x 7 (S.I.) . Si parteix de x, = 25 m, quina velocitat
inicial v, fara que arribi just a x = 0?

Ajuda. Per mirar d’integrar 1’equacié de moviment i trobar la velocitat multipli-

, . .. _ dx
queu ambdos membres per la velocitat i tingueu en compte que v = 7

Solucié: v, = —7,07m/s

Problema 2.1.6. Un objecte de m = 4kg esta sotmeés a I’accié de dues forces,
Fo=i— 251 F,=i+ 7. Calculeu I’acceleracio, la velocitat i la posicio (vector
i modul) de I’objecte en el temps ¢t = 3ssiat = 0 esta en repds a I’origen de
coordenades.

Solucié: @ = 1 (2% —j) m/s’, a = P m/s, 7(3) = 3 (20— )m/s,v(3) =
3om/s, 7(3) = 2 (20— j) m,r(3) = 2Bm

Qiiesti6 2.2.1. Una pilota de tenis de 80 g xoca normalment contra una paret verti-
cal. Tant abans com després del xoc, la pilota es mou amb una velocitat horitzontal
de modul 30 m/s. El modul de I’impuls que fa la paret sobre la pilota val:

a)0

b) 9,6 Ns

¢) 2,4Ns

d) 4,8 Ns

€) Manquen dades per calcular-lo

Qiiestio 2.2.2. Una pilota de 60 g es deixa caure des d’una altura de 2m. Rebota
fins a una altura d’1,8 m. Calculeu quant varia la quantitat de moviment durant el
xoc amb el terra?.



a) 0,422kgm/s
b) 0,365 kgm/s
¢) 0,731kgm/s
d) 0,227kgm/s

e) 1,246kgm/s

Qiiesti6 2.2.3. El vector posici6 d’una particula de massa m = 2kg és 7(t) =
(3t* +1,2t,0) (unitats S.I.). Es cert que:

a) la direcci6 de la forga no és constant.

b) El moviment és rectilini.

¢) At = 0, el moment angular respecte a 1’origen és nul.

d) A ¢t = 0, la quantitat de moviment de la particula és 5= (0, 2, 0).

¢) L’impuls subministrat per la for¢a al primer segon és I = (24,0, 0).

Qiiestio 2.2.4. Un cos de 3 kg es mou rectiliniament segons 7(¢) = (1250 4 20¢ —
0,5¢?)i, pera t > 0 (unitats S.L.). Es cert que:

a) la velocitat inicial és 1250 7

b) La velocitat inicial és nul-la.

¢) La quantitat de moviment inicial és 60 ?

d) La forga aplicada al cos és 3 @

e) La forca aplicada al cos és —1,5 %

Problema 2.2.3. Una particula de 2 kg és inicialment al punt 77(0) = (0,0), on té
una velocitat 7(0) = (0,2) m/s. Si, a partir d’aquest punt, comenga a actuar una
fora F(t) = (8, —4) N, calculeu:

a) 7(t), v(t) id(t)
b) On sera la particula pera ¢t = 5s?
¢) Per a quin temps la velocitat a I’eix y sera nul-la.

d) Escriviu I’equacio de la trajectoria de la particula.

229
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Soluci6: a) d(t) = (4, —2) , ¥(t) = (4t,2 — 2t), 7(t) = (2t*,2t — t*) b) 7(5) =
(50,—15) c) 1s;dyy =2(2)"* — 2

Qiiesti6 2.3.1. La trajectoria d’una particula de massa 2 kg és 7(t) = —3t* 7 +
(5t + 4) j (unitats S.I.). El moment angular respecte de ’origen de coordenades
val (unitats S.I.):

L(t) = 6t(5t +28) k
E(t) k
¢) L(t) = (5t +8)1;
d) L(t) = (30t +8) k

L(t) = 6t(5t +8) k

Problema 2.3.3. La pastilla, de massa m, efectua una trajectoria circular, de ve-
locitat angular w, lligada a la corda, de longitud ¢, que té I’altre extrem fixat al
passador, que pot girar sense fricci6 al voltant de I’eix, a una algada h = ¢/2. Si
augmentem h en Ah = h/5, quin sera I’augment Aw?

Solucié: Aw = Hw

Problema 2.3.4. Una petita pastilla de 250 g llisca per una taula horitzontal mentre
¢és lligada a un fil inextensible que passa per un orifici que agafem per I’extrem. La
pastilla descriu una trajectoria circular de 500 mm de radi. Anem estirant del fil i,
consegiientment, reduim el radi de la trajectoria fins a deixar-lo en 200 mm. Si la
velocitat inicial de la pastilla és de 5m/s, determineu-ne la velocitat al final.

Solucio: 12,5m/s

Problema 2.3.5. Una massa puntual de 2kg descriu la trajectoria: x = t°; y =
t —2t% z = t*/4 en qué t és el temps. Calculeu als 2s:

a) els vectors velocitat i acceleracio.

b) el vector quantitat de moviment.

¢) el moment angular respecte del punt P = (7, —7,3).
d) la forga que actua sobre la massa puntual.

Solucié: a) 7 =127 —7j+ 8k, a=1271—4j+ 12k b)F=247— 14 j+ 16k
&)Ly =300+8j—38kd) F=247—8)+ 24k

eix

AR

Figura de l'enunciat 2.3.3

—

"<

Figura de l'enunciat 2.3.4
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Problema 2.3.6. Una particula lligada a una corda, de massa negligible i longitud
¢, oscil-la en el pla vertical.

a) Trobeu 1’equacié de moviment utilitzant la llei de moviment del moment

angular
b) Especifiqueu-ne el resultat per a petites oscil-lacions. l g \e
Solucié: a) § = —92sinf b) 6= —20 »

Figura de l'enunciat 2.3.6
Qiiesti6 2.4.1. Una particula de massa 2 kg es mou en la direccio6 de I’eix x, sotme-

sa a una forga conservativa I’energia potencial de la qual és U = z* — 8z (unitats
S.L). Es cert que:

a) la forca és nul-laperax = £1

b) L’acceleracié a z = 0 és maxima.

¢) La forga que actua sobre la particula té per expressio F' = —z* + 822
’ ’ I o Pl 8
d) La forga que actua sobre la particula té per expressié /' = —%& + 5a°

e) L’acceleracio en z = 1 val 6 m/s’

Qiiesti6 2.4.2. A la figura, es mostra una corba d’energia potencial en funci6é d’una
variable z. Quina de les grafiques segiients de la forga en funci6 d’aquesta variable
és compatible amb la grafica U(z)?

F
Figura de l'enunciat 2.4.2
| €
0/1 23
a)
F
t x
0 2 /3
b)
F
1 1 T
0 2\ 3
¢)
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¢) Sino es coneix I’energia cinética, no es pot determinar la forga a partir de U (x)

Qiiestio 2.4.3. La forca que s’exerceix sobre un cos de 15 kg que es desplaga en
la direcci6 de 1’eix « varia amb la posici6 en la forma indicada a la figura. Es cert
que:

Figura de l'enunciat 2.4.3

I A ) IR IR I R o
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(m)

a) quan el cos passa de la posicié © = 0 a z = 50m, I’energia potencial dismi-
nueix en 26007J.

b) Quan el cos passa de la posicio x = 80m a x = 100 m, I’energia cinética
disminueix en 400 J.

¢) Al tram des de x = 50 m fins a x = 80 m, el moviment és uniforme.

d) La velocitat maxima assolida pel cos es dona en el tram des de x = 20 m fins
azr =30m.

e) Cap de les altres quatre afirmacions és certa.

Qiiestio 2.4.4. Un cos de 0,15 kg de massa es mou al llarg de 1’eix « en un camp
de forces del qual I’energia potencial U es representa a la figura. Deixem el cos al
punt C' amb una velocitat de 4 m/s en el sentit positiu de 1’eix . Es cert que:

a) ’energia mecanica del cos és 0,3 J.

b) la velocitat al punt B és 3,4m/s. Figura de I'enunciat 2.4.4

¢) la velocitat a x = 0 és nul-la.
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d) Al punt B, I’energia mecanica del cos és minima.

e) El cos no pot arribar al punt D.

Qiiestio 2.4.5. Una particula de 80 g es mou al llarg de I’eix x per accié d’una
forga conservativa. La seva energia potencial val U = x* — 22 (unitats S.1.). Si
I’energia mecanica de la particula val 3 J, la seva velocitat maxima sera:

a)24m/s

b) 10m/s

¢)8m/s

d) 6,79 m/s

e) 3,8m/s

Qiiestio 2.4.6. Una particula es mou per efecte d’una tinica for¢a conservativa.
Podem afirmar que:

a) en qualsevol trajectoria, la variaci6 d’energia potencial entre les posicions ini-
cial i final de la trajectoria és sempre nul-la.

b) si la particula descriu un moviment circular uniforme, la variacié de 1’energia
potencial entre dos punts d’aquesta trajectoria és nul-la.

¢) ’increment de 1’energia mecanica de la particula pot ser positiu o negatiu,
depenent del signe del treball de la forga.

d) I’energia potencial de la particula augmenta si el treball de la forga és positiu.

e) Cap de les altres quatre afirmacions és correcta.

Qiiesti6 2.4.7. Sideixem caure una pedra des de la torre d’un castell i negligim la
resisténcia de 1’aire, €s cert que:

a) el treball de la forca gravitatoria és nul.

b) I’energia potencial de la pedra no varia.

¢) ’energia cinética de la pedra no varia.

d) I’energia mecanica de la pedra no varia.
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e) el treball de la forga gravitatoria és negatiu.

Qiiestio 2.4.8. L’energia potencial d’una particula de 5kg de massa que es mou
en la direccio6 de I’eix x esta indicada a la figura. Podem afirmar que:

a) la posicié x = 0 és d’equilibri estable.

UuJ)
b) la posicié x = 0 és d’equilibri inestable. 4T
¢) l’acceleracié en z = 0 és —0,4 m/s’.
d) I’acceleracio en © = 2m és —2m/s. 0 2 a(m)
e) el treball de la forga quan la particula passade z = 0ax =2més 4J. Figura de I'enunciat 2.4.8

Qiiesti6 2.4.9. La forca que actua sobre una particula, de massa 4 kg, és F=6zk
Si v és el modul de la velocitat, I’energia mecanica és, excepte en una constant
(totes les unitats en el S.1.):

a) £ =2v* -3z

b) E = 4v*> — 32?

¢) F =20 —32°

d) £ =2v*+43z

_ 1
e) F=2v* — 32°

Problema 2.4.5. Una particula de massa m es mou en un camp de forces d’energia
potencial associada U = 16 — (2 + y?), en unitats S.I.

a) Determineu les equacions de les superficies equipotencials en les quals U =
0,U =121U = 18. Son totes possibles? Dibuixeu-ne la primera.

b) Trobeu el lloc geometric dels punts amb U maxim. Quant val I’energia
potencial maxima?

¢) Trobeu I’expressio analitica del camp de forces 1’energia potencial del qual
és la donada.

d) Quina forga actua sobre la particula al punt P, = (1;1;0)? Si parteix de
P, en repos, quina és la velocitat més gran que pot assolir en algun instant
posterior?

e) Calculeu el treball realitzat per la forca per portar la particula des de P, fins
a P = (22;22;0).



Solucié: a) x> + y*> = 16, x*> + y*> = 4, no existeix; b) x> + y*> = 0, U, = 16J;
C)F =221+ 2yj;d) F =21+ 2j,v=00;¢) W =966

Problema 2.4.6. Una particula esta sotmesa a una forca ' = —kx +a/x®. Trobeu
I’expressio de 1’energia potencial U.

Solucié: U = Lka® + 5% + ct

Problema 2.4.7. Donada la forca F' = (32 — 4y)i + (4 4 2y) j, calculeu:

a) el treball realitzat per F' en portar la particula de A a B i el realitzat en una Figura de fenunciat 24.7

volta completa al llarg de ’el-lipse amb a i b, respectivament, els semieixos

. . 2 2
major i menor: &z + ¥; =1

b) Es conservativa la forga F 7 Per que?
Nota. Forma paramétrica d’una el-lipse centrada a 1’origen:

7(A) = (z,y) = (acos A, b sin\)
Solucié: a) 2253¢° | 97ab , 8ab; b) no

Problema 2.4.8. La for¢a que actua sobre una particula s’expressa com F =
—ax* 1, on a és una constant. Calculeu la funci6 energia potencial prenent U = 0
per a x = 0 i dibuixeu el grafic de U en funcio de x.

Solucié: U = ax®

Problema 2.4.9. Un cos de 2kg de massa es pot desplagar pel pla horitzontal zy
on actua la forca F= 2xy 1+ x2°).

a) Calculeu el treball d’aquesta for¢a en el cami que vade A = (1,1)a B =
(5,9) seguint la recta que uneix ambdds punts.

b) Calculeu el treball entre A i B quan el cami passa per C' = (5,1), seguint les
direccions dels eixos x 1 y en els trajectes AC' 1 C' B respectivament.

¢) Es pot associar una energia potencial a aquesta forga?

Substituim la for¢a anterior per una altra F = —2z i. Deixem el cos al punt A
amb una velocitat de 8 m/s en la direcci6 de I’eix x en sentit positiu.

d) Determineu I’increment d’energia potencial en el desplagament AC'.

e) Fins a quin punt arribara el cos en el seu moviment?
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f) Amb quina velocitat passara per la posicié d’equilibri?
Nota. Les forces estan expressades en N i les distancies, en m.

Soluci6: a) W = 453,3J; b) W = 10247J; c) Forca no conservativa, no es pot
definir una energia potencial; d) AU = 247; e) Arriba fins al punt (8,06; 1) m; f)
v =28,06m/s.

Problema 2.4.10. Un cos de 2kg de massa es mou cap a dalt en un pla inclinat
30° respecte a I’horitzontal, desplacant-se 10 m. Sobre el cos actuen les tres forces
tal com s’indica a la figura. Calculeu el treball total fet pel sistema de forces que
actua sobre el cos, aixi com la poténcia desenvolupada si les forces son aplicades
durant 60 s.

Solucio: W =2741J; P = 0,456 W

Problema 2.4.11. Un objecte de 5kg esta sotmés a una forga que varia amb la
posicioé de I’objecte, tal com mostra la figura. Si parteix del repos a x = 0, quina
sera la seva velocitata x = 25miaxz = 50m?

Solucié: v,; = 7,07ms™'; vy, = 12,25 ms™!

Qiiestié 2.5.1. Premem una caixa de massa m contra una paret vertical amb una
for¢a horitzontal de magnitud F'. Si el coeficient estatic de fregament amb la paret
és p, el valor minim de F' perqué la caixa no llisqui cap avall és:

a) mg

b) pmyg

¢)v1—pu*mg

mg
d) m

€) mg./It

Qiiestio 2.5.2. Una particula de massa m es mou sobre 1’eix x i és atreta cap a
I’origen de coordenades per una for¢a ' = —k/x, on k és una constant positiva.
Si parteix del repos des del punt x,, quina velocitat portara quan passi pel punt
T =12,/2?

a)v:\/%

NECSN\\
XNA/ \

Figura de I'enunciat 2.4.10

25 50
Figura de I'enunciat 2.4.11



e) Cap de les altres

Qiiesti6 2.5.3. La figura representa un pla inclinat 30° amb dues molles idéntiques
de constant £ = 20 N/m, una a la part superior i I’altra a la part inferior del pla. Un
cos de 2 N de pes es deixa anar sense velocitat inicial des de la posici6 indicada a la

figura, estant 1a molla de la part superior comprimida una distancia x, (en metres). k

A I’inici del moviment, el cos es troba 50 cm per damunt de I’extrem de la molla W " -
inferior. ;Qué ha de valer el treball de la forga de friccid (en joules) existent entre Oocn}c
el cos i el pla per tal que la compressiéo maxima de la molla inferior sigui també

z,? Figura de l'enunciat 2.5.3

)W, = —(z, +1)
b) W, = —(z7 + 1)
oW, = _%
d) W, = —20z2

e) Sense concixer la longitud natural de les molles, no es pot saber.

Qiiestio 2.5.4. Una particula esta sotmesa a una forca central dirigida a un punt O.
Podem afirmar:
a) L’energia cinética de la particula es manté constant.

b) La trajectoria de la particula esta continguda en un pla i la seva quantitat de
moviment es manté constant.

¢) El moment angular de la particula respecte del punt O és nul.
d) L’impuls angular de la forga respecte del punt O és nul.

e) La trajectoria de la particula és circular.

Qiiestio 2.5.5. Donades les forces segiients, digueu quines son conservatives:

237



238

A) Forga de friccid seca feta sobre una capsa que llisca.
B) Forga feta sobre un cos per una molla que segueix la llei de Hooke.
C) Forga de la gravetat.

D) Forga sobre un cotxe a causa de la resisténcia de ’aire.

a)A,BiC
b)AiD
¢)BiC
d)CiD

e)A,CiD

Problema 2.5.4. El cos P de la figura adjunta t¢ una massa m = 5kg i gira a una
velocitat angular de 20 rev/min al voltant de I’eix F E’ sobre una superficie (fixa)
conica llisa. El cos esta subjectat a I’eix mitjangant una corda, de massa negligible
ilongitud 0,5 m, paral-lela a la superficie quan P la toca. Si o = 45°, determineu:

a) la reaccio de la superficie sobre el cos.
b) la tensiod de la corda.

¢) la velocitat angular del cos a la qual se separara de la superficie.

Solucié: a) 29,6 N; b) 40,13N; ¢) 5,26 rad/s

Problema 2.5.5. Un cos petit de massam = 5 kg cau des del punt A sense velocitat
inicial, pel carril representat a la figura.

Només hi ha friccid al tram BC, de longitud 4 m, i el punt A esta situat a una altura
h, = 2m. Sabent que el cos queda aturat al punt C, calculeu el coeficient de
fricciod entre el cos lliscant i el terra en el tram BC.

Solucié: ;= 0,5
Problema 2.5.6. Deixem lliure un bloc de 2 kg sobre un pla inclinat sense friccié
a4 m d’una molla de constant ¥ = 100 N/m. El pla esta inclinat 30°.

a) Calculeu la compressié maxima de la molla, suposant que no té massa.

b) Si hi ha friccid i el coeficient de friccid entre la massai el pla és 0,2, calculeu-
ne la compressié maxima.

El
Figura de l'enunciat 2.5.4

hA
B
I
Figura de l'enunciat 2.5.5

S i
i

Figura de l'enunciat 2.5.6
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¢) En el darrer cas, en que hi ha friccid, fins a quina distancia recorrera el bloc
pel pla després de separar-se de la molla?

Solucio6: a) 0,989 m; b) 0,783 m; ¢) 1,54 m

Problema 2.5.7. Per tal de desviar els electrons en un oscil-loscopi, s’utilitza un
camp eléctric constant de 2000 N/C. Tenint en compte que a ’inici els electrons
tenen una velocitat de 10° m/s, calculeu la desviacié quan han recorregut 1 cm en
la direcci6 normal al camp eléctric.

Solucié: 1,76 cm

Problema 2.5.8. L’any 2009, es va inaugurar el gran col-lisionador d’hadrons
(LHC) a Ginebra per tal d’estudiar les propietats de les particules subatomiques.

Historicament, aixo s’ha fet en cambres de boira en qué les particules deixen un
rastre de gotetes de condensacid. Per tal de determinar la carrega d’aquestes par-
ticules i la seva massa, s’han utilitzat camps magnétics. La for¢a que sent una
particula carregada en travessar un camp magnetic €s F = q(7 x é), on q ¢és la
carrega de la particula, v és la seva velocitat i Bésel camp magnetic. Demostreu
que una particula carregada dintre d’un camp magnétic descriu una orbita circular
deradi R = %, on m ¢és la massa de la particula i v és la seva velocitat.

Problema 2.5.9. Els nuvols estan situats uns 2 km de distancia de la superficie
terrestre. Calculeu la velocitat amb qué caurien les gotes a terra si no existis
fregament amb 1’aire. Refeu el calcul tenint en compte el fregament amb ’aire
(b =10"*kg/s) i que la massa de les gotes és d’uns 0,1 g.

Solucié: 197m/s, 9,8 m/s.

Problema 2.5.10. Una particula de 4 kg de massa es mou al llarg de 1’eix = segons
x(t) =t+ 2%, (renmitens). Calculeu:

a) I’energia cinética en funcié del temps,

b) I’acceleracio de la particula i la forga que actua sobre ella en funcié del temps,
¢) la potencia subministrada a la particula en funcié del temps,

d) el treball fet per la forcadet =0at = 2s.

Solucié: a) (2 + 24t> + 72t*) J; b) 12t m/s?, 48t N; ¢) (48t + 288¢%) W; d) 12487

Problema 2.5.11. Sobre un tauler horitzontal es col-loquen dues pastilles, A i B,

Figura de l'enunciat 2.5.7

Figura de I'enunciat 2.5.8. Trajec-
tories de particules subatomiques
en el si d'un camp magnétic
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. . ., . . ., A
de masses m, i myg, amb coeficients de friccid pastilla-tauler p, i pup (friccid “B ‘;0

dinamica = estatica). Anem inclinant el tauler.

Figura de l'enunciat 2.5.11
a) Quina és la condici6 necessaria per qué A inicii el moviment abans que B?

b) Quina és la condicid necessaria per queé els dos cossos llisquin junts?

¢) Complint-se la condicio anterior, calculeu el valor de € que fa que el movi-
ment de A i B sigui uniforme.

d) Calculeu I’acceleracio del moviment quan 6 és més gran que el valor trobat
ac).

Solucié: a) iy < pip;b) s = pp;c)tantd = py = py; d)a = g(sinf — pcos )
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3 Problemes i questions

Qiiestio 3.2.1. Un filferro semicircular homogeni de massa m se subjecta tal com
indica la figura mitjangant una articulacié a O. En equilibri, 6 val:

a) 25,1°

b) 23,0° Figura de I'eﬁunciat 3.2.1
¢) 32,5°

d) 39,5°

) No pot estar en equilibri. Y

Qiiesti6 3.2.2. Un filferro homogeni esta doblegat en forma de triangle, tal com

4
indica la figura. Les coordenades del seu C'M son:
a) (1;4/3) I — E— ;
b) (1; 3/2) Figura de I'enunciat 3.2.2
©) (3/2;2)
d) (1;2)

e) Cap de les altres respostes és correcta.

Qiiestio 3.2.3. L’objecte de la figura esta constituit per dos filferros de longitud L
i densitat lineal ), situats en el pla zy, 1 per un quart de circumferéncia de densitat
lineal 2, situat en el pla yz. La coordenada z del centre de masses val:

Figura de I'enunciat 3.2.3

a)2L/(2+ )



% Problemes i qUestions

b) 2L /7
¢)2L/(4+ )
d) L/2

e)L/4

Qiiestio 3.2.4. Quina ¢és la coordenada z del CM del quart de con homogeni,
d’altura h, de la figura?

X,

a) h/16 /
Figura de I'enunciat 3.2.4
b) h/8
c) h/4
d)h/3
e)h/2

Qiiesti6 3.2.5. Una lamina rectangular homogénia de 4 x 8 cm de costat té un forat
circular de radi 1 cm. El centre C del forat es troba a una distancia b del centre O
del rectangle i esta situat sobre I’eix de simetria, tal com es pot veure a la figura.

Per tal que el centre de masses de la lamina sigui un punt de la periféria del forat, 3
b ha de valer:

a) 0,90 cm

Figura de I'enunciat 3.2.5

b) 0,50 cm
¢) 0,30 cm
d) 0,70 cm

e) 0,85cm

Qiiestio 3.2.6. Un cotxe de 1500kg es mou cap a I’oest amb una velocitat de
20m/s i un cami6 de 3000kg es mou cap a I’est amb una velocitat de 16 m/s.
Calculeu la velocitat del centre de masses del sistema.

a) 10m/s cap a ’oest

b) 4m/s cap a I’est
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¢) 2m/s cap a I’est
d) 5m/s cap a I’oest

€) 8m/s cap a I’est

Y
Qiiesti6 3.2.7. Les coordenades del C'M de la peca de la figura, en forma de sector
circular de radi R, son:
xr
a)r =y =0,50R Figura de l'enunciat 3.2.7
b)x =y =0,33R
¢or=y=058R
d)z =y =0,62R
er=y=R
Qiiestio 3.2.8. La peca de la figura té una densitat voliimica uniforme. La part .
superior és un cilindre de radi r i altura h i la inferior és una semiesfera de radi -
2r. Per aconseguir que el C'M de la peca estigui sobre la base del cilindre, s’ha de '
complir: V
a)h = V2r Figura de I'enunciat 3.2.8
b)h=1/2
¢)h=2r
dh=r
e)h=2V2r
Qiiestio 3.2.9. Quines son les coordenades del centre de masses de la xapa homo-
genia de la figura, formada per un quadrat i un cercle?
T

a) oy = R yorr = 1,44R Figura de l'enunciat 3.2.9
b) Tom = R, Yo = 2R
©) Tow = 2,52R; yourr = 1,76R

d) zon = 1,88R; yorr = 2R
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&) Ton = 1,88R; yor = 1,44R

Qiiestié 3.2.10. La distancia des del centre de la base del barret de copa, fet de
lamina homogeénia, al centre de masses ¢€s:

H?r Figura de l'enunciat 3.2.10
a) 5

R2r+r2R
b) H2+2Rr

C) H27‘+'r2H

R24+2Hr
H?R+R*H
d) r24+2HR

2
0 5

Problema 3.2.3. Determineu el C'M de la tija homogénia de la figura (unitats S.1.). 3

Solucié. Amb I’origen de (z,y) a I’esquerra de I’inici del semicercle: (3,13;0,8) Figura de f'enunciat 3.2.3

Problema 3.2.4. Un corré massis té la forma indicada a la figura. El corrd esta

construit a partir d’un cilindre massis al qual traiem un tros semiesféric d’una base l;l/
i ’afegim a I’altra base. Trobeu-ne el centre de masses en cas que a = 40cm i :
d = 20cm. df e

Solucié: zc,, = 40/3cm Figura de l'enunciat 3.2.4

Problema 3.2.5. A la figura, es mostra un tren format per tres vagons les masses
dels quals son m, = 21 x 10°kg, mz = 18 x 10° kg, ms = 24 x 10° kg. Els tres e

. .. Co—altB g—dTa e
vagons estan units per dues cadenes de masses negligibles. —_—
Figura de l'enunciat 3.2.5

Si sobre el primer vagd s’aplica una for¢a paral-lela a la via de F© = TOkN, i
suposem que no hi ha friccions i que la via és recta, determineu ’acceleracio a
amb queé es desplacen els tres vagons i les tensions 7" de les dues cordes:

a) si la via és horitzontal,

b) si la via esta inclinada un angle # = 15° cap amunt.

Solucio:

a)a = 1,11m/s*; T,y = 46,7kN ; T = 26,7kN

b)a = —1,43m/s*; T, = 46,7kN; T, . = 26,7kN
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Qiiestio 3.3.1. La condicid necessaria i suficient perque la quantitat de moviment
d’un sistema de particules es conservi exigeix que:

a) Es conservi I’energia mecanica del sistema.

b) El centre de masses del sistema estigui en repos.

¢) Les forces externes que actuin siguin conservatives.
d) La resultant de les forces externes sigui nul-la.

e) Les forces internes del sistema siguin conservatives.

Problema 3.3.2. Imaginem que un astronauta de 75 kg, que porta una eina de 5 kg
(total = 80kg) en un “passeig espacial” a fora de la nau, se li trenca el cable que
I’uneix amb la nau. Hi hauria alguna manera de tornar? Si s’allunya de la nau a
una velocitat de 2m/s, seria factible tornar, o per sempre més restaria a I’espai?

Soluci6. Llangant I’eina a una velocitat respecte de la nau > 32m/s.

Problema 3.3.3. Un nen de 40 kg és a I’extrem d’una plataforma de 80 kg i 2 m de
longitud. El nen es desplaga fins a I’extrem oposat de la plataforma. Suposarem
que no hi ha fregament entre la plataforma i el terra.

a) ;Quant es desplaca el centre de masses del sistema format per la plataforma
iel nen?

b) ;Quant es desplaca el nen respecte al terra? ;Quant es desplaga la plataforma
respecte al terra?

¢) Si el nen corre sobre la plataforma a una velocitat constant de 0,5m/s (res-
pecte a la plataforma), amb quina velocitat es mou la plataforma?

Solucio: a) No es desplaga; b) El nen es mou 4/3 m i la plataforma, 2/3 m en sentit
oposat; ¢) v = —1/6m/s

Qiiesti6 3.4.1. Un sistema esta format per dues particules de la mateixa massa m.
En un instant determinat, una d’elles esta en repos al punt (0,0,0) i ’altra, situada
a (0,L,0), es mou amb velocitat ¥ = v 7. El moment angular del sistema respecte
del punt (0, L/2,0) és:

a)2mlv i

b) —mEv

40kg

80kg
(o) O
2m
Figura de l'enunciat 3.3.3
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¢) 2mLv k
d) ™25

e) mo k

Qiiestio 3.4.2. Dues particules de masses m, = 10kg i m, = 20kg es mouen
respecte d’un sistema de referéncia inercial segons 7, = 2t* 143717, = 4t*> 1— 3.
Quant val el moment angular del sistema respecte de 1’origen?

Nota. Totes les unitats estan expressades en el S.I.

a) L = —600¢ k

b) L = —360t2 k

oL=12tk
d) L = 360t k
e L=—12tk

Qiiestié 3.4.3. Dues particules de masses m, = 10kg i m, = 20kg es mouen
respecte d’un sistema de referéncia inercial segons 7, = 2¢* i+3j1i7, = 4t* i—3].
Quant val el moment resultant de les forces respecte de 1’origen?

Nota. Totes les unitats estan expressades en el S.1.

a) M =12k
b) M = 600t k
¢) M = 360 k
d) M = —600 k
e) M = —360t k

Problema 3.4.3. En patinatge artistic, és comu augmentar la velocitat angular tot
encongint les mans. En una primera aproximacid, podem suposar que els bragos
tenen una massa negligible pel fet de portar unes peses a cada ma i que la resta
de cos és molt propera a I’eix de gir. Calculeu la relacié entre la velocitat angular
inicial i final, si la patinadora encongeix les mans des d’una distancia d’1 m del cos

a 20 cm.

Solucio: w;/w,; = 25



Problema 3.5.3. Un nen de massa m = 35kg és a I’extrem d’un carreté de massa
M = 70kg que inicialment esta parat i que pot rodar lliurement (vegeu la figura).
En un instant determinat, el nen fa un salt amb una velocitat de sortida v, = 5m/s
iun angle = 30° amb el terra, i cau justament a 1’altre extrem del carreto.

Negligint qualsevol tipus de friccid, determineu:

a) la velocitat amb qué es desplaga cap enrere el carretd mentre el nen és a I’aire

durant el salt; m
b) la distancia que recorre el nen respecte de terra; M
¢) la distancia que recorre el carret6 i la seva longitud; - o

Figura de l'enunciat 3.5.3
d) la velocitat del carretd una vegada el nen ha aterrat a I’altre extrem.

Solucio: a) 2,17m/s; b) 2,21 m; ¢) 1,11 mi 3,31 m; d) 0

Problema 3.5.4. Un bloc de 50kg esta en contacte amb una molla de constant
elastica 300 N/m i de massa negligible i comprimida 0,2 m. El conjunt esta sobre
una vagoneta de 75 kg (les rodes sén de massa negligible) i el deixem anar. De-

termineu les velocitats del bloc i de la vagoneta a partir de 1’instant en que el bloc, A00N fra
lliscant sense friccio sobre la vagoneta, perd el contacte amb la molla. g
Figura de l'enunciat 3.5.4

Solucio

v: velocitat del bloc, positiva cap a la dreta. V': velocitat de la vagoneta, positiva cap
a l’esquerra.

Conservaci6 de la quantitat de moviment: 0 = 50v — 75V
Conservaci6 de I’energia: %300 -0,2% = %501}2 + %75‘/2
Resolent el sistema i prenent la solucio positiva, que és la que esta d’acord amb el fet

que la molla esta inicialment comprimida:

v=0,3795m/s ; V =0,2540m/s [

Problema 3.6.2. Una bola de 8 kg de massa, amb una velocitat de 5 m/s, xoca sen-
se friccié amb una altra, d’igual radi, de 6 kg i en repds, sobre un terra horitzontal
1lis.

Determineu la velocitat i la direccio de la segona bola, si la primera és desviada, a
conseqiiencia del xoc, 30° respecte de la direccio inicial, suposant que el terra i les
boles son llises i el xoc és elastic.

Solucié. Dues solucions possibles, 5,68 m/s , —5,9° i 3,35m/s , —54,1°. Els
angles, respecte de la direccio inicial.
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Problema 3.6.3. Una bola de massa m = 0,5 kg se subjecta, mitjan¢ant una corda
inextensible i de massa negligible, de longitud L = 1m. Se separa la massa 90°
respecte a la posici6 d’equilibri i es deixa caure. En arribar a la part inferior de la
trajectoria, la bola xoca de forma inelastica amb un bloc de massa M = 3 kg, que
es troba en repds sobre una superficie. Sabent que el coeficient de restitucio entre
la bolaiel bloc és e = 0,8 i que el coeficient de friccid entre el bloc i la superficie
horitzontal és ;1 = 0,2, determineu:

a) la velocitat del bloc i de la bola després de la col-lisio;

b) el treball realitzat per la for¢a de fricci6 fins que el bloc de massa M s’atura,
i

¢) I’altura assolida per la bola després de la col-lisi6.

Solucio: a) m retrocedeix a una velocitat de 2,40 m/s i M avanga a una velocitat
d’1,14m/s; b) —1,95J; ¢) 0,29 m

Problema 3.6.4. Un bloc de 13 kg es troba en repos sobre una superficie horitzon-
tal. Llancem horitzontalment contra ell una massa de 400 g d’argila que hi queda
adherida. El bloc i ’argila llisquen 15 cm sobre la superficie. Si el coeficient de
fricciod és 0,4, quina és la velocitat inicial de I’argila?

Solucié: 36,4m/s

Problema 3.6.5. Un objecte de 11 kg explota en tres trossos de masses m, = 4 kg,
m, = 6kg i m,, amb velocitats coplanaries ¥, = (vy,,3), U, = (4,0,,) 175 =
(0;2). Calculeu vy, 1 v,,.

Solucié: v,, = —6,00m/s ; v,, = —2,33m/s

Problema 3.6.6. Un ocellet de 125 g que vola a 0,6 m/s esta a punt de capturar
una abella de 5 g que vola perpendicularment a 15 m/s. Quina sera la velocitat de
I’ocellet just després de capturar 1’abella?

Solucié: 0,816 m/s
Problema 3.6.7. Deixem anar una esfera d’1 kg d’una altura d’1,8 m, que rebota
sobre una placa de 5 kg i arriba a una altura maxima d’1,5 m. Determineu:

a) el coeficient de restitucid en aquest cas, i

b) I’altura maxima a qué arribaria 1’esfera si la placa estigués suportada per dues
molles de constant elastica & = 2kN/m cadascuna i el xoc fos completament
elastic.

Figura de I'enunciat 3.6.7



¢) Calculeu la maxima deformacio de les molles.

Soluci6: a) 0,913; b) 0,8 m; ¢) 0,07 m

Problema 3.6.8. Des d’una torre de 95 m d’altura es deixa caure una pedra i, un
segon més tard, es llanga una segona pedra idéntica des del terra cap amunt i per la
mateixa vertical. Ambdues xoquen frontalment i elasticament al punt mitja de la
torre. Calculeu:

a) les velocitats de les pedres just després del xoc,
b) I’altura a la que arriba la primera pedra després del xoc, i

¢) I’altura a la que arribaria la segona pedra si no hagués xocat.
x

Solucié: |»  a)30,5m/si—12,32m/sb) 7,74 m ¢) 55,225 m.

Problema 3.6.9. Una bola de 4kg de massa es mou sobre un terra horitzontal
perfectament llis, a una velocitat, respecte del sistema de referéncies (z,y) fixat
al terra, de (20; 0) m/s i xoca amb una altra de 6 kg que es mou a una velocitat de
(10;10) m/s.

a) Si les dues boles surten enganxades a conseqiiéncia del xoc, determineu la
velocitat (vectorial ) del conjunt.

b) Calculeu, en aquest ultim cas, I’energia (de translacid) dissipada en el xoc.

¢) Les dues boles son llises i tenen el mateix radi. El xoc €s totalment elastic.

Trobeu les dues possibles velocitats (vectorial) de la segona bola, si sabem que

V3.1

la primera surt en la direccio i sentit (7, 5)

Solucié: a) (14;6)m/s; b) 240J; ¢) (9,81;2,19) m/s i (19,39; 7,72) m/s

Problema 3.7.2. S’anomena velocitat d’escapament associada a un planeta (o es-
trella) la velocitat minima per tal que un cos s’escapi (sortint de la superficie del
planeta, arribi fins a I’infinit amb velocitat nul-1a). Demostreu que aquesta veloci-
tatésv = \/m on G és la constant gravitatoria, M és la massa del planeta
i R és el seu radi.

S’anomena forat negre un astre amb velocitat d’escapament igual a la velocitat de
la llum (¢ = 3 x 10®°m/s). Res no es pot escapar! Calculeu quin radi hauria de
tenir el Sol (M, = 2 x 10°0kg) per tal que es comportés com un forat negre.

Solucié: Ry, = 2,93 km
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Problema 3.7.3. Demostreu que 1’energia total d’un cos en orbita circular al vol-
tant d’un planeta (el planeta es pot considerar fix) és la meitat de la seva energia
potencial.

Problema 3.7.4. La vida al planeta Terra tal com la coneixem desapareixera d’aqui
a 10° anys perque la brillantor del Sol creixera fins a eliminar tota possibilitat de
supervivéncia. Per tal d’evitar-ho tenim dues possibilitats (segons Korycansky et
al)): emigrar a un altre planeta o augmentar el radi de 1’orbita del planeta Terra
d’1,5x 10" mfins a 2,2 x 10" m. (aproximem I’0rbita de la Terra a una circumfe-
réncia amb el Sol fix al centre). La primera possibilitat implica que tota la biomassa
del planeta (que suposarem de massa m,, = 10°° kg) abandoni el lligam amb el
camp gravitatori terrestre, és a dir, que assoleixi la velocitat d’escapament. A partir
d’aquestes dades, quin métode és més factible energéticament (quin “costa” menys
energia): fer emigrar tota la biomassa o canviar 1’orbita del planeta?

Dades: M, =2 x 10*°kgi Ry = 6 X 10°m.

[Problema inspirat en ’article “Astronomical engineering: a strategy for modifying
planetary orbits” publicat a la revista Astrophysics and Space Science, de D. G. Kory-
cansky ef Al. Al seu torn, ’autor s’inspira en uns calculs fets per Carl Sagan 1’any
1993 (Pollack & Sagan,1993).]

Solucié. Cost energétic de canviar I’0rbita de la Terra: 8,4 x 10°* J. Cost energétic
d’emigrar de la Terra: 6,57 x 10°"J

Problema 3.7.5. Es pot calcular I’acceleraci6 a la superficie terrestre a partir de
dades de I’orbita de la Lluna, tal com va fer Newton. Calculeu aquest valor a partir
de les dades de la Lluna que es proposen: T = 28 dies, Ry = 3,8 X 10°m,
Rree = 6,37 x 10°m. Compareu aquest resultat amb el valor de g = 9,81 m/ s°
conegut per a la superficie terrestre.

Solucié: g = 9,1m/s’

Problema 3.7.6. Calculeu la for¢a d’atraccio gravitatoria que sent un nen acabat de
néixer, de 2 kg de massa, deguda a la llevadora, que suposarem de 70 kg de massa,
si aquesta és a una distancia d = 0,5 m del nad6. Calculeu ’atraccid gravitatoria
que sent el mateix nen deguda al planeta Mart, de massa M,,,, = 6,4185 x 10** kg,
si és a una distancia de d = 5,9 x 10" km. Raoneu a partir de les dades obtingudes
si, segons 1’astrologia, els planetes definissin el caracter de les persones (Podria
aixo ser degut a la interaccid gravitatoria?

Solucié: F., e = 3,7 X 1073 N; Fly o = 7,92 X 107° N



Qiiestio 3.10.1. La particula de la figura, de massa 1kg, és obligada a passar pel
filferro sense fricci6. En tot moment hi actua la resultant de les forces externes: F' =
—44* j. Si la deixem anar sense velocitat inicial al punt A, quina velocitat tindra
quan passi per B? Nota. Totes les unitats s’expressen en el S.I.

a) 19.20m/s
b) 27,17m/s
¢) 13,58 m/s
d)11,04m/s

e) 7,81 m/s

Problema 3.10.7. Una corredora de 3 kg cau sense velocitat inicial i llisca sense
fregament en un pla vertical per la guia de la figura. La molla a la qual esta unida té
una constant recuperadora de 4 N/cm. La longitud natural de la molla és de 60 cm.
Trobeu la velocitat de la corredora quan passa per B. On s’aturara?

Solucié: v; = 7,18 m/s. S’atura al punt C, BC = 1,72m

Problema 3.10.8. Un cos de massa m, de petites dimensions, es deixa caure des
del punt A pel carril de la figura. Si el cos llisca sense friccio i h, = 3R, on R és
el radi de la circumferéncia, trobeu:

a) la forga que exerceix el cos sobre el carril als punts Bi C, i
b) el valor de I’altura del punt A perque la for¢a en el punt C sigui nul-la.

2 2
Solucié: a) Fi, = m“% +mg =Tmgi Fo =m*§ —mg=mg;b) W/, = 3R

Problema 3.10.9. Una boleta de massa 0,1 kg esta enfilada en una guia en forma

d’el-lipse amb @ = /21ib = /3, respectivament, els semieixos de I’el-lipse:
2 —

””—22 + % = 1. A més, hi ha un camp de forces F' = (3z — 4y)i + (4 +2y) ). La

boleta surt del punt A a una velocitat v, = 10 j (vegeu la figura). Calculeu:

a) la velocitat amb que la particula passa pel punt B i
b) la velocitat amb qué torna a passar pel punt A.

Nota 1. Totes les magnituds estan donades en el S.I.; Nota 2. Equaci6 paramétrica
d’una el-lipse: 7(\) = (acos A, bsin \)

Solucio: a) v; = 20,2m/s; b) v/, = 36,5 m/s.

Figura de l'enunciat 3.10.1

A

60cm
N

60cm
Figura de I'enunciat 3.10.7

Figura de I'enunciat 3.10.8

Figura de I'enunciat 3.10.9
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Problema 3.10.10. Un carret, de massa m, és accelerat sense friccio a través de la
forca proporcionada per la corda (de massa negligible) lligada a la bola de massa
m que cau lliscant pel tub. La politja (petita i sense friccio) i el tub son solidaris a
la plataforma per on es desplaca el carret i, juntament amb aquesta, tenen massa de
2m 1 llisquen per una guia horitzontal. Trobeu la velocitat V' de la plataforma en
funci6 de la coordenada y de la bola (vegeu la figura) si, estant tot aturat, deixem
anar el carret quan labolaésay = 0.

Nota. Les velocitats de la figura estan referides a un observador en repos.

Solucié: a) V = /gy

Problema 3.10.11. El carret, de massa m, €s accelerat sense friccié per la for¢a
proporcionada per la molla (de massa negligible) lligada a la plataforma, de massa
2m, que llisca per una guia sense friccid. Trobeu la velocitat v del carret quan
I’allargament de la molla val x < L, si, estant tot aturat, deixem anar el carret quan
I’allargament de la molla és x = L.

Nota. Les velocitats de la figura estan referides a un observador en repos.

Solucié: a) v = |/ 25 (L2 — z?)

Qiiestio 3.12.1. Un cilindre homogeni de radi R es desplaga en un pla vertical per
una superficie horitzontal rodant i lliscant. Si, en un instant donat, la velocitat del
centre de masses €s v cap a la dreta i la del punt de contacte amb la superficie és 3
també cap a la dreta, el modul de la velocitat angular en aquest instant és:

a) 2L
b) 2
©) 5%
d) 3

3
e) 5p

Problema 3.13.3. Dues particules de masses m, = 3kgim, = 6 kg estan unides
per una barra rigida de massa negligible. Inicialment, es troben en repos i se les
sotmet, respectivament, a 1’acci6 de les forces, ambdues expressades en [V, ﬁz =3)
i F, = 6i— 67, tal com es mostra a la figura. Determineu el C'M i la quantitat de
moviment del sistema en funci6 del temps.

Solucié: Fey = (4§ + %) i+ (1= 4) 7 (m)i P () = 6t 1 — 3t] (kems )

(mysV l9
I— Im —V H 7

Ve

/Ul )\

Figura de I'enunciat 3.10.10
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Figura de I'enunciat 3.10.11
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2
x
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Figura de I'enunciat 3.13.3



Problemes i qUestions %

Problema 3.13.4. El quadrat de la figura té¢ el C'M al centre. Si apliquem només
dues forces de 2N tal com s’indica a la figura, girara en sentit horari o en sentit
antihorari?

2N

Solucié: El quadrat no gira.
Figura de I'enunciat 3.13.4

Problema 3.13.5. Una barra homogeénia d’1 kg i 80 cm de longitud se situa en un
pla vertical entre dues parets paral-leles llises separades 40 cm. La barra es lliga a

una molla, de constant recuperadora k = 50 N/m , com s’indica a la figura.

Amb la barra situada de manera que la molla esta relaxada (longitud natural), la

k
deixem caure. Quan arriba al punt en qu¢ inicia la pujada, determineu:
s : mg
a) la distancia que ha recorregut la barra;
. ., . 40 cm-~
b) la for¢a que la molla fa a la barra i I’acceleraci6 d’aquesta, i Figura de lenunciat 3.13.5

¢) les forces que les parets fan sobre la barra.

Solucié: a) 39,2 cm; b) 19,62 N (ascendent), 9,81 m/s” (ascendent); ¢) iguals i de
sentit contrari, de modul 2,83 N
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, Problemes i questions

Problema 4.2.1. La peca de la figura esta feta amb dos filferros diferents. El de
la part horitzontal té una densitat lineal que és el doble del de la part semicircular.
Quina relacioé hi ha d’haver entre a 1 r si es vol que, quan es pengi la pega del punt
P, es mantingui en equilibri tal com es veu a la figura?

Solucié: a = 2 r

Qiiestio 4.3.1. El pist6 de la figura, de superficie S, exempt de fregament, es troba
en equilibri sota I’accid de la forga que li fa ’aigua. El gas dins del recipient té una
pressid P. Sabent que la densitat de 1’aigua és p, i si P, és la pressio atmosferica,
el pes del pisto és:

a) (H — h)pgS

b) (P — Pa)S + hpgS

¢) (P — Pa)S + (H — h)pgS
d) HpgS

e) hpgS

Qiiestio 4.3.2. El cos massis de la figura esta constituit per dos cubs A i B, ho-
mogenis i de densitat 900 kg/m’, soldats entre si de forma que els seus centres
de massa estiguin a la mateixa vertical. Els volums de A i B sén 1m’ i 8m’,
respectivament. El cos esta en equilibri surant en aigua amb el cub B totalment
submergit, tal com es pot veure a la figura. El centre d’empenyiment en aquesta
situacio d’equilibri es troba a una distancia de la superficie lliure de 1’aigua, que
val:

Figura de I'enunciat 4.2.1

gas

H

aigua

Figura de I'enunciat 4.3.1

A

B

aigua,

Figura de l'enunciat 4.3.2




a) 1,115 m
b) 1,087 m
¢) 1,057 m
d) 1,500 m

) 1,322m

Qiiestié 4.3.3. Un cub d’aresta a i densitat 600 kg/m’ sura en un liquid estant la
tercera part de I’aresta submergida en el liquid. Sabem que, si sobre el cub afegim
un cilindre de la mateixa densitat perd de 2m’ de volum, el cub estara totalment
submergit amb la seva base superior enrasada amb la superficie del liquid. Quina
sera longitud de I’aresta a?

Figura de I'enunciat 4.3.3
a) 3m 9

b) 1,bm
¢)lm
d) 0,5m

e)2,5m

Qiiesti6 4.3.4. Al recipient de la figura, la pressié manomeétrica del gas 2 és P, = gas 1 gas 2

51300 Pa. Sabent que les densitats dels liquids sén p, = 3g/cm® i p, = 1g/cm?’,
i 3 (g = : jem  liq. 2
la pressio del gas 1 sera (g = 9,81 m/s?): ! 20,339111 lfq 1
iq.

a) 60129 Pa Figura de I'enunciat 4.3.4
b) 72240 Pa

¢) —20340 Pa

d) 54328 Pa

) 129354Pa e

Qiiestio 4.3.5. El cos de la figura d’1,5 m d’amplada, esta format per dos cossos 2p
de densitats diferents, tal com s’indica a la figura. El centre d’empenyiment es 2
troba a una profunditat: Figura de l'enunciat 4.3.5

a) 4,96 m
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b) 6,05 m
©)4,74m
d) 5,22 m

e) 5,47 m

Qiiesti6 4.3.6. El cos esferic de la figura esta constituit per dues semiesferes mas-
sisses de densitats una el doble de 1’altra. El lliguem a una corda i el submergim en
un liquid fins a la meitat, tal com es veu a la figura. En aquesta situacio, la distancia
entre el centre d’empenyiment i el centre de masses del cos val:

a) R/7
b) R/2
¢) R/6
d) R/4

e) R/8

Problema 4.3.4. Deixem caure una gota de mercuri de 13 g en un got ple d’aigua
de 20 cm de profunditat. Calculeu quant trigara la gota a arribar al fons del got

a) si no tenim en compte I’empenyiment d’ Arquimedes i
b) tenint en compte I’empenyiment d’ Arquimedes.
Dades: p,, = 13 x 10° kgm™>; p,, = 10°kgm™

Solucié: a)a = g,t = 0,202s;b) a = g(1 — puga/Puq)s t = 0,210

Problema 4.3.5. La xarxa de clavegueram de dues poblacions esta unida per una
série de conductes soterrats. Un dia la pressi6 atmosférica al poble A és de P, =
1,035 x 10°Pa i a la poblacié B, de P, = 1,03 x 10° Pa. Feu I’esquema de la
figura tot indicant en quin pou I’altura de 1’aigua sera més gran i per queé. Calculeu
la diferéncia de I’altura de 1’aigua al pou de la poblacio A i de la poblacio B.

Solucio: 0,051 m

Problema 4.3.6. Quan un vaixell com el de la figura és sobre 1’aigua, una part en
resta submergida. Sianomenem h I’altura de 1’aigua respecte al fons del vaixell, en
quin cas I’altura h sera més gran, si el vaixell és en aigua dolga o en aigua salada?

-

P
R

2p

Figura de l'enunciat 4.3.6

A B
~ A
2z P P8

Figura de l'enunciat 4.3.5
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El vaixell de la figura té un volum total de 100 m’ i una massa de 2000 kg. Calculeu
quin percentatge del volum del vaixell és dins el mar. Si el mateix vaixell és en
aigua de riu, calculeu quin percentatge del volum sera ara sota 1’aigua.

Dades: p,, = 1,025 x 10°kgm~, p;, = 10°kgm™*

Solucié. En aigua de mar, 1,95%; en aigua de riu. 2,00%

Problema 4.3.7. Un recipient conté aigua i aire, com es veu a la figura. Quina és
la pressié manomeétrica, P,,,a A, B, C'1 D?

Nota: P, =P — P,,.

Solucié. P,,, = 11760Pa, P, = P,.c = —2940Pa, P,,, = —17600 Pa

Qiiesti6 4.5.1. El cilindre de la figura (de massa M) es manté en equilibri a causa
de la forca F' de la corda (solidaria al cilindre) i de la fricci6 entre el cilindre i la
paret (de coeficient ). Indiqueu quina de les respostes és certa:

a) En equilibri es verifica que F' < Mg.

b) En equilibri es verifica que F' > Mg.

¢) Només hi haura equilibri si > tan45°.

d) Si F' és molt més gran que M g, la forga de friccio i el pes del cilindre tenen el
mateix sentit.

e) Es impossible que hi hagi equilibri perqué sobre el cilindre actuen tres forces
coplanaries no concurrents.

Qiiestio 4.5.2. El bloc triangular homogeni de la figura de pes P té una altura h
i base b. El coeficient de friccié entre el terra i el bloc és . En condicions de
lliscament i bolcada imminent, indiqueu quina de les respostes és certa:

Q) p= g
b) = 3

¢) Si @ = 0, el bloc no pot estar mai en equilibri.
d) Si h > b, el bloc sempre girara abans de lliscar.

e) Les altres afirmacions son erronies.

Figura de I'enunciat 4.3.6

aire

o

aire | D
B

30cm

A

c

30cm

90cm

aigua

aigua

P
Figura de I'en

Figura de I'enunciat 4.5.1

. =1,013 x 10° Pa
unciat 4.3.7

Figura de I'enunciat 4.5.2



Qiiestio 4.5.3. Es vol fer bolcar sense lliscar el cos homogeni, de pes W, aplicant
la forga F' tal com es mostra. El coeficient de fregament u entre el bloc i el terra
horitzontal ha de ser:

Figura de l'enunciat 4.5.3

a)u < 5
b) p =3
o) u> 5
d)p =7

e) Cap de les altres

Qiiestio 4.5.4. Sil’aigua es comporta com un fluid perfecte, indiqueu quina de les

respostes €s certa: h
B C

. — o , . . Figura de I'enunciat 4.5.4
a) La forga de I’aigua sobre la paret AB del diposit de la figura és horitzontal i

s’aplica a una altura h/3.

b) L’empenyiment de 1’aigua sobre un cos que sura en equilibri pot tenir una
direcci6 arbitraria, depenent de la forma del cos.

¢) Cap de les altres respostes és certa.

d) Si la barrera C'D de la figura es recolza sobre el fons a C, sense fregament, és
possible mantenir-la en equilibri mitjan¢ant una for¢a F' adient, aplicada a una
altura h/2.

e) La forga de I’aigua sobre el fons BC del diposit té una component horitzontal
cap a I’esquerra.

Qiiestio 4.5.5. El mur d’un embassament té la secci6 trapezoidal indicada a la
figura. L’altura és h i la longitud en la direcci6 transversal a la figura és £. Si g és
I’acceleracio de la gravetat i p és la densitat de 1’aigua, el modul de la forga que

exerceix 1’aigua sobre el mur és . ' .
Figura de l'enunciat 4.5.5

a) [ = pgh*t

2sin 6
b =
¢)F = pgfé
d) F = 655
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e) No es pot calcular amb les dades proporcionades.

Qiiestié 4.5.6. S’enganxa una bola de massa 0,3 kg al punt A d’un filferro que té
forma de semicircumferéncia de radi 50 cm i centre C. El filferro és homogeni i
té una massa de 0,2 kg. Quan pengem el conjunt en la forma indicada a la figura,
I’angle 6, un cop assolida la posicié d’equilibri, sera:

a) 14,4°
Figura de I'enunciat 4.5.6

b) 17,6°
¢) 40,5°
d) 32,5°

e) 30,3°

Qiiesti6 4.5.7. Una esfera massissa homogenia de pes W iradi R esta suspesa de
la paret per mitja d’un fil de massa negligible i longitud 5/3 R, tal com es veu a la
figura. El punt A, uni6 de I’esfera amb el fil, esta sobre la vertical que passa pel
centre de ’esfera. En el contacte entre la paret i I’esfera al punt B no hi ha friccio.
Si T és la tensio6 del fil i B la reaccio a la paret, podem afirmar que:

_5 "
)T =3W Figura de 'enunciat 4.5.7
b) B =3W

©)B=3W

d) La reacci6 de la paret a B és nul-la, atés que no hi ha friccio.

e) L’esfera no pot estar en equilibri en la posicié que s’indica a I’enunciat.

Qiiesti6 4.5.8. Una anella prima i homogeénia de radi R i pes P, situada sobre el pla
inclinat de la figura, s’aguanta amb un cable C'B, paral-lel al pla inclinat, essent la
sevatensio 7. Si p és el coeficient de friccid entre el pla inclinat i I’anella i aquesta

es troba en condicions de moviment imminent, indiqueu quina de les respostes és

certa: Figura de l'enunciat 4.5.8
a) = 0,29
b) © = 0,45
¢)pu=0,84
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d) p = tan 60°

e) i = tan 30°

Qiiestié 4.5.9. La tensié maxima que suporta el cable de la figura és de 600 N.
La barra, articulada al punt A amb la paret, té un pes de 800N i una longitud de
8m. Per mantenir-la en equilibri en posicié horitzontal, la distancia maxima del
seu CM al’extrem A ha de ser:

a)4dm

b) 3,51 m

¢) 4,63m

d) 3,25m

e) 3,86 m

Qiiestio 4.5.10. Sobre un bloc cubic homogeni de 3 m de costat i pes P s’apliquen
dues forces horitzontals de modul /' = 160N amb les seves linies d’accid pa-
ral-leles i desplacades 0,3 m de la posicio del centre de masses del bloc, tal com es
veu a la figura. El coeficient de friccio amb el terra és 0,2. Indiqueu quina de les
respostes €s certa:

a) Per tal que el bloc estigui en equilibri, el valor minim de P ha de ser 192 N.

b) Per tal que el bloc estigui en equilibri, el valor minim de P ha de ser 64 N.

¢) Estant en equilibri, la component normal de la forg¢a de contacte amb el terra
passa pel centre de masses del bloc.

d) Si P = 80N, el bloc esta en equilibri i la component normal de la for¢a de
contacte amb el terra passa pel punt A.

e) Si P = 80N, el bloc esta en equilibri i la forga de friccid val 16 N.

Qiiestio 4.5.11. Elsistema de la figura esta en equilibri. La tensio del fil horitzontal
BC (enkp) és, si la barra AC té massa negligible respecte a 100 kg:

a) 75

b) 100

Problemes i qUestions %

Figura de I'enunciat 4.5.9

Figura de I'enunciat 4.5.10

100 kg

@:émcm
04 BC=30cm

Figura de I'enunciat 4.5.11
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¢) 50
d) 125

e) Cap de les anteriors.

Qiiestio 4.5.12. Si una biga es recolza simplement pels extrems A i B, i suporta
dues carregues verticals de 1000 N, una aplicada en un punt mitja i 1’altra sobre el

suport A, és cert que:
a) La biga no esta en equilibri perqué el moment resultant respecte de B no és
nul

b) La biga no esta en equilibri perqué el moment resultant respecte de A no és

nul.
¢) Lareaccio a A és triple que a B.
d) La reaccio a A és el doble que a B.

e) La reaccio a B és de 1000 N.

Qiiestié 4.5.13. Una comporta articulada al punt A sense friccio, d’amplada a, :
separa dos liquids de densitats p i p/2. Quina ha de ser la relacio entre les algades H p

H, i H, dels liquids perqué la comporta no es mogui? 1, g
AO
a) % =2 Figura de I'enunciat 4.5.13
1
b) 22 = /2
©) g—’;‘ =2
Hy _ 1
dm =3
o=

Qiiestio 4.5.14. La comporta, de massa m quadrada i articulada sense friccio,

s’aguanta en equilibri inclinada un angle 6 a causa del fluid de densitat p. En Lm p
aquesta situacio, tan 6 és: i
O ——
Figura de I'enunciat 4.5.14
a) 3m
2pL3
3m
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c)p%

2m
d) 3pL3

e) 3:23'

Qiiesti6 4.5.15. Quina ha de ser la tensié minima de la corda per tal que la comporta
de la figura, de pes negligible, amplada L, i articulada sense friccio per 1’aresta
inferior, aguanti el liquid de densitat p del diposit obert per la part superior, tal com
s’indica a la figura.

Figura de I'enunciat 4.5.15

a)T = 3pgL?
b) T = pgL?

T =1LpgL?
d)T = LpgL?
e)T = %ngS

Qiiestio 4.5.16. L’escala homogenia de la figura esta recolzada pel punt A a la
paret llisa i pel B al terra rugds. Se sap que rellisca quan 6 < 30°. El coeficient de
friccié amb el terra val:

a) u = 0,766
Figura de I'enunciat 4.5.16
b) 1 = 0,866
¢) u = 0,666
d) = 0,566
e) 1 = 0,966

Qiiestio 4.5.17. Donat el sistema de la figura, determineu el coeficient de friccid
1 que fa que el cos 2 estigui en condicions de moviment imminent de baixada, si
m, =m ,m,=2mi6 = % . Lacorda t¢ massa negligible i I’eix de la politja no

frega. 2
m,
a) 1,23 Figura de I'enunciat 4.5.17
b) 1,46
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¢) 0,32
d) 2,46

€) 0,73

Problema 4.5.3. El bloc homogeni de massa m, de dimensions a x b X b, esta
en equilibri, en la posicid indicada a la figura, a causa d’estar mig submergit en
un liquid, de densitat p , i d’estar lligat a una corda pel centre de I’aresta inferior.
Trobeu la massa m del bloc.

Dades: a = 4m,b=3mip=10*kg/m’.

Solucié: m = 12000kg

Problema 4.5.4. Una barra pesant, uniforme, de longitud 2a i pes W, es recolza
tal com indica la figura en una semiesfera buida, llisa, de radi r. Trobeu I’angle ¢
d’equilibri i les reaccions a A i C.

a++va2432r2 C = Wa
8r ’ -

o, A=W tan¢

Soluci6: cos ¢ =

Problema 4.5.5. Una barra homogénia de 5m i pes P esta col-locada entre dues
parets verticals separades 4 m. La paret A és llisa i el coeficient de friccio estatica
entre la barra i la paret B és 0,9. Un objecte de pes 3P es pot fixar sobre diferents
punts la barra. A quina distancia = de la paret B es pot fixar I’objecte sense que es
perdi I’equilibri?

Solucié: = > 3,78 m

Problema 4.5.6. L’extrem d’un canal d’aigua esta format per una comporta de
pes negligible ABC, articulada sense friccidé a B i 1,2m d’amplada. Calculeu la
relacio h/b per a la qual la reacci6 a A és zero.

Solucio: % =3

Problema 4.5.7. Unbloc A uniforme d’1 kg de massa esta situat sobre un pla horit-
zontal rugds de coeficient p = 0,2. Aquest bloc esta lligat a una corda horitzontal
a una altura h. La corda passa per dues politges C' i D sense massa ni friccio.

a) Si h = 0,3 m, determineu el minim valor de la massa del cos B que fa que
el cos A perdi ’equilibri.

b) El mateix que I’apartatasih =4m.

o

P

| corda

Figura de I'enunciat 4.5.3

e

Figura de I'enunciat 4.5.6

Figura de l'enunciat 4.5.7. Totes
les unitats en el S.1.
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Soluci6: a) mz = 0,400kg; b) mz = 0,125kg

Problema 4.5.8. Un armari de 60 kg esta muntat sobre unes rodes que es poden ﬂ_>
bloquejar per evitar que rodin. El coeficient de friccio és 0,3. Si h = 80cm, ‘
B

determineu el modul de la for¢a P necessaria per moure I’armari cap a la dreta:

b

a) Si totes les rodes estan bloquejades.

Fi de ' iat4.5.8
b) Si les rodes B estan bloquejades i les A poden girar lliurement. oura defenuncia

¢) Si les rodes A estan bloquejades i les B poden girar lliurement.

Solucié: a) P = 176,4N;b) P = 147,0N; ¢) P = 63,0N

Problema 4.5.9. Determineu la tensi6 del cable AB que aguanta un pal BD sense
lliscar. El pal té una massa de 18 kg. Suposeu que no hi ha friccio.

Solucio: 7' = 46,4 N

Problema 4.5.10. La barra de la figura esta subjecta al terra mitjangant el cable Figura de fenunciat 4.5.9
AH. La massa de la barra és d’1kg i esta formada per dos trams homogenis de
densitat diferent (BC' té densitat lineal doble que AB). De I’extrem C' penja un
cos de 5 kg. El sistema esta equilibrat i el recolzament a B no és llis. Determineu:

a) La tensio del cable.

b) La forga de friccio entre la barra i el terra a B.

¢) Hi hauria equilibri si el coeficient de friccié a B fos de 0,57
Figura de I'enunciat 4.5.10

Solucié: a) T' = 40,3N; b) F' = 64,3N; c) No

Problema 4.5.11. Un disc de radi R i massa M esta sobre una superficie horit-
zontal, recolzat contra un graé d’altura h = R/2. Es vol fer pujar el disc pel gra6 L, .

mitjancant una forca de modul F' aplicada al seu eix (vegeu la figura). Determineu n
el valor minim de F' perque el disc pugi pel grad, aixi com el modul i la direccid
de la forga que el grao fa sobre el disc.

Solucié: F = Mg\/3, N = 2Mg, angle de N amb I’horitzontal: 30°

Problema 4.5.12. Una placa rectangular uniforme AB, de 1600kg, separa dos
diposits que contenen aigua. La placa esta articulada a la part inferior, t¢ una am-
plada de 3m i es troba en equilibri per ’acci6 del cable BC. Determineu la tensi6

d’aquest cable. ; 0’6m 7

Figura de I'enunciat 4.5.12
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Solucio: 7' = 12512 N

Problema 4.5.13. Una comporta d’altura AB = 1,2m, pes de 5000 N, amplada
de L = 3 m i articulada sense friccio al punt A separa un recipient en dues parts.
A la primera part, fins a una altura H, = 0,6 m, hi ha un fluid de densitat p, =
1,3 g/cm®. A la segona, fins a una altura H, = 1,5 m, hi ha un fluid de densitat

p2 = 1,8 g/cm’ . Per mantenir la comporta en equilibri, es fa intervenir una molla

de constant recuperadora k = 3 x 10° N/m. Determineu: Figura de fenunciat 4.5.13

a) la forca que cada fluid fa sobre la comporta i...
b) els seus respectius punts d’aplicacio;
¢) la for¢a que I’articulacio fa en el punt A de la comporta i
d) la for¢a que, per mantenir I’equilibri de la comporta, fa la molla i 1’allargament
0 escurgament que experimenta.
Solucio: Amb els eixos 'A\—F,
a) F, = (6,887;0) x 10°N ; F, = (—57,212;0) x 10°N
b) 7, = (0;0,20) m ; 7y = (0;0,467) m

¢) A =(29,201;5) x 10° Nd) F, = (21,117;0) x 10° N; A/ = —0,070 m

Problema 4.5.14. El diposit de la figura té 3 m d’amplada. Quina altura de mercuri
h donara lloc a un moment respecte de C' sobre la comporta C'B per 1’acci6 dels

dos liquids, de valor 2 x 10° Nm, en sentit horari? 1,8m
aigda ~B

Dades: Densitat del mercuri: 13,6 g/cm’. Distancia CB = 2,5m ‘
30° h Hg

Solucié: h = 0,23 m C
Figura de I'enunciat 4.5.14

Qiiestio 4.7.1. Una particula de 20 kg de massa rep 1’accié d’una for¢a conserva-
tiva d’energia potencial U(x) = 5(z — 2)2 + 25 (x en m i U en J). Quina de les
segiients afirmacions ¢és certa:

a) La posici6 d’equilibri de la particula és x = —2m.

b) L’energia potencial a la posicié d’equilibri és 25 J.

¢) La posicio d’equilibri de la particula és inestable

d) Si deixem la particula sense velocitat a la posicié x = 0, es desplagara en el
sentit negatiu de I’eix x.



e) L’energia mecanica de la particula pot ser negativa per a determinats valors de

x.

Qiiestio 4.7.2. Donat un sistema conservatiu amb un grau de llibertat, d’energia
potencial U(x), quina de les segiients afirmacions és certa:

a) Per tenir equilibri estable a x = x4, cal que en aquesta posicio U(z,) = 0.

b) La posicié z = x, no pot ser d’equilibri estable si ‘éjg =0.

T=x g

¢) Per tal que una posicié © = z, sigui d’equilibri indiferent, és condici6 neces-

. . . 2
saria i suficient que 45 =0
X

T=x 5

d) En una posicié d’equilibri inestable, I’energia mecanica és maxima.
e) Cap de les altres quatre afirmacions és certa.
Qiiesti6 4.7.3. La barra articulada sense fricci6 de la figura és homogenia i pesa

P = 200 N. La molla té constant elastica k i longitud natural £, = 0,5 m. Quin
ha de ser el valor de k perque 6 = 7 sigui una posicio d’equilibri?

L=1m

a) 144 2N/m Figura de I'enunciat 4.7.3
b) 288,4N/m

¢) 576,8N/m

d) 96,3N/m

e) 192,3N/m

Problema 4.7.4. La figura representa la seccio6 vertical d’una porta de ventilacio, I—14

k=160
Ox=0
(unitats S.I.)

homogeénia i de 60 kg de massa, articulada, sense friccio, a O. La porta esta con-

trolada per un cable accionat pel ressort que passa per la petita politja sense friccio,
situada a A. La constant recuperadora del ressort és 160N/m i la seva deforma-
ci6 és nul-la quan § = 0. Determineu I’angle 6 d’equilibri i analitzeu el tipus Figurade lenunciat 4.7.4

d’equilibri.

Solucié: 0 = 0,9202rad = 52,72°, estable
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Problema 4.7.5. En el mecanisme que s’indica a la figura, exempt de friccid, A és
una articulacié i C pot lliscar per la paret. Trobeu la posicio y d’equilibri i la tensié
T de la molla AC. La longitud de repos de la molla és h i k és la seva constant
recuperadora.

Solucié: y =h+ £, 7 =%

Problema 4.7.6. Donat el potencial U(z) = z* — 42° + 62* — 42 + 10 (unitats
S.1), el punt z = 1 és d’equilibri estable, inestable o indiferent?

Solucié: Estable

Problema 4.7.7. Es fan servir dues barres AB i BC, de 0,6 m, per sostenir un pes
de 500 N.

Determineu el valor de la constant recuperadora k per a ambdues molles sabent
que hi ha equilibri per § = 30°. Suposeu negligibles els pesos de les barres i les
friccions. Les molles tenen la seva longitud natural per a § = 0°. Demostreu que
I’equilibri és estable. Entre C'i el terra no hi ha fregament. L’extrem superior de la
molla vertical es pot moure horitzontalment; per aixo, té la posicié vertical sempre.

Solucié: £ = 1029,6 Nm™'

Problema 4.7.8. El dibuix representa una finestra homogénia AB de pes 100N,
que pot girar, sense friccid, al voltant de A i que s’aguanta per 1’accié d’un fil que,
lligat a B, passa per una politja C' sense friccio i esta lligat a una molla horitzontal
de constant recuperadora K = 100N/m. La molla té la seva longitud natural si
6 = 30°. Si AB = AC = 1,20 m, trobeu I’angle @ d’equilibri del sistema.

Solucié: 0 = 180° 160 = 52,7°

Problema 4.7.9. Quatre barres articulades, sense friccio, formen un rombe ABCD
sostingut a A i sotmés a 1’acci6 de les forces donades P i ), tal com es veu a la
figura. Determineu la configuracié d’equilibri del sistema definida per I’angle 6.

Solucio: P = Qtanf

Problema 4.7.10. En el sistema de la figura, sense fricci6 i la barra AC' de pes
negligible, trobeu ’angle § d’equilibri.

Dades: a = 50cm, £k = 100N/m, longitud natural de la molla= 50 cm, P =
10N.

Solucié: 0 = 77,4° 160 = 180°

L

Q

Figura de I'enunciat 4.7.5

!A'“M
g 3 wm

B

Figura de I'enunciat 4.7.7

A

Figura de I'enunciat 4.7.8

E——
AN
0
£
D

Figura de I'enunciat 4.7.10
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Problema 4.7.11. Determineu la posicié d’equilibri del sistema. Les barres tenen
pes negligible, AD és la longitud natural de la molla i no hi ha friccio.

P

e, . o . . P _
Solucié: sinf = 01, si 57— < 1,cos6 = 57—

Problema 4.7.12. S’aplica una carrega vertical W al mecanisme de la figura. La _ i .

. Figura de I'enunciat 4.7.11
constant recuperadora de la molla és k; la seva longitud natural correspon a quan
AB i BC estan horitzontals. Suposant que les barres no pesen i que no hi ha friccio,

trobeu I’expressio que relaciona 6, W, a i k, quan el mecanisme esta en equilibri.

w
4ka

Solucié: (1 — cos#)tanf =
Problema 4.7.13. Una boleta, de massa m, es pot moure sense friccid per la guia.
Esta sotmesa a la gravetat i, a través d’una corda, inextensible i de massa negligible,
que passa per la petita politja O (exempta de friccid), al’accié d’una molla de massa
negligible i constant recuperadora k. La molla esta relaxada quan I’extrem de la
corda que agafa la boleta el desenganxem i el portem al punt O.

.. ey e ., . Figura de I'enunciat 4.7.13
a) Trobeu la posicio (z,y) d’equilibri en funcié de m, g, ki L. g

b) Determineu-ne el tipus d’equilibri.

Solucié: a) z,, = £ (£ +1); b) estable

Problema 4.7.14. La barra uniforme AB de la figura, de 150N de pesi L = 0,9m
de longitud, pot lliscar per una guia vertical sense friccio. La molla de constant

k = 250N/m, unida al punt B de la barra, t¢ la seva longitud natural quan 6 = 0.

Negligint les forces de friccié amb el terra, determineu:
ghe ’ U Figura de l'enunciat 4.7.14

a) les posicions d’equilibri.
b) el tipus d’equilibri.
¢) la reaccio a A per les diferents posicions d’equilibri.

d) (Quin seria el treball que faria la molla si el sistema es desplacés des de la
posicio § = 10° fins a § = 30°?

Solucio: a) 0, = 0° 16, = 48,2°; b) 6, inestable i 6, estable; ¢c) A, = 150N,
A, =T5N; d) W, = —1,791]

Figura de I'enunciat 4.7.15

Problema 4.7.15. El sistema de la figura esta en equilibri. Les barres tenen un pes
negligible i esta exempt de friccio. Expresseu la relacio entre P i F' en funcio de
I’angle 6.
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Solucié: % = 2tanf

Problema 4.7.16. Un saltamarti, també anomenat tossut, és un ninot amb sime-
tria de revolucid i amb la base semiesférica, de manera que després de copejar-lo
sempre torna a la posicio vertical inicial. Quina condici6 ha de complir el centre - G'j"f
de masses del conjunt?

Solucié: El C'M ha d’estar per sota de la base de la semiesfera.

Figura de I'enunciat 4.7.16

Problema 4.7.17. El sistema de la figura esta format per dues molles de constants
k = 100 N/m i una barra homogénia de massa 30 kg i 2 m de longitud. L’extrem A
de la barra es pot moure sense fregament en la direcci6 horitzontal x i I’altre extrem
B sobre una paret vertical, també exempta de friccio. Ambdues molles presenten la
mateixa longitud natural que correspon a la posicid vertical de la barra. Calculeu:

a) Els valors de « corresponents a les dues posicions d’equilibri que presenta

el sistema. . .
Figura de I'enunciat 4.7.17

b) El treball de 1a molla de la dreta (W, ) quan la barra es desplaca, en el sentit
negatiu de 1’eix z, entre aquestes dues posicions.

¢) El treball de la forga gravitatoria (W) en aquest desplagament.

Solucié: a) 011,8598 m; b)172,92J; c) —186,03J

Problema 4.7.18. Un carret de massa M (rodes de massa negligible), amb una
sobrecarrega M, i M,, se situa en un pla inclinat i es lliga per un extrem a una
molla (constant k i longitud natural ¢,, ) i per 1’altra, a una corda (sempre tensa)
que passa a través d’una politja (massa negligible i sense friccid), de la qual penja
una massa m.

Figura de I'enunciat 4.7.18

a) Escriviu ’expressi¢ de I’energia mecanica del sistema en funcié de la coor-
denada y (I’energia pot tenir una constant additiva, independent de y).

b) Trobeu la posicio d’equilibri y,.
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¢) Imposant la conservacié de I’energia, trobeu 1’equacié de moviment.

d) Escriviu I’equaci6é de moviment en funcié de la coordenada x, per a la qual
la posicio d’equilibri és z = 0.

e) Com es mou el carret si el deixem anar des de 5 cm cap avall de la posicio

d’equilibri? I si ho fem 5 cm cap amunt?

f) Quina és la distancia maxima (respecte la posicio d’equilibri) des de la qual
podem deixar anar el carret sense que la corda s’arrugui?

Dades: M = 0,487kg;, M, = 0,494kg, M, = 0,289kg;, L = 60cm, H, =
8,13 cm, H, =122 cm, m = 105g, k = 3,63N/mi/¢, = 9,5cm

Solucio:

a) E = (M +M,+M,+m)j* — (M + M, +M,)gy sina—mgy + 5 k(y — £,,)*
sina = 0,115

_ ((M+My+Ms) sina+m)g+kl,
b) y, = % .

M+ M, +M,+m)j=((M+M + M, sina+m)g—k(y—=~1,)
HM+M+M+m)i=-kx

e) z(t) = 0,05 coswt; x(t) = —0,05 coswt; w = 4 /m

f) distanciad = A < %
Problema 4.7.19. U(x) és la funcid energia potencial d’una for¢a en funcio de la
coordenada cartesiana x.

a) Dibuixeu el grafic adjunt, tot indicant esquematicament el modul, la direccid
i el sentit de les forces a diferents punts de la corba.

Indiqueu, fent us del grafic:
b) On sera maxima la forga, on sera zero, on sera atractiva i repulsiva?
¢) Quins punts d’equilibri hi ha i com sén aquests punts?
Si suposem que aquesta corba representa el potencial d’interacci6 entre dos atoms:

d) Per a quina energia quedaran lligats els dos atoms?

Problema 4.7.20. Una vareta homogénia de massa m i longitud R+/3 es recolza
sense fricci6 a I’interior d’una cavitat esférica de radi R. Es fixa en un extrem de
la vareta una massa m /2. Quin és I’angle « d’equilibri? De quin tipus d’equilibri
es tracta?

Figura de I'enunciat 4.7.19

Figura de I'enunciat 4.7.20
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Solucié: ov = 30°, estable

Problema 4.7.21. Determineu les posicions d’equilibri de la barra homogénia de
longitud L = 1 mipes 10 N sobre la qual actua una molla de constant recuperadora
k = 10N/m. £, és la longitud natural de la molla, essent llisos els contactes amb
la paret i el terra.

Solucié: x =0ix = 0,866 m

Figura de I'enunciat 4.7.21
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5 Problemes i Qquestions

Qiiestio 5.2.1. Sobre la cinematica del solid rigid en general, quina de les afirma-
cions segiients és la certa?

a) Si un solid fa un moviment de translacié pura, cap punt del solid no pot des-
criure un moviment curvilini.

b) Dos punts d’un mateix solid poden tenir velocitats angulars diferents.

¢) La condicio6 cinematica de la rigidesa només és aplicable a moviments plans.

d) La velocitat relativa de dos punts d’un solid en moviment no pot ser mai nul-la.

e) Totes les afirmacions anteriors son falses.

Qiiesti6 5.2.2. A la figura, es mostra un disc de radi R que roda sense lliscar sobre

una superficie plana. La velocitat del centre O del disc és constant i val v,. Quina B G Vo,
de les afirmacions segiients ¢s falsa? R
I
a) La velocitat angular del disc és w = 5. Figura de 'enunciat 5.2.2

b) La velocitat del punt A del cos és zero.
¢) La velocitat del punt B és vy = V2u,.
d) L’acceleraci6 del punt A del cos és zero. y

€) Malgrat que al punt de contacte A pot haver-hi friccio, aquesta no treballa. Ty

S

A

Qiiestié 5.2.3. Sabem que els punts A i B d’un solid rigid (vegeu la figura) que

efectua un moviment en el pla z, y tenen, en un instant determinat, les posicions i
. . . Figura de I'enunciat 5.2.3
velocitats segiients (en m i m/s):



7a = (0;0); U4 = (0;3) 5 7 = (3;2) 5 U = (v530)
Amb relaci6 a la velocitat angular w del solid (en rad/s) i v; (en m/s), quina de
les respostes segiients €s certa:
a)vy =31w=2
b)vy =21iw=2
vy =21iw=1
dov, =V13iw=1

e) Sense conéixer préviament v, no es pot deduir res.

Qiiestio 5.2.4. Un disc de massa m baixa rodant sense lliscar per una pla inclinat
una distancia d. Sil’angle del pla amb I’horitzontal és «v i el coeficient de fregament
disc-pla és u, I’energia dissipada pel fregament val

a)0

b) dumg cos a

¢) dumgsin o

d) dumgtan

e) dumg

|y

Qiiestio 5.2.5. Un triangle equilater de massa total m esta format per tres vare-

tes homogenies de longitud b i esta disposat segons es mostra a la figura. El seu
moment d’inércia respecte de 1’eix z és

a) 3mb?
7 Figura de I'enunciat 5.2.5
2

b) -
2

c) —’”2”

2
d) 37211,!1

2
e) —mf
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Qiiestio 5.2.6. Un anell de radi r i massa m baixa rodant sense lliscar per un pla
inclinat un angle «. En un instant donat, el seu centre de massa t¢ una velocitat
v. En aquest instant, el modul del moment angular de 1’anell respecte al punt O

(vegeu la figura) és %
0]
a) mor Figura de I'enunciat 5.2.6
3
b) 775’07’
¢) 2muor
d) m2v7‘

€) mur sin

Qiiestio 5.2.7. Una ballarina que vol augmentar la seva velocitat de rotacié ha
d’apropar els bragos al cos perqué aixi:

a) augmenta el moment angular,

b) redueix 1’esforg,

¢) augmenta la quantitat de moviment,

d) redueix el moment d’inércia,

e) augmenta la resisténcia fisica.
Qiiesti6 5.2.8. Quatre particules, m, = m; = 3kgim, = m, = 4kgestan, enels —_—
vertexs d’un quadrat, unides per varetes de massa negligible. La longitud del costat

del quadrat és L = 2m. El moment d’inércia respecte d’un eix perpendicular al E
pla de les particules i que passa per m, val: “

a) 88 kgm’
Figura de I'enunciat 5.2.8
b) 40 kgm’
¢) 56 kgm’
d) 20,5 kgm®

e) 19,8 kgm’
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Qiiestio 5.2.9. Una barra de longitud L esta parada, en posicio horitzontal, a una
altura H respecte d’una taula (vegeu la figura). Es deixa anar i cau tot mantenint

la seva orientaci6. Quan ha baixat una distancia H, un dels seus extrems topa amb oL
un dels extrems de la taula i la barra comenga a girar de manera que el seu extrem »
queda fixat a la taula i permet que giri sense friccié. La velocitat angular amb la

L — ey

qual la barra inicia la rotacio és: 1
N

Figura de l'enunciat 5.2.9

VIgH
a) 37

b) %

3\3gH
¢) =57

d) V221

3/gH
e) =47

Qiiestio 5.2.10. Un aixecador de peses aixeca la pesa m,, per tal de canviar-la, -
mantenint la m, tocant al terra. Quan forma un angle de 30° li cau de les mans. ! '/7712
Quant val I’acceleracio angular « del conjunt en aquest instant? » 30°
Dades: Les peses es poden considerar puntuals, la massa de la barra és negligible Figura de fenunciat 5.2.10,
iL=2m.

a) 2,5 rad/s?

b) 9,8 rad/s?

¢) 4,2 rad/s?

d) 19,2 rad/s*

e) 4,9 rad/s?

Qiiestio 5.2.11. Quina de les afirmacions segiients és certa:
a) Si dos cossos tenen les mateixes dimensions i la mateixa massa, el seu moment
d’inércia respecte del mateix eix és igual.

b) El teorema de Steiner demostra que el moment d’inércia respecte de 1’eix que
passa pel CM és menor que respecte de qualsevol altre eix paral-lel a aquest.

¢) Com la massa, el moment d’inércia és una quantitat caracteristica del cos.



d) El moment d’inércia d’un cos respecte d’un eix depén de la velocitat angular
del cos.

¢) Dos cossos de massa diferent tenen sempre moment d’inércia diferent, respecte
del mateix eix.

Qiiestio 5.2.12. El bloc ctbic i homogeni de la figura llisca sense friccid a una
velocitat v pel terra horitzontal fins que troba un topall al qual queda enganxat,
pero que no li impedeix girar lliurement. La velocitat angular del bloc, just després
del xoc amb el topall, és:

a) 5
5v
b) 22

9v
7b

c

d) 7

e) 3
Qiiesti6 5.2.13. Un disc de radi R = 25 cm gira al voltant de I’eix de simetria, fix
i sense friccid, amb una velocitat angular de w, = 37rad/s. El moment d’inércia
respecte de ’eix val I = 0,5kgm?. Per aturar-lo, apliquem una for¢a FF = 2N

a la pastilla de fre de coeficient de friccid p = 1,5. El temps que triga el disc a
aturar-se és:

a) 34,7s
b) 54,7s
¢) 14,7s
d) 44,7 s

e) 24,75

Qiiestié 5.2.14. Una barra homogénia, de longitud &~ = 0,8 m i massa m =
0,40 kg, pot girar sense friccio al voltant del punt fix A. Un objecte puntual de
massa m, = 0,05 kg i velocitat v, = 10 m/s impacta horitzontalment i queda in-
crustat a I’extrem superior de la barra. El modul de la velocitat de 1I’extrem inferior
de la barra just després de I’impacte sera:

L "

Figura de I'enunciat 5.2.12

Figura de l'enunciat 5.2.13

Figura de I'enunciat 5.2.14
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a) 1,73 m/s
b) 3,73 m/s
¢) 5,73 m/s
d) 4,73 m/s

€) 2,73 m/s

Qiiestio 5.2.15. Quant val el moment d’inércia de la politja respecte de I’eix nor-
mal al pla de la figura que passa pel punt A? La politja esta formada per una anella,
de radi R i massa m, i una barra, de longitud R i massa m.

a) 13/12 mR?

b) 4/3 mR?

¢) 5/6 mR?

d)7/12 mR?

e) mR?

Qiiestio 5.2.16. El moment d’inércia respecte de 1’eix, indicat a la figura, d’un
cilindre massis de radi R i densitat p, amb un forat longitudinal cilindric de radi
R/2, val:

a) % prHR*

b) % pmHR*

c) % pmHR?

d) 33 prR*

e) 2prHR'
Problema 5.2.4. Una petita esfera de massa m i 20m/s de velocitat horitzontal
impacta i es queda adherida a I’extrem d’una pega rigida, que reposa penjada ver-
ticalment de ’articulacio sense friccio A, formada per una barra i un disc, els dos

homogenis de massa m (vegeu la figura). Quant val la velocitat angular del conjunt
just després de I’impacte?

m

A3

m

Figura de I'enunciat 5.2.15

eix

Figura de I'enunciat 5.2.16

Figura de l'enunciat 5.2.4



Solucio
El moment d’inércia respecte del punt A després de I’impacte 14 és
I, = T12m12 +m0,5> 4+ %m0,22 +m0,6° + m1® = 1,713333m
Utilitzant la conservacio del moment angular respecte del punt A abans i després de
I’impacte,
d’on obtenim
w = 11,6732rad/s

Problema 5.2.5. Determineu 1’equacié de moviment d’una anella de radi R que
rodola sense lliscar per un pla inclinat.

Problema 5.2.6. A les Olimpiades de Barcelona (1992), es va desplagar una gran
quantitat de gent d’arreu del mon a la Ciutat Comtal. Si imaginem la Terra com
una esfera homogenia de massa M = 6 x 10?4 kg, hi van acudir un total d’un mili6
de persones, amb una mitjana de 80 kg de massa:

a) Demostreu que la relacid entre els periodes abans (7") i durant les Olimpiades
(T4,) és % =1+ S—A’Z(%COSQO — 1), on m és la massa del conjunt de persones
desplagades i @ la latitud.

b) Calculeu numeéricament aquesta relacio per al cas de les Olimpiades de Bar-
celona.

¢) Quantes persones s’haurien d’aglutinar per tal que el periode fos 1s més
gran?

Solucié: b)Z2 = 1 (de fet 1,00000000000000001).

F
Problema 5.2.7. Una esfera massissa homogenia de massa m roda sense lliscar

m

per un pla horitzontal accelerada per una for¢a F' paral-lela al pla i aplicadaal C' M.
Calculeu: |

Figura de l'enunciat 5.2.7

a) L’acceleracio de I’esfera.

b) La forga de friccio seca amb el pla.

Solucié: a)2L; b)—2E

Problema 5.2.8. Enel joc de bitlles, una bola es pot assimilar a una esfera uniforme

de 7kg 1300 mm de diametre. Tirem una bola amb una velocitat inicial v, = 6 m/s
iuna velocitat angular inicial w, = 0. Si el coeficient de friccio dinamic bola-pista  Figura de renunciat 5.2.8
és de u = 0,1, determineu:
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a) El temps ¢, que triga la bola en comenca a rodar sense lliscar.

b) La velocitat v, i la velocitat angular a I’instant ¢ .

Solucié: a) ¢, = 1,747s; b) v, = 4,286 m/s, w, = 28,57 rad/s

Problema 5.2.9. Un volant muntat sobre un eix es posa en rotaciéo mitjangant un
cos de massa m. El moment d’inércia total respecte de 1’eix del volant val I i M,
és el valor del moment de les forces de resisténcia dels coixinets de I’eix.

a) Quin és el valor de I’acceleraci6 angular de la roda?
b) Quina és la velocitat angular quan el cos ha baixat una distancia h?

mRg—My | b) W= 2ngfo h

Solucio: a) a = "3 =

I+mR? R

Problema 5.2.10. Una barra uniforme de 60 cm de longitud i 15N de pes pen-
ja d’un passador sense fricci6. Una bala de 22,7 g impacta amb una velocitat de
540 m/s i hi queda incrustada. Determineu la velocitat angular de la barra imme-
diatament després de ’impacte.

Solucio: w = 29,3 rad/s

Problema 5.2.11. Un cilindre homogeni de radi R = 0,4m esta lliure sobre
I’extrem de la cabina de la plataforma d’un camio inicialment aturat. El camid
engega amb una acceleracid constant a = 0,7m/s.

Si hi ha prou friccid entre la plataforma i el cilindre perque aquest rodi sense lliscar,
determineu quant de temps triga a caure del camio si la longitud de la plataforma
és L =45m.

Solucio: 4,19s
Qiiesti6 5.3.1. La barra homogenia de la figura pot girar lliurement al voltant de

I’articulacio fixa de I’extrem esquerre. Si parteix del repos en posicio horitzontal,
quin sera el modul de la seva velocitat angular quan arribi a la posici6 vertical?

3
a) /3

2
b) /2

3
©) /5%

Figura de l'enunciat 5.2.9

Figura de I'enunciat 5.2.10

L m

_ywwnp

Figura de I'enunciat 5.2.11

m

b

Figura de I'enunciat 5.3.1



d) |/

5
) \/ 3¢

Qiiesti6 5.3.2. Un cilindre buit i un de massis, del mateix radi i massa, estan situats
a d’alt d’un pla inclinat. Es deixen anar al mateix instant i els dos rodolen sense
lliscar. Es cert que:

a) Els dos arriben a la base del pla simultaniament, ja que tenen la mateix massa,
el mateix radi i baixen des de la mateixa altura.
b) A cada instant els dos tenen la mateixa energia cinética.

¢) Com que hi ha d’haver friccid perqué rodin, no es pot conservar I’energia me-
canica en cap dels dos cilindres.

d) A la base del pla, els dos tenen la mateixa energia cinética.

e) Com que el pes ¢és aplicat al C'M, el moment angular de cada cilindre es con-
serva mentre baixen rodant pel pla.

Qiiestio 5.3.3. Un cércol roda sense lliscar. Quant val el quocient entre la seva

energia cinética de rotacio i la seva energia cinética de translacio, g[‘ ?
rans

a)l

b) 1

) 7
d) 2
e) V2

Qiiesti6 5.3.4. Indiqueu quina de les respostes és certa:

a) La variaci6 de I’energia cinética d’un solid rigid és igual al treball de les forces
externes.

b) L’energia cinética d’un solid rigid movent-se en un pla es pot expressar com
E =11 w

2 tom

¢) La variacio de I’energia cinética d’un sistema de particules és igual al treball
de les forces internes.
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d) L’energia cinética d un sistema de particules, de massa total m, es pot expressar

_ 1 2
com E, = 5 mvg,.

e) La variacio de I’energia cinética d’un sistema de particules és igual al treball
de les forces externes.

Qiiestio 5.3.5. L’energia cinética d’un carretd de quatre rodes, de massa M + 4m,
essent m la massa de cada roda, de radi R i moment d’inércia respecte del seu eix
%mRﬁ que es mou rectiliniament sobre un pla a velocitat v, sense que cap roda
llisqui, és:

a) 3 (M + gm)v?

b) 1(3M + Tm)v?
¢) 1(2M + 3m)v?
d) 1(2M + 9m)v?

e) (M + tm)v?

-

Qiiestio 5.3.6. La barra rigida de la figura penja de I’articulacidé A, exempta de

fricci6. Una bala impacta i queda incrustada a B. La magnitud que es conserva

durant I’impacte és: \
»>—1 B

a) El moment angular respecte del punt B.
Figura de I'enunciat 5.3.6

b) L’energia mecanica.
¢) La quantitat de moviment.
d) El moment angular respecte del punt A.

¢) La component horitzontal de la quantitat de moviment.

Problema 5.3.6. Un cilindre de massa M estad unit mitjangant una corda inexten-
sible i sense pes, a un cos de massa m. La corriola la podeu considerar sense massa
i que no frega a I’eix. L’angle del pla inclinat és 45°. El cilindre roda sense lliscar R
per sobre el pla inclinat. m M
Dades: M =20kg, m =5kg, R=0,3m

Calculeu: Figura de I'enunciat 5.3.6
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a) L’acceleracié amb qué es mou el sistema.
b) La tensio6 de la corda.

Solucio: a) a = 2,56 m/s*; b) T'= 61,85 N

Problema 5.3.7. Una politja, d’eix fix sense friccié, homogenia, de massa M i
moment d’inércia I respecte de 1’eix, t€¢ dues cordes, de massa negligible i inex-
tensibles, enrotllades sense lliscar: la primera, a un radi r, amb 1’altre extrem fixat
a un bloc de massa m,, i la segona, a un radi r, amb I’altre extrem fixat a un bloc
de massa m.,.

a) Escriviu ’energia mecanica del sistema en funcié de y,, ., 91, ¥ ,@ 1 .

b) Trobeu les relacions de lligam entre ,, ¥, 1 qS

¢) Trobeu I’energia del sistema en funcié de y,, y,, ¢ 1 ¢ il’equacié de moviment
per a ¢.

Amb les dades numériques: r, = 40cm, r, = 30cm, m, = 15kg, m, = 40kg i
I =4,6kgm*

d) Trobeu I’acceleracié angular de la politja i 1’acceleracio lineal dels blocs.
Indiqueu, per a cada bloc, si la translacio és ascendent o descendent.

e) Partint del repds al mateix nivell, y,, = ¥, , quina sera la distancia entre els
blocs passats 0,8 s.

Solucio

a) L’energia mecanica del sistema en funcio de yi, y=, ¢ 1 ¢ és

1 . 1 . 1.
E = Emlyf aF §mzy§ + §I¢2 — Mi1gys — M2gY2

b) Els lligams sén 9, = —rlq.ﬁ iy = 7"2(1.5

¢) L’energia mecanica del sistema en funci6 de y:, y2, ¢ 1 ¢ és

E = (mur} + mars + 1) ¢* — migy, — magye

N[ =

Aplicant la conservacio de I’energia, tenim
E=0= (mlrf + mars + I) qﬁqﬁ + mlgrlqﬁ - mggmqﬁ
d’on, aillant <}§, trobem 1’equacié de moviment

MaT2 — MiT1
mar? +myr: + 1

b=

Figura de l'enunciat 5.3.7
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d) ¢ =555283rad/s” ; i = —ridp = —2,22113m/s’ ; per tant, puja. o =
r2¢ = 1,66585m/s” ; per tant, baixa.
€) Amb les dades inicials at = 0, ¥, (0) = Y10, Y2(0) = y2019:(0) = 0, 92(0) = 0,
i tenint en compte que les acceleracions son constants, tenim:

Y1 = Yo + %?JltZ

Y2 = Y20 + %yﬂa

d’on obtenim

1 ..
Y2 — Y1 = §(y2 —yl)tz

substituint les acceleracions it = 0,8 s

ly> — 1| = 1,24383 m -

Problema 5.3.8. Calculeu la velocitat final del C'M d’una esfera homogénia que
es deixa caure rodant sense lliscar per un pla inclinat fins a un desnivell . Feu el
calcul...

a) aplicant les equacions de moviment del solid rigid,

b) aplicant la conservaci6 de I’energia.
Soluci6: ve,, = 4/2gh

Problema 5.3.9. Un disc homogeni de 20 cm de radi i 5 kg de massa pot girar sense
friccié en un pla vertical al voltant del seu eix fix. Una corda de massa negligible
esta enrotllada al seu voltant i en penja una massa de 2kg que deixem anar. La
corda no llisca. Calculeu I’acceleraci6 angular del disc i I’acceleracié de caiguda
de la massa de 2kg.

Solucié: o = 21,8 rad/s’, a = 4,36 m/s’

P S (1) (1)
) 2)

Vista lateral Vista frontal

Figura de I'enunciat 5.3.10

Problema 5.3.10. Deixem anar rodolant (sense lliscar) amb una velocitat angular
inicial w , el carret de la figura, homogeni, de massa m i moment d’inércia I ¢,y =
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%mR{ per la guia (1) des d’una altura y = 3R. En tot moment rodola i no hi ha
cap friccio dissipativa. Quina velocitat del C'Mw,, i velocitat angular w , , tindra
el carret després d’entrar en contacte amb el pla horitzontal (2)?

Nota: Expresseu els resultats en funcio w ,, R i de la gravetat g.
i6: v — 7 _ /3 7
Solucié: v, = 1/3gR + {z R*w}, w, = \/m

Problema 5.3.11. Una pilota petita de massa m = 100 g rebota elastica i ho-
ritzontalment a 1’extrem inferior B d’una barra de massa M = 6kg i longitud
L = 50cm, articulada sense friccié a I’extrem superior A. La barra esta inicial-
ment en repos. Si la velocitat de la pilota just abans del xoc és de 30 m/s i surt en
direccid horitzontal, determineu:

a) el modul de la velocitat de la pilota i la velocitat angular de la barra just
després de rebotar;

b) I’angle maxim, respecte de la vertical, a qué arriba la barra (1’angle inicial
és zero), i

¢) el modul de la velocitat del centre de masses de la barra quan torna a passar
per la posicio inicial.

Solucio: a) 27,143 m/s, 5,714 rad/s; b) 63,56°; ¢)1,43m/s

Problema 5.3.12. Una roda de Maxwell és un giny com el que es veu a la figura.
La corda té massa negligible; 1’eix t€ un radi r; el moment d’inércia de la roda+eix
¢és I i la seva massa, m. Si partint del repos baixa una altura &, quant valen les
velocitats finals de rotacio i translacio?

er, 2mgh - _ 2mgh
Solucio: v = \ iz VW =\ g T

Problema 5.3.13. Trobeu I’equacié de moviment de la barra homogeénia de massa

m 1longitud L quan oscil-la al voltant d’un eix que passa a una distancia d del seu
centre de masses.

ihe O gd i) —
Solucio: 6 + Tira sinf =0

Figura de I'enunciat 5.3.11

Figura de I'enunciat 5.3.12

Figura de I'enunciat 5.3.13
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6 Problemes i questions

Qiiestio 6.2.1. Una particula de massa m es deixa anar des d’una altura h damunt dm
d’un platet d’una balanca on queda adherida (vegeu la figura). El platet té massa
m 1 la balanga equival a una molla de constant k. El periode de les oscil-lacions
posteriors sera

a)T =2m,/7F

8m
b)T:T(' &

)T =2m, /5
— h
d) T =2m, /2 + 22

QT =2m /742

Figura de I'enunciat 6.2.1

Qiiestio 6.2.2. Els tres sistemes de la figura consten de molles de la mateixa cons-

tant elastica, de massa negligible, unides a un mateix cos de massa m. No hi ha

fregament en cap contacte. En tots els casos, el cos de massa m pot realitzar un m
moviment harmonic simple. Si designem 73, 15, i T els periodes d’oscil-lacié en

cada cas, es complira que:

T, >T,=T.
h ’ ’ Figura de I'enunciat 6.2.2
b)T,=T,<T,
OT =T, =T,
d) T, <T, =T,

e) Cal cong¢ixer el valor de la constant elastica per ordenar els periodes.



% Problemes i qUestions

Qiiestio 6.2.3. Una massa penjada d’una molla oscil-la tal com s’indica a la gra-
fica, que representa I’elongacio en funci6 del temps. A I’instant ¢, la massa té:

a) velocitat & positiva i acceleracié &, positiva.
b) velocitat positiva i acceleracid &, negativa.

Figura de I'enunciat 6.2.3
¢) velocitat & negativa i acceleracio &, positiva.

d) velocita, & negativa i acceleraci6 &, negativa.

e) velocita, & positiva i acceleraci6 &, nul-la.

Qiiestié 6.2.4. La massa M = 10kg de la figura oscil-la sobre una plataforma

horitzontal sense friccié unida a dues molles de constants k&, = 100N/m ik, = kil ks
50 N/m. Quina de les segiients afirmacions és certa:
Figura de I'enunciat 6.2.4

a) El periode d’oscil-laci6 és 2,81 s.
b) El periode d’oscil laci6 és 3,44 s.
¢) El periode d’oscil-laci6 és 1,86 s.

d) Si inclinem la plataforma girant-la 30° al voltant del punt A en sentit horari,
el periode d’oscil-lacid sera el mateix que quan esta en posicioé horitzontal.

e) Cap de les altres quatre respostes és correcta.

Qiiestio 6.2.5. Un péndol simple oscil-la de manera que:

a) Com més longitud, el periode és més gran.
b) Com menys longitud, el periode és més gran.
¢) Com més longitud, el periode és més petit.

d) El periode no depén de la massa, llevat que aquesta sigui petita, de manera que
augmenta amb aquesta.

e) Totes les respostes anteriors son falses.

Problema 6.2.1. Una esfera homogenia de radi r i massa m rodola en un pla verti-

cal per la superficie interior d’un semicilindre fix de radi R > r . Trobeu ’energia

mecanica i el periode de les petites oscil-lacions en funcié de R, 7 i g. Figura de enunciat 6.2.1
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Solucio

Es tracta d’un sistema conservatiu d’un grau de llibertat:

E= %va + %Iu}2 —mg (R —7)cos0

amb I = 2mr*iv = wr = (R — ) 6. Obtenim

E(0,6) = —~m (R —1)? % — mg (R — 1) cosd

L’equaci6 de moviment la podem extreure de
. 7 g .
E=0= gm(R—r) 00 +mg (R —r)sinf 0

que, per a petites oscil-lacions, podem escriure

59

Tw-n' "

6+

Comparant amb 1’expressio canonica del MHS,

_ 59
DN TR=T)
que correspon a un periode
T, = on 7T(R—r)
59

Problema 6.2.2. Un cos presenta un moviment harmonic simple de 5,2 cm d’am-
plitud. Se sap que, quan ’elongaci6 és de 3,4 cm, la velocitat és de 49,8 cm/s. Es
pregunta la fase del moviment. Hi ha prou informaci6? I per al calcul del periode?
Trobeu tot el que pugueu a partir de la informaci6 que teniu.

Solucio: T'=0,50s; 0 = 0,7121rad (z = Asin6)

Problema 6.2.3. Un cos de 2 kg de massa esta en repds sobre un pla horitzontal llis
i esta subjecte a dos ressorts horitzontals de constants recuperadores k, = 100N/m
ik, = 200N/m. La llargada de cadascun dels dos ressorts no deformats és de
40 cm. S’estiren els extrems lliures dels ressorts i se subjecten a dues parets fixes
separades 120 cm. Determineu la posicio d’equilibri del cos. Quina és la freqiiéncia
d’oscil-laci6 entorn de la posicié d’equilibri?

Solucio: 66,7cm; f = 1,95Hz
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Problema 6.2.4. Una particula que es mou amb moviment harmonic simple té una
velocitat de 16 cm/s i de 12 cm/s quan passa a 3 cm i 4 cm del centre de vibracio,
respectivament. Calculeu-ne I’amplitud i el periode.

Solucié: A =5cm; T = 1,57s

Problema 6.2.5. Un massa puntual realitza un moviment harmonic simple. Quan
I’elongacié és +10 cm movent-se cap al punt d’equilibri, la seva energia cinética
val 107 J i la seva energia potencial també val 10~° J. Si la massa és de 2 g, trobeu
I’amplitud, el periode i la fase del moviment.

Solucio: A = 14,1cm, T = 6,285, 6 = 37 /4rad (x = Asin6)

Problema 6.2.6. Una boia cilindrica de 4 m d’altura, 2m de radi i 40000kg de
massa flota verticalment a ’aigua. Si fa petites oscil-lacions verticals, trobeu-ne el
periode d’oscil-lacio.

Solucié: 7' = 3,58

Problema 6.2.7. Dos cilindres identics de massa M i seccid S estan disposats com
indica la figura i estan submergits parcialment en aigua. Negligint la massa de la
politja, les friccions i la inércia de ’aigua, determineu el periode d’oscil-lacio del
sistema de pesos quan son separats lleugerament de la seva posicio d’equilibri.

Solucié: 7' = 27,/ 2L
\/ Sgp

Problema 6.2.8. Enun tub en U de secciod constant, col-locat de manera que amb-
dues branques estan verticals, s’introdueix un liquid que ocupa una longitud L
d’aquest tub. Inicialment, es desequilibra i, en conseqiiéncia, comenga a oscil-lar
al voltant de la seva posicio d’equilibri. Suposant que el liquid sigui incompres-
sible i que no hi hagi friccions, demostreu que el liquid oscil-lara amb moviment
harmonic i trobeu-ne el periode corresponent.

Solucié: 7' = 2m/ =
g

Problema 6.2.9. Un cos de 100 g penja d’un llarg ressort. Si ’estirem fent-lo
baixar 10 cm per sota de la seva posici6 d’equilibri i el deixem anar, vibra amb un
periode de 2s.

a) Amb quina velocitat passa per la seva posicio d’equilibri?

b) Quina acceleraci6 té quan esta 5 cm per sobre d’aquesta posicio?

Figura de l'enunciat 6.2.7



¢) En el moviment ascendent, quant de temps necessita per desplacar-se des
d’un punt situat 5cm per sota de la seva posicié d’equilibri a un altre punt
situat 5 cm per sobre?

d) Quant s’escurgara el ressort en treure el cos?

Solucio6: a) sentit i modul v = 31,4cm/s ; b) sentit | i modul @ = 49,3 cm/s? ;
c)t=0,33s;d) Al =99,3cm

Problema 6.2.10. Un cos de 12kg de massa penja d’un ressort. Se sap que, si
I’estirem fins que la llargaria augmenta 10 cm i el deixem anar, s’inicia un movi-
ment d’oscil-lacié d’1,45 s de periode. Es demana:

a) En realitzar oscil-lacions, quant de temps triga, movent-se cap baix, a desplagar-
se des d’un punt situat 3 cm per sobre de la seva posicio d’equilibri fins a un
altre que esta 6 cm per sota d’aquesta posicio?

b) Quina és la velocitat del cos en passar per aquesta ultima posicid?
¢) Quant s’escurcara el ressort si, estant en repos, traiem el cos de 12 kg?

Solucio: a) ¢t = 0,22s; b) v = —0,347m/s; ¢) Al = 0,52 m

Problema 6.2.11. Dos ressorts, de constants recuperadores k, = 1200N/mik, =
600 N/m, s’uneixen en série. L’extrem lliure de k, penja d’un punt i de I’extrem
lliure de k, es penja un cos de m = 10kg. Trobeu:

a) El periode de les oscil-lacions lliures que pot realitzar el cos.
b) Calculeu-lo també suposant que els ressorts estan connectats en paral-lel.

Soluci6: a) T'=0,99s; b) T' = 0,47 s

Problema 6.2.12. Per la gola d’una politja, la massa de la qual es pot considerar
concentrada a la seva periferia, hi passa un fil inextensible i de massa negligible.
D’un dels seus extrems penja una massa M i 1’altre esta lligat a una molla vertical,
I’altre extrem de la qual esta fixat al terra (vegeu la figura). Si la massa de la politja
és m = 800 g, la del cos que penja és M = 200 g i la molla, de massa negligible,
té una constant £k = 16 N/m, calculeu el periode de les petites oscil-lacions del
sistema.

Solucid: 1,57s

Figura de l'enunciat 6.2.12

Problema 6.2.13. En penjar una massa M d’una molla (que suposem sense massa
i no deformada al principi), s’allarga 2,5 m. Aixi estant li donem un cop cap a dalt,
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de manera que surt amb una velocitat v = 2m/s. Trobeu la trajectoria de la massa
M.

Solucié: y = 1,01sin(1,98¢) (S.I.)

Problema 6.2.14. Un cos d’1 kg unit a I’extrem d’una molla comenga el seu mo-
viment quan és a la posicié + = 1m, amb una velocitat inicial v = 2m/s. Si el
periode (7') del moviment es de 7 s, calculeu 1’elongacié maxima de la molla (A)
i trobeu la trajectoria. Calculeu la velocitat i I’acceleracié maximes i per a quines
posicions es produeixen.

Solucié: (SI) A = v/2; . = /2sin(2t + 7/4); Uy = £2V2 (2 = 0); e =
+4v/2,(x = £V/2)

Problema 6.2.15. Un model senzill que s’utilitza actualment per descriure les
proteines presents al nostre cos consta senzillament de boles que constituirien els
aminoacids (d’uns 10~** kg de massa) unides per molles de constant elastica k =
5 x 1072 N/m. Calculeu la freqiiéncia de vibracio dels aminoacids si suposem
que el model és valid.

Solucié: f = 71Hz

Problema 6.2.16. Construim un péndol a partir de dues varetes uniformes idénti-
ques a i b, cada una de longitud L i massa m, unides en angle recte en forma de
T, unint el centre de la vareta a amb I’extrem de b. Pengem el pendol per 1’extrem
lliure de la vareta b, fent-lo oscil-lar en un pla vertical.

a) Calculeu el moment d’inercia respecte 1’eix de rotacio.

b) Trobeu les expressions de I’energia cinética i potencial en funcié de 1’angle
de I’eix del pendol respecte de la vertical.

¢) Deduiu-ne I’equacié de moviment.
d) Trobeu el periode de les petites oscil-lacions.

Solucié: a) I = 1ImL?* b) E. = %mﬂéz ;U = %(1 — cosf); c) 6 +
189 ¢ing — (- _ /17L
ﬁ%SIHQ—O,d)T—QTr 18g
Problema 6.2.17. El moviment d’un oscil-lador harmonic simple ve descrit per
I’equaci6 z (t) = 45sin (0,2t +0,3), ambx enm it ens.

a) Calculeu I’amplitud, el periode, la freqiiéncia i la fase inicial del moviment.

b) Determineu la velocitat i 1’acceleracié en funcid del temps, aixi com les

Figura de I'enunciat 6.2.15



condicions inicials.

¢) Quin és el desfasament entre 1’elongacio i la velocitat? I entre 1’elongacio i
I’acceleracio?

d) Calculeu la posicio, la velocitat i I’acceleracio at = 5s.
Solucio: a) A = 4 m; p, = 0,3 rad; f, = 0,032 s7";b)v (t) = 0,8 cos (0,2¢ + 0,3);

a(t) = —0,16sin (0,2t 4 0,3) (unitats S.L); z (0) = 1,18 m; v (0) = 0,76 M; c)
Mo w3 d) x (5) = 3,85 m ;v (5) = 0,21 M; a (5) = —0,154 Mo

Problema 6.2.18. Una particula d’1 kg realitza un moviment harmonic simple
d’amplitud 0,5m. A I’instant £ = 0 passa per la posici6é d’equilibri amb una velo-
citat de £(0) = +2m/s.

a) Calculeu-ne la freqiiencia i el periode.
b) Determineu-ne I’elongacio i la velocitat en funcié del temps.

¢) Calculeu-ne la forca i les energies cinética i potencial quan la particula esta
a 0,2m de la seva posicio d’equilibri.

Solucié: a)f, = 0.637Hz; T, = 1,57s; b) x = 0,5sin (4¢); v = 2cos (4¢); ¢)
F=32N;E =1,68J,U=032]

Problema 6.2.19. Al mecanisme de la figura, la constant recuperadora de la molla
val k = 100 N/m; la massa de la politja, cilindrica i homogenia, és M = 4kg, i
el radi R = 30cm. La massa del bloc és m = 1kg. La corda no rellisca en cap
moment i no hi ha friccié a I’eix. Trobeu I’equacié de moviment i el periode.

Soluci6: & + 33,33 x = 0 (unitats S.1.); 1,088 s

Problema 6.2.20. La politja, les molles (de constants 3k i k£ ) i la corda, inexten-
sible, tenen massa negligible. La barra, de massa m , es desplaga poc verticalment
respecte de la posicié d’equilibri horitzontal. El periode de les oscil-lacions val:

Solucié: 27, /Smk

Qiiesti6 6.3.1. L’amplitud de la vibracié d’un oscil-lador amortit disminueix de
75mm a 70 mm en un cicle. La massa oscil-lant és d’1,2kg i el temps que triga a
anar del centre a I’extrem de 1’oscil-laci6 és 0,5s. La constant d’amortiment de la
forga de fregament viscos €s:

a) 82,8 x 10~ Ns/m

Figura de I'enunciat 6.2.19

3k k
m
Figura de I'enunciat 6.2.20
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b) 165,6 x 10~* Ns/m
¢) 34,5 x 10* Ns/m
d) 331,2 x 10~ Ns/m

€) 69,0 x 1073 Ns/m

Qiiesti6 6.3.2. Lamassa M de 100 g pot oscil-lar horitzontalment respecte a la seva
posicio d’equilibri, sense friccid amb el terra, sota 1’acci6 de quatre molles de cons-
tants recuperadores k, = 10N/m, k, = 20N/m, k; = 10N/mik, = 15N/m, i
dos dispositius d’amortiment de constants b, = 1/2Ns/mib, = 1 Ns/m. Podem
afirmar que:

a) En el S.I,, I’equacié de moviment és & + 15& + S%Ox =0

b) En el S.1., I’equaci6é de moviment és = + %:'U + 550 =0

¢) En el S.I., I’equacié de moviment és & + 1—30:& + %x =0
d) La constant d’amortiment equivalent valdra 1/3 Ns/m.

e) El periode de les oscil-lacions sera de 0,283 s.

Qiiestio 6.3.3. Un sistema que pot oscil-lar presenta amortiment critic. En aquest
cas:

a) La pulsacio6 és petita.

b) Totes les oscil-lacions tenen la mateixa durada.

¢) El moviment és aperiodic.

d) L’elongacio és funcid exponencial positiva del temps.

e) Cap de les respostes anteriors no és valida.

Problema 6.3.2. Un oscil-lador amortit t¢ una massa de 50 g i un periode d’oscil-lacid
de 2s. La seva amplitud disminueix un 5% cada cicle. Suposada I’equacié de mo-
vimentenlaformam & +bx + ko =0, trobeubik.

Solucié: b =2,56g/s, k = 0,49N/m

Figura de I'enunciat 6.3.2



Problema 6.3.3. Una particula de 0,5 g executa un moviment oscil-latori, essent
I’amortiment proporcional a la velocitat. La freqiiéncia de vibracié és de 0,56 Hz i
I’amplitud es redueix a la meitat després de 10 s. Calculeu:

a) El factor d’amortiment.

b) Si el moviment fos provocat per una molla, la constant recuperadora k d’a-
questa.

¢) La freqliéncia que tindria si no existis I’amortiment.

Solucié: a) v = 0,069 s™*; b) k = 4,94-10 — 3N/m; ¢) f = 0,5Hz

Problema 6.3.4. D’una molla suspesa verticalment, se’n penja una massa m, amb
la qual I’allargament és de 9,8 cm. S’estira la massa cap avall i es deixa anar, amb
la qual cosa es produeixen oscil-lacions. Es pregunta el valor que ha de prendre el
coeficient b d’amortiment perqué:

a) Les oscil-lacions acabin després de 100 s (considereu que han acabat quan
I’amplitud s’ha reduit a la mil-lésima part del valor inicial).

b) El periode de les oscil-lacions sigui el doble del periode natural.
¢) La massa retorni aperiodicament a la posici6 d’equilibri.

Solucié: Enel S.I.,,a)b=0,138m; b) b = 17,3m; ¢) b > 20m;

Problema 6.3.5. Un solid penja d’un ressort capag d’oscil-lar verticalment. A
manca d’amortiment el periode val 2 s i, quan es connecta I’amortiment, t€ un peri-
ode de 2,7s.

a) Determineu ’equacio6 de 1’elongacio6 suposant que a I’instant inicial aquesta
val 10 cm i la velocitat és nul-la.

b) Es demana el factor a pel qual s’ha de multiplicar la constant d’amortiment
perque s’assoleixi el valor critic.

Solucié: a) z(t) = 13,5 e~2'1*sin(2,33t + 0,83); b) a = 1,49

Problema 6.3.6. Un péndol simple, de 10 g de massa, té un periode de 2s i una
amplitud de 2°. A causa de la fricci6 amb I’aire, actua sobre el péndol una forca
resistent, —bv, proporcional a la velocitat. Calculeu la constant d’amortiment b
sabent que I’amplitud es redueix a 1,3° després de deu oscil-lacions completes.

Solucié: b = 4,31 x 10~* Nsm ™'
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Problema 6.3.7. Un péndol esta format per un fil d’1 m de longitud i massa negli-
gible, del qual penja una esfera massissa d’1 cm de radi i 8 g de massa. El péndol es
mou submergit en un liquid d’1 g/cm’ de densitat. L’esfera esta sotmesa al seu pes,
a I’empenyiment d’ Arquimedes, a la tensio del fil i a una forga de fricci6 viscosa
—bv, en qué b = 1,6104 Ns/m. Trobeu:

a) El periode de les petites oscil-lacions suposant que b = 0.
b) El periode de les petites oscil-lacions amb el valor de b de I’enunciat.

¢) El temps que ha de transcorrer perqué I’amplitud del moviment passi de
m/36rad a /72 rad.

d) El valor de b perque I’amortiment sigui critic.

Solucio: a) T, = 2,91s;b) T'=2915s; ¢) At = 69,31s; d) b = 0,034 Nsm™!

Problema 6.3.8. Una massa esta sotmesa a una forga elastica F = —kZiauna
forga viscosa F, = —b# amb b = 5Nsm~". L’elongacio ve donada per z (t) =
0,8e~ 25 sin (7t — 0,3) amb x enm it ens.

a) Calculeu-ne la massa i la constant recuperadora elastica.
b) Calculeu-ne la posicié i la velocitat quan ¢ = 1,2s.

¢) Determineu-ne els instants als quals la massa passa per la seva posicio d’e-
quilibri amb velocitat positiva i negativa.

d) Determineu els instants als quals la massa es troba en els extrems amb x

positiva i negativa.

Solucié: a)m = 1kg; k = 16,1 X;b)2 (1,25) = 1,28 em; v (1,25) =
t=2212N; t=22 1 N +1);d)t =22+ 1roN;¢= 08

T ™

—0,0862ms™;
— 142N

Problema 6.3.9. Una particula de 2 kg esta sotmesa a una forga elastica de constant
k = 10Nm~'. Si introduim el sistema oscil-lant en un medi viscos, el periode
augmenta en un 10%.

a) Determineu les expressions de ’elongacid, la velocitat i I’acceleracio en
funci6 del temps, agafant ’origen de temps quan x > 0iv = 0 i sabent que
I’elongacid en aquest instant és de 5m.

b) Calculeu el valor de I’amplitud després d’un cicle i la seva relaci6 amb

I’amplitud inicial.

¢) Quant hauria de ser el valor de la constant d’esmorteiment perqué no os-
cil-1és?
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Solucié: a)

x (t) = 5,5e7 %935 5in (2,03t + 1,14)
v(t) =% =11,2e" 09 cos (2,03t + 1,14) — 5,14 e=%935 5in (2,03t + 1,14)
a(t) =% = —17,9e %9 sin (2,03t + 1,14) — 20,995 cos (2,03t + 1,14)

b) A(T) = 0,304m; 0,055; ¢) b > 4v/5 kgs ™'

Qiiesti6 6.4.1. L’equacié de moviment d’un oscil-lador forgat és & = — %i: — 9z +
sin4t . Es cert que, en régim estacionari:

a) El sistema esta en ressonancia de velocitat.

b) L’amplitud de 1’elongacié decreix exponencialment.

b LA b 3

¢) L’elongacio és v = Asin(4t — = ).

d) La velocitat és & = v, sin(4t + 7).

e) L’elongacio és v = Acos(3t + 7).

Qiiestio 6.4.2. Al cap de cinc oscil-lacions, I’amplitud d’un oscil-lador és un fac-

1

tor e~ més petita. Siw, €és la seva pulsacio natural, la pulsacié de ressonancia

d’amplitud sera
a) Qs = 0,50,
b) Q4 = 0,997w,
¢) Qr4 = 1,125w,
d) Qps = 0,2w,

1
e) Qpy = 3Wo

Qiiestio 6.4.3. Per un oscil-lador forgat, amb una for¢a d’amortiment proporcional
a la velocitat, de constant b, un cop assolit el régim estacionari, és cert que:
a) En ressonancia d’elongacio, la impedancia mecanica és b.

b) En ressonancia de velocitat, la poténcia mitjana dissipada per la forca de friccid
en un cicle és minima.

¢) En ressonancia d’elongacio, la diferéncia de fase entre la forga harmonica apli-
cada i I’elongacio és nul-la.
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d) En ressonancia de velocitat, la diferéncia de fase entre la for¢a harmonica apli-
cada i I’elongaci6 ¢€s 7 rad.

e) La freqiiéncia de ressonancia de velocitat és més petita que la de ressonancia
d’elongacio.

Qiiestio 6.4.4. Una particula de massa 0,2 kg rep una forga elastica de constant k
i una amortidora proporcional a la velocitat de constant 4 Ns/m. S’aplica a la par-
ticula una forga F' = F|, cosw ,t i, un cop assolit el régim estacionari, la particula
oscil-la amb elongacio z = 0,6 cos(w,t — 7 ) (tot en unitats S.I.) . Podem afirmar
que:

a) Si augmentem la freqiiéncia de la forca F', ’amplitud de I’elongacié x de la
particula augmentara.

b) La impedancia mecanica val 4 Ns/m.

¢) Falten dades per calcular la impedancia mecanica.

d) Si augmentem la freqiiéncia de la forca F', ’amplitud de la velocitat de la
particula augmentara.

e) La velocitat maxima de la particula ha de ser 0,6 m/s.

Qiiesti6 6.4.5. Una particula de 2 kg de massa realitza oscil-lacions for¢ades en un
medi viscos sota I’accié d’una forga externa harmonica F' = 5 cos(3t) (totes les
unitats en el S.I.). En régim estacionari, podem afirmar el segiient:

a) L’elongacié podria ser z = Acos(3t + 7).

b) L’acceleracio de la particula podria ser a = 2,5 cos(3t).

¢) La velocitat podria ser v = v0 cos(2t).

d) Si I’acceleraci6 fos a = —0,2 cos(3t — T ), la particula estaria en ressonancia
de velocitat.

e) Si la velocitat fos v = 0,5sin(3t), la particula estaria en ressonancia de velo-
citat.

Qiiestio 6.4.6. Si, a un oscil-lador harmonic amortit s’aplica una forga F'(¢) har-
monica i I’amplitud de les oscil-lacions que fa és maxima, la freqiiencia de la forga
és:
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a) Una mica més gran que la propia de vibraci6 del sistema a manca d’amortiment.

b) Més gran que la freqiiéncia de vibracié del sistema a manca de F'(t), estant
amortit.

¢) Més petita que la freqiiéncia de vibracio del sistema a manca de F'(t), estant
amortit.

d) Igual a la freqiieéncia amb qué oscil-laria el sistema quan és amortit i sense
forga aplicada.

e) Igual a la de vibracio lliure del sistema.

Qiiestio 6.4.7. Quina de les segiients respostes €s certa:

a) En un sistema massa-molla-amortidor excitat amb una for¢a harmonica, les
pulsacions de ressonancia d’amplitud i de velocitat coincideixen si la forga vis-
cosa ¢és negligible.

b) La impedancia mecanica d’un sistema massa-molla-amortidor és igual al coe-
ficient de proporcionalitat entre la forga viscosa i la velocitat.

¢) La poténcia mitjana dissipada per les oscil-lacions harmoniques forgades ¢€s
maxima quan hi ha ressonancia d’amplitud.

d) El periode de les oscil-lacions harmoniques amortides depén de 1’amplitud.

e) Cap de les altres quatre afirmacions és certa.

Qiiestié 6.4.8. En el moviment amortit, essent  1’elongacio i F'; = —bx la forga
de friccid, quina de les respostes segiients és certa:

a) Si és oscil-latori, el periode és més petit que el que tindria el sistema sense
amortiment.

b) Si el factor d’amortiment ~y fos igual a la pulsacié que tindria el sistema sense
amortiment, el moviment no seria oscil-latori.

¢) Si és oscil-latori, com més petit sigui el factor d’amortiment -y, més rapidament
disminueix 1’amplitud.

d) Cap de les altres quatre afirmacions €s certa.

e) Si el sistema fos subamortit i, a més, hi apliquéssim una for¢a harmonica ex-
terna de forma que estigués en ressonancia d’elongacio, en aquestes condicions
també oscil-laria amb la mateixa pulsacio que la del moviment subamortit.
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Qiiestio 6.4.9. Una massa d’1 kg unida a un amortidor i a una molla de constants
respectives 2 Ns/m i 5 N/m entra en ressonancia per 1’efecte d’un agent extern que
li aplica una forca F, sin(£2t). Podem afirmar que:

a) Si ) = 2rad/s, el sistema esta en ressonancia d’amplitud.
b) Si 2 < 1rad/s, el sistema no oscil-la.

¢) La impedancia mecanica del sistema és 2 Ns/m si la ressonancia és d’amplitud.

d) L’elongaci6 esta desfasada % rad respecte a la forga aplicada per I’agent extern
si la ressonancia és d’amplitud.

e) L’elongacié esta en fase amb la forca aplicada per 1’agent extern si la resso-
nancia és d’amplitud.

Problema 6.4.1. Una massa d’1 kg esta subjecta a una estructura mitjancant una
molla elastica. Se la sotmet a una forga F' = F,, sin(2¢), amb F, = 2,5Ni () varia-
ble. S’observa la relacié de la taula entre 2 i el d’amplitud A de la massa. Feuuna
estimacio de la constant recuperadora k de la molla i la constant b d’amortiment.

Q@6 [ 14 [ 20 ] 26 ] 32 ] 3 | 40
A (cm) | 0,31 | 0,42 | 0,78 | 1,10 | 0,85 | 0,41

Solucio: £ = 1089 Nm~'; b = 6,9 Nsm™'

Problema 6.4.2. Una massa de 3 g esta sotmesa a una forga restauradora d’1 N/m
i a una d’amortidora de 0,1 Ns/m. Si se li aplica una for¢a ' = 0,1 cos(107t)
(unitats S.1.), calculeu ’amplitud i la diferéncia de fase entre la for¢a i la velocitat.
Calculeu la impedancia mecanica i trobeu la freqiiéncia de ressonancia de velocitat.

Solucio: A, =2,70cm; 0 = 32,0°; Z = 0,12Nsm™'; fr, = 2,91 Hz

Problema 6.4.3. Una particula de 10 g esta sotmesa a I’acci6 d’una forga recupera-
dora de 0,05 N/m i una for¢a amortidora de 0,03 Ns/m. Si sobre aquesta particula
actua una forga periodica de 50 rad/s de pulsaci6 i de 0,001 N d’amplitud, trobeu,
en el régim estacionari:

a) La impedancia mecanica.
b) La velocitat maxima.
¢) La freqiiéncia de ressonancia de velocitat.

d) L’amplitud de velocitat en aquest cas.

Taula del problema 6.4.1



Solucio: a) Z = 0,5Nsm™'; b) v,., = 0,20cms™'; ¢) fry = 0,36 Hz; d) v,,x =
3,33cms™!

Problema 6.4.4. De I’extrem d’una molla penja un cos de massa 5kg. Se separa
de la seva posicié d’equilibri i s’observa que fa un MHS vertical que triga 0,4s a
anar d’un extrem a I’altre de 1’oscil-laci6. L’energia mecanica de la particula és de
1001J.

a) Calculeu el temps que triga el cos a anar de la posicié 0,5 m per sobre del
centre d’oscil-laci6 fins a 0,2 m per sota del centre, en el moviment descendent.

Si fem oscil-lar el sistema anterior en un medi viscoés, la freqiiéncia passa a ser
el 90% de la que tenia en el MHS.

b) Calculeu el factor de reducci6 de 1’amplitud en un interval de 0,5s.

Apliquem al sistema una for¢ca harmonica de la mateixa freqiiencia que la de 1’os-

cil-laci6 amortida. S’observa que, en estat estacionari, el sistema assoleix una ve-

locitat maxima d’1,5ms™".

¢) Que val I’amplitud de la forca aplicada?

Soluci6: a) ¢t = 0,117s; b) A% = 0,181;¢) F, = 52,8N

Problema 6.4.5. Una massa de 3 kg experimenta un moviment harmonic simple
en la direccio de I’eix « d’amplitud 10 cm i periode 3s. Per t = 2,55, la massa
passa per la posicid d’equilibri, z = 0, amb velocitat positiva.

a) Determineu ’elongacié i la velocitat a ¢ = 0.

En un instant en qué la massa passa per la posicio d’equilibri, desplagant-se en el
sentit positiu de I’eix x, es posa en marxa un dispositiu amortidor que proporciona
una forga de friccio viscosa proporcional a la velocitat, de coeficient 10 Ns/m.

b) Prenent com a nou origen de temps (¢ = 0) el moment en qué es posa en
marxa |’amortidor, escriviu 1’expressio de la trajectoria i determineu tots els
parametres que hi intervenen.

¢) Calculeu I’energia cinética del sistema en finalitzar el primer cicle d’oscil-lacio.

Finalment, s’aplica sobre la massa una forga periodica F' = 5 cos(§2¢) (unitats S.I.)
també en la direccid de I’eix z.

d) Quina seria ’amplitud de les oscil-lacions forgades si el sistema estigués en
ressonancia de velocitat?

Solucio: a) z, = 0,087 m, v, = 0,105m/s
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b)z = 0,165 e 107 cos (1,27t + 37/2);¢c) E. = 4,4 x 107°J;d) A = 0,239m

Problema 6.4.6. El cos de massa m = 3 kg situat sobre un pla horitzontal sense
fricci6 esta unit a dues molles de constants k;, = 7N/m i k., i a un amortidor de
constant b = 10Ns/m. S’aplica al cos una for¢a harmonica F' = 4sin(2t), en
unitats S.I.

F =4sin(2t)

a) Determineu el valor de k, per tal que en el moviment oscil-latori del cos la Figura de fenunciat 6.4.6

diferencia de fases entre la forga harmonica i 1’elongaci6 sigui rad.

Eliminem la molla de constant &,.

b) Escriviu I’equaci6 de 1’elongacio en funci6 del temps i determineu tots els
parametres que hi intervenen.

¢) Quina és la velocitat maxima que assoleix el cos en la seva oscil-laci6?
Quan el cos es troba a I’extrem dret de I’oscil-lacié n’eliminem la forga harmonica.
d) Quin tipus de moviment amortit realitzara el cos?

e) Determineu la equacié que dona la posicié del cos en funcié del temps i
calculeu tots els parametres que hi intervenen.

Solucié: a) k, = 5 N/m; b) x = 0,194 sin (2t — 1,82); ¢) U, = 0,388 ms™'; d)
el sistema esta sobreamortit; €) © = 0,340 et — 0,146 ¢~ 233

Problema 6.4.7. Un tub en forma de U, amb una seccié d’1,8 cm de diametre,
conté 120 g d’etanol (p = 787,4kg/m*). En una de les rames, es provoca un petit
desplagament del liquid.

a) Si no hi hagués friccid del liquid amb les parets del tub, trobeu la pulsacio
natural de les seves oscil-lacions.

De fet, quan s’observen aquestes oscil-lacions, es comprova que la seva amplitud
disminueix un 3,5% en cada periode.

b) Quin és el periode de les oscil-lacions amortides?

¢) Amb quina freqiiéncia s hauria de bufar el liquid del tub per tal que el mo-
viment oscil-lant tingués la maxima amplitud?

Solucié: a) 5,72rads™'; b) 1,15s;¢) 0,91 Hz

Problema 6.4.8. Un disc D de massa m, al qual s’ha afegit una massa m,, esta
subjectat a una molla (de constant recuperadora k i massa equivalent m,, ) i, a través



d’una corda i una politja P, (de massa negligible), a una segona massa m.. El disc
provoca una friccié aerodinamica de coeficient b. El sistema pot ser forgat a os-
cil-lar mitjangant un motor que belluga harmonicament la molla amb una pulsacié

Q.

Amb el motor aturat, desplacem verticalment la massa m, i deixem anar:
a) Escriviu ’equacié de moviment utilitzant la coordenada y.

Posem en marxa el motor de manera que y,, = ¥,,, + Rsin(Qt + 6,).
b) Trobeu la nova I’equacié de moviment.

¢) Escriviu I’equacié de moviment de forma canonica (anomeneu z la nova
coordenada) i identifiqueu-hi tots els parametres.

d) Representeu graficament I’amplitud de les oscil-lacions for¢ades estaciona-
ries en funci6 de la pulsacio del motor.

Dades: m = m,; + mp + m, + m, = 0,80kg; k = 9,7N/m; R = 4cm;
b=1,5Ns/m

Solucio: unitats S.I.
aymy+by+k(y—y,. — ¥y =0,amb y,, —y,, — €, =0
b) My + by + k(Y — Ymo — be) — kRsIn(Q +6,) =0

c)i+2 <b> T+ (k> x = <kR> sin(Qt + 6,)
2m m m
N—— —— N——

2
il wg B

B 0,48
d) 4,(92) = V/3,5202+(02-12,13)2

Problema 6.4.9. Un cos de 2kg de massa es mou en un pla horitzontal en la di-
reccio de I’eix z, sota 1’accié d’una forga recuperadora de constant 18 N/m i en
preséncia d’una forga de friccio viscosa de coeficient 16 Ns/m.

Mitjangant un motor, s’aplica una for¢a harmonica F' = Fj sin ()¢ sobre el cos,
també en la direccid de I’eix x. En condicions estacionaries, 1’expressio de la tra-
jectoria del cos és x = 0,01 sin(2t — 7/2) (renmitens).

a) Calculeu la pulsacio €2, la impedancia mecanica i I’amplitud de la forga.

b) Expresseu la velocitat del cos en funci6 del temps i calculeu el desfasament
entre aquesta i la forga.

Es desconnecta el motor:

Figura de I'enunciat 6.4.8
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¢) Quin tipus de moviment fa el cos? Raoneu i justifiqueu numeéricament la
resposta.

Solucio: a) 3 rad/s; 16 kg/s; 0,48 N; b) 0,03 sin 3t; 0

Problema 6.4.10. Considereu el sistema de la figura. Quan esta en equilibri, £ =
{.,. La politja gira entorn d’un eix fix que passa per O respecte del qual el moment
d’inércia val I. Presenta una friccid de tipus viscos que 1’afecta amb un moment
respecte de I’eix My o) = —f é , on ¢ és la velocitat angular i 5 una constant.

Suposem que, en tot moment, la corda es manté tensa i no llisca. Amb el motor
aturat, L = ct, desplacem verticalment la massa m i la deixem anar:

a) Escriviu I’equacioé de moviment utilitzant la coordenada .

Posem en marxa el motor de manera que L deixa de ser constant i es pot expressar
L = CO,, + rsin(Qt + 0,) pel fet que CO,,, > r (C és el punt de contacte
corda-politja, que en aquesta aproximaci6 es manté en repos).

b) Trobeu la nova I’equacié de moviment.

. ., . . Figura de l'enunciat 6.4.10
¢) Escriviu I’equacié de moviment de forma canonica (anomeneu z la nova

coordenada) i identifiqueu-ne tots els parametres.

d) Representeu graficament 1’amplitud de les oscil-lacions forgades estaciona-
ries en funcid de la pulsacio €2 del motor.

Dades:
R=14mm; I =6,0 x 107° kg m*; » = 20 mm
m=107g; k=350N/m; =181 x10"*Nms

Solucié (unitats S.I.):
a) (& +m)ij+ Zy+k(y+6l,—L)=0

b) (= +m)§+ 9+ k(y + Ly — CO,,) — krsin(Qt +6,) =0

. B . k kr ,
2 77— - = |5 Ot + 6,);
o0 i) () 7 (g5 e
N———

2
¥ wg B

r=y + ‘ecq - @mol

_ 0,169
d) 4,(Q) = \/5,00024(02—8,47)2

Problema 6.4.11. Una boia llastada per la seva part inferior, de massa total m =
20 kg, es manté en equilibri a y = 0, on y és una coordenada vertical, en un liquid



de densitat p = 10°kg/m’. Per evitar oscil-lacions excessives, s’ha dissenyat de
manera que presenti un esmorteiment —80 ¢ (unitats S.I.). La part cilindrica de la
boia, de radi R = 0,25 m, sempre toca el nivell de ’aigua. Determineu:

a) I’equacio diferencial de moviment per a la coordenada y;
b) el periode de les oscil-lacions, i

¢) la posicid en funci6 del temps, y(t) , si li donem un cop quan esta en equilibri
de manera que la velocitat inicial és §, = —10 m/s.

A causa d’un onatge suau i persistent, rep una forga d’excitacio vertical F =
100 sin(10¢) (unitats S.I.). Determineu:

d) la posici6 en funci6 del temps, y(¢), per al moviment estacionari.

m

Solucié: a)ij+4y+96,3y = 0;b) T' = 0,654 s; ¢) y(t) = 1,041 e~2*5in(9,60 t + Figura de I'enunciat 6.4.11

m); d) y(t) = 0,1244 sin(10t — 1,66)

Problema 6.4.12. Una particula de 2 kg, unida a una molla de constant recupera-
dora de 18 N/m i a un esmorteidor amb parametre d’esmorteiment vy = 3 s7', fa
un moviment rectilini en la direcci6 x, essent x = 0 el seu punt d’equilibri.

a) Escriviu ’equacié de moviment.

A T’instant inicial, la particula es troba en la posicié = 0,3 m, amb una velocitat
& =-0,2m/s.

b) Escriviu I’expressio de la seva trajectoria.

Apliquem a la particula una forga harmonica en la direccio z, per tal que oscil-li
amb una amplitud constant de 0,1 m i triga 0,25 s a anar d’un extrem a ’altre de
I’oscil-lacié:

¢) Quin ha de ser el valor de I’amplitud d’aquesta forca?

d) Quina velocitat maxima assolira la particula en aquestes condicions?

Soluci6: a) & + 6 + 9z = 0; b) z(t) = (0,3 + 0,7t) e=%; ¢) F, = 33,383 N; d)
1,257 m/s
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7 Problemes i questions

Problema 7.2.3. La fotografia d’un pols ondulatori en una corda a I’instant ¢ = 0
indica que la forma d’aquest és (unitats S.1.)
18 x 1072

8 + x2

Si I’elongaci6 de la corda al punt x = 5,20 m i a ’instant ¢ = 0,40 s és de

y(m,O) =

2,25 mm, a quina velocitat es propaga aquesta ona? Si la densitat lineal de la corda
¢és 0,280kg/m, a quina tensio esta sotmesa?

Solucié: 13,0m/s, 47,3N

Problema 7.2.4. Si A, B, C, k, w i ¢ son constants, quines de les funcions segiients
representen ones? Quina és la velocitat de propagacio en els casos afirmatius?
a)y(z,t) = Acos?(kx —wt + ¢) b)y(z,t) = Acoskx coswt
O y(2,t) = Frremr d) y(@,1) = e

Soluci6: Son ones les funcions a, b i c. Les velocitats son: peraaib, v = ; per

ac,v:%.

Problema 7.2.5. Responeu les qiiestions encadenades segiients.

a) Escriviu una ona harmonica que es propagui cap a les x decreixents, de
8,0 mm d’amplitud, 230 Hz de freqiiéncia i 145 m/s de velocitat.

b) Quina distancia hi ha entre dos punts que, en un instant donat, estan defasats
7 /3rad?

¢) Quina és la diferéncia de fase de 1’elongacié en el mateix punt entre dos
instants de temps separats 1,5 x 1072 s?

Solucié: a) y = 8,0 x 107? sin(9,966x + 1445t); b) 0,1051 m; ¢) 2,168 rad
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Problema 7.2.6. Dos punts x, i x, d’una corda, separats 1,20 m, per la qual passa
una ona harmonica vibren, respectivament (en unitats S.1.),

1
y, = 0,020 sin 7 <3t — 2) , y, = 0,020 sin7 (3t — 1)
Calculeu la velocitat a la qual es propaga I’ona, la longitud d’ona i la funcié d’ona.

Solucié: 7,20m/s, 4,80m , y(z,t) = 0,020 sin 37 (¢t — /7,20 — 1/6)

Problema 7.2.7. Considereu I’ona y(x,t) = 4 cos [27r (% +
pressen en cm i ¢ en s. Calculeu:

22—0)], onyixs’ex-

a) La diferéncia de fase, en un instant donat, entre dues particules del medi
separades 210 cm.

b) La diferéncia de fase entre dues posicions i el mateix instant sabent que la
particula del medi triga 1,0s a anar d’una a 1’altra d’aquestes posicions.

¢) Si una determinada particula, en un moment donat, presenta una elongaciod
de 3,0 cm, quina sera la seva elongaci6 2,0 s més tard?

Solucio6: a) 7/4x rad; b) w/3 rad; ¢) —3,79 cm

Problema 7.2.8. Una ona harmonica transversal es propaga per una corda inde-
finida amb una velocitat de 4,0m/s. En tot instant de temps, la distancia minima
entre dos punts que estan en fase és de 20 cm. Se sap que, a I’origen, z = 0,1 a
I’instant inicial, ¢ = 0, I’elongaci6 és maxima de valor 20 cm. Trobeu:

a) L’amplitud, la longitud d’ona i el periode.

b) L’elongacid i la velocitat d’un punt x = 0,25 m, una vegada transcorreguts
t=15/16s.

¢) La distancia minima entre dos punts amb diferéncia de fase de /3 rad.
d) La diferéncia de fase entre dos punts separats Az = 5cm

Solucio6: a) 20 cm, 0,20m, 0,05s; b) 20 cm, 0m/s; ¢) 3,33 cm; d) 7/2 rad

Problema 7.2.9. Una ona harmonica plana avanga amb una velocitat de propa-
gacid de 32m/s. L’amplitud val 2,3cm i la freqiiéncia, 60 Hz. Suposant que a
I’origen z = 0 i a l’instant inicial { = 0 I’elongacié és maxima, quant valen
I’elongacio, la velocitat i I’acceleracié en un punt # = 15,3 m, una vegada han
transcorregut ¢t = 2,60s.

Solucié: —0,88 cm, —8,01 m/s, 1251 m/s’



Problema 7.3.2. Una corda llarga, de densitat lineal 0,10kg/m i sotmesa a 25 N
de tensio, es fa vibrar a la freqiiéncia de 20 Hz i provoca que es propagui una ona
harmonica d’amplitud 1 cm.

a) Calculeu la velocitat a la qual es propaga I’ona i la seva longitud d’ona.

b) Escriviu una funcié d’ona d’aquesta ona sabent que, a I’instant inicial ¢ = 0,
I’elongacio de la corda al punt origen x = 0 és 0,50 cm.

¢) At = 4s, quina elongacid, velocitat i acceleraci6 transversal té el punt de la
corda situat a z = 90 cm?

Solucié: a) 15,81 m/s,0,7905m; b) y = 1x10~2 sin(wt—kx+/6), 125,66 rad /s,
7,948 rad/m; ¢) —0,3383 cm, 118,3 cm/s, 53,42 m/s’

Problema 7.3.3. Utilitzant I’analisi dimensional, esbrineu com poden ser les ex-
pressions que proporcionen les velocitats v de la propagaci6 d’aquestes dues ones:

a) les ones per a una corda molt llarga, de densitat lineal ; i sotmesa a una
tensio F';

b) les ones a la superficie de 1’aigua, sobre un estany o el mar, causades pel
pes del liquid, quan I’amplitud vertical de les ones és molt més petita que la
profunditat h de I’aigua. Les magnituds de qué poden dependre aquestes ones
superficials son la densitat de 1’aigua p, ’acceleracio g de la gravetat i la pro-
funditat h.

Solucié: a) v =k, / %; b) v = k+/gh, on k és una constant sense dimensions (un
estudi fisic detallat mostra que val 1).

Problema 7.3.4. Es penja del sostre una cadena llarga i pesada, de longitud L i
massa m. Es dona un cop amb la ma a un dels dos extrems provocant un pols
ondulatori que puja amunt, arriba al sostre, es reflecteix i baixa fins a 1’altre extrem.
Calculeu quant de temps tardara el pols a pujar i baixar.

Solucié: At = 4\/%

Problema 7.3.5. La velocitat de les ones sonores a ’aire ve donada per (7.30):

v YRT
“Vm

on~y = 1,40, R = 8,314J/molK i M, la massa molar de Iaire, val 0,0290 kg/mol.
Fent les aproximacions que calguin, trobeu una expressio simple de la velocitat del
so en funci6 de la temperatura ¢ de I’aire en graus Celsius, °C, per a temperatures
proximes als 0°C.
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Solucié: Enm/s, v(t) = 331 + 0,606t ., si t. en °C.

Problema 7.3.6. Quanun tub d’acer de 200 m de longitud es colpejat en un extrem,
una persona col-locada a I’altre extrem escolta dos sons, com a resultat de dues ones
longitudinals, una que es propaga pel tub i 1’altra per I’aire, a T' = 20°C. Quin és
I’interval de temps entre ambdods sons?

Solucio: 0,549 s

Problema 7.4.1. Amb algun programa de matematiques com, per exemple, el Ge-
oGebra, comproveu graficament que les dues funcions periodiques segiients son
equivalents als desenvolupaments en les séries de Fourier indicats:

a) Valor absolut del sin(wt):  f(t) = |sinwt|

£(t) = 2 4 cos2wt+cos4wt+cos6wt+
o7 1-3 3.5 5.7

b) Serra triangular positiva: f(t) =t, 0 <t < 2w

) 1 . 1 .
fit) = 7r—2(smt+2sm2t+3sm3t+...>









8 Problemes i questions

Problema 8.1.3. Fem vibrar un filferro tensat de forma que s’hi generen ones
transversals de 120 Hz freqiiéncia i 2,30 mm d’amplitud. La densitat del filferro és
0,010kg/m i esta sotmes a una tensié de 100 N.

a) Quant valen la freqiiencia angular i el nombre d’ona?

b) Quanta energia per unitat de longitud té el filferro? Quina és la minima
poténcia que cal subministrar perque I’amplitud de les ones es mantingui cons-
tant?

Solucié: a) 754,0rad/s, 7,540 rad/m; b) 0,01504J/m, 1,504 W
Problema 8.2.2. Per una barra d’acer de 4 cm de diametre es propaguen ones lon-
gitudinals d’amplitud 1,0 x 10~° m i freqiiencia 30 Hz. Calculeu:

a) La funci6 d’ona que es propaga al llarg de la barra.

b) L’energia de la barra per unitat de volum.

¢) La poténcia mitjana i la intensitat que es propaguen a través de la barra.
Solucié: a) s = 1,0 x 10~° sin(0,03722 z — 188,5¢) (unitats S.I.); b) 0,0139 J/m’;
¢) 88,2mW, 70,2 W /m’
Problema 8.3.2. Responeu les qiiestions encadenades segiients.

a) Quina és la intensitat i el nivell d’intensitat d’una ona sonora a 1’aire que
té una amplitud de pressio actstica de 0,20 Pa? Quin percentatge representa
aquesta amplitud respecte de la pressié atmosferica?

b) A quina amplitud de I’ona sonora de desplacament es correspon si la fre-
qiiéncia del so és de 440 Hz?

Nota: Suposeu que la impedancia acustica de ’aire és de 418 rayl.
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Solucié: a) 4,6 x 10=* W/m?, 76,6dB, 2,0 x 107*%; b) 1,73 X 10~"m

Problema 8.3.3. Una ona sonora plana a 1’aire, de 100 Hz de freqiiéncia, t& una
amplitud de 7,7 x 10~ m. Si la pressio de 1’aire és d’1 atm = 1033 hPa i la tem-
peratura és de 15°C, determineu:

a) La impedancia acustica de ’aire.
b) La intensitat i el nivell d’intensitat de 1’ona sonora.
¢) L’amplitud de 1’ona de pressio acustica corresponent.

Solucio6: a) 425 rayl; b) 4,97 x 10~* W/m?, 97,0dB; ¢) 2,06 P

Problema 8.3.4. Sabent que les impedancies actstiques de 1’aire i de I’aigua son
418rayl i 1,45 x 10° rayl, respectivament, calculeu:

a) Quina ¢és la rad de les amplituds de les pressions acustiques de dues ones de
la mateixa freqiiéncia, una a ’aigua i I’altra a ’aire, que tenen igual intensitat?

b) Si les amplituds de les pressions acustiques d’ambdues ones fossin iguals,
quina seria la ra6 de les seves intensitats?

Solucio: a) 58,9; b) 2,88 x 10~*

Problema 8.3.5. El so d’una explosié de 0,25s de durada deixa de ser percebut
a partir dels 80 km del punt en qué s’ha produit. La intensitat llindar per a aquest
s0 és 8 x 1072 W/m’. Suposant que el so es propaga com una ona esferica sense
perdues d’energia, determineu:

a) L’energia acustica involucrada en el so de 1’explosio.
b) La distancia a la qual el nivell d’intensitat és de 50 dB.

¢) Quantes explosions juntes i simultanies serien necessaries per tal que el nivell
d’intensitat, a la distancia de I’apartat b, fos de 70 dB?

Solucié: a) 0,161 J; b) 253 m; ¢) 100

Problema 8.3.6. La intensitat d’una ona plana s’ha reduit en un 30% després de
travessar 12 cm d’un material absorbent.

a) Quant val el coeficient d’absorci6 del material per a aquest tipus d’ona?

b) Quina distancia havia travessat ’ona a I’instant en qué la intensitat era el
90% de la inicial?



Solucié: a) 2,97m™'; b) 3,55 cm

Problema 8.3.7. Dos cables, de densitats diferents, se solden un a continuaci6 de
I’altre i se sotmeten a una tensid determinada. Es propaga una ona pel primer cable
i, en arribar a la soldadura, una part es reflecteix i I’altra es transmet. Sabent que
I’amplitud de I’ona reflectida és la meitat que la de I’ona transmesa i que la velocitat
de les ones del primer cable és el doble de les del segon, calculeu:

a) Quina relacio hi ha entre les amplituds de les tres ones?
b) Quin percentatge de la poténcia incident es transmet i quin es reflecteix?

r. _ Ar _ 1 _Ap 2. _ Pp _ 1. _ Pr _ 8
Solucio: a)CLR—TIf—g,G;T—%—g,b)pR—PiI;—g,pT—Pif—g

Problema 8.3.8. Una ona harmonica longitudinal travessa una interficie acer —
coure. L’ona incident té un periode d’1,0 x 10~ s i una longitud d’ona de 5,05 m,
essent la seva amplitud 2,0 x 10~°m. Si s’observa que 1’ona transmesa té una
longitud d’ona de 3,71 m, calculeu:

a) La velocitat de propagacié de les ones en cada medi.
b) Els coeficients de transmissio i reflexié acer — coure.
¢) La proporci6 d’energia que es reflecteix i transmet.

d) L’amplitud de I’ona reflectida.

Dades: Les densitats de I’acer i el coure emprats son p,., = 7850kg/m’, p, =
8960 kg/m’, respectivament. Els moduls de Young els trobareu a la taula 7.1.

Solucio: a) v, = 5050m/s, v,, = 3710m/s; b) 1,088; 0,0878; c) 0,771%,
99,23%; d) 1,76 x 10" m

Problema 8.3.9. En un sistema d’ecografia d’un hospital, el transductor —la part
que emet els ultrasons— és d’alumini.

a) Considerant que els ultrasons surten de 1’alumini, passen per I’aire i arriben
al cos, quin percentatge de la poténcia dels ultrasons entra al cos?

b) Si ara interposem glicerina, en lloc d’aire, entre el transductor d’alumini i el
cos, quant val ara el percentatge de la poténcia dels ultrasons que entra al cos?

Dades: Preneu la impedancia acustica del cos com la de ’aigua, 1,45 x 10° rayl;
per a les impedancies de 1’aire i de I’alumini, preneu 418rayl i 13,7 x 10° rayl, i
per a la glicerina, 2,46 x 10° rayl.

Solucio: a) 1,41 x 107°%; b) 48,2%
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Problema 8.3.10. Considerem dos cables, de seccions S, i .S, i densitats lineals

4 1 f15, soldats en un punt i sotmesos a una tensi6 F. Les expressions per a les am-

plituds i poténcies transmeses i reflectides de les ones transversals es regeixen per

les mateixes expressions que el cas longitudinal, amb la impedancia corresponent:
=, = ki JE VR

Z; = pv, Si'\ oni F Si

Apliqueu aquest coneixement al cas segiient:

Dos cables, un de coure i I’altre d’acer, d’1 mm de radi cadascun, s’uneixen per tal
de formar un cable més llarg. La tensid del conjunt és de 50 N. Una ona de 10 Hz
es propaga des del coure cap a I’acer amb una amplitud de 2,0 mm.

a) Calculeu la longitud d’ona de 1’ona a cada cable.
b) Calculeu els coeficients de transmissio i de reflexio.
Dades: Densitat del coure: p., = 8900 kg/m?; densitat de I’acer: p,, = 7800 kg/m’

Solucio: a) 4,23 m; 4,52m; b) 1,033, 0,033

Problema 8.4.3. Una ona harmonica d’1 cm d’amplitud se superposa a una altra
ona de 2 cm d’amplitud, desfasada respecte de la primera en —7 /3 rad. Quins sén
I’amplitud i el desfasament de 1’ona resultant respecte de la primera?

Solucio: 2,646 cm, —0,7137 rad

Problema 8.4.4. Als punts S; = (0,3) i S, = (4,0) (unitats S.I.), hi ha dues
fonts coherents d’ones sonores esfériques de 100 Hz. Les d’amplituds a la distancia
d’1 mde les fonts son 1 x 107? Pai 3 x 10~? Pa, respectivament. El so es propaga
a340m/s.

a) Si les fonts emeten en fase, quant valdra I’amplitud de la pressi6 acustica a
Porigen (0,0)?

b) En quant s’hauria d’avancar la segona font respecte de la primera per tal que,
a l’origen (0,0), hi hagués una interferéncia constructiva?

Solucié: a) 0,190 x 102 Pa; b) 1,85rad

Problema 8.4.5. Com es mostra a la figura, el so d’un diapas6 de 440 Hz entra en
un tub per A, es bifurca en dues ones que van per dos camins, ’ABD i’ACD, i
després es tornen a ajuntar al punt D, on interfereixen. La longitud del cami ABD
és 250 cm, mentre que la longitud maxima inicial del cami AC'D és també 250 cm,
pero es va reduint lentament —mentre sona el diapaso— fins als 75 cm.

Si la velocitat del so és de 340 m/s, per quants minims i maxims passa la intensitat
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del so resultant durant la reducci6 de la longitud ACD?  Solucié: Maxims, 2:
ACD = 173 cm, 95 cm; minims, 2: ACD = 211cm, 134cm.

Problema 8.4.6. Dos altaveus alineats amb una persona emeten coherentment ones
planes sonores de la mateixa freqiiéncia 440 Hz. La velocitat del so és de 340 m/s.

a) Si emeten en fase, a quines distancies han d’estar els altaveus un de ’altre
per tal que la persona no senti res?

b) Si segueixen emetent coherentment pero ara la fase de ’altaveu més pro-
xim esta avangada 7/3 rad respecte de I’altre, en quant canvien les distancies
anteriors?

Solucioé: a) 0,39m, 1,16 m, 1,93 m...; b) Totes en 0,13 cm menys

Problema 8.4.7. En un laboratori, en el qual la velocitat del so és de 340 m/s, dos
altaveus A 1 B, que emeten ones sonores planes de 791 Hz, estan encarats i separats
11 m, tal com es veu a la figura. Un sonometre C' esta situat sobre la recta que els
uneix, a 5 m del B. L’altaveu A proporciona una intensitat de 0,75 W/m? i el B de
0,25 W/m?.

a) Si els dos altaveus emeten sense coheréncia, quant val el nivell d’intensitat
B, registrat pel sonometre C'?

b) Si els altaveus emeten coherentment i en fase, quina diferéncia de fase hi

Figura de l'enunciat 8.4.5

Figura de l'enunciat 8.4.7
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haura entre el so de A i B en arribar al sonometre C'?

¢) Quina distancia minima ¢, hauriem de desplacar el sonometre C cap a B per
tal que experimentés un maxim d’intensitat? I quina d, per experimentar un
minim?

d) Quin nivell d’intensitat mesurara el sonometre en el maxim i en el minim?

Solucio: a) 120dB; b) 2,051 rad; ¢) §, = 14,5¢cm, 6, = 3,7cm; d) 122,7dB,
111,3dB

Problema 8.4.8. Dos altaveus S, i 5, es troben sobre I’eix y a y = +d/2, com es
veu a la figura. Per mitja d’un amplificador d’audiofreqiiéncia, se’ls fa emetre en
fase sons de freqiiéncia f.

y P(Dyy)%

S, ’ f =
d/”2 [ ’ “‘ Y Figura de 'enunciat 8.4.8
—4 D >d T
d/QL 9 .f
H A \
S,|

Un observador es desplaga des de y = 0 per una recta paral-lela a I’eix y, situada
a una gran distancia D d’aquest eix. Sid < Diy < D:

a) Demostreu que I’observador percebra els primers maxims d’intensitat sonora
a les distancies

Yoonst = 10 amb n=20,1,2, ..

e
<

essent v la velocitat del so.

a) Amb d = 2mi D = 80m, i suposant v = 340 m/s, per a quina freqiiéncia
la distancia entre dos maxims consecutius d’intensitat és de 3,0 m?

Solucié: 4,53 kHz

Problema 8.4.9. Als punts A = (0,4,0) i B = (8,0,0) (unitats S.1.) de ’aire lliure
hi ha dos focus sonors puntuals d’1 mW i 2mW de poténcia, respectivament, que
poden emetre en fase ones esferiques. Si la velocitat del so és de 340 m/s, esbrineu:

a) La diferéncia de fase en que arriben les dues ones a 1’origen si la freqiiéncia
de tots dos focus és 200 Hz.
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b) Les freqiiéncies compreses entre 200 Hz i 1500 Hz en que haurien d’emetre
simultaniament els dos focus per tal que hi hagués una interferéncia destructiva
a l’origen.

¢) Quines son les intensitats amb qué arriben les dues ones —per separat— a
I’origen?

d) Si els focus emeten amb una freqiiéncia en qué hi ha una interferéncia des-
tructiva a I’origen, quant val la intensitat del so? I si emeten quan n’hi ha una
de constructiva?

Solucié: a) 14,784 rad; b) 212,5 Hz, 255,0Hz, ..., 1,445 kHz, 1,488 kHz;
¢) 4,97 uW/m?, 2,49 uW/m?; d) 0,427 uW/m?, 14,50 uW/m?

Problema 8.5.4. La freqiiéncia fonamental d’una determinada corda d’un violi,
de longitud L, és 196 Hz. Si el violinista vol obtenir una freqiiéncia fonamental de
440 Hz, quina longitud cal que tingui la corda?

Solucié: 0,445L

Problema 8.5.5. La primera i I’ltima corda d’un piano estan afinades a 33 Hz
i 4186 Hz, amb longituds 198 cm i 5,1 cm, respectivament. Si totes dues cordes
estan sotmeses a la mateixa tensid, quant val el quocient entre les densitats lineals
efectives de les dues cordes?

Solucié: 10,68

Problema 8.5.6. A la figura, es mostra una vareta F' que efectua vibracions si-
nusoidals de 100 Hz que exciten la corda horitzontal AB de longitud de 120 cm,
tensionada per la massa M, de pes 2,25 N, que es manté practicament immobil.
S’obté aixi un sistema d’ones estacionaries que presenten un node en la proximitat
immediata de I’extremitat A de la vareta i un altre node al punt B que esta en con-
tacte amb la politja. Entre aquests dos nodes, es troben quatre ventres. L’amplitud
de les vibracions dels ventres ¢s de 10 mm.

Determineu:

a) La longitud d’ona de les vibracions i la seva velocitat de propagacio.

Figura de l'enunciat 8.5.6
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b) La velocitat maxima d’un punt de la corda que correspon a un ventre.

¢) L’amplitud de les vibracions del punt de la corda situat a 35 cm de I’extremitat
A.

d) Quin hauria de ser el pes d’'una nova massa M’ suspesa de la corda si es
volguessin inobtenir tres ventres en lloc de quatre?

Solucio6: a) 0,60 m, 60m/s; b) 6,28 m/s; ¢c) 5mm; d) 4N

Problema 8.5.7. Una ona estacionaria en una corda elastica de 6,00 m de longitud
ve descrita per la funcio6 (unitats S.1.):

. T
y(x,t) = 2,0 x 1072 sin (533) cos(mt)
a) Representeu esquematicament 1’ona estacionaria, indicant les posicions dels
nodes i dels ventres. En quin harmonic vibra la corda?
b) Calculeu la velocitat de propagacié de 1’ona a la corda.

¢) Escriviu les funcions de les ones harmoniques que generen aquesta ona es-
tacionaria.

d) En quin instant estara la corda completament recta?

¢) En quins punts de la corda i per a quins instants la velocitat transversal sera
maxima?. Quin valor tindra aquesta velocitat?

f) Quan sera zero la velocitat transversal de la corda?

g) En quin percentatge s hauria d’augmentar la tensi6 perque es formessin ones
estacionaries amb un ventre menys?

Solucié: a) 3, harmonic; b) v = 2,00m/s; ¢) y, (z,t) = 1,0 x 10~ sin(x/2 —nt),
y_(z,t) =1,0 x 1072 sin(z/2 + 7t); )t =n+1/25,n =0, 1, 2, 3...;e) Als
ventres, x, = 1, 3, 5m,pert =n+1/2s , v =6,28m/s; ) t = ns; g) 125%

Problema 8.5.8. Dues cordes idéntiques, fixades pels extrems, de 100 g de massa
i 1 m de longitud, estan sotmeses a tensions de 200 N i 205 N, respectivament.

a) Si les dues cordes vibren en el tercer harmonic, calculeu la freqgiiéncia dels
batecs resultants de la superposicio dels sons generats per cada corda.

A continuacio, es fa vibrar unicament la corda de tensié 200 N amb 1’harmonic
fonamental. Sil’amplitud en un punt situat a 20 cm d’un extrem és d’1,0 cm, de-
termineu:



Problemes i qUestions %

b) La velocitat maxima del moviment transversal d’aquest punt de la corda.

b) L’elongacid en aquest punt a I’instant ¢ = 0, sabent que en aquest instant
I’elongacio al centre de la corda és maxima.

Solucié: a) 0,833 batecs/s; b) y = 1,41m/s; ¢) y = 1,00 cm

Problema 8.5.9. L’extrem A d’una corda horitzontal esta fixat a la paret i I’altre
B passa per una politja sense friccid i se li penja un cos de massa M. Figura de 'enunciat 8.5.9

A - R ,B

La freqiiéncia del so fonamental emés per la corda és 392 Hz. Si el cos se submer-
geix totalment en aigua (vegeu la figura), la freqiiéncia baixa a 343 Hz. Calculeu
la densitat del cos.

Solucié: 4270 g/cm’

Problema 8.5.10. Una corda de 28,28 cm de longitud i 0,050 kg/m de densitat
lineal s’uneix a una segona corda de densitat lineal la meitat que la de la primera.

Figura de I'enunciat 8.5.10

Un dels extrems es fixa a una paret i I’altre es fa passar per una politja i se li penja
un pes de 100 N. La longitud d’aquesta segona corda, entre la unié S'i la politja P
¢és de 100 cm.Volem que al llarg de totes dues cordes es formin ones estacionaries,
de manera que al punt uni6 S hi hagi un node, tal com es mostra a la figura.

Quina ¢s la freqiiéncia més baixa que podem aplicar a les cordes. En aquest cas,
quants ventres hi haura al llarg de les dues cordes?

Soluci6: 158,1 Hz, 7 ventres

Problema 8.5.11. Una corda, d’1,40 m de longitud i 2,00 g de massa s’uneix a una
altra, d’1,00 m de longitud i 4,98 g de massa. El conjunt es fa vibrar a 120 Hz.
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a) A quina tensié maxima s’han de sotmetre per tal que es formin ones estacio-
naries estant la soldadura en un node? Quants ventres hi haura a cada corda en
aquest cas?

b) Quines altres tensions inferiors també satisfan aquesta condicié?

Soluci6: a) 17,9N, 314 ventres; b) 4,48 N, 1,99N...

<
Lo

Problema 8.5.12. Volem mesurar la velocitat del so a ’aire. Per aix0, com es
mostra a la figura, disposem d’un altaveu A, que emet so harmonic del qual podem
controlar la freqiiéncia entre 400 i 1200 Hz, i d’un tub 7" d’1 m de longitud ple
d’aigua fins a una altura que podem modificar pujant o baixant un diposit D.

La longitud d’aire del tub, y, la mesurem amb un regle paral-lel al tub. Amb
I’altaveu funcionant a 700 Hz, anem baixant el nivell de I’aigua i observem que,
quan y, = 20,3 cm, hi ha ressonancia. Si continuem baixant, la posicio segiient
del nivell per al qual hi ha ressonancia és y, = 44,6 cm.

a) Quant val la velocitat del so a I’aire de I’interior del tub?

b) Amb una freqiiéncia de 1000 Hz i amb I’aigua omplint totalment el tub, anem
baixant el nivell fins a arribar a la primera posicid de ressonancia y;, = 10,0 cm.
Trobeu totes les altres posicions en qué ressonara el tub.

¢) Si, després, es deixa el tub amb una columna d’aire fixa, y = 50 cm, per a
quines freqiiéncies ressonara el tub?

Solucio: a) v = 340,2m/s; b) y, = 27,0cm, y; = 44,0cm, y, = 61,0cm,
ys = 78,0cm, ys = 95,0 cm; ¢) 510 Hz, 851 Hz, 1191 Hz

Problema 8.5.13. Disposem d’un tub cilindric obert pels dos extrems que excitem
amb ones sonores de freqiiéncia variable. S’observen dues freqiiéncies de resso-
nancia consecutives: 360 Hz i 540 Hz.

a) Si es tanca un dels dos extrems i I’excitem de nou: quines son les tres pri-
meres freqiiéncies en qué ressonara ara?

Figura de I'enunciat 8.5.12



b) Si el tub té 0,950 m, quina és la temperatura de ’aire interior?

Soluci6: a) 90 Hz, 270 Hz, 450 Hz; b) 18,2° C

Problema 8.6.2. Un dia en qué la temperatura és de 35°C, el conductor d’un tren
exprés, que circula a 110km/h, veu més endavant un tren de rodalies que va per
la mateixa via. Per determinar la velocitat a la qual va el rodalies, fa sonar el seu
xiulet de 1000 Hz i escolta I’eco de 1060 Hz de freqiiéncia.

a) A quina velocitat es propaga el so?
b) Suposant que no fa vent, a quina velocitat es desplaga el tren de rodalies?

Solucio: a) 352m/s; b) 73,3km/h

Problema 8.6.3. En un dia que no fa vent i la velocitat del so és de 340m/s, una
sirena que emet un so de 1000 Hz es mou allunyant-se d’un observador en repds i
dirigint-se cap a un penya-segat a una velocitat de 36,0 km /h.

Quant val la diferéncia entre les freqiiéncies de les dues ones sonores —la directa
i la reflectida pel penya-segat— que arribaran a I’observador? A quina velocitat
hauria d’anar la sirena per tal que es poguessin sentir pulsacions de 8,0 Hz?

Solucié: 58,9 Hz, 4,90 km/h

Problema 8.6.4. Un detector de moviment d’un objecte podria consistir en una
font d’ones harmoniques de freqiiéncia f, i un detector de freqiiéncia dels batecs
f» que s’obtenen en superposar les ones directes de la font amb les ones reflectides
per I’objecte. Si I’objecte no es desplaca respecte de la font, f, = 0. Si s’acosta
a la font o se n’allunya a una velocitat v, molt més petita que la velocitat ¢ de les
ones en el medi, demostreu que la freqiiencia dels batecs és f, = 2f, 7.

Problema 8.6.5. Un avio6 supersonic que es desplaga horitzontalment a Mach =
1,50, passa per la vertical d’un observador que és a I’aire lliure un dia en qué la
velocitat mitjana del so és 335 m/s. Si aquest observador ha hagut d’esperar 3,20 s
per sentir I’avié des que el veu passar per sobre seu, a quina altura esta volant
I’avio?

Solucio: 1438 m

"Mach = M és la relacié entre
la velocitat d'un objecte, v, i la ve-
locitat de les ones en el medi c:
M=2

c
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Solucions a les questions

Capitol 1

1.7.1:¢,1.7.2: e.

Capitol 2

2.1.1: b,2.1.2: a,2.1.3: e.

22.1:d,222:¢,2.23:e,2.2.4: ¢c.

23.1: e
24.1:e,242:a,243:a,244:e,245:b,24.6:b,24.7:d,2.4.8:¢,2.4.9: c.
25.1:d,2.52:b,2.53:a,254:d,2.55: ¢.

Capitol 3

32.1:¢,322:b,323:a,324:¢,3.2.5:a,32.6:b,32.7:¢,3.2.8:¢,3.2.9: ¢,
3.2.10: c.

3.3.1:d.
34.1:b,3.4.2:d,3.43: c.

Capitol 4

43.1:¢,432: b,433:¢,43.4:a,43.5: a,43.6: d.
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451:a,452:a,453: ¢,454: ¢,455: a,45.6:¢,457: ¢,4.58: a,4.59: e,
4.5.10: b,4.5.11: a,4.5.12: ¢,4.5.13: ¢,4.5.14: b,4.5.15: ¢,4.5.16: b,4.5.17: e.

47.1: b,4.7.2: ¢,4.7.3: b.

Capitol 5

52.1:e,522:d,523:¢,524:a. 525:¢,52.6:¢,52.7:d,52.8:¢,529: ¢,
52.10:¢,52.11: b,5.2.12: ¢,5.2.13: ¢,5.2.14: ¢,5.2.15: b, 5.2.16: e.

53.1:a,532:d,533:a,53.4:a,53.5:d,53.6:d.
Capitol 6
62.1:b,622:¢,623:d,62.4:d,6.2.5: a.
6.3.1:a,63.2:e,633: c.

6.4.1:¢,642:b,643:d,64.4:b,64.5:d,64.6:¢,64.7:2a,648:b, 6.49: d.
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Taules

Relacions trigonometriques

sina + cos’a =1

sin(a £ ) = sina cos B £ cos « sin 3

_ tanattanf
tan(a + B) ~ 1Ftan o tan B

cos(aw &+ 8) = cos cos § F sina sin 8

. . - . a+B a—F
sina 4+ sin 8 = 2sin (T) cos (T)

a+pB

) o (o
sina — sin 3 = 2cos | =5~ ) sin (—2
S (0%
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Derivades

Funcié: F(z)

Derivada: ‘“2( 2)

af(zx) +9(z)

df(»b) + dg(»b)

f()g(x) dfi g(x >+ng ())
583 = f(x)g(x)™ s g(aug)(y{(dn) g

f(l‘)n TLf( )n 1df ac)

f(gixi) WT(Q‘J)(x) dili(;)
iy

f~1(z) és la funci6 inversa de f; per exem-

ple, y = arcsin x és inversa de x = siny

_1_
daf (y)
W ly=r=1)

o o
a” a® Ina
sinx cosx
cos T —sinx

1
tan x oz
Inz 1

x

1
log @ Zina

Integrals

Funcio: F(z)

Integral: [ F(z)dx

a f(x) + g(a) a [ f(z)de + ] g(a) da
x™ambn # —1 ﬁ_lx”“
L=z Inx

e’ e’

a”® %

sinx —coszT

coszT sinx

tan x In(cos x)

Inz —r+xlnzx

e =) =)
ﬁ arcsin

——s In(z + V2% — a?)
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Centres de massa . .
Tcom de cossos homogenis sim-

ples respecte dels sistemes de re-
ferencia que s'hi indiquen

Arc de cir- L = 2R« '
cumferéncia Fos = Rsina 0
o
Sector de cer- S = Ra .
cle P <2R sina , 0)
3«
S=1bh

Triangle arbi- La distancia d’una base i al

trari CS és % de la corresponent

altura h,

Closca semi-
esferica (sen-
se la tapa infe-

rior)
2r R?
Semiesfera Vo= 3
(massisa) . = (0,0,ﬁ)
8
TR?h
vV =
3

Con (massis)
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Reaccions dels suports

Cable o corda tensa. La forca que fa el cable és en la
direcci6 del cable. El sentit sempre és el de la banda
del cable o la forga s’anul-la (cable no tens).

Contacte regular llis: reaccié N normal al pla tan-
gent a la superficie regular en el punt de contacte.

Contacte regular/singular llis. Reaccio N normal al
pla tangent a la superficie regular en el punt de con-
tacte.

Contactes rugosos. A la reaccid6 normal N, cal
afegir-hi una forga de friccidé F;. En cas que els cos-
sos no es moguin, |F;| < u |N|, on p és el coeficient
de fricci6 estatic. Al maxim valor de |FY|, s’hi arriba

quan hi ha imminéncia de moviment.

Contactes extensos. Reaccié N normal a la super-
ficie de contacte. No té per qué passar pel centre de
masses.

Contactes extensos (bolcada imminent). Reaccidé NV
normal a la superficie de suport aplicada en el punt on
es concentra el contacte.

Rodets (sense fricci6). Es el mateix cas que els con-
tactes llisos.

Articulacié. Reaccié R, en general desconeguda, que
en 2D son dues components. Si hi ha friccid (entre les
superficies en contacte a la zona de ’articulacid) o no
hi ha articulacio sind encastament, cal afegir un parell
de moment M. El seu valor maxim dependra de la
naturalesa del contacte.

=)

Guies. Reaccio normal a la guia. Si el contacte és
rugos, cal afegir-hi la friccio F; 1 pot ser també un
parell de friccio M.

NNKREM A
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Moments d'inercia o
I de cossos homogenis simples

respecte dels eixos que s'hi indi-
quen.

gruixut:

1
I= §m (R?+ R3)
disc: H =0

massis: R, =0

Cilindre

prim: R, = R,

massissa: [ = ng2
5

Esfera 9

buida: [ = ngz

ortoedre / rectangle:
Ortoedre

barra:a=01i¢=0
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Constants

Nom de la constant:

Valor:

Nombre 7

3,1415926536

Nombre ¢ = lim (1 + %L)n

n—o0o

2, 718281285

_1
47\'80

Constant de Coulomb, k& =

8,987551788 x 10° Mo

Carrega elemental, e

1,602177 x 10~*°C

Nombre d’Avogadro, N,

6,022137 x 10

Constant de Boltzman, k&

1,380658 x 10* &

Constant dels gasos ideals, R = N, k

8,31451

mol K

Constant de gravitacio, G

6,6726 x 10*“%

Massa de I’electrd, m,

9,109390 x 10" kg

Massa del proto, m,,

1,672622 x 10~*" kg

Massa del neutro, m,,

1,674929 x 10~>"kg

Velocitat de la llum, ¢

2,99792458 x 10% 7

Acceleracio de la gravetat a la superficie de
la Terra, g

Valor estandard: 9, 81 3.
A Barcelona: 9,804 3

Radi de la Terra, R,

6370 km

Massa de la Terra, M,

5,08 x 10* kg










A

alcada

alcaria

altitud

altura

amplada

axial

barra

boia

Glossari

CAST: altura. Algaria, especialment d’una persona o d’un animal.
Exemple: I'al¢cada d’un cavall. Quant fas d’al¢ada?

CAST: altura. Dimensié d’un cos en direccio vertical. Exemple:
lal¢aria d’'una muntanya. L’al¢aria d’un arbre. Una al¢aria de
vint pams. Fa vint pams d’al¢aria. L’al¢aria d’un triangle, d’una
piramide, d’un con.

Altura d’un punt de la Terra respecte al nivell del mar.

Distancia vertical d’un punt a la superficie de la Terra o a qualse-
vol altre terme de comparacio. En geometria, és la linia imaginaria
que es pot tracar des d’un vertex o des del pla superior d’una figura
geometrica fins a la base, i de manera perpendicular a aquesta. Per
extensio, és també la longitud d’aquesta linia. Exemple: altura d’un
triangle. Altura d’un cilindre. Vola a una gran altura. Enlairar-se

fins a una altura de mil metres.

La més petita de les dimensions d’una figura plana, formant angle
amb la més gran o llargada. Exemple: un taulo de vint centimetres
d’amplada. La taula del menjador fa una amplada de 120 cm.

Direcci6 axial: segons un eix.

Tros de fusta, de ferro o d’una altra substancia, rigid, de forma cilin-
drica o prismatica, molt més llarg que gruixut.

cAST: boya. Cos flotant per indicar el nivell de liquid en un diposit
0 bé per a mantenir-lo entre determinats limits prefixats.
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C
celeritat

cercle

Modul del vector velocitat.

CcAST: circulo. Porcio d’un pla limitada per una circumferéncia.

circumferencia Corba plana els punts de la qual equidisten tots d’un punt inte-

contacte

corré

cercol

D

diametral

rior, el centre.

Dos cossos estan en contacte si nomeés es toquen pero no estan en-
ganxats ni articulats.

cAsT: rodillo. Cilindre que, posat sota una cosa de molt pes, serveix
per arrossegar-la amb més facilitat.

Cilindre pesant de pedra o de ferro que, fent-lo rodar sobre alguna
cosa, serveix per aplanar-la, compactar-la, aixafar-la, etc.

cAST: aro. Corona cilindrica de fusta o de ferro amb qué jugaven
els infants fent-la rodar amb la ma o amb un pal curt.

Punts diametralment oposats: dos punts de la circumferéncia o esfera
pertanyents a un mateix diametre.

diferéncia de... Diferéncia de F': ddF = F, .. — Fia-

dimensioé

direccio

E

empenta

1) Expressi6 d’una magnitud segons les magnituds fisiques fona-
mentals. Exemple: [’acceleracio té dimensions de longitud dividida
pel quadrat del temps.

2) Extensi6, grandaria, mesura en ample i llarg, o en ample, llarg i
alt. Exemple: les dimensions d’'una plaga, d’una sala, d’un vaixell.
Parts mesurables d’un cos que en donen la proporcio o la forma.

3) Parametre numeric que caracteritza aspectes geomeétrics dels ob-
jectes. Exemple: un bloc té tres dimensions, una corda té una di-

mensio.

Dues rectes tenen igual direccid si es poden superposar mitjangant
una translacio.

CAST: empujon.

empenyiment c4sT: empuje. Per exemple, I’empenyiment d’ Arquimedes, de-

finit a la pagina 122.



F

falca CAST: cufia.

G

gruix Algada d’un cos quan és sensiblement inferior a la llargada i a I’amplada.
Exemple: sis pams de llarg, dos d’ample i mig de gruix.

H

horitzontal Pla horitzontal: pla perpendicular al camp gravitatori.

increment de... Incrementde F: AF = F},, — Fl -

L

llargada, llargaria La més gran de les dimensions d’una figura plana, formant
angle amb la més petita o amplada. Exemple: un taulo de cinc metres
de llargada. La taula del menjador fa una llargada de set metres i

mig.

llastar CAST: lastrar. Posar llast (a una cosa, especialment a una embarca-
ci6 o a un globus aerostatic). Llast (casT: lastre): Pedres, trossos
de ferro, sorra, etc., que es posen al fons de la nau, per donar-li més
estabilitat.

lliscar CAST: resbalar. Moure’s en contacte amb una superficie de manera
que la velocitat relativa dels punts de les superficies en contacte és
no nul-la.

lliscar sense fricci6 Moure’s en contacte amb una superficie de manera que la
velocitat relativa dels punts de les superficies en contacte €s no nul-la
amb una for¢a de friccié nul-la.

longitudinal En la direcci6 de la longitud o llargaria. Exemple: eix longitudinal.

M

manovella casT: manivela. Element d’un mecanisme de transmissié que con-
sisteix en una barra que per un extrem va fixada perpendicularment
aun arbre i per ’altre extrem és accionada per imprimir a I’arbre un
moviment de rotacio.
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medi

CAST: medio. Substancia a través de la qual obra una forga, és trans-
mes un efecte. Per exemple, una ona mecanica es propaga per un
medi.

Fem notar que la substancia i, per tant, el medi inclou tant la seva
composicié quimica (ferro, aigua..etc) com les caracteristiques fisi-
ques en equilibri (pressio, densitat, temperatura, tensions, etc).

moment angular = moment cinétic. Definit a les pagines 52, 821 137.

moment cinétic = moment angular. Definit a les pagines 52, 821 137.

moment lineal = quantitat de moviment.
(0]
onatge CcAST: oleaje. Moviment de les ones superficials causades per la

orientacio

P

gravetat en un liquid. Exemple: les onades del mar.

Un solid rigid canvia 1’orientacio si la direccié d’alguna recta que
uneix dos qualssevol dels seus punts canvia de direccio.

pressio atmosférica Es la que exerceix I’atmosfera en el lloc on som. La pres-

si0 atmosferica estandard, 1 atm (1 atmosfera), va ser definida com la
pressié atmosférica mitjana al nivell del mar, que es va fixar exacta-
ment en 101325 Pa. No obstant aixo, a partir del 1982, I’Interdivisional
Committee on Terminology, Nomenclature and Symbols (ICTNS)
va recomanar que, a I’efecte d’especificar les propietats fisiques de
les substancies, 1’estandard de pressio havia de definir-se exactament
en 100 kPa. A part de ser un nombre rod6, aquest canvi té un avan-
tatge practic perque 100 kPa equivalen a una altitud aproximada de
112 m, que esta propera a la mitjana de 194 m de la poblacié mundi-
al.

L’atmosfera (atm) és una unitat de pressio

latm = 101325Pa = 760 mmHg = 1,01325bar. Observeu que
cal distingir entre

* pressié atmosfeérica,
* pressi¢ atmosferica estandard,

* unitat de pressio.



De fet, PICTNS és de creacio recent (2002). Anteriorment era I’ Interdivisional

Committee on Nomenclature and Symbols (IDCNS). Ambdos ins-
titucions son filials de la International Union of Pure and Applied
Chemistry (IUPAC).

pressi6 manomeétrica = (pressio) - (pressio atmosferica).

prim De gruix negligible respecte de les altres dimensions i del radi de
curvatura. Exemple: una xapa prima.

profunditat La profunditat z en un fluid és una coordenada que té la direccio i
el sentit de I’acceleracio de la gravetat ¢ amb origen al nivell lliure
del fluid.

propietats intensives Les propietats intensives son aquelles propietats fisiques,
(quimiques, organoléptiques, etc.) que no depenen de la quantitat de
matéria i son les que caracteritzen els materials des d’un punt de vista
macroscopic.

R

regla del cargol Regla per assignar un sentit al vector resultant d’un producte
vectorial. Un cargol o vis dextrogir (els que usualment trobem a les
ferreteries) avanca quan el fem girar en el sentit horari.

rodar cAsT: rodar. Un cos, en rodar, canvia I’orientacid. En cas d’estar
en contacte amb algun altre cos o terra, rodar no implica no relliscar.

rodolar cAST: rodar sin resbalar. Rodar en contacte amb una superficie
sense lliscar. Mentre un cos rodola, la velocitat relativa dels punts en
contacte de les superficies és nul-la. Per rodolar és necessari comptar
amb un determinat valor de la for¢a tangent a les superficies.

S

sentit Donada una direccid, tenim dos sentits. Es a dir, podem definir dos
vectors unitaris diferents en aquesta direccio.

substancia Una substancia és tota porcié de materia que comparteix determina-
des propietats intensives.

topall CAST: tope.
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transversal Que va en una direccié normal a una direccié6 donada. Exemple:
dues posts paral-leles unides per llistons transversals. Seccio trans-
versal.

\'

vertical La direccid vertical és la que t¢ a cada lloc el camp gravitatori.
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