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PARTICION PRISMATICA DE UN CUBO EN SEIS PIRAMIDES
TRIANGULARES EQUIVALENTES

José R. Galo-Sanchez, Red Educativa Digital Descartes

Resumen

En este articulo se realiza un analisis constructivo, global y unificador de la
descomposicién de un cubo en piramides cuadradas y triangulares. Un problema
clasico del que se encuentran soluciones regulares aisladas e inconexas y del que,
aqui, se hace un completo y detallado recubrimiento descriptivo de su solucion. Un
recorrido que en particular detalla la respuesta a como realizar la particion
prismatica de un cubo en seis piramides triangulares equivalentes.
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Prismatic dissection of a cube into six equivalent triangular pyramids

Abstract

In this article a constructive, global and unifying analysis of the dissection of a cube
into square and triangular pyramids is made. A classic problem, which regular,
isolated and disconnected solutions are found and here a complete and detailed
descriptive covering of their solution is performed. A tour that particularly details
the answer to how to carry out the prismatic partition of a cube into six equivalent
triangular pyramids.
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Particion prismatica de un cubo en seis pirdmides triangulares equivalentes

INTRODUCCION

El cubo o hexaedro regular, lo mismo que el resto de los poliedros regulares convexos —los s6lidos
platonicos—, tiene un atractivo generalizado tanto para expertos como para profanos. Los primeros,
para profundizar en su estudio y anlisis, habitualmente suelen proceder a realizar cortes planos con
objeto de determinar cuales son las diferentes secciones poligonales que pueden obtenerse; o bien
buscan conocer diferentes descomposiciones o particiones del mismo en otros poliedros. Y algunos
de los segundos, y muchos de los primeros, seguro que se han encontrado en algin momento con la
actividad ludica de elaborar puzles o rompecabezas consistentes en montar un cubo a partir de unas
piezas dadas; o bien, realizando una lectura reciproca, el disefiador y constructor de los mismos ha de
plantearse como partir un cubo en diferentes piezas sobre las que puede autoimponerse ciertas
restricciones o establecer cierta homogeneidad en la forma, el volumen o cualquier otro atributo o
propiedad. En particular se puede establecer, por ejemplo, que las piezas sean de un mismo tipo e
incluso iguales. La elegancia alcanzada en la particién obtenida, o la mayor o menor dificultad que
involucra el adoptar un criterio u otro es matizable y opinable y, por tanto, no nos adentraremos en
ello. Pero un planteamiento usual es la particion del cubo® en piramides de base cuadrada y en
pirdmides de base triangular y en ello vamos a centrarnos. En todo este articulo consideraremos un
cubo de arista unidad y todo lo que expondremos es aplicable a un cubo de arista cualquiera sin mas
que aplicar una homotecia.

PARTICION DE UN CUBO EN PIRAMIDES DE BASE CUADRADA

Atendiendo a que el cardinal de los elementos que componen la particién sea minimo o que entre si
sean lo mas regulares o similares posible, se obtienen cuatro situaciones que son las que usualmente
suelen divulgarse (ver figura 1):

1) Descomposicion en tres piramides iguales (estrictamente deberiamos decir congruentes?). Al
quedar dividido el cubo en tres partes iguales, este caso suele ponerse como un ejemplo visual
de por qué el volumen de una pirdmide se calcula como

Vpiramide = % Areapgse altura
e incluso éste puede ser el primer paso para realizar una demostracion de esa igualdad.
2) En cuatro piramides iguales dos a dos.
3) Encinco piramides, cuatro iguales y una desigual, siendo ésta regular.
4) En seis pirdmides regulares iguales.
Estas particiones pueden recrearse en los hiperenlaces anteriores que se corresponden con
sendos objetos interactivos.

Estos cuatro casos considerados no son méas que situaciones particulares de una particion general del
cubo realizada en base a los ocho vértices y a un punto adicional del mismo. Veamoslo a continuacion.

Para construir una particion del cubo en piramides cuadradas es necesario utilizar los ocho vértices
del cubo y las doce aristas del mismo, y adicionalmente hay que seleccionar o marcar cual o cuéles
seran las cuspides de las pirdmides a construir. La introduccién de puntos adicionales a los vértices
hara que aumente el numero de combinaciones de cinco puntos que pueden realizarse y
consecuentemente podra incrementarse el nimero de piramides de la particion (no todas las

1 Un conjunto de piramides constituirdn una particion de un cubo si la unién de las mismas conforman el cubo y la interseccién entre
ellas es disjunta o bien es una superficie plana o un segmento o un punto, es decir, figuras con volumen nulo.

2 Figuras congruentes son aquellas que pueden hacerse coincidir mediante una composicién de isometrias (traslacién, giro y/o simetrfa).
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combinaciones posibles de vértices son viables para obtener una particion del cubo). Asi pues,
analicemos diferentes alternativas:

e No incluir ningan punto adicional (ver figura 1, imagen 1). Esta eleccién obliga a que la
cuspide de cada piramide sea uno de los veértices del cubo y si ademas imponemos que todas
las piramides compartan la misma cuspide entonces obviamente obtendremos la particion de
cardinal minimo. Este planteamiento es viable pues basta seleccionar un vértice del cubo y
desde él trazar segmentos a cada uno de los otros siete vértices, ello conduce a la particion en
tres pirdmides que ha sido reflejada en el primer caso descrito antes. La particion es Unica
pues, se elija el vértice que se elija, todas las particiones son congruentes mediante giros.

2)

3) 4)
Figura 1. Particion de un cubo en tres (1), cuatro (2), cinco (3) y seis piramides cuadradas (4).

e Afadir un punto adicional. Este punto seria la cispide comun de todas las piramides a
construir para que asi el nimero de éstas sea lo menor posible y constructivamente se procede
igual que en el caso anterior trazando segmentos desde la cispide comln a los vértices del
cubo. Dicho punto adicional ha de pertenecer a €l, bien a su interior o a la frontera y por tanto
podemos distinguir las siguientes situaciones:

o Punto perteneciente a una arista (ver figura 2). Aqui obtendremos una particion
compuesta por cuatro piramides. En general las cuatro son distintas, pero entre dos
de ellas se da siempre una congruencia (una es simétrica de la otra). Y hay un caso
particular en el que las piramides son iguales dos a dos, que es el segundo caso
expuesto antes, y que acontece cuando el punto adicional considerado es el punto
medio de la arista. La arista a la que pertenezca el punto no introduce ninguna
variacién. Todas seran situaciones congruentes.
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o Punto perteneciente a una cara (ver figura 3) Este caso conduce a la particion en
cinco piramides y de las infinitas posibilidades la situacion con mas regularidad es
cuando el punto elegido es el punto donde se intersecan las diagonales de la cara. Es
el tercer caso expuesto con anterioridad. La particion, salvo isometrias, es
independiente de la cara seleccionada.

A | Am o A ErCs A A
Mx V;Jo‘so I My »;I-o.zo ] Mz 30.50 ‘ My §-020 | Mz 7[o.so

Figura 2. Punto ubicado en una arista, Figura 3. Punto ubicado en una cara,
descomposicion en cuatro piramides. descomposicion en cinco pirdmides.

o Punto perteneciente al interior del cubo (ver figura 4). Esta situacion hace que sean
seis piramides las que forman la particién. De las infinitas particiones posibles,
cuando el punto seleccionado es el punto de interseccion de las diagonales del cubo se
tiene que las seis piramides son iguales y regulares (el cuarto caso mostrado antes).

wx b0 | My 4foz20 | Mz alozs
d

Figura 4. Punto ubicado en el interior del cubo, descomposicion en seis piramides.

Todas las situaciones anteriores pueden experimentarse en el recurso interactivo “Particion de un
cubo en pirdmides de base cuadrada, caso general”.
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Hemos de sefialar que aunque todas las descomposiciones del cubo cumplen la definicion matematica
de particion, su reproduccion fisica tiene ciertos matices que hay que resefiar. Por un lado, si
disponemos de las pirdmides podremos componer el cubo, pero si partimos de un cubo no podra
descomponerse en esas piramides si esta descomposicion se realiza efectuando exclusivamente cortes
mediante planos en la que cada uno de ellos fracciona una figura en otras dos independientes o
separadas, es decir, lo equivalente a fisicamente cortar y dividir en dos partes un objeto con un
cuchillo.

PARTICION DE UN CUBO EN PIRAMIDES DE BASE TRIANGULAR

Podemos plantearnos, al menos, dos procedimientos para descomponer un cubo en piramides
triangulares. Uno, partiendo de las descomposiciones anteriores en piramides de base cuadrada y otro
abordando una construccion especifica independiente.

Particion mediante descomposicion de pirdmides de base cuadrada

Si consideramos las diferentes particiones del cubo en pirdmides cuadradas que hemos analizado en
la seccion anterior, entonces, automaticamente, son conocidas sendas particiones en piramides
triangulares sin mas que considerar cada una de las dos diagonales del cuadrado que constituye la
base en cada piramide. Ademas las dos subpiramides obtenidas seran equivalentes®, pues la base
inicial cuadrada ha quedado dividida en dos partes iguales y la altura es comdn a ambas y, por tanto,
el volumen de cada una de esas piramides triangulares es la mitad del volumen inicial. En este
contexto tendriamos las siguientes situaciones:

e Considerando la particion minima del cubo en tres pirdmides cuadradas obtendriamos una
subparticion en seis piramides triangulares equivalentes. Dado que cada una de esas pirdmides
cuadradas pueden dividirse de dos formas diferentes, segun cual sea la diagonal del cuadrado que
se considere, tendriamos a su vez varias posibilidades:

o Si la diagonal que se considera conduce a dividir las pirdmides cuadradas por su plano de
simetria, entonces las seis piramides son congruentes ya que hay tres coincidentes entre si
mediante traslacion y giro (lo que de manera simplificada se suele indicar como iguales) y las
otras tres son simétricas de las primeras —denotaremos a una de las piramides como tipo X1
y a su simétrica como Xo—. La particion seria {X1, X2, X1, Xo, X1, X2}. Este caso es el que
usualmente puede encontrarse en las fuentes literarias clasicas y en la Web, y que mostramos
en la figura 5 y se reproduce de manera interactiva en este recurso®. Veremos que es una
situacion particular del estudio global, que abordaremos en la siguiente seccion,
correspondiente a lo que denominaremos particiones prismaticas, porque agrupando esas
piramides de tres en tres el cubo queda descompuesto en dos prismas triangulares.

Este proceso de division podria repetirse considerando la mediana de las nuevas bases y asi
obtendriamos una particion con doce pirdmides equivalentes y dos familias de 6 piramides
congruentes entre si; y con una nueva fraccion por la mediana serian 24 pirdamides
equivalentes y 4 familias congruentes; y en general 3-2" piramides equivalentes y 2" familias
de pirdmides congruentes entre si. Un entretenimiento tedrico bonito, pero rapidamente no
seria viable su traslacion a un contexto manipulativo.

o Si se considera la diagonal perpendicular al plano de simetria, cada piramide cuadrada queda
divida en dos piramides equivalentes. La particion cuenta con dos tipos de pirdmides (ver
figura 6) que denotaremos como tipo Y (la que cuenta con un triedro trirrectangulo) y la otra

3 Dos piramides son equivalentes, o en general dos figuras tridimensionales son equivalentes, si tienen igual volumen.

4 Algunas de las figuras incluidas en este documento tienen hiperenlaces a recursos interactivos que permiten experimentar sobre el
contenido mostrado.
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que nombraremos tipo Z. La particion es {Y, Z, Y, Z, Y, Z}. Esta particion, a diferencia del
caso anterior, no es prismatica.

o Si se combinan las dos posibilidades anteriores se obtienen siempre seis piramides
equivalentes, pero habria dos posibilidades: {X1, X2, X1, X2, Y, Z} 0 {X1, Y, Z, X2, Y, Z}
que también son casos particulares de particiones prismaticas que analizaremos
posteriormente.

e Anéalogamente, en el caso de hacer nada mas que una subdivision por cada piramide cuadrada, la

particion en cuatro pirdmides cuadradas se convertiria en ocho triangulares, la de cinco en diez y

la de seis en doce.

En la imagen de la figura 7, se observa una particion en doce piramides triangulares y se dispone de
un recurso interactivo en el que se aborda de manera general la particion del cubo en piramides
triangulares a partir de las particiones del mismo en pirdmides cuadradas.

Figura 5. Particion del cubo en seis piramides Figura. 6. Particion no prismatica en seis
triangulares congruentes. pirdmides triangulares equivalentes.

Figura. 7. Ejemplo de particion del cubo en doce piramides triangulares equivalentes.
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Todas las situaciones anteriores son, o pueden considerarse, interesantes y conducentes a puzles de
cierta dificultad tanto en los casos en los que se busca la maxima congruencia o regularidad, como en
la posicién contraria. Pero ninguna de ellas conduce a la particion con cardinal minimo, pues el
planteamiento realizado viene condicionado por la particion previa en pirdmides de base cuadrada.
La particion minima, como veremos en la proxima seccion, se corresponde con cinco piramides y
salvo isometrias hay una Gnica posibilidad para su construccion. Por ello, nuestro centro de interés
se focalizara posteriormente en la citada descomposicion prismatica del cubo en seis piramides
triangulares equivalentes, que sin ser el caso Unico de cardinal minimo si que genera una variedad
de situaciones que nos proponemos cuantificar y detallar.

Particion mediante construccion especifica

En este apartado, partiendo de un cubo de arista la unidad y de vértices {A, B, C, D, E, F, G, H}
—donde los cuatro primeros vértices constituyen la base superior y los otros cuatro la inferior—, nos
planteamos realizar una particion del mismo en pirdmides triangulares buscando por un lado que la
descomposicion tenga cardinal minimo y, por otro, alternativas en las que sin ser de cardinal minimo
se encuentren congruencias o equivalencias.

Dado que las piramides triangulares son poliedros convexos con cuatro caras triangulares (es decir
tetraedros) y cuatro vértices, en la planificacion de esta particion han de tenerse en consideracion las
siguientes observaciones:

e Las caras del cubo han de dividirse en triangulos y, por tanto, se parte de un minimo de 12
triangulos (2 por cada cara del cubo) y 18 segmentos (las doce aristas del cubo, méas seis
diagonales necesarias para partir cada una de las seis caras del cubo), que junto a los ocho
veértices constituyen los elementos primarios a partir de los cuales se han de construir las
piramides de la particion (ver figura 8).

G

Figura 8. Un ejemplo de los elementos
primarios para abordar la particion: 8
vértices, 12 aristas y 6 diagonales de las
caras. La eleccion de una u otra diagonal
en cada cara genera diferentes situaciones.

Figura 9. Piramide determinada por dos
segmentos con distinta direccion y no
coplanarios.

e El menor numero de piramides se obtiene cuando se consideran exclusivamente los elementos
primarios citados. La introduccion de cualquier vertice o segmento adicional generara un
mayor nimero de combinaciones posibles, un mayor nimero de pirdmides.
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e Dos pirdmides de la particion pueden compartir como maximo tres vértices, una cara. O lo
que es equivalente, han de tener tres caras diferentes.

e Una pirdmide triangular de la particion queda determinada sin mas que elegir dos segmentos
con distinta direccion y que no sean coplanarios (ver figura 9).

e Cuando todas las diagonales correspondientes a las caras opuestas tienen distinta direccion
las particiones en pirdmides triangulares tienen mas de seis piramides, salvo:

o Una particién con cinco elementos, que es la de cardinal minimo, formada por cuatro
pirdmides trirrectangulas y un tetraedro regular (ver figura 10).

o Una con seis elementos, que es la indicada en la figura 6, compuesta por las piramides
{Y,Z,Y,2,Y,Z}.

gproyecto
escartes

Figura 10. Descomposicion de un cubo en cinco piramides triangulares.

F G

Figura 11. Dos diagonales de caras opuestas

: : e Figura 12. Prisma triangular
que tienen la misma direccion g g

e Cuando al menos un par de las diagonales correspondientes a caras opuestas tienen la misma
direccion, entonces ese par junto a las dos aristas que son perpendiculares a ellas forman un
rectangulo y la particion en pirdmides triangulares es posible solamente si se introduce al
menos un segmento que bien subdivida ese rectangulo en dos triangulos o bien que lo corte
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(ver figura 11). Al introducirse en la particion un nuevo elemento primario no puede obtenerse
la particion de cardinal minimo. Ese segmento adicional puede ser:

o Una diagonal del cubo. Aqui la obtencion de una particién obliga a incluir mas
elementos primarios, puntos y segmentos, y consecuentemente se incrementa el
numero de piramides obtenidas.

o La diagonal de ese rectangulo. En este caso el cubo queda dividido en dos prismas
triangulares rectos con bases que son triangulos rectangulos isosceles —particiones
prismaticas—, situacion que detallaremos a continuaciéon y que como veremos
conduce a un minimo de seis piramides triangulares; y en el caso de ser exactamente
seis se cumple que son equivalentes, es decir, que tienen igual volumen.

DESCOMPOSICION DE UN PRISMA TRIANGULAR EN PIRAMIDES TRIANGULARES

Con la particion en dos prismas triangulares, indicada en la seccion anterior, el problema de partir un
cubo queda reducido a la descomposicién de un prisma triangular recto, cuyas bases son dos
triangulos rectangulos isésceles de catetos 1 y de altura también 1, en piramides triangulares.
Situacion que pasamos a analizar en este apartado.

Denotemos al conjunto de veértices del prisma anterior {A, B, C, E, F, G} donde la base superior se
corresponde con los tres primeros vertices y la inferior con los tres ultimos (ver Fig. 12).

De manera analoga a lo indicado en la seccion anterior tenemos:

e EIl menor nimero de piramides se obtendra cuando se consideren solo los seis vértices del prisma
como posibles vértices de las piramides de la particion.

e Los elementos primarios minimos para abordar la particion son ocho triangulos (las dos bases del
prisma y seis mas resultantes de dividir las tres caras laterales en triangulos) y 12 segmentos (las
nueve aristas y las tres diagonales de las caras laterales). Y dado que dos piramides de la particién
han de tener como minimo tres caras diferentes, entonces también son, como minimo, tres las
piramides que formaran la particion (ocho caras entre tres nos da un valor mayor que dos).

Basandonos en que una piramide triangular queda determinada sin méas que elegir dos segmentos con
distinta direccion no coplanarios, una forma de abordar la particién del prisma {A, B, C, E, F, G} en
tres piramides triangulares se logra considerando dos aristas no coplanarias, una de la base ABC y
otra de la EFG (ver Fig. 13). Los cuatro veértices de esas dos aristas determinan una piramide
triangular que parte al prisma en tres bloques (ver Fig. 14) quedando fijadas asi, junto a ésta, las otras
dos pirdmides buscadas.

Hay solamente seis posibilidades:

— BC con EF que conduce a la piramide BCEF y determina a ABCE y CEFG
— AC con EF que conduce a ACEF y determina a ABCF y CEFG

— AB con EG que conduce a ABEG y determina a ABCG y BEFG

— AB con FG que conduce a ABFG y determina a ABCG y AEFG

— AC con FG que conduce a ACFG y determina a ABCF y AEFG

— BC con EG que conduce a BCEG y determina a ABCE y BEFG
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Figura 14. Particion del prisma a partir de las
aristas BC y EF en tres pirdmides ABCE,
BCEF y CEFG

Distinguiendo los vértices por su nombre, en esas seis particiones aparecen doce piramides diferentes,
lo cual obviamente se corresponde con las combinaciones que se pueden obtener a partir de los seis
veértices {A, B, C, E, F, G} agrupandolos de cuatro en cuatro, que son los vértices de una piramide, y
quitando aquellas agrupaciones en las que los cuatro vértices son coplanarios. Asi pues, son Cs 4= 15
combinaciones diferentes {ABCE, ABCF, ABEF, ABEG, ABFG, ACEF, AGEG, ACFG, AEFG,
BCEF, BCEG, BCFG, BEFG, CEFG} vy se excluyen los tres casos que hemos tachado por ser cuatro
vértices coplanarios. Este podria ser también otro procedimiento alternativo al anterior para analizar
las diferentes particiones del prisma.

Figura 13. Aristas que determinan seis
particiones diferentes

En esas doce pirdmides intervienen 15 aristas posibles, pues son combinaciones de seis vértices
tomados de dos en dos, Cs2 = 15. Son las reflejadas en la tabla 1, donde se indica su medida
respectiva.

AB =1
AC =2 BC=1

AE=1 BE =v2 CE=V3

AF =2 BF=1 CF=V2 EF=1

AG =V3 BG =v2 CG=1 EG =2 FG=1

Tabla 1. Aristas de las piramides y longitud de las mismas

En la tabla 2 podemos agrupar toda la informacion anterior y comparar las piramides de esas
particiones buscando detectar cuales son iguales o del mismo tipo. Fijandonos en la medida de las
aristas que las componen se observa que hay tres tipos de piramides que hemos etiquetado como® X,
Y, Z y, como detallaremos a continuacién, en el tipo X se distinguen dos modalidades que

5 En secciones anteriores encontramos e introdujimos estos tipos de pirdmides X1, Xz, Yy Z.
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etiquetamos como 1y 2. También se refleja si la particion esta constituida por pirdmides congruentes
entre si (y por tanto también equivalentes) o si son solo equivalentes.

Particion | Piramide | Avristas Tipo | Modalidad Congruencia y
Equivalencia

ABCE 1,1, 1V2V2V3 X |2

| BCEF 1,1,1V2V2V3 X 1 Congruencia
CEFG 1,1,1vV2N23 X 2
ABCF 1,1,132 V22 Y

" ACEF 1,1,v2 V2,v2,v3 z Equivalencia
CEFG 1,1, 1V2V2,V3 X 2
ABCG 1,1,1V2V23 X 1

" ABEG 1,1,v2 V2,V2,v3 z Equivalencia
BEFG 1,1,132 V22 Y
ABCG 1,1,1V2V23 X 1

" ABFG 1,1,13V2V23 X 2 Congruencia
AEFG 1,1, 1V2V2,V3 X 1
ABCF 1,1,132 V22 Y

v ACFG 1,1,V2 V2,V2,43 4 Equivalencia
AEFG 1,1, 1V2V2,V3 X 1
ABCE 1,1, 1V223 X 2

VI BCEG 1,1,vV2 V2,V2,43 z Equivalencia
BEFG 1,1,132 V22 Y

Tabla 2. Desglose de particiones, piramides que lo conforman, longitud de las aristas que lo
componen, tipo de piramide y modalidad, y congruencia y/o equivalencia
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Cada particion del prisma se distinguira con el nimero romano que le hemos asignado o sin mas que
nombrar los tipos de piramide que la forman para lo que convendremos hacerlo de arriba hacia abajo
de acuerdo a la ubicacion inicial de la pirdmide en la que la base superior tiene de vértices ABC y la
inferior EFG. Asi la particion Il viene dada por {Y, Z, X2}.

Procedamos a analizar cada uno de los tipos de piramides que aparecen en dichas particiones.
Pirdmide tipo Y

Atendiendo Unicamente a la forma, es decir, considerando que todas las caras son de igual color y no
etiquetando los vértices, solo es posible una piramide triangular cuyas aristas midan 1, 1, 1,v/2, V2,

V2 (ver figura 15). Su desarrollo plano estd compuesto por un triangulo equilatero de lado V2 y tres

triangulos rectangulos isosceles de catetos 1 y de hipotenusa v2. El desarrollo, como se ha
representado en la figura, tiene simetria axial con eje de simetria cualquiera de las alturas del tridangulo
equilétero y, por tanto, independientemente de la orientacion con la que se realiza el plegado (hacia

dentro o hacia fuera) se obtiene la misma piramide. EI volumen de esta piramide es - de la unidad
cubica.

Figura 15. Piramide triangular tipo Y y Figura 16. Piramide triangular tipo Z y
desarrollo plano de la misma desarrollo plano de la misma

Piramide tipo Z

De manera analoga al caso anterior, si atendemos a la forma, solo es posible una pirdmide
triangular cuyas aristas midan 1, 1, V2 , V2, /2, V3 (ver Fig. 16). Su desarrollo plano esta compuesto
por un triangulo equilatero de lado v/2, un triangulo rectangulo isosceles de catetos 1 e hipotenusa /2
y dos triangulos rectangulos de catetos 1 y v2 e hipotenusa /3. Este desarrollo, como esta
representado en la figura, tiene simetria axial con eje de simetria la altura del triangulo equilatero que
es altura a la vez del triangulo rectangulo isdsceles. Asi pues, independientemente de la orientacion
con la que se realiza el plegado (hacia dentro o hacia fuera) se obtiene la misma pirdmide. EI volumen

de esta piramide es también % , por tanto, equivalente a la piramide tipo Y.

Piramide tipo X

Con las aristas de medidas 1, 1, 1, v2,v/2, v/3 se pueden construir dos piramides triangulares siendo
una simétrica de la otra (ver Fig. 17). Los desarrollos planos son simétricos entre si. Eligiendo uno
de ellos, si se pliega hacia dentro se obtiene una de las pirdmides y al plegarlo hacia fuera se obtiene

- 1 - - , .
la otra. Ambas tienen de volumen P decir, son equivalentes entre si y a las pirdmides Y y Z.

También en la parte inferior de la figura 17 puede observarse cdmo ambas piramides son simétricas,
una respecto a la otra, en el sentido de que si se hacen coincidir dos caras que sean iguales el plano
que separa a ambas pirdmides es un plano de simetria de las mismas. X1 y Xz son, por tanto,
congruentes entre si.

12
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Figura 17. Piramides triangulares tipo X —Xz en color azul y X» en color verde—, desarrollo
plano de las mismas y simetria de una respecto a la otra

Particiones del prisma triangular

Las seis particiones del prisma reflejadas en la tabla 2 estan representadas en las imagenes de la figura
18, donde se han mantenido los colores usados anteriormente en cada tipo de piramide para asi poder
distinguir a simple vista cudl es la piramide utilizada: rojo para tipo Y, blanco para tipo Z, azul para
X1y verde para Xo.

I

Figura 18. Particiones del prisma triangular

Sin embargo, de esas seis particiones hay solamente dos que no son congruentes entre si, pues
tenemos que se cumplen las siguientes relaciones:

e Las particiones I, 111, V y VI son congruentes entre si:
o La particion tipo V —compuesta por las piramides Y, Z, X1— es congruente con la 11l —
compuesta por las piramides X1, Z, Y—, basta realizar un giro de 180°.
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o La particion VI —compuesta por las piramides Xz, Z, Y— es congruente con la Il —
compuesta por las piramides Y, Z, X>— mediante un giro.

o La particién tipo V —compuesta por las piramides Y, Z, X;— es congruente con la 1l —
compuesta por las pirdmides Y, Z, X>— mediante una simetria (segin lo indicado con
anterioridad Y es simétrica de si misma, Z también, y X1 es simétrica de X>).

e Las particiones | y IV son congruentes entre si:

o Laparticion IV —compuesta por las piramides X1, X2, X;— es simétrica de la | —compuesta
por las pirdmides X, X1, Xo—.

Asi pues, salvo isometrias, solo hay dos particiones diferentes del prisma en piramides triangulares.
Basta considerar, por ejemplo, la particion 1 y la 11. En ellas, a su vez, en la particion | las pirdmides
son congruentes entre si (y consecuentemente equivalentes) y en la Il son Gnicamente equivalentes.
No obstante, dado que nuestro objetivo real es la descomposicion prismatica del cubo mediante la
unién de dos prismas, entonces la orientacion de uno de ellos respecto al otro es significativa y
consecuentemente tendremos que considerar como diferentes las seis particiones antes indicadas que
son el fruto de hacer una distincion entre la cara inferior y la superior del prisma, o bien podemos
hacer la lectura de que partiendo de las dos Unicas particiones | y Il del prisma al aplicarles isometrias
tendriamos que son seis las particiones distinguibles a la hora de construir a partir de ellas el cubo.

PARTICION PRISMATICA DE UN CUBO EN PIRAMIDES TRIANGULARES
EQUIVALENTES

Para construir una particion prismatica del cubo basta considerar una de las particiones del prisma
triangular obtenidas en el apartado anterior, aplicarle isometrias para transformarlo en otro prisma y
juntar los dos juntos para conformar la particion buscada. En la tabla 3 se reflejan las posibles
transformaciones isométricas a realizar para construir esa particion del cubo.

H

Giro alrededor eje Oz Giros alrededor eje Oz y eje | Simetria respecto a un plano
Oy

Tabla 3. Isometrias para obtener un cubo a partir de un prisma triangular

En esta construccion podemos realizar dos planteamientos. Una primera opcion en la que
consideramos como distinguibles las seis particiones obtenidas para el prisma y una segunda en la
que la construccion la abordamos considerando solo las dos particiones no congruentes del prisma.
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La primera opcion tiene como ventaja el poder ver todas las particiones posibles, agrupadas por
congruencia, y la segunda el implicar un anélisis méas breve.

Opcion A

Consideramos como distinguibles las seis particiones del prisma y procedemos a construir el cubo a
partir de ellas. Para ello, en la tabla 4 hemos indicado como se transforman esas seis particiones
cuando les aplicamos las isometrias indicadas en la tabla 3.

Las seis particiones se autotransforman entre si. Consecuentemente, las diferentes particiones del
cubo en seis piramides equivalentes se obtienen sin mas que hallar las variaciones con repeticion de
6 elementos (las particiones del prisma I, 11, 1l1, 1V, V y VI) tomados de dos en dos, es decir, un total
de VRe 2= 6°=36 posibilidades. Pero entre ellas hay congruencias que hemos de detectar.

Particion Giroz Giroz,y Simetria

| = Xo, X1, Xz Xa, X1, X2 = | Xa, X1, X2 = | X1, Xo, X1 = IV
=Y. 2. %, Y, Z Xo= I X2, Z,Y = VI Y. Z X =V
M =X,Z Y X1, Z, Y =1l Y, Z X1=V X2, Z,Y = VI
IV = X4, Xa. X4 X1, Xz, X1 = IV X1, Xz, X1 = IV Xo X1, Xo = |
V=Y, Z X Y,Z X =V Xy, Z,Y = Y,Z X2 =1
VI=Xo, Z,Y X2 Z,Y = VI Y,Z Xz =1l Xy, Z,Y =1

Tabla 4. Aplicacién de isometrias a las seis particiones de un prisma

De partida, al comparar esas 36 posibilidades, sin mas que realizar un giro de 180° alrededor de la
vertical (eje Oz) se observan que quedan reducidas a 21 las posibles particiones (combinaciones con
repeticion CRs2) porque, por ejemplo, la particion I-11 es congruente con la I1-1. Estas veintiuna son:

Y T P Y R AV VR BV A W e R Y LT TR AV | AV T VA I NI B T T B 1 I B AV T AV L EAVA B AVA AV AV
V, IV-VI, V-V, V-VI, VI-VI}. Y en particular, entre ellas, hay tres casos en los que todas las
pirdmides son congruentes entre si: {I-1, I-1V, IV-1V}. Puede observarse en la figura 19.

La aplicacion de las isometrias, indicadas en la tabla 4, a cada una de las 36 particiones anteriores
conduce a las particiones indicadas en la tabla 5 y en la tabla 6 reflejamos las congruencias existentes
que reducen a ocho las particiones diferentes del cubo en pirdmides equivalentes: {I-1, I-11, I-111, I-
IV, -1, -1 -V, 11-VI1}. Entre ellas hay dos: {I-1, I-1V} que, en particular, las forman piramides
congruentes entre si.
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Congruencia mediante giro Oz de 180°

Pamcon |- 11l Parmcon 1 -1V Panicion | - V Parucion | -V

LA/ W

B B N

Particion IV - IV Particion IV -V o

N N N

Figura 19. Congruencias mediante giro Oz de 180°

4

Particion V - V Par

Simetria Giro alrededor de Oy

| ] 11 v \Y% Vi | 1 11 v \Y% Vi
| V-1V V-1V VI-IV -1V 1-1v 1-1v | I-1 I-VI -V -1V I-111 I-11
] V-V V-V VI-V -V 1-v -V 1 VI-I VI-VI VI-vV VI-IV | VI-II VI-ll
11 IV-VI V-VI VI-VI I-VI 11-V1 11-VI 11 V-1 V-VI V-V V-1V V-1 WAl
v V-1 V-1 VI-I I-1 1-1 11-1 \Y% V-1 IV-VI V-V V-1V V-1 V-1l
\Y IV-I1 V-II VI-ll I-11 -1 HI-11 \Y% 11-1 11-VI -V -1V 11-11 -1
Vi V-1l V-1l VI-1I I-111 H-111 11-111 Vi 1-1 1-VI1 -V 1-1v 1-111 1-11

Tabla 5. Aplicacion de isometrias a las treinta y seis particiones prismaticas del cubo

Particion . . articion . , articion
12 isometria P 22 isometria P

origen obtenida obtenida Congruente con

VI-VI -1l

Giroeny 1-11
4
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V-VI
m Simetria .‘ Giroen z
V-V 1H-11
!' Simetria 1-11
Sal, |
IV-VI 11-1 I-111
_ Simetria A Giroenz ﬂ‘ I-111
V-V -1 I-11
Simetria . Giroen z
V-1v I-1
Simetria
|
H-VI V-1l 1n-v
Giroeny !l‘ Giroen z -V
n-v 1H-VI
Simetria 1’ 1-VI
A
H-1v 1-V1
Simetria ' giroeny
-
HI-111 V-V H-11
giroeny simetria M-11

<

A
|

H-VI
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1-v
-1v -V I-11
simetria . giroeny m
H-111
-1l
A‘ 1-11
I-VI I-11
;' giroeny
-V I-111
' giroeny I-111
-
-1V
U IV

S

b

).

Tabla 6. Deteccion de congruencias entre las diferentes particiones del cubo
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Opcion B

En este caso consideramos exclusivamente las dos particiones diferentes del prisma (I y I1), junto a
sus congruencias respectivas (IV y I, V, VI) y abordemos las combinaciones de las mismas para
formar el cubo. Esto nos lleva al detalle reflejado en la tabla 7:

seis piramides

-
congruentes

seis piramides

I-11 "
equivalentes

seis pirdamides

111 "
equivalentes

seis piramides

I-1v
congruentes

-V congruente con I-11

I-VI congruente I-11

seis piramides

-1 "
equivalentes

seis piramides

H-111 "
equivalentes

"-1v congruente I-111

seis piramides

n-v "
equivalentes

seis piramides

1-VI )
equivalentes

2a an aa=ns

Tabla 7. Las diferentes particiones del cubo, salvo isometrias

CONCLUSIONES

Del andlisis anterior se concluye que, salvo isometrias, hay solo ocho formas diferentes de
descomponer prismaticamente el cubo en seis piramides equivalentes y entre ellas hay dos en
las que todas las piramides son también congruentes entre si (ver recurso interactivo).
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SINTESIS
En este articulo se han realizado las siguientes aportaciones:

1. Partiendo de las clasicas y conocidas descomposiciones del cubo en tres, cuatro, cinco y seis
piramides de base cuadrada, aqui se ha planteado una vision global que muestra que los casos
anteriores no son mas que cuatro casos particulares de una infinidad de particiones, todas
construidas en base a considerar un punto que pasa a configurarse como el vértice comdn a
todas las pirdmides que conforman cada particion. El cardinal minimo de la particion se
alcanza en tres piramides.

2. En base a la particion genérica anterior, se ha descompuesto de manera general el cubo en
seis, ocho, diez y doce pirdmides triangulares mediante la subdivision de cada piramide
cuadrada en dos triangulares. En el caso de seis piramides se demuestra que dichas piramides
son siempre equivalentes, de igual volumen.

3. Constructivamente se prueba que la particién del cubo en piramides triangulares alcanza su
cardinal minimo en una unica y clasica particion en cinco piramides triangulares compuesta
por un tetraedro regular y cuatro pirdmides trirrectdngulares, pero que no tienen igual
volumen.

4. Centréndose en las particiones del cubo en pirdmides triangulares que sean equivalentes (igual
volumen) se ha obtenido que en este caso el cardinal minimo es de seis y pueden englobarse
en particiones no prismaticas y particiones prismaticas (aquellas en las que el cubo queda a
su vez dividido en dos prismas triangulares).

5. Se haabordado y analizado la particidon de un prisma triangular en tres piramides equivalentes,
como problema conducente a la particion prismatica del cubo, y se ha concluido que salvo
isometrias hay unicamente dos posibilidades. En particular en una de ellas las tres pirdmides
son ademas congruentes (coincidentes mediante isometrias).

6. A partir de la descomposicién del prisma se han construido las posibles particiones
prismaticas del cubo en piramides triangulares equivalentes obteniéndose ocho posibilidades
y, entre ellas, dos casos en las que las seis piramides ademas son congruentes.

Asi pues, un problema clésico —Ila particidn de un cubo en piramides cuadradas y triangulares—, que
ha sido siempre expuesto de manera parcial a través de ejemplos particulares que no detallan la
totalidad de las posibilidades, aqui se ha analizado constructivamente desde una perspectiva
metddica, global que logra hacer un completo y detallado recubrimiento descriptivo de su solucién.
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