Eindimensionale stochastische Differentialgleichungen
ohne Drift mit zeitabhingigen Koeffizienten

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades

doctor rerum naturalium

vorgelegt dem Rat der
Fakultat fiir Mathematik und Informatik
der Friedrich-Schiller-Universitat Jena

von Dipl.-Math. Peter Raupach,
geboren am 10. Januar 1967 in Leipzig



Inhaltsverzeichnis
Bezeichnungen
1 Einleitung

2 Grundlagen
2.1 Standard-Borel-Rdume . . . . . .. ..
2.2 Explodierende Funktionen . . . . . ..
2.3 Der Wahrscheinlichkeitsraum . . . . .

2.4 Stochastische Differentialgleichungen und Zeittransformation . . . . . . . .

2.4.1 Losungsbegriff fiir die stochastische Differentialgleichung . . . . . .

2.4.2 Zeittransformation . . . .. ..
2.4.3 Eine Ungleichung von Krylov .

3 Eindeutigkeit
4 Reine Losungen

5 Existenz
5.1 Lipschitz-stetige Koeffizienten . . . . .

5.1.1 Monotonieeigenschaften der (Z)-Losungen im Lipschitz-Fall . . . . .

5.2 Stetige Koeffizienten . . . . . . .. ..
5.3 Halbstetige Koeffizienten . . . . . . . .
5.4 MeBbare Koeffizienten . . . .. .. ..
5.5 Fazit . . ... ...

6 Extremale Losungen
6.1 Existenz . . ... ... ... .. ....
6.2 Maximale und Fundamentallésungen .
6.3 Verteilungsgesetze extremaler Losungen
6.3.1 Losungsmafle . ... ... ...

6.3.2 Eindeutigkeit der Verteilungen, Reinheit . . . . . . .. .. .. ...

6.4 Vergleichssétze fiir extremale Losungen
7 Anhang

Literaturverzeichnis

10
13
13
15
18

20

31

34
35
36
38
44
o6
65

66
67
72
74
74
7
78

Al

A9



Bezeichnungen

By
o(U)
R,
Q.
Ce,

cardB

N(f)
F(f)

Kt,m
X7
P

I .
I
T

Borel-o-Algebra des metrischen Raumes M

von U erzeugte o-Algebra

[0, 00)

QNRy

Raum der stetigen reellen Funktionen auf R,
Ein-Punkt-Kompaktifizierung von R

unendlich ferner Punkt in R

Raum der stetigen explodierenden Funktionen (s. S. 8)
(s. S. 8)

Explosionszeit von z € E (s. S. 8)

(s. S.8)

euklidische Norm in R, x R

Normalverteilung mit Erwartungswert p und Streuung o2
min(a, b)

max(a, b)

aVo

Lebesgue-Mafl auf [Ry x R, Bg, «r]
Lebesgue-Maf auf [R,, Bg, |

Komplement der Menge B

Abschluf} von B

Inneres von B

Rand von B

Indikatorfunktion von B

durch T zeittransformierte Filtration F (s. S. 16)
Wiener-Maf auf [Cr,, (‘BC]R+]

Erwartungswert von Y unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl P
Maéchtigkeit der Menge B

Menge der Nullstellen einer reellen Funktion f
(s. S. 34)

[0,t] x [-m,m]; t,m >0

Km,m

in 7 gestoppter Prozefi X

Einschrinkung der Funktion f auf die Menge B

kartesisches Produkt der Rdume X; iiber die Indexmenge I > ¢

Produkt-o-Algebra iiber die Indexmenge [ > i



1 Einleitung

Wir betrachten die driftfreie eindimensionale stochastische Differentialgleichung

t
(%) X =20+ / b(s, X;)dBs,
0

wobei B einen eindimensionalen Wienerprozef (eine Brownsche Bewegung), b eine reelle
Borel-mefibare Funktion auf [0,00) x R und z( eine reelle Zahl bezeichnet. Man unter-
scheidet verschiedene Losungsbegriffe:

(a) Ein beliebiger Wienerprozefi B wird vorgegeben und dazu ein Prozefl X gesucht,
der (x) erfiillt.

(b) Man sieht den Wienerprozefl als Bestandteil der Losung an. Gesucht wird also ein
Paar aus einem Wienerproze B und einem ProzeS X, welches (%) erfiillt. Der
Wienerproze B kann also auch nachtréglich aus einem geeigneten X konstruiert
werden. Ein solches X heifit schwache Losung von (%).

In der vorliegenden Arbeit werden schwache Losungen betrachtet. Ein Weg zur Kon-
struktion schwacher Losungen eindimensionaler stochastischer Differentialgleichungen ist
die Methode der Zeittransformation. Dieses Verfahren wurde bereits von vielen Autoren
angewandt (siehe etwa [11], Teil I, §15; [12], II1.2; [9]). Die vorliegende Arbeit kniipft an
die Dissertation [21] von T. Senf an.

Der Methode der Zeittransformation liegt folgender Gedanke zugrunde: Jede Losung von
(%) ist ein (moglicherweise explodierendes) stetiges lokales Martingal bis zu einer Stopp-
zeit. Ein solcher Prozefl kann als Wienerprozefl dargestellt werden, dessen Zeitskala in
geeigneter Weise zufillig transformiert wurde.! Dieser Umstand wird zur Konstruktion
von (%)-Losungen ausgenutzt: Man gibt einen Wienerprozefl vor und sucht nach einer
derartigen zufélligen Transformation der Zeitskala, dafl sich der zeittransformierte Wie-
nerprozef als schwache Losung von (x) erweist.

Sei (F;)=0 eine Filtration und W ein adaptierter Wienerprozefl, dessen Zuwéchse W; — Wy
von F, unabhiingig sind (0 < s < t < oo). Eine geeignete Zeittransformation in Form
eines wachsenden Prozesses A ist dann gefunden, wenn jedes A; einerseits eine Stoppzeit
bzgl. (F;)i=0 ist und andererseits die Gleichung

t
(A) A= / b2 (s,W o A,)ds
0

16st. Es gibt genau dann schwache Losungen zu (), wenn (A) lésbar ist.

In der vorliegenden Arbeit soll die stochastische Differentialgleichung (%) mit Hilfe der
Zeittransformationsgleichung (A) untersucht werden.

Fiir (x) und (A) sind verschiedene Eindeutigkeitsbegriffe sinnvoll, insbesondere die Ein-
deutigkeit in Verteilung und die pfadweise Eindeutigkeit. Das Hauptresultat von Kapitel
3 besagt, daf fiir (A) alle eingefithrten Eindeutigkeitsdefinitionen zusammenfallen und
dquivalent zur Eindeutigkeit in Verteilung der Losungen von (x) sind.

INétigenfalls mufl dazu der Wahrscheinlichkeitsraum um einen weiteren, unabhsingigen Wienerproze$3
,bereichert” werden.
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Damit sind Eindeutigkeit in Verteilung und Existenz schwacher Losungen von () voll-
standig durch (A) charakterisiert.

Den zahlreich vorhandenen Existenzaussagen fiir schwache Losungen von (*) ist zumeist
eigen, dafl man entweder Stetigkeitsforderungen an b stellt oder anderenfalls Nullstellen
von b, falls sie iiberhaupt zugelassen werden, nach Moglichkeit ignoriert. Das Verhalten
einer Losung in der Nidhe der Nullstellen ist aber auch fiir nichtstetige b interessant;
zum Beispiel, weil sich gerade dort zu entscheiden scheint, ob eine Losung eindeutig in
Verteilung ist.? Im Kapitel 5 werden analytische Bedingungen fiir b gesucht, die die Exi-
stenz einer Losung von (A) bei vorgegebenem Wienerprozefl mit beliebigem Startpunkt
sichern. Dabei gehen wir von besonders einfachen Funktionen aus, fiir die (A)-Losungen
dank der klassischen Séatze bereitstehen, und steigen mittels monotoner Approximation
solcher Losungen in zwei Schritten schliellich zu einer Klasse melbarer Funktionen auf.
Fiir diese Funktionen wird ein einfacher Existenzsatz formuliert, der , wesentliche® Null-
stellen zulaBt; ein durch eine entsprechende (A)-Losung zeittransformierter Wienerprozefl
W o A kann in so einem Fall Teile der Menge aller Nullstellen von b konstant durchlaufen.
Ebenso kann aber auch die Menge aller Aufenthaltszeitpunkte in den Nullstellen von b
nirgends dicht und dennoch von positivem Maf} sein.

Alternativ kénnen Existenzaussagen auch mit Hilfe von Straffheitsargumenten getrof-
fen werden ([22], [20]). Bei der in dieser Arbeit durchgefiihrten direkten Konstruktion
der Losungen von (A) kann aber dariiberhinaus nachgewiesen werden, daf§ die Wer-
te der konstruierten Losungen Stoppzeiten zur kleinstmoglichen Filtration sind, an die
der Wienerproze adaptiert ist.® Solche Losungen heifien rein. Diese Eigenschaft ist von
selbstdndigem Interesse, da sie eng mit der Eindeutigkeit von (A) und der sogenannten
Darstellbarkeitseigenschaft stetiger lokaler Martingale zusammenhéngt. Wir gehen darauf
in Kapitel 4 ein.

Es seien ein festes b und ein Wienerprozefl W mit der Filtration (F;).>¢ gegeben. Die Klasse
aller (A)-Losungen zu b, W und (F;)s0 ist ein Verband: Maximum und Minimum zweier
Losungen sind wieder Losung. In Kapitel 6 geben wir eine einfache und gleichzeitig recht
allgemeine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines maximalen und eines minimalen
(= extremalen) Elements in diesem Verband an. Wir stellen weiterhin fest, daf§ extremale
Losungen nicht von der verwendeten Filtration abhéngen. Vielmehr sind sie rein, wenn es
zu jedem Wienerprozef extremale Losungen gibt. In diesem Fall kénnen wir auch zeigen,
daB jeweils alle maximalen und alle minimalen Losungen dasselbe Verteilungsgesetz haben.

Den Abschluf} bilden Vergleichssétze fiir extremale Losungen. Sie konnen — wie das Kon-
zept der extremalen Losung iiberhaupt — fiir Eindeutigkeitsaussagen niitzlich sein.

Extremale (A)-Losungen haben, abgesehen von ihrem theoretischen Wert, auch eine an-
schauliche Interpretation: Die durch solche Losungen zeittransformierten Wienerprozesse
kann man sich als Beispiel eines extrem ,ruhigen® bzw. ,unruhigen“ Verhaltens einer
(%)-Losung vorstellen.

Einige Hilfsédtze sind im Interesse einer kompakteren Darstellung in einem Anhang zu-
sammengefaft.

2Man vergleiche die folgende Aussage: Fiir Funktionen b mit 0 < A < b> < A < 0o, \,A € R ist die
Losung von (x) eindeutig in Verteilung (s. [25] 7.3.3).
3unter allen Filtrationen, die die sogenannten tblichen Bedingungen erfiillen;



1 EINLEITUNG 6
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2 Grundlagen

2.1 Standard-Borel-Riume

Es sei [Q,F,P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und A eine o-Unteralgebra von F. Mit
E(I4]A) (w), w € Q, A € A, bezeichnen wir die bedingte Erwartung der Indikator-
funktion von A unter A. Diese ist bekanntlich nur P-f.-s. eindeutig definiert. Laf3t man
A die o-Algebra F durchlaufen, dann sind bestimmte Versionen von E (14| A) (w) als be-
dingtes Wahrscheinlichkeitsmafl unter A interpretierbar. Dabei ist es einleuchtend, gewisse
Forderungen zu stellen.

Definition 2.1 Eine Abbildung P(-,-) : Q x F — [0, 1] heifit reguldres bedingtes Wahr-
scheinlichkeitsmafs unter A, falls gilt:

(i) Fiir jedes w € Q ist P(w, ) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf [, F].
(ii)) P(-, A) ist A-meBbar fiir jedes A € F, und es gilt

P(A) = /Q P(w, A)P(dw).

(iii) Es gibt ein N € A mit P(N) = 0 derart, dafl P(w, A) = I4(w) gilt fiir jedes w ¢ N
und jedes A € A.

Es ist allgemein bekannt, dafl man eine solche regulére bedingte Wahrscheinlichkeit finden
kann, wenn 2 ein polnischer Raum ist, ¥ die o-Algebra der Borelmengen und A abzéhlbar
erzeugt ist (s. etwa [25], 1.1.6 und 1.1.8). Parthasarathy zeigte, dafl dies auch noch fir
allgemeinere Raume zutrifft. Fiir einen metrischen Raum X sei By die o-Algebra der
Borelmengen.

Definition 2.2 Ein mefibarer Raum [Q, F] heiit separabel, wenn fiir jedes w € 2 die
Einermenge {w} in F enthalten ist.

Definition 2.3 Seien [, F], [, F] meBbare Rdume. Die o-Algebren F und F heiflen
o-isomorph, falls es eine Bijektion 7 : § — JF’ mit den folgenden Eigenschaften gibt:

o (m(A))¢ =m(A°) fiir alle A € T;
o U2 m(A) =nm (U2, A) fiir A, € F,i e N;

Definition 2.4 [Q, F] heiit Standard-Borel-Raum, falls es einen polnischen Raum X gibt,
dessen Borel-o-Algebra Bx zu F o-isomorph ist.

Es ist nicht iiberraschend, auf diesen Rdumen zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf bedingte
regulire Wahrscheinlichkeiten zu finden. Wir formulieren die entsprechende Aussage fiir

den Fall einer meBbaren Abbildung aus einem Standard-Borel-Raum auf einen anderen
Standard-Borel-Raum. Zu einer Abbildung 7 sei 7—!(B) das Urbild der Menge B.

Satz 2.5 (K.R. Parthasarathy) ([19] V.8.1) Seien [Q2,F], [V, F'] separable Standard-
Borel-Riume, P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf [Q,F] und 7 : Q@ — Q' eine F/F' -
mefbare surjektive Abbildung. Sei weiterhin P’ := P o n ! das von m in Q' erzeugte
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Bildmaf$. Dann gibt es ein requldres bedingtes Wahrscheinlichkeitsmafl von P unter ,
d. h. eine Abbildung
P(,): Q' xF —10,1]

mit den Figenschaften

(1) Fiir jedes w' € Q' ist P(w',-) ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf [, F] .
(ii) P(-, A) ist F'-mefbar fir jedes A € F, und es gilt fir jedes A’ € F

P(ANT 1(A)) = / P(w, AP (dw').

!

(iii) Es gibt ein N' € F' mit P'(N') = 0 und P(w', 7 Y(A")) = L4 (') fiir jedes ' ¢ N’
und jedes A’ € F'.

Satz 2.6 ([19] V.2.3) Es seien [Q,F], [¥,F| Standard-Borel-Riume und F @ F' die
Produkt-o-Algebra von F und F'. Dann ist [QQ x Q' F @ F'] ein Standard-Borel-Raum.
Gilt A € F, so ist auch die Spur [A, AN F| ein Standard-Borel-Raum.

Die o-Isomorphie eines Standard-Borel-Raumes [€2, F] zur Borel-o-Algebra des polnischen
Raumes ist oft nicht direkt beschreibbar, denn F ist meist nur durch ein Erzeugendensy-
stem bestimmt. In der folgenden speziellen Situation kann man aber schon vom Erzeu-
gendensystem schlieflen.

Definition 2.7 Auf einem meflbaren Raum [Q2, F] heifit ein nichtleeres A € F Atom, falls
aus B C A, B € F stets B = A oder B = () folgt.

Satz 2.8 ([19] V.4.1) Es sei (), eine wachsende Folge von o-Algebren auf Q0 und
F = 0 (U,en Fn)- Ist jedes [Q,F,] ein Standard-Borel-Raum und gilt fiir jede fallende
Folge (Ap), ey von Atomen A, € I, stets (),on An # 0, dann ist auch [Q, F] ein Standard-
Borel-Raum.

2.2 Explodierende Funktionen

Fiir diese Arbeit ist der Begriff der stetigen explodierenden Funktion grundlegend. Wir
fiithren in diesem Abschnitt keine Beweise aus und verweisen hierzu auf [21]. Mit R be-
zeichnen wir die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von R nach Alexandrov und mit X den
unendlich fernen Punkt. Sei R, := [0, 00). Fiir eine Funktion z : R, — R fithren wir ein:

S(z) = mmf{teRy : z(t) =X}, inf:=o0;
D™(z) = inf{teRy : |z(t)| >m}, meN.

Als den Raum der stetigen explodierenden Funktionen bezeichnen wir die Menge

E— {m ‘R, > : z:[0,5(x)) — R ist stetig, a:hs(m)’oo) = } |

D™ (xz) < S(x) fur S(z) < 0o, m € N
Sei auflerdem

E. ={z € FE : z(0) =0, x wichst monoton auf [0, S(x))}.
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Wir bemerken, daf ein z € E im Falle S(z) < oo schon vor dem Zeitpunkt S(x) jeden
beschriankten Bereich iiberschreiten (,explodieren”) mufi. Die Grofie S(x) heifit Ezplo-
sionszeit. In ;. kann man wegen des Wachstums der Funktionen den unendlich fernen
Punkt X mit +oo identifizieren. Wir kénnen E metrisieren, etwa durch

te[0,n

dp(x,y) = Z 27" sup} (lz(t) AnV (—n) —y(t) AnV (—n)| A1)

fiir z,y € E. Der metrische Raum (E, dg) ist separabel, aber nicht vollstdndig. Weiterhin
stimmt die Borel-o-Algebra Bg mit der von den Zylindermengen erzeugten o-Algebra
tiberein. Sei X; die Koordinatenabbildung in E zur Zeit ¢t > 0, also X;(z) = z(t), v € E,
und

& =0(Xs,0<s<t), t=0.

Dann ist (€)= eine Filtration und Bg = o (Ut>0 Et). Die mefibaren Abbildungen D™ (x)
und S™(x) := D™(x) Am, z € E, sind dann fiir (€;);>0 Stoppzeiten, was leicht einzusehen
ist, wenn man in Betracht zieht, dafl ein x € E schon durch alle Koordinatenabbildungen
X mit rationalem t < S(z) eindeutig bestimmt ist. Wie allgemein bekannt, ist nun

Esm ={B€Bp: BN{ze€FE :S"(z)<s} €&, s=0}

eine o-Algebra. Es gilt offenbar S™(x) < S™(x), m € N, z € E. Torsten Senf zeigt nun
in [21], Kap. 2,

e daBl Bg von |, Esm erzeugt wird;

neN

e daB jedes [E, Egm] ein Standard-Borel-Raum ist, da €gm o-isomorph zur o-Algebra
des Standard-Borel-Raums [Cgr, ,Egm N Cr, ] ist, wobei Cr, den metrischen Raum
aller stetigen reellen Funktionen auf R, bezeichnet;

e dafl zu jeder fallenden Folge (An,),,cy von Atomen A, € Egm der Durchschnitt
MNmen Am nicht leer ist.

Da {z} € B fiir jedes x € E gilt, folgt mit Satz 2.8:
Satz 2.9 [E, Bg| ist ein separabler Standard-Borel-Raum.

Man iiberzeugt sich leicht von der Tatsache Ey € Bg. Nach Satz 2.6 ist dann [E., Bg, |
ein Standard-Borel-Raum. Der Raum der stetigen Funktionen Cg, ist mit der Metrik

do(w,y) =Y 27" sup (Ja(t) =y L), oy € O,
n—1 te[0,n

ein polnischer Raum, also trivialerweise ein separabler Standard-Borel-Raum. Wieder-

um nach Satz 2.6 ist dann wegen ’BC]R+ ® Bg, = ’BCMX& auch [C’R+ X E+,’BCR+XE+]

ein separabler Standard-Borel-Raum. Die Projektion m(w,z) := w, (w,z) € Cr, x Ey

ist offenbar ’BqR+X By / TB(;]R+ -meflbar und surjektiv. Mit Satz 2.5 erhalten wir dann das

folgende Ergebnis:

Satz 2.10 Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf [Cr, X E+,BCR+XE+], so gibt es eine
requldres bedingtes Wahrscheinlichkeitsmaf$ unter m.
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2.3 Der Wahrscheinlichkeitsraum

Es seien ein reellwertiger stochastischer Prozefl X = (X;);>0 auf dem Wahrscheinlichkeits-
raum [(2, F, P] und die Filtration F = (,);>0 gegeben, bestehend aus Teil-o-Algebren von
F. Ist X an [F adaptiert, so schreiben wir (X, F). Die kleinstmogliche derartige Filtration
zu gegebenem X ist FX = (FX) 0 mit

FX =0(X,,0<s<t), t=0.
Weiter bezeichnet
NP ={ACQ:3A cTmit AC A, P(4A) =0}

die Klasse der P-Nullmengen. Im Falle N¥ C 7 heifit der Wahrscheinlichkeitsraum
vollstindig. Wir schreiben fiir eine beliebige Teil-o-Algebra A C F

NPVA=cNPUA).

Eine Filtration I heifit rechtsstetig, wenn F; = Fyy := (.o Fite, t = 0, gilt. Wir sagen,
I erfiille die diblichen Bedingungen, wenn F rechtsstetig ist und Fy bereits N¥ enthilt.
Auflerdem fiihren wir die von ' abgeleiteten Filtrationen

FP = (97),., = (F. VNP)

und FY = (F7), = (Fur VNT)

t=0 t=0 t=0 t=0

ein (es gilt (.-, (fng V NP) = (ﬂa>0 ?t+a) V N®). Haben wir fiir zwei Filtrationen F, G
die Relation &; C G;, t > 0, dann schreiben wir F < G und nennen F kleiner oder gleich
G. Es handelt sich demnach bei IFE um die kleinste Filtration, die gréfler oder gleich
ist und die iiblichen Bedingungen erfiillt. Im Falle F = F¥X schreiben wir

G¥ == (F¥)" .

Handelt es sich bei €2 um einen Funktionenraum mit Argumenten in R, etwa um Cg,,
dann ist die Koordinatenabbildung X;(z) := z(t), ¢ > 0, « € Cr,, ein stochastischer
Prozel. Wenn wir etwas lax vom ,stochastischen Prozefl x* sprechen, ist der Prozefl der
Koordinatenabbildung gemeint. Ein Prozel X mit stetigen oder explodierenden stetigen
Pfaden induziert im Raum [Cg,, Bc, | bzw. [E, Bp] das mit P¥ bezeichnete BildmaS8. Es
heifit die Verteilung von X.

Definition 2.11 F sei eine Filtration auf [Q2, F, P]. Ein stetiger adaptierter Prozefl (W, F)
heifit in xq startender Wienerprozefs, falls Wy = xq P-f.-s. fiir ein 2y € R gilt und fiir alle
0 < s <t< oo der Zuwachs W; — W, von F; unabhéngig ist und N(0,t — s)-verteilt.

Die Zahl xg € R wird in dieser Arbeit stets der P-fast-sichere Startpunkt aller betrachte-
ten Wienerprozesse und Losungen stochastischer Differentialgleichungen sein. Wir gehen
nicht ndher auf ihn ein und treffen keine von xy abhéngigen Aussagen. Sei daher nun z
beliebig fixiert. Wir nennen einen in x( startenden Wienerprozef3, der an eine Filtrati-
on adaptiert ist, welche die iiblichen Bedingungen erfiillt, einen diblichen Wienerprozef.
Bekanntlich ist ein iiblicher Wienerproze8 (W,F) ein stetiges lokales Martingal mit der
(P-f.-s. eindeutigen) quadratischen Variation (W), =t, ¢t > 0. Der folgende Satz von Paul
Lvy besagt, dafl dies bereits die Wienerprozesse unter allen F-adaptierten stetigen lokalen
Martingalen mit dem Startwert xy charakterisiert (s. [15] Th. 3.3.16).
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Satz 2.12 (P. Lévy) Die Filtration F erfiille die tiblichen Bedingungen. Ein P-f.-s. in
xo startendes stetiges lokales Martingal (X, ) mit der quadratischen Variation (X), =t,
t >0, P-f.-s. ist ein (ublicher) Wienerprozefs.

An dieser Stelle sei bereits erwiihnt, daf ein Wienerprozefl (W, G") die sogenannte Dar-
stellbarkeitseigenschaft besitzt (s. Definition 4.1). Fiir solche Prozesse ist die Filtration
G" bereits rechtsstetig (s. [5], Proposition 1). Sie erfiillt also die iiblichen Bedingun-
gen. Daher ist ein Wienerprozef3 (VV, GW) ein ublicher Wienerprozefl. Wir miissen aber
teilweise mit groferen Filtrationen arbeiten. Hierbei gilt folgendes:

Lemma 2.13 Sei (W, ) ein Wienerprozef auf [Q,F, P], dessen Filtration nicht die ibli-
chen Bedingungen erfillen muf. Dann ist (W,FY) ein (iblicher) Wienerprozefs.

BEWEIS: Ein quadratisch integrierbares Martingal (M, F) ist ein ebensolches beziiglich
FP. Fiir Martingale (M,F?) gilt generell

E (M |FY,) =My, Pfos., 0<s<t<oo.
Auf das stetige W angewendet, heifit das
E(Wt‘"fi):WS P-f-s., 0<s<t<oo,

so daB8 (W,F?) ein Martingal ist. Da (W), = ¢, t > 0, P-f.-s. auch fiir (W,F¥) gilt, folgt
mit Satz 2.12 die Behauptung. |

Sei S eine F-Stoppzeit. Ein R-wertiger ProzeB (X, F) heifit stetiges lokales Martingal bis
S, wenn es eine wachsende Folge von F-Stoppzeiten 7,, < S, n € N, gibt, die P-f.-s. gegen
S konvergiert, und wenn fiir jedes n € N der in 7,, gestoppte Proze (X 1, ,F) ein stetiges
lokales Martingal ist. Mit X7 sei der in 7 abgestoppte Prozef3 X bezeichnet.

Jedem stetigen lokalen Martingal (M, F) ist P-f.-s. eindeutig die quadratische Variation
((M),F) in der Weise zugeordnet, dafy (M? — (M), F) ein stetiges lokales Martingal ist.
Wir betrachten kurzzeitig zwei stetige lokale Martingale (M, F), (M’,F), die sich bis zu
einer Stoppzeit 7 nicht unterscheiden mogen. In diesem Fall gleichen sich P-f.-s. auch (M)
und (M’) bis 7, was durch Abstoppen und mit Hilfe des ,,optional sampling“-Theorems
leicht nachpriifbar ist. Daher kann man auch einem stetigen lokalen Martingal (X, F) bis
zur Stoppzeit S eine quadratische Variation P-f.-s. eindeutig zuordnen. Bildet ndmlich 7,
die bewuflte gegen S konvergente Folge von Stoppzeiten, so setzen wir

_fX™), ¢+ dnmitT, >t
<X>t'_{ 400 : t=S

Da fiir n < m offensichtlich

X7 =X, t>0, Pfes

tATh tATn 3

gilt, ist diese Definition P-f.-s. korrekt. Auf der P-Ausnahmemenge sei (X) gleich Null.

Wir betrachten jetzt ein X mit Pfaden in E. Offenbar ist (X) an F adaptiert und ein
wachsender und in Null startender, auf [0, S(X)) stetiger Prozef§ mit (X >|[ $(X)00) = TO°
P-fast-sicher. Gilt auch noch (X)g ) = (X)gx) P-f.-s., so liegen die Pfade von (X)
P-f-s. in E,. Fir S(X) = oo ist dabei nichts zu zeigen. Im Falle S(X) < oo liefert die
folgende Aussage u.a. das Gewiinschte (vgl. auch [6], Lemma 2).
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Lemma 2.14 Sei X mit Pfaden in E ein stetiges lokales Martingal bis S(X).

(i) Es gilt (X)sx)— = +00 auf {S(X) < oo} P-f.-s.

(i) Auf {(X), < +oo} ezistiert P-f.-s. der endliche Grenzwert Xo = lim;_, X;.

Folglich hat (X) P-f.-s. Pfade in E, .

BEweEIs: (i) Wir wollen zunéichst die Stoppzeitenfolge aus der Definition des stetigen
lokalen Martingals bis S(X) durch eine spezielle Folge ersetzen. Sei 7™ eine wachsende
Folge von Stoppzeiten mit 7" < S(X), lim, ., 7" = S(X) P-f-s., fiir die (X™",F) ein
stetiges lokales Martingal ist. Jeder Prozef (X7 "P™(X) T) ist ebenfalls ein — obendrein
beschranktes — stetiges lokales Martingal und daher ein Martingal. Mit majorisierter Kon-
vergenz rechnet man wegen der Stetigkeit und Beschranktheit von XP™X) leicht nach,
daB auch (XP™X) ) ein stetiges (und beschriinktes) Martingal ist. Die Grofe

T, =1inf{s >0 : (X), >n}, inf(:=o0

ist eine Stoppzeit und daher (X TAD™H(X) F) nach dem ,optional sampling“-Theorem fiir
festes m und n ein beschréanktes stetiges Martingal. Demnach gilt

das heiflt, die Familie (X;ar,npm (x))t=0,men ist fiir festes n gleichméBig integrierbar. Fiir fi-
xiertes ¢ und n ist aber auch (Xiar, apm(x), Fiaraapm(x))men €in gleichméBig integrierbares
Martingal. Nach einem Satz von Doob (s. [23], Satz VII.4.1) konvergiert dann XinraAD™(X)
fiir m — oo P-f.-s. gegen eine quadratisch integrierbare, o. B. d. A. endliche Zufallsgréfie
Y: », mit

(2.16) EY;, <af+n.

Da die Pfade von X in E liegen, gilt auf {S(X) < oo} die Gleichung |Xpmx)| = m.
Wegen

Xinrprpm(x) — Yin  P-f-s.

und der Endlichkeit von Y;,, mufl daher auf {S(X) < oo} P-f.-s. die Relation tAT, < S(X)
gelten. Da ¢ und n beliebig waren, erhalten wir auf {S(X) < oo} nun 7, < S(X) = S((X))
P-f-s., n € N. In diesem Fall ist aber (X) = n, womit limy;s(x) (X), = +00 = (X) gy
folgt.

(ii) Sei 0 < s <t < oo. Es gilt fiir jedes m € N
(2.17) E (Xinranm(x)| Fs) = Xoamapm(x) P-f-s.

Nach (i) ist tA7, < S(X) P-f.-s. fiir S(X) < oo und beliebige ¢, n. Fiir S(X) = oo dagegen
ist das trivial. Die rechte Seite von (2.17) konvergiert also mit m — oo P-f.-s. gegen
Xsar,- Nach der Maximalungleichung von Doob gilt wegen (2.15) fiir die Zufallsgrofle
M = sup,,cn ‘Xt/\Tn/\Dm(X)‘ die Abschéatzung

2
EM? =E sup (Xinroanm(x))” < 4 sup EX?., \pmix) < 4(xo+ 1),
me me

so daf} wir mit M {iber eine integrierbare Grofie verfiigen, die die Folge (|Xt A AD™(X) ])meN
majorisiert. Auf Grund des Satzes iiber die Konvergenz bedingter Erwartungswerte ([23],
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IT §7, Satz 2) konvergiert damit die linke Seite von (2.17) P-f.-s. gegen E ( Xia,, | Fs). Folg-
lich ist auch (X ™, ) fiir festes n ein Martingal, das wegen (2.16) gleichméflig integrierbar
ist. Solche Martingale haben aber P-f.-s. einen endlichen Grenzwert fiir ¢ — oo (s. z. B.
[15], Problem 1.3.19), das heifit, X, ist P-f.-s. fiir alle n € N endlich. Wegen

{(X) o <00} = [J{m =0}

neN

folgt daraus die Behauptung. [ |

2.4 Stochastische Differentialgleichungen und Zeittransformati-
on

2.4.1 Losungsbegriff fiir die stochastische Differentialgleichung

Wir betrachten die eindimensionale stochastische Differentialgleichung
t
X =20+ / b(s, Xs) dBsq
0

mit dem zeitabhdngigen Borel-mefibaren Diffusionskoeffizienten
b:Ry xR —RU{—00,+o0}

und dem iiblichen Wienerproze3 (B,F). Es ist sinnvoll, auch sogenannte explodierende
Losungen zu betrachten — in unserem Fall heifit das, als Losungen Prozesse zuzulassen,
die mit positiver Wahrscheinlichkeit bereits zu endlicher Zeit jeden beschrénkten Bereich
in R verlassen.

Sei nun ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum [Q, F, P] gegeben.

Definition 2.18 Ein Prozef (X,F) auf [Q,F, P| heifit schwache Ldsung der stochasti-
schen Differentialgleichung

t
(SDE) X, = 2o+ / b(s,X,)dB,, t<S(X), P-f-s.,
0

wenn es einen iiblichen Wienerproze§ (B, F) gibt, so daf§ folgende drei Eigenschaften
erfiillt sind:

(I) X hat Pfade in E.
(II) X ist F-adaptiert.
(III) Es gilt

tAD™(X)
(219) Xt/\Dm(X) = X +/ b(S,XS) dBS7 t > 0, m € N, P-f.-s.
0

Soll in (SDE) der Koeffizient b besonders ausgezeichnet werden, schreiben wir (SDE)(b).
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Die Filtration F ist als rechtsstetig vorausgesetzt. Daher ist die zufillige Zeit D™ (X) fiir
jeden rechtsstetigen oder linksstetigen F-adaptierten Prozefl X eine F-Stoppzeit, weshalb
D™(X) auch eine Stoppzeit fiir Prozesse mit Pfaden aus E ist. Durch Forderung (II) ist
damit der Integrand in (2.19) progressiv mefibar.

Offenbar haben wir es bei einer (SDE)-Losung mit einem stetigen lokalen Martingal bis
S(X) zu tun. Dies ergibe im Verein mit (III) bereits einen konsistenten Losungsbegriff,
der nur das Verhalten eines Prozesses bis zu einem vorgegebenen ,,Zeithorizont“ in Form
der Stoppzeit S(X) beriicksichtigt. Die Pfade einer Losung kénnten dann mit positiver
Wabhrscheinlichkeit fiir ¢ T S(X) endliche linksseitige Grenzwerte haben und anschlies-
send nach X springen. Es wéire demnach moglich, aus einer nichtexplodierenden Losung
nachtréglich eine ,,explodierende® zu machen, indem man die Pfade der Losung ab einer
beliebigen gegebenen Stoppzeit auf den Wert X setzt. Man erhielte also eine Losung bis
zu dieser Stoppzeit. Eigenschaft (I) erzwingt dagegen, dafl es sich bei einem endlichen
,Zeithorizont” um den Zeitpunkt einer echten Explosion in folgendem Sinne handelt: Der
Pfad verldfit im Falle S(X) < oo fiir t T S(X) jeden beschrénkten Bereich.

Die quadratische Variation einer explodierenden (SDE)-Losung ist von spezieller Gestalt.
Wegen (2.19) erhalten wir zunéchst

tAD™(X)
(2.20) (XP"X) = / V(s,X)ds, t>0, meN, P-f-s.
0
GeméB der Definition von (X) folgt
t
(2.21) (X), = / b2(s, X,)ds, t<S(X), P-f-s.
0

Da X Pfade in F hat, liegen nach Lemma 2.14 die Pfade von (X) P-f.-s. in E,. Auf der
Ausnahmemenge setzen wir (X) gleich Null.

Unter (I) und (II) impliziert Eigenschaft (III) die Gleichung (2.21). In [21], Satz 3.1.3,
wird die Umkehrung in folgendem Sinne bewiesen:

Satz 2.22 Der auf [Q), F, P] gegebene Prozefy (X,F) erfiille (I), (II) und (2.21). F geniige
den tblichen Bedingungen. Dann hat (SDE)(b) eine schwache Losung.

BeEweEIS: Wir fithren den Beweis nicht in allen Einzelheiten aus und verweisen ansonsten
auf [21]. Sei auf [, F, P’] ein iiblicher Wienerproze (B’,F’) definiert. Wir nennen dann
den Wahrscheinlichkeitsraum

QLF P =[xV, FF PP

eine Erweiterung von [Q, F, P] und

X(w,w')=Xw), Bww):=DBW), (wuw)eQdx

die natiirlichen Einbettungen von X bzw. B’ in Q, fiir die u. a. (X)i(w,w') = (X)i(w),
(B)i(w,w') = t, t > 0, P-fs. gilt. Mit F := (F; ® J}),, ist (X, F) ein stetiges lokales
Martingal bis S(X) und (B, F) ein Wienerproze8. Wir setzen

t t
B, = /Ob1(87Xs)f[o,s<)2>>(8)f{bséo}(S?Xs)dXs+/O Lig(%),00(8) dBs

t
+ [ Tosin(s) T (5. ) aBe £ 0.



2 GRUNDLAGEN 15

Durch_Abstoppen iiberzeugt man sich, dafl diese stochastischen Integrale wohldefiniert
und FP-adaptiert sind. Fiir die quadratische Variation ergibt sich mit (2.21)

t t
<B>t = \/O‘ 672<S7Xs) I[O,S(X))(S) I{b;ﬁo}(S,XS) d<X>S + \/O‘ I[S(X),OO)(S) dS

t
+/[; 1[075()2))(3) I{b:[)}(s,Xs) dS
t
= /Ob2(37Xs>I[o,s(fc))('s)I{b;eo}(S,Xs)bZ(S,Xs)dS

t t
+/O I[S(X),oo)(s) d5+/0 I[O,S(X))<S) Lip=0y(s, Xs) ds
= t, t>0, P-f-s.,

so daf <B , FE) nach Satz 2.12 ein iiblicher Wienerprozef ist. Es gilt weiterhin

-AD™(X) L tAD™(X) ~ 5
/ I{b:[)}(&X) dX, = / I{bzo}(S,Xs)bZ(S,XS) ds
0 0

t
= 0, t>0, meN, Pf-s,

also

-AD™(X) ~ ~
/ I{b:[)}(S7X) dX, =0, meN, P-f-s
0

und damit wegen D™(X) < S(X), m € N,

tAD™(X) ~ tAD™(X) - - - ~
/ b(s,Xs)dBs = / 6(87Xs)bil(S,XS)I{b?go}(S,Xs) dX,
0 0

tAD™(X) 5 B
+/ I{bzg}(S,Xs) dXS
0

tAD™(X) )
_ / A%, = Xyppmiz) — 70, 30, meN, Pefos.
0

Der Prozef3 (X' ,]F‘E) ist also eine schwache (SDE)(b)-Losung. |

2.4.2 Zeittransformation

Wir fithren zunéchst ein Resultat {iber Zeittransformationen unter dem Integral an. Es
sei A: Ry — [0,00] eine wachsende Funktion. Die wachsende und rechtsstetige Funktion
(2.23) Ty=inf{s>0: A;>t}, t>0, infl:=c0

mit Werten in [0, oo] wird rechtsstetige Inverse von A genannt. Liegt ein A auBlerdem in
E., dann gilt A, = Ao, At, und T ist auf [0, A,] streng wachsend.

Lemma 2.24 Fiir jede meflbare nichtnegative Funktion g auf R, sind die folgenden
Lebesgue-Stieltjes-Integrale wohldefiniert und erfillen die Gleichheit

t At
/0 g(s)dAs = /o 9(T) ds
(s. [8], Lemma 1.6).
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Gegeben sei der vollstiandige Wahrscheinlichkeitsraum [, F, P] und die Filtration F, die
die {iblichen Bedingungen erfiillen soll. Sei aulerdem 7 eine F-Stoppzeit. Wir definieren
die o-Algebra

F.={BeF:Bn{r<s}eF, s=>0}.

Fiir eine weitere Stoppzeit o > 7 P-f.-s. gilt offenbar F, O F,.

Definition 2.25 Ein Prozefl T' mit Werten in [0, co] heifit F-Zeittransformation, wenn
T, < T; P-f-s. fiir beliebige 0 < s <t < oo gilt und jedes T; eine F-Stoppzeit ist.

Die Familie FoT := (Jr,),, ist offenbar eine Filtration, und 7" ist (FoT")-adaptiert. Erfiillt
F die iiblichen Bedingungen und ist T rechtsstetig, dann erfiillt auch F o T die iiblichen
Bedingungen. Haben wir einen rechtsstetigen wachsenden Prozefl (A, F), so rechnet man
leicht nach, dafl der durch (2.23) definierte rechtsstetige wachsende Prozefl T' eine F-
Zeittransformation ist — vorausgesetzt, I ist rechtsstetig. Umgekehrt ist dann A eine
F o T-Zeittransformation.

Der folgende Satz modifiziert das wohlbekannte Theorem von Dambis und Dubins &
Schwarz.

Satz 2.26 Sei (X,F) ein stetiges lokales Martingal bis S(X) mit Pfaden in E, wobei F
den tblichen Bedingungen geniigen mdge. Bezeichnet T die rechtsstetige Inverse zu (X),
so ist der Prozeff (W,G) = (X oT,F o T) mit der Definition

Xnw@) : Tw) < SXW))
(X oT)(w) = Xoo(w) + lmy_o Xi(w) existiert und ist endlich, T;(w) = o0
Tog : sonst

ein P-f.-s. stetiges lokales Martingal mit

(2.27) (W), =tA(X). P-f-s.

o)

In einer geeigneten Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraums finden wir einen tblichen
WienerprozefS (W, G) derart, daff fir die natirlichen Finbettungen X, (X),T gilt:

(228) Wt/\<X>oo - Tt y W<X>t == Xt, t 2 07 P—f.—S.
BEWwEIS: Wir stellen fest, dafl (X o7, F o T') ein P-f.-s. stetiger adaptierter Proze$ ist:
e Die Konstanzintervalle von X und (X) fallen P-f.-s. zusammen (s. [6], Prop. 1), so
daB X o T auf [0, (X)gx)_) P-f-s. stetig ist (vgl. [15], Probl. 3.4.5 (iv)).

o Auf {(X)_ =oo}ist T} < S((X)) = S(X) P-f-s. fiir t > 0, da (X) nach Lemma
2.14 P-f.-s. Pfade in E hat. Folglich ist hier X oT" auf [0, 0o) stetig. Auf {(X)__ < oo}
dagegen existiert P-f.-s. der endliche Grenzwert lim; ., X; (Lemma 2.14)

Der Rest des Beweises verlduft wie bei dem wohlbekannten Analogon dieses Satzes fiir
stetige lokale Martingale (s. [15], Probl. 3.4.7). |

Umgekehrt gilt:
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Satz 2.29 Sei (W,F) ein ublicher Wienerprozef$ und A eine F-Zeittransformation mit
Pfaden in E,. Dann ist der Prozeff (X,F o A) mit

Wi (w) + t<S(Aw)), limsup,_, |[Ws(w)| = +o0
(2.30) X(w) = Xt > S(Aw)), limsup, . |Ws(w)| =+
Ty : sonst

firt >0, w € Q ein stetiges lokales Martingal bis S(A) mit Pfaden in E, und es gilt
S(X)=S(A) P-f.-s. und

(2.31) (X), = A, t>0, P-fs

BeEweEIs: Die Pfade von X liegen offensichtlich in £, wobei der Fall limsup,_,  |Ws(w)| <
oo nur in einer P-Ausnahmemenge auftritt. Ebenso ist mit dem oben Gesagten evident,
daB X und A an F o A adaptiert sind. Wir definieren 7,,,, m € N, nach (2.23) und
erhalten eine wachsende Folge von (F o A)-Stoppzeiten, die gegen S(A) konvergieren und
auf {S(A) < oo} kleiner als S(A) sind. Aulerdem gilt Ay, = Aoc Am. Firm e N, t >0
bekommt man nun

X[m = War, aae = Wagnmna, = Winna, -

Aus dem ,optional sampling“-Theorem folgt, daB8 (W,aa,, F At)t>0 ein stetiges Martingal
ist mit

(2.32) (Wipa ye=mANA, t=>0, P-f-s., meN.

Also ist (X,Fo A) wegen T, =S (A) ein stetiges lokales Martingal bis S(A). Gleichung
(2.31) ergibt sich nun aus (2.32) mit m — oco. Aus (2.31) folgt S((X)) = S(A) P-f.-s. und
mit der Definition von (X) daraus S(X) = S(A) P-f.-s. |

Bemerkung 2.33 Ist W ein Wienerprozefl und A ein wachsender Prozefl mit Werten in
[0, 00], so definieren wir W o A geméf (2.30).

Wir wenden jetzt die Sitze 2.26 und 2.29 auf eine (SDE)-Losung (X,F) an und setzen
hierbei voraus, dafl der Wahrscheinlichkeitsraum bereits geeignet erweitert wurde, so dafl
es einen iiblichen Wienerprozefl (W, G) mit (X,F) = (W o (X),Go (X)) gibt. Man erhlt,
da (2.21) von X erfiillt wird:

(2.34) <X>t:/0t62 (s, Wo(X),)ds, t=>0, P-f-s.

Statt direkt (SDE)-Losungen zu konstruieren, erweist es sich oft als einfacher, zu einem
Wienerprozef Zeittransformationen wie z. B. (X) zu finden, die (2.34) 16sen. Wir fiihren
daher die folgenden Begriffe ein:

Definition 2.35 Sei f : Ry xR — [0,00] eine mefibare Funktion und [Q2, F, P] ein
vollstéandiger Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Prozel A mit Pfaden in F, heift schwache
Lésung der Zeittransformationsgleichung, wenn es einen iiblichen Wienerprozef§ (W, F)
gibt, so daf3

(2) zﬁzlv@M%AQ%7t<SM% Pofos.

gilt und A eine F-Zeittransformation ist. Wir nennen dann ((W,F), A) ein Léosungspaar.
Entsprechend ist (Z) schwach l6sbar, wenn es irgendein Losungspaar gibt. Mit Ly g(f) sei
die Menge aller Prozesse bezeichnet, die mit (W, F) ein Losungspaar bilden. Wir schreiben
(Z)(f) fiir (Z), wenn f betont werden soll. Die Gleichung (Z)(f) heiBt stark losbar, wenn
man zu jedem vorgegebenen tiblichen Wienerprozef§ (W, F) eine (Z)(f)-Losung findet.
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Insbesondere kann man bei starker Losbarkeit einen Wienerprozef mit der speziellen
Filtration G" vorgeben. In Analogie zum starken Losungsbegriff bei stochastischen Dif-
ferentialgleichungen kann man sich eine entsprechende starke Losung A — deren Werte A,
s > 0, samtlich G"-Stoppzeiten sind — als ,,output® des Wienerprozesses denken: Abge-
sehen von einer P-Ausnahmemenge, bestimmt der Verlauf von W bis zur Zeit ¢ > 0 den
Verlauf von A bis zum Erreichen des Wertes t. Wir betrachten solche Losungen speziell
in Kapitel 4.

Offenbar ist (Z)(f) schwach 16sbar, wenn es stark losbar ist. Es folgt nun die grundlegende
Aussage, welche uns iiberhaupt erméglicht, die stochastische Differentialgleichung (SDE)
mit Hilfe von (Z) zu untersuchen.

Satz 2.36 Die Gleichung (SDE)(b) ist genau dann schwach ldsbar, wenn (Z)(b*) schwach
lésbar ist.

BEWEIS: Sei X eine Losung von (SDE)(b) fiir einen geeigneten Wienerprozefl. Also erfiillt
X die Gleichung (2.21). Auf einem erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum gibt es dann nach
Satz 2.26 einen iiblichen Wienerprozef3 (W, G), so daB fiir die natiirliche Einbettung X
Eigenschaft (2.28) erfiillt ist. Hierbei ist (X) eine G-Zeittransformation. Die Gleichung
(2.21) gilt auch auf dem erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum, so daf8 sich nach Einsetzen

<X>t=/0tb2 (S,WO<X>5) ds, t<S{X)), P-f-s.

ergibt. Also ist ((W,G), (X)) ein Losungspaar zu (Z)(b?).
Sei ((W,TF), A) ein (Z)(b*)-Losungspaar. Nach Satz 2.29 erfiillt (W o A, Fo A) wegen (2.31)
Gleichung (2.21), so dafl es mit Satz 2.22 eine schwache (SDE)(b)-Losung gibt. |

Bemerkung 2.37 Der Begriff einer starken (Z)(b?)-Losung ist trotz der oben erwithnten
Analogie weit entfernt von dem einer starken (SDE)(b)-Losung. So gibt es etwa fiir das
bekannte Beispiel von Tanaka mit zg = 0, b(t, 2) = 2[(g,c)(z) — 1, (t,2) e Ry x R, 0* =1
offensichtlich starke (Z)(b*)-Losungen, aber keine starke (SDE)(b)-Losung (s. [15], Bsp.
5.3.5). In Kapitel 5 werden wir einen beliebigen iiblichen Wienerprozef vorgeben und dazu
starke (Z)(b?) Losungen finden.

2.4.3 Eine Ungleichung von Krylov

Die Konstruktion der starken (Z)-Losungen erfolgt durch monotone Approximation. Da-
bei sind Erwartungswerte gewisser Integrale von Funktionen tiber (SDE)-Losungen ab-
zuschétzen. Hierzu ist die folgende Variante einer Ungleichung von Krylov ein machtvolles
Werkzeug (s. [16], §7). Wir setzen fir t > 0, m € N

Ky = [0,t] x [-m,m] und K, = Kynm-

Lemma 2.38 Es sei A das Lebesgue-Mafl auf Ry xR, ¢ : Ry x R — [0, 00| eine mef-
bare Funktion und X eine (SDE)(b)-Losung zur mefbaren Funktion b : Ry xR — R U
{+00, —c0}. Seien auflerdem t > 0 und m € N beliebig. Dann gibt es eine nur von m
abhingige Konstante C.,, so daf$ gilt:

1
2

tAD™(X)
(239) E/ Q/J(S, X5> ’b(S,XS)| dS < Cm ( 1/12 d)\) = Cm||¢||L2(Kt’m,)\) .
0 Kt,m
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Fiir ein (Z)(b*)-Losungspaar (W,F), A) gilt

tAD™(WoA)
(2.40) E/ (s, W o Ay) |b(s, W o Ag)|ds < Crl|th]| L2k, ) -

0

ZuMm BEWEIS: Ein Beweis von (2.39) findet sich in [20]. Nach Satz 2.36 ist die Einbet-
tung von W o A in einen geeigneten erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum eine schwache
(SDE)(b)-Losung. Es folgt (2.40), da sich bei dieser Gleichung im urspriinglichen wie er-
weiterten Wahrscheinlichkeitsraum auf der linken Seite derselbe Erwartungswert ergibt. B
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3 Eindeutigkeit

Fiir Losungen stochastischer Differentialgleichungen sind verschiedene Eindeutigkeitsbe-
griffe sinnvoll. So heifit eine (SDE)(b)-Losung eindeutig in Verteilung, wenn fiir zwei be-
liebige Losungen X, X', die moglicherweise auf verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen
[Q,7,P], [, 5, P’] definiert sind, PX = (P)X" gilt. Eine (SDE)(b)-Losung heit pfad-
weise eindeutig, wenn fiir zwei (SDE)(b)-Losungen X, X’ bzgl. desselben Wienerprozesses
stets X; = X, t > 0 P-f.-s. gilt. In analoger Weise kénnen wir diese Begriffe auch auf die
Zeittransformationsgleichung anwenden.

Definition 3.1 Seien auf [Q,F,P;] und [Qq,F2,Py] die (Z)(f)-Losungspaare
(WY TFY), AY) bzw. ((W? F?), A%) gegeben. Eine (Z)(f)-Losung heiBt eindeutig in Ver-
teilung, wenn die Verteilungsgesetze zweier beliebiger (Z)(f)-Losungen gleich sind, d.h.,
wenn P‘f‘l = P§2 gilt.

Ein Lisungspaar zu (Z)(f) heit eindeutig in Verteilung, falls die Verteilungsgesetze aller
(Z)(f)-Losungspaare gleich sind, d. h., wenn PﬁWl’Al) = PéWQ’Az) gilt.

Die Losung von (Z)(f) heifit pfadweise eindeutig, falls fiir einen beliebigen iiblichen Wie-
nerprozefl (W,F) auf dem Wahrscheinlichkeitsraum [Q2, F, P] und zwei beliebige Losungen

A, A" € Lywr(f) stets Ay = A}, t > 0, P-f.-s. gilt.

Wir werden sehen, dafl die Eindeutigkeit von (SDE)-Losungen in Verteilung in enger Be-
ziehung zu den Eindeutigkeitsbegriffen der (Z)-Losungen steht. Zunéchst erhalten wir eine
Aussage iiber die Abgeschlossenheit von Ly p(f) bzgl. Maximum- und Minimumbildung.
Es sei (A* A A?)y := AL AN A2t > 0, und (A Vv A?), := Al V A% t > 0, fiir reellwertige
stochastische Prozesse A' und A?. Fiir eine reelle Zahl a sei [a]* :=a V0.

Lemma 3.2 Es sei f eine lokal integrierbare Funktion auf Ry und F(t) := fot f(s)ds,
t > 0. Dann gilt

[F(t)]" = /0 F($){rsy=opds, t=>0.

(Beweis s. Lemma A21)
Satz 3.3 FEine Losungsmenge Lywr(f) # 0 ist ein Verband bzgl. A und V.
BEWEIS: Zu zeigen ist:

AL A € Lwp(f) = A'ANAYA'V A% e Lwp(f).

Maximum und Minimum zweier Stoppzeiten sind wieder Stoppzeiten. Daher sind A'\/ A2
und A' A A? wie A' und A? F-Zeittransformationen. Mit (Z)(f) und Lemma 3.2 gilt fiir
eint < S(AY) VvV S(A?) P-f-s.:

t -+
Alp AT = Ag_[Ag_AgrzAg_Uo (F(s, W 0 AY) — F(s,W o A2) ds
t
= A%—/ (f(s,WOAi)—f(s,WOAi)) Ttai_a2>01 ds
0
t t
= /f(&WOAi) (1= Itazsazy) ds+/ fls, W o AN I 415 a2y ds
0 0

_ /tf(s,wo(A;AA@)ds,
0
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das heift, es ist A* A A% € Lyp(f) (analog fiir A' v A?). |

Im Gegensatz zu Ly (f) ist die Menge LFE(b) aller (SDE)(b)-Losungen bei gegebenem
Integrator (B,G) und gegebenem b im allgemeinen kein Verband. Aus der Verbands-

struktur von L3¢ (b) kann man némlich unter gewissen (geringfiigigen) Forderungen an

b bereits schliefen, dafl sich die (SDE)-Losungen in LFE(b) P-f-s. gleichen; das heifit,
dieser Verband ist trivial (s. [21], Bew. zu Satz 4.2.1).

Bevor wir zum Hauptresultat dieses Kapitels kommen, sind einige technische Vorberei-
tungen zu treffen.

Lemma 3.4 Fiir zwei Prozesse A, A% auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum mit Pfa-
den in E. und gleichen Verteilungsgesetzen PA = P4 gelte Al < A2t >0, P-f-s.
Dann sind A und A% P-f.-s. identisch.

BEWEIS: Sei t € R, und K € N. Sei weiterhin BX := AIAK,i = 1,2. Dann ist BfX —BE >
0 P-f.-s. und wegen PP = PP auBerdem EBF = EBY, das heift E (B — Bf) = 0.
Eine P-f.-s. nichtnegative Zufallsgrofle mit Erwartungswert Null ist P-f.-s. identisch Null.
Folglich gilt Bf = B P-f.-s., und wir erhalten P(A} = A7) =P (Ngey {BF = BX}) =
1. Da E separabel ist, folgt die Behauptung fiir alle ¢t > 0. |

Lemma 3.5 FEs seien [Q1, F1, P1] und [Qq, Fa, Py] Wahrscheinlichkeitsriume und

(Wk,Ak> : [Qk,gjk] — |:CR+ XE+730R+XE+:| s k:1,2
meflbare Abbildungen, deren Verteilungsgesetze P,E:Wk’Ak) gleich sein mogen. Weiterhin soll
(3.6) P, <limsup |Wt’“‘ = +oo> =1, k=1,2,

t—o0

gelten. Dann sind die gemdf (2.30) definierten Abbildungen W' o A und W?2 o A? stocha-
stische Prozesse mit Pfaden in E, und es gilt P¥V1°A1 = P‘Q’V%AQ.
BEWEIS: Die Menge

Cr, = {w € Cg, : limsup|w(t)| = —1—00}

t—o0

gehort zu ’BqR+, so daf [C’R L X By, ’Bé]R+ y EJ ein Standard-Borel-Raum ist (s. Abschnitt

2.2). Wir koénnen daher die BildmaBe P,(ka’Ak) wegen (3.6) auf den mefibaren Raum
[C’R X By TBGMX E+] einschriinken. Sei die Abbildung ¢ : Cr . X B, — F definiert durch

. _ Jow(a(t) - t<S()
g(w,m)._Wom._{ Mt S(x)

KB, / Bp-Melbarkeit von g. Wegen der JFy / BC'R+X , ~Mefbarkeit

von (W*, A¥) ist die Verkniipfung g(W*, A*) dann Fy /B g-meBbar, wobei W* zuvor auf
der Pj-Ausnahmemenge von (3.6) auf eine Funktion w € Cg, abgeéndert wurde. Fiir ein
beliebiges B € Bg folgt daraus

Wir zeigen die TBCN]R+

P, (W'o Al € B) =P ) (g 1(B)) = PV ) (g 1(B)) = Po(W?0 A2 € B) |
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und die Behauptung ist gezeigt. Es reicht, die Beziehung ¢~!(B) € BC'R+X p, fur Men-

gen der Gestalt B={y € E : y(t) € (a,b)} mit a,b € R, t > 0 nachzuweisen, denn diese
bilden ein Erzeugendensystem fiir Bg. Wir haben

y%Bp:&ww)eqth+:@mxxoeahm}

Es sei Q die Menge aller nichtnegativen rationalen Zahlen. Wir zeigen nun

ca(t) €(s—=mTs+mTh),
37 58 =) ) U{wx € Cu x By DOEE Tt }

q=1m=1seQ4

Die Menge {...} auf der rechten Seite gehort offensichtlich zu B

R XEp)

(3.7) gilt, auch ¢~ !(B) € Béﬂhx g, erhalten. Wir zeigen zuerst die Relation ,C*:

so dafl wir, falls

Sei g(w, z) € B, also (w o x)(t) € (a,b). Wegen der Offenheit von (a, b) existiert ein g € N,
so daB auch noch (w o x)(t) € (a + ¢ ', b— ¢ ') gilt. Da w stetig ist, gibt es weiterhin ein
r > 0 mit

w((z(t) —r,z(t)+7r) C(a+qgb—q).

Wir finden nun fiir ein beliebig gewéhltes m € N ein s, € Q4 derart, da8 |z(t) — s,,| <
r Am~! ist. Damit existiert zu ¢ und m ein s,, aus Q, mit

z(t) € (s —m Y s +m ™) und w(sy,) € (a+q¢tb—qt).

Das heifit, (w,z) ist ein Element der rechten Seite von (3.7).
Zum Beweis der Relation ,,O“ nehmen wir nun an, wir hétten ein (w, z) € Cr . X B, und
ein ¢ € N, so daf fiir alle m € N geeignete s, € Q, mit

z(t) € (sm—m Y sm+m™) und w(sy,) € (a+q¢ Hb—qt)

existieren. Mit m — oo miissen diese s, gegen x(t) konvergieren und damit w(s,,) gegen
(wox)(t). Die w(s,,) sind aber Elemente von (a + ¢~',b — ¢ '), das heifit, (woz)(t) liegt
in [a+q¢',b—q'] C(a,b). Man erhélt also (w,z) € g~ (B). |

Wir untersuchen nun den Zusammenhang der verschiedenen Eindeutigkeitsbegriffe fiir
(Z)-Losungen. Es zeigt sich, daf sie alle zusammenfallen. Beim Beweis tibertragen wir
sinngemé&f ein Verfahren aus dem bekannten Satz von Yamada und Watanabe, der insbe-
sondere besagt, dal die pfadweise Eindeutigkeit von (SDE)-Losungen die Eindeutigkeit
in Verteilung nach sich zieht (s. [27]).

Satz 3.8 Sei f : R, x R — [0, 00| meflbar. Folgende Eigenschaften sind dquivalent:

(I) Das Losungspaar zu (Z)(f) ist eindeutig in Verteilung.
(IT) Die (Z)(f)-Losung ist eindeutig in Verteilung.
(ITT) Die (Z)(f)-Ldsung ist pfadweise eindeutig.

Bemerkung 3.9 Wir nennen daher im Falle (I) bis (III) die (Z)-Losung schlicht eindeu-
tig.
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Beweis: Die Inklusion (I) = (II) ist trivial.

(IT) = (III): Seien auf einem Wahrscheinlichkeitsraum [Q, F, P] ein iiblicher Wiener-
prozefl (W,F) und zwei beliebige A', A? € Lyr(f) gegeben. Nach Voraussetzung gilt
P4 = P# und fiir jedes weitere A € Ly p(f) ebenfalls P4 = P4, Nach Lemma 3.3
liegen auch A := A' A A% und A := A"V A% in Lyp(f), fir die dann P4 = P4 gilt.
AuBerdem haben wir A4, < A} < Ay, t >0, P-f-s., i = 1,2. Mit Lemma 3.4 folgt dann
A=A, t >0, Pf-s. also Al = A2 t >0, P-f.-s."

(IIT) = (I):  Es gelte (II1), und die Losungspaare ((W?, ), A?) seien auf den Wahrschein-
lichkeitsriumen [€;, F;, P;] gegeben (i = 1,2). Die Abbildungen (W, A") induzieren auf
dem Raum [C’R L X EJMBCMX g, | die Verteilungsmafle

pi = P

7 )

i=1,2.

Die Randverteilung der ersten Komponente des Produktraumes Cr, x E ist dann das
Wienermafl W, die der zweiten das jeweilige Verteilungsgesetz von A’. Wir definieren nun
einen weiteren Wahrscheinlichkeitsraum, in dem einige Randverteilungen den Mafien P*
entsprechen. Nach Satz 2.10 gibt es fiir die Projektion m(w,z) = w, (w,z) € Cr, x E,
ein regulires bedingtes Wahrscheinlichkeitsmafl von P* unter 7, also eine Abbildung

Pi(7) : CR+XBCR+XE+_>[O,1]
mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Pi(w,-) ist fiir alle w € Cg, ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf |Cg, X E., BCMX PHE

(ii) Pi(-, B) ist fiir alle B € By, xi, beziiglich B, meBbar, und fiir B € Bc, gilt

/

P' (B xE,)NB) = / P’ (w, BYW (dw) .
(iii) Es gibt ein N € Bg, mit W(N) =0, so daB fiir jedes w ¢ N und jedes B’ € Bc,
die Gleichung Pi(w, B’ x E,) = Ip(w) gilt.

Uns interessiert die bedingte Verteilung von A® unter W* bzw. im Wahrscheinlichkeitsraum
[C’R X By TBCR+ X By > Pi] die bedingte Verteilung von x € E unter w € Cg, . Wir fithren
deshalb die Abbildung P’(-, -): Cg, x B, — [0, 1] mittels

(310) PZ(’UJ, B) = Pi(’w, C]R+ X B), w e CR+ y B e BE+ R

ein. Fiir B € Bg,, B’ € BCR+ gilt entsprechend

Pi(B’xB)Z/ P'(w, B)W (dw) .

!

4Tatséchlich nutzen wir hier nur die schwiichere Voraussetzung, daf die Verteilungen aller Lésungen
zu demselben Wienerprozef3 gleich sind.
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Wir betrachten nun den mefibaren Raum [C’R X B x By, TBC]R+ «E+xE, | und darauf das
Wahrscheinlichkeitsmaf3

P(B) ::/ / / Ip(w, x1, 22) P (w, dz, ) P?(w, doy) W (dw), B € QBCR+XE+XE+.
CR+ EL JEL

Offensichtlich gilt dann
P(BxE, xD)=P*BxD) und P(BxDxE,)=PYBxD)

fir B € B, , D € B, . Also erfiillt das Paar (w, z;) aus (w, z1, z2) P-f.-s. die Gleichung
(Z)(f) unter P (i = 1,2), denn natiirlich ist P? auf ebenjenen Paaren (w, z) konzentriert,
die (Z)(f) erfiillen. Um zu zeigen, daf§ (w, x;) auf [CR+ X E. x EL, Bey, xpyxps V i\ P]
ein Losungspaar ist, benétigen wir noch eine Filtration K dergestalt, dafl

(a) (w,K) ein iiblicher Wienerproze8 ist und

(b) z; eine K-Zeittransformation.

Es ist X : Cr, — R die Koordinatenabbildung X;(x) = z,, € Cr,. Wir definieren fiir
t > 0 folgende Teil-o-Algebren von BCR+ bzw. Bg, :

(3.11) B, = o(Xs:0<s<t);
Dy = o({x el z(u)<s}:ueR,0<s<t).

Wir fiithren weiterhin die Filtrationen B := (B;)i>0, D = (D;)s>0 und das Produkt zweier
Filtrationen B ® I := (B; ® D;);>¢ ein. Es wird nun gezeigt, daf

(3.12) K:=(B&DxD)?

die gewiinschten Eigenschaften erfiillt. Nach Konstruktion von D und B ist x; offensicht-
lich eine B ® D ® D-Zeittransformation und w auferdem B @ D ® D-adaptiert. Um (a) zu
beweisen, ist noch die Unabhéngigkeit eines Zuwachses (w(t) —w(s)) von XK, fiir beliebige
0 < s <t < oo zu zeigen. Wegen Lemma 2.13 geniigt es, wenn wir die Unabhéngigkeit
von B, ® D, ® D, beweisen, wofiir auch schon die Unabhéngigkeit von den Elementen
eines N-abgeschlossenen Erzeugendensystems von B, ® D, ® D, ausreicht, z. B. fiir das
System {B x Dy x Dy : B € B,, Dy, Dy € D} (s. [1], Korollar 6.4).

Wir zeigen jedoch zunéchst, daff w im Wahrscheinlichkeitsraum [CR L X B, Bcﬂh X By 1 Pi]

beziiglich der Filtration B ® D ein Wienerprozef ist. Entsprechend ist die Unabhéngigkeit
von (w(t) —w(s)) und B; ® Dy zu zeigen, wofiir in diesem Raum die Unabhéngigkeit von
Mengen B x D fiir B € B,, D € D, und Mengen {(w,z) € Cr, x E; : w(t) —w(s) € T'}
fiir I' € Br hinreicht. Wir konnen dabei etwa spezielle D der Form

z(uy) < s1,...,2(uy) < sp,uj; € Ry, }

(3.13) D::{m€E+: s;€0,s],j=1...neN

withlen, deren Gesamtheit ein N-abgeschlossenes Erzeugendensystem fiir D, bildet. Da A°
eine Fi-Zeittransformation ist, erhalten wir

{A"e D} = {4l <si} €T
k=1~
€ J,
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Es folgt, da (W F*) ein Wienerproze$ ist,

P/(Bx Dn{w(t) —w(s) eT}) = P;({W'e B}n{A" e Dyn{W; - W, eT})
eFi
= P,(W'e B, A"c D)P;(Wi —-W!eT)
P(B x D)P*(w(t) —w(s) €T).

Damit sind wir in der Lage zu zeigen:

Lemma 3.14 Sei s > 0. Fiir Mengen D € D, ist P'(-,D) beziiglich (ES)WHBCR+
mejSbar.

BEWEIS: (fiir i = 1) Es sei C® := {w(- A's) : w € Cg, }. Die Projektion
Te:Cr, X By — C® | rm(w,z) =w(- As), (w,z)€Cr, xE,,

ist (B, ® {0, E,}) /Bo -mefbar und surjektiv. Da C®) € B, gilt und nach Satz 2.6

[C®), Bow] ein Standard-Borel-Raum ist, gibt es nach Satz 2.10 ein regulires beding-
tes Wahrscheinlichkeitsmafs PL(-, -) von P! unter m,. Insbesondere ist dann die Abbil-
dung C® 5 v’ — f’;(w’, B) fiir alle B € ’l3CR+X]5+ bzgl. By meBbar. Da das Abstoppen
Cr, Dw— w(- As) € CY seinerseits eine B, /B -mefibare Abbildung ist, erhalten
wir mit P!(w(- A s), B), w € Cg,, B € Bce, xB,, eine bedingte Verteilung von (w, z) un-
ter w, die nun allerdings B,-mefibar ist. Analog zu (3.10) sei dann PL(-,-) die B,-mefibare
bedingte Verteilung von x unter w im Wahrscheinlichkeitsraum [Cgr, % Ej, B, By s Pl
d. h., es gilt:

(i) Pi(w,-) ist fiir alle w € Cr, ein WahrscheinlichkeitsmaB auf [E,, Bg, ].

(ii) PL(-, D) ist fiir alle D € Bp, beziiglich B; meBbar, und fiir B € B gilt

(3.15) P! (Bx D) = / Pl(w, D)W (dw) .

Das Lemma ist bewiesen, wenn wir fir D € D,
(3.16) P!(-,D)=P!(-,D) W-f.-s.

zeigen. Dann ist P1( -, D) nimlich sowohl bzgl. BV als auch TBC]R+ mefibar (nach Eigen-
schaft (ii) des bedingten Wahrscheinlichkeitsmafies). Fiir (3.16) reicht es, fiir beliebige
beschrinkte B¢, -mefbare F' : Cp, — R die Gleichung

/ F(w)P'(w, D)W (dw) = / F(w)P(w, D)W (dw)
C]R+ CR+
nachzuweisen. Solche F' haben eine Darstellung als Ito-Integral beziiglich des Wienerpro-

zesses (w, G") mit einem bzgl. G* progressiv mefbaren Integranden ®:

Fw)=c+ /000 ®, dw(u) W-f.-s.
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(vgl. [15], Th. 3.4.18). Wir spalten das Integral in die Integrationsbereiche [0, s], (s, 00)
auf und erhalten

[ FwP oW = [ Fw [P Wi
| - [ R:&F(w)fD(m)Pl(dwdx)
= ¢ /; XE+ID(x)P1(dwdx)

+/CR e /:o B, duw(u) P (dw dz)

In [CR+ x B, BcﬂthHPl} ist (w,B® D) ein Wienerprozef und damit [; ®, dw(u), da
beschrankt, im Wahrscheinlichkeitsraum [C’R L X By BCR+ <E +7P1} ein Martingal beziig-

lich (B ® ]ID)EI, so daf fiir den letzten Summanden wegen D € D, gilt:

/CR " Ip(z) /:o &, dw(u) P (dwdz) = EP Ip(z) /SOOCPudw(u)

= EP'Ip(z) EP < / "o, dw(u)
—= 0.

5,00)

Wir erhalten mit (3.15), da [ ®, dw(u) im Wahrscheinlichkeitsraum [Ckg, , Bey, » W] be-
ziiglich (B,)W mefibar ist:

/C F(w)P'(w, D)W (dw)

+

= C/CR P (w, D)W(dw)—l—/c]R . /Os ®,, dw(u) P! (dw dx)

317) = ¢ /C P D)Wl + /C R /O @y duw(u) PL(w, DYW (duw)

+

Der ProzeB ([, @, dw(u),G") ist in [Cr,, Bc,, » W] ein Martingal, so daf

EW </:o®udw(u) Bs) =0

gilt. Wegen der B,-MeBbarkeit von P!(-, D) kénnen wir dann in (3.17) die Integrations-
grenze durch oo ersetzen, so dafl wir auf der rechten Seite

/C F(w)P(w, D)W (duw)

+

erhalten. ]
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Wir zeigen nun die Unabhéngigkeit von Ereignissen {w(t) — w(s) € I'} mit I' € Br und
Ereignissen der Gestalt B x Dy x Dy, B € By, Dy, Dy € D,. Nach Lemma 3.14 gilt

(3.18) P ({w(t) —w(s) e T} N (B x Dy x Dy))
P! (w, Dy)P?*(w, Dy)W (dw)

/{wECR+ sw(t)—w(s)eT }NB

_ /C PL(w, D1 )P2(w, Dy) Iy (w) I (w(t) — w(s)) W (dw)

+

— EWY P!(w, D,)P(w, Ds)I(w) EV (Ip(w(t) —w(s)) ‘238)

_ /B PL(w, Dy) P(w, Dy) W(dw) W (w(t) — w(s) € T)
= P(Bx Dy xDy)P(w(t) —w(s)el).

Der Proze (w,K) ist also in [C’R+ x B, x E,, NPV ’BCMXE+XE+, P} ein iiblicher Wie-
nerprozeB. Folglich sind ((w,K),z;) und ((w, K), z5) Losungspaare zu (Z). Nach Voraus-
setzung gleichen sich dann z; und zo P-f.-s., so daf§ fiir beliebige I' € BCR+, A € Bg,
gilt:
(319) Py ((W'AY el xA)

= P'I'xA)=P(TxAxCr,)=P (I xAxCr,)N{z:=1})

= P(DxCr, xA) =P*(I'xA) =P, (W?,A*) € x A) .

Damit ist die Gleichheit der Verteilungsgesetze von (W1, A') und (W?, A?) gezeigt. M

Folgerung 3.20 Ist (Z)(f) eindeutig losbar, dann finden wir einen Operator F' : Cg, —
E, dergestalt, daff A = F(W) P-f.-s. fiir irgendein Losungspaar (W,F), A) gilt. Dieser
Operator ist <TB;N N BCR+>/ D,-mefbar fir jedes s > 0. Mit anderen Worten implizie-
ren schwache Existenz und Findeutigkeit der (Z)(f)-Losung die Existenz starker (Z)(f)-

Losungen. Hat man ndamlich irgendein Losungspaar gefunden, so gewinnt man aus thm
den Operator F und mit dessen Hilfe Losungen zu jedem beliebigen tiblichen Wienerpro-

zefs.

BEWEIS: Wir nehmen an, die Wahrscheinlichkeitsraume [€2;, F;, P;] aus dem Beweisschritt
»(III) = (I)“ von Satz 3.8 seien identisch und darauf das Losungspaar ((W,F), A) gegeben.
Wir nennen die Verteilung von (W, A) nun P! und das bedingte Wahrscheinlichkeitsmaf}
P!(-, -). AuBerdem benutzen wir das dort konstruierte Wahrscheinlichkeitsmafl P. Wegen
der Eindeutigkeit haben wir

1 = P(.’El:&?g)

= / Iz =y PH(w, dzy) P (w, dy) W (dw)
C]R+><E+XE+

(3.21) = / P'®@ P(w, {7; = 22}) W(dw),
Cr,
wobei P! @ P! (w, -) das Produktmafl von P!(w, -) und P!(w, -) ist. Folglich gilt fiir W-fast
alle w € Cg, :
(3.22) (P'@P") (w,{z1 =z2}) = 1.
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Die Menge N all der w, fiir die (3.22) nicht gilt, liegt nach Eigenschaft (ii) regulérer
bedingter Wahrscheinlichkeiten in B¢, . Bei einem Produkt-Wahrscheinlichkeitsmaf kann
die gesamte Masse aber nur dann auf der Diagonale {z; = x5} liegen, wenn es ein Produkt
zweier gleicher Diracmafle ist.® Zu allen w, fiir die (3.22) gilt, gibt es darum ein x(w) € E.,
so daf3

Pl(w, ) = (Sw(w)

ist. Wir bezeichnen mit 0 die Nullfunktion in £, und setzen

| z(w) : weN°
F(w).—{ 0 : weN

Nach Lemma 3.14 ist P1(-, D) fiir ein D € D, beziiglich BV N B, meBbar. Gleichzeitig
gilt PY(w, D) = 6p(uw) (D) = Ip(F(w)) fiir alle w € N°. Wir haben also

F YD) = NNnFYD)UN°NnF YD)
NNEF Y DN{0H)UNN(IpoF) ({1}
= NNF(DN{0)UN“N (P, D) ({1}).

Das Urbild F~*(D N {0}) ist entweder leer oder Obermenge von N, und das Urbild
(P'(-, D))" ({1}) liegt in BYY N'Be, . Wegen N € Be, liegt dann auch F~'(D) selbst
in BV N (BC]M- Der Operator F ist also BYV N TBCM/ D,-meB3bar.

Man setzt nun in (3.21) die Menge {z; =z = F(w)} statt {z; = x2} ein und erhélt

P(zy =29 = F(w)) =1.

Wie in (3.19) rechnet man aus, dafl auch (W, F(W)) unter P die Gleichung (Z)( f) erfiillt.
Weiterhin wird in Folgerung 3.23 gezeigt, dal F'(W) eine F-Zeittransformation ist. Also ist
((W,F), F(W)) ein Losungspaar. Die pfadweise Eindeutigkeit liefert dann A, = F(W)(t),
t>0, P-f-s. [ |

Folgerung 3.23 Ist (Z)(f) eindeutig losbar und (W, F), A) ein Lisungspaar, dann ist A
sogar eine GW -Zeittransformation.

BEWEIS: A ist genau dann eine G"-Zeittransformation, wenn SZV / D.-MeBbarkeit bei
A Q — E, fiir jedes s > 0 vorliegt, denn dies ist gerade dann der Fall, wenn fiir beliebige
0<r<sundt>0 die Menge {A; <7} in SL’V liegt (insbesondere also fiir r = s). Zu
zeigen ist daher wegen A, = F(W)(t), t > 0, P-f.-s. die G/ D,-MeBbarkeit von F o W

fiir jedes s. Sei s fixiert. Der Operator F ist BY N ’BCR+/ Ds-mefibar und W, da stetig

und FW-adaptiert, ¥ / B,-meBbar. Man rechnet leicht nach, dal dann W auch G / BW-
meBbar ist. Also erhalten wir die GV / D,-MeBbarkeit der Komposition F o . [ |

Es folgt nun das Hauptresultat dieses Kapitels — die Charakterisierung der Eindeutigkeit
von (SDE)-Losungen in Verteilung mit Hilfe des Eindeutigkeitsbegriffs fiir (Z).

Satz 3.24 Sei b: R, x R — RU{—o00,+0o0} meflbar. Dann sind die folgenden FEigen-
schaften dquivalent:

°Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf y auf [Q, ] und ein A € F gilt im Falle 4 ® pu(w; = wq) = 1 néimlich
w(A) = p@ (A x QN{ws =ws}) = p @ u(A x A) = p?(A). Daraus folgt u(A) € {0,1}. Es gibt also ein
w € Q mit u = 6,.
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(i) Die schwache Lisung von (SDE)(b) ist eindeutig in Verteilung.

(i) Die (Z)(b*)-Lésung ist eindeutig.

BEWEIS: (ii) = (i): Es seien mit X' und X? zwei auf den Wahrscheinlichkeitsréiu-
men [Qy, 1, Py| bzw. [Qy, Fo, P3| definierte schwache (SDE)(b)-Losungen gegeben. Wir
kénnen voraussetzen, dal die Wahrscheinlichkeitsrdume bereits geeignet erweitert wur-
den, so dafl wir nach Satz 2.26 und 2.36 zu solchen iiblichen Wienerprozessen (W' G'),
(W2, G?) gelangen, dafl sowohl W o (X*) = X' 4 = 1,2, gilt als auch (W' G), (X))
bzw. (W?% G?), (X?)) Losungspaare von (Z)(b*) unter Py bzw. Py sind. Die Verteilun-
gen eines Prozesses und seiner Einbettung in einen erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum
sind gleich. Wir nutzen jetzt Eigenschaft (I) in Satz 3.8. Die Paare (W', G'), (X)) und
(W?2,G?), (X?)) haben also nach Voraussetzung dieselben Verteilungsgesetze. Wir kénnen
sicherstellen, daf§ alle Pfade von (X') bzw. (X?) in E, liegen. Da fiir die Wienerprozesse
Wi
P, (hm sup ‘WZ| = —i—oo) =1
t—o0
gilt, erfiillen (W', G'), (X)) und ((W? ,G?),(X?)) die Voraussetzungen von Lemma
(3.5), so daf wir
Pi(l _ PIl/VIOAl _ PI2/V20A2 _ ngz

erhalten.

(i) = (ii): Seien (W', A') und (W?, A?) beliebige (Z)(b?)-Losungspaare auf [, F1, Py]
bzw. [Qa, Fy, Po]. Dann sind nach Voraussetzung X' := W' o A! und X? := W2o0
A? schwache (SDE)(b)-Losungen (auf nétigenfalls erweiterten Wahrscheinlichkeitsriumen)
mit den gleichen Verteilungsgesetzen. Hat man eine Zerlegung IT = {t,=0,t, 2, ...} von
Ry mit lim; . ¢; = 0o und [[II[| := sup;en(t; — #j-1) < o0, so geniigen zu den in D™(X?)
abgestoppten Prozessen X“™ = X" .. (x) die Prozesse der endlichen Quadratsummen

[e.9]

2
St =3 (X - Xim) 20,

J=1

ebenfalls den gleichen Verteilungsgesetzen, da X1™ und X?™ dieselbe Verteilung haben.
Dies ist leicht einzusehen, denn das Abstoppen in D™( )

D,,:E—Cg,, Dy2)=2""" 2cE,

ist eine stetige und daher Bg/ BC}M -mefibare Abbildung, so dafl die Verkettungen D,,0 X"
und D,, o X? in [Cg,, Bcﬂh] dasselbe Bildmaf induzieren. Es sei m € N vorerst fest und
Cy(Cr,) die Klasse aller gleichméflig stetigen beschrénkten Funktionale auf Cg,. Auf
kompakten Intervallen konvergiert S™:#™ mit ||TI|| — 0 in Wahrscheinlichkeit gleichmiilig
gegen die quadratische Variation (X*™) = A® ., (xi)» Was zur Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit beziiglich der Metrik d. in Cg, &quivalent ist. Im polnischen Raum (Cg. , d.) zieht
die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit die schwache Konvergenz nach sich; man rechnet
némlich leicht aus (z.B. analog [1], Satz 5.1), daf fir alle F' € Cy(Cg,) gilt:

EP' F(S"Mm) — EP F(AL pgxs) . T =0, i=1,2.
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Wegen der Gleichheit der linken Seiten fiir ¢ = 1, 2 erhalten wir

1

(3.25) E” F<A~1/\Dm(X1)) = EP2F(A~2/\Dm(X2))7 F e Cy(Cry).

Aus dem monotonen Klassensatz folgt mit Hilfe des Satzes von B. Levi unmittelbar die
Gleichung (3.25) auch fiir alle o (C*(Cr, ))-meBbaren beschréinkten Funktionale. Wegen
o (C’g‘(C’R +)) = TBC]R+ ergibt sich daraus die Ubereinstimmung der Verteilungsgesetze
von Ab™ = A%\Dm(Xl) und A%?™ = A2~/\Dm(X2) fir jedes m € N. Wir wihlen nun
spezielle, in ihrer Gesamtheit mabestimmende Zylinder aus Bg, . Seien ti,...,t, € Ry,
S1,-.., 5y € Ry. Wegen der P-f.-s. monoton wachsenden Konvergenz A>™ === ALt >0,
t = 1,2, erhalten wir

Pl (AI]{l g 317"'7Atln g Sn) = Pl (ﬂ {Azim g Sla"'vAtl,;m < Sn})

meN
= lim P, (Agl’m < sq,. .. 7A§;m < sn)
m—0o0
. 2m 2,m
= lim Py (At2 <sgp ., AP < sn)
m—00
= P2 (A?z < Sg,...,A?n < Sn) .

Folglich haben A! und A? dieselbe Verteilung. |
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4 Reine Losungen

Nach Folgerung 3.23 zieht die Eindeutigkeit einer Losung A € Lwp(f) die Eigenschaft
nach sich, daB A eine G"-Zeittransformation ist. Solche speziellen Losungen sind auch
von allgemeinem Interesse, da diese Eigenschaft eng mit der sogenannten Darstellbarkeits-
eigenschaft verkniipft ist.

Definition 4.1 Sei [Q,F, P] ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum und F eine Fil-
tration mit Fy DO NF. Wir sagen, ein stetiges lokales Martingal (X, F) habe die Darstell-
barkeitseigenschaft, wenn es zu jedem in 0 startenden stetigen lokalen Martingal (Y, TF)
einen vorhersagbaren Prozef (Z,F) gibt, so daf gilt:

t
Y;:/stxs, t>0, P-f-s.
0

Wie bereits fiir den Wienerproze8 bemerkt, ist fiir ein (X, G*) mit der Darstellbarkeits-
eigenschaft bereits G* rechtsstetig (s. [5], Prop. 1).

Die Darstellbarkeitseigenschaft ist z. B. niitzlich, um die Eindeutigkeit von (SDE)-Losun-
gen in Verteilung nachzuweisen. So gilt etwa folgende Aussage ([21], Satz 4.3.4):

Satz 4.2 (T. Senf) Seib: R, x R — R mefbar. Fir jede (SDE)(b)-Losung (X,TF) bis
zur Ezplosionszeit® S(X) seien die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Jeder der gestoppten Prozesse (XDm(X),GXDm(X)) hat die Darstellbarkeitseigen-
schaft (m € N).

(ii) Es ist
(4.3) b2 (s, Xs(w)) >0 (A ®@ P)-fast-iiberall auf [0, S(X)).
Dabei bezeichnet \' das Lebesque-Maf$ auf R..

Dann ist die Losung von (SDE)(b) eindeutig in Verteilung.

Definition 4.4 Sei (W,G") ein Wienerproze und f : Ry x R — [0, 00] mefbar. Ein
A € Ly ew(f) heiBt reine Losung.

Die Eindeutigkeit einer (Z)-Losung impliziert demnach Reinheit. Der Zusammenhang von
Reinheit und Darstellbarkeitseigenschaft besteht nun in folgendem:

Satz 4.5 Sei W ein Wienerprozefs, f : Ry x R — [0, 00] mefbar und A eine reine (Z)(f)-
Lésung zu W. Dann hat fir X == W o A jedes gestoppte (XP" ), GX"" ™)) die Darstell-
barkeitseigenschaft (m € N beliebig).

BEWEIS: Offensichtlich ist D™ (W) eine G"-Stoppzeit und damit der Proze D™(W) A Ay,
t > 0, eine stetige (nichtexplodierende) G"-Zeitransformation. Es gilt

At VAN DTII(W) - At A Aoo A Dm(W) == At VAN ADm(WOA) == At/\Dm(X) 5 t 2 O, m & N,

6Hier wird fiir die Losung nicht die Existenz eines Wienerprozesses als Integrator verlangt, sondern nur
die eines in S(X) gestoppten Wienerprozesses. Insofern verschérfen sich die Voraussetzungen des Satzes.
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(s. dazu auch S. 40) und folglich

Wanpmwy = Xiapm(x) = XtDm(X) , t=>0, meN.
Nach [7], Th. 5 hat dann (XP"(X) GX Dm(X)) die Darstellbarkeitseigenschaft. [

Wir sind damit in der Lage, eine analoge Behauptung zu Satz 4.2 aufzustellen, wobei
generell zu bemerken ist, dafl auf (4.3) — auch in Satz 4.2 — verzichtet werden kann.

Satz 4.6 Sei f : Ry x R — [0, 00] mefibar und jede zu einem beliebigen Wienerprozefs
gegebene (Z)(f)-Losung rein. Dann ist (Z)(f) — falls dberhaupt — eindeutig lGsbar. Ent-
sprechend sind alle schwachen (SDE)(f%)-Lé'sungen eindeutig in Verteilung.

BEWEIS: Seien auf [Q;, F;, P;], i = 1,2, die (Z)(f)-Losungspaare ((W* F*), A®) gegeben.
Sie induzieren in [Cr, x E, By, < . ] die BildmaBie P!, P2, Im Beweis zu Satz 3.8 wurde
klar, daB die Koordinatenabbildung von (w,z) € Cg, x Ey mit der Filtration (B @ D)®’
in [CR+ X E+7BCR+XE+ VNP’ Pi| ein Losungspaar ist (¢ = 1,2). Fiir ein a € (0,1) ist

(w,z) auch unter Q := aP! + (1 — a)P? ein Losungspaar mit der Filtration (B ® D)®,
denn (w,B ® D) bleibt auch unter Q ein Wienerprozef}; ebenso wie P; und Pj ist Q auf
der Klasse aller Paare konzentriert, die (Z)(f) erfiillen. Die restlichen Eigenschaften von
Losungspaaren bleiben trivialerweise erhalten. Nach Voraussetzung ist x unter Q eine
reine Losung zu w. Also hat im Wahrscheinlichkeitsraum [Cr, x E., BCMX BV NQ, Q]
nach Satz 4.5 jedes durch

Z" = (wox)(tND™(wozx)), t=0,

definierte stetige lokale Martingal (Z™, G#™) die Darstellbarkeitseigenschaft. Sei

§2" =0 (U 9;”) .

>0

In der konvexen Menge M (Z™,G?") aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf [Cgr, x Ey,

GZ™], beziiglich derer sich (Z™ G?™) als stetiges lokales Martingal erweist, ist dann Q
ein Extrempunkt (s. [14]). Weil aber auch P und P? zu dieser Menge gehéren und

Qlgym = aP1|9gom +(1— a)P2|ggom
ist, folgt
P1|9£n — P2|9°Zom , meN,
insbesondere also

(WloAl)Dm(WloAl)

(4.7) P!

W2OA2)D"”(W20A2)

= (PY)?" = (P?)?" = P}

Wir setzen X! := Wio Al und X™ := (X)P"(X") j = 1,2, Seien nun ein n € N,
Diy,....D, € Bgund 0 < t; < ... < t, < oo gegeben. Die Verteilung eines stetigen
explodierenden Prozesses X wird eindeutig durch alle Mengen der Gestalt

(48) {th € Dl, cey th S Dn, S(X) > tn}
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mit irgendwelchen D;, t;, n bestimmt, denn diese bilden ein offensichtlich N-abgeschlosse-
nes Erzeugendensystem. So hat nédmlich jeder Einerzylinder {X; € D} mit ¢t > 0, D € By
im Falle i € D die Darstellung

{Xi e D} ={S(X) > t}°U{X; € D\ {M}} n{S(X) > t}
und im Falle X ¢ D
{X; e D} ={X, € D,S(X) > t},

also stets eine Darstellung durch Mengen der Gestalt (4.8). Einerzylinder aber bilden
bereits ein Erzeugendensystem von E.

Mit (4.7) erhalten wir nun

P, (S(X") > t,, X} € Dy,..., X} € D,)
= lim Py (D™(X") > t,, X} € Dy,..., X, €D,)

m—00
— lm P, < sup [ X} <m, XL € Dy,..., X} € Dn)
m—0oQ Ogsgtn

= lim P, < sup X" <m, X;™ € Dy, X, € Dn)

m—0o0 0<s<tn

= lim P, < sup X2 <m, Xp™ € Dy, XM € Dn)

m—0o0 0<s<ty

= Py (S(X?) >t,,X; €Dy,...., X} €Dy) .

Also gilt P = P Dies ist die Situation im Teil ,,(i) = (ii)“ des Beweises zu Satz 3.24.
Es folgt damit P = P4, d.h., die (Z)(f)-Losung ist eindeutig. |

Unter verschiedenen Voraussetzungen an f werden wir die Existenz reiner (Z)-Losungen
zeigen. Diese Voraussetzungen markieren Bereiche, innerhalb deren man hoffen kann,
Bedingungen fiir die Eindeutigkeit der Losung zu finden.
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5 Existenz

Es gibt fiir melbare zeitabhédngige Funktionen b auf R, x R neben den klassischen Satzen
verschiedene Aussagen iiber die Existenz schwacher (SDE)-Losungen. Torsten Senf zeigte
den folgenden Satz:

Satz 5.1 (T. Senf) ([21], 3.5.1) Die Funktionen b* und b2 seien bzgl. X lokal integrier-
bar', d.h., fiir jedes K, = [0,m] x [-m,m], m € N gelte

(5.2) /b2d)\<oo und / b 2d\ < 0.

Dann hat (SDE)(b) eine schwache Lisung.

Beim Beweis wurden in einem ersten Schritt unter strengeren Bedingungen fiir b=2 zu
einem gegebenen Wienerprozel (W, F) starke (Z)(b)-Losungen konstruiert, indem man mit
monotoner Approximation wachsende, F-adaptierte Prozesse T' fand, die die Gleichung

t
(5.3) E:/b‘2(Ts,Ws)ds, t>0, P-f-s.
0

16sen. Deren rechtsstetige Inverse ist dann eine (Z)(b?)-Losung zu (W, F). In einem weite-
ren Schritt wurde dann mit Hilfe von Straffheitsargumenten ein Héufungspunkt in einer
Klasse von Wahrscheinlichkeitsmafien auf [E, B ] gefunden, in welchem sich die identische
Abbildung als Losung von (2.21) erweist. Man kann mit Satz 2.36 hieraus eine schwache
(Z)(b?*)-Losung und eine schwache (SDE)(b)-Losung gewinnen. Die (Z)(b?)-Losung wéichst
P-f.-s. streng monoton — man kann nimlich 5? unter der Bedingung (5.2) o.B.d. A. als
positiv voraussetzen, wenn man nur irgendeine Losung sucht.

A. Rozkosz und L. Slominski schwéchten die Voraussetzungen in folgender Weise ab: Sei
fiir eine Funktion f : Ry X R — Ry mit N(f) die Menge aller Nullstellen von f bezeichnet
und

(5.4) F(f)::{m€R+><R::EEU,Uoffen:>/f_1d)\:+oo}.
U

Satz 5.5 (Rozkosz, Stominski) Fiir jeden Punkt (t,z) € F(b?) sei
(5.6) b(s,z) =0 fiir \'-fast-alle s € [t,00),

wobei \' das Lebesque-Maf auf R, bezeichnet. Ist auflerdem b? lokal integrierbar, so gibt
es eine schwache (SDE)(b)-Ldsung.

Die Losung wird hier gewonnen, indem man eine Folge von (SDE)-Losungen zu anderen
Koeffizienten gewinnt, die der Funktion b in allen Punkten mit einer festgelegten Minde-
stentfernung zu F(b?) gleichen und ansonsten den Bedingungen von Satz 5.1 geniigen. Die
zugehorigen Losungsverteilungen setzt man fort und stoppt einen Prozefl mit der Vertei-
lung des Grenzmafles beim ersten Erreichen jener Teilmenge von R, x R ab, fiir die (5.6)
gilt. Das Verfahren des Abstoppens erinnert an den Fall zeitunabhéngiger Koeffizienten,
bei dem die Bedingung F(b?) C N(b) notwendig und hinreichend fiir die Existenz von
(SDE)(b)-Losungen fiir alle Startpunkte zg ist (s. [8]).

"Wir vereinbaren fiir nichtnegative Funktionen auf der Menge N (f) aller Nullstellen von f grundsiitz-
lich f_1|N(f) = +00.
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Im Falle der Zeitabhéngigkeit erscheinen aber auch Koeffizienten b mit raumlich und zeit-
lich beschriankten Nullstellenmengen N (b) C R, x R als natiirlich — bis hin zu véllig sin-
guldren Mengen. Die Pfade einer entsprechenden (SDE)-Losung wéren dann beim Durch-
laufen von N (b) gegebenenfalls nur auf endlichen Zeitintervallen konstant oder kénnten
sich in N(b) auch auf singuldren Teilmengen des Zeitstrahls aufhalten. Hat man z. B. eine
nirgends dichte, abgeschlossene Menge F' C R, mit positivem Lebesgue-Maf}; dann gibt
es zu dem Koeffizienten b(¢,x) := Ipc(t), (t,z) € Ry x R, offenbar die deterministische
(Z)(b*)-Losung A, == A ([0,] N F°), t > 0. In einem erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum
ist dann W o A eine schwache (SDE)(b)-Losung. Die Zeittransformation A wichst zwar
streng monoton (wegen der Dichtheit der offenen Menge F°), aber die stetige Inverse T’
ist nicht {iberall absolutstetig (wegen A'(F) > 0). Man sieht hieran, da§ die Methode, F-
adaptierte Losungen von (5.3) zu suchen, in solchen Fillen schwerlich zum Ziel fiihrt. Eine
separate Betrachtung der gegebenenfalls auftretenden Spriinge von 7" ist ebenfalls nur in
glinstigen Spezialfillen praktikabel. Wir verfolgen daher in ,,Umkehrung* des Verfahrens
von T. Senf ein Programm, bei dem man die Methode der monotonen Approximation auf
die Zeittransformation A selbst anwendet.

Zuniichst werden starke (Z)(b?)-Losungen fiir Lipschitz-stetige b bereitgestellt, indem man
mit einem klassischen Existenzsatz pfadweise eindeutige (SDE)(b)-Losungen gewinnt. Die-
se sind dann auch eindeutig in Verteilung. Wir erhalten daher starke, eindeutige und reine
(Z)(b*)-Losungen, welche auflerdem einem Vergleichssatz geniigen: Man bekommt zu ei-
ner monotonen Folge Lipschitz-stetiger Funktionen und einem festen Wienerprozefl eine
P-f.-s. ebenso geordnete Folge von (Z)-Losungen. Damit sind monotone Approximatio-
nen moglich — die Existenz von Grenzprozessen solcher Losungsfolgen ist unter gewissen
Annahmen gesichert. Wir approximieren in geeigneter Weise

e stetige Funktionen von unten durch Lipschitz-stetige;

e nach unten halbstetige Funktionen von unten durch stetige (in zwei verschiedenen
Féllen);

e mefBbare Funktionen von oben durch nach unten halbstetige.
Anschliefend wird mit Hilfe der Ungleichung von Krylov (Lemma 2.38) nachgewiesen,

dafl die Grenzprozesse der zugehorigen monotonen (Z)-Losungsfolgen auch Losungen zur
approximierten Funktion sind.

5.1 Lipschitz-stetige Koeffizienten

Satz 5.7 Die Funktion f : R, x R — Ry sei beschrinkt. Die Wurzel f% sei in beiden
Argumenten gleichzeitig global Lipschitz-stetig, d. h., es gebe eine Konstante C' mit

F3@) — fiw)| <Cle—yl, zyeR, xR,

wobei | - |. die euklidische Norm in R, x R bezeichnet.® Dann ist (Z)(f) stark losbar. Die
Lésung ist eindeutig und rein.

8Wir sagen kurz global Lipschitz-stetig.
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BEWEIS: Es ist bekannt, daf die Gleichung (SDE)(f2) Losungen hat, die iiberdies pfad-
weise eindeutig sind und nicht explodieren (s. z. B. [15], Sétze 5.2.9, 5.2.13). Da pfadweise
Eindeutigkeit die Eindeutigkeit in Verteilung nach sich zieht, gibt es mit den Sétzen 2.36,
3.24 und Folgerung 3.20 starke eindeutige (Z)(f)-Losungen. Nach Folgerung 3.23 sind
diese rein. |

5.1.1 Monotonieeigenschaften der (Z)-Losungen im Lipschitz-Fall

Bemerkung Ein Formel-Apostroph wird in dieser Arbeit nur als zusétzliche Auszeich-
nung, nicht fiir die Ableitung einer Funktion verwendet.

Es seien zwei beschrankte f, f': R, x R — R, gegeben, so daf} f 7, (f )% Lipschitz-stetig
sind und f(z) < f'(z), * € Ry x R, gilt. Wir geben nun einen iiblichen Wienerprozef
(W,F) vor und betrachten beliebige A € Lwr(f), A € Lwr(f'). Wie verhalten sich A;
und A; fiir ein ¢t > 0 zueinander? Es zeigt sich, daf sich die Ordnungsrelation der Funk-
tionen auf die der zugehorigen Losungen iibertragt. Wir beweisen dazu einen allgemeinen
Vergleichssatz fiir Losungen von Integralungleichungen. Das Innere einer Menge M in
einem metrischen Raum sei mit M bezeichnet.

Lemma 5.8 FEs seien g,¢ : Ry xRy — [0, 00] Funktionen mit den folgenden Eigenschaf-

ten:
(5.9) 9() 2 ¢'(z), zeRy xRy
(5.10) {reRy xR : g(z) = ¢'(x)} = N(g—g¢') C N(g).

Die Funktion g sei nach unten halbstetig und g’ nach oben halbstetig. Weiterhin seien
y,y € E,. Fiir sie mdge gelten:

(5.11) y(t) —y(s) > / gl y(w)du, 0<s<t<Sy):
(5.12) J(t) —y(s) < / /(@) du, 0<s<t<SQ):

Dann ist y(t) = y'(t), t = 0.

BEWEIS: Fiir t > S(y) V S(y/) ist nichts zu zeigen. Wir nehmen an, es giibe ein £ > 0 mit

y'(t) > y(t), welches dann o.B.d. A. im Intervall (0, S(y) A S(y')) liegt. Fiir
t:=1inf {t >0 : ¢/(s) > y(s) fiir alle s € [t,{]}

gilt offensichtlich t* < # und y(t*) = y/(t*). AuBerdem ist t* ein Haufungspunkt der Menge
{t e[t*,4 : ¢(t,y'(t)) > 0}, denn sonst wire ¢'(t,y/(t)) = 0 auf einem Intervall [t*, t* +¢],
e > 0, und 3 dann wegen (5.12) dort konstant. Dies stiinde aber im Widerspruch zur
Definition von t*, da y € F, nicht fallen kann. Wegen der Stetigkeit von 3’ (zumindest

bis t) ist nun auch der Punkt (t*,7/(¢*)) € R, x R, ein Haufungspunkt von N¢(¢'), also
Element von N¢(g’). Mit (5.10) folgt

g(t*,y(t") —g'(t",y'(t")) > 0.

Die Funktionen g(s,y(s)) und —¢'(s,y'(s)), s = 0, sind nun als Verkettung von stetigen
und nach unten halbstetigen Funktionen ihrerseits nach unten halbstetig ebenso wie ihre
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Summe. Folglich finden wir ein positives § < t —t*, so daB g(¢,y(t)) — ¢'(¢,%/(t)) > 0 auch
fir alle t € [t*, t* 4 ¢] gilt. Es ergibt sich dann

y(t" +0) —y'(t" +68) = y(t"+0) —y(t") — Y (" +06) — ' (t")]

t*+6
> / (g y(w)) — g/ (3 ()] s > 0.

*

Dies steht im Widerspruch zur Definition von ¢*. |

Satz 5.13 Die Funktionen f%7 f/% seien global Lipschitz-stetig und beschrinkt. Seien au-
Berdem die (Z)-Losungen A € Lwr(f), A" € Lwr(f') zu einem auf [, F,P] definierten
tiblichen Wienerprozefs (W, ) gegeben. Gilt f'(z) < f(x), x € Ry X R, so folgt

(5.14) A <A, t20, Pfes
BEWEIS: Sei f,(t,z) := f(t,z) + n~', n € N. Dann gibt es P-f.-s. pfadweise eindeutig

bestimmte A™ € Lwr(f,), n € N, denn wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f 2 ist auch
( fn)% Lipschitz-stetig und ebenfalls beschrinkt. Sei nun w € 2 so gewéhlt, daf fiir dieses
w die Gleichungen (Z)(f), (Z)(f') und (Z)(f.), n € N, gelten. Da dies fiir jede dieser
Gleichungen P-f.-s. der Fall ist, bildet die Gesamtheit aller solcher w eine Menge vom
Maf 1, die wir Q* nennen. Wir erhalten dann fiir £, > 0 und w € Q*:

F#Wu(w)) < f(EWa(w) <. < frpa (8 Wa(w) < fult, Wu(w)) < ... < fi(t, Wu(w)) -
Die Funktion g(t,u) = f(t, W,(w)) (¢, gn entsprechend) ist stetig, und es gilt

A(w) :/0 g(s,As(w))ds, t=0

(fiir A’, A™ entsprechend) und auflerdem
gn(t,u) = g(t,u) +nt, (t,u) € Ry x Ry.
Mit Lemma 5.8 erhalten wir
Aw) <. . <A (W) < AMw) < ... < Af(w), t=0, neEN,
vor allem aber

Aw) < ... <A W) < AP (w) < ... < A} (w), t>0, neN.

Af(w) =

{limnﬁooA?(w) Cwe >0,

0 : sonst

Nun haben wir mit A* als monotonem Limes einer auf 2* fallenden Folge stetiger wach-
sender Prozesse eine stetige F-Zeittransformation, denn einerseits ist das Infimum einer
P-f.-s. monoton fallenden Folge von F-Stoppzeiten selbst eine Stoppzeit, wenn ' den iibli-
chen Bedingungen geniigt — andererseits ist A(w) stetig, da alle f,, durch eine gemeinsame
Konstante C' beschrinkt und damit die Pfade (A™(w)), _y fir ein w € Q* gleichgradig
stetig sind. Es ist ndmlich

neN

t
Af(w)—A?(w)é/C’duéC’(t—s), 0<s<t<oo, neN.
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Offensichtlich gilt A} < A} P-f-s., t > 0. Zeigen wir nun, daf§ auch A* in Lyr(f) liegt,
so folgt aus der Eindeutigkeit der (Z)(f)-Losungen A; = Af P-f.-s., ¢ > 0, und damit die
Behauptung. Sei wieder w € 2* und ¢ > 0:

i)~ [ (5, W () o A%(w)) ds

A(w) - / 9(s, A2(w)) ds

< Ai(w) - ANW)| + / l9(s, A%(@)) — (g(s, A(w)) + 0 )| ds
< JAI(W) — AP+ / 195, A%(w)) — g(s, AT(w))]| ds +n 't

Der erste und der letzte Summand des untersten Ausdruckes konvergieren fiir n — oo
gegen Null. Der Integrand des mittleren Summanden ist beschrinkt und konvergiert mit
n — oo punktweise gegen Null. Mit majorisierter Konvergenz erhalten wir somit nach
Grenziibergang

t
Afz/f(&WoA:) P-f-s., t>0,
0

und wegen der Stetigkeit von A* dieselbe Gleichung fiir alle ¢ > 0 P-f.-s. |

5.2 Stetige Koeffizienten

Wir betrachten nun (Z)(f) fiir stetige f. Diese werden durch geeignete Lipschitz-stetige
Funktionen approximiert, und der Grenzprozefl der zugehorigen (Z)-Losungen erweist sich
als Losung fiir (Z)(f). Gegeben sei wiederum ein vollstdndiger Wahrscheinlichkeitsraum
€2, F,P] und auf diesem ein tiblicher Wienerprozel (W, F).

Satz 5.15 Sei f : Ry x R — R, stetig. Dann ezistiert zu (W, F) eine reine (Z)(f)-Lo-
sung.

BEWEIS: Es sei

(5.16) fé(:c)::n/\ inf (f%(y)+n|a:—y|e>, reR, xR, neN.

yER L xR

1
Man iiberpriift leicht, dafl die beschrénkten f;; Lipschitz-stetig sind, punktweise gegen f 3
konvergieren und dafl

fi(z) < falz) < ... < flx), xz€Ry xR,

gilt (s. [18] XV, §4, Satz 10). AuBlerdem sind N(f) und N(f,) gleich. Wir bekommen nun
mit Satz 5.7 eine Folge von reinen A™ € Ly r(f,), fiir die A7™ > AP ¢t > 0,n € N, P-f.-s.
nach Satz 5.13 gilt. Wir definieren P-f.-ii. eindeutig

Ap=lim A, t>0,

n—oo

und erhalten eine linksstetige wachsende G"-Zeittransformation, die jedoch auch den
Wert +oo0 annehmen kann. Linksstetigkeit liegt hier vor, weil die Grenzfunktion einer
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wachsenden Folge stetiger Funktionen nach unten halbstetig ist und wachsende nach unten
halbstetige Funktionen linksstetig sind. Weiterhin ist A rein, weil die A™ rein sind und
das P-fast-sichere Supremum einer Folge von G"-Stoppzeiten wieder eine G"-Stoppzeit
ist. Wir haben

(5.17) D™= D™(W o A) < D"(W o A"), m,neN, P-fs.
und auflerdem lim,, .o D™ = S(W o A) = S(A). Fiir die Behauptung ist nun nachzuwei-
sen, daf} gilt:
tAD™
(5.18) Aippm = / f(s,WoAy)ds P-f-s., t>=0,meN;
0

(519) AS(A)— = AS(A) P-f.-s.

Wegen (5.18) sind die Pfade von A P-f.-s. stetig auf [0, S(A)) und kénnen ansonsten auf
Null gesetzt werden. Mit (5.19) wird gesichert, dafl die Pfade P-f.-s. in E, liegen.

Zu (5.18): Wir fixieren 0.B.d. A. ein w € Q, so daB alle Gleichungen (Z)(f,) und die
Eigenschaft (5.17) erfiillt sind und schétzen unter Ausnutzung von (Z)(f,) wie folgt ab:

quDm<w>——J€ F(5, W (w) 0 A(w),) ds

tAD™
<1me—%meA%w]'Jhwwmwww
0

n /0 (F(s,W 0 A"(w)) — f(s, W(w) 0 Ay(w))) ds

tAD™
<rmmwwA%wmﬁi 1 ful (5. W(w) 0 A(w)) ds

+A (s, W 0 AZ(w)) — f(s, W(w) 0 A,(w))| ds,

wobei der erste Summand der rechten Seite nach Konstruktion von A gegen Null konver-
giert. Die Argumente von f, fi, fa,... verlassen fiir ¢ < D™ nicht den Bereich K, ,,. Auf
einem Kompaktum konvergiert (fy), oy gleichmiBig gegen f. Der zweite Summand kann
daher durch den mit n — oo verschwindenden Ausdruck

2t xrenlgfcm |f(z) — fo(x)]

abgeschétzt werden, und der dritte Term verschwindet mit n — oo auf Grund der punkt-
weisen Konvergenz des Integranden (da f stetig ist) mit majorisierter Konvergenz. Damit
ist (5.18) gezeigt.

Zu (5.19):  Sei T die rechtsstetige Inverse von A. Nach Lemma A4 ist T auch Grenzprozefl
der rechtsstetigen Inversen 7™ von A™:

T, = lim 7", t>0.
Weist man nach, da§ 7" auf {T, < oo} P-f.-s. streng monoton wichst, dann ist (5.19)
gezeigt. Dies geschieht unter allgemeineren Voraussetzungen im folgenden Satz. |

Bezeichnung: Zu einem beliebigen Mafl i auf Ry x R, Br, xg] und p > 1 bezeichne
L? (p) den Raum der beziiglich p lokal p-integrierbaren Funktionen.

loc
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Satz 5.20 Es seien f, f : Ry x R — [0,00], n € N, mefbare lokal integrierbare Funk-
tionen. Die Folge (fn),cn wachse punktweise monoton, und es gelte fn(x) < f(x), = €
Ry xR, n € N, und auflerdem N(f,) = N(f), n € N. Weiterhin seien auf [Q,F, P]
ein ublicher Wienerprozefs (W,F) und derartige A™ € Lwr(fn), n € N, gegeben, daff
AP > At >0, n €N, P-f-s. gilt. Mit T™ sei die rechtsstetige Inverse zu A™ bezeich-
net. Fir den P-f.-s. wohldefinierten Prozef3 T} = lim,,_,o, 1", t > 0, gilt im Falle To, < 0o
P-f-s.: .

(5.21) Tu—Tu/>/ h(Ts,Ws)ds, 0<u <u<oo,

fir eine geeignete Funktion h mit Werten in (0,1]. Der Prozefs T wdchst also P-f.-s.
streng monoton.

BEWEIS: Wir setzen X" := W o A" geméaf (2.30) und erhalten die folgenden beiden
Aussagen:

Lemma 5.22 Seien ¢ : Ry x R — Ry mefbar und beschrinkt und m,n € N, t,u € Ry
beliebig. Dann ezistiert eine nur von m abhdngige Konstante C,, mit der Eigenschaft

D™ (W)AAFAu X
E/ o (T2, W,) ds < C o
0

L2(Kym\)
BEWEIS: Jedes A" hat Pfade in F,. Daher gilt

inf {A? : [Wap| >m} = A% AD™(W) P-fos.

n = A" =
Dm(X™) ™ inf {s20: |[Wap |2m} —

und auflerdem ATn = A" At,t > 0. Man iiberzeugt sich dann leicht von der Gleichung
D™(W) N A} Au= Al (xnyapare und erhélt mit den Lemmata 2.24 und 2.38

D™ (W)AAR Au AfDm(xnyaTn
B o Wds = B [ o (TP, W,) ds
0 0
tAD™ (X™)ATT
- E / o (5, XT) dA?
0

tAD™(XM)ATT
_ B / of (5, X7) ds
0

IADT(XT)
E / ofSFE (s, X7) ds
0

/N

/A

c. H } .
Qof L2 (Kt,m,)\)

Lemma 5.23 Unter denselben Bedingungen wie in Lemma 5.22 gilt ebenfalls
D™ (W)AAAu
e[ o (T2, W,) ds < Cy [lof?
0

BEWEIS: Wir ersetzen fiir ein festes k& € N zunéchst in der oberen Integrationsgrenze die
GroBe A; durch A¥. Wir wenden Lemma A1 an und setzen [X, X] == [Q x [0, 4], F @ By 4]

L2(Kim\)
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und Y := R, xR. Weiterhin seien auf [ X, X] das MaB x und auf [Y, By | das Maf n) definiert
durch

k(dwds) = I[Oij(W(w))/\Af(M)Au) (s)dsP(dw);
n(dr) = f(z)lk,,. (x)A\(dx), =Ry xR.
Das Mafl n ist wegen der lokalen Integrierbarkeit von f endlich auf Y. Weiterhin sei
hn(w,5) 1= (T3w), Wi(w)), h(w,s) 1= (Tu(w), Wi(w)) und ¢(hn(w,s)) 1= o(T7(w),
Wi(w)), w € Q, s € [0,u]. Wir bemerken, dafl h,, k-fast-iiberall gegen h konvergiert. Nach
Voraussetzung gilt fiir n > k wegen AF < A? P-f.-s.

D™ (W)AAFAu
/ B(hn(w, $)) w(dwds) = E / o (TP, W) ds
X 0

=Cn ||¢||L2(Y,n) :

< culor
2 L2(Kt,m,\)

Die Voraussetzungen von Lemma A1 sind damit erfiillt, so dafl folgt:

DM (W)NAFAu
E/ o (Ts,Ws) ds = / Y(h(w, s)) k(dw ds) < Cp||Y||L2(v
0 b

- CmHgof% keN.

L2(Kym )

Auf Grund der P-f.-s. monoton wachsenden Konvergenz A% e A; und der Nichtnega-
tivitdt des Integranden folgt die Behauptung mit dem Satz von B. Levi. [ |

1) Es gelte aufler den Voraussetzungen zusétzlich f(z) < oo, z € R, x R. Wir betrach-
ten ein festes w € (), fiir das

e die Gleichungen (Z)(f,), n € N, erfiillt seien,
e A?(w) monoton wachsend gegen A;(w) fiir alle ¢ > 0 konvergiere und

o D™(W) < oo, m € N, gelten moge.

Die Gesamtheit 2* aller solcher w hat das Mafl 1. Nach Voraussetzung gelte aulerdem
Too(w) < 00, so daB fiir 0 < v/ < u < 0o ab einem gewissen n* ebenfalls 0 < 77 (w) <
THw) < oo gilt. Mit 7; := D (W(w)) A Al(w), i € N, gilt natiirlich auch 77, ,(w) <
Tr, . (w) < oo fir n > n* und irgendein ¢. Wir bemerken, daf wegen S(A(w)) = Teo(w) <

T \U
oo fiir festes i/ > S(A(w)) die Konvergenz A% (w) —— oo gelten muB und folglich erst

recht Ai(w) —= oo, woraus mit Di(W (w)) —— oo schlieBlich

(5.24) 00
folgt. Sei N := N(f,) = N(f). Fiir n > n* und beliebige 0 < t' < t < u gilt wegen

Ttn(‘-") Ttn(‘-")
Tr(w) — Th(w) = / ds > / Ine(s, W 0 A™(w)) ds
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Ttn(‘*’)
= / (Ine —1 +IN) fn (s, W o A}(w)) ds

7 () =~ S ~ g
>f-1 =dA7 (w)
Ttn(‘*’)
> / (Inef ™+ I) (5, W 0 A™(w)) dA™(w)
7 ()

_ / (Inef ™" + In) (T (w), Wa(w)) ds

> [ LA wef o (T, W) ds.

= h
Wir setzen fiir ¢ und ¢’ die Groflen 7; A u bzw. 7; A ' ein und erhalten
UNT;
(5.25) T@) = Tine @) > [ W), Wil ds.
u AT

Wir zeigen jetzt fiir k,m € Nund t,u € R,:
D™ (W)NAFAu e
(5.26) E/ B(T™, W.) — (T, W) ds ~=5 0.
0

Die Funktion h ist beschrénkt und das Mafl n mit n(dz) := f(z) A(dz) auf K, endlich,
so daf h in L*(Kj,,,n) liegt. In diesem Raum sind die stetigen Funktionen dicht. Wir
finden also eine Folge (hy) . von stetigen Funktionen auf K, die in L*(K;m,n) gegen
h konvergieren und o. B. d. A. eine gemeinsame Schranke haben. Wir schétzen ab fiirn > k
unter Verwendung von A¥(w) < AMw) < Ay(w):

D™ (W)AAF Au
(527)E/ |h(Tsna Ws) - h(Ts> Ws)| ds
0
D™ (W)AAT Au D™ (W)AAiAu
< E/ |h—hq|(TS”,WS)ds+E/ b — hy| (T, W,)ds
0 0

D™ (W)NAFAu
+E/ \ho (T2, W) — hy(Ts, Wy)| ds
0

und bemerken, dafl der letzte Summand auf Grund des Satzes von der majorisierten
Konvergenz fiir alle ¢ € N mit n — oo verschwindet, da die Argumente auch hier den
Bereich K} ,, nicht verlassen. Wir erhalten nun nach Anwendung von Lemma 5.22 und
5.23

DM (W)AAFAu g—o0
lim E / (T W) — h(Ty, Wo)| ds < 20|l — hall sz )~ 0
0

n—oo

und gehen zu einer geeigneten Teilfolge n; iiber, unter der diese Konvergenz P-f.-s. fiir
festes m, k, t und u erfolgt, also

D™ (W)AAF Au . D™ (W)AAF Au
(5.28) / Ty, W) ds — hTs, W) ds P-f-s.
0 0

Das Integral ist stetig in der oberen Integrationsgrenze, so dafl wir sogar eine gemeinsame
P-Ausnahmemenge fiir alle m, k, ¢t und u finden.
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Wir kehren zu dem fest gewdhlten w zuriick und fordern o.B.d. A. zusétzlich, daB fiir w
die Konvergenz (5.28) zutreffen moge fiir alle m, k, ¢ und u. Wegen (5.24) gibt es ein i*,
so daB 7+ > wu gilt. Wir erhalten mit (5.25) und (5.28)

Tuw) ~ Tu(w) = lm (T(w) = Tp @) = lim (T2 () = T (@)

= Jm (Tgi* (W)AAZ Au
D (W)AA% Au
> lim h (17 (w), Ws(w)) ds

e J D (WAL M

(@) = Tt gy e (@)

D" (W)AAL Au u
= / h (TS<W), Ws<w)) ds = / h(Ts(w)7 Ws<w)) ds

D (W)/\Azz A/ u!
> 0.

2)  Wir geben nun die Bedingung f(z) < oo, x € Ry x R, wieder auf. Sei
U={zxeRi xR : f(z) =00}.

Wegen f € Li.()\) ist A(U) = 0 und wegen N = N(f,) = N(f), n € N, aullerdem

loc

U C N¢(f,). Es seien
f:: flye + Iy und fn = folye + Iy, n€eN.

Dies sind nun endliche Funktionen, welche die Voraussetzungen erfiillen. Kénnen wir
zeigen, dafl die A" € Lwr(f,) auch (Z)(f,)-Losungen zu (W,F) sind, dann finden wir
nach Teil 1) in

ho— (Ich‘l n IN) Al

die gewiinschte Funktion mit positiven Werten. Fiir den Nachweis der Beziehung A" €
Lwr(fn) reicht es offenbar zu zeigen, daf fiir jedes ¢ > 0 und m,n € N

/
0

gilt, denn dann sind die Integrale auf der rechten Seite von (Z)(f,) bzw. (Z)(f,) P-f.-s.
identisch. Nach Lemma 2.38 gilt wegen U C N¢(f,)

E /

tAD™(X™) tAD™(X™)
= E/ | fr = I (s, X' ds < E/ 0o - Iy(s, X™) ds
0 0

fn_fn

(s,X)ds =0

fn_fn

(s,X7)ds

tAD™(X™) A

~ E / 0o+ Iy £ (5, X7) ds < Con 100+ I s n
0

= 0

wegen A\(U) = 0. |
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Bemerkung 5.29 Fiir zwei stetige Funktionen f,¢g : R, x R — R, mit f(z) < g(x),
r € Ry xR, gilt auch f,(x) < gn(x), v € Ry X R, wenn wir dieselbe Bildungsvorschrift
(5.16) verwenden. Nach Satz 5.13 gilt dann fiir die (Z)-Losungen zu (W, F)

Al <A >0, Pf-s

Damit iibertriigt sich diese Relation auch auf die Grenzprozesse A/ aus Ly r(f) bzw. A9
aus Lwr(g).

5.3 Halbstetige Koeffizienten

Gegenstand dieses Abschnittes ist die Gleichung (Z)(f) fiir Funktionen, die nach unten
halbstetig (nicht notwendig endlich) sind und eine Integrabilitdtsbedingung erfiillen. Wir
nutzen aus, dal man f punktweise und monoton von unten durch stetige Funktionen
approximieren kann. Der Grenzprozefl einer Folge geeigneter zugehoriger (Z)-Losungen
erweist sich als (Z)(f)-Losung. Wir betrachten hierbei zwei Situationen:

(a) Die Funktion f ist nicht gegen Null beschriankt. Dann miissen die approximierenden
stetigen Funktionen in der Nahe ihrer Nullstellen von spezieller Gestalt sein, um die
Konvergenz unter Ausnutzung der Ungleichung von Krylov abzusichern. Dies macht

aus beweistechnischen Griinden die Einschrinkung f € L2 ()\) erforderlich.

(b) Die Funktion f ist gleichméBig gegen Null beschriankt. In diesem Fall reicht die
Bedingung f € L{ _()\) aus.

loc

Bemerkung 5.30 Zum spéteren Beweis bloBer Existenz von (Z)-Losungen fiir allgemei-
nere Funktionen wére Fall (b) ausreichend. Fiir die Vergleichssétze in Kapitel 6 wird
jedoch der Fall (a) benutzt.

Wir betrachten eine nach unten halbstetige Funktion f : R, x R — [0, 00]. Thre Null-
stellenmenge ist abgeschlossen wie jedes Urbild nach unten halbstetiger Funktionen von
Intervallen [—o0, 2], z € R.

Lemma 5.31 Sei f € L2 (\) mit Werten in [0, 00| nach unten halbstetig. Dann existiert

loc

eine derartige Funktion g* : Ry x R — [0, 00|, daf$ gilt:
(i) g* = [~ auf N°(f), g* = +00 auf N(f);
(i) g* ist auf N°(f) stetig und hat positive Werte;
(i)
fAg*—fHdry<oco, meN.
K
BEWwWEIS: Die Konstruktion von g* erfolgt sukzessive auf einer monoton wachsenden Folge

von Kompakta, die N°(f) ausschopfen, deren Rénder aber positive Abstédnde zu N(f)
und zueinander haben. Sei

Nm;:{xeRerR:3y€N(f):|:l7—y|e<m_1}, meN,

und V,,, .= K,;, \ Np,. Jedes V,, ist kompakt. Offenbar gilt
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(a) Uy Vi = NY(F);
(b) &€ Vi, y € N(f) = |z —y|=m™,

() €V, yeVi, = lz—yl>mm+1))"t>(m+1)"2

Die Funktion f~! ist offenbar nach oben halbstetig und nimmt deshalb auf Kompakta ihr
Maximum an. Da f~! auf V,, endlich ist, wird dort ein endliches Maximum angenommen,
das heifit, 711y, ist beschriinkt fiir jedes m. Eine solche Schranke sei M,, € N, fiir
die wir o.B.d.A. monotones Wachstum in m annehmen. Die Indikatorfunktion einer
abgeschlossenen Menge ist nach oben halbstetig, ebenso das Produkt zweier nichtnegativer
nach oben halbstetiger Funktionen. Daher ist f~1Iy; eine nach oben halbstetige und nach
oben durch M, beschriankte Funktion. Wir konnen sie von oben punktweise durch die
monoton fallende Folge von Lipschitz-stetigen Funktionen

gom(x) = sup [Ivm (f_l(y) V n_l) —nlx — yler

yeR xR

= sup [(f'(y)vn') —njz - y|err , eR, xR, neN,
yEVm
approximieren. Die g, ,, haben dann dieselbe Schranke M,, wie f~'Iy. , positive Werte in
Vin, und es gilt
gn,m($> > f_l(ZL‘)IVm(iL‘), Z GR-‘r XRa neN.

Das Ma$ p auf [Ry X R, B, «g| mit u(dz) = f?(z)M\(dz) ist wegen f € L _(\) endlich
auf Kniym,, = [0, (m+ 1) M,y,] x [—(m + 1) My, (m + 1)M,,], und g, », verschwindet au-
Berhalb von K(;,41)0,,, S0 dafl die Funktion M, I Ky, €i0€ p-integrierbare Majorante
zu f~'Iy, und g,,, auf R, x R ist. Wir finden daher mit majorisierter Konvergenz ein

I € N, so dafi fiir n > [, gilt:

(5.32) / (gngm — [ v,,) f2dA :/ (gngm — [ y,,) dp < 27™.

R+XR R+XR
Also ist [,, eine hinreichend grofie Lipschitz-Konstante fiir g;,,,, derart, daf alle g,
n = ln, im Raum L'(R, X R, ) nahe genug an f~'Iy, liegen. Dies reicht aber noch
nicht aus. Wir setzen

(5.33) N = ln V (M +1)°M,,) , meN.

Man kann (I,),,cy und damit (n,,),,cy 0-B. d. A. wachsend wihlen. Wir definieren v, =
Gnm,m und

ei v | suppenm(z) 1 x € NO(f)
(5.34) g(m).—{ too ¢ zEN(f) reR, xR,
und bemerken, dafl die Bedingung (i) offenbar erfiillt ist, denn jedes x € N¢(f) ist Element
eines bestimmten V,,, so dal wir g*(z) > gn,, m(x) = f(z) erhalten. AuBerdem liegen
alle Werte von ¢* 0, 00).

Ne(p
Zu (ii): Wir zeigen, daf} auf Grund der ausreichend grolen Wahl von n,, an der Supre-
mumsbildung in (5.34) fiir ein festes © € N¢(f) tatséchlich nur endlich viele Funktionen
(genauer: drei) beteiligt sind — ebenso, wie fiir alle Punkte einer hinreichend kleinen
Umgebung U von x. In U ist dann g* natiirlich stetig. Es gilt ndmlich

(5.35) T€Vn = Ymi2(T) < Yt (),
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denn es ist
’7m+2<m)
— — +
= sup [(f7HY) V ipia) = Nmgalz — yle]
YEVm 2
_ _ +
= sup [(f l(y) \% ”m1+2) — Nma2|T — y|e]
YEVm+2\Vim+1
_ _ +
V. sup [(f Y(y) v ”m5r2) — Nima2|T — Z/’e}
YEVm41
- - +
< sup [Mm-i-? - nm+2’m - y’e]+ \ Sup [(f 1(y> \% nmh—2> - nm+2’m - y’e} .
gGVﬁﬁa\Vh+1 gEVh+1 |
= Sl = 52

Wegen np,i9 = Ny ist So < Yimpr(z). Weiterhin gilt mit (c) (s. S. 45) und (5.33) fiir
T e Vm, (RS Vm+2 \ Vm+1

Nny2|® =yl = Mipia(m +3)*(m +1)72 = My,
so da wir S; = 0 und folglich (5.35) erhalten. Daraus ergibt sich unmittelbar

TE€EVm = Ymr(®) < Vmna(w), 722,

und somit
m+1

(5.36) g*(x) = \/ ).

i=1

Insbesondere fiir z € V,, (dem Inneren von V;,) finden wir dann ein offenes U > z, so dafi
(5.36) fiir alle 2" € U gilt. Da sich jedes z € N¢(f) in einem V,,, befindet, ist die Stetigkeit
von g* auf N¢ gezeigt.

Zu (iii): Liegt ein x fur ein bestimmtes m > 2 in V41 \ Vi, 80 ist vp—1(x) = 0 und erst
recht yx(x) =0 fiir k = 1,...,m — 2. Wir erhalten also mit (5.36) die Darstellung

G (%) = Ym(2) V Ymg1 (2) V Ymg2 (), 2 € Vgt \ Vin, meN.

Fiir eine allgemeine Formel setzen wir 79 = 0, Vj := (), womit sich fiir z € N¢(f) ergibt:

gz = > Iuav.. () g ()

= 2 (ma(2) V ym (@) V Y1 (2)) Li\vi o () -

3

Mit Hilfe von (5.32) konnen wir nun das Integral abschétzen:
/ (6" = f7") du
< / (9" = f7") du

= Y Qe Ve~
m=1 m\mel D

21
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e}

< 3 o (B =Y b 7T 4 D= 7)o
m m—1
< m1 A+ / Y dp + / mi1 — f 1) d
Z/Vm\lev L du mZ_IVm( 1 vaH'YJrl ) dp
< mo1— f Wy, ) du+ / m— fy,) d
n;/R+XR(7 1 — [y, )# ;RMR(V f V) H
+Z/ '7m+1_f_1IVm+1) d,u
R+XR

(27 4 27™ 4 27(mH)

/A
e

Bemerkung 5.37 Die konstruierte Funktion g* ist auf N¢ positiv und damit (g*)~! auf
N¢(f) stetig. Auf N(f) gilt (¢*)~! = 0, also ist (¢*)~! auch auf N stetig. Wir benétigen
jedoch eine Funktion mit den Eigenschaften von (¢*)~!, die auf ganz R, x R stetig ist.

Lemma 5.38 Sei f eine nichtnegative Funktion aus L _(\) und N C Ry x R eine ab-
geschlossene Menge. Dann existiert eine stetige Funktion h : R, x R — R, fiir die gilt:

) h

(ii)
(5.39) fPhlIyed) < 00, meN.

Km

=0, Al >0;

N Ne

BEWEIS: Fiir B,C C R? sei diam(B) :=sup{|z —y| : =,y € B} und
dist(B,C) =inf{lx —y| : x € B,y € C}.

Nach einem Uberdeckungssatz von Whitney gibt es zur offenen Menge N°¢ eine Folge
(Qk) ey von nichtleeren offenen Quadraten in R?, deren Réinder zu den Koordinatenachsen
parallel sind, und eine Konstante S € N, so dafl gilt:

(a) N°= (Upen @r) "Ry X Ry

(b) jeder Punkt von N¢ ist von hochstens S Quadraten tiberdeckt;

()
(5.40) diam(Qy) < 2dist(Qg, N), k€N,

(s. [24], VI, §1).° Wir nehmen o. B. d. A. weiterhin an, daf} jedes Quadrat zumindest einen
Punkt in R, x R und die maximale Kantenldnge Eins hat. Sei nun ein Quadrat Q; mit

In [24] ist der Uberdeckungssatz fiir offene Mengen des R? formuliert. Die oben beschriebene Uber-
deckung erreicht man, indem erst R? \ N iiberdeckt wird (das im Gegensatz zu N¢ = R, x R\ N auch
in R? offen ist) und anschlieBend alle Q mit Qx "R, x R = () entfernt werden.
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dem Mittelpunkt x;, € R? und der Kantenlinge 27, gegeben. Nach Lemma A6 existiert
zu diesem Quadrat eine stetige Funktion g : R? — R, fiir die mit der Bezeichnung

For oo, fw) = { 1O LR XE

das Folgende gilt:

g =0 w0 =1 ol >0, [ Pata<a | Pan
k g Qx

Es sei u das Maf§ auf R? mit der Dichte f bzgl. \. Wegen f € L2 _()) ist u lokal endlich.
Wir setzen mit K, = [0, m] x [-m, m)]

Ql = {kGN:QkﬂKl#@},
Qm+1 = {kGN:QkﬂKm+1§£@7k¢Q1U...UQm}7 meN,

so daf} die Q,, eine disjunkte Zerlegung von N bilden. Mit (q,i )i (m) sei die (endliche oder
unendliche) Folge bezeichnet, die die Elemente von Q,, in ihrer naturhchen Reihenfolge
aufzahlt (N(m) = card(9Q,,); m € N). Wir wihlen ein festes m € N mit N(m) = oco. Es
gilt dann

UQk —1,m+1] x [-(m+1),m+1],

k€Qm

so daB wir auf Grund der hochstens S-fachen Uberdeckung irgendwelcher Q) mit Lemma
A17 erhalten:

k=1

(@) < (GQq}gm)) < Sp[=1,m 1] x [=(m + 1), m + 1)
< 0. -

Nach Lemma A8 gibt es Folgen (c,(cm)> , c,(cm) > 1, c,(cm) o 00, so dafl auch
keN

Z Cg“m)ﬂ (Qq;@m))
=1

endlich ist. Fiir alle endlichen N(m) setzen wir c,gm) =1,k =1,...,N(m). Im Falle
N(m) = oo sei etwas lax mit {1,..., N(m)} die Menge N bezeichnet. Nun definieren wir
die gesuchte Funktion h durch

-1
h(xz) :=sup  sup ( ,E: )> gym (@), x€RLxR.
meN ke{l,...,N(m)} k

Fiir jedes = € Q) gilt h(x) > 0, was mit (a)
verschwindet h auf N, so dafl (i) erfiillt ist.
STETIGKEIT VON h: Ein Punkt x € N¢ist Element von héchstens S offenen Quadraten,

deren Durchschnitt eine offene Umgebung von x bildet. In dieser Umgebung ist dann A ein
. L i : (m)\—1 . .
Maximum endlich vieler stetiger Funktionen (c;) g, m und darum dort stetig. Sei nun
k

ne > 0 impliziert. Offenbar

x € N. Liegt x im Inneren von N, so ist h wegen (i) in einer Umgebung um x identisch
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Null und damit in z stetig. Fiir ein € ON gilt h(z) = 0. Sei nun (yn),,cy eine gegen x
konvergente Folge von Punkten, die 0. B.d. A. alle in N¢ liegen. Wegen h > 0 ist fiir die
Stetigkeit in = die Gleichung limsup,, . A(y,) = 0 zu zeigen. Da jede Funktion gj ihr
Maximum im Mittelpunkt z; von ), hat, gilt

hyn) < max{h(zy) : yn € Qk}
= max {(c,(;n))’1 D Yn € qu(cm) fiir irgendein l@m} :

Da alle y, und x in einem K,,« fiir ein geeignetes m* € N liegen, reicht es, wenn wir
zeigen:

= 0.

ligg.}f min [ U {cfcm) DYy, € qu(cm)}

m<m*

Gehen wir vom Gegenteil aus, so finden wir eine Teilfolge (n;),. und geeignete Folgen
(M) ;eny b2w. (Ki);eny mit Werten in {1,...,m*} bzw. {1,..., N(m;)} oder N (falls N(m) =
00) derart, daf§

CECTZ') <M<oo und y, € qugm” , 1€N,
gilt. Da wir aber c,(cm) 1%, oo fiir jedes m € N haben bzw. die Folge im Falle N(m) < oo
ohnehin endlich ist, bilden dann nicht nur die m;, sondern auch die k; eine beschrdinkte
Folge natiirlicher Zahlen. Wir koénnen also zu einer konstanten Teilfolge m; = m € N,

ki =k eN ((72);en Teilfolge von (n;);oy) iibergehen. Demnach mufl ys, € @ := qu?7

i € N, gelten. Jedes Quadrat, also auch @, hat aber nach (5.40) einen positiven Abstand

zu N. Das steht im Widerspruch zur Konvergenz von (yz, );oy- Folglich ist h stetig.

(ii): Seim* € N gegeben. Wir bemerken, daf fiir m > m* und beliebiges k < N(m) bzw.

k € N die Menge Qq<m) N K+ leer ist. Darum erhalten wir auf Grund von (5.41) und der
k

Definition von h:

* N

m* N(m)
/ P Ineh ™ dA :/ PRt < / (F)*h~tdA
Ko

m* N(
Uy Uply @ gom) MR R m=1 k=1 Y Q_(m)

/ () g¢"d
Q (m)

k

N N
[\
i ~
Ms .
O )
B 2
S—
B
=
[ ]
S

k=1
m* N(m)
=2 Cg“m)ﬂ (qum))
m:l\k:l ,
<oo
< Q.

Wir konstruieren nun die fiir den Fall (a) (s. S. 44) erforderliche Folge stetiger Funktionen.

Lemma 5.42 Es sei f : R. xR — [0,00] eine nach unten halbstetige Funktion aus

L2 .(N\). Dann gibt es eine monoton wachsende Folge nichtnegativer stetiger Funktionen
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fn < f, die punktweise gegen f konvergiert und fir die einerseits N(f) = N(f,) und
andererseits folgendes gilt:

(5.43) /K (f = fo)?ftdN =50, meN.

BEWEIS: In Gestalt von

fa(z) = inf (f(y)+nlz—-yl), zeR xR, neN,

yeR xR

hat man stetige Funktionen gefunden, die alle gewiinschten Eigenschaften auBer (5.43)
erfiillen. Mit den in Lemma 5.31 und 5.38 erklérten Funktionen ¢* bzw. h (fir N = N(f))

setzen wir 3

(@) = fal@) V (h(z) A (g"(2))7") -
In N(f) und Ne(f) ist (g*)~! stetig und damit erst recht f,. Fiir ein 2 € N und eine
Folge z,, — x gilt

lim (A(zm) A (" (zm)) ") < lim A(z,) =0.

T —T T —T

Also ist f,, auch dort und folglich auf ganz R, x R stetig. Andererseits haben wir (¢*(z))™*

< f(z), 2 € Ry X R, so daB (f,), oy ebenso wie ( fn> eine monotone, punktweise von

neN
unten gegen f konvergente Folge ist. Weiterhin sind die Nullstellenmengen von f,, und f
identisch. Wir erhalten fiir m € N

/ F—f2fan < [ Pt vg)d

Knm
_ / f2(h1\/g*—f1)d)\+/ fdx.
m ;6 Km
<00

Im ersten Summanden ergibt sich

/ PV — ) dy = / P — F Y dx
Kmn{g*>h—1}

i / P — Yy
K {g*<h—1}

< A= fHax+ [ frtdA
K, Km
< o0

nach (iii) (Lemma 5.31) und (ii) (Lemma 5.38). Demnach ist f2(h~!Vg*) eine integrierbare
Majorante von (f — f,)?f,!. Die Behauptung folgt mit majorisierter Konvergenz, denn
[ falls in n, so daB (f — f,)%f, ' punktweise gegen Null konvergiert. |

n

Wir wenden uns wieder der Zeittransformationsgleichung (Z)(f) zu, nun fiir nach unten
halbstetige f im Fall (a) (S. 44).

Satz 5.44 Es seien ein auf [, F, P| definierter iblicher WienerprozefS (W, F) und eine
nach unten halbstetige Funktion f: R, x R — [0,00] aus L _(\) gegeben. Dann existiert
zu (W, F) eine reine (Z)(f)-Losung A.
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BEwEIs: Wir approximieren f monoton durch stetige Funktionen f,, wie in Lemma 5.42,
so dafl (5.43) erfiillt ist. Mit Hilfe von Satz 5.15 erhalten wir reine (Z)( f,)-Losungen A™
zu (W, F), fiir die wir nach Bemerkung 5.29

Al <AZ< ... <APL..., neEN, t>0, P-f-s.

voraussetzen konnen. Wegen L2 (\) C Li _()\) sind die Voraussetzungen von Satz 5.20
erfiillt. Also hat der (wohldefinierte linksstetige) Grenzproze3 A; := lim,, .o, A} zu seiner
Explosionszeit im Falle S(A) < oo den linksseitigen Grenzwert +o0o. Analog zu Satz 5.15
ist A eine F-Zeittransformation (in Wahrheit eine G"-Zeittransformation), so daf§ zum

Beweis der Behauptung nur noch das Analogon zu (5.18)
tAD™
(5.45) Aipapm = / f(s,WoAyds, t=0, meN, P-f-s.
0

mit D™ := D™ (W o A) nachzuweisen ist. Diese Gleichung ist gezeigt, wenn fiir jedes ¢ > 0

tAD™
(546) P (‘At/\Dm — / f(S, W o As) ds
0

>£>:07 t>0, meN,

gilt. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, der Chebyshev-Ungleichung und des einfachen

Schlusses

£

2

konnen wir, da A™ die Gleichung (Z)(f,,) 16st, fiir ¢,n € N wie folgt abschétzen:

p( 8 >¢)

< P (’At/\Dm - A?/\Dm’ > _)
tAD™
/ (f(S7WOAs) _fn(S,WOAg)) ds
0

o + b > = |af >§oder b] >

tAD™
A — / F(s,W 0 A,) ds
0

2
w2 (

S &
2

c 2 tAD™
< P (JAuon = Al > )4 ZB [ 1F = Al W o A ds
€ Jo
2 tAD™
SB[ - flls W o AN s
2 Ot/\Dm
—i-gE/ |fo(s,W o Ag) — fo(s,W o A7)|ds
0
(547) = 11+Ig+13+14.

Wir fixieren g. Der erste Summand I; verschwindet mit n — oo, denn A}, ,m konvergiert
sogar P-f.-s. gegen A;\pm. Ebenso verschwindet I fiir n — oo, denn der Integrand in I,
konvergiert A ® P-f.-ii. gegen Null wegen der Stetigkeit von f, und W. Da D™(W o A) <
D™(W o A™) P-f.-s. fiir alle n € N gilt, die Argumente von f, folglich K ,, nicht verlassen
und f, als stetige Funktion lokal beschrénkt ist, gibt es eine Konstante als integrierbare

Majorante, so daf mit dem Satz von Lebesgue Iy —— 0 folgt. Die Funktion f,, konvergiert
monoton gegen f. In I3 kénnen wir daher f, fiir ¢ < n durch f ersetzen, wodurch sich
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der Integrand nur vergréBert. Es gilt nun mit Lemma 2.38 fiir ¢ < n wegen f, ' < f!
und N(fn) € N(f — fo)

c tAD™ tAD™(WoA™)
b B[ - pleWoands<E [ 7= Ful(s, W 0 A7) ds
0 0

tAD™(WoA™) 1
= E/ \f = folfd fn2(s,Wo AT)ds
0

21 ’
Cn < / BCREEC dA)

(548) < Cp ( /K (F = f)2 1 dA)

Diese Ungleichung ist aber auch richtig, wenn man A™ durch A ersetzt. Dazu zeigen wir
zunéchst die Giiltigkeit einer dhnlichen Abschéitzung mit stetigem Integranden: Sei r € N,
r > q beliebig. Es ist

N

[V

tAD™ tAD™
B[ U= Al Wodds = B[l lf - (s W oA ds
0 0 n—oo

tAD™
(5.49) = lim E/ |fr — fol(s,W o AT) ds
0

n—oo

< G ( /K (fT—quf;ldA) .

Dabei gilt (5.49) auf Grund der Stetigkeit von |f, — f,|, deren lokaler Beschranktheit, der
Tatsache, dafl (s, W o A7) fiir s < D™ nur Werte in K;,, annimmt, und majorisierter
Konvergenz. Lassen wir nun r gegen co laufen, so ergibt sich mit monotoner Konvergenz

N =

e tAD™ -
650 Sh=B[ If-flsWoA)ds<C, (/K (F~ T, dA)

t,m

Wir setzen (5.48) und (5.50) in (5.47) ein und erhalten mit (5.43)

)

Kim

tAD™
P (‘At/\Dm — / f(S,WOAS> ds
0

q—00 N—00

1

qg—o0 | n—oo g
= 0,

so daB (5.45) bewiesen ist. |

Bemerkung 5.51 Wie wir im Beweis zu Satz 6.45 feststellen werden, erfolgt in Satz 5.44
die Konstruktion der minimalen Lésung von (Z)(f).



5 EXISTENZ 53

Bemerkung 5.52 Die Bedingung f € L2 .()\) in Satz 5.44 ist eher technischer Natur, wie
bei der Konstruktion von (fy), oy deutlich wurde. Man kann, die Existenz von Losungen

fiir nach unten halbstetige f aus Lj, (A) mit p € (1,2] vorausgesetzt, Losungen fiir nach

2p
unten halbstetige Funktionen aus L' (\) monoton approximieren. Durch vollsténdige
Induktion gelangt man absteigend von p = 2 sukzessive zu (Z)-Losungen fiir nach unten
halbstetige L} (A)-Funktionen mit p € (1,2]. Dies wird hier wegen des hohen Aufwandes

loc
— gemessen am Gewinn — nicht ausgefiihrt.

Wir behandeln nun Fall (b) (s. S. 44), betrachten also eine nach unten halbstetige und
gleichméBig nach unten durch C' > 0 beschréinkte Funktion. Hier erweist sich die Betrach-

tung der rechtsstetigen Inversen 7' und der Gleichung (5.3) als giinstiger. Dies wurde in
dhnlicher Weise in [21] durchgefiihrt.

Lemma 5.53 Sei f : R, x R — [C, 00| mefbar, C > 0, (W, F) ein diblicher Wienerpro-
zefS und A mit Pfaden in E, eine F-Zeittransformation. Genau dann liegt A in Lwr(f),
wenn die rechtsstetige Inverse T die Gleichung

t
(5.54) ﬂ:/fl(Ts,Ws)ds7 t>0, P-f-s
0

erfillt.

BEWEIS: 1) Der Prozef§ A erfiille (Z)(f). Wegen C' < f gilt A = 00 P-f.-s. und Ay, =t,
t > 0, P-f.-s., also schliefllich

T T,
T, = / ds = f s, WoA,)f(s,WoA,)ds
0 0

T
= fYs,WoA)dA,, t>0, P-f-s.
0

Mit Lemma 2.24 folgt

AT,

t
T, = f‘l(Ts,WvoTs)ds:/ T, Wy)ds, t>0, P-f-s.
0 0

2) Es gelte (5.54). Da T wegen Ty < Cs, s < 0, P-f.-s. stetig ist und nicht explodiert,
haben wir To A; =t ATy =t ANS(A), t > 0, P-f.-s. Fiir t < S(A) ergibt sich also P-f.-s.:

Ay

Ay t
A = T, W) f(Ts, W) ds = f(TS,WS)dTSZ/ f(ToA,WoA,)ds
0

0

0
= /tf(s,WOAs)ds.
0

Bemerkung 5.55 L&fit man die Bedingung 0 < C' < f fallen und fordert T{4_ - = T4,
so impliziert (5.54) (fiir ¢ < A) immerhin noch (Z)(f).

Satz 5.56 Sei C' > 0 und f: Ry x R — [C, o0] nach unten halbstetig und lokal integrier-
bar. Dann gibt es zum ublichen Wienerprozefs (W, F) eine reine (Z)(f)-Lisung.
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BEWEIS: Durch die stetigen Funktionen

folx) = inf (fly)+|r—vyl), z€R. xR, neN,
yeR xR
wird f von unten punktweise monoton approximiert. Es ist dann auch f,, > C > 0, und
wir erhalten mit Satz 5.15 und Bemerkung 5.29 eine P-f.-s. wachsende Folge von reinen
A" € Lyr(fn). Mit Lemma 5.53 haben wir dann fiir die rechtsstetige Inverse 7" von A™

t
(5.57) Tt”:/ £UT W) ds, t>0, Pf-s., neN.
0

Wegen der gleichmiifligen Beschriinktheit aller £, durch 0 < £, < C~! n € N, gilt mit
(5.57) fiir 0 < s <t < oc:

t
sup(1* —T7) < / Cldu<C ' t—s) P-f-s.,
neN s
das heifit, die 7" sind P-f.-s. gleichméfig stetig. Damit ist der Grenzprozel T, : =
lim, o 17", t > 0, P-f.-s. definiert und stetig. Im Falle der Nicht-Konvergenz setzt man
ihn etwa auf die identische Funktion 7; = ¢, ¢ > 0. Nach Lemma A4 ist T" P-f.-s. gleich
der rechtsstetigen Inversen von A; = lim,, ., A}, t > 0. Wir zeigen nun, dal 7" Gleichung
(5.54) erfiillt. Offensichtlich gilt D™(W) ~—> co. Wegen der Stetigkeit von T' reicht es
daher aus, die Gleichung
> 5) =0

d

fiir alle m € N, ¢ > 0 und beliebige £ > 0 zu zeigen. Wir schétzen wie in (5.47) ab und
erhalten fiir ein ¢ < n:

tAD™ (W)
Tinpmwy — / f (T, W,)ds
0
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P( >5>

tAD™ (W)
Tinpmw) —/ (T, Wy) ds
0

1 tAD™ (W)
< EB|Ton- [ T
1 t/\Dm(W)
(5.58) < gE | Tinpmwy — Tirpmqw)| + gE/ |ft = (T W) ds
1 t/\Dm(W) °
+5E/o |fH T W) — [T, W) ds

tAD™ (W)
+EE/ |qul_f71‘(TsaWs>dS
0
= 11+Ig+13+14.

Fiir Prozesse mit rechtsstetigen Pfaden ist P-fast-sichere Konvergenz fiir alle ¢ dquivalent
zur Konvergenz fiir alle t P-f.-s.; daher konvergiert auch ﬂrj\Dm(W) = Tinpmw) P-f.-
s. Weiterhin ist 77" P-f.-s. durch C~'t beschrinkt, also geht I; gegen Null fiir n — oc.
Dariiberhinaus ist der Integrand in I, beschrénkt, und f° ! konvergiert monoton gegen

f~ fiir ¢ — oo. Mit dem Satz von B. Levi gilt dann I, 20 In I3 dagegen konvergiert
T" gegen Ts, s > 0, P-f.-s., so daB fiir jedes feste ¢ € N der beschrankte Integrand
|fo (TR, W) — fH(T, Wy)| fast iiberall beziiglich A ® P gegen Null konvergiert. Mit

majorisierter Konvergenz folgt I3 —— 0 fiir festes ¢ € N. Den Integranden in I, kénnen
wir durch |f; " — f~!| abschétzen. Zum Beweis der Konvergenz von

5 tAD™ (W)
(5.59) I = E/ = T (T W) ds
0

bendétigen wir folgende Aussage:

Lemma 5.60 Fiir beliebiges n € N gibt es eine nur von m € N abhdngige Konstante C,,,
so dafs fiir jede mef$bare nichtnegative Funktion ¢ auf Ry x R gilt:

tAD™ (W)
E/ (T3, W) ds < Cp, (/
0 [0

BEWEIS: Sei X" := W o A". Weil A" Pfade in £, hat und A7, = oo P-f.-s. ist, erhalten

WIr

O f d)\) .

,C—1t]x [—m,m]

A%’"(X”) = Dm(W) P-f.-S.
(s. a. S. 40). Weiterhin gilt Afp =t,1 20, P-f-s., so dafi sich insgesamt
A?}"/\D’“(X") = t AN Dm(W) P—f.—S.

ergibt. Wir transformieren mit Lemma 2.24 die Zeitskala unter dem Integral, wobei wir
o(s, Wo A7) fiir das dortige ¢g(s) und 7;* AD™(X™) als obere Integrationsgrenze einsetzen.
Wir erhalten

Ttn/\Dm(Xn) A%t"l/\Dm(X")
/ plawoandn — | o (T2, W o A2,) ds
0 0

tAD™ (W)
= / oI W)ds, t>0 P-Af-s.
0
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Lemma 2.38 impliziert nun mit 7;* < C~'t P-f.-s. und dA? = f,,(s, W o A?) ds P-f.-s. die
Abschétzung

tAD™ (W)
E/ o(TF W) ds
0
(C—1)AD™(X™)
< E / (s, W o AT) dA”
0

(C-1)AD™(X™) N )
< E/ o5, W 0 A™) 2 (5, W 0 A™) fE(s, W o A™) ds
0

[0,C =1} x[—m,m)]

Es ergibt sich also in (5.59)

L, <Cy </ (fql—fl)QfdAY-
[0,C =] x[—m,m)]

Da f lokal integrierbar ist und (f; ' — f~")* < C? gilt, folgt mit majorisierter Konvergenz

I, == 0. Insgesamt bekommen wir in (5.58)
P <

Damit ist (5.54) gezeigt und nach Lemma 5.53

tAD™ (W)
Tinpmwy — / F T, W) ds
0

1~
> 5) < lim limsup (Il + g[g + I3 + 14)

47X n—oco

= 0.

t
At:/f(s,I/VoAs)ds7 t<S(4), P-Af-s.
0

Wir folgern wie in Satz 5.44, daB A eine G -Zeittransformation ist und Aga)— = Ag(a)
P-f.-s. gilt. Also liegt A in Ly r(f) und ist rein. [

Bemerkung 5.61 Sind zwei nach unten halbstetige Funktionen f(x) < g(z), z € Ry X R,
wie in Satz 5.44 bzw. 5.56 gegeben, so findet man leicht Approximationsfolgen f,, T f,
gn T g wie in Lemma 5.42 bzw. Satz 5.56, fiir die dann auch f, < g,, n € N, gilt. Man kon-
struiert zu gegebenem (W, F) nach Satz 5.15 die (Z)(f,)- bzw. (Z)(gn)-Losungen, fir die
nach Bemerkung 5.29 die Ungleichung A{" < A7t > 0, P-f.-s., n € N, gilt, woraus fiir die
Grenzprozesse dieselbe Relation folgt. Die Grenzprozesse sind (Z)-Losungen zu f bzw. g.
Haben wir also eine monotone Folge von nach unten halbstetigen Funktionen aus L2 ()

bzw. von gleichméflig nach unten beschrankten und nach unten halbstetigen Funktionen

aus L{ ()\), dann finden wir dazu eine P-f.-s. monotone Folge von (Z)-Losungen.

5.4 Mef3bare Koeffizienten

Wir kommen nun zum Hauptresultat {iber die Existenz starker und reiner (Z)-Losun-
gen fiir eine meflbare nichtnegative Funktion unter einer Integrabilitdtsbedingung und
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einer Bedingung, die das Verhiltnis von N(f) zur Menge der singuldren Punkte von f~!
bestimmt. Dabei wird f durch eine fallende Folge geeigneter nach unten halbstetiger
Funktionen approximiert. Sei f: R, x R — R, eine mefibare Funktion und

F(f) = {m eR, xR : / f~td\ = +oo fiir jede Umgebung U von a:} .
U

Wir bemerken, daf§ F'(f) abgeschlossen ist und A(N(f) \ F(f)) = 0 gilt; man iiberlegt
sich leicht, dafl es anderenfalls eine fallende Folge offener und gegen eine Einermenge {z}
konvergenter Kugeln U,, C F¢(f) mit AN(U, N (N(f)\ F(f))) > 0 gibe.'® Auf U, N (N(f)\
F(f)) gilt f=0,s0daB [, f~'d\= oo folgen wiirde. Das hieBe aber x € F(f).

Wir wollen zunéchst die Voraussetzungen fiir den Existenzsatz vereinfachen. Dazu zeigen
wir, dafl es ausreicht, sich fiir unsere Existenzaussage auf Funktionen mit der Eigenschaft
F(f) = N(f) zu beschrénken.

Satz 5.62 Es sei f: Ry x R — Ry, mefbar, f = f+ Ingnr(p und (W,F) ein iblicher
Wienerprozef. Gilt F(f) C N(f), dann ist

Lwr(f) C Lwr(f).

BEWEIS: Sei A € Ly r(f). Dann gilt fiir W o A nach Lemma 2.38

IAD™(Wod)
E /0 ()

fiir ein meBbares nichtnegatives v, so dal wir erhalten:

N

N =

(s,WoAs)ds < Cp, ( )? d)\)
Kt,m

tAD™(WoA) tAD™(WoA)
E/ = fl(s,WoAy)ds = E/ In(nrep (s, Wo Ag)ds
0 0

t/\Dm(WoA)
:E/ vt (F)? (s, 0 A) ds
0

5
Com < / Ingnr(s) dA) =0.
Kt,m

N

Damit gilt nun
tAD™(WoA) tAD™(WoA)
/ f(s,WOA)ds:/ f(s,WoA)ds, t=0, P-f-s., meN,
0 0

also die Behauptung. [ |

Satz 5.63 Sei (W,F) ein iblicher WienerprozefS und f : Ry x R — R, eine mefibare
Funktion mit den folgenden Figenschaften:

(i) F(f) S N(f);
(i) f € Ly(N).

Osiehe dazu den Uberdeckungssatz von Whitney
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Dann gibt es eine reine Lisung A € Lwr(f).
BEWEIS: Statt (i) konnen wir nach Satz 5.62 0. B.d. A.

(5.64) F(f) = N(f)

voraussetzen. Die Nullstellenmenge N(f) ist nun im {ibrigen abgeschlossen. Es sei p das
Maf auf [R; x R, Bg, xg] mit der Dichte f~! bzgl. des Lebesguemafies. Die Menge F),
aus (A10) ist mit F(f) identisch. Nun liegt f € L (\) auch in L _(p), so dafi wir nach

loc loc

Lemma A9 eine fallende Folge ( fn> von nach unten halbstetigen lokal integrierbaren
neN

Funktionen mit den Eigenschaften f,(z) > f(z), z € R. xR, n € N, N(f,) = N(f) =
F(f)=F,neN,und f, — fin L2 _(p) finden. Sei jetzt f, := f, +n"'. Dann gehort

loc
f» im allgemeinen nicht mehr zu L7 (1), aber es gilt fiir beliebiges m € N

/(fn—f)zfnldk = /K <fn+n1—f>2<fn—|—n1>_ld)\

m < Q/K (fn—f)z(fnJrn‘l)l d/\+2/K n_2(fn+n_1)1 )\

(5.65) < 2/ (fn _ f>2f1 d)\ +2n '\ (K,,) —— 0.
Km

Die f,, erfiillen die Voraussetzungen von Satz 5.56, so dafl wir nach Bemerkung 5.61 eine P-
f.-s. monoton fallende Folge (A"), . von reinen (Z)( f,)-Losungen zu (W,F) konstruieren
konnen. Der Grenzprozel A; := lim,, o, A}, t > 0, ist dann P-f.-s. wohldefiniert (und wird
auf der Ausnahmemenge auf Null gesetzt), ist eine G -Zeittransformation (inf, ey A7 ist
eine Stoppzeit, da G" die iiblichen Bedingungen erfiillt) und besitzt rechtsstetige Pfade,
denn ein solcher Pfad ist als Grenzfunktion einer fallenden Folge stetiger Funktionen nach
oben halbstetig und daher, da wachsend, rechtsstetig. Es geniigt, analog zu (5.46)

tAD™(WoA) -
At/\Dm(WoA)_/ f(s,Wo Ay)ds >5>:07 t20, meN,
0

e>0,

(5.66) P <

und
(567) AS(A)f = AS(A) P-f.-s.

zu zeigen. Wir konnen dabei D™(WoA) in (5.66) durch D™ := D™(WoA™) < D™(WoA)
ersetzen, da auch D™(W o A™) P-f.-s. gegen S(W o A) konvergiert; es gilt ndmlich fiir ein
beliebiges festes n € N

lim D™(W o A™) > lim D™(WoA") = S(A") P-f-s,

m—0o0 m—0o0

also auch
S(A) =supS(A™) < lim D™(W o A™) < S(A) P-f-s.

neN m—oo

Wie in Satz 5.44 schétzen wir die linke Seite von (5.66) ab durch

c 2 tAD™
P ([Avm ~ Afppnl > 5) + 2B [ [ Sl W o A ds
€ 0
2 tAD™
SB[ W o) - s W oA ds
0

(568) = Il —{—IQ —|-13
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und zeigen, dafl I;, I und I3 fiir n — oo gegen Null konvergieren. Dies ist fiir I; offensicht-
lich. Mit Lemma 2.38 ergibt sich fiir n > m und eine mefbare Funktion ¢ : R, x R — R
wegen f, > n*

tAD™ IADT(WoA™) | |
B[ wsWoddds < E [ GfE fa s, W 0 A7) ds
0 0

=

2

(5.69) < om< ¢2f,;1dx>
Kim

Setzen wir ¢ = |f,, — f|, so ergibt sich mit (5.65) schliefllich I, ==0.

Zu I3:  Jedes fn 1a83t sich von unten durch eine monoton wachsende Folge (fyk),cy VO

stetigen Funktionen approximieren. Nach Lemma A9 gilt f, € L2 _(u) und 0 < f, —

fok < fn, s0 daB [ mit majorisierter Konvergenz auch in L2 (1) gegen f,, konvergiert.
AuBerdem konnen die f,j so gewiihlt werden, daB N(fnx) = N(f,) = N(f), n,k € N,
gilt (hier wird die Abgeschlossenheit von N(f) ausgenutzt). Suchen wir uns zu jedem f,
ein geeignetes f, x(n) derart, daf

ist, so haben wir mit h,, := f;, k) stetige Funktionen gefunden, die fiir jedes feste K ,, in
L*(Kym, t) gegen f konvergieren. Wir schéitzen nun I3 ab (¢ € N fest, beliebig):

fn - fn,k(n)

<n!
L2(Kp,p)

€ tAD™
ho< B[ Uil woan)ds
0
tAD™
B[l W oA ds
0

tAD™
VB [ s, W0 AD) < s, W 0 A ds
0
= Jl + J2 + Jg .

Der letzte Summand J3 konvergiert mit festem q fiir n — co mit majorisierter Konvergenz
gegen Null. Wir nutzen (5.69) aus und schétzen die dortige rechte Seite ab durch

1

C, ( Prft dA) = Ol 22Ky o) -
Kt,m

Daraus ergibt sich fiir n > m

Ji < Cullf = hall L2 o) -
Eine addquate Ausage bendtigen wir noch fiir Js.

Lemma 5.70 Fiir ein mefbares ¢ € L2 (u) mit endlichen Werten und der Eigenschaft
N(¥) 2 N(f) = F(f) gilt

tAD™
(5.71) E / (s, W 0 A) ds < Crl[9] 20 m)
0
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BEWEIS: 1) Sei 9 stetig. Auf Grund majorisierter Konvergenz folgt wegen der lokalen
Beschranktheit von ¢ mit (5.69)

tAD™
E/ lim (s, W o AY)ds
0

n—oo

tAD™
E/ (s, W o Ag)ds
0

n—oo

< Cullllz2 (k) -

2) Sei 9 meBbar. Dann erfiillen ¢ und g die Voraussetzungen von Lemma A9, so daf
man eine Folge von nach unten halbstetigen Funktionen 1; > ¢ mit N(¢) O N(¢;) 2
F(f) = F), findet, die in L2 (1) monoton gegen 1 konvergieren. Die v; ihrerseits sind von

unten monoton durch stetige v, approximierbar. Fiir die ¢, gilt (5.71) nach 1). Mit
monotoner Konvergenz folgt dann

tAD™
= lim E/ P(s, W o AY)ds
0

tAD™ tAD™
E/ Yi(s,WoAs)ds = lim E/ Yik(s,Wo Ag)ds
0 0

k—o00

< I ; = Hl .
= kirgocm”%’k“p(m’m’“) Cm kl—{go%’k L2(Kt,mp)

Con Vil L2 (K o) »

das heifit, (5.71) gilt auch fiir ;. Da [|1)5]| 2k, ) < 00 gilt, folgt wiederum mit monotoner

Konvergenz die Ungleichung fiir die punktweise Grenzfunktion ¢(z) : = lim;_ . (),
r € Ry xR. Die Funktion 1 gleicht dieser u-fast-iiberall, punktweise gilt aber sogar
Y(z) < ¢Y(x), z € Ry x R. Es folgt (5.71). [

Wir kénnen nun Lemma 5.70 auf ¢ = |f — h,| anwenden und damit abschétzen:

lim <I; < lim lim (J, + Jy + J5)

n—o00 q—00 N—00
< lim (1 = bz + 1F = all 2o + lim i)
= 0.

Also ist (5.66) gezeigt. Es bleibt noch (5.67) nachzuweisen. Siche dazu das folgende Ana-
logon zu Satz 5.20. [ |

Satz 5.72 Es seien f,,f : Ry X R — [0,00], n € N, mefbare Funktionen aus L ()
und (W, F) ein iiblicher Wienerprozefy. Weiter bilde (fy),cy eine monoton fallende Folge
mit fo(x) = f(z), x € Ry x R. Haben wir eine P-f.-s. monoton fallende Folge von
A" € Lwr(fn), n € N, dann gilt fir die rechtsstetige Inverse T des Grenzprozesses
Ay = lim,, o A}, t > 0, auf dem Ereignis {T» < oo} P-f.-s.

/

(5.73) Tu—Tu/>/ h(Ts,Ws)ds, 0<u <u<oo,
mit einer geeigneten Funktion h : Ry x R — (0,1]. Daher ist T auf {To < o0} eine
P-f.-s. streng wachsende Funktion.

BEWEIS: Es sei T™ die rechtsstetige Inverse von A™ und

T; = lim T =sup1;", t>0, P-f-s.

n—oo TLEN
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Zunéchst wihlen wir ein w, fiir das die monotone Konvergenz der A™(w) erfolgt, T (w) <
oo gilt und alle (Z)-Gleichungen erfiillt sind, und stellen fest, dafi A!-fast-iiberall T™*(w
mit 7'(w) tibereinstimmt: Fiir ¢ € R, gilt ndmlich einerseits

Ti(w) = inf{s>0: As(w) >t}

= inf<LJO{s/ :irelgA”() t+5}>
= mf(Uﬂ{s 0: Al (w) > t—l—s})

e>0neN
= inf supinf{s >0 : A% (w) > t+¢}
e>0 peN
= inf SupT(tJrf-:) (LU) lnf SUPTt+s( ) lIlf 1—:‘,4’6( )
e>0 TLEN
= T (w),

andererseits aber

Ti(w) = Infsup Ty, (w) = ;ggigyﬂ+e() 77
also insgesamt T}(w) = T} (w). Dies impliziert T} (w) = T} (w) auf den Stetigkeitspunkten
von T*(w). Die Menge aller Sprungstellen von 7*(w) ist aber abzéhlbar.

Wir kénnen daher auch (5.73) fiir 7* zeigen, denn an den Stellen {t > 0 : T} (w) < T3(w)}
hat T" ohnehin einen Sprung. Véllig analog zu Lemma 5.22, nur unter Beriicksichtigung
der hier geltenden Ungleichung fi(x) > fu(z), x € Ry x R, und A4; < A}, t >0, n € N,
P-f.-s. kdnnen wir zeigen: Fiir ein meflbares und beschrinktes ¢ : R, x R — R, und
t,u > 0, m € N gibt es eine nur von m abhéingige Konstante C,,, so daf} gilt:

D™ (W)AA AU
5.74 E ™ W,)d ‘
(5.74) / o(T: 7

Ebenso zeigen wir

D (W)/\At/\u
(5.75) E [ P(T2, W) ds < Cr £}
0

L2(Km,A)

Im Unterschied zu Lemma 5.23 wihlen wir hier

lﬁ:(du) ds) = I[O’Dm( W (w))AAs(w) /\u( )dS P(dw)
m(dz) = f[(@)lk,,(@)Adz), =Ry xR,

und T statt 7. Die Voraussetzungen von Lemma Al sind dann wegen f1 € Li..(A\) (s.
hierzu Lemma A9) ebenfalls erfiillt, so dafl sich unmittelbar (5.75) aus (5.74) ergibt. Wir
kehren zu dem gewéhlten w € {T, < 0o} C {A, = oo} zuriick. Wegen A7 (w) > Ax(w),
t>0,n €N, gilt Al(w) —= o0, so daB auch 7;(w) = D'(W(w)) A A(w) gegen oo
konvergiert. Wir wihlen nun 0 < u’ < u < oo und erhalten analog zu (5.25)

UNT;

(5.76) T ) = T @) > [ 1A ST, W) ds.
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(N(f1) ist leer). Analog zu (5.26) kénnen wir jetzt fiir m € N, t,u € Ry
D™ (W)AAAu o
(5.77) E/ \W(T), W) — MT;, W,)|ds —— 0
0

zeigen, wobei wir hier eine Folge stetiger Funktionen A, : K ,, — R, wihlen, die nunmehr
in L*(Kym,m) gegen h konvergiert. Wir bekommen die Abschétzung

D™(W)A A A
e[ (T2, W,) — BT, W) ds
0
D™(W)ANAiAu D™(W)NAtAu
< E/ |h—hq|(T;"‘,Ws)ds—|—E/ \h— hy| (T, W,)ds
0 0
D™(W)AAiAu
+E | (hg(T2, W) — ho(T2, W) ds
0

und erhalten mit majorisierter Konvergenz (fiir den letzten Term) und mit (5.74) und
(5.75)

q— o0

D™ (W)AA A
lim E/ \h(T2, W) — h(Tr, Wy)|ds < 2C,||h — hq||L2(Kt,m,m) — 0.
0

n—oo

Wir kénnen auch hier eine Teilfolge (n;),. auswéhlen, so dafl

D™(W)AAtAu o D™(W)ANALAu
(5.78) / BT, W) ds - BT, W,) ds
0 0
fir allem € N, t,u € Ry P-f.-s. gilt. Setzen wir fiir das bereits fixierte w auch noch (5.78)

voraus, so ergibt sich wie im Beweis von Satz 5.20 (s. S. 43) fur ein ¢* mit 7, > w fiir
T ="

Tow) = Tolw) = Jim (T3 (@) = T2 ()

oo Tix AU
Tix AU
> lim h(T7(w), Ws(w)) ds
n—00 Ti* /\’U,/
Tx AU u
= [ h@me). W) ds = [ hT) W) ds
Ty A/ u’
> 0.

Bemerkung 5.79 Wie auch in den anderen Approximationsstufen kénnen wir uns zu
f < g, die die Voraussetzungen von Satz 5.63 erfiillen, (Z)-Losungen A{ <Al t>0, P-
f.-s. konstruieren. Hat man ndmlich nach Satz 5.63 die zugehorigen Folgen (f5.),,cns (9n)nen
von nach unten halbstetigen Funktionen konstruiert, so ist offenbar auch (f, A gn),, oy €ine
geeignete fallende Folge von nach unten halbstetigen Funktionen fiir die Approximation
von f. Zu diesen bekommt man nach Bemerkung 5.61 (Z)-Losungsfolgen A" < A9
t > 0, P-f.-s., so daf sich fiir die Grenzprozesse A{ < A7t >0, P-f-s. ergibt.

Bemerkung 5.80 Unter der Voraussetzung f € L2 (), N(f) = F(f) 148t sich auch

loc
eine Losung durch eine Folge von A™ € Ly p(f,) approximieren, fiir die bereits N(f,,) =



5 EXISTENZ 63

F(f,) = F(f) gilt. Man unterlé8t hierbei, die f, aus dem Beweis von Satz (5.63) um n !
zu vergrofern, und verwendet einfach fn Da f in L?_()) liegt, erhalten wir dies auch
fiir f,, so daf wir mit Hilfe von Satz 5.44 eine P-f.-s. fallende Folge von A™ e Lwr( fn)
konstruieren kénnen. Der Rest des Beweises der Konvergenz verlduft analog, wobei zu
beachten ist, dal (5.69) nur gegeben ist, wenn N(¢)) 2 N(f,) gilt. Dies ist fiir ¢ :=

— f‘ der Fall.

Vergleichen wir die hier gewonnenen A" € Ly p( fn) mit den A" € Ly p(f,) aus Satz 5.63,
so ergibt sich nach Bemerkung 5.61 zunéichst A” < A}t > 0, P-f-s.,, n € N. Fiir die
(Z)(f)-Losungen A= limy, oo A" und A = lim,,_,,, A" folgt daraus A; < < Ay, t >0, P-f-
s. Im allgemeinen sind A und A echt verschieden. Wir betrachten etwa zum Startpunkt
2o = 0 den einfachen Koeffizienten

f(t,x) 2:1—1{0}(&3)7 teR,, zeR,

der bereits nach unten halbstetig ist. Wir kénnen daher die eben beschriebene, zu Satz
5.63 alternative Approximation durch f, auslassen (f, = f, n € N). In Satz 5.44 wird f
nun von unten durch stetige f, mit der Eigenschaft

/ (f = % f7 A 2250, meN,
Km

approximiert, z.B. durch f,(t,z) := 1 A |z|%, n > 2. Unabhiingig von der konkreten
Gestalt der f, mufl wegen f,(z) < f(z), z € Ry x R, in jedem Fall

Falo ey goy =0

gelten. Die fé werden in Satz 5.15 durch Lipschitz-stetige Funktionen fé’  approximiert,
die auf [0,00) x {0} ebenfalls verschwinden miissen. Fiir solche Funktionen gibt es aber
auf Grund der Eindeutigkeit von (Z)(f, ;) nur die Lésungen A/n+ = 0 P-f.-s. Folglich
sind auch alle in Satz 5.15 konstruierten A/» € Lyyp( fn) gleich Null ebenso wie Al =
lim,, o A. In Satz 5.63 dagegen wird eine Losung zu f := f + Inry\r(r) = 1 gesucht.
Dies ist offensichtlich (und eindeutig in Ly r(f)) die Zeittransformation A; = ¢, t > 0,
P-f.-s.

Fordert man, daB es fiir ein f zu jedem Startpunkt z eine (Z)( f)-Losung geben soll, so ist
im Falle zeitunabhéngiger f die Bedingung F'(f) C N(f) sogar notwendig fiir die Existenz
aller Losungen (s. [9]). Die Bedingungen von Satz 5.63 fiir zeitabhéngige Koeffizienten sind
jedoch weit davon entfernt, notwendig zu sein. So ist es fiir Existenz und Eindeutigkeit
von (Z)-Losungen vollkommen unerheblich, wenn man einen gegebenen Koeffizienten auf
einer Menge {t} x R fiir irgendein ¢ € R, verdindert. Aber eine Anderung auf einer
Menge R, x {z} fiir ein bestimmtes x € R kann sich sehr stark auswirken, wie das obige
Beispiel zeigt: Zu den Koeffizienten f und f gibt es ganz verschiedene Losungsmengen.
Die Bedingungen von Satz 5.63 dagegen sind invariant gegeniiber einer Vertauschung von
Orts- und Zeitargument (abgesehen vom Definitionsbereich).

Der folgende Satz zeigt eine Moglichkeit, die Voraussetzungen abzuschwéchen, indem
man dem Unterschied zwischen Zeitargument ¢ und Ort x Rechnung trégt: Verlduft der
durch eine (Z)(f)-Losung zeittransformierte Wienerprozefl W o A auf einem Zeitintervall
konstant, so mufl f dort nicht identisch Null sein, sondern nur \!-fast-iiberall. Daher ist
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auf Streifen der Form R, x {z} eine gewisse , Verschmutzung“ der Nullstellenbereiche
mit anderen Werten moglich. Jedoch mufl einschrankend beriicksichtigt werden, daf die
Aufenthaltszeiten von W o A in N(f) bzw. F(f) singuldre Mengen sein kénnen.

Bezeichnung Fiir BC R, x R und x € R sei
B, ={t>0: (t,x) € B}
der Schnitt von B bei x. Weiter bezeichne 0B den Rand von B.
Satz 5.81 Sei (W, ) ein iblicher WienerprozefS und f : Ry x R — R, lokal integrierbar.
Es gelte
(i) OF(f) € N(f);
(i) N(F,\ N.) =0 fiir alle z € R.

Dann gibt es zu (W,F) eine reine (Z)(f)-Losung.
BEWEIS: Wir setzen f := fIpe(s). Offenbar gilt F(f) € N(f), so daB es nach Satz 5.63

ein reines A € Ly r(f) gibt. Sei X := W o A. Wir zeigen A € Ly p(f), wozu es ausreicht,
die Gleichung

(5.82)/0 t

zu verifizieren. Wir fixieren ein w € 2, fiir das (Z)(f) erfiillt ist, und ein ¢t < S(A(w)). Fiir
ein B C R, x R sei

f(SaXS) - f(sts)

t
ds = / (s, X )Irip)(s,Xs)ds =0, t < S(A), P-f-s.
0

Vo(B) :={s€[0,t] : (s,Xs(w)) € B}.

Wir fassen hier V,,(B) aus Bequemlichkeitsgriinden als Menge in R auf. Die Abbildung
s — (s, Xs(w)) auf [0,t] ist stetig, weshalb V,,(F(f)) als Urbild von F(f) abgeschlossen
ist. Sei nun (a, b) ein in V,,(F(f)) gelegenes offenes Intervall. Dann gilt

b ~
FO X @)y =0 = / f(s, Xs(w))ds =0
& Ag(w) = Ap(w)

Damit konnen wir schreiben:

(5.83) [ #1m (X)) ds = [ sy (5. X(w)) ds = 0.

denn wegen (ii) ist der Integrand der rechten Seite A\!-f.-ii. gleich Null. Wir betrachten nun
das Integral iiber ganz V,,(F(f)). Zunéchst gilt die (elementar nachzurechnende) Inklusion

(0,8) NOVL(F(f)) € VL(OF())

und damit wegen (i)
(5.84) PO Xl grov, iy = 0-
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Wir haben, da V,,(F(f)) abgeschlossen ist, die disjunkte Zerlegung

VL(F(f)) = OV (F(f) UVL(F(f)) .

Das Innere V,(F(f)) ist als offene Menge in R darstellbar als abzéihlbare Vereinigung
disjunkter offener Intervalle :

Nun gilt wegen (5.83) und (5.84)
| 6. Trip . X)) ds

_ / F(s, Xo(w)) ds
VL (F(f))N(0,t)

oo by
Xo(w))d X (w)d
/BVW(F(f))ﬁ(O,t)f(S’ (@) 3+;/ai f(s, X (w))ds

= 0.

Damit ist das Integral in (5.82) P-f.-s. identisch Null. Also liegt A auch in Ly r(f). W

5.5 Fazit

Die Séatze 5.63 und 5.81 bilden die Hauptresultate des Kapitels. Dabei kommt Satz 5.63
die groflere Bedeutung zu, weil einerseits seine Voraussetzungen besonders einfach sind
und andererseits der Beweis eine explizite Konstruktionsvorschrift fiir reine (Z)-Losungen
enthélt. Wir formulieren den Inhalt hier fiir die stochastische Differentialgleichung.

Satz 5.85 Esseib: R, X R — R eine lokal quadratisch integrierbare Funktion. Nimmt b
in jedem Punkt aus Ry x R, fiir den b=2 in keiner noch so kleinen Umgebung des Punktes
integrierbar ist, den Wert Null an, dann hat (SDE)(b) schwache Lisungen.
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6 Extremale L6sungen

Wir haben in Satz 3.3 gesehen, dafl zu gegebenem iiblichen Wienerproze§ (W,F) die
Losungsmenge Ly p(f), falls nicht leer, ein Verband ist. Gilt weiterhin F/(f) C N(f) und
ist f lokal integrierbar, dann enthélt Ly (f) reine Losungen. Es stellt sich die Frage,
wann dieser Verband ein maximales oder minimales (,extremales“) Element hat. Wir
vergleichen dabei die Elemente in der Halbordnung ,, < P-f.-s.*, d. h. wir meinen A < A’ P-
f-s., falls P(A; < A}, t > 0) = 1 gilt. Wegen der Separabilitidt von E, ist dazu die Relation
P(A: < A)) =1, t > 0, dquivalent. In Satz 6.20 finden wir fiir die Existenz extremaler
Losungen eine hinreichende Bedingung. Uber die Eigenschaften dieser Losungen oder ihre
Approximation ist damit freilich noch wenig gesagt.

Extremale (Z)-Losungen haben eine anschauliche Interpretation. Den Koeffizienten f(¢, x)
kann man etwa als Maf fiir die Stérke der ,,Fluktuation® in einem 6konomischen System zu
bestimmter Zeit ¢ an einem bestimmten Ort x ansehen. Bei einer (Z)-Losung A entspricht
dieser , Fluktuation* das Wachstum von A, wenn sich W o A; in = befindet. Da ein
maximales A™* am stdrksten wéchst, ist W o A™#* als Beispiel eines Systemverhaltens
mit der groBtmoglichen Fluktuation interpretierbar; der Prozefl W o A™#* | zappelt® am
meisten ,, hin und her“. Entsprechend kann man sich W o A™" als das ,,ruhigste® Verhalten
vorstellen, das moglich ist. Zum Beispiel im Rahmen von Aktienmodellen entspriche der
maximalen Losung ein besonders aktives Héandlerverhalten, der minimalen ein besonders
trages (ungeachtet des Wertes eines Modells ohne Drift).

Wir betrachten nun ein fixiertes f und einen festen Wienerproze3 W, aber verschiedene
Filtrationen F, ', die die iiblichen Bedingungen erfiillen und bzgl. derer W ein Wiener-
prozef} ist. Solche Filtrationen sollen zuldssig heiflen. Gilt nun F < F’, dann ergibt sich
offenbar

Lwr(f) € Lwr(f).

Ist A in Lwp(f) maximal (minimal) und A’ in Ly r(f) maximal (minimal), so erhalt
man

At g A; (At 2 A;) , t 2 O, P-f.-s.

Hat aber die Filtration tatséchlich einen Einflul auf die maximale Losung? Klar ist:
handelt es sich bei extremalen Losungen stets um reine Losungen, so ist die Wahl der
zuléssigen Filtration ohne Belang, denn eine reine extremale Losung in Ly p(f) ist bereits
extremal in Ly gw (f), und grundsétzlich gilt G" < T fiir alle zuléssigen F. Extremale
Elemente in einem Verband sind aber stets eindeutig. Fiir alle zuléssigen Filtrationen F
haben dann die Ly r(f) dieselbe maximale und minimale Losung.

Es erweist sich, daf} in der Tat alle extremalen Losungen rein sind, wenn wir ihre Existenz
fiir das fixierte f und alle iiblichen Wienerprozesse voraussetzen kénnen (wofiir wir im
Existenzsatz eine hinreichende Bedingung vorfinden). Eng damit verbunden ist namlich
die Frage, ob alle maximalen (minimalen) (Z)-Losungen dieselbe Verteilung haben. Dies
ist der Fall. Man kann dann &hnlich wie in Kapitel 3 argumentieren, um die Existenz von
Operatoren F™3 bzw. F™" zu zeigen, deren Argument der Wienerprozefl und deren Wert
die jeweilige extremale Losung ist. Analog ergibt sich die Reinheit der Losungen.

Abschlielend wenden wir uns Vergleichssétzen zu: Fiir ein f gebe es extremale (Z)-Losun-
gen. Vergroflern wir f derart, dafl auch fiir die neue Funktion extremale Losungen exi-
stieren — haben sich dann auch die extremalen Losungen vergréflert? Oder ist es sogar
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moglich, daf eine extremale Losung zur vergrofierten Funktion kleiner ist? (Fiir Gewohn-
liche Integralgleichungen gibt es dafiir Beispiele.) Als Teilantwort auf diese Frage werden
zwei Vergleichsséitze vorgestellt. Grob formuliert gilt eine Vergleichsaussage des Typs

f<f = Afestr At 5 00 Pefes.,

e fiir maximale Losungen, wenn man eine nach oben halbstetige Funktion ¢ findet, die
f und f trennt, wenn also f < g < f' punktweise gilt;

o fiir minimale Losungen, wenn man eine nach unten halbstetige Funktion findet, die
f und f’ trennt.

6.1 Existenz

Zunichst eine technische Hilfsaussage. Es sei f : Ry X R — [0, 00] mefibar und p < A
das Maf} auf [R; x R, Bg, «g] mit der Dichte f~'bzgl. A.

Lemma 6.1 Sei f : Ry x R — R, lokal integrierbar. Die Nullstellenmenge N(f) sei
abgeschlossen, und es gelte N(f) 2 F(f). Dann gibt es eine Folge von stetigen Funktionen
hg : Ry x R — Ry mit den folgenden Eigenschaften:

* N(hg) = N(f);
o [ (f—h)*f1dx—>0, meN.

BEWEIS: Offenbar erfiillen f und p die Voraussetzungen von Lemma A9. Wir finden daher
eine Folge (f,)nen nach unten halbstetiger Funktionen, so dafl die Gleichung

(6.2) / (Fo— F1dA 20, meN,

m

erfiillt ist. Aulerdem gilt .
(6.3) N(f) 2 N(fa) 2 F(f) -

Setzen wir f, = fnl Ne(f), S0 ist f,, wegen der Abgeschlossenheit von N(f) ebenfalls nach
unten halbstetig. Da stets A(N(f) \ F(f)) = 0 gilt, folgt

A(NAHAN(F)) =0,

so daB M-fast-iiberall bzw. p-fast-iiberall f, = f, ist und damit (6.2) auch fiir f, gilt.
Die nach unten halbstetigen Funktionen f, kénnen von unten monoton durch stetige
nichtnegative Funktionen f,, , approximiert werden, fiir die N(f, ) = N(f.) = N(f) gilt.
Da die f,, und f,; nichtnegative Funktionen sind, bildet f,, fiir (fy ),y €ine integrierbare
Majorante in L?(K,,, u) fiir jedes m € N, so daf3

/ (o= far)2f AN 2250, neN,

folgt. Durch Auswahl einer geeigneten ,Diagonal“-Folge von Funktionen h, := f; ()
gelangen wir zur gewiinschten Folge. [ |

Gegeben sei eine nichtnegative Funktion f € L} ()\) und ein iiblicher Wienerproze8 (W, F)
auf [Q, F,P].
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Definition 6.4 Ein A € Ly r(f) heifit mazimal (minimal), wenn A, > A; (A < A}),
t >0, P-f-s. fiir alle A’ € Ly p(f) gilt. Extremal bedeutet ,,maximal oder minimal®.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen Ly r(f) ein in diesem Sinne
extremales Element enthélt.

Lemma 6.5 Es sei eine P-f.-s. fallende Folge (A"), oy von wachsenden Prozessen aus
Lwr(f) gegeben. Ferner sei f : Ry x R — Ry lokal integrierbar, N(f) abgeschlossen
und F(f) C N(f). Dann ezistiert ein Grenzprozef$ i.S. der P-fast-sicheren Konvergenz,
welcher ebenfalls zu Lywr(f) gehort.

BEwEIS: Wir kénnen o.B.d. A. annehmen, dafl (A™(w)), _y fiir alle w € 2 eine fallende

neN

77777

alle w € Q. Fiir jedes w ist dann die monotone Grenzfunktion A;(w) := lim, . A} (w),
t > 0, wohldefiniert und rechtsstetig auf [0, S(A(w))). Wir zeigen nun A € Ly r(f). Dazu
mufl Aga)— = Aga) P-f.-s. gelten, was aus Satz 5.72 folgt, wenn wir dort f, == f, n € N,
setzen. Wegen der Rechtsstetigkeit von F ist A auflerdem eine F-Zeittransformation. Mit
der Bezeichnung D™ := D™ (W o A™) reicht es nun zu zeigen, daf fiir alle m € N und alle
t>0

tAD™
(6.6) Aipapm = / f(s,WoAy)ds P-f-s.
0

gilt. Wir benotigen dazu zwei Abschatzungen. Seien X := W o A und X" =W o A™.

Lemma 6.7 Sei ¢ : Ry x R — R, mefbar. Es gelte N(¢b) 2 N(f) und n > m € N.
Dann existiert eine nur von m abhingige Konstante C,, mit

tAD™
E / (5, XY ds < Conllth |20 -
0

BEWEIS: X" geniigt den Voraussetzungen von Lemma 2.38, so daf§ wir wegen 9| N = 0
und D™ < D™(X™) erhalten:

E /O e xm)ds = E / o (wr3r %) (s, X2) ds

0
< Collos

L2(Kym,)\) = bm ||w||L2(Kt,m,ﬂ) .

Lemma 6.8 Sei ¢ wie in Lemma 6.7, N(v) 2 N(f) und ¢ € L2 (u). Dann gilt

loc
tAD™
(6.9) E/ P(s, Xs) ds < Cull¥l 25, )
0

BEWEIS: (vgl. auch Lemma 5.70) 1) Sei ¢ stetig. Mit Lemma 6.7 und majorisierter
Konvergenz folgt (6.9).

2)  Sei ¢ mefibar. Es gibt nach Lemma A9 eine fallende Folge <1@> . nach unten halbst-
ic

etiger Funktionen aus L2 () mit N(¢0) D N(¢;) 2 F(f), die von oben in L2 (1) gegen 1)

loc loc
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konvergiert. Setzen wir ¢; == ;] Ne(f), S0 ist 1); wegen der Abgeschlossenheit von N(f) im-

mer noch nach unten halbstetig. Es gilt auflerdem ¢ (x) < 9;(x), z € Ry x R, 4 =, WP
in L2 (1) und wegen N(¢);) 2 N(f) auch 1/11|N(f) = 0, i € N. Approximieren wir ; von

loc
unten durch stetige nichtnegative 1; 1, so gilt erst recht ;| Ny = 0 und damit (6.9)

fir ¢k, ¢,k € N, nach 1). Wie im Beweis zu Lemma 5.70 erhalten wir mit monotoner
Konvergenz (6.9) auch fiir ¢;. Nun gilt:

tAD™ tAD™
E/ (s, Xs)ds < E/ Vi(s, Xs) ds < Cpl|Vil| 2k, o) < 00
0 0

i—00

Wegen ||¥il| 2k, ) — ¥l L2(Ky ) (auf Grund monotoner Konvergenz) folgt die
Behauptung. |

Wir setzen den Beweis von Lemma 6.5 fort. Analog zur Methode der Existenzsétze wihlen
wir ein beliebiges £ > 0 und schétzen mit Hilfe der Chebyshev-Ungleichung ab:

tAD™
(610) P < At/\Dm — / f(S, X5> ds| > 6)
0

. c 2 tAD .
< P (|45pn — Aon| > 5) + ZE [ 17, X = (s X s

Der erste Summand in (6.10) konvergiert mit n — oo, da nach Voraussetzung schon

n

A} 25 Ayt > 0, P-fs. gilt. Wir zeigen nun, daB der zweite Summand mit n — oo
verschwindet. Nach Lemma 6.1 finden wir eine Folge stetiger Funktionen (hq)qu mit
N(h,) = N(f), die in L% (1) gegen f konvergiert. Die Menge

N(’hq_fD QN(f>mN(hq)
ist wegen N(f) = N(h,) Obermenge von N(f), so dafl dann Lemma 6.7 und 6.8 folgendes

ergeben:
tAD™ (W)

(611) E ’f(stg> _f(37X8>’dS
0

/&

tAD™ (W)
| (5, X) = hy(s, X2 ds
0
tAD™ (W)
B[ (e X0~ (s, X0 ds
0
tAD™ (W)
+E/ |hy(s, X7) — he(s, Xs)|ds
0

tAD™ (W)
< 20lf — hallzz(xen g + E / hy(s, XT) — hy(s, X)) ds
0

Mit dem iiblichen Argument der lokalen Beschrinktheit folgt

n— 00

tAD™ (W)
E/ hy(5, XT) — hy(s, X,)| ds 2= 0
0

fiir jedes ¢ € N. Damit gilt

tAD™ (W)
lim E/ [f(s, X3) = f(s, X ds <2Cu| f = hyllr2smpy » a4 EN,
0

n—oo

so daf} die linke Seite gleich Null ist. |
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Satz 6.12 Die Funktion f erfille die Voraussetzungen von Lemma 6.5. Dann enthdlt
Lwr(f) ein minimales Element, d. h. eine (Z2)(f)-Liosung bzgl. (W, ), die P-f.-s. kleiner
oder gleich allen anderen solchen Losungen ist.

BEWEIS: Zunéchst ist Ly p(f) nicht leer nach Satz 5.63. Wir zeigen die Existenz einer
absteigenden Folge von F-Stoppzeitprozessen aus Lyr(f), die das Infimum realisiert,
also eine Folge (A"), .y mit lim, .. A} < Ay, t > 0, P-f.-s. fiir alle A € Lyr(f) und alle
t € R,. Aus Lemma 6.5 folgt dann die Behauptung. Wir wéhlen uns eine streng monotone
wachsende, stetige beschrénkte reelle Funktion auf [0, 00|, etwa arctan(-), und ein ¢t € Q.
Wir setzen arctan(oo) := 7. Fiir jedes A € Ly r(f) existieren die stets endlichen Werte
Earctan(A;) € [0, 7] und inf {Earctan(A;) : A € Lwr(f)}. Wir konnen eine Folge von
Losungen auswéhlen, die dieses Infimum realisiert. Sei dies (A™?) wobei wir solche

Folgen fiir alle t € Q, gewinnen:

neN?

lim Earctan A}* = inf Earctan A} .
n—00 Aelwr(f)

Weiterhin sei <fl”> eine beliebige Aufzihlung der Prozeifamilie {A™* : n € N;t € Q. }.

neN

77777

fallende Folge bilden und wegen Lemma 3.3 in Ly p(f) liegen. Vor allem aber gilt fiir
jedes t € Q .
lim A? = inf A" < inf AP,
n—o00 neN neN
womit sich fiir die Erwartungswerte mit dem Lemma von Fatou folgendes ergibt:
Earctan lim A} < FEarctan inlf\I APt =E ing arctan AP
n—00 ne ne
< inf Barctan A?' = inf EarctanA,, teQ,.
neN A’ELW’]F(f)
Der Grenzprozefl A; := lim,_., A}, t > 0, liegt nach Lemma 6.5 in Ly r(f), so daB folgt:

EarctanA; = inf EarctanA,, t¢& .
' A'eLwr(f) ! Q
Fir jedes A" € Lypr(f) liegt auch A A A" in Lyp(f). Es ist fir alle ¢ € Q4 dann
E arctan(A; A A}) = E arctan(A;) und wegen der strengen Montonie von arctan(-) folglich
A N A, = A P-f-s., also A; < A} P-f-s. fur alle t € Q... Dies impliziert A; < A} P-f.-s.
fiir alle t € R,.. |

Bemerkung 6.13 Aus demselben Grunde wie in Bemerkung 5.80 ist unter der Voraus-
setzung F(f) C N(f), f € L{_(\) die Abgeschlossenheit von N(f) kein notwendiges

loc
Kriterium fiir die Existenz einer minimalen Losung. Es gibt aber Beispiele, bei denen

gerade diese Bedingung verletzt ist und keine minimale Lésung existiert.
Beispiel 6.14 Sei

o )0 ¢ dnmitl+2" =2
feo) = flo)={ § T o

und (W, F) ein iiblicher Wienerprozel mit dem Startpunkt Null. Der ProzeB A; := ¢,
t >0, liegt in Ly r(f), denn fiir jedes x € R ist

, (t,x) e Ry xR,

/ I{m}(W5> ds=0 P-f-s. s
0
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so dafl wir

t o0 t
A — / f(Wo Ag)ds = Z/ I{1+2fn}(Ws) ds=0, t>0, P-f-s.
0 n=1"0

erhalten. Weiterhin bildet auch
A?::t/\inf{s>0 : I/VS>1—1-27"}7 t>0, neN,
eine absteigende Folge von (Z)( f)-Losungen. Diese konvergiert offenbar gegen den Prozefl
A =tAT, t>20, mitT:=inf{s>0: W,>1}.

Zwar ist A* eine F-Zeittransformation (sogar eine reine), gehort aber nicht zu Ly r(f),
denn es ist 7 < oo P-f-s., Wr =1 P-f-s. und f(1) = 1, so daB (Z)(f) fiir ¢ > 7 nicht
erfiillt ist. Eine andere F-Zeittransformation A, < A}, t > 0, P-f.-s. kann ebenfalls nicht
Losung sein, denn es ist dann Wy, < 1, s > 0, P-f-s., also f(Wy,) = 1, s > 0, P-f-
s., das heifit, A} = ¢, t > 0, P-f.-s. Es gilt aber 7 < oo P-f.-s. Hat man also irgendein
A € Lwr(f), so findet man ein ¢t > 0 und ein n € N derart, dal A" A A € Lyp(f) zur
Zeit t mit positiver Wahrscheinlichkeit echt kleiner als A ist. Somit gibt es keine minimale
(Z)(f)-Losung.

Wir untersuchen nun maximale Losungen und erhalten das Analogon zu Lemma 6.5.

Lemma 6.15 Es sei eine P-f.-s. wachsende Folge (A™), . von Elementen aus Lwp(f)
gegeben. Im dbrigen madgen die Voraussetzungen aus Lemma 6.5 gelten. Dann existiert
ein Grenzprozefs, welcher ebenfalls zu Lywr(f) gehort.

BEWEIS: Der GrenzprozeB A; := lim, .. A}, t > 0, ist wohldefiniert, wachsend und
linksstetig (da wachsend und nach oben halbstetig) fiir ¢ < S(A). Der Fall Aga)- <
Ag(a)+ ist nach Satz 5.20 P-f.-s. ausgeschlossen, so daf} es reicht zu zeigen, dafl X :== Wo A
fiir t > 0, m € N die Gleichung

tAD™(X)
(6.16) Aipm ) = / (s, X)) ds P-fes.
0

erfiillt. Die Folge (A™),, .y Wéchst monoton, so dafl D™(X) = D™(W o A) < D™(W o A™)
gilt. Wir erhalten also fiir ein ¢ wie in Lemma 6.7

tAD™(X)
(6.17) E / (s, XT) ds < Coallth |2
0

und dariiberhinaus fiir ein ¢ wie in Lemma 6.8

tAD™(X)
(6.18) E / (s, X) ds < Collll 20 -
0

Der Beweis hierzu ist analog zu Lemma 6.8; lediglich D™ mufl durch D™(X) ersetzt
werden. Mit (6.17) und (6.18) ist nun dieselbe Abschétzung wie in (6.11) mdoglich, so da8
die Behauptung wie in Satz 6.12 folgt. Hierbei mufl wiederum D™ durch D™(X) ersetzt
werden.

Satz 6.19 Fir f seien die Voraussetzungen von Lemma 6.5 erfillt. Dann enthdlt Ly r(f)
ein maximales Element.
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BEWEIS: erfolgt wie zu Satz 6.12, jedoch unter Verwendung von Lemma 6.15 statt Lemma
6.5, wobei Minima durch Maxima ersetzt werden. [ |

Zusammenfassend ergibt sich:
Satz 6.20 Es sei (W, F) ein dblicher Wienerprozef$ und f: Ry x R — R, eine mefibare
Funktion mit den folgenden Figenschaften:
(i) f € Lige(N);
(ii) N(f) 2 F(f);
(iii) N(f) ist abgeschlossen.

Dann ist Ly r(f) nicht leer und hat ein mazimales und ein minimales Element.

6.2 Maximale und Fundamentall6sungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt zeitunabhéngige (Z)-Koeffizienten f : R — R, . Die
Mengen N(f) und F(f) seien analog auf R definiert. Wir setzen F(f) C N(f) voraus.
Diese einfache Bedingung ist sogar notwendig und hinreichend fiir die Existenz von schwa-
chen (SDE)(f2)-Losungen zu allen Startpunkten zo € R (s. [10], (4.17)). Sei (X,F) eine
schwache (SDE)(f %)—Lésung und

Dp)(X) =inf{s >0 : X, € F(f)}.
Definition 6.21 Die (SDE)-Losung X heiit Fundamentallosung, wenn
(6.22) f(Xs) >0 (A @P)-f-ii. auf [0, Dp(p (X))
gilt.

Fundamentallésungen sind eindeutig in Verteilung ([10], (4.22)). Ein wachsender F-adap-
tierter rechtsstetiger Proze V' mit Vj = 0 heifit (X, F)-Zeitverzogerung, wenn folgende
Gleichung erfiillt ist:

/ Ine(pyors)(Xs)dVs =0 P-f-s.
0

Ist dann U die rechtsstetige Inverse von ¢t + V;, t > 0, so nennen wir (X o U,F o U) den
durch V' zeitverzigerten ProzefS. Der wachsende Prozefl U ist eine F-Zeittransformation.
Fiir die quadratische Variation ergibt sich

(XolU)y=(X)y,, t>0, P-i-s

Jede (SDE)(f2)-Losung liaBt sich aus einer Fundamentallosung durch Zeitverzogerung
rekonstruieren' (s. [10], (4.61)). Da stets U; < ¢, t > 0, gilt, wird bei Zeitverzogerung
die quadratische Variation verkleinert. Es leuchtet daher ein, wenn sich die quadratische
Variation einer Fundamentallosung in folgendem Sinne als maximal erweist:

Satz 6.23 Secien eine mefibare Funktion f : R — Ry und ein diblicher Wienerprozef
gegeben. Wir haben mit A € Lywr(f) genau dann eine mazimale Losung, wenn W o A
eine Fundamentallosung (in einem qgf. erweiterten Wahrscheinlichkeitsraum) ist.

Hnotigenfalls nach geeigneter Erweiterung des Wahrscheinlichkeitsraums



6 EXTREMALE LOSUNGEN 73

BEWEIS: (vgl. a. [10], (4.61)) Es sei

t
C’t::/fl(Ws)ds, t>0,
0

und A* die rechtsstetige Inverse von C'. Dann ist W o A* eine Fundamentallésung zu
(SDE)(f2) (ebenda), und A* liegt nach Satz 2.36 in Ly z(f). Gleichzeitig ist A* maximal:
Sei A" € Lwr(f) beliebig und 7" die rechtsstetige Inverse von A’. Dann gilt mit Lemma
2.24 und (Z)(f) fur A’

T T
T, > /O Ine(p) (W 0 AY) ds = /O (Ineen ™+ o0lngp) F(W 0 AY) ds

T AL N
- / (Inep) S+ 0oln(py) (W o AY) dA, = / (Ine(p) ™" + oolngy)) (W) ds
0 0

AL NE
= / f*Wyds, t>0, P-f-s.
0

Fir t > Al ist T} = oo, so daf} wir insgesamt
t
T/ 2/ f*Wy)ds=C;, t>0, P-f-s
0

und damit A} < Aj, t > 0, P-f.-s. erhalten. Maximale Losungen sind pfadweise eindeutig,
so daf} der zeittransformierte Wienerprozef jeder maximalen Losung fundamental ist.

Zu einem A € Lyp(f) sei nun W o A eine Fundamentallosung. Da dies auch fiir die
(maximale) Losung A* zutrifft und Fundamentalldsungen eindeutig in Verteilung sind,
folgt PW°4 = PW°4" und nach Teil ,,(i) = (ii)* des Beweises von Satz 3.24

P4 =P,
Da aber A* maximal ist, erhalten wir mit Lemma 3.4
At = A: , t 2 O, P-f.-s.

Also ist A selbst maximal in Ly p(f). [

Wir erkennen, daf fiir zeitunabhéngige Koeffizienten die maximale Losung A* nach Kon-
struktion offenbar rein ist. Es gilt, diese Eigenschaft auch im zeitabhéngigen Fall zu be-
weisen.

Im Sinne der zu Beginn des Kapitels vorgestellten Interpretation erweist sich — nicht {iber-
raschend — auch die Fundamentallosung als Beispiel extrem ,,unruhigen“ Verhaltens in ei-
nem System. Zumindest insofern ist der Begriff der maximalen (Z)-Losung eine natiirliche
Fortsetzung des Begriffes der fundamentalen (SDE)-Losung auf zeitabhéngige Koeffizien-
ten. Freilich ist i.a. weder eine Charakterisierung der maximalen Lésung im Sinne von
(6.22) moglich noch zu erwarten, dal man durch Zeitverzogerung einer maximalen Losung
iiberhaupt zu Losungen gelangt.
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6.3 Verteilungsgesetze extremaler Losungen
6.3.1 Losungsmafle

Ein auf dem Wahrscheinlichkeitsraum [, F, P] definiertes (Z)-Losungspaar ((W,F), A)
hat Pfade in Cr, X E und induziert auf [C’R L X E+,’BCR+X B +] das Bildma$ (die Ver-

teilung) Q = P4, Im Beweis zu Satz 3.8 wird die Filtration B ® D auf [Cg, X E,,
BCR+ <, VN9, Q] eingefiihrt und gezeigt, dal dann die identische Abbildung in Cg, x E,

unter Q das (Z)-Losungspaar ((w, (B ® ]D))g),a:) bildet. Nach Konstruktion der Filtra-
tion ist x stets eine (B ® D)@-Zeittransformation (sogar schon eine ({), Cr L} @ D)-
Zeittransfomation). Abgesehen von der Forderung, daf§ sich die Wahrscheinlichkeitsmasse
auf Paaren (w, x) konzentriert, die (Z)(f) erfiillen, und davon, da8 die Projektion (w, x)
w das Wienermafl induziert, liegt das entscheidende Kriterium darin, ob (w,B ® D) ein
Wienerprozel unter Q ist oder nicht. Wir betrachten nun die Klasse aller solcher Bildma-
Be:

Q ist ein W-Maf3 auf [C’R+ x E., ’BCMX&

<<w, B ® D)g) ,:v) ist (Z)(f)-Losungspaar unter Q

Ein Element von L(f) heiit Losungsmaf. Wir fithren nun eine Halbordnung auf £(f) ein.
Sei € das System aller Mengen der Gestalt

L(f) =

(6.24) {(w,z) €Cr, x By : w(t;) < e, i=1,...,m, z(s;) <dj, j=1,....n}

mit 0 <t < ... <tp,<oo,meNO0<s<...<s,<oo,n€EN, cp,...,¢,, €R,
dl,...,dnER_;’_.

Definition 6.25 Seien Q,Q’ € L(f). Wir schreiben Q < Q' falls Q(B) > Q'(B) fiir
alle B € € gilt.

Lemma 6.26 Die Relation ,<“ ist eine Halbordnung.

BEWEIS: Reflexivitiat und Transitivitdt sind trivial erfiillt. Die Relation ist aber auch
antisymmetrisch: Q < Q' und Q > Q' implizieren Q(B) = Q/(B), B € &£. Das System
& erzeugt ’BqR+X g, und ist N-abgeschlossen, also eine mafBbestimmende Klasse, so dafl
Q = Q' folgt. |
Lemma 6.27 Sei (W,F) ein iblicher Wienerprozefy und gelte fiir A*, A € Lyr(f):

Al < A2 t>0, P-f-s
Dann gilt PWAD L pWA%)

BEWEIS: Sei B € € wie in (6.24). Es ergibt sich

P(W,A1)<B) = P <Aij < dj, W,
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Wir nennen ein Losungsmafl Q € L(f) mazimal (minimal), wenn Q > Q' fiir jedes
Q € L(f) (Q < Q fiir jedes Q' € L(f)) gl

Satz 6.28 Sei f : Ry x R — R, meflbar. Gibt es zu jedem tiblichen Wienerprozefs
(W, F) eine mazimale (minimale) (Z)(f)-Liosung, so hat L(f) ein mazimales (minimales)
Element. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn F(f) C N(f) gilt, f lokal integrierbar
ist und N(f) abgeschlossen.

BEWEIS: Zunéchst stellen wir fest, dafl € durch ein abzédhlbares System £* C & ersetzt
werden kann — etwa durch die Familie von Mengen wie in (6.24) mit ¢;, ¢;, 5, d; € Q. Diese
bilden ebenfalls eine mafibestimmende Klasse, und man rechnet elementar nach:

Q(B)>Q(B),¥Be€& <« Q(B)>Q(B), VBee"

Sei (Bj);cy eine Aufzdéhlung von €*. Gesucht ist ein maximales Losungsmaf, also ein
Q" € L(f) mit
*(B;) = inf , JeN.
Q" (B;) QeL (/) Q(B;), J

Offenbar gibt es fiir jedes j eine Folge (ng )) von Elementen aus L(f) mit

i€EN

(6.20) lim Q'(B) = inf Q(B)).

Wir konstruieren nun einen Wahrscheinlichkeitsraum, auf dem verschiedene Prozesse mit
ein und demselben Wienerprozef (Z)( f)-Losungspaare mit den Losungsmafien ng ) bilden.
Es gibt — wie im Beweis zu Satz 3.8 ausgefiihrt — bedingte reguléire Wahrscheinlichkeits-
mafle QZ(J)( -, +) : Cr, x Bg, — [0,1] mit den Eigenschaften:

(i) Die Abbildung ng)(w, -) ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf [E+,23E J fiir alle
w € Cr,;

(ii) Die Abbildung Q ( I') ist fiir alle I € B, beziiglich B¢, meBbar;
(i) fir B € Bp,, B' € B, gilt

(6.30) QY (B' x B) = i QY (w, B) W (dw)

(W ist das Wienermaf).

Wir betrachten den mefibaren Raum

(M, M] =

o’ E+7®BE+

Ist I = {(i,jr) : k=1,...,n} eine endliche Teilmenge des N?, so bezeichne 77 : M — E"

e

w € Cgr, parametrisierte Familie von Produktmafien

):®Q£])(w7)a ’LUECR+,
N2
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wobei die rechte Seite dasjenige eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsmafl auf [M, M]
bezeichnet, fiir welches

(6.31) ®Q w, 77 0y x ... x Ty)) = ﬁgggw(w T
k=1

fiir beliebige I'y, ..., T, € Bg,, I C N?, card] = n, n € N erfiillt ist (s. etwa [1], §9). Fiir
Zylindermengen B aus

_ Iy,...,I€Bg, ,neN,
R = {Wll(Fl X...xTy): IlC N2, cnrd] i+n }

ist Q(-, B) nach (6.31) und (ii) offenbar B¢, -mefbar. Wir bemerken, daf mit den Defi-
nitionen von B und Dy aus (3.11) fiir I'y,..., [, € D, die Abbildung

w +— Q (w,T(';1<F1 X ... X Fn))

auch BV N By -meBbar ist (s. auch Lemma 3.14). Das Integral

Q(B' x B) := Q(w, B)W(dw), B'e ’BC]R+ , BeR,
B/
ist auf dem Halbring {B’ x B : B € BC}R+7 B e ZR}, welcher BC}M ® M erzeugt, ein Mafl

mit Q(Cr, x M) = 1, so dafl wir Q eindeutig zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl auf
Bey, ® M fortsetzen kénnen. Dabei ist die Randverteilung der ersten Komponente das

Wlenermaﬁ und Q ((7°, myu )~ (+)) = Q(j)( -) fiir (i,7) € N?, wobei 7y die Projektion

)

: Cr, X M 3 (w,z) — w € Cg, bezeichnet. Mit der Filtration

M = (M,)sz0 = (238 ® ) Ds>

ausgestattet, ist (w, M) auf [C’R X M, Be,, @M, Q] ein Wienerproze$3, denn wir erhal-

ten fiir D = 7,1 (Ty x ... x ), Ty,...,T, € Dy, [ C N2 cardl =n, t > s >0, B e B,
I' € Bg, wie in (3.18)

s=>0

Q ({w(t) —w(s) eI} N (B x D))

n

= /C Tiw(t)—w(s)ery Ig(w H Q (w, ') W (dw)
R

+

= EW

EY (Itw@-w(wery 1Bs) Is HQ(J’“) (w Fk]

= W (w(t)—w(s) eT)EW

Ti) T] Q) m]
= Qw(t) —w(s) eT)Q(B x D).

Wegen der N-Abgeschlossenheit des Systems

R, = {wal_l(le...an) : BeB, T, .Tn €D }

n €N, I CN? cardl =n
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ist dann w(t) — w(s) auch von o <9~QS> = M, unabhéingig. Nach Lemma 2.13 ist w auch
bzgl. M@ ein (nun iiblicher) WienerprozeB. Folglich sind die Prozesse x;; = T(6,5)} ()
samtlich Elemente von L(w,Mf) (f) im Wahrscheinlichkeitsraum [Cg, x M, NQV (Bee, ®
M),Q]. In L (w,Mf)( f) gibt es nach Voraussetzung eine maximale Losung A™* fiir die
also insbesondere AP > w;;(t) Q-f-s., t > 0, i,j7 € N, gilt. Mit Lemma 6.27 folgt
QUA™ > Q(j), 1,7 € N, also u.a.

)

Q™ (B) < Q7 (By), i.jeN.
Das ergibt mit (6.29)

w. Amax . .
’ B;) = inf B;), €N,
Q ( J) QeL(f)Q< J) J

da Q¥A™ selbst in L(f) liegt. Die Klasse £* ist maBbestimmend, also folgt Q4™ > Q
fiir alle Q € L(f). Der Beweis fiir minimale Losungen verlduft vollig analog. |

6.3.2 Eindeutigkeit der Verteilungen, Reinheit

Satz 6.32 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 6.28. Sei Q* das maximale bzw. mi-

nimale Losungsmaf in L(f). Dann existiert ein derartiger eindeutig bestimmter Operator
Fmax . Cp. — Ey bzw. F™®, daf§ fiir irgendeinen iblichen Wienerprozeff (W,F) auf
[, F,P] der Prozeff F™™(W) bzw. F™™(W) eine reine (Z)(f)-Lisung zu (W,TF) ist und

(6.33) PYET ) — QF baw. POV =

gilt. Dieser Operator ist BV N TBCM/@S—meﬂbar fiir jedes s € R...

BEWEIS: Wir nehmen an, Q* sei maximal, und fithren wie im Beweis zu Satz 3.8 das
reguldre bedingte Wahrscheinlichkeitsmafl Q*(w, -) von & € E, unter w € Cg, im
Wahrscheinlichkeitsraum [Cr, x E., TBC]R+ «E,, Q"] ein und konstruieren analog das Wahr-
scheinlichkeitsmafl Q auf [Cr, x B, x E, BCR+ wE,xE, | Mit

(6.34) Q(dw dzxy dzy) = Q*(w, dzq) Q™ (w, dzxe) W (dw) .

Mit der Filtration K aus (3.12) sind ((w,K), z1) und ((w,K),z2) dann (Z)(f)-Losungs-
paare unter Q — ebenso wie ((w,K),z; V z3) (s. Lemma 3.3). Mit Lemma 6.27 folgt
Quavez > QW = Q* und wegen der Maximalitit von Q* schliellich Q¥® = Qw*1Ve2,
Lemma 3.4 ergibt dann z;(t) = x1(t) V x2(t), t > 0, Q-f.-s. und wegen der Austausch-
barkeit der Indizes z1(t) = x2(t), t > 0, Q-f.-s. Wir kénnen nun wie in Folgerung 3.20
fortfahren und erhalten auf dieselbe Weise den Operator F™** fiir den dann Q(x; = x5 =

Fmax())) = 1 gilt und der BY N Bee, / D-mefbar fiir alle s € R, ist. Weiterhin gilt
fiir (W, F), welches in [Cr, , Bc,, | das Wienermaf induziert:

P (W, F™ (W) erfillt (2)(f)) = W ((w, F™(w)) erfiillt (Z)(f))
— Q((w, F™™(w)) extillt (Z)(f))

= Q((w,2) erfiillt (Z)(f))
= 1.
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Mit anderen Worten ist ((W,F), F™*(W)) ein (Z)(f)-Losungspaar, wenn F™* (W) eine
[F-Zeittransformation ist. Analog zu Folgerung 3.23 ist aber F™®(W) sogar eine G"-
Zeittransformation. Der Beweis fiir F™® verlduft in derselben Weise. |

Satz 6.35 Die Funktion f : R, x R — R, sei mef$bar. Weiter gebe es zu jedem tiblichen
WienerprozefS (W,F) eine mazimale bzw. minimale (Z)(f)-Losung. Dann ist diese rein
und P-f.-s. identisch mit F™>(W) bzw. F™"(W). Die Verteilungsgesetze aller mazimalen
bzw. aller minimalen Losungspaare sind gleich.

BEWEIS: Es sei auf [2, F, P] ein iiblicher Wienerprozefl (W, F) gegeben. Die Losung A sei
maximal in Ly p(f). Nach Satz 6.28 und 6.32 gibt es in L(f) ein maximales Losungsmaf
Q* (so daB also P4 < Q* gilt) und den Operator F™**_ fiir den P"#"**(W) = Q* gilt und
(W, G"W), F™=(W)) ein (Z)( f)-Lésungspaar unter P bildet. Da A maximal in Lyp(f) ist,
haben wir F™(W), < A; P-f-s., t > 0, und nach Lemma 6.27 Q* = PWF™™ W) L pWA,
also insgesamt Q* = P"4. Mit Lemma 3.3 folgt F™(W)(t) = A;, t > 0, P-f.-s., so dal
auch A eine G-Zeittransformation ist. Der Beweis fiir F™" verliduft analog. |

Folgerung 6.36 Ist f lokal integrierbar, N(f) abgeschlossen und gilt F/(f) C N(f), dann
gibt es zu jedem tiblichen Wienerprozef§ eine pfadweise und in Verteilung eindeutige, reine
maximale bzw. minimale Losung.

Bemerkung 6.37 Stroock und Varadhan behandeln in [25] das Martingalproblem, wel-
ches in enger Beziehung zu (SDE) steht. Die Losungen dieses Problems sind Familien von

Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem kanonischen Raum [C’]ﬁw BC&J . Im Falle der Nicht-

Eindeutigkeit dieser Losungen benutzen die Autoren eine dhnliche Extremaleigenschaft
wie die unsere, um zu einer streng markovschen Losungsfamilie!? zu gelangen. Fiir uns
ergibt sich daraus eine (hier nicht weiter ausgefiihrte) Folgerung: Ist b : Ry x R — R
eine stetige und beschrinkte Funktion, dann haben die durch extremale (Z)-Losungen
zeittransformierten Wienerprozesse die strenge Markov-Eigenschaft (s. [25], Kap. 12, ins-
besondere 12.4.1).

6.4 Vergleichssitze fiir extremale Losungen

In Kapitel 5 haben wir gesehen, dal man auf jeder Approximationsstufe innerhalb der
jeweils betrachteten Funktionenklasse zu zwei Funktionen f < ¢ speziell konstruierte
Losungen Af < A9 finden kann. Haben nun Ly r(f) und Ly r(g) extremale Losungen, so
liegt die Vermutung nahe, dafl dann auch fiir diese besonders ausgezeichneten Losungen
AfmE L pgmax g Afmin < ggmin 4 0 Pof g gilt. Dies ist vergleichsweise bei deter-
ministischen Integralgleichungen im allgemeinen nicht gegeben, wie folgende Konstruktion
illustriert:
Beispiel 6.38 Sei die nach oben halbstetige Funktion
1 u=t
' o

Fitu) = { : sonst

auf R, x R, gegeben und f := '+ i. Wir betrachten die Gleichung

(6.39) y(t) = /Otg(s,y(s)) ds, t>0.

12gtreng markovsch im zeitabhingigen Sinne
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Man sieht unmittelbar, da (6.39) fiir g = f’ genau die Losungen y;(t) = ¢t und y»(t) = 3¢
hat und fiir g = f die einzige Losung z(t) = 3¢. Obwohl f'(t,u) < f(t,u) auf ganz R, xR
gilt, ist die maximale Losung y; fiir ¢ = f’ echt grofler als die maximale Losung z fiir

g=1r.

Bei einer stochastischen Integralgleichung wie (Z)(f) hat dagegen der Wienerproze§ W
einen regularisierenden Einfluf}; grob gesprochen ist eine Konstruktion, die sich wie im
0. a. Beispiel auswirkt, nur unter Beriicksichtigung der Pfade von W zu bewerkstelligen.
Die grofie Masse der anderen Pfade von W zerstort* dann aber diese Konstruktionen. Die
folgenden Vergleichssitze machen deutlich, dafl man fiir (Z)(f) zu allgemeineren Aussagen
als im deterministische Fall kommt, welche dann freilich nur P-f.-s. Giiltigkeit haben.

Definition 6.40 Seien Funktionen g1, ¢, : R, x R — R, gegeben. Wir sagen, eine Funk-
tion h trennt g; und g, wenn

g1(z) S h(z) < go(2), z € Ry xR, oder gi(z) > h(z) > ga(2), € Ry xR,
gilt.

Satz 6.41 Es scien mit f, f' : Ry x R — R, mefbare Funktionen aus L .(\) gegeben, fiir
die f'(z) < f(x), z € Ry x R, gelten mige, und dariberhinaus ein iblicher Wienerprozefs
(W,F). Wir setzen voraus, dafi sowohl Lwg(f) als auch Lwg(f') mazimale Elemente
haben und auferdem F(f) C N(f) gilt. Dies ist also insbesondere gegeben, wenn N(f)
und N(f') abgeschlossen sind, f' und f in L () liegen und F(f") C N(f'), F(f) € N(f)

gilt. Ferner gebe es eine nach oben halbstetige Funktion f*, die f' und f trennt. Dann gilt
(6.42) Afmax o qfmax oy 500 Pofios,

BEWEIS: Wir betrachten ein beliebiges A" € Ly r(f’). Wegen f* > f/ gilt nun
t
(6.43) A, — AL < / ffluWoAlydu, 0<s<t<S(A), P-f-s.

Die Funktion f := f + In(p\r(p erfilllt mit f € Li (A) und F(f) C N(f) die Voraus-
setzungen von Satz 5.63, so dafl es eine fallende Folge von nach unten halbstetigen lokal
integrierbaren Funktionen f,, gibt, die in L2 (1) gegen f konvergiert. Dabei ist u < A mit

loc

Z—’)f = (f)~L. Mit f, == f +n! wurden im Beweis zu Satz 5.63 geeignete A" € Lwr(fn)
gefunden, die P-f.-s. gegen ein A € Ly p(f) konvergierten, welches dann auch zu Ly r(f)
gehort. Nun gilt offensichtlich f,(z) > f*(z), x € Ry x R. Wir fixieren ein w € €, fiir
welches (6.43) von (W.(w), A’(w)) erfiillt wird ebenso wie (Z)(f,) von (W.(w), A™(w)) und
fiir das A”(w) punktweise monoton gegen A.(w) konvergiert (das ist P-f.-s. der Fall). Wir
setzen g, (t,u) := fo(t,Wy(w)) und ¢*(t,u) := f*(t, W,(w)) fir (t,u) € Ry x R, und
n € N. Dann sind wegen der Stetigkeit von W.(w) die g, nach unten halbstetig und g*
nach oben halbstetig. Aulerdem gilt g, (¢, u) > ¢*(¢,u) auf R, x Ry. Nun 16st A"(w) die
Ungleichung (5.11) mit g,, statt des dortigen g. Dagegen A’(w) 16st (5.12) mit g* statt ¢'.
Fiir jedes n € N liefert dann Lemma 5.8:

Al(w) > Al(w), t>0.

Mit A} (w) | Ai(w) folgt Ai(w) > Aj(w), t > 0. Wir haben damit zu einem beliebigen A’
aus Lywr(f') ein majorisierendes A € Ly r(f) gefunden. Da dies insbesondere auch fiir
AF'max mgelich ist, folgt erst recht die Behauptung (6.42). |
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Folgerung 6.44 Gibt es zu einer nach oben halbstetigen Funktion f € Li .(\) mit F(f) C
N(f) eine mazimale (Z)(f)-Losung, so ist diese mit der in Satz 5.63 konstruierten Lisung
P-f.-s. identisch. Dies ist also insbesondere dann der Fall, wenn zusdtzlich Stetigkeit auf
dem Abschlufl der Nullstellenmenge von f wvorliegt.

BEWEIS: Man setze in Satz 6.41 f/ = f* = f und im Beweis A7™* fiir das beliebige
A" € Lywr(f'). Weiterhin ist eine nichtnegative nach oben halbstetige Funktion f genau
dann in allen Punkten von N(f) stetig, wenn N(f) abgeschlossen ist. Satz 6.20 sichert
die Existenz einer maximalen Losung. [

Satz 6.45 Seien (W,F) ein iblicher WienerprozefS und f, f' : Ry x R — Ry mefibare
Funktionen in der Relation f'(x) < f(z), x € Ry x R. Ferner gelte F(f') C N(f'). Die
Lisungsmengen Lwr(f') und Lwr(f) mdégen minimale Lisungen besitzen.'® Auferdem
gebe es eine nach unten halbstetige Funktion f* € L2 (X\), die f' und f trennt. Dann gilt

loc

Afmin o gfmin 500 Pofes.

BEWEIS: Der Grundgedanke des Beweises ist derselbe wie in Satz 6.41. Jedoch treten

durch die notwendige Nichtnegativitat aller Funktionen groflere technische Schwierigkeiten
auf. Sei A € Ly r(f) beliebig. Dann gilt

t
(6.46) At—AS>/f*(u,WoAu) du, 0<s<t<S(4), P-Af-s.

Wir gehen in zwei Schritten vor. Zuerst konstruieren wir ein A* € Ly r(f*), das P-f.-s.
kleiner oder gleich A ist. Dieses A* erweist sich im iibrigen als die minimale Loésung in
Lwr(f*). AnschlieBend finden wir ein A" € Ly r(f') mit A} < Af, t > 0, P-f.-s.

1) In Satz 5.44 wird eine (Z)( f*)-Losung konstruiert, indem man f* von unten monoton
durch stetige f,, approximiert, fiir die

/ (f* = fo)2fitdd =50, meN,

m

und auBerdem N(f,) = N(f*) gilt. Die Wurzeln der f,, approximieren wir ihrerseits nun
punktweise von unten durch die folgenden Lipschitz-stetigen Funktionen:

1

+
Tik(x) :k/\|: inf (fé(y)+k’m_y’6>_k_1:| ; $€R+XR7 k7neN

yER L xR
Wir erhalten damit offenbar N ( for) 2 N(fn) = N(f*) und
fow(@) < fulz) < f(z), xeN(f), kneN.

Die punktweise Konvergenz f, N fn 188t sich leicht zeigen. AuBerdem gilt f,, x(z) <
Jog1(x) und frx(z) < fore(z) fiir 2 € Ry xR, k,n € N. Mit den Sdtzen 5.7 und 5.13
gewinnen wir Losungen A™* € Ly p(fnr), die P-f-s. in derselben Weise geordnet sind.
Nach Fixierung eines geeigneten w wie in Satz 6.41 setzen wir nun

gn,k(t7u) = fn,k(t7 WU(("})) und g*<t7u) = f*<t7 Wu<w)) ) (t7u) S RJr X R+.

133 dazu Satz 6.20
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Dann sind die g, stetig und g* nach oben halbstetig. Man rechnet elementar nach, dafl

auch N(gnr) 2 N(g*) gilt fiir alle n,k € N. Demnach sind die Voraussetzungen von
Lemma 5.8 fiir g, und ¢g* (anstelle ¢’ und g) erfiillt, so da8 mit (6.46) folgt:

(6.47) AP (W) < A(w), t>0, nkeN.

Die Folge (A™F) rey Pesitzt nun den P-f.-s. eindeutig bestimmten Grenzprozefi A™ (n € N).
Mit (6.47) ergibt sich
(6.48) AP <A, t=20, PA-s.

Auflerdem ist A™ eine G"-Zeittransformation. Wir wollen zeigen, daB A™ in Ly r(f,)
liegt. Im Beweis von Satz 5.15 wird fiir die Konvergenz der approximierenden Lésungen
gegen einen ProzefS A", der (Z)(f,) firt < S(A™) erfillt, neben der Monotonie der Folge
von Lipschitz-stetigen Funktionen lediglich die punktweise Konvergenz dieser Funktionen
und die Stetigkeit der Grenzfunktion bendtigt. Beides ist fiir (fux),oy und f, gegeben.
Dabher erfiillt A™ die Gleichung (Z)(f,,) mit (W, F) fir t < S(A™). Um Lésung von (Z)( f,)
zu sein, mufl aber A" auch P-f.-s. die Eigenschaft Agﬁ( Any— = Agﬁ( An) haben. Diese kénnen
wir mit Satz 5.20 nicht nachweisen, da die Voraussetzung N(f,x) = N(f,) verletzt ist.
Wir kénnen aber zeigen, dafl A™ mit der in Satz 5.15 konstruierten Losung P-f.-s. iiber-
einstimmt. Fiir diese gilt dann Satz 5.20, so daf schliefilich auch A™ in Ly r(f,) liegt. Sei
nun also

(sl =k int (fR@)+hz—yl), z€R,xR, keN.

yeR xR

Dies sind die fé approximierenden Funktionen aus Satz 5.15. Zu ihnen gehoren dann die
P-f-s. eindeutig bestimmten Losungen A™F € Ly p(fnr), die gegen ein A™ € Lyr(f,)
konvergieren. Es ist offenbar f, x(z) < fux(z), * € Ry x R, und nach Satz 5.13 dann
A?’k < flf”k? t > 0, P-f.-s., woraus fiir die Grenzprozesse zunéchst einmal

(6.49) AT <A, t>0, P-Af-s., neN,

folgt. Die Funktionen

N|=

1 1 _
Fla =1 A (fag)?, 1€N,

sind Lipschitz-stetig und beschrénkt, so dafl es P-f.-s. eindeutig bestimmte Akl ¢
Lwr(for) gibt. Da foy, fiir k — oo punktweise gegen f,; konvergiert, kénnen wir mit
derselben Argumentation wie oben folgern, daf§ der Grenzprozefl A™! := limy,_,o, A™*! die

Gleichung (Z)(f,,) firt < S <A”l> P-f.-s. erfiillt. Die Funktion f,; ist aber beschriinkt,
so daB§ A™! P-f.-s. nicht explodiert, womit S (A”l> = +oo P-f-s. gilt. Folglich ist A™!
Lésung von (Z)_(fnl) zu (W, F) und wegen der Eindeutigkeit der (Z)(f,,;)-Losungen P-f.-s.
identisch mit A™!. Mit Satz 5.13 haben wir aber auch

APREC AP >0, Pfes., k€N,

und somit

AP = lim APF > lim APR =AM =AM t>0, P-f-s., leN.
k—o0 k—o0
Daraus folgt B B
AP > lim A =A% t>0, P-f-s.

l—o0



6 EXTREMALE LOSUNGEN 82

und mit (6.49) schlieBlich A? = A7, ¢ > 0, P-f-s. Also ist A" € Lwr(f,), n € N. Der
Grenzprozef B
Af = lim A} = lim A}, t>0, P-f-s

n—oo n—oo

gehort nach Satz 5.44 zu Ly p(f*). Fiir ihn gilt wegen (6.48)
(6.50) AP <A, t20, Pis.

Gleichzeitig sieht man hieran, daff in Satz 5.44 die minimale Losung von Lwr(f*) kon-
struiert wurde. Setzt man nimlich f = f* und A = AS"™in g0 folgt A7 < Al ™" ¢ >0,
P-f.-s.

2) Gesucht ist jetzt ein A" € Ly p(f') mit A} < A} P-f.-s., t > 0. Dazu modifizieren wir
das in Bemerkung 5.80 beschriebene Approximationsverfahren. Wir setzen

f=1+Ingnri)
und erhalten eine A-fast-iiberall mit f’ {ibereinstimmende Funktion, die den Vorausset-

zungen von Bemerkung 5.80 geniigt. Es gibt demnach eine fallende Folge nach unten
halbstetiger Funktionen g, > f aus L% _(\) mit N(g,) = N(f) = F(f) = F(f’) und

(6.51) / (G — ) Fdr =50, meN.

m

Sei gn = gn A f* und f(z) = lim, o gn(x), z € Ry x R. Dann ist die Nullstellenmenge
N(f) = N(gn) = N(f*)UN(Ga) = N(f)UF(f")
abgeschlossen und auflerdem A ({x eER, xR : f#£f }) = 0 und g,, nach unten halb-

stetig. Natiirlich gilt (6.51) erst recht fiir g,,. Konstruieren wir A% € Ly r(g,) nach Satz
5.44, so ergibt sich A" < Af, t > 0, P-f.-s., da auch A* nach Satz 5.44 konstruiert war
und g,(x) < f*(z), r € Ry xR, n € N, gilt (s. Bem. 5.61). Demnach haben wir fiir den
P-f.-s. definierten Grenzprozefl A} := lim,, o, A", t >0,

(6.52) A <A Pos., t>0.

Wir beweisen jetzt A € Lwr(f). Da Satz 5.72 hier zutrifft, reicht es, wie in Satz 5.63
die Eigenschaft 5.66 fiir A’ und f zu zeigen. Wir benutzen die Abschétzung in 5.68 mit f
statt f, g, statt f, und D™ := D™(W o A9™):
tAD™
P<A;/\Dm—/ f(s,W o Al)ds >5)
0

. o c 2 tAD
g P (’At/\Dm - At/\Dm| > _> +-E
0

g — J| (s, W 0 AZ") ds

2 €
2 tAD™ 5 5
2B [ [Fs W oAz~ fls.Wo )] ds
0
= Il+[2+[3.

Der erste Summand I; konvergiert offensichtlich gegen Null fiir n — oco. Weiter erhalten
wir fir n > m, t > 0 wegen N(f — gn) 2 N(f) = N(gn) und D™ < D™(W o A9)

c tAD™(WoA9n) 5
s IZ < E / gn - f
2 0

< Cp gn—f2f_1dA 230.
([ (i 7o)

1 _1
gign? (s,W o AJ") ds

=
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Den letzten Summanden

2 tAD™
Ig - —E/
€ Jo

kénnen wir dagegen wie in Lemma 6.5 abschétzen. Analog zu Lemma 6.7 gilt fiir ein
nichtnegatives 1) mit N () O N(f)

f(s,W o A9n) — f(s,W o A)| ds

(653) E /0 e W o Az ds < o i

o T

L2(Kpm ,\) L2(Kom,\)

Ist N(f) abgeschlossen, N (1)) D N(f) und ?f~* € LL (\), dann erhalten wir das Ana-
logon zu (6.9):

(6.54) E/OMDm b(s, W o A)ds wa“

L2(Kem,\)

Da auBerdem die Voraussetzungen von Lemma 6.1 fiir f erfiillt sind, kénnen wir I3 nun

mit (6.53) und (6.54) wie in (6.11) abschitzen und bekommen schlieflich I3 —— 0.
Folglich ist A’ € Ly g(f). Mit Lemma 2.38 gilt wegen f'(z) < f(z), z € Ry x R,

/
0

tAD™
[eweyas = B[ |F-p| BFdswonyds
0

< om(/K (f—f’)Zf‘ldA>

Kt,m
so daB A" auch in Ly r(f’) liegt.

Mit (6.50) und (6.52) folgt die Behauptung. [

N

I

/A
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7 Anhang

Lemma A1l Fssei[X, X, k| ein Mafiraum mit dem endlichen Mafi k undY eine Teilmen-
ge des R™. Auf der Spur By := Y NBgrn sei ein endliches Maf§ n gegeben. Seien weiterhin
ho,h : X — Y, n € N, derartige Funktionen, daf$ h, mit n — 0o k-fast-iiberall gegen h
konvergiert. Gilt nun fir alle meffbaren und beschrinkten Funktionen v : Y — [0,00), ein
p € [1,00) und allen € N

(A2) /X b(ha(z)) dis < Cll oy

fiir ein festes C > 0, dann gilt auch

(A3) /X (h(x)) di < Ol oy

fiir alle solchen 1.

BeEweIis: (a) Offensichtlich bleibt (A2) auch fiir beschriankte mebare ¢ : Y — R richtig,
denn fiir || ist (A2) gegeben. Wir betrachten nun solche 1, die iiberdies stetig sein sollen.
Dann ist 1 o h,, eine Folge gleichméfig beschréankter Funktionen, die x-fast-iiberall gegen
1 o h konvergiert, so daf§ wir (A3) mit majorisierter Konvergenz erhalten.

(b)  Mit der Klasse (Cj) aller stetigen beschriankten Funktionen ¢ haben wir eine Klas-
se gefunden, fiir die (A3) gilt. C} enthilt alle Konstanten und ist ein Vektorraum, der
gegen die Minimumbildung A abgeschlossen ist. Weisen wir nun nach, dafl die Klas-
se M aller Funktionen, fiir die (A3) gilt, gegeniiber beschrinkter monotoner Konver-
genz abgeschlossen ist, dann enthdlt M nach dem monotonen Klassensatz alle o(Cy)-
meBbaren beschrénkten Funktionen (s. z.B. [4], (22.3)). Dies sind in unserem Falle die
By-mefbaren, und die Behauptung ist dann gezeigt. Sei also (1,.).cn eine gleichmifig
beschrinkte wachsende Folge in M, die gegen die beschrinkte Funktion 1 konvergiert.
Wegen der Endlichkeit von s und n sind Konstanten integrierbar, und wir haben mit mo-
notoner Konvergenz [ ¢.(h(z))ds — [ 1(h(z))ds und mit majorisierter Konvergenz
el Loy — 1¥]lLe(v)- Damit gilt (A3) auch fiir ¢, das heift, es ist ¢ € M. Dasselbe
gilt fiir eine analoge fallende Folge. |

Lemma A4 Es sei (A"), .y eine monoton wachsende Folge von Funktionen aus E, und
A = limy, o0 A7, t > 0. Weiterhin seien T" und T die rechtsstetigen Inversen von A"
bzw. A. Dann gilt

T, = lim 7", t>0.

n—oo

BEWEIS:

T, = inf{s>0:As>t}:inf{s>0:supAZ’>t}:infU{s>0:A?>t}

neN neN

= infinf{s>0: A7 >t} = inf T}" = lim T}".
neN neN n—o00

Lemma A5 Gegeben sei eine nichtnegative Funktion o € L'([0,1],\). Dann existiert
eine Funktion e : [0,1] — [1, co] mit folgenden Eigenschaften:
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(i) e ist stetig auf [0, 1);
(i) lim,_ e(z) = 400, e(1) = 400, e(0) = 1;
(iii) fol a(z)e(r)dr < 2f01 a(r) dx.

BeEwEIs: Fir a(z) = 0 Mf.i. auf einem Intervall [1 —¢,1], ¢ > 0, ist die Behauptung
trivial. Gelte nun fwl a(y)dy > 0 fir alle z < 1. Wir ermitteln zunéchst eine Funktion

h :[0,1] — R, mit den Eigenschaften (i), (ii) und fol a(x)h(x)dr < +oo. Dazu setzen
wir (unter der Vereinbarung 07! := +00)

h(x) = (G(a:))fé mit G(z) ::/ aly)dy, =x€][0,1].

Offensichtlich hat h die Eigenschaften (i) und (ii); es gilt aber auch

/o1 a(z)h(z)de = — /01 () (~afa)) dr = - /ol(G(m))_5 e

Wir setzen nun C' := %G(O)% und e(z) :== 1+ Ch(z), so dafl wir

/a(a:)e(a:) dx = /01 ax)dr + 0/01 a(z)h(x)dr = 2/01 a(x) dx

erhalten. [
Lemma A6 Sei f eine nichtnegative Funktion aus L:_(R%* X) und Q ein Quadrat der

loc

Kantenlinge 2rg. Dann gibt es eine stetige Funktion g : R* — [0,1], fiir die gilt:

(1) gl

(i) [, P97 dA <2 [, f>dx.

=0; O0<g(x)<1firze Q; g(xz) = 1 im Mittelpunkt von @Q;

BEWEIS: Wir zeigen die Behauptung fiir ein o. B. d. A. achsenparalleles () mit dem Mit-
telpunkt (0,0). Sei |- |,, die Maximumnorm in R?. Das Integral von f? iiber Q kann man
in ein iteriertes Integral umschreiben, wobei das innere Integral ein Wegintegral iiber die
Rénder der Teilquadrate {z € R : |z|,, =7}, r < rg ist und das dufere Integral diese
Werte mit der entsprechenden Weglénge aufsummiert:

(A7) /Qf2 d\ = /OTQ 8rdr /{x|m_r} fA(z)ds.

Da in (A7) die linke Seite endlich ist, mufl dies auch die rechte sein, und die Funktion

a* 1 [0,rg] — [0, co] mit
*(r) = 2(z)d
SCETS BRI

ist aus L'(]0,rg], A'). Natiirlich liegt dann

a:[0,1] = [0,00], a(u):=a"(rqu), u=0,
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in L'([0,1],A!). Nach Lemma A5 gibt es eine auf [ ,1) stetige Funktion e mit
lim, ;e(z) = +oo, e(z) > 1, z € [0,1], fiir die fo u)e(u) du < 2f0 u) du gilt. Mit

9" Ry —[0,1], .
g*(r)sz{ (e()) =+ osr<r

0 : sonst

haben wir eine stetige Funktion mit den Eigenschaften ¢*(r) < 1, r € R, und

/OrQ a*(r) (g"(r)) " dr =rq /01 a(u)e(u) du < 2rq /01 o(u) du — Z/OTQ o (r) dr

gefunden. Wir setzen g(x) := ¢*(|z|s). Offenbar erfiillt g sowohl Eigenschaft (i) als auch
(ii), denn es gilt:

[Fer@e = [T e s

_ /OTQS(g*(r))l o (r) dr < 2/0TQ 80’ (r) dr

= Q/QfQ(a:)dm

Lemma A8 Gegeben sei die konvergente Reihe > o7

nq O < 00 it mchtnegatwen Glie-

dern. Dann gibt es eine monoton wachsende Folge (cy)
Zn | GnCr, immer noch endlich ist.

nens Cn = 1, ¢y el o0, so daf

BEWEIS: Wir setzen
- 1
Cp = [sup{k eN: Zan < E} \/1] An, supl:=0.

Dann gilt fiir alle k > 2: ¢, = k = Z;’in a, < 1%3 und auBerdem ¢, —— oo wegen der
Konvergenz von » > ,. Nun ergibt sich

iancn = Zan+22an+32an+
n=1

cn=1 cn=2 cn=3

< Zan—i—Q i an + 3 i an + . ..
cn=1 n=inf {m:c,=2} n=inf {m: ¢, =3}

< Zan+2—+3i+...

< %

Lemma A9 Sei f: R, xR — R, eine mefbare Funktion und p ein Mafl auf [Ry x R,
Br, xr], das absolut stetig bzgl. des Lebesquemafles X ist. Es mige auferdem f~(z) := oo
fir f(z) = 0 und, wie in der Integrationstheorie iblich, 000 = 0 gelten. Wir fiihren ein:

N(f) = {zeRxR: f(z) =0},
(A10) F, = {zeRi xR :zeUoffen = p(U) = +o0}

und setzen fir ein p € [1,00) voraus:



7 ANHANG A4

(i) f e Lie(m);
(ii) N(f) 2 Fp.

Dann gibt es eine fallende Folge von nach unten halbstetigen nichtnegativen Funktionen
(fr)nen aus LY, (1) dergestalt, dafs

(A11) N(f) 2 N(f,) 2 F,
gilt, f(z) < fu(z), 2 € Ry xR, n € N, ist und f, in L}, (1) gegen f konvergiert, dafi
also gilt:
(A12) / (Fom F2dp 2250, meN.

Km

Liegt f auflerdem in LL _(N\) fir ein q¢ € [1,00), so kann man auch die Eigenschaft f, €
LL (M), n € N, erreichen.

loc

BEWEIS: Sei zunéchst f € L} (u). Wir fithren die folgenden Urbilder von f ein:

_ k k+1
B* = {m€R+xR:2—n<f(m)<2in}7 k=1,2,..., n=12,...;
BF = {peR xR : 27D L fa) <27k =0,1,2,..., n=12,...,

und aulerdem die Treppenfunktionen

~ oo k 1 oo
k=0

Offenbar gilt f(z) < fu(z), € Ry x R, und N(f) = N(f,), da f nur endliche Werte
hat. Es ist aber auch

/ (fn — f)p dp < Z2pn/ gy dp + ZQP(nJrkJrl)/ Ik du
m k=1 m k=0 m

<> Py [ g
k=17 &m k=0 V Km
= / fPdu<oo, meN,

so daB f, — f in LP (u) liegt und damit f,, ebenfalls. Im {ibrigen ist daher jede Menge
Bﬁ N K,, oder B¥ N K,,, von endlichem Maf} yi. Wir wollen nun zeigen, daf y fiir alle Bﬁ,
B* von auBen regulir ist. Wegen (ii) gilt B¥ C F°und B* C F ., fiir alle £ und n. Gerade
F erweist sich aber als der Bereich, auf dem p von auflen regulér ist:

Sei M C Fg meBbar und gelte u(M) < oo. Nach Definition von F, existiert zu jedem
x € M eine offene Menge U, > z, so dafl u(U,) < oo ist. Die U, bilden eine offene
Uberdeckung von M. Nach einem Uberdeckungssatz von Lindel6f sind dann auch schon
abzihlbar viele U,,, i € N, eine Uberdeckung von M (s. [3]). Das MaB y ist auf dem
metrischen Unterraum U,, endlich und folglich dort reguldr. Wir finden daher zu U,, N M
eine offene Teilmenge U; von U, mit U; D U, N M (U; ist offen in U,, und offen in
R; x R), so daf fiir ein beheblges e>0

" (U \ M) _ <U \ (Uy, N M)) <27
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gilt. Die U; bilden ebenfalls eine offene Uberdeckung von M, und fiir die offene Menge
Me = ;2, U; gilt:

(M) = (M) (M M) < (M) + 370 (0:\ M) < (M) e

Folglich ist p auf F; von aufien reguldr. Wir finden daher nun offene C”ﬂf,m D BN K,
und C’k D Bk N Km, so daf}

p (@'im \ By n Km) <27k + 1) und p(CF,\BENK,) <27

gilt. Trivialerweise haben wir auch C’f;m C F; und C’fjf’m C Fy, fiir alle k,n, m. Die Verei-

nigungen
= U C’T’im und CF = U
m=1
sind offene Obermengen von B¥ bzw. BY, fiir die wir

(A13) p(CENBE) < 30 (Gl \ B K, < 274Gk 1)

m=1

und entsprechend
(A14) p(CE\BE) <...<1

erhalten. Wir definieren nun die Funktionen

(A15) for=> %I@% +) 27" neN.
k=1 k=0

Die Indikatorfunktion einer offenen Menge ist nach unten halbstetig ebenso wie eine endli-
che Summe nach unten halbstetiger Funktionen. Also ist jede Partialsumme in (A15) nach
unten halbstetig. Als Grenzfunktion einer wachsenden Folge nach unten beschrénkter nach
unten halbstetiger Funktionen ist dann auch jedes fn nach unten halbstetig. Offensichtlich
gilt fn( ) = fulz) > f(z), € Ry xR, und wegen Ck C g bzw. Ck C F¢ auBerdem

N(f,) 2 F,. Fiir fn soll nun (A12) nachgewiesen werden. Mlt monotoner Konvergenz
(A13) und (A14) ergibt sich

1
( / fo— du)
k41 (bt
) ‘Z o lewas + 2 o
k=1 k=0 LP (Ko ,p)
. k+1
= i | g+ 2
k=1 k=0 LP(Kop,p)

1 l
. k+1 (etn
S Jfm <Z HQ—nI@’%\BE + ()27 )105\35”m<f<m,u>>
k:1 Lp(Kmvll’) k:[)
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< SN (G BE) + 30 0 (C BY)
k=1 k=0

(A16) < 27D 5 ¢,

Wie oben gezeigt, ist 0 < fp, — f < f € LP(K,,, 11). Da f,, punktweise gegen f konvergiert,
geschieht dies mit majorisierter Konvergenz auch in LP(K,,, 1) (f? ist die Majorante), so
daB wir aus (A16)

~=0, meN,
Lp(meu)

erhalten. Die Gleichung (A12) wird also von ( fn> erfiillt. Setzen wir

neN

fn_f

fn::/n\fnv HGN,
k=1

dann sind die f, ebenfalls nach unten halbstetig, bilden eine monoton fallende Folge und
erfiillen (A12) wegen f(z) < fu(x) < fo(x), x € Ry X R, erst recht. Offensichtlich gilt
dann auch N(f) D N(f.) 2 Fpu.

Sei nun f eine Funktion aus L{ (x) N L{ (X\). Mit dem bisher Gezeigten lafit sich neben
(fn)nen auch eine Folge nach unten halbstetiger Funktionen (f;), oy konstruieren, die in
L (M) gegen f konvergiert und alle weiteren Eigenschaften der Behauptung erfiillt, denn
F) ist leer. Setzen wir g, := f, A f, n € N, dann haben wir sogar eine Folge nach unten
halbstetiger Funktionen gefunden, die grofer oder gleich f ist und sowohl in L} (u) als

auch L] ()\) monoton gegen f konvergiert. [

loc

Lemma A17 Es sei [M, M, p] ein Mafraum und (By,), oy eine Folge von B, € M, die
sich héchstens S-fach iberdecken (S € N fest), das heifit, fir beliebige iq,...,ig:1 € N,
i1 # iy # ... #igy1 gelte stets By N...N B;,., = 0. Dann ist

1541

> u(By) < Sp (U Bn) :

BEWwEISs: Wir setzen C := | J~ | B,, und
CP={xecC :card{i : v € B} =k}.

Nach Voraussetzung gilt dann C' = Ule C*, wobei die C* offenbar disjunkt sind. Man
kann (', darstellen als die Vereinigung der Teile der Durchschnitte k verschiedener B;, die
nicht auch noch in anderen B; enthalten sind: Fiir iy # ... # ik, k € {1,...,S} sei

nFEiL,...,NFE
Es ist demnach
(A18) = |J Byn..nB,\Ci. ;)
1< i
Dabei bemerken wir, da durch die Ordnung 7; < ... < i fiir verschiedene Multiindizes

(i1, 0k), (1, ...,17}) stets

folgt. Das heift, die rechte Seite in (A18) ist eine Zerlegung von C*. Statt C* kénnen wir
in dieser Weise auch ein bestimmtes B, N C* zerlegen. Wir erhalten dann
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00 o S S o
Z w(Bn) = Z Z (B, N C*) = Z Z (B N Ck)

S oo
— Z ZNJ U (Bn NB;,N...N Bik,l \ Cn,il,---,ikfl)

=1 n=l nFiF.. Fig_1
1< i1
S oo
(A19) = Z Z Z p (BN By N...NBiy ,\Crivoiy )
R=L =l stinst i
1< <1

(s.u.)

S

(A20) = > k > u(Byn...0B\Ci. i)

k=1 u<..<ig

S
SZ Z /L(Bilm---mBik\Cil ,,,,, 1k)

:1 1< <l .
= 8 u(C*) =Su(C)=Su <U Bn> .

Die Umformung von (A19) nach (A20) ist richtig, da in der Summe

/N

ST Y u(BanByN.NBi N\ Coyii )

n=1

n#F. Fig_1

11 <..<0p_1

fiir ein festes n’ jeder Summand B,y N B;, N...N By, _, \ Cpr 4y . 4ip_, genau k-mal auftaucht,
namlich wenn n =n', n =14y, ..., n = i,_y ist. |

Lemma A21 FEs sei f eine lokal integrierbare Funktion auf Ry und F(t) := fot f(s)ds,
t > 0. Dann gilt

FON = [ 56 s ds

BEWwWEIS: Wir definieren ¢/, ¢, : R — Ry, n € N, durch

0 : t<0 t
en(t):=¢ nt : 0<t<E  und p,t) = / ol (s)ds, teR.
1 t<2 o0
Es gilt dann
1
(A22)  [@(®) ~ Toso®] < Loa®) md o) 7] < 5. tER.
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Die ¢, sind stetig differenzierbar und ihre Ableitungen gleich ¢/,. Daher gilt auf Grund
der Kettenregel

ealF(t)) = / S (F(3))f(s) ds

wobei die linke Seite wegen (A22) fiir n — oo gegen [F(¢)]* konvergiert. Ebenso konver-
giert ¢!, o F' "= Itpeqy punktweise; dariiberhinaus ist | f| fiir (¢!, o F) - f und fIirsoy
eine integrierbare Majorante, so dafl mit dem Satz von Lebesgue folgt:

n— 00

/OSDZ(F(S))f(S)ds—>/O F($) [(p(sy>0y ds -
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