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Kapitel 2. Wahrscheinlichkeit

Uberblick

* Beispide

e Wahrscheinlichkeitsraum

» Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit




Beispiele

Beispid 1: Wirfelwurf
W= {w,, ..., wg}

Beispiel 2: zweifacher Minzwurf
W={(K,K), (K,2), (Z K), (Z,2)}

Beispiel 3: Psychologisches Testen
W=W, "~ Wy

Beispiel 4: Ein typisches psychol ogisches Experiment
W=W, " W, ™ W,

Wahr scheinlichkeitsraum

Ein Wahrscheinlichkeitsraumrepréasentiert das beobachtete
Zufallsexperiment. Er besteht aus den folgenden drei
Konponenten

» die Menge der moglichen Ergebnisse des betrachteten
Zufallsexperiments

« die Menge der mbglichen Ereignisse und
« das Wahrscheinlichkeitsmaf3




Zufallsexperiment, Ergebnis, Ereignis
und Wahr scheinlichkeit

Der Wahrscheinlichkeitsraum &N, 21, Prireprasentiert das betrachtete

Zufallsexperiment, wobei :
. Wdie Menge aller méglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments

. 2 die Menge aller méglichen Ereignisse Al Wund

- P: 2 ® [0, 1] das Wahrscheinlichkeitsmald auf 24

Die Menge der mdglichen Ergebnisse

Beispiel 1: Wirfelwurf
W={w, ..., Wg}

Beispiel 2: zweifacher Minzwurf
W={(K, K), K, 2, (Z K),(Z,2)}

Beispiel 3: psychologisches Testen
W=W, "~ Wy




o Q Die Menge der méglichen Ereignisse: Beispiel 1
Mdgliche Ereignisse sind immer Teilmengen der Menge der

mdglichen Ergebnisse W

Beispiel 1 (zweifacher M iinzwurf):

A ={A£ W {K, K} {(K 2, (ZK), Z2}}

Die Menge der moglichen Ereignisse: Beispiel 2

zweifacher Minzwurf
Die Menge aller Teilmengen von W

o:={ /£ W {&Z 1}, {& K}, {&, Z} {&K K7,
(&, ZR &, K}, {&, ZR &K, Z}, {&Z, Zfi &K, K7},
(&2, KR &K, Z}, { &, KA &, K7}, { &, ZA &K, K},
(&, ZR &, Ki &K, Z}, {&, ZA &, Kii &, Ki},
{&, 7R &, ZA &, Ki}, {& Ki &, Zi &, K} }




Einige mdgliche Ereignisse beim

: . 9
psychologischen Testen: Beispiel
Tabdle2.1.
Einige Ereignisse und ihre formal sprachliche Darstellung
Inhaltliches Ereignis Formale Darstellung a's
TeilmengevonW=W, "~ Wp
Fritz wird gezogen {Fritz} ~ Wo
Fritz oder Franz werden {Fritz, Franz} = W,
gezogen
Dieerste Aufgabewird gelost Wy = {+} ~ {+,-}
Fritz wird gezogen und | 6st {&ritz, +, +}
beide Aufgaben
Anwendung und Inter pretation 10

Problem: Wahrscheinlichkeiten sind in der Regel
unbekannt

Ziel: Schatzung der Wahrscheinlichkeiten oder

anderer Kenngréfzen
Wahrscheinlichkeiten sind theor etische Gréf3en

Beispiel: Munzwurfexperiment




Definition s -Algebra 1

Definition 2.1.
Sei 2 eine Menge von Teilmengen einer Menge W. Die Menge 2

heif3t dann s-Algebra, wenn gelten:

(@ Wi «;

(b) wenn AT 2, dann AT 2 (A ist das Komplement von A);
() wenn Ay, A, ... eine Folge von Elementen aus®l ist, dann

ist auch deren Vereinigung A, E A, E ... Element von2l.

Definition Wahrscheinlichkeit, usw. 1 12

Definition 2.2
Seien 21 eine s-Algebra auf einer Menge W sowie P: 2l ® IR eine Funktion

auf 2.
Man betrachte die Bedingungen (Kolmogoroff-Axiome):
(@ P(A)3 O furaleAl A, Nichtnegativitat
(b) istA, A, ... eine Folge paarweise digunkter Mengen A T 2L,
dann gilt P(AL E A E ..) = P(A) + P(A) + ... s-Additivitat

() PW=1. Normierung




Definition Wahrscheinlichkeit, usw. 2

Wenn die Bedingungen () bis (c) gelten, heif3en:

(i) dieFunktion P, Wahrscheinlichkeitsmaf3‘,

(iiy dasTripd &\ 21, PA, Wahrscheinlichkeitsraum',

(i) dieElemente AT 2 , Ereignisse",

(iv) der Wert P(A) , Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A" ,
(v) dieMengen {w}, wi W,, Elementarereignisse" und

(vi) dieMengeWdie, Menge der moglichen Ergebnisse” .

Beispiel fur einen Wahrscheinlichkeitsraum
W={(K,K),(K,2), (Z,K),(Z 2}

Tabelle2.2

Ereignisse und ihre Wahrscheinlichkeiten beim zweimaligen M iinzwurf
Al 2 P(A) Anmerkung

A= 0

A=W 1 Bedingung (c) der Def. 2
Ao ={&, Ki} 14 faire Miinze!

As={&, zf} 14 dto.

A={& Kit 14 dto.

A={& zi} va dto.

As={&, Kii K, Z7} P(A) +P(A = 1/2 Bedingung (b) der Def. 2
A;={&, KA & Ki} P(Ay) + P(A) =1/2 dto.

Ag={&, KA & 27} P(A,) +P(A) =12 dto.

Ag={&, Zi 8Z, K7} P(Ag) +P(A) =112 dto.

Ap={&,ZA &, 27 P(Ag) + P(Ag) =1/2 dto.

An ={& KA & Z/ P(Ar) +P(Ag) = 1/2 dto.

A, ={&, KA &, ZRA&Z K} P(A) +P(A) +P(A) = 34 dro.
A ={& KM &, ZAZ,Zi} P(A)+P(A) +P(As)= 3/4 dto.
An={& KA & KA&Z ZA P(Ay)+P(A)+P(As)=3/4 dto.
Ap={&,ZA & KA&Z Zi} P(A)+P(A) +P(A)=3/4 do.




Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit

Theorem 2.1

Seien an, 2, Priein Wahrscheinlichkeitsraum und

A,B1 2 Ereignisse. Dann gdten:
(i) wenn Bi A, dann P(A\B)=P(A)- P(B) und P(A)? P(B);
(i) P(A\B)=P(A) - P(ACB):
@iy fur A=W\ A gilt: P(A)=1- P(A);

(iv) P(AE B)=P(A)+P(B)- P(ACB).
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ny Eigenschaften der Wahr scheinlichkeit (Diagramm)
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Abbildung 2.1

Venn-Diagramme zur Veranschaulichung der in Theorem 2.1
genannten Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmalies

W (d)
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