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Die erfolgreiche Anwendung von L�osungsverfahren h�angt nicht nur von ausgereiften
Softwaretools ab� sondern in der ersten Phase der L�osung ist eine breite fachliche
Grundbildung f�ur Problemanalyse� f�ur M�oglichkeiten der Umformung einer Aufga	
be in eine andere ad�aquate Darstellung sowie f�ur die Auswahl von entsprechenden
L�osungsmethoden notwendig� Dieser Kenntnisstand kann zu einer h�oheren Qualit�at
an Verfahren und darauf aufbauenden Computerprogrammen f�uhren� Andererseits
verf�ugen auch Softwaretools �uber zahlreiche tutorielle Elemente oder Bausteine� und
sie k�onnen in vielf�altiger Weise zu tiefergreifenden �uberlegungen und neuen Ideen
f�uhren�
Beobachtungen und Erfahrungen zeigen� da
 es f�ur Studenten der ersten Seme	
ster in naturwissenschaftlichen und technischen Fachrichtungen nicht unbedingt not	
wendig ist� das gro
e Szenarium eines noch gr�o
eren Tools nahezubringen� Viel	
mehr erweisen sich �uberschaubare Programme als wirksame und moderne didaktische
Werkzeuge� Sie gestatten insbesondere die weitgehende Kon�gurierbarkeit und damit
kognitive Manipulationsm�oglichkeiten� auch bez�uglich graphischer und algebraisch	
symbolischer Elemente� Darstellungsweisen und Umfang der Ergebnisse� Funktions	
und Methodenauswahl� interaktive Arbeitsweise und Wiederholbarkeit�
Computer und Software k�onnen als kognitive Technologie beim Aufbau von und
insbesondere auch beim Denken in und mit mentalen Modellen eine wichtige Rolle
�ubernehmen�
Ausgew�ahlte Demonstrationen aus den Gebieten Matrixkondition� Subtraktionska	
tastrophe� Termumformung� Fehlerfortp�anzung� rekursive Algorithmen� N�aherungs	
zahlen und Computere
ekte untersetzen dies�

Successful application of numerical solvers depends not only on fully	developed soft	
ware tools� but during the primary phase of solution there is necessary a wide basic
education which includes the ability for problem modelling and analysis� possibilities
of transforming the problem into another form and the choice of appropriate solution
methods� This knowledge level can lead to higher quality of methods and computer
programs� which are based on the algorithms� On the other hand� software tools�
too� dispose of tutorial components and they can promote deeper re�ections and new
powerful ideas in varied ways�
Observations and experiences have shown� that it is not necessary to confront stu	
dents of the �rst semesters studying natural sciences and technology with big shells
of very extensive software tools� Instead� limited programs prove as e
ective and mo	
dern didactic means� They allow especially the far	reaching changes of con�guration
and in this way some possibilities of doing cognitive manipulations with regard to
graphical and algebraic	symbolic elements� presentation and scope of results� selecti	
on of functions and methods� interactive mode of operation and repetition�
Computers and software belong to the cognitive technologies and can play an im	
portant role in the creation and development of mental models�
This is supported by selected examples and demonstrations from di
erent areas like
matrix condition� dilemma of subtraction� transformation of expression� error propa	
gation� recursive algorithms� approximate numbers and special computer e
ects�

�



� Einleitung

Es gibt viele M�oglichkeiten� mathematische und andere Aufgabenstellungen in Er	
satzprobleme umzuformen� die dann praktisch und mit Computereinsatz gel�ost wer	
den k�onnen� Dabei zeigt sich� da
 die erfolgreiche Anwendung von Verfahren nicht
nur von ausgereiften Softwaretools abh�angt� sondern in der ersten Phase der L�osung
eine breite fachliche Grundbildung f�ur Problemanalyse� f�ur M�oglichkeiten der Umfor	
mung einer Aufgabe in eine andere ad�aquate Darstellung sowie f�ur die Auswahl von
entsprechenden L�osungsmethoden notwendig ist� Dieser Kenntnisstand kann zu einer
h�oheren Qualit�at der Verfahren und der darauf aufbauenden Computerprogrammen
f�uhren� Andererseits verf�ugen auch die Softwarewerkzeuge �uber zahlreiche tutorielle
Elemente und sie k�onnen in vielf�altiger Weise zu tiefergreifenden �uberlegungen und
neuen Ideen f�uhren�
Beobachtungen und Erfahrungen zeigen� da
 es f�ur Studenten der ersten Seme	
ster in naturwissenschaftlichen und technischen Fachrichtungen nicht unbedingt not	
wendig ist� das gro
e Szenarium eines noch gr�o
eren Tools nahezubringen� Viel	
mehr erweisen sich �uberschaubare Programme als wirksame und moderne didaktische
Werkzeuge� Sie gestatten insbesondere die weitgehende Kon�gurierbarkeit und damit
kognitive Manipulationsm�oglichkeiten� auch bez�uglich graphischer und algebraisch	
symbolischer Elemente� Darstellungsweisen und Umfang der Ergebnisse� Funktions	
und Methodenauswahl� interaktive Arbeitsweise und Wiederholbarkeit �vgl� ��� ��

Auswahl einiger Softwareaspekte als methodisch	didaktische Hilfsmittel in kogniti	
ven Modellen �vgl� ��� � �

	 Multiple	window Darstellungen� Desk	Top	Publishing Systeme�
	 Veranschaulichung des Stellenwertsystems und Operationen darin�
	 Computergraphik�
	 Nutzung von Gleichungen und Funktionsgraphen�
	 algebraische� geometrische und graphische Symbolsysteme�
	 Darstellung von Formeln und Tabellen�
	 Datenspeicherung und 	manipulation�
	 Wiederholbarkeit� Re�exion� Interaktion� Verst�arkeraspekt� Reorganisationsaspekt�

W�ahrend rein rechnerisch	technische Aufgabenteile mit Hilfe des Computers sehr
oft gel�ost werden k�onnen� gewinnen die anspruchsvolleren Aspekte an Bedeutung�
Dazu geh�oren nat�urlich die geschickte Umsetzung einer Anwendungssituation in ein
passendes �mathematisches� Modell sowie die kreative Entwicklung und sachgem�a
e
Beurteilung und Begr�undung mathematischer Begri
e und Verfahren�
Zu einigen ausgew�ahlten Aufgabentypen werden im Abschnitt � verschiedene Me	
thoden vorgestellt sowie M�oglichkeiten� Grenzen und E
ekte bei der Nutzung von
Programmen �in Turbo Pascal oder Pascal	XSC� diskutiert�
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� Fehlerquellen in L�osungsmethoden

Im Rahmen der Analyse des Problems als auch der Methode zu seiner L�osung ist es
notwendig� Fehler abzusch�atzen und in Abh�angigkeit von den verf�ugbaren Rechen	
hilfsmitteln den Rechenaufwand zu bestimmen� Dies unterst�utzt die sachgerechte
Entscheidung �uber die Verfahrensauswahl�
Hier soll zun�achst eine kurze �Ubersicht mit Beispielen �uber die Arten von Fehlern
gegeben werden�

��� Verfahrensfehler

Diskretisierungsfehler �vgl� ��� ��

	 Ersetzen einer Funktion durch endlich viele Zahlen�
numerische Integration auf der Basis der Funktionswerte f�� f�� ���� fn�
quadratische Polynominterpolation mit den Koe�zienten a�� a� und a��

	 Approximation einer Ableitung durch einen Di
erenzenquotienten�

Abbruchfehler� Iterationsfehler�

	 Ersetzen eines in�niten Prozesse durch eine �nites Verfahren�
	 Partialsumme einer unendlichen Reihe�
	 Grenzwert einer Iterationsfolge n�aherungsweise nach endlich vielen Schritten�

��� Eingangsfehler

Fehler treten in den Eingangsdaten als auch bei Rundung von Eingabedaten in ma	
schinenkonforme Zahlen auf� Beide sind vom Charakter her analog zu behandeln�

��� Rundungsfehler und Kondition

Rundungsfehler k�onnen bei allen Rechenoperationen entstehen� sofern mit fester end	
licher Stellenzahl und irgendeiner Rundung gerechnet wird�
Das Verhalten gegen�uber Rundungsfehlern �und damit auch Eingangsfehlern� ist ein
wesentliches Charakteristikum eines numerischenAlgorithmus� Man studiert die Feh	
lerfortp�anzung von St�orungen auf Zwischenergebnisse und das Schlu
resultat� wie
sich also Fehler vergr�o
ern�
Die Kondition eines Problems ist der im ung�unstigsten Falle auftretende Vergr�o
e	
rungsfaktor f�ur den Ein�u
 von relativen Eingangsfehlern auf relative Resultatsfehler�
Unvermeidbare Eingangsfehler durch St�orungen und Rundungen bewegen sich entwe	
der in absch�atzbaren beschr�ankten Gr�o
enordnungen oder sie wachsen �uber Ma
en
an� je nachdem� ob das Problem gut oder schlecht konditioniert ist�
Analog ist die Kondition des mathematischen Ersatzproblems sowie des N�aherungs	
verfahrens zu sehen �z�B� Di
erentialgleichung� Di
erenzenschema� Gleichungssy	
steml�oser��
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Man bemerke also �

� Bei gegebener Aufgabe �mit eindeutiger L�osung� k�onnen zwei verschiedene Be	
rechnungsverfahren v�ollig andere Ergebnisse liefern� weil sie unterschiedliches
Fehlerverhalten haben�

� Die gute Kondition einer Aufgabe sollte m�oglichst in das entsprechende Ersatz	
problem �hin�ubergerettet� werden�
Die Ersetzung einer schlecht gestellten Aufgabe durch ein �gut gestelltes� Er	
satzproblem hei
t Regularisierung� Dabei mu
 man einen zus�atzlichen Verfah	
rensfehler in Kauf nehmen�

� Wenn f�ur ein Ersatzproblem mit gegebener �guter� Kondition das Verfahren
eine wesentliche Verst�arkung der Fehlerfortp�anzung bewirkt� ist es schlecht
konditioniert�

� Computerrealisierungen in Gleitkommaarithmetik �GK	Arithmetik� erzeugen
notwendigerweise Rundungsfehler�

� Wichtig ist die Herausarbeitung von Begri
en und Prinzipien der Fehleranalyse
und die Untersuchung des Fehlerverhaltens beginnend bei einfachen Basisalgo	
rithmen der linearen Algebra �vgl� ��� ��

� Erstellung einer Klassi�kation von gut konditionierten L�osungsverfahren in den
verschiedenen Teilgebieten der Numerischen Analysis�
Die numerische Stabilit�at ist eine Mindestforderung an ein vern�unftiges Ver	
fahren� Liegt sie nicht vor� so k�onnen f�ur gewisse Probleme beliebig gro
e Ge	
nauigkeitsverluste in bezug auf das unvermeidliche Fehlerniveau auftreten� Die
bestm�ogliche Qualit�at eines Algorithmus stellt die numerische Gutartigkeit dar
�vgl� ��� ��

� Anwendungen und Demonstrationen

Die hier durchgef�uhrten �Uberlegungen sollen nunmehr an einigen ausgew�ahlten Bei	
spielen demonstriert werden� Sie beinhalten Anwendungsf�alle� Probleme� Begri
e�
Eigenschaften� Darstellungen oder Verfahren wie

	 Matrixkondition�
	 korrekt gestellte Aufgaben�
	 Subtraktionskatastrophe �vgl� ��� ��
	 Termumformungen� mathematische und numerische �Aquivalenz �vgl� ��� ��
	 Fehlerfortp�anzung und Fehleranalyse�
	 Stabilit�at�
	 N�aherungszahlen und Stellenwertsysteme�
	 interne Zahlendarstellung und Zahlenformate�
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	 Kurvendiskussion�
	 rekursive und iterative Algorithmen�
	 Verarbeitung von umfangreichen Datenmengen�
	 spezielle Computere
ekte�

Die Beispiele weisen darauf hin� wie komplex die Verwendung des Computers als
Werkzeug und Medium der Lernens und Lehrens allgemein und besonders in der
Mathematikausbildung zu sehen ist�
Der Komfort des Werkzeugs Computer einschlie
lich der Software kann sich aber
nur �entfalten� durch den an Ideen reichen und kreativen Nutzer in der Einheit mit
seiner gezielten Nutzung� gr�undlichen Analyse und st�andigen Weiterentwicklung�

��� Matrixkondition und L�osung eines linearen Gleichungs�

systems

Gesucht sei die L�osung des linearen Gleichungssystems Ax � b mit x� b � Rn und
A � Rn�n regul�ar der Form�

����� ����� j �����
����� ����� j �����

�
�

Um einfach festzustellen� ob ein Vektor x L�osung des Systems ist� pr�uft man� ob das
Residuum r � Ax� b einen Nullvektor liefert� Nehmen wir also zwei Kandidaten f�ur
die L�osung und zwar

�x � ������� �������T �
�x � ������� �������T �

und berechnen daf�ur das Residuum� Es gilt entsprechend

�r � ����������� ��T �
�r � ����������� ����������T �

Die �G�ute� des Fehlers k�onnte den Betrachter dazu verleiten� �x als den besseren
Vorschlag zu akzeptieren� Das ist jedoch ein Trugschlu
 bei Kenntnis der exakten
L�osung x� � ������T � Der Grund ist� da
 die Matrix A eine schlechte Kondition
hat� Kennzeichen daf�ur sind u�a�

	 Die Matrix A ist fast singul�ar�

	 Die Determinante von A ist nahe Null� denn detA � �����

	 Wenn die Matrix A Elemente der Gr�o
enordnung O��� besitzt� dann hat die
inverse Matrix A�� betragsm�a
ig gro
e Elemente� hier

A�� �

�
������ �������

������� ������

�
� det�A��� � ����

�



	 Das Spektrum der Eigenwerte von A ist sehr �breit�� Es liegen Gr�o
enordnun	
gen zwischen dem betragsm�a
ig kleinsten � �� �� und gr�o
ten Eigenwert� denn

�� �������������������
�� � �����������������

Mit der Zeilensummennorm kAk� � max
��i�n

nP
j��

jaijj betr�agt die Kondition

cond�A� � kAk�kA��k� � ��� � ����
Explizite oder direkte Gleichungssysteml�oser m�ussen numerisch stabil� wenn nicht
gutartig sein� um bei schlecht konditionierter Systemmatrix noch vertretbare L�osun	
gen zu erzeugen�
Aber schon f�ur solche Matrizen� wie die Hilbermatrix A � �aij�� aij � ���i� j � ���
oder der Boothroyd�Dekker	Matrix �vgl� ��� � mit den Elementen

aij �

�
n� i� �

i� �

��
n� �

n � j

�
n

i� j � �

und der Inversen
A�� � ��ij�� �ij � ����i�jaij�

sind in der Gleitpunktarithmetik bei nicht allzugro
er Dimension n Grenzen gesetzt�

��� Iterationsverfahren f�ur lineare Gleichungssysteme

Iterationsverfahren �IV� f�ur das Gleichungssystem Ax � b sind� wenn sie konvergie	
ren� selbstkorrigierendeMethoden� Sie k�onnen mit einem angenommenen Startvektor
sofort bzw� im Nachgang an ein direktes Verfahren eingesetzt werden� In jedem Fall
erho
en wir uns eine Korrektur der N�aherungsl�osung� Deshalb spricht man auch von
Defekt	 oder Residuenkorrekturverfahren oder einfach Residueniteration�
Sei A regul�ar mit aii � � und der Zeilensummennorm kAk� � ��

Dies ist erreichbar durch entsprechende Zeilenvertauschung von A und eine sinnvolle
Skalierung �Normalisierung� �Aquilibrierung� gem�a


A� � DA� A� � �a
�

ij��

D � diag �d�� d�� ���dn��

di �
sign aii
nP

j��

jaijj
� i � �� �� ���� n�

Damit haben wir mittels der vorgeschlagenen Zeilenskalierung auch eine erste Vari	
ante der sogenannten Vorkonditionierung der Matrix durchgef�uhrt und erhalten

nX
j��

ja�

ijj � � und a
�

ii � � � i � �� �� ���� n�
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Die Kondition von A� ausgedr�uckt mit der Zeilensummennorm� wird sich dabei nicht
verschlechtern� oftmals jedoch deutlich besser werden �vgl� ��� �� Wenn wir die Vor	
zeichenbedingung fallen lassen� ist die Skalierung weit weniger e�zient�
Das Problem formt man nun h�au�g um in eine Fixpunktgleichung der Form

x � x� �Ax� b�

und zur numerischen Implementierung in die Iterationsgestalt

x�m��� � x�m� � �Ax�m� � b� � �I �A�x�m� � b�

Dieses �naive� IV mit der Iterationsmatrix H � I �A konvergiert nicht� wenn der
Spektralradius ��H��� ist� und kann auch leicht bei diagonal dominanter Matrix A
versagen� Somit wird einfach auf die modi�zierte Form der Fixpunktpunktgleichung

x � x� 	�Ax� b�� 	 � � Parameter�

zur�uckgegri
en� die nunmehr schon eine ganze Reihe von Vorz�ugen besitzt�
Das entsprechende IV wird als
	 Richardson	Iteration
	 Relaxation
	 		Jacobi	Verfahren
	 Jacobi Overrelaxation �JOR�
bezeichnet�

Wenn man noch einen Schritt weitergeht zu

x � x�W���Ax� b�� W � Rn�n regul�ar�

x � x� 	W���Ax� b��

ist man bei der Klasse der semiterativen Verfahren� Newtonverfahren� Gradientenver	
fahren mit�ohne Vorkonditionierung unter Ausnutzung von Zerlegungen der Matrix
A f�ur die Wahl von W �
F�ur ein Gleichungssystem mit positiver und diagonal dominanter Matrix k�onnen wir
die konvergente Richardson	Iteration

x�m��� � x�m� � �

kAk� �Ax�m� � b�� m � �� �� ����

x��� beliebigerStartvektor�

kAk� Zeilensummennorm�

anwenden�
Wenn der Spektralradius der Iterationsmatrix kleiner als � ist� dann haben wir nicht
nur die gesicherte Konvergenz des IV� sondern irgendwelche Fehler im L�osungsproze

	 auch k�unstlich eingebrachte St�orungen 	 werden stets ged�ampft� Dar�uber hinaus
sind garantierte Absch�atzungen der Konvergenzrate und der Fehler m�oglich�
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Bemerkung �
Robustheit � Stabilit�at� Konvergenz � und E�zienz � Zeitaufwand� Speicherbedarf �
sind zwei Seiten eines Gleichungssysteml�osers� Gerade f�ur gro
dimensionierte Sy	
steme leben diese Eigenschaften �in unterschiedlichen Welten� und erfordern einen
Kompromi
� Sogenannte Polyalgorithmen� die zwischen verschiedenen Verfahren ge	
eignet und geschickt umschalten� sind ein m�oglicher Ausweg� verlangen aber auch
einen reichen Erfahrungsschatz�
Bei iterativen Methoden spielt die schnelle Matrix Vektor	Multiplikation eine gro
e
Rolle�

��� Fehlerfortp�anzung bei Rekursion und Stabilit�at

F�ur die Berechnung des bestimmten Integrals

In �
�

e

�Z
�

exxndx � n � �� �� ����

mittels Rekursionsformeln nehmen wir zun�achst eine Absch�atzung von In durch Ein	
schachtelung vor�

ex � ex � e� x � ��� �� �

�
e

�R
�

exxndx 
 In 

�
e

�R
�

exndx�

�
n��


 In 

�

n��
�

Abb��� Einschachtelung von ex

��
��
��
��
��
��
���

� ��� � x

e

�

�
exex

���
��
��
��
�
��
�
��
�
�

und somit gilt

� � I� �
�

�
� I� �

�

�
� I� � ��� � lim

n��
In � � und lim

n��
nIn � ��

Durch partielle Integration erhalten wir die typische lineare Rekursion

In � � � nIn��� falls n � ��

I� � � � �

e
� ������� ����� ����� �������� �

Diese kann man auch als Iteration In � � � nIn��� n � �� �� ���� I� gegeben� inter	
pretieren� zumal theoretisch ja auch ein Grenzwert der Folge fIng existiert� Durch
Entrekursivierung folgt

In � �� n� n�n� ��� n�n � ���n � �� � ���� ����nn�n � �� � ��� � � � �� ����nn!�e�

Bei Ausf�uhrung der Rekursion mit einem N�aherungswert f�ur I� bemerkt man sehr
bald� da
 die Einschlie
ung In � �

�
n�� �

�
n��

�
und damit die Monotonie der Folge

verletzt werden�
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Die Rekursionsformel ist numerisch instabil� Ein Eingangsfehler� der bei der N�ahe	
rung der Eulerschen Zahl e gemacht wird� wirkt sich durch die Multiplikation mit n!
sehr drastisch aus�
In der GK	Arithmetik in Turbo Pascal mit den Zahlenformaten double ���	�� dezi	
male Mantissenstellen� und extended ���	�� Mantissenstellen� �� Stellen werden an	
gezeigt� sowie mit einem bestm�oglichen Startwert I�� wandert pro Rekursionsschritt
die erste ung�ultige Mantissenstelle um durchschnittlich eine Position nach links�

In mit Rekursion und GK	Format
In

n auf �� Dezimalstellen double extended
genau �� Nachkommastellen �� Nachkommastellen

� ���������������������� ��������		

�
		�� ��������		

�
		���


� ���������������������� �����
��

����

�� �����
��

����

����

� ���������������������� ����
�
�����	���	� ����
�
�����	���	�	�

� ���������������������� ���������
���
�	
 � ���������
���
�	����

� ���������������������� �����
��
��

	�

 � �����
��
��

	�

�
 �
� ���������������������� ���
		���
�	���
 �� ���
		���
�	����
	� �
� ���������������������� �����
���	�	��	 ��� �����
���	�	��	�

 ��
� ���������������������� ������
�	�
���� ��� ������
�	�
������ ���
� ���������������������� �����������

	 ���� �����������

		� ����
� ���������������������� ������������� ����� ������������
��� ����

�� ���������������������� ���
�
������ ������ ���
�
��������� �����
�� ���������������������� ������	���� ������� ������	���

�� ������
�� ���������������������� ���������
 �������� ���������	��
 �������
�� ���������������������� ������
�� ��������� ������
���� ���������
�� ���������������������� ������� ����������� ���������� ����������
�� ���������������������� ���	�� ������������ ���	����	 �����������
�� ���������������������� ���		 ������������� ���		��� ������������
�� ���������������������� ���	 �������������� ���	��� �������������
�� ���������������������� 	��� ��������������� ���	� ���������������
�� ���������������������� ������������������ ���
 ����������������
�� ���������������������� 	������������������� ��� �����������������

Tab��� Rekursion In � �� nIn��� n � �� �� ���� ��� I� maximal genau�

Rechnet man die Rekursionsformel mit Intervallarithmetik und Pascal	XSC mit dem
GK	Format real �entspricht dem Format double in TP�� so ist die instabile Fehler	
fortp�anzung �ahnlich�
Die relative L�ange des Startintervalls � I�� � I�� �� � � �I��	I����I��� vergr�o
ert sich
st�andig f�ur die nachfolgenden Intervalle � I�� � I�� ��n� und die Intervallgrenzen be	
kommen unbrauchbare Werte�
Nur wenn I���I�� ist� dann gilt �I���n�	I���n���I���n� � O�����	��
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Tab��� Rekursion In � �� nIn��� n � �� �� ���� ��� I� gegeben�
mit Pascal	XSC und Intervallarithmetik�
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Bemerkung �
Es liegt eine gewisse Verwandtschaft der Rekursion zur Fixpunktiteration auf der
Basis von x � g�x�� g�x� � � � nx abh�angig vom Iterationsindex� n � ��
vor� Die Instabilit�at der Rekursion korrespondiert sozusagen mit der Divergenz des
allgemeinen Iterationsverfahrens In � g�In���� g��I� � �n � ��� Der Fixpunkt
wandert mit dem Index von ��� nach �� kann aber wegen wachsenden jg�j � � nicht
angen�ahert werden�
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Abb���
Interpretation der Rekursion
In���nIn��� n��� �� ���� I���� �

e
�

als �wandernde� Fixpunktiteration�
Divergenz bei Startwert "I� �� I�
sichtbar�

So problematisch und eigentlich nicht anwendbar die Rekursionsformel ist� die R�uck	
w�artsrekursion erweist sich als das positive Gegenteil�
Mit In�� � �� � In��n� n � m�m��� ����� k�onnte man bei einem guten Startwert
Im die vorherliegenden Werte bestimmen�

"In mit R�uckw�artsrekursion

n "I�� � ���� "I�� � ����
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Tab���
R�uckw�artsrekursion
"In�� � �� � "In��n�
n � ��� �� ���� ��
"I�� gegeben�
Turbo Pascal mit
GK	Format double�
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Was passiert aber� wenn Im fehlerbehaftet ist# Wir rechnen also mit "Im � Im � �m�

"Im�� �
� � "Im
m

�
�� �Im � �m�

m
�

� � Im
m

�
�m
m

� Im�� � �m���

�m�� � ��m
m
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�
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� Im�� � �m���

�m�� � � �m��
m� �

�
�m

�m� ��m
usw�

Ein Anfangsfehler �m wird bei hinreichend gro
em m nach wenigen Schritten sehr
klein werden� Die Anzahl der Schritte der Vorw�artsrekursion� die alle g�ultigen Man	
tissenstellen ausl�oscht� charakterisiert den Wert m� mit dem die R�uckw�artsrekursion
bei "Im � � den �genauen� Wert I� liefert�

"In mit R�uckw�artsrekursion und GK	Format

n double extended
�� Nachkommastellen �� Nachkommastellen
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Tab��� R�uckw�artsrekursion "In�� � ��� "In��n� n � m������ "Im � ��
m � ��� ��� Turbo Pascal�

��



Bei R�uckw�artsrekursion wird mit wachsendem Index m zuerst "I� immer genauer bis
die Genauigkeit eine immer gr�o
ere Anzahl von anf�anglichen Werten erfa
t�

m "I� �� � I� � "I�

� ��� ����
� ����� ������
� ������� �������
� ������� ��� ������� ��

�� ������� ����� ������� ����
�� ������� ����� ����� ������� ����� �
�� ������� ����� ����� ������� ����� ����
�� ������� ����� ����� ������� ����� ���� �
�� ������� ����� ����� �

Tab��� Verbesserung der Genauigkeit bei R�uckw�artsrekursion
"In�� � ��� "In��n� n � m�m��� ���� �� "Im � ��
mit wachsendem Startindex m�
Turbo Pascal mit GK	Format double�

m k �k � Ik � "Ik

�� � �E	��
�� � 	�E	��
�� � 	�E	��
�� � �E	��
�� �� 	�E	��
�� �� 	�E	��
�� �� �E	��
�� �� 	�E	��
�� �� �E	��
�� �� �E	��
�� �� 	�E	��
�� �� �E	��
�� �� �E	��
�� ��

Tab��� Vergr�o
erung der Mengen
der genauen Werte "I�� "I�� ���� "Ik��
bei R�uckw�artsrekursion mit
wachsendem m�
"Im � ��
Turbo Pascal mit GK	Format
extended�

Bez�uglich des stark ged�ampften Fehlers betrachten wir noch einige Absch�atzungen�
F�ur die Werte fIm� "Img gilt
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und weiter
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�

m� �
� O���m��

jIm�� � "Im��j �
�

m
� �

m� �
�

�

m�m� ��
� O���m���

jIm�� � "Im��j �
�

m� �
� �

m
�

�

�m� ��m
�

Die wachsende Gr�o
enordnung der n�achsten Verbesserung ist in der Absch�atzung
nicht zu erkennen� Einen Hinweis darauf erh�alt man jedoch schon� wenn man z�B�
mit der Annahme Im � ���m� 


�
� rechnet� Daraus ergeben sich

Im�� �
�m� �

m��m� ��
� Im�� �

�m� �m� �

�m� ��m��m� ��
�

und somit

jIm�� � "Im��j � �m� �m� �

�m� ��m��m� ��
� �

m
�

�

�m� ��m��m� ��
� O���m
��

Wir fassen die wichtigsten Schlu
folgerungen der R�uckw�artsrekursion zusammen�

� Je gr�o
er m ist oder je genauer "Im� desto kleiner jI� � "I�j bzw� desto mehr
Anfangselemente "I�� "I�� ���� "Ik�� sind genau�

� Je gr�o
er m ist� desto n�aher �r�uckt� der erste genaue Werte "Ik���

� Bei m � ��	 und "Im � � gilt f�ur den relativen Fehler �m � j�Im � "Im��Imj
�m � ��

�m�� � O���m� � O����	��

�m�� � O���m�� � O��������

�m�
 � O�����	��

so da
 man bei ��	�� Mantissenstellen nach � Rekursionsschritten den �genauen
Bereich� erreicht� Mittels dieser R�uckw�artsrekursion kann man mit geringem
Aufwand f�ur jedes n das Integral In mit gegebener Maschinengenauigkeit be	
rechnen�

� In der Intervallarithmetik ist die Stabilit�at noch ausgepr�agter�
Vergleicht man die R�uckw�artsrekursion von Tab�� �"I�� � �� extended� mit den
�genauen� Werten "I�� "I�� "I�� "I
� �"I�� und die der nachfolgenden Tabelle � mit
dem Startintervall "I�� � ��� ����� � ��� �I��� � so bemerkt man ein weiteres
Anwachsen der Zahl der genauen Werte �hier "I�� ���� "I���

��
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Tab�	� R�uckw�artsrekursion
"In�� � ��� "In��n� n � ��� ��� ���� �� "I�� � ��� �����
mit Pascal	XSC und Intervallarithmetik�

��� Subtraktionskatastrophe bei Bestimmung der Zahl � nach

Archimedes

Durch iterative Bestimmung der Umf�ange von ein	 und umbeschriebenen regelm�a
i	
gen Vielecken kann man die Kreiszahl 
 einschachteln�
Die Seitenl�ange s�n des einbeschriebenen �n	Ecks im Kreis mit dem Radius r � �
kann man mittels Rekursion aus der Seitenl�ange sn des n	Ecks ermitteln� Es gilt

s�n �

q
��

p
�� s�n �

snq
� �

p
� � s�n

� n � �� ��� ���� s� � ��

Umfang des �n�Ecks U�n � �ns�n�

Kreiszahl 
 � �
� U�n � ns�n�

��



Die algebraisch gleichwertigen Formeln f�ur s�n verhalten sich numerisch sehr ver	
schieden� Wegen lim

n��
sn � � f�uhrt die erstere zu einer Subtraktion von ann�ahernd

gleichen Zahlen im Computer �mit endlicher Mantissenl�ange des GK	Formats� und
damit zu unerw�unschten und katastrophalen Stellenausl�oschung� Nicht nur in diesem
Fall l�a
t sich die Subtraktionskatastrophe durch eine geeignete Termumformung um	
gehen�

Variante � Variante �
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q

��p��s�n 
��� s�n�
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��s�n

���

n � � 	 �j
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� 
 nach Archimedes mit einbeschriebenen Vielecken�
Turbo Pascal mit GK	Format real
�� Byte� ��	�� g�ultige Dezimalen der Mantisse��

��



��	 Termumformung und mathematische �Aquivalenz von For�

meln

Emp�ehlt man dem Betrachter f�ur die Berechnung eines Wertes die mathematisch
�aquivalenten Formeln
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so wird er auf den ersten Blick vom �asthetischen Standpunkt aus sich f�ur die Ver	
wendung der Formel ��� entscheiden� Da
 er damit fast den numerisch schlechtesten
Ausdruck gew�ahlt hat� wird verursacht durch das Subtraktionsdilemma �siehe Ab	
schnitt �����
Im folgenden Turbo	Pascal	Programm mit wahlweiser �k�unstlicher� Festlegung der
Mantissenl�ange auf ����� Byte kann man die �G�ute� der Formeln schnell heraus�nden�

program Aequivalenz�
�von Quadratwurzel�Bruchtermen bei kuenstlich gekuerzter Mantisse�

uses crt�

type float � real�

var arr � array�	

�� of byte�
x � float absolute arr�
n
m � integer�

�kuenstliches Abschneiden der Mantisse auf n�� Bytes�
procedure clear�
var i�integer�
begin
for i��� to ��n do arr�i���	

end�

begin
clrscr�
writeln��Aequivalenz von Termen���
writeln�

��



writeln�
�Byteanzahl der GKZ�Laenge der Mantisse�gueltige Dez
stellen���

writeln�� n � � � � � � ���
writeln�� � � � � � Format single���
writeln�� � � � � � ���
writeln�� � � � � �� Format real ���
writeln�
write�� n � ���
readln�n��
writeln�
case n of � m ��� Format m��
 � � Vorzeichen � Punkt � E�		 �

� � m����
� � m����
� � m����
� � m����

end�
�Formel ���
 Formeln ���




��� analog�
x���	� clear�
x��sqrt�x�� clear�
x����x� clear�
x��sqr�x�� clear�
x��sqr�x�� clear�
x����x� clear�
write�� ��� �
x�m����
x����sqr�sqr���sqrt��	����
writeln�� real � �
x��
writeln�
writeln�� Guete � ��� �� ��� �� ��� � ��� � ��� �� ������
writeln�
writeln�� exakt � �
������	�����	�������E�	����
readln

end


Hier sind die Ergebnisse zur numerischen �Aquivalenz von Termen mit obigen Turbo	
Pascal	Programm im Vergleich der GK	Formate single und real�
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Mit wachsender Mantisse k�onnen auch mit den problematischen Formeln ���� ���� ���
bessere Ergebnisse erzielt werden� wie bei Turbo Pascal mit GK	Format extended�

Aequivalenz von Termen in TP����BP���

Format extended � ��Byte �� �
���stellige Mantisse


�� � ��
������
	������	�E�����


�� � ��
������
	������	�E�����


�� � ��
������
	��������E�����


�� � ��
������
	����	�
�E�����


	� � ��
������
	������	�E�����


�� � ��
������
	������	�E�����

Guete � 
�� �� 
	� �� 
�� � 
�� � 
�� �� 
��

exakt � ��
������
	������	����E���

Nat�urlich kann man in Turbo Pascal analoge Rechnungen mit den GK	Formaten
single� real oder double durchf�uhren� Dabei ist jedoch folgendes zu beachten� Arith	
metische Ausdr�ucke werden bei ihrer Berechnung mit der Stellenzahl der extended	
Mantisse behandelt �Rechnung jedoch nicht unbedingt in dieser Gemauigkeit� und
erst durch Zuordnung eines Wertes zu einer Variablen kommt es zur Stellenabschnei	
dung�
Bei komplizierten Formeln m�u
te man also auch �zwischendurch� immer wieder die
Mantisse k�urzen �siehe TP	Programm��
Es ist also ein Unterschied zwischen den ausgegebenen Gr�o
en bei folgender Anwei	
sungsfolge

���

var x�single�

���

x����������sqrt
����

writeln
x�� � ��� ��
����	
����������E���� �

writeln
��������sqrt
�������� � ��� ��
������
	����	�
�E���� �

���

Zum Vergleich sei noch eine Rechnung mit Pascal	XSC mit dem GK	Format real
angegeben�
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Aequivalenz von Termen in Pascal�XSC

Format real � �Byte �� �	���stellige Mantisse


�� � ��
������
	������E����


�� � ��
������
	�����	E����


�� � ��
������
	���
��E����


�� � ��
������
�	

���E����


	� � ��
������
	������E����


�� � ��
������
	������E����

Guete � 
�� �� 
	� �� 
�� � 
�� � 
�� �� 
��

exakt � ��
������
	������	����E���

��
 Kurvendiskussion� Funktionswertberechnung und Appro�

ximation von Ableitungen

Betrachten wir die rationale Funktion

f�x� �
����x � ����

����x� � ����x � ����

mit der Nullstelle x� � ��������� � ��������� und den nahe beieinanderliegenden
Polstellen p� � ���������������� p� � ��������������� �
Zun�achst untersuchen wir den Funktionsgraphen� den wir z�B� mit dem Computeral	
gebrasystem Mathematica oder dem interaktiven Plotterprogramm GNUPLOT
erzeugen k�onnen� Ein grober Graph mittels

Plot �f�x���x��������

bzw� plot ������� ���	���	� f
x�

l�a
t zwar die Nullstelle gut erkennen� aber die Polstellen fehlen�
Geht man mittels �Fenstertechnik� langsam in den interessanten Bereich� z�B� mit

Plot �f�x���x���
�	���
����

bzw� plot ���
�	����
���� ���e���e�� f
x�

so werden die Sprungstellen �bei eingezeichneten Asymptoten� sichtbar� Aber �uber
diese Stellen mit ihren beidseitig betragsgro
en Werten wird interpoliert� Die Null	
stelle ist nun rechts au
erhalb des Fensters� Im letzten Schritt

plot ���
�	�	���
����� ���e���e�� f
x�

sind die Asymptoten ebenfalls zus�atzlich eingezeichnet worden�

��



����

����

���

�

��

��� ��� ��� ��� ��	 ��� ��
 ��� ��� ��
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f�x� � �����x � �����������x� � ����x � �����

x

Nullstelle x�

GNUPLOT

x

Nullstelle x�

GNUPLOT

jj
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��e��


�
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�e��


�e��


��
��� ��
��� ��
��
 ��
�
� ��
�
� x

Pol p�

p�

x

Pol p�

p�

�
�

�
�

f�x�

��e��


��e��


��e��


�

�e��


�e��


�e��


��
���� ��
���� ��
���� ��
���� ��
��
� ��
��
� x

p� p�

x

p� p�

f�x�

Abb��� Graph der Funktion f�x� in Fenstern�
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Als n�achstes interessieren wir uns f�ur die n�aherungsweise Berechnung und Darstellung
der zweiten Ableitung von f�x�� Es gilt

f��� � ��� f ����� � ��� f ������� � �������������

$�
hf�x� �

�

h�
�f�x� h�� �f�x� � f�x� h���

zentraler Differenzenquotient �� Ordnung

lim
h��

$�
hf�x� � f ���x�

Nun untersuchen wir die graphische Darstellung von $�
hf�x� als Funktion von h

bei beliebigen aber festen x�
Bei der Berechnung der notwendigen Di
erenzen in der GK	Arithmetik mit der Man	
tissenl�ange t wei
 man� da
 die Stellenausl�oschung bei h � p

���t beginnt� Dies
steht dem Wunsch entgegen� mit m�oglichst sehr kleiner Schrittweite h eine gute Ge	
nauigkeit der Approximation der �� Ableitung zu erreichen� Diese Zwickm
uhle ist
in ��� f�ur die erste Ableitung dargestellt worden� In unserem Fall stehen sich

	 der relative Diskretisierungsfehler
h�f ����

��f ��
�

	 und der Ausl�oschungsfehler �
�f

h�f ��
� � � ���t�

gegen�uber�
Vorausgesetzt man kann f�x� mit einem relativen Fehler nahe der Mantissengenauig	
keit ���t berechnen� dann erhalten wir f�ur die Schrittweite h bei einem ausgewogenen
Verh�altnis der Kontrahenten

h � �

s
�
��f

f ����
�

h � �
p
� ���� � falls x � ��

F�ur die verschiedenen GK	Formate ergeben sich aus der folgenden Tabelle zul�assige
Bereiche f�ur die Schrittweite h�

GK	Format t h	Bereich

extended ������� �E	�����E	�
double ������� �E	�����E	�
real ������� �E	�����E	�
single ����� versagt wegen ungenauer

Berechnung von f�x�

Tab��� Zul�assige Schrittweiten h f�ur Approximation der �� Ableitung�
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Graphische Darstellungen von $�
hf��� machen den Sachverhalt noch anschaulicher�

�

��

	�


�

��

���

���

�	�

�e��
 �e��
 �e��
 	e��
 �e��
 
e��


$�
hf�x� �

f�x�h���f�x��f�x�h�
h�

� x � �

h

$�
hf���

y���������

GNUPLOT with lines �

h

$�
hf���

y���������

GNUPLOT with lines �

��

Abb��� GNUPLOT	Graph�

Jetzt wird die Punktfolge �h�$�
hf���� f�ur die zweite Ableitung mit einem TP	

Programm erzeugt und als Text	File �cg���dat� bereitgestellt� Dieses Daten�le kann
man in GNUPLOT graphisch darstellen und in analoger Weise auch als TEX	File
�cg���tex� aufbereiten� um es wie hier in einen Text �Artikel� als Input	File einzu	
binden�
F�ur die folgende Abb�� �Teil �� notieren wir die GNUPLOT	Kommandos�

set terminal latex

set output �cg���tex�

set size ���� ���

set title ���Delta������ �h�f
x���frac�f
x!h���f
x�!f
x�h���h�����

x�� ��

set nokey

set arrow from ���������� � to ����������	� �

set label ��h�� at ���������� �� right

set format x �"g�

set xtics ����������� ����������� ����������

set label ���Delta������ �h�f
���� at ���������
� ��� right

set label ��y##
�������
��� at ����������
�� 
� right

set label ���� at �����������	� 
� right

set label ��TP�����Format$$extended�� at ����������� �� right

f
x� � 
�
���x��
����
�
���x����
�

�x!�����

plot ����������������������� ������� �cg���dat� with points � ��

��
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Abb��� GNUPLOT	Graphen von TP	Dateien�

��� Computergenauigkeit und PC�Null

F�ur manche Aufgabenstellungen ist es w�unschenswert oder sogar notwendig� sich
einige Informationen �uber die Computergenauigkeit in der gegebenen GK	Arithmetik
zu verscha
en� F�ur das Format real in Turbo Pascal gilt z�B�

��� z � kleinste positive reelle Zahl � ���E	���

��� aus � � x �� � und � � x�� � � � ergibt sich x����E	���

��� Anzahl der g�ultigen dezimalen Mantissenstellen betr�agt ��������

��



Die Bestimmung der Zahl z kann mittels einer Schleifenanweisung erfolgen�

p �� �
p � �
z �� p
p �� p��
A � z

Abb��� Struktogrammteil f�ur z � min
p��

p�

Nat�urlich ist auch ein anderer Quotient als � f�ur die Reduktion m�oglich�
In TP kann man dieses Konstrukt durch eine Rekursivit�at in zwei Formen darstellen�

type float � real�

function REKURSION�
P�float��float�

var Z�float�

begin

Z��P�

P��P���

if P�� then REKURSION���REKURSION�
P�

else REKURSION���Z

end�

function REKURSION�
P�float��float�

var Z�float�

begin

Z��P�

if P���� then REKURSION���REKURSION�
P���

else REKURSION���Z

end�

Mit dem Aufruf und der Ausgabe writeln�REKURSIONi����� i���� erhalten
wir den Wert ������������E	���
Anders verh�alt sich die Situation in den GK	Formaten single� real� double oder
extended mit der Compilerdirektive %N� �Numerik	Koprozessor�� Hier mu
 man
beachten� da
 es einen sogenannten d�Bereich gibt� der von der kleinsten positiven
normierten reellen Zahl ���Zi
er der Mantisse �� �� bis zur kleinsten positiven intern
darstellbaren Zahl reicht�Es kommt also die Mantissenl�ange im Exponenten hinzu�

GK	Format t d	Bereich

single ����� ����E	�����������������E	��
real ������� �������������E	��

kein d	Bereich
double ������� ����E	��������������E	���
extended ������� ����E	������������E	����

Tab���� d	Bereiche der GK	Formate in Turbo Pascal�

��



Werte von Ausdr�ucken sind f�ur alle � Formate bis zur Gr�o
enordnung extended
m�oglich� Variablen vom Typ single� double bzw� extended k�onnen Werte aus dem
d	Bereich aufnehmen und werden erst zu Null� wenn dieser Wertebereich unterschrit	
ten wird� Mit dem Funktionsaufruf REKURSION���� erhalten wir folgende klein	
ste positive Werte z�

GK	Format Schrittzahl z

single ��� ���E	��
real ��� ���E	��
double ���� ���E	���
extended ����� ���E	����

Tab���� z � min
p��

p mittels REKURSION���� und %N� �

Weitere Besonderheiten sind �
	 Beim GK	Format extended werden die Werte aus dem d	Bereich als � ausgegeben�
	 Im d	Bereich �verlieren� die Variablen g�ultige Mantissenstellen � Deshalb sollten
Rechnungen dort m�oglichst unterbleiben�

Beim Funktionsaufruf REKURSION���� kann der Ausdruck p�� im d	Bereich lie	
gen� Beim wiederholten Aufruf von REKURSION��p��� wird eine lokale Hilfsva	
riable �h� im Keller bereitgestellt� die erstens denselben Typ wie p hat und zweitens
den Wert p�� aufnimmt� Damit wird h�� � falls p�� erstmalig kleiner als der d	
Bereich ist� und REKURSION� kehrt mit dem Wert � zur�uck� Es wird also im
Vergleich zu REKURSION���� ein Schritt zuviel ausgef�uhrt�

� Was leistet der Computer�

An solchen Beispielen zeigt sich� was ein Computer schon und noch nicht leisten
kann� Der wirklich kreative Anteil am Probleml�osungsproze
 bleibt beim Menschen�
Der Phantasie sind aber keine Grenzen gesetzt� Nat�urlich ist es zumeist nicht einfach�
komplizierte Sachverhalte methodisch geschickt und didaktisch wirksam f�ur Pr�asen	
tationen vor einem H�orerkreis aufzubereiten�
Denkt man bei Computerunteranwendungen zum Beispiel an adaptive und selbst	
korrigierende Verfahren� Intervallarithmetik� Konzept der hohen und optimalen Ge	
nauigkeit� wissenschaftliches Rechnen mit Ergebnisveri�kation oder an paralleles und
verteiltes Rechnen �parallel and distibuted computing�� so sind hier schon neue und
erfolgversprechende Wege gegangen worden�
So erh�alt man mit Systemen des wissenschaftlichen Rechnens� wie es zum Beispiel
Pascal	XSC ist� neben einem Ergebnis auch sehr n�utzliche Informationen �uber seine
Bewertung und Brauchbarkeit�
Solche und noch nicht vorstellbare Entwicklungen sind ernst zu nehmen� um die
komplexen und wachsenden Probleme zu meistern�
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