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Zusammenfassung

Im Mittelpunkt der Untersuchungen steht das folgende Problem der Optimalen Steue-
rung

1 [T
min J(=, u) = 5/ 12(6) = za(O)P + v [u(t) dt
0
unter den Nebenbedingungen
—Z(t) + Az(t) = Bu(t) + e(t) V't e [0,T]
2(0)=2(T)=0
a<u(t)<b V't e [0,T7.

Diese Problemstellung beschreibt den gleichzeitigen Wunsch den gewiinschten Zu-
stand z; unter minimalem Verbrauch der eingesetzten Energie u zu erreichen. Auf
Grund der kontinuierlichen Bedingung iiber das Intervall [0, T| entfillt die Moglichkeit
einer direkten Implementierung solcher Probleme. Nach theoretischen Uberlegungen
iiber Losbarkeit und Eindeutigkeit der Losung ist es das Ziel, iiber eine geeignete Dis-
kretisierung das Problem numerisch zu 16sen. Wir verwenden die Methode der Finiten
Elemente und die Methode der Finiten Differenzen, woraus sich diskrete Steuerungs-
probleme ergeben, deren numerische Berechnung durchfiihrbar ist.

Fiir den Abstand der Losungen der beiden Probleme entwickeln wir in Abhéngigkeit
von der Gitterweite oberer Schranken. In beiden Fillen gelingt es uns im quadratischen
Mittel quadratische Konvergenzordnung zu erreichen. Ferner definieren wir eine neue
zuléssige Steuerung und zeigen fiir diese punktweise quadratische Konvergenz gegen
die exakte Losung.

Die hergeleiteten theoretischen Resultate untermalen wir an Hand eines Beispiel-
problems, bei dem die optimale Steuerung bekannt und somit die Aussagen iiber den
Fehler nachpriifbar sind. Den Rahmen bildet eine konkrete Anwendung der stationéren
Wirmeverteilung in einem Stab.



Vorwort

Die vorliegende Dissertation entstand wéhrend meiner zweijahrigen Arbeit am Insti-
tut fiir Angewandte Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitat Jena. Unterstiitzt
durch ein Stipendium des Freistaates Thiiringen erhielt ich so die Gelegenheit meinem
Wissensdurst {iber das Studium der Mathematik hinaus nachzugehen. Viele Hinweise
und Anregungen gingen in dieser Zeit bei mir ein, so unter anderem die Beachtung und
Unterscheidung der Vielzahl von Abschéitzungskonstanten. Diese versah ich mit der
Nummer der (Un)Gleichung, in der sie das erste Mal auftraten, so dass der Leser je-
derzeit ihren konkreten Wert nachschlagen kann. Die dadurch wachsende Komplexitét
so mancher Abschéatzung wird durch die Gewissheit gerechtfertigt, keine Abhéngigkeit
von den wichtigen Groflen zu iibersehen. Die definierten diskreten Probleme erhalten
die einheitliche Bezeichnung (StP),. Im jeweiligen Abschnitt ist damit jeweils das zu
Beginn definierte Problem gemeint. Dariiber hinaus habe ich stets versucht, bei den
Erlduterung auf eine unnétige Allgemeinheit zu verzichten, damit dem Leser die fiir
die Problemstellung wichtigen Konzepte und Resultate nicht durch zu viel Peripherie
verdeckt werden.

Die Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. An erster Stelle steht die praktische
Rechtfertigung der theoretischen Arbeiten durch eine konkrete Anwendung. Nach ei-
ner kurzen Einleitung inklusive Vorstellung der verwendeten Notationen sowie der ma-
thematischen Problemstellung folgt die theoretische Betrachtung der Aufgaben. Einer
Einfiithrung in die Diskretisierung und der damit verbundenen diskreten Konzepte fol-
gend, stellen wir in Kapitel 4 die Methode der Finiten Elemente vor. Anschlieflen
wird sich die Methode der Finiten Differenzen in Kapitel 5. Die Unterschiede und Ge-
meinsamkeiten, sowie eine Abstraktion der Vorgehensweisen und die Herleitung von
abstrakten Konvergenzaussagen sind der Inhalt von Kapitel 6. AnschlieSend kehren
wir zur Anwendung zuriick und berechnen auf den verschiedenen Wegen Losungen fiir
das Problem. Im Anhang finden wir Erweiterungen zu den Ergebnissen, sowie wichtige
Hilfsresultate.

An dieser Stelle mochte ich es nicht versdumen, all jenen Menschen zu danken, mit
deren Hilfe die Entstehung dieser Arbeit erst moglich gewesen ist. So danke ich dem Be-
treuer meiner Arbeit, Herrn Prof. Dr. Walter Alt, fiir seine fachliche Hilfe sowie fiir so
manch anregendes Gespréach dariiber hinaus. Weiterhin méchte ich den Mitarbeitern
am Institut fiir Angewandte Mathematik in ihrer Gesamtheit sowie Dr. Dieter Kai-



ser, Dr. Joachim Jiingel und Dr. Michael Fritzsche im Speziellen meinen Dank fiir die
wertvollen Diskussionen und Anregungen aussprechen. Meinen Freunden Katrin Hilse,
Thomas Milde und Tilman Zscheckel danke ich fiir das aufwendige Lesen und Korri-
gieren der (fast) fertigen Dissertation und dariiber hinaus fiir das wertvolle Aufmun-
tern. Frau Heidemarie Langner zeichnete sich fiir das Fernhalten jeglicher Biirokratie
von meiner Person verantwortlich, was nicht genug der Anerkennung verdient. Neben
der mathematischen Seite, beinhaltet der gesamte Rahmen der Promotion auch einen
menschlichen Aspekt. In dieser Hinsicht lidsst sich Hilfe und Unterstiitzung selten in
Worten und Mengen darstellen. Mein Dank richtet sich an meine Eltern und meine
Familie, die mich diesen Lebensweg einschlagen lieffen und fortwahrend unterstiitzen.

An letzter Stelle mochte ich einer Person meinen Dank aussprechen, deren Rolle
einen unendlich groflen Rahmen einnimmt. Ohne meine Frau Mandy wire diese Lei-
stung nicht in Ansédtzen durchfithrbar gewesen. Dein Zuspruch und Vertrauen ist die
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Glossar

Grundlagen und Funktionen

(a7 b)’ [a" b]
R’n

On
L,
V/

e N3 s

I
—~
£
=

<
~

SR o

offenes bzw. abgeschlossenes Intervall

Menge der reellen Zahlen

Vektorraum der reellen n-dimensionalen Vektoren
Nullvektor im R"

n-dimensionale Einheitsmatrix

fiir fast alle ¢

Stiitzstelle zur Unterteilung des Intervalls [0, T
Teilintervall [t;,¢;41)

Mittelpunkt des Intervalls T;

Steuerung

Zustand bzw. adjungierter Zustand zu u

Storung auf der rechten Seite der Systemgleichung
Hilfsvariable fiir die rechte Seite der Systemgleichung
Optimale Steuerung, d.h. Losung von (StP)

diskrete optimale Steuerung, d.h. Losung von (StP)
semi-diskrete optimale Steuerung, d.h. Lésung von (StP)%
Bestapproximation von @ im Raum U[0, T, R™]

Adjungierter Zustand zur optimalen Steuerung

diskreter Zustand bzw. diskreter adjungierter Zustand zu u

diskreter adjungierter Zustand zu Steuerung v und z(u)

aus den Optimalitdtsbedingungen berechnete zulissige Steuerung
dquivalente Vektoren zu den Funktionen wuy, zn, pp

Fehler bei der Diskretisierung der Systemgleichung

Zielfunktional beziiglich Zustand und Steuerung bzw. dessen Diskretisierung
Zielfunktional beziiglich der Steuerung bzw. dessen Diskretisierun
gewiinschter Zustand bzw. Gewichtungsparameter im Zielfunktional
Parametermatrizen in der Systemgleichung

zuléssige Menge und deren Diskretisierung

Lagrange-Funktion

Hamilton-Funktion



GLOSSAR

Funktionenriume und Operatoren

Vh[ov Tv Rn]
Vi,0[0, T, R"]
MORNCY
-y

I Nloo
-k

"|k,p
-
<'7'>

I lln
(ns C)n
()np
A,

A

T

S, §*
Sh, S;
Ma, b
Py, P

j-te schwache Ableitung

Raum der p-integrierbaren Funktionen mit Wertebereich R™
Raum der absolut stetigen Funktionen, deren k-te schwache
Ableitung im L,[0, 7T, R"] enthalten ist

Raum der Funktionen aus Wlf [0, T, R™] mit verschwindenden Randwerten
Raum der stetigen Funktion mit Wertebereich R™

Raum der /-mal klassisch differenzierbaren Funktionen

Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen und
verschwindenden Randwerten

totale Variation von f auf dem Intervall [a, b]

Raum aller Funktionen von bechréankter Variation

Raum der Polynome vom Grad héchstens m und Wertebereich R™
Dualraum zu X

Raum der linearen Funktionale zwischen X und Y

lineares Funktional bzw. dessen Einschrankung auf die Menge X
Raum der stiickweise kosntante Funktionen

Raum der stiickweise linearen Funktionen

Raum der stiickweise linearen Funktionen mit verschwindenden Randwerten
Basisfunktionen von U [0, T, R™] bzw. V},0[0, T, ER”]

Norm auf L, [0, 7, R"], d.h. |[f], = (J; 1F®)IP)”

Norm auf Loo[0,7,R"], d.h. || f|lcc = ess sup |f(t)] .

Norm auf WE[O, T,R”), dh. ||l = (S 1277 (1))
Semi-Norm auf W0, T,R"], d.h. |flxp = 12" F(t)],

Abkiirzung fiir || - ||2 bzw. Matrixnorm

Skalarprodukt auf dem Ly[0, T, R"]

elliptische und beschréinkte Bilinearform auf Wy [0, T, R"]
elliptische und beschréinkte Bilinearform auf V}, [0, T, R"]
diskretes Skalarprodukt auf dem V3[0,7,R"]

diskretes Skalarprodukt mit positiv definiter Matrix C'

diskrete Norm auf V4, [0, T, R"]

vorwirts bzw. riickwirts gerichtete Euler-Approximation

Hintereinanderausfiithrung bzw. zentraler Differenzenstern
Laplace-Operator beziiglich der x-Variable

Laplace-Operator beziiglich der einzigen Variable

Transformation 7- = B - +e

Losungsoperator fiir die Systemgleichung und adjungierter Operator
diskrete Approximationen der Operatoren

Projektionsoperator auf die zuléssige Menge
Diskretisierungsoperatoren auf den Raum Up[0, T, R™] bzw. V},[0, T, R"]
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Werte der Konstanten

34
Cy4
C2.4
C2.6
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Anwendung

In einer Zeit, in der mehr und mehr iiber Energiepreise diskutiert wird, gibt es selbst-
versténdlich auch Ideen {iber den sparsamen Umgang mit Energie, also ihren Verbrauch
zu minimieren. Diese Uberlegungen sind natiirlich nicht neu, riicken aber durch Diskus-
sionen iiber Rohstoffe und deren Verwertung regelméfig in den Mittelpunkt. Energie
zu sparen, aber dennoch seine Ziele so vollkommen wie moglich zu erreichen, diese Auf-
gabe stellen sich Privatpersonen im téglich Leben, Fithrungspersonen im geschéftlichen
Bereich und auch Ingenieure im produktiven Bereich. Dabei ist der Begriff , Energie*
allgemein als ,, Kosten* zu interpretieren, die einen negativen Nutzen fiir die handelnde
Person nach sich zieht. Eines dieser Probleme aus dem ingenieuer-wissenschaftlichen
Bereich ist die Untersuchung der Warmeverteilung in einem Medium. An Hand empi-
rischer Messungen wurden bereits Zusammenhénge erforscht und Modelle entwickelt.
Eines dieser Modelle betrifft die Verbindung zwischen von auflen zugefiihrter Energie
in Form von Warme und der vorherrschenden Temperatur in einem Gegenstand bzw.
Raum. Als Beispiel stellen wir uns einen Backofen vor, in dem an einem kalten Sonn-
tagmorgen Backwaren erhitzt werden sollen. Der dreidimensionale Raum des Ofens
unterliegt nach dem Anschalten einer stetigen Energiezufuhr und es stellt sich eine ty-
pische Warmeverteilung ein. Es ist allerdings nicht das Ziel an jedem Ort des Ofens die
gleiche Temperatur zu erreichen, sondern diese nach den Vorstellungen des Anwenders
zu regeln. Dazu betrachten wir die Energiezufuhr fiir jeden Punkt justierbar und un-
tersuchen die Abhéngigkeit von Temperatur und zugefiithrter Energie. Als Modell fiir
den Zusammenhang zwischen beiden Gréfien gilt die parabolische Differentialgleichung

0z(t, x)

ot
Die Funktion e soll dabei den ,,Abfluss“ von Energie, z.b. durch das Fenster im Ofen,
darstellen. Als anderes Anwendungsgebiet verweisen wir auf die Suche nach einer opti-

malen Heizstrategie fiir einen Raum, z.b. dem Wohnzimmer, oder der gesamten Woh-
nung mit Interaktionen zwischen den einzelnen Zimmern. Lassen wir die zeitliche Ande-

—Ayz(t,x) = u(t,x) + e(t, z).

9
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rung der Temperatur aulen vor, so sprechen wir von stationdrer Wérmeverteilung und
die Gleichung reduziert sich auf

—Az(z) = u(z) + e(x).

Die Ortsvariable x stellt im Beispiel des Ofens einen dreidimensionalen Vektor dar. Wir
vereinfachen dieses Modell und betrachten einen Stab der Lénge T' = 1, den wir einer
gesteuerten Energiezufuhr aussetzen und einen spontanen Energieverlust annehmen.
An den beiden Stabenden ist die Temperatur fest auf einem konstanten Niveau vorge-
schrieben und die Temperatur soll an jedem inneren Punkt des Stabs einen gewiinsch-
ten Wert annehmen. Die dabei eingesetzte Energie unterliegt hinsichtlich ihrer Grofe
Einschrankungen und es ist das Ziel, so wenig wie moglich davon zu verbrauchen.
Kombinieren wir beide Forderungen, so suchen wir ein Minimum des Funktionals

J@wyzél|dﬂ—%@W+wm@Fﬁ,

wobei v > 0 als reeller Parameter die Wichtigkeit des Energieverbrauchs regelt. Der
Faktor % spielt nur eine formale Rolle und besitzt keinen Einfluss auf die Losung. Der
erste Summand misst die Abweichung von der vorgegebenen Funktion z4 und der zwei-
te den Einsatz von Energie iiber den gesamten Stab der Lénge 1. Wir verwenden von
nun an die iibliche Schreibweise mit ¢ als unabhéngiger Variable. Die Losung (Z, w) gibt
dann in Abhéngigkeit der Parameter z4, e und v den optimalen Warmeeintrag auf den
Stab und die dazu eingesetzte Energie an.

Bei der Festlegung der Parameterfunktionen beachten wir das vorgegebene Ziel. So
soll die Temperatur im Zentrum des Stabes wesentlich héher sein, als an den Enden.
Daher wahlen wir fiir z4 eine Glockenkurve mit dem Maximum im Mittelpunkt

za(t) = e (e — 1),
Den #uferen Einfluss modellieren wir mit der Funktion e(t) = —1 sin(7t). Zusammen
mit der Beschriankung |u(t)| < 1 stellt sich uns das Steuerungsproblem in der Form

1 1
(StP) mm§/|dﬂ—Q@P+me%w we U
w 0

mit den Nebenbedingungen
—i(t) =u(t) +e(t) Vtelo1]
2(0) =2(1)=0

und
UM:{uEMMLRy—1gmngv%emu}

Zur Veranschaulichung seien die beiden Funktionen in den Abbildungen 1.1 und 1.2
dargestellt.
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Abbildung 1.1: Gewiinschter Zustand z4(t) = 5el (e(t_tz) -1)

—03l

—o6l

—o9l

Abbildung 1.2: Wirmeaustrag e(t) = %sin(ﬂt)

1.2 Funktionenriaume

Fiir die zu l6senden Probleme benétigen wir verschiedenste Aspekte aus der Analy-
sis, speziell der linearen Analysis. So sei [0,7] ein abgeschlossenes und beschréinktes
Intervall. Die Menge aller auf [0, 7] stetigen Funktionen mit reellem Wertebereich be-
zeichnen wir mit C'[0, 7. Zusammen mit der Norm ||zl = sup,ejo 7y |2(t)] ist C[0, T
ein vollstandiger, normierter Raum, d.h. ein Banach-Raum. Weiterhin bezeichnen wir
mit C*[0,7], 0 < k < oo, den Raum aller Funktionen, deren k-te klassische Ablei-
tung stetig auf [0,7] ist. Das bedeutet, die Ableitungen existieren auf dem offenen
Intervall (0,7") und sind stetig bis in die Randpunkte, also auf ganz [0, T, fortsetzbar.
Diese Bezeichnung gilt fiir alle & € N und wir definieren die Menge aller beliebig oft
differenzierbaren Funktionen durch

C>[0,T] = () C*[0, 7).

keN

Es gilt folgende Inklusionskette fiir k£ < I:

C*[0,T] C C'0,T) C C*[0,T) C C[0,T).
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An dieser Stelle erscheint in Ubereinstimmung mit der in der Literatur gebréuchli-
chen Schreibweise ein weiterer Funktionenraum. So umfasst der Raum C§°[0,77] alle
Funktionen f : [0,7] — R mit f € C*°[0,7] und verschwindenden Randwerten. Fir
mehrdimensionales Grundgebiet gestaltet sich die Definition des Raumes C§° kom-
plizierter. In unserem Fall mit einem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall als

Definitionsbereich sind beide Definitionsmoglichkeiten dquivalent.
1

In den L,-Normen |z||, = <f0 |z (t)[P dt) ist C[0,T] nicht vollstindig. Wir defi-

nieren aber mit Hilfe dieser Normen einen grofleren Funktionenraum. So bezeichnen
wir mit .£,[0, 7] die Menge aller Funktionen deren L,-Norm endlich ist. Diese Menge
zusammen mit der entsprechenden Norm bildet noch keinen normierten Raum, da aus
einer verschwindenden Norm einer Funktion noch nicht auf das Nullelement geschlossen
werden kann; || - ||, ist auf .Z,[0,7] demnach eine Semi-Norm. Erst durch Identifizie-
rung aller Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge beziiglich des Lebesgue-Mafles
unterscheiden, entsteht ein normierter Raum von Aquivalenzklassen, bezeichnet mit
L,[0,T]. Falls wir fiir u,v € L,[0,T] schreiben v = v, so meinen wir v ~ v, d.h. u
und v sind in der gleichen Aquivalenzklasse, was gleichbedeutend ist zu u(t) = v(t) fiir
fast alle t € [0,T]. Wir sprechen dennoch von Funktionen und meinen damit einen Re-
prisentanten dieser Aquivalenzklasse. Falls sich in dieser eine stetige Funktion befindet,
so wéhlen wir dieses Element als Repréisentant.

Setzen wir speziell p = 2, so definieren wir auf dem Raum L»[0, T'] das Skalarprodukt

(9 107 = / w(D)y(t) dt, (1.1)

welches die Norm || - ||o erzeugt. Damit wird der Ls[0,7] zum Hilbert-Raum. Weitere
wichtige Funktionenrdume erhalten wir durch die Betrachtung von schwachen Ablei-
tungen. Dazu benutzen wir die Schreibweise 27 f fiir die j-te klassische Ableitung der
Funktion f. Falls f nur von einer Zeitvariablen abhingig ist, verwenden wir auch die
Schreibweise f, f usw. Erfiillt eine Funktion v € Ly[0, T

/0 F(O) P o(t) dt = — / oty dt Ve R0, T,

so bezeichnen wir sie als schwache Ableitung von f und verwenden dafiir die Symbo-
le 2'f bzw. f synonym. Das stellt keinen Widerspruch zu vorherigen Definition dar.
Wenn eine Funktion im klassischen Sinn differenzierbar ist, dann existiert die schwa-
che Ableitung und beide stimmen {iberein. Fiir hohere Ableitungen iterieren wir die
Definition und schreiben 2/ fiir j € N. Darauf aufbauend bezeichnen wir mit W;}[0, 7]
den Raum der absolut stetigen Funktionen f : [0,7] — R mit 27 f € L,[0,T] fiir jede
natiirliche Zahl j < k. Definieren wir auf W}[0, 7] die Norm

1
1z llwp0,m = (ZW :v||L,,[0T> ,
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so sind die Funktionenrdume vollstédndig, also Banach-Raume. Fiir p = 2 fithren wir
dariiber hinaus das Skalarprodukt

k

k T
@ hwgon = Y AP 5 P)om = Y [ PP (e d
j=0"0

Jj=0

ein und erhalten so einen Hilbert-Raum. Die Norm, die durch dieses Skalarprodukt
induziert wird, lautet

k % k T %
| llwgom = (ZH@ij%Q[O,T}) = (Z/O |-@”x(t)l2dt) :
=0 =0

Nehmen wir nur die héchsten Ableitungen, so erhalten wir eine Semi-Norm, welche
definiert ist durch

1
T 2
WWmmZH@%hmﬂ:(Alg%@Vﬁ)-

Die Funktion | - [ysp ist keine Norm, da man aus |z|ypr = 0 nicht auf z = 0
schlieSen kann.

Der Fall p = oo spielt bei den eben eingefiithrten Funktionenrdumen eine Sonderrol-
le. So ist Luo[0,7] der Raum aller Funktionen, die bis auf eine Nullmenge beschrénkt
sind, d.h. fiir die gilt

[[flloc = ess sup | f(t)] < oo.
t€[0,T
Weiterhin bezeichnen wir mit WX [0, 7] den Raum aller absolut stetigen Funktionen,
fiir die jede schwache Ableitung bis zur Ordnung k ein Element von L. [0, T] ist.

Es ist offensichtlich, dass fiir 0 < k£ <[ und 1 < p < oo gilt
C'0,T) c Wro, ).

Die Inklusionen W}[0,T] C C'[0,T] gelten unter bestimmten Voraussetzungen an
und [ in Abhéngigkeit von 1 < p < oo, und zwar miissen sie die Ungleichung

1
k>1+ -
p

erfillen (vgl. Adams [1] (1975)). Die einfache Gestalt der Bedingung liegt an der Di-
mension n = 1 der Grundmenge [0, 7]. Bei hoher dimensionalen Gebieten nehmen sie

entsprechend komplexere Form an. Sie sind dann so zu verstehen, dass jede Aquivalenz-
klasse von W]f [0, 7] eine [-mal stetig differenzierbare Funktion enthélt. Es gilt sogar
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genauer die Stetigkeit der Abbildung Id : W[0,T] — C'[0,T] mit Id f = f und somit
folgende Abschéitzung mit einer von f unabhingigen Konstante ¢

[ fllerory < cllfllwegor-

Fiir eine exakte Formulierung des zu Grunde liegenden Resultats, dem Sobolew’schen
Einbettungssatz, verweisen wir auf den Anhang, Satz A.3.2.

Fiigen wir zu den Sobolew-Ridumen W;[O,T | fir & > 1 noch das Subscript ,,0¢
hinzu, so meinen wir damit die Menge der Funktionen aus W[0, 7], die an den Stellen
0 und T', verschwinden, also

W0, T) = {f € W0, 7] - £(0) = /(T) = 0}.

Die Forderung k& > 1 berechtigt zu dieser Schreibweise, denn wir haben bereits gese-
hen, dass jede Funktion aus W]f [0,7] fir p > 1 mindestens stetig auf [0,77] ist. Als
interessante Eigenschaft des Raumes W;O[O, T| moéchten wir an dieser Stelle die Nor-
mierung durch die (sonst nur als Semi-Norm verwendbare) Funktion | - [wz(o7), denn
durch die vorgegebenen Werte auf dem Rand des Definitionsgebietes wird der Schluss
|f|W§’O[0,T} =0 = f(t) = 0 fiir fast alle t € [0, T] gesichert. Im Fall k£ = 1 wiirde sogar
die Vorgabe nur eines Randwertes ausreichen.

Da der Raum L,[0, T'| der Spezialfall der W [0, T'] mit der geringsten Einschréinkung
k = 0 ist, versteht sich die Inklusion WF[0,T] C L,[0,T] fiir k& € N von selbst. Be-
trachten wir nun den Raum W)[0,7T] zusammen mit der Norm || - ||z, 0,7, so stellen
wir zunéchst fest, dass er in dieser Norm nicht vollsténdig ist. Weiterhin wissen wir um
die Dichtheitseigenschaft des Raumes C*[0,7] in L,[0,7] in dessen Norm, d.h. jede
Funktion aus L,[0, 7] kann in der L,-Norm durch eine Folge von beliebig oft differen-
zierbaren Funktionen approximiert werden. Da C'*[0, T'] auch in allen WIf 0,7], k € N,
enthalten ist, liegen diese Réume dicht in W}[0, 7] mit / < k und somit auch in L, [0, T].

Die vorgestellten Funktionenrdume besitzen alle die Eigenschaft der unendlichen
Dimension. Allerdings enthalten sie endlich-dimensionale Unterrdume. Eine zentrale
Rolle spielen dabei die Rdume der Polynome bis zu einem bestimmten Grad m. Sie
werden mit P,, bezeichnet, also ist

m

Pul0, T) = { f € CI0,T]: f(t) = 3 ast”, a € R},

k=0

Fiir spiatere Anwendungen ist es notwendig, vektorwertige Funktionen einzufiihren.
So nennen wir L,[0,7,R"] den Raum aller Aquivalenzklassen von Funktionen z :
[0,T] = R", t — (21(t),...,z,(t)), deren L,-Norm durch

= ([ |x<t>|§dt);
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definiert ist. In dieser Definition bezeichnet |- |, die Euklidische Norm eines Vektors im
R™. Falls keine Moglichkeit zur Verwechslung besteht, werden wir den Index weglas-
sen und alternativ bei | - | auch vom Betrag eines Vektors sprechen. Die Bezeichnung
Wf [0, T, R"] ist analog zum eindimensionalen Fall aufzufassen. Das Skalarprodukt fiir
den Fall p = 2 lautet dann

k
(@ Dugrser = (P ) LQ[OTRTL]Z/ (P 2)O (P )0)dr
7=0

Fiir k£ = 0 erhalten wir als Spezialfall das Skalarprodukt fiir den L,[0, 7, R"].

Mit C*[0,T,R"] bezeichnen wir den Raum aller Funktionen x : [0,7] — R", t
(x1(t),...,x,(t)), die in jeder Komponente k-mal stetig differenzierbar sind. Mit der
Norm

— (4) _ (4)
lzlicr = max [l lox = max max |z7(¢)

wird auch dieser Raum zu einem Banach-Raum. Ebenfalls analog dem eindimensionalen
Fall fithren wir den Raum der Polynome bis zum Grad m ein. Es ist

Pl0, T,R"] = { f € C[0, T, R Zakt ar ER}. (1.2)

Da wir Normen und Semi-Normen sowie die eventuell zugehorigen Skalarprodukte
sehr haufig benutzen werden, ist es angebracht eine Kurzschreibweise einfithren. Wir
setzen analog zu || - ||z, = || - [, auch fiir || - [Jys kurz || - [[x, und fiir |- [y kurz | - |,
Bei den Skalarprodukten sparen wir uns im Standardfall L, den Index. Die Dimension
der zu Grunde liegenden Réume lassen wir bei den Kurzbezeichnungen solange keine
Moglichkeit zur Verwechslung besteht auflen vor.

Fiir zwei gegebene lineare Rdume X und Y betrachten wir alle linearen und be-
schrankten Abbildungen mit dem Definitionsbereich X und dem Wertebereich Y und
bezeichnen diese Menge mit .Z(X,Y). Jedes Element ¢ € Z(X,Y) erfiillt demnach
die folgenden Voraussetzungen

U Az + pag) = M(xy) + pl(xe)  Vay,ae € X,VA,p€R
lewly _

<c< oo
vexvioy vl

Mit den Verkniipfungen (¢; + ls)(z) = ¢1(x) + l2(x) und aly(z) = 1 (ax) fir {4,405 €
Z(X,Y) und a € R wird Z(X,Y) ein linearer Raum. Man kann zeigen, dass die
Vollstiandigkeit von Y die Vollstédndigkeit von .Z(X,Y’) impliziert (vgl. Werner [24]
(2004)), daher schlieflen wir fiir Z(X,R) auf die Eigenschaft eines Banach-Raumes.
Diesen Spezialfall nennen wir den Raum der linearen beschrankten Funktionale oder
auch Dualraum. Wir fithren fiir ihn die abkiirzende Schreibweise X’ ein.
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Ein wichtiges Resultat fiir die Relation eines Hilbert-Raumes und seines Dualraumes
ist der Darstellungssatz von Fréchet und Riesz (siche Anhang, Satz A.3.5). Weiterhin
folgt aus der Definition des Dualraumes folgende Implikation fiir die Rdume X, Y

XCcY=Y cX,

d.h. betrachten wir fiir ein Funktional ¢ € Y’ die Einschriankung auf dem Raum Y, so
gehort ¢|x zum Dualraum von X.

1.3 Problemstellung

Fiir die Einfithrung des zu betrachtenden Problems definieren wir zunéchst die not-
wendigen Bezeichnungen. So seien z € WZ[0,T,R"], u € Ly[0,T,R™] und z4,e €
WZ2[0,T,R"]. Die reelle Matrix A mit der Dimension n x n sei symmetrisch. B sei
ebenfalls eine reelle Matrix mit der Dimension n x m. Weiterhin seien a,b € R™ mit
ap < by fir k=1,...,nund v € R mit v > 0.

All jene Parameter erhalten nun einen Platz im Steuerungsproblem (S/;t\f’) , welches
wir als Ausgangspunkt fiir die weiteren Untersuchungen verwenden. Wir betrachten

e 1
(StP)  minJ(z,u) = min 7|z — zqfl} + 5lul}

unter den Nebenbedingungen
—Z(t) + Az(t) = Bu(t) + e(t) V't e [0,T] (13)
2(0) = 2(T) = 0, '

und den Kontrollrestriktionen
a<u(t)<b Vtelo,T].

Bemerkung: Die Voraussetzungen an A, e und z4 sind aus formalen Griinden so
strikt. Die Symmetrie von A bendtigen wir spater fiir den Nachweis der Existenz und
Eindeutigkeit der Losung von (1.3). Fiir die theoretischen Betrachtungen zum Problem
(§t\1/3) hétten auch die Forderungen z4, e € Lo[0, T, R"] ausgereicht. Allerdings benéti-
gen wir in den Kapiteln 4 und 5 fiir die Berechnung einer Néherungsldsung durch
Diskretisierung des Problems (StP) die schéirferen Voraussetzungen. O

Mit Hilfe der Bezeichnung y = Bu + e € Ly[0,T,R"] ist (1.3) dquivalent zu
—Z(t) + Az(t) = y(t) V' e [0,T), 2(0) = 2(T) = 0. (1.4)

Ab sofort sprechen wir synonym von der Systemgleichung und meinen die auf den je-
weiligen Kontext bezogene Gleichung (1.3) oder (1.4).
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Wir definieren weiterhin folgende Menge der zulédssigen Funktionen
U = {u € Ly)0,T,R™ :a <u(t) <b Vtel0,T]},
und den Projektionsoperator I, : C[0,7,R™] — C[0,T,R™] durch

gy (f(2)) = max{a, min{d, f(z)}},  f € Le[0, T,R"],

wobei sowohl die Relationen als auch die Funktionen ,,max® und ,,min“ komponenten-
weise anzuwenden sind.

Bemerkung: Wir sind bereits an dieser Stelle in der Lage weitere Aussagen iiber die
Losungen (z,u) von (StP) zu treffen. Auf Grund der Kontrollrestriktionen ist @ we-
sentlich beschrinkt, also @ € L..[0, T, R™], woraus folgt, dass auch z eine beschrinkte
zweite Ableitung besitzt, also z € W2[0, T, R"]. Spéiiter werden wir an Hand der Opti-
malitdtsbedingungen fiir (StP) weitere Eigenschaften der Losung herleiten. O



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

2.1 Die Variationsgleichung der Systemgleichung

Fiir cine effiziente Losung des Steuerungsproblems (StP) untersuchen wir, ob eine
Darstellung des Zustands z als Funktion der Steuerung w existiert. Das ist aber nur
dann sinnvoll, falls die Systemgleichung (1.3) fiir jedes u € Ly[0,7,R™| bzw. falls die
Variationsgleichung (1.4) fiir jedes y € Ly[0,7,R"| eine eindeutig bestimmte Losung
z € W3[0, T, R"] besitzt.

Im ersten Schritt leiten wir eine andere Formulierung der Systemgleichung (1.4) her
und zeigen die Aquivalenz der Losungen. Wir sind dabei an einer Losung im schwachen
Sinne interessiert, d.h. es muss gelten

/T(—é(t) + Az(t)To(t) dt = /Ty(t)Tv(t) dt Vv e Wy,[0,T,R".

Diese Identitét schreiben wir mit Hilfe partieller Integration um zu
T T
/ ) T0(t) 4+ 2(t) T Av(t) dt = / y(t)Tu(t)dt Vv e Wyl0,T,R™. (2.1)
0 0

Die Gleichung (2.1) nennen wir das zu (1.4) gehorige Variationsproblem oder die Va-
riationsgleichung.

Der Grund fiir die Einfithrung der schwachen Formulierung von (1.4) ist der leich-
tere Zugang zu einer Existenz- und Eindeutigkeitsaussage einer Losung von (2.1). Der
Nutzen fiir unsere Problemstellung erschlieft sich uns durch Lemma 2.1.2, denn die
Losungen beider Gleichungen sind dquivalent. Dazu bendtigen wir zunéchst noch ein
Hilfsresultat, bevor wir den Beweis in Angriff nehmen.

Lemma 2.1.1 (Variationslemma). Seien x,y € Ly[0,T,R"] und es gelte

/T () (t) +y(t)To(t) dt =0 Yo € W,,[0,T,R"].

18
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Dann ist y € W0, T,R"] und y(t) = x(t) fir fast alle t € [0,T].
Beweis: siche Alt 2] (Lemma 5.2.2). O

Lemma 2.1.2. Seiy € Ly[0,T,R"]. Dann ist z € WiO[O,T, R™ Losung der System-
gleichung (1.4) genau dann, wenn z auch Losung der Variationsgleichung (2.1) ist.

Beweis: Sei z € WQ%O[O, T, R™| zunédchst Losung der Systemgleichung (1.4). Dann ist
z trivialerweise auch schwache Losung, erfiillt also (2.1).

Fiir die Riickrichtung schreiben wir zunéchst die Variationsgleichung in der Form

/O )T o(t) + 2(t) T Av(t) — y(t) Tv(t) dt =
/T (Az(t) — y(t))Tv(t) +:)To(t)dt =0 Vv e Wy,[0,T,R"]

und benutzen anschlieflend das Variationslemma (Lemma 2.1.1). Demnach ist 2 €

W30, T, R"] und
Z(t) = Az(t) —y(t) <= —Z(t) + Az(t) = y(t) V't € [0, 7).

Daher gilt fiir eine Losung z € Wy [0, T,R"] von (2.1) einerseits die strengere Glatt-
heitseigenschaft z € W3,[0,7,R"] und dariiber hinaus 16st es auch die urspriingliche
Systemgleichung. O

Die Nebenbedingung im Steuerungsproblem (é;f’) kénnen wir demnach durch ihre
Variationsgleichung ersetzen. Die Losung des Problems wird auf Grund der Aussage
von Lemma 2.1.2 nicht beeinflusst und somit verzichten wir im Folgenden auf eine
Unterscheidung der Problemformulierungen.

2.2 Eindeutigkeit der L6sung der Systemgleichung

In diesem Abschnitt ist es unser Ziel, die eindeutige Losbarkeit der Variationsglei-
chung (2.1) fiir jedes y € L[0, T, R"] nachzuweisen. Dafiir definieren wir die Bilinear-
form a(-,-) : Wyol0,T,R"] x W3[0,7,R"] — R durch

a(z,0) = /0 SOT(8) + 2()T Av(t) dt (2.2)

und zeigen zunéchst Eigenschaften dieser Funktion. Die Symmetrie ist dquivalent zur
Symmetrie der Matrix A, welche wir bei der Problemstellung voraus gesetzt hatten.
Fiir den Nachweis weiterer Eigenschaften bendtigen wir noch ein Hilfsresultat.
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Lemma 2.2.1 (Poincaré’sche Ungleichung). Sei z € W3[0, T, R"]. Dann gilt
Izll2 < T[]z (2.3)

Beweis: Da 2z aus dem Raum W, [0, T, R"] stammt, ist speziell z(0) = 0. Daher gilt
unter Verwendung der Holder’schen Ungleichung aus Lemma A.3.1

Ei= [ | [ sasfas [ [ eera)

Korollar 2.2.2. Auf dem Raum Wy ,[0,T,R"] sind die Normen ||z||12 und ||Z||2 dqui-
valent, d.h.

2

(A2) T 1 SR
dt < i T||zl|5 dt = T=[£]]5-

g

12ll2 < Izl < V2max{LT}[2]: V2 € Wyo[0, T,R").

Beweis: Die erste Ungleichung ist per Definition erfiillt. Fiir die Abschétzung nach
oben benutzen wir die Poincaré’sche Ungleichung

I2l12 < \/T2||2||§ + 12113 < v2max{1,T} || 2||..
O

Definition 2.2.3 (Elliptizitét). Sei [H, ||| g] ein normierter Raum. Eine Bilinearform
Q : H x H — R heifit elliptisch auf H bzw. H-elliptisch, falls

Qu,v) = clvllf,  WweH
mit einer von v unabhéngigen Konstante ¢ > 0 gilt. O
Lemma 2.2.4. Falls die Matriz A positiv semi-definit ist, so ist die Bilinearform a(-,-)

auf W3[0, T,R"] elliptisch und beschrinkt, d.h. es gilt

1
—lzlie S a(z,2) S Gullzliy, V2 € Wyol0, T, R (2.4)

2.4

mit ¢4, = 2max{1,T?} und ¢, = max{l, ||A]}.
Beweis: Seien z,v € W3[0, T, R"]. Die Beschrénktheit leiten wir wie folgt her:

(2,0) + (Az,v)

20l + AN 2l

max{L, |4} (1202 19]12 + 12/ lv]l2)
1 1

o . 2/, 2

s (1213 + 1213) " (1613 + llo13)

challzllizllvle

a(z,v)

INZ A IA ]
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Daraus folgt auch sofort die rechte Ungleichung der Aussage. Fiir die Elliptizitatsaus-
sage schliefen wir mit positiv semi-definiten Matrix A

: L. :
a(z,2) = lEls+ (A2 2) = Sl + 112])
——
>0
@y 1, )
= Ul + 7 HH)> mmﬂjvﬂth
Mit (3 min{1, T2}) = 2max{1, T?} folgt die Aussage. O

Die Bilinearform a(-,-) definiert demnach wegen der Symmetrie von A ein Skalar-
produkt auf dem Raum Wy ,[0,7,R"| und induziert die Norm || - [|o = y/a(-,-). Der
Raum W3[0, T, R"] ist auf Grund der Beschréinktheit von af(-,-) auch mit der Norm
|| - || vollstdndig und damit ein Hilbert-Raum.

Da y aus dem Hilbert-Raum L,[0, 7, R"] stammt, existiert nach dem Satz von
Fréchet-Riesz (siehe Anhang, Satz A 3.5) ein lineares beschrianktes Funktional ¢ :
Ly[0,T,R"] — R mit £(v fo t)dt = (y,v). Da ¢ natiirlich auch auf dem Teil-
raum Wzl,o[()’ T,R"| hnear und beschrankt ist, wenden wir wieder den Satz von Fréchet-
Riesz an. Es gibt demnach genau ein z € W3[0, T, R"] mit I(v) = (z,v)yy = a(z,v),
da a(-,-) auf diesem Raum ein Skalarprodukt darstellt, mit dem WQ{O[O,’T, R™] zum
Hilbert-Raum wird. Daher folgern wir mit eben diesem Element z

T
a(z,v) =L(v) = / y)To(t)dt Vv € Wy,[0,T,R".
0
Nach dem Beweis der Existenz einer eindeutig bestimmten Losung von (2.1) im
Raum W2170[O, T,R"] folgt im letzten Schritt die Anwendung von Lemma 2.1.2. Danach
ist dieses z € WQ{O[O, T, R™] ebenfalls Losung der eigentlichen Systemgleichung (1.4).

Weiterhin setzen wir in (2.1) die spezielle Funktion z fiir v ein, also

T T
/ ST + 2(t)TAz(t) dt = / y(t)T2(t) dt.
0 0
Weil A positiv semi-definit ist, folgern wir mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
2 23) 2115112 2
1211z < T7)IZl; < T [lyllall=]]2-
Ist z nicht dquivalent zur Nullfunktion, so folgt durch beidseitiges Kiirzen

2]l < T?[|yll2-

Im anderen Fall ist die Abschétzung trivial.

Diese Uberlegungen anschliefend formulieren wir die Resultate in einem Satz.
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Satz 2.2.5. Ist die Matriz A symmetrisch und positiv semi-definit, so besitzt die
Systemgleichung (1.4) fir jedes y € Lyl0,T,R"] eine eindeutig bestimmte Lisung
z € W3ol0, T,R"] und es gilt

Izll2 < T*[ly]l- (2.5)

Beweis: In den Ausfithrungen vor der Formulierung dieses Satzes nahmen wir den
Beweis bereits vorweg. Zusammenfassend sei an dieser Stelle die zweimalige Anwendung
des Satzes von Fréchet-Riesz (siehe Anhang, Satz A.3.5) betont. Dies ist moglich, da
in der Variationsgleichung (2.1) die Gleichheit fiir alle v € W;,[0,T,R"] gefordert
wird. Weiterhin definiert die linke Seite ein Skalarprodukt und die rechte Seite ein
lineares beschrénktes Funktional, welches sogar auf dem grofleren Raum Lo[0, T, R"]
definiert ist. Somit schlieBen wir von der Funktion y € Ly[0,T,R"] auf die Existenz
und Eindeutigkeit des Funktionals £ € (W3[0, 7, R"])" und somit auf die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung z € W5 ,[0, T, R").

Mit Lemma 2.1.2 folgern wir fiir diese Funktion z die stédrkere Differenzierbarkeits-
eigenschaft z € W3[0, T, R"] und vollenden damit den Beweis. O

Bemerkung: Der Beweis von Satz 2.2.5 beruht auf der zweimaligen Anwendung des
Darstellungssatzes von Fréchet-Riesz (siehe Anhang, Satz A.3.5). Eine andere Moglich-
keit besteht durch Betrachtung des Funktionals

I(z) =a(z,z) — l(2)

mit dem linearen beschriankten Funktional ¢(z) = fOT y(t)T2(t) dt. Suchen wir dessen
Minimum im Raum W3[0, T,R"] so ist (1.4) die notwendige Bedingung fiir die Opti-
malitét eines z. Auf Grund der vorausgesetzten Elliptizitéit von a(-, ) auf W3[0, T, R"]
folgt mit Alt [2] (Satz 2.5.2) die strikte Konvexitit von I und somit die Existenz und
Eindeutigkeit eines Minimums bzw. einer Losung von (1.4).

Die Aussage lasst sich auch mit deutlich allgemeineren Voraussetzungen beweisen.
So stellt a(z,-) : WJ[0,T,R"] — R ebenfalls ein lineares beschrinktes Funktional
dar und die Symmetrie der Bilinearform af(-,-) ist daher nicht notwendig. Weiterhin
konnen wir die Riume L,[0, 7, R"] und W3[0, T,R"] durch beliebige Hilbert-Riume
H und V mit der Einschrinkung V' C H C V' ersetzen. Wir verweisen dazu auf das
Laz-Milgram-Lemma (Lemma A.3.6) im Anhang. O

Korollar 2.2.6. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen aus Satz 2.2.5
gelten dhnliche Abschdtzungen auch in anderen Normen.

z]l12 < ca6 |lyll2 (2.6)

2]l2.2 < V2e27 |1yl (2.7)
3

12]lo0 < T2yl < T?(|yl|oo- (2.8)

mit den von z und y unabhingigen Konstanten cos = v/2max{1, T} und co7 = 345,
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Beweis: Mit Hilfe von Lemma 2.2.4 schatzen wir ab

1 . 1
5 min{L, =} lzlliz < l2lla = 1€l wy,

V2
(O _ o Ml aelolle

= sup
v Tollug, — e, ol

vewg, Iollwy,

Die Suprema beziehen sich dabei auf alle Elemente aufler der Nullfunktion und es gilt
somit /3
2
< VY=
[2][1,2 < min{l, 7-1} 1yll2

Damit ergibt auch die zweite Aussage, denn es gilt

= V2max{1, T} [|yll..

12l < 1N 2]z + llyllz < (T*AN+ 1) llyll2 < e36¢5.4 [yll2,

und somit auch

12]l22 = \/IIZII%,Q +E5 < \/C%.G + (36802 yllz < V265665 4 [[yll2-

Weiterhin verweisen wir auf den Sobolew’schen Einbettungssatz (siehe Anhang,
Satz A.3.2) und schlieflen auf Grund von z(0) = 0,

, (g
125 < Tl < Tllyl2ll=]l2,

und somit auch auf

[ g a7
falls z nicht dquivalent zur Nullfunktion ist. In diesem Fall wére die Abschétzung
ohnehin trivial. 0

Die eben bewiesene Ungleichung (2.8) verwenden wir im néchsten Schritt fiir eine
starkere Aussage beziiglich der Relation der Normen von Lésung und rechter Seite der
Systemgleichung.

Lemma 2.2.7. Sei z € W3[0, T, ]R”] die Losung von (1.4) fir die rechte Seite y €
Ly[0,T,R"| und fiirt € [0,T] sei Y (¢ fo s)ds. Dann gilt

12lle0 < oz [[Y]l1-

Beweis: Wir betrachten zunéchst fiir A = 0 die Variationsgleichung (2.1) mit deren
Losung 2° € W3[0, T,R"], d.h.

/OT D) To(t) dt = /OTy(t)Tv(t) dt = —/OTY(t)T@(t) dt Vv e Wy,[0,T,R"].
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Also ist .
/ )+ Y66 dE =0 Vo e Wio0,T,R").
0
Mit Alt [2] (2005, Lemma 5.2.1) folgt daraus
L) +Y(t) =const. =1 ¢ V'te (0,T).

Bilden wir das Integral iiber [0, 7] und beachten die Randwertvorgaben 2°(0) = 2°(T) =
0,,, so erhalten wir

Tq:/OTz"O(t)—I—Y(t)dt:zo(T)—20(0)+/0TY(t)dt:>q:%/OTY(t)dt.

Also ist
22(t) = 2°(0) —i—/o (s)ds =tq — /0 Y (s)ds

:%/OTY(s)ds—/tY(s)ds

=50 [y £ [ v

Gehen wir nun zum Betrag iiber

o< [ Velds+g [ ve)as

so folgt
T
1200 < 1Y ]2 :/ Y (t)] ds.
0

Weiterhin ist z — 2° die Losung der Randwertaufgabe

T
a(z,v) = —/ L) T Av(t)dt Vv € Wyl0,T,R"]
0
2(0) = 2(T) = 0,.
Damit folgt unter Beachtung von Korollar 2.2.6

(2.8)
12lle < 12 = 2lloo + 112°lc < T2 AN 12100 + [12°lloc

<+ TADIY s < car [V
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Die zuletzt durchgefithrten Betrachtungen rechtfertigen die Schreibweise z = z(u).
Die Funktion z(u) ist somit das Bild von u unter einem Operator, den wir mit S o
7T bezeichnen, also S o 7 : Ly[0,T,R™] — Ly[0,T,R"] — WQ%O[O,T, R"]. Dabei ist
7T die affin-lineare Transformation B - +e, welche auf die eindeutige Losbarkeit der
Systemgleichung (1.4) keinen Einfluss besitzt und S derjenige Operator, der jedem
y € Lo[0,T,R"] die eindeutige Losung der Systemgleichung (1.4) zuweist, also

y=Tu= Bu+e, z = S8y. (2.9)

Die Abbildung S ist auf Grund der Form der Differentialgleichung ebenfalls linear
und die Beschrinktheit zeigten wir bereits in Korollar 2.2.6. Dariiber hinaus stellt der
Operator S auch einen Endomorphismus auf dem L.[0, 7, R"] dar, denn fiir jede be-
schriinkte rechte Seite y ist das Bild aus dem Raum W2 5[0, T, R"] und damit beschrénkt.
Das Funktional J in unserem Optimierungsproblem (StP) ist demnach allein von der
Steuerung u abhéingig und das Problem (StP) veréndert sich zu

1
(StP)  minJ(STu,u) = min||STu — z|f3 + g||u||§, ue U

Die Transformation 7 aus (2.9) verwenden wir weiterhin zur Verkiirzung des Nota-
tionsaufwands.

Diese Problemstellung ist weiteren Untersuchungen wesentlich zugénglicher, denn
nun ist es moglich, beziiglich der Steuerung als alleiniger Variable zu optimieren. Die
Differentialgleichung als Nebenbedingung findet sich implizit im Zielfunktional wieder
und es bleiben die Kontrollrestriktionen, denen ausschlieBllich u unterliegt. Wir erhal-
ten also ein Steuerungsproblem mit Restriktionen, dessen zuléssige Menge nichtleer,
abgeschlossen und konvex ist.

2.3 Die adjungierte Gleichung

Wie im letzten Abschnitt hergeleitet, beschreiben wir die Zuordnung y +— 2z mit Hilfe
des linearen und beschrinkten Operators S. Dieser bildet den Ls[0, 7, R"| zunéchst
in den Raum W3,[0,T,R"] ab. Jener Raum stellt allerdings einen Unterraum des
Lo[0,T,R"| dar, daher ist S ein Endomorphismus. Als Operator auf einem Hilbert-
Raum betrachten wir seinen adjungierten Operator S*. Die beiden stehen iiber die
Forderung
(S*u,w) = (u, Sw) Vu,w € Ly[0, T, R"]

in Verbindung. In unserem Fall ist es moglich, den adjungierten Operator zu bestim-

men, wie folgendes Lemma zeigt.

Lemma 2.3.1. Der Operator S : Ly[0,T,R"| — Lo[0,T,R"] ist selbstadjungiert, d.h.
es gilt
(Su,w) = (u, Sw) YVu,w € Ly[0, T, R"].



26 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Beweis: Wir benutzen die Bezeichnungen z(u) = Su und z(w) = Sw. Dann schliefen
wir mit Hilfe partieller Integration, der Symmetrie von A und unter Beachtung der
Randwerte von z(u) und z(w)

(2(u), w) = (2(u), =Z(w) + Az(w))

g

Wir wissen demnach um die Identitdt von & und &* und sind somit in der Lage
eine neue Grofle einzufithren, wie es z.B. auch in Troltzsch [25] (2005) geschieht.

Definition 2.3.2 (Adjungierter Zustand). Sei z € L,[0,7,R"]. Die eindeutig be-
stimmte Losung p € W3[0, T, R"] der adjungierten Gleichung

—p(t) + Ap(t) = 2(t) — z4(t) V't € [0,T]

p(0) = p(T) = 0, (2.10)

nennen wir den adjungierten Zustand. O

Bemerkung: Den adjungierten Zustand bzw. die adjungierte Gleichung (2.10) fiihr-
ten wir soeben per Definition ein. Dies erméglichte uns der Umstand, dass der adjun-
gierte Operator zu § bereits auf Grund dessen Selbstadjungiertheit bekannt ist. Eine
allgemeinere Herleitung des adjungierte Operators bzw. der adjungierten Gleichung
mit Hilfe des formalen Lagrange-Prinzips verschieben wir daher in den Anhang (siehe
Abschnitt A.1). O

Wie im Fall der Systemgleichung transformieren wir (2.10) in die Form einer Va-
riationsgleichung. Diese lautet dann

/0 T ()T Au(t) di — /0 ) )Tty dE € W)o[0,T.R". (2.11)

Mit den gleichen Argumenten wie in Lemma 2.1.2 folgt anschlieBend die Aquivalenz der
beiden Losungen. Weiterhin ergeben sich aus Satz 2.2.5 die folgenden Abschétzungen.
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Lemma 2.3.3. Seien y € Ly[0,T,R"] und z € W3[0, T,R"] die eindeutig bestimmte
Lésung der Systemgleichung (1.4). Dann existiert eine eindeutig bestimmte Lédsung
p € W3[0, T,R"] der adjungierten Gleichung (2.10) und fir diese gilt:

Ipllz < T?||z — zall2 < T?ca6 (lyll2 + [|2all2) (2.12)
1Plle < callz — zalla < G (lyll2 + ||zall2) (2.13)
Ipll22 < V2007 |2 = 24ll2 < V226¢07 (|yll2 + |2all2)- (2.14)

Beweis: Der Beweis verldauft analog zu jenem von Satz 2.2.5. Die Subtraktion von z4
besitzt keinen Einfluss auf die Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Wir erhalten
zunéchst

12 = zall2 < |lzll2 + [|zall2 < llzll2 + lzall2 < a6 llyll2 + [[2all2

und daraus folgernd
Iplle < c26 12 = zall2 < c3.6 (lyll2 + ll2all2)-
Die Ungleichung (2.14) folgt mit der adjungierten Gleichung (2.10), denn es ist
1Bl < AlHpll2 + 12 = zalla < @+ T Al [[2 = zall2 < carllz = 2all
und somit
Ipll22 = \/llplZ 2 + 1113 < V2max{cys, caz} |2 = zalla < V227 |2 = 2all2
< V26027 (lyll2 + I|2all2)-

O

Auch an dieser Stelle ist es moglich das eben bewiesene Stabilitdtsresultat auf
Abschéitzungen in der L..-Norm zu erweitern.

Korollar 2.3.4. Sei nun y € Ly[0,T,R"|. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus
Lemma 2.3.3

3
Iplloc < T2 ||z = 2all2 < T?e26 ([ylloo + ll2alloo)- (2.15)

Beweis: Wir iibernehmen die Abschétzungen aus Korollar 2.2.6 und benutzen fiir die
zweite Aussage zusétzlich die Dreiecks-Ungleichung,

3 3
Ipllee < T2z = 2all2 < T2(T*yll2 + [1zall2) < T?ca (1ylloe + llzalloo).
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In Lemma 2.3.1 benutzten wir bereits die Schreibweise z(u) fiir die Verdeutlichung
der Abhéngigkeit des Zustandes von der rechten Seite der Systemgleichung (1.4). Auch
bei der Behandlung des adjungierten Zustands verwenden wir spéter die Steuerung als
Argument, d.h.

2(u) = S(Bu+e), p(u) = S8 (2(u) — z4) = S*(S(Bu+e) — z4).

Bemerkung: Auch wenn wir in Lemma 2.3.1 die Gleichheit der Operatoren & und
S* herleiteten, bezeichnen wir sie dennoch mit unterschiedlichen Symbolen, da sie eine
unterschiedliche Interpretation innerhalb der Problembehandlung erfahren. So ist z.B.
der Wertevorrat von &* wesentlich geringer, da wir den Operator ausschliellich auf
Funktionen mit stéarkeren Glattheitseigenschaften anwenden. O

2.4 Eigenschaften der optimalen Steuerung

Nach der Herleitung der adjungierten Gleichung untersuchen wir nun, ob das Pro-
blem (StP) {iberhaupt eine Losung besitzt und falls ja, ob sie eindeutig bestimmt ist.
Dariiber hinaus ist eine Charakterisierung der Losung durch die Fréchet-Ableitung an
der Optimalstelle von grofier Bedeutung, daher berechnen wir diese zuvor.

Da J auf dem Hilbert-Raum L5 [0, T, R"]| definiert ist, schreiben wir die Auswertung
seiner Ableitung auf einem Element aus diesem Raum als Skalarprodukt und schlieflen
so mit Hilfe der Kettenregel auf

) B OL|STu — 24|13 0(STu — 24) 0T u Olul|?
J'(u)(h) = ( I(STu — 2y) O(Tu) ou v u )(h>
=((8Tu—24) oS o B+ vu)(h)
= (B'S*(STu — 2q4) + vu, h)

fiir beliebiges h € Ls[0,T,R™]. Dabei beachten wir die Linearitdt von & und daraus
folgernd S'(y)(h) = Sh fiir alle y € Ly[0, T, R"].

Lemma 2.4.1. Das Problem (StP) besitzt eine eindeutig bestimmte Losung u. Die
Bedingung

) 2.16)

st notwendig und hinreichend fiir die Optimalitdt der Steuerung u mit dem adjungier-
ten Zustand p(u) = S*(S(Bu + e) — z4). Dartber hinaus ist die optimale Steuerung u
in [0,T) fast iberall differenzierbar und ihre Ableitung wesentlich beschrdnkt, d.h. es
gilt u e WL[0, T, R™].

Beweis: Das Funktional J ist strikt konvex und die Losungsmenge U% nichtleer,
konvex, beschriankt und abgeschlossen. Demnach schlieflen wir mit Alt [2] (2005, Satz
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2.5.2) auf eine eindeutig bestimmte Losung @ € U von (StP).

Der Operator I}, p) ist eine Projektion auf eine abgeschlossene und konvexe Menge,
daher ist nach dem Satz iiber die Charakterisierung einer Projektion (siche Anhang,
Satz A.3.4) die Bedingung

(B™p(@) + vit,u —a) >0  Yue U™ (2.17)

zu (2.16) dquivalent. Wir werden im weiteren Verlauf diese Variationsungleichung ver-
wenden.

Da J Fréchet-differenzierbar ist, existiert auch die Richtungsableitung fiir jede Rich-
tung und sie stimmt mit der Fréchet-Ableitung iiberein. Die notwendige Optimalitéts-
bedingung lautet dann mit Alt [2] (2005, Satz 4.2.2)

(J'(@),u—u)y>0 VYueU™ (2.18)

Auf Grund der Konvexitat der Zielfunktion ist die Optimalitdtsbedingung auch hinrei-
chend (vgl. Alt [2] (2005, Lemma 4.3.6)).

Fiir die Ableitung des Zielfunktionals an der Stelle u gilt mit den Gedanken vor
dem Lemma

J' (@) (u—u) = (BTS*(8Tu — zq) + va)(u — ) = (B'S* (ST — 2q) + vii, u — u).
Mit (2.18) und p(u) = S*(S7Tu — z4) folgt dann die Variationsungleichung
(J'(@),u —a) = (BTp(a) +vi,u—a) >0  VYuec U™

und somit auf Grund von @ € U die Aussage des Lemmas.

Weiterhin leiten wir aus (2.16) die Lipschitz-Stetigkeit von @ her. Der Operator IIj, p)
ist eine Projektion auf eine konvexe und abgeschlossene Menge, daher gilt |[IIj, || < 1.
Es folgt dann fiir beliebige ¢y, € [0, T]

) — )| < L) an) — p(@es)| < EoLpcaalis — 1o

Damit ist « Lipschitz-stetig, daher auch absolut stetig und es existiert eine schwache
Ableitung auf [0, 7']. Deren Beschrinktheit leiten wir sofort aus der Lipschitz-Stetigkeit
ab und demnach folgt u € WL [0, T, R™]. O

Bemerkung:

(1) Die eben bewiesene Lipschitz-Stetigkeit von u liegt an der Darstellungsmoglich-
keit (2.16) und an der stetigen Differenzierbarkeit des adjungierten Zustandes,
welche aus p € W3[0, T, R"] und Satz A.3.2 folgt. Aus diesem Grund sind insbe-
sondere die Werte der optimalen Steuerung an allen Stellen ¢ € [0,7] eindeutig
bestimmt.
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(2) Die Aussage von Lemma 2.4.1 lasst sich auch in anderer, sehr anschaulicher Weise
formulieren. Die optimale Steuerung u ist ein Fixpunkt der Zuordnung

1 1
U = g p) (—;BTp(u)) = <—;BTS*(STu - zd)>

als Operator auf dem Ly[0, 7, R™].

(3) Wir behalten die Bezeichnungen des letzten Lemmas weiterhin bei und verwenden
fiir die optimale Steuerung das Symbol «. Die zugehorigen Zusténde heiflien dann
z = z(u) und p = p(a).

¢

Die Erweiterung von Lemma 2.4.1 auf unbeschrinktes U iibernehmen wir aus
Troltzsch [25] (2005).

Korollar 2.4.2 (Trdltzsch [25], Satz 2.16). Die Menge U im Steuerungsproblem
(StP) sei nicht beschrinkt, d.h. a, = —oo und/oder by = oo fir k € {1,...,n},
so besitzt (StP) dennoch eine eindeutig bestimmte Liosung. Die Formel (2.16) bleibt
ebenfalls erhalten.

Beweis: Sei u > 0 das Infimum vom J(u) iiber der Menge U%. Dann gilt fiir |jul|3 >
2u+1)

J(w) 2 Sl > u+ 1,

Also wenden wir Lemma 2.4.1 an mit der nichtleeren, konvexen, abgeschlossenen und
beschriankten Menge

2
Uedn {u € Lof0, T,R™ : [Jufl? < =(u+ 1)}.
v
Die Gleichung (2.16) ist von der Beschrinktheit von U%? unabhingig. U
Bemerkung: Die Aussage des letzten Korollars folgt anschaulich sofort aus der strik-

ten Konvexitéit des Zielfunktionals J. Sie bedingt ndmlich J — oo falls ||u|| — oo,
daher ist das Minimum ebenfalls beschrankst. O

Eine wichtige Eigenschaft der Variationsungleichung (2.17) weisen wir im folgenden
Lemma nach. Wir benétigen sie spéter bei der Betrachtung von diskreten Losungen
des Steuerungsproblems (StP).

Lemma 2.4.3. Die Funktion u € Ly[0, T, R™] erfillt genau dann die Variationsunglei-
chung (2.17), wenn fir fast alle t € [0,T] die punktweise Variationsungleichung

(BTp(a)(t) + va(t)) (u—u(t)) >0  VueU

mit U = {u € R™ : a <u < b} Gliltigkeit besitzt.
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Beweis: Nehmen wir an, es existiere eine Funktion u € U% und eine Menge N C [0, 7]
vom Maf} grofler als Null, so dass gelte

(BTp(t) + va(t)) " (u(t) — a(t)) <0 VteN.
Definieren wir mit Hilfe dieser Menge die Funktion

u(t), teN

U’N(t) = 5
u(t), t¢N

so folgte auf Grund von uy € U sofort

/0 (BTp(t) + va() " (un(t) — a(t)) dt

I
_—
—~
&
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il
=
S~—

+
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S~—
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~
AN
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im Widerspruch zur Voraussetzung (2.17).

Die Riickrichtung ist offensichtlich. 0

2.5 Steuerungsproblem mit beliebigen Randwerten

Bei der Vorstellung des Steuerungsproblems (StP) lautete die Forderung an die Rand-
werte z(0) = z(T") = 0,,. Durch diese Vorgabe war es moglich die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Losung der Systemgleichung (1.4) und die Stabilitédtsungleichungen (2.5)
sowie die darauf folgenden Abschétzungen zu zeigen. Die Verallgemeinerung auf belie-
bige Randwerte 2(0) = zp und z(7T) = 2zr mit 2o, 2z € R untersuchen wir an dieser
Stelle.

Dazu setzen wir die Funktion r an, als Summe der Funktion z und einer Geraden
zwischen den beiden Punkten 2y und z7, d.h.

r(t) = 2(t) + (zo + tZT; ZO) vt € [0, 7).

Damit folgt r(0) = zq, 7(T") = zr und

—Z(t)+ Az(t) = —i(t) + A (T(t) + 2o + tZT; zo) =y(t) Vtel0,T]

ZT — 20

was mit y*(t) = y(t) — A <zo +t > gleichbedeutend ist zu

—i(t) + Ar(t) = y*(t) V't € [0,T]
i (2.19)
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Da wir aus der Existenz einer Losung von (2.19) auf die gleiche Art und Weise
auch auf die Existenz einer Losung von (1.4) mit Nullrandbedingungen schliefen, sind
die beiden Formulierungen #dquivalent. Fiir den Beweis von (2.6) war es notig, die
Problemstellung mit verschwindenden Randwerten zu benutzen, aber wie wir eben
zeigten, bedeutet das keine Einschrénkung an die in der Systemgleichung geforderten
Randwerte. Bei genauer Untersuchung, wie z.B. in Alt [2] (2005), stellt ich heraus,
dass die Aussage von Satz 2.2.5 nur fiir Funktionen r = r! — 72 mit r!,r? Losungen
von (2.19) gelten muss. Daher zieht eine Einschrénkung auf verschwindende Randwerte
kein Verlust an der Allgemeinheit der Problemstellung nach sich.



Kapitel 3

Allgemeine Aspekte der
Diskretisierung

3.1 Diskretisierung und diskrete Riume

Zur Losung des Steuerungsproblems (StP) ist es nétig, das unendlich-dimensionale
Problem zu diskretisieren und fiir die entstehenden diskreten, endlich-dimensionalen
Probleme die Losungen zu berechnen. Dafiir benétigen wir Fehlerabschiatzungen fiir
die exakte optimale Steuerung und die durch Lésen der diskreten Probleme berechne-
ten Funktionen. Diesen Weg gehen wir mittels zweier verschiedener Methoden, fiir die
wir zuvor allgemeine Konzepte der Diskretisierung einfiihren.

Zunéchst unterteilen wir das Intervall [0, 7] mit Hilfe der Zwischenstellen 0 = ¢y <

ty < ... < ty_1 < ty = T in N Intervalle der konstanten Liange h = t;,,; — t;.
Das bedeutet also t; = ih = iT/N fiir i = 0,..., N. Wir bezeichnen mit T; die links
abgeschlossenen und rechts offenen Intervalle [t;,¢;. [ fiir ¢ = 0,..., N — 2 und das

beidseitig abgeschlossene Intervall [t;,t;41] fir i = N —1. Auf der Basis dieser Zerlegung
definieren wir endlich-dimensionale Unterriume von Ly[0, T, R™| bzw. von W, [0, T, R"]
unter Verwendung der aus (1.2) bekannten Vektorrdume aller Polynome

Uh[O,T7 Rm] = {U,h S LOO[O,T, Rm] : uh|Ti S Po[ti,tH_hRm],i =0,...,N — 1},
Vh[O,T, Rn] = {Uh S C[O,T, Rn] : Uh|Ti S 'Pl[ti,ti+1,Rn],i =0,...,N — 1}.

Es ist auf Grund der endlichen Dimension offensichtlich, dass beide Rédume versehen
mit dem Lo-Skalarprodukt Hilbert-Réume sind. Wir verwenden daher die Norm || - [|o.

Oftmals bendtigen wir auch Funktionen v, aus V3[0, T, R"] mit den Randbedingun-
gen v, (0) = v,(T) = 0, daher definieren wir zusétzlich den Raum

Viol0, T,R"] = V4[0, T, R"] N Wy,[0, T, R™.
Diese endlich-dimensionalen Réume statten wir mit Basen aus und schreiben jedes

33
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Element als Linearkombination der Basiselemente. Dazu benutzen wir folgende Dar-
stellung
Uh[O,T, Rm] = Uh[O, T, R] X o X Uh[O, T, R]

/

~
m—mal

des Raumes U,[0, T, R™] und definieren fiir U, [0, T, R] die Basis

. 1, teT; .
u(t) = i j=0,...,N—1,

0, sonst

also die charakteristischen Funktionen der Intervalle Tj.

Fiir V,,[0, T, R"] gehen wir analog von

Vh[O,T, Rn] = Vh[O,T, R] X oo X Vh[O,T, R]

v

n—mal
aus und definieren die Funktionen
WI(t) = ﬁ%fl7t€@ . j=1,...,N—1,
0, sonst
sowie
v!0(t) = tlf;t’ reh und oM (t) = %’ Pedva :
0, sonst 0, sonst

Die v,(lj) sind die sogenannten Hut-Funktionen und erstrecken sich jeweils iiber das
Intervall [t;_i,t;41] bzw. tiber das jeweilige Randintervall 7Ty und Tn_;. Die Menge

(U,(LO), e ,U}(LN)) bildet dann die gesuchte Basis von V},[0, T, R]. Man weist leicht nach,
dass diese Mengen von Funktionen wirklich Basen der jeweiligen Rdume sind.

Wir besitzen demnach eine Darstellung beliebiger Funktionen w;, € U[0, T, R] und
vy, € V4|0, T, R] durch

N-1 N
up, = Z ajug) bzw. vy, = Zﬁjv}(f).
§=0 §=0

Die Dimensionen von U,[0, T, R] und V;[0, T, R] bestimmen sich durch die Anzahl der
Basiselemente zu N und N + 1. Daraus leiten wir nun die Darstellung beliebiger Funk-
tionen uy, € Up[0,T,R™] und v, € V},[0,T,R"] ab. Dazu definieren wir die Basiselemente
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(]k durch
ung):(O’.”’O’ ul(v,]) 7Oa"‘70)T7 j:O77N_17k:177m
~—
k-te Stelle

Die Dimension von U[0, T, R™] bestimmt sich somit zu Nm und jedes Element u, €
Un[0,T,R™] lasst sich darstellen durch

m N-1
E Qi kuh = E ajug).
j=0

k=1

=2

-1

<.
Il
o

Im zweiten Teil der Gleichung benutzten wir bereits eine andere Schreibweise. Die Ko-
effizienten «; sind Vektoren der Dimension m und zusammen mit den eindimensionalen
Basisfunktionen ug)
a; i, den Vektor

erhalten wir die gleiche Funktion. Bilden wir aus den Koeffizienten

T Nm
04:(ao,la'-~’O-/O,ma'-~)aN—1,17--'704N—1,m) eR )

so gibt es eine eineindeutige Zuordnung wu;, «— «, die jeder Funktion aus U[0, T, R™]
den Vektor ihrer Koeffizienten zuordnet. Somit ist Uy, [0, T, R™] zum RY¥™ isomorph und
wir identifizieren jedes Element u;, € U,[0,T,R™] mit dem zugehorigen Vektor a.

Analog gehen wir vor bei der Betrachtung einer Basis von V}, mit Hilfe der oben
definierten Funktionen vh) So seien

o = (0,0, o 0,07 j=0,.. Nik=1_ . n
k-te Stelle

Damit folgt fiir die Dimension von V},[0, T, R"| der Wert (N+1)n und die Darstellbarkeit
von Funktionen zy, p, € V4[0, T, R"] durch

N n N N
“h = Z Z ﬁjvkvi(lj’k) = Z ﬁjvi(zj)’ Z Z CJ,kvh = Z@ ij}(Lj)
j—

§=0 k=1 §=0 §=0 k=1

Die Bezeichnungen z; und pp, sind an dieser Stelle mit Bedacht in dieser Form gewéhlt.
Wir werden spéter damit den diskretne Zustand bzw. den diskreten adjugnierten Zu-
stand bezeichnen. Auch hier weisen wir auf die vereinfachende Schreibweise mit den
eindimensionalen Basisfunktionen hin. Ferner existieren wieder eineindeutige Zuord-
nungen zwischen den Funktionen aus dem Raum V,[0,7,R"] und den zugehérigen
Vektoren der Koeffizienten, also

Zh ﬁ:<50717"‘750771""9/6N71;-~-,ﬁ]\[n) ERN+1) ,
pp— (= (C071, . 7C0,n>---7CN,1, - 7CN,n) c RWN+Ln
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Betrachten wir abschlieend noch den Raum V}, [0, 7, R"], fiir dessen Elemente an
den Stellen ¢t = 0 und ¢t = T eine Nullstelle vorgegeben ist. Fiir eine Basis dieses Raumes
benétigen wir demnach fiir die Rédnder keine Basisfunktionen, denn fiir die Koeffizienten
Bo und [y wire der Wert 0,, vorgeschrieben. Wir stellen somit die Funktionen aus
Vi0[0, T, R"] durch eine Linearkombination wie folgt dar

N-1 n

Zh:ZZ@kU]k) Zﬁj (J)'

j=1 k=1

Der zugeordnete Koeffizientenvektor besitzt dann die Gestalt

B=(B1as-- s Brms-e-s Bno11,--- ;ﬁNan)T e RO-bn,

Wir finden also auch hier bijektive Zuordnungen V,[0,T,R"] «— RW+bn hay,
Viol0, T, R?] «— RW=Hn und identifizieren so jedes Element der jeweiligen Riume
mit der zugehorigen Matrix ihrer Koeffizienten.

3.2 Diskrete Normen

Im letzten Abschnitt fithrten wir ausgehend von einer Unterteilung des Intervalls [0, 7]
Vektorrdume stiickweise konstanter und stuckwelse hnearer Funktionen ein. Fiir beide
Réume iibernahmen wir das Skalarprodukt (z, v) fo t) dt und die zugehorige
Norm || - ||]2 vom Ausgangsraum Ls[0, 7, R"]. Ein anderer Weg der Definition einer
geeigneten Norm ist die Approximation des Integrals mittels der Quadraturformel

/Tz(t)Tv(t) dt ~ hZz(ti)Tv(ti) z,v € C[0,T,R"].

Setzen wir auf der rechten Seite zwei Funktionen zp,, v, € V4]0, T, R"] ein, so stellt der
Ausdruck ein alternatives Skalarprodukt

Auf dem Raum U, [0, T, R"] lautet die Definition dieser diskreten Norm &hnlich, es ist

N-1
lunlln = |2 Jun(S
=0
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wobei S; den Mittelpunkt des Intervalls T; fiir ¢ = 0,..., N — 1 bezeichnet.

Fiir die weiteren Betrachtungen definieren wir zwecks besserer Ubersicht abkiirzen-
de Schreibweisen. So mogen die Subscripte h und h fiir die vorwirts bzw. riickwirts
gerichtete Euler-Approximation der ersten Ableitung auf dem Intervall rechts bzw.
links der Stiitzstelle stehen. Das bedeutet (z), = *5—=, i = 0,...,N — 1, und
(zi)p = *=*=,4=1,..., N. Fiir die Hintereinanderausfithrung von (-); und (-), schrei-
ben wir (*)g, = (*)nf- Mlt diesen Symbolen bestimmen wir die Ly-Norm der Funktion

zn, € Vi[0, T, R"] exakt, denn mit §; = z,(¢;) fur i = 0,..., N ist

/ T lzn(®)* dt = Ni / %Zh(tfzh(t) dt

0 —

N-1 1+1
=X [T 20— )+ T
i=0
N—
iy s ’)3“ w20 | (5,0 - B)T B+ BT,
i=0
S B A G =A) | gr
i=0
2 1
L I 41 1
=47 G 3
I 41 1
I 21
) T
und somit
lzull3 = B7€3  Vz, € V4[0, T, R"). (3.1)
Durch Vorgabe verschwindender Randwerte, also 2z, € V;,0[0, 7, R"] und §; = z,(t;) fir
i1=1,...,N — 1, vereinfacht sich die Formel zu
Al T
h I 41 1
a5 = 5" & B, Van € Viol0, T, R"]. (3.2)
I 47 1
I 41
- y

Die Matrizen £ und £y besitzen demnach die Dimensionen (N + 1)n x (N + 1)n und
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(N —1)n x (N — 1)n. Wir kennen demnach zwei verschiedene Normen auf dem Raum
Vi0l0, T, R"]. In welcher Bezichung sie stehen zeigt folgendes Lemma.

Lemma 3.2.1. Die Normen || - || bzw. || - ||2 sind auf den Rédumen V,[0,T,R"] bzw.
Viol0, T, R"] dquivalent und die Abschditzungskonstanten sind unabhdngig von h, d.h.

1

%Huhﬂh < lunlle < flunlln  Yun € V4[0, T, R"] (3.3)
1

%H%Hh <lzull2 < llzulln - Y2u € Viol0, T, R"]. (3.3a)

Beweis: Wieder mit den Bezeichnungen (3; = z,(t;) fir i = 1,...,N — 1 und g =
(ﬁlT yoe ,ﬁN_l) gilt offensichtlich

l2nlli = R1BI%.

Weiterhin wissen wir mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin (siehe Anhang, Satz A.3.3)
fiir die Eigenwerte A der Matrix £, folgendes

h_ b
3

2
A=zh|<-= -<A

IN

h.

Dann ist mit |23 = 87 £

N—-1
_HZhHh < Amin(£o) Z |ﬁ2‘2 (£08,8) < Amax(£o) Z ’61‘2 < thHizz
i=1

Fiir den Raum V}[0,7,R"| beachten wir folgende Verdnderungen. Der Vektor a
besteht jetzt aus N + 1 Komponenten, d.h. fiir die Eigenwerte der Matrix £ schliefen
wir mit dem gleichen Argument wie eben und beachten die zusétzlichen Bedingungen
fiir die erste und letzte Komponente

h_ b
3

2 h h h
_Ip < =2< )< <= -
IA 3h|_3 < A< h, |A 3‘_6 5

N =

— - <A

IN

g

Betrachten wir nun die Ableitung einer stiickweise linearen Funktion z;, so gilt
Zp(t) = W = (B firt € T und i =0,...,N — 1, d.h. 2, ist stiickweise konstant
und es folgt

T N-1
. . . H_l‘ﬁwrl - ﬁz‘
éalla \/ / (CECLEN) /
N—-1 N—-1
_ \ h |ﬁz+l _ﬁz hz |(ﬁz)h|2
=0 1=0
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Den Vektor ((Bo)],...,(Bn_1)f )7 interpretieren wir als Ableitung der Funktion 2, und
somit lautet eine dquivalente Formulierung der letzten Gleichung

[1Znll2 = ll2nlln,

d.h. bei stiickweise konstanten Funktionen liefern beide Normen || - ||2 und || - ||, den
gleichen Wert. Allgemein gilt

lunlls =l Vo € Un[0, T, R7).

Die Berechnung der Norm || - ||, geschieht dann unter Verwendung der Werte am je-
weiligen Mittelpunkt der Intervalle. Daraus folgern wir mit Lemma 3.2.1

lenlle = /llznl3 + 1203 < \/lanl2 + 1122

und analog zu den Betrachtungen bei kontinuierlichen Funktionen zeigen wir auch im
diskreten Fall, dass der Ausdruck [|2;]|2 schon eine dquivalente Norm auf V}, [0, T, R"]
darstellt. Wir erinnern an dieser Stelle an Lemma 2.2.1 mit der darin bewiesenen
Poincaré’schen Ungleichung und leiten zunéchst eine diskrete Variante davon her.

Lemma 3.2.2 (Diskrete Poincaré’sche Ungleichung) Sei zp, € Vi 0[0,T,R"] mit
Bi = zn(ty) fiiri=0,...,N und ||zs|ln = \/h 05" |Bi2. Dann gilt

T
znlln < —=

V2

Beweis: Auf Grund von (3, = 0,, gilt zunéchst

(3.4)

k—1
ﬁkzhzw, k=1,...,N
=0

und somit schlieBen wir mit Hilfe der Holder’schen Ungleichung (siehe Anhang, Lem-
ma A.3.1)

|ﬁ |2 < h2 (Z ’ﬂerl 62 > (A<1) thZ ‘ﬁz+1 ﬂz

<oy Y L = OF _h%zm = bzl

=0
Damit gilt

N(N 1) T2, .
12allh < < 12ali-

lznllh = hz 1Bel* < b [[2nll5 Z k< hi———
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Gehen wir zuriick zu den Gedanken direkt vor dem Lemma und schitzen dort mit
der eben hergeleiteten Ungleichung weiter ab, so folgt

5 ——es [rz o _
onllie < \/llanlls + 12nlls = 4/ I2allz + Izl < o ll2a]ln-

Die gleichen Randwertbedingungen bilden im néchsten Lemma die Argumente beim
Beweis einer diskreten Variante des Sobolew’schen Einbettungssatzes (sieche Anhang,
Satz A.3.2) dar. Wie wir sehen, stimmen sogar die Konstanten im Vergleich zum kon-
tinuierlichen Fall iiberein.

Lemma 3.2.3. Sei z;, € W0, T, R"] mit z,(t;) = ; fiiri =0,...,N. Dann gilt

12n]lo0 < ﬂmax{ﬁ, VIEAII=07 + lizall3-

Dariiber hinaus gilt fir z, € W5,[0,T,R"]

12lloe < VTl 20]In- (3.5)

Beweis: Sei j derjenige Index mit |3;| = 0T<I1,1<HN|5¢|- Dann gilt wegen |5;| < + ch\/:o | Bk
und Nh =T o

! N N—1
_ h B
B < 1851+ R :Msf§ Iﬁjl+hzw_

Auf Grund der Minimaleigenschaft von (3; folgt dann fiir i =0,..., N

A
\/_

. h o
1G] < \/THZhHhJFTZWk \/_||Zh||h+

<

max{\/_ NT} (lznlln + 112nlln)

(A1)
< ﬁmax{ﬁ,ﬁ} Izl + 112013

Wegen 3y = 0, setzen wir fiir die zweite Ungleichung j = 0 und es folgt mit den
gleichen Uberlegungen wie eben

16i| < VT |24, i=0,...,N.

Da die rechten Seiten jeweils unabhéngig vom Index 7 sind, bilden wir links das
Maximum iiber alle ¢ und vollenden somit den Beweis. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts stellen wir ein Konzept vor, welches wir zum
Beschreiben des Verhaltens bzw. der Form einer Funktion einsetzen. Dazu benotigen wir
Zerlegungen des Intervalls [0, 7]. Darunter ist jeweils eine Menge von Stellen 7, € [0, 7],
k=1,...mmitmeNund <1 <mn<...<Tp 1 <Tn < T zu verstehen.
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Definition 3.2.4 (Variation). Seien f : [0,7] — R" und 3 = {n,..., 7.} C [0,7]
eine Zerlegung. Dann ist die Variation von f beziiglich 3 auf dem Intervall [0, T'] gegeben
durch

m—1
VEB3)f =3 (i) = f()]
k=1
Die (totale) Variation von f auf [0, 7] ist dann
VoS =sup V5 (3).

¢

Die Variation ist keine Norm, denn von VI f = 0 ist der Schluss auf f = 0 nicht
moglich. So besitzen z.B. alle konstanten Funktionen verschwindende Variation. Da
aber VIaf = |a| VI f fiir alle @ € R und auch die Dreiecks-Ungleichung VI (f + g) <
VI f 4+ Veg gilt, sprechen wir von einer Semi-Norm.

Definition 3.2.5 (Funktionen von beschrinkter Variation). Eine Funktion f :
[0,T] — R™ heifit von beschrinkter Variation, falls gilt

VIf < 0.

Den Vektorraum aller Funktionen f : [0,7] — R™ von beschrankter Variation bezeich-
nen wir mit BV[0, T, R™]. O

Bei der Definition der Variation {ibergingen wir einen formalen Aspekt. Wir benéti-
gen Werte der Funktion an den konkreten Stellen der Zerlegung. Bei den Elementen der
Réaume L,[0,T,R"] handelt es sich allerdings um Funktionenklassen, d.h. das Element
dandert sich nicht, wenn wir die Funktionswerte an hochstens abzédhlbar vielen Stel-
len durch beliebige Werte ersetzen. Die Variation dieser neuen Funktion kann durch-
aus einen anderen Wert annehmen oder sogar unendlich grof§ werden, obwohl wir die
Klasse nicht verlassen. Das bedeutet, in einer Aquivalenzklasse liegen Funktionen von
beschrinkter und von unbeschréankter Variation. Dariiber hinaus ist eine Identifizie-
rung einer Klasse mit einer speziellen Funktion iiber die Figenschaft der beschrinkten
Variation nicht moglich.

Die Verwendung der Variation ist also nur bei Funktionen moglich, bei denen je-
der Funktionswert eindeutig definiert ist. Spater betrachten wir lediglich die optimale
Steuerung, also die Losung von (StP). Aus diesem Grund aher fillt das Definitionspro-
blem weg, denn « ist nach Lemma 2.4.1 Lipschitz-stetig. An Hand der dort hergeleiteten
Projektionsformel (2.16) erkennen wir die spezielle Struktur von @. Die Funktionswerte
sind eindeutig bestimmt, denn sie nehmen entweder den Wert —1 BTp(¢) oder den Wert
einer der beiden Schranken a und b an. Auf Grund von

Satz A.3.2
C

p € W20,T,R"] C*0,T,R"]

sind die Funktionswerte von % und auch von % an jeder Stelle des Intervalls eindeutig
bestimmt. Daher ist der spiiter hiiufig gebrauchte Ausdruck VIu wohldefiniert.
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Beispiel: Seien f : [0,7] — R eine stetig differenzierbare Funktion und a,b € R
Konstanten mit a < b. Betrachten wir die Funktion F' : [0,7] — R™, definiert durch

a, f(t)<a
F(t):=9 b f(t)>b
f(t), sonst

und {iberpriifen wir die Anzahl der Schnittstellen von f mit den konstanten Funktionen
a und b, wobei nur diejenigen Stellen gemeint sind, an denen f — a bzw. f — b das
Vorzeichen wechselt. Die Funktion F' ist genau an diesen Stellen nicht differenzierbar
im klassischen Sinne. Falls die Anzahl der Schnittstellen eine abzéhlbare Menge ist,
so existiert dennoch eine schwache Ableitung, denn F' ist Lipschitz-stetig und daher
auch absolut stetig. Die schwache Ableitung stimmt demnach mit der punktweisen
klassischen Ableitung iiberein. Dariiber hinaus gilt

F(t) = f(t), f(t) € (a,b) .

0, sonst

Die Funktion F ist somit stiickweise stetig und besitzt abzéhlbar viele Sprungstellen.
Da wir f als stetig differenzierbar vorausgesetzt hatten, gilt auch |F(t)] < oo fiir
fast alle ¢t € [0,7] und somit F € WL[0,T,R]. Ist die Summe der Betréige iiber alle
Sprunghéhen sogar endlich, so folgt F' € BV[0,T,R]. O

Abschlieflend beweisen wir noch zwei Aussagen iiber das Verhalten der Variation
einer Funktion, die wir in spéateren Abschétzungen haufig benttigen werden.

Lemma 3.2.6. Seien f € BVI[0,T,R™] und 1y eine beliebige Stelle in [0, T]. Dann gilt
sowohl f € BV[0,19,R™] als auch f € BV |7y, T,R™] und dariber hinaus

Vi f+VEf=V{T.
Beweis:

»<“ Seien 31 = {7,..., T} eine Zerlegung von [0, o] und 39 = {7n11,..., 7} eine
Zerlegung von [19,T]. Dann ist 3; U 32 eine Zerlegung vom gesamten Intervall
[0, T]. Daraus folgt

Vg(Bl)f + Vg@z)f = Vg(31 U3a)f < ng-

»> Sei 3 ={m,...,Tm} eine Zerlegung von [0, T]. Dann ist 3U{7o} mit 7, < 79 < 741
eine Verfeinerung und da

[f () = f(r)l < 1F(m) = f(ro)l + [ (70) = f(7141)]
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gilt, folgt schliefflich

Vi) f =Y [f(1j51) — f(7)]

|f(7i01) = f(m)] + | f(70) = f(7)]

3

+Z|fm1 FE)+ £ (1) — f(m0)]

j=l+1
< Ve f+VES.
L]

Korollar 3.2.7. Seien f € BV[0,T,R"] und 0 =ty <t; < ... <ty_1 <ty =T die
oben eingefiihrten Stitzstellen. Dann gilt

Z Vit f = Ve S (3.6)
Beweis: Wir verweisen auf das voraus gehende Lemma. Das Korollar folgt sofort
durch Iteration. UJ

Bemerkung: Den Ausdruck VZ“ werden wir noch hiufiger benutzen, daher verwen-
den wir ab sofort Vp, := VZ“. O

Korollar 3.2.8. Sei f € W[0,T,R"|. Dann gilt f € BV[0,T,R"] und
Vo £ < U lzaorrm: (3.7)

Beweis: Auf Grund der Voraussetzung ist f stetig, daher ist die Variation wohl-
definiert und es gilt mit den obigen Bezeichnungen und einer beliebigen Zerlegung

3 - {7_07"'7Tk}

k—1
L3V = S 1 i) — ()] = Z | [ i) < 1 g
=0

Da 3 beliebig ist, gehen wir links zum Supremum iiber und erhalten die Aussage. [J

L) =2
Lemma 3.2.9. Sei z € W3[0, T,R"] und z(t;)n = i) = 22(0) + 2(tiy) fiir die

52
Indizesi=1,...,N — 1, so gilt

1(2)nlle = <hi En |2> < 2||7]lo.

i=1

= al}
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Sei uw € WL[0,T,R™] mit w € BV[0,T,R™] und u(t;)ns firi=1,...,N —1 wie eben,
u(ty) — u(to) u(ty—1) — u(tn)
h? h?

N-1 3
2 . . _1
[()nglln = (hz Ju(ti)ng| ) <2(Vou+ flufle) b2
i=1

Beweis: Auf Grund der Differenzierbarkeit von z schliefen wir zunachst mit der
Bezeichnung S; = (¢; + t;41)/2,7=0,...,N — 1, fiir den Mittelpunkt des Intervalls T;

sowie u(to)ny = und u(ty)np = , so folgt

Il = NZ ) =250+ ()
_ hi 1‘/

h

2 2
2(S; +t)dt — / z‘(Si_1+t)dt‘

h

T2

2@
,_.
l\.’)b“

INA
<~
1M

| (Si+1t)—2(S;21 + )] dt)

_h
2
= b
< 3 / / Z(s+1) ]dsdt
=1 Si—1
| V-1
< 3 D Uz + 1)’
i=1
(A-2) — . 2 112
< WEl ooy + 1 El o)™ < 411,
=1
also
[(2)nplln < 2[IZ][2.
Weiterhin gilt
N-1 N-1 h 2
% -2 + ti_ 2 1 2
hz’ u(ti1) ui(l4) u(ti—1)| SﬁZ(/h’u(s +t)—u(511+t)|dt>
i=1 i=1 -2
1 V-l h 2
tit1
< W - (/thifludt)
=1 2
N-1
1 2 (3.6) 1
= 2> (Vi) < (Vi)
=1
und
plults) — ulto)] > 1 plultn—1) — u(ty)]
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also .
1(wnglln < 2 (Vg [[illso) B2

3.3 Diskretisierungsoperatoren und Interpolation

In den spéteren Abschnitten untersuchen wir Approximationen der Funktionen im
Steuerungsproblem (StP) durch Elemente der zuletzt eingefiithrten Raume. Das heift,
wir untersuchen die Eigenschaften stiickweise konstanter und stiickweise linearer In-
terpolationsfunktionen. Von besonderem Interesse sind die Abstdnde zwischen einer
Funktion und ihrer Approximation in verschiedenen Normen.

Wir fiihren den Operator Py : W1[0,T,R"] — V[0, T,R"] ein, der jeder Funktion
z diejenige Funktion Pz zuordnet mit (Py2)(t;) = 2(¢;) fir j = 0,..., N. Das ist fiir
W3[0, T, R"] sinnvoll, denn der Raum liegt eingebettet in C[0, T, R"| und die Funkti-
onswerte an isolierten Stellen sind daher eindeutig bestimmt. Die Funktion Pz stellen
wir als Linearkombination der Basiselemente U}(L] ) dar

N
Pz = Z ().
=0

Es ist offensichtlich, dass Pyv, = vy, fiir alle v, € V4[0, T, R"] gilt.
Neben diesem Diskretisierungsoperator auf den Raum V;[0, T, R"], benotigen wir

eine Approximation durch stiickweise konstante Funktionen. Wir definieren daher den
Operator Py : W3[0, T,R™] — U,[0, T, R™] durch

(Pou)(t) =u(S) WteT,i=0,...,N—1

wobei S; den Mittelpunkt des Intervalls T; bezeichnet, also S; = (t; +t;41)/2. Auch das
Bild unter F, besitzt eine Darstellung in den Basiselementen des Bildraumes, es ist

=2

Pou = u(Sj)ug).

<.
Il
o

Bevor wir weitere Aussagen beweisen, halten wir die so eben eingefiihrten Opera-
toren in einer Definition fest.

Definition 3.3.1 (Diskretisierungsoperatoren).

1. Der lineare Diskretisierungsoperator P, : W1[0, T, R"] — V;[0, T, R"] ordne jeder
Funktion z € W3[0, T,R"] die Funktion Pz € V;[0,T,R"] zu, fiir die an den
Punkten tg,...,ty gilt

A(t) = (P2)(t)  i=0,...,N.
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Auf dem Intervall T; besitzt Pz die folgende Gestalt

(Po2)(t) = M(t —t) 4+ 2(t),  i=0,...,N—1.

2. Sei S; = (tix1 + t;)/2 der Mittelpunkt des Intervalls 7;. Der lineare Diskreti-
sierungsoperator Py : W}0,T,R™] — U,[0,T,R™] ordne jeder Funktion u €
W0, T, R™| diejenige Funktion Pyu € U,[0, T, R™] zu, fiir die gilt

(Pou)(t) = u(S;), teT;,i=0,...,N—1
Auf dem Intervall 7; nimmt dann Pyu konstant den Wert u(S;) an. O

Bemerkungen:

(1) Die Operatoren P, und P, sind wohldefiniert. Seien r!' und 72 zwei Funktionen
aus V,[0,7,R"] mit r(t;) = 2(¢t;) = r(t;) fir ¢ = 0,..., N. Dann besitzt die
Funktion 7! — 72 in jedem Teilintervall T; zwei Nullstellen, ndmlich ¢; und #;,,
und auf Grund der Linearitit in 7; gilt v! = r2. Ein #hnliches Argument zeigt
die Korrektheit der Definition von F.

(2) Der Operator P; bildet formal auf den Raum V},[0, T, R"] ab. Es ist offensichtlich,
dass der Bildbereich von W [0, T, R"] gleich dem Raum V}, [0, 7, R"] ist. Daher
gehen wir beim Bild von P; ohne weiteren Kommentar von einer Funktion mit
verschwindenden Randwerten aus, falls das Argument diese Eigenschaft besitzt.

Die Basisfunktionen v,(lo) und v,(lN) benoétigen wir nicht und lassen sie daher weg.

(3) Wir gewinnen aus N + 1 bzw. N Vektoren der Dimension n eine stiickweise
lineare bzw. konstante Funktion v, bzw. uy, indem wir die Vektoren auf jedem
Teilintervall T; komponentenweise linear verbinden bzw. konstant auf die Werte
des Vektors setzen. Umgekehrt gewinnen wir aus jeder Funktion vy, € V}[0, T, R"]
bzw. up, € U,[0,T,R"] an jeder Stelle ¢; bzw. S; fiir ¢ = 0,..., N bzw. fiir i =
0,...,N — 1 einen n-dimensionalen Vektor. Wir sprechen daher beim Bild von
Py bzw. P; synonym von Vektor oder Funktion, wobei wir bei der Bezeichnung
,, Vektor® anmerken, dass es sich dabei um eine Menge von Vektoren handelt,
also um eine Matrix. Im eindimensionalen Fall vereinfacht sich dies wiederum, so
dass wir fiir eine einheitliche Schreibweise immer auf die Bezeichnung ., Vektor®
zuriickgreifen. O

Nach Einfithrung der Diskretisierungsoperatoren ) und P; stellt sich sofort die Fra-
ge, welcher Fehler entsteht, wenn wir anstatt der Funktion ihre stiickweise konstante
bzw. stiickweise lineare Interpolation verwenden. Der Abstand zwischen beiden Funk-
tion, gemessen in verschiedenen Normen, spielt eine zentrale Rolle bei spéateren Fehler-
abschitzungen zwischen der exakten Losung der Systemgleichung und ihrer ndherungs-
weisen Losung. Die Approximationsgiite hangt im Wesentlichen von drei Parametern
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ab. So halten wir - rein qualitativ - fest, dass eine Erhohung der Differenzierbarkeit der
Ausgangsfunktion, den Fehler nur verringern kann. Eine bessere Approximation sollte
dhnliche Resultate nach sich ziehen. Eine wichtige Frage dabei ist der Einfluss der zur
Abstandsmessung herangezogenen Norm, d.h. wir untersuchen die Fehler

Eypj= |z = Pizll,, =€ WH0,T,R"], j € {0,1}.

Wir gehen systematisch vor und untersuchen zunéchst stiickweise konstante Approxi-
mation.

Lemma 3.3.2. Sei z € Wpl [0,T,R"] firp € {1,2}. Dann gelten folgende Ungleichun-
gen
Iz = Pozllp < ||, A-

Fordern wir z € WL[0,T,R"], so ist
L.
Iz = Pozlloe < 5”75”00 h.

Beweis: Im Fall p =1 gilt

N-1 ., N-1 otipq pt
Iz = Poclls = Z/ I2() — 2(S))| dt < Z/ / 2(s)|dsdt < || b
i=0 /i i=0 Yt /S

Weiter ist

=2

-1

tit1 N-1
I2 = Poefl2 = / 2(t) — (St = 3 /
t; i=0 ti

=0

tit1

t 2
/ Z(s) ds‘ dt
S;
-1 N-1

tit1
< / 1212, o dt < S 21212, = (121 1.
ti i=0

%

=

I
o

Auf Grund der Voraussetzung ||Z||oc < oo ist z Lipschitz-stetig, denn fiir beliebige
l1,ts € [07 T?] gllt

< (|2 Mootz = tal.

2(ty) — 2(t)] < \/tt S(0) do

Daraus folgt sofort die Aussage. 0

Erhéhen wir die Differenzierbarkeit von z, also z € W¥[0,T,R"] mit k > 1, so
erreichen wir dennoch keine bessere Approximation in den oben betrachteten Normen.
Wir sind allerdings in der Lage den Abstand auch auf andere Weise zu messen und
dort erhalten wir auch eine héhere Konvergenzordnung.
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Lemma 3.3.3. Sei v € WL[0,T,R™ mit « € BVI[0,T,R™]. Dann gilt folgende
Abschdtzung

‘/ — (Pu)(t dt‘< VT k2, (3.8)

Sei z € W20,T,R"], so gilt

]/ — (B0 dt| < —||z||1h2. (3.9)

Beweis: Zunichst gilt auf Grund der Voraussetzungen mit

2

-1

| /0 ") — (Pou)(8) ] = / i (5,) ]

=0

2

= / u(S; +t) —2u(S,~)+u(S,~—t)dt‘

100

2

U (S;+8) —a(S; —t+5) ds} dt‘

I
c\

%

N—-1 %
< // (Si+ 5) — 0(Si — ¢ + 5)|ds it
i=0
h2N
Z = —vTuh2

Fiir die zweite Abschéatzung kniipfen wir direkt an die Herleitung im ersten Teil an

N-1 t1+1
Z‘/ — (Py2)(t dt‘ Z//|ZS+8 — 3(S; —t+s)|dsdt
=0 t;

9 N—1

h i+ 1
< .. < 2|z 2.
< 2/ 2] dt < 20 b
Zum Abschluss halten wir noch ein Ergebnis fiir den lokalen Fehler fest. Es ist
b L. 1
[0~ (R dt] < ey 2 < {1 VR (30
t;
Il

Jetzt erhohen wir die Approximationsgiite und erhalten die erwarteten Verbesse-
rungen, wie folgendes Lemma zeigt.
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Lemma 3.3.4. Sei z fir p € {1,2,00} ein Element des W7[0,T,R"]. Dann gelten
folgende Abschdtzungen

Iz = Przlly < N12ll, h* = |2]2 B*. (3.11)

Beweis: Der Beweis der Abschitzung fiir p = 2 lduft zunéchst iiber die Herleitung
der geforderten Ungleichung fiir ein beliebiges Teilintervall 7;, ¢« = 0,..., N — 1, und
anschliefender Summation iiber alle i, wie z.B. auch in D. Braess [7] (1997). Sei also
t € T;, dann schreiben wir

und somit
tit1 ) . ] .
|2(t) = (P2)(1)] < / 2(s) = (P12)(s)| ds = [|2 = (Pr2) ||y (my)-
t;
Daraus folgt mit der Holder’schen Ungleichung (siehe Anhang, Lemma A.3.1)

12 = Pizllnacry < 12 = (Pi2)lliaemy VR < 12 = (Pr2) || oy e

Dartiber hinaus besitzt z — P,z in T; zwei Nullstellen, ndmlich genau die Intervallrand-
punkte. Somit existiert nach dem Satz von Rolle ein £ € T; mit (2 — (P12))(§) = 0 und
es ist

—— ——
0

Aw—«ﬂzxw=4z—<ﬁz»@y+4fa@d&

Auf Grund der Linearitéat der Funktion Pz verschwindet deren zweite Ableitung und
wir schliefen wieder wie eben

240 = (PO < [ 12 ds = [l

und '
HZ - (PlZ)HL2(Ti) < “éHLl(Ti) \/E < Hﬁ’h(ﬂ) h.

Zusammen mit der obigen Abschéitzung erhalten wir
HZ - PlZHLQ(Ti) < HZ - (Plz)Hf&(Ti) h < H’.Z:HI&(Ti) h?.

Das Quadrat der Norm beziiglich des gesamten Gebiets [0, 7] berechnet sich als Summe
der Quadrate der Normen iiber die Teilintervalle, daher gelangen wir zu

Iz = Przl2 < [I]|2 %
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Im Fall p = 1 besteht die Md&glichkeit eines kiirzeren Beweises, daher betrachten
wir ihn separat. Es ist

/titi+l|z(t) —(P2)(t)] dt < h/:-ﬂ

- /t i+1|hz‘(t) — (2(tis1) — 2(t:))] dt

A(t) — 2(tir) — 2(t) dt

h

lti+1 tit1

- / 15() — 2(s)| ds dt
t; t;
tit1 ptiv1 pt

S/ / / |Z(v)| dv ds dt
t; t; S

< N2l 2.

Daraus folgt durch Summation iiber alle: =0,..., N — 1

/0 2(t) — (Pr2) ()] dt < [|2]]s 2.

Zum Beweis der Ungleichung (3.11) fiir p = co gehen wir &hnlich vor. Es ist fiir alle
teT;

2(t) - (P2)(1)] < / T15() — (PLe)(s)]ds < |12 — (Puz) iy

und somit auch _
12 = (Pr2)zwm) <12 = (Pr2)||l L) B

Weiterhin gilt fiir alle t € T;

t;
0 = (PO < [ 126 ds < [l B
da die zweite Ableitung von P;z verschwindet. Auch hier folgt
12 = (P2 ey < Nl ooy P
Fassen wir das eben Angefiihrte zusammen, so erhalten wir
2 = Pizllwmy < 12 = (Pi2)lry b < 12 pwmy B < 2] B
Da die letzte Abschéitzung fiir alle Intervalle T; gilt, folgt schliefllich

Iz = Pzl < [|Z]lo B*.
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Im Verlauf des letzten Beweises gelang es uns nicht nur die Kernaussagen herzu-
leiten. Es ergab sich dariiber hinaus ein ,,Nebenprodukt“, welches wir in folgendem
Korollar festhalten.

Korollar 3.3.5. Sei z € W2[0,T,R"], dann gilt
||Z — P12||1,2 S C26 ||Z||2 h (312)

Beweis: Aus dem ersten Teil des letzten Beweises iibernehmen wir

1z = Przlliyy r,) 1z = PrzllZ, iz + 112 = (Pr2)llL,m,

(2.3) . y
< QmaX{LT2} HZ - (Plz)||%2(Ti)
< 2max{L, 7%} |27, ) I*.
Das Ergebnis folgt durch Summation iiber alle i =0,..., N — 1. .

Die Approximation durch stiickweise lineare Interpolation lésst uns Freiheiten in
Bezug auf die Wahl der Differenzierbarkeitseigenschaften. Wie folgendes Lemma, zeigt,
ist einer Verringerung der Forderungen an die betrachtete Funktion durchaus ohne
Verlust der gewiinschten Konvergenzordnung h? méglich. Im Gegensatz zu den Ergeb-
nissen aus Lemma 3.3.4 hangt die Ordnung des Fehlers nun unter Umstédnden von der
verwendeten Norm ab.

Lemma 3.3.6. Sei w € WL[0,T,R™] mit « € BV[0,T,R™]. Dann gelten folgende
Abschditzungen

T
/ lu(t) — (Pu)(t)| dt < VEah? lu— Prulls < VIuhe. (3.13)
0

Beweis: Wir nutzen die Ableitung von v — Pju auf den Intervallen T}, sowie die
Identitat u(t;) = (Piu)(t;) fir i = 0,..., N. Es folgt dann

T N-1 tir1
|t =Rl = 3= [ ut) = (Paoge)
i=0 Vi
NZLoptiy t. — ult;
<h / u(s) — ultin) = ults) ds
i=0 Vi h
N-1 i1 tit1
< / / u(s) —u(v) dv|ds
i=0 Yt t;
N=1 ptinq ptiqa
< / / [i(s) — u(v)| dvds
i Jti by —



52 KAPITEL 3. ALLGEMEINE ASPEKTE DER DISKRETISIERUNG

Der zweite Teil folgt auf &hnliche Weise durch

) = raopa =X [l - oo i

1 1 tit1 tit1 2
< — (/ / u(s) — u(v) dv) ds)
h =0 ti ti
e
S E Z(VTZU)2 h4
i=0
N-1 2 as
< (vTiu) (19 (VOT u) B3

i

Wir fassen an dieser Stelle alle in diesem Abschnitt bewiesenen Fehlerabschitzungen
tabellarisch zusammen. Neben den verwendeten Normen fiithren wir zum Vergleich auch
den Ausdruck | fOT z(t) — (P;z)(t) dt| unter p = 1*. Die Voraussetzungen spiegeln sich in
der jeweils hergeleiteten Konstante wieder. Das bedeutet, sind die jeweiligen Ausdriicke
definiert, so verhélt sich der Fehler mit der angegebenen Ordnung.

P, P,

p | Konstante | Konv.ord. | Konstante | Konv.ord.

NN h BN &
Vi h?

2 112 h 1£]]2 h’

2 i h:

o0 %HZHOO h 2]l 00 h?

sl h? 121 h?

%vgu h?

Tabelle 3.1: Konvergenzordnung und Abschétzungskonstanten in Abhiéngigkeit von der Appro-
ximationsgiite.

Wie wir sehen, erhoht sich wie erwartet die Konvergenzordnung durch Verbesserung
der Approximationsgiite. Die Werte fiir p = 1* nehmen eine Sonderrolle ein, denn in
diesem Fall stellt der Ausdruck ¢(z) = [ z(t) — (P1z)(t) dt ein lineares beschréinktes
Funktional dar und es gilt dariiber hinaus ¢(p) = 0 fiir alle Polynome p vom Grad
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hochstens 1. Diese Tatsache nutzt man auch allgemein fiir f : R™ — R™ und z €
Wx[0,T,R"] aus. Wird z durch den Operator 2 mit p = 0 fiir alle p € P} auf den Wert
z € R abgebildet, so gilt

Iz = 2ll2 < ¢|2lhr12 A5

mit einer von A und z unabhingigen Konstante c. Fiir einen Beweis dieser Aussage
verweisen wir auf Ciarlet [10] (1987, Kapitel 3.1). Nun erfiillt ¢ die eben genannten
Voraussetzungen fiir £ = 1 und daher folgt die quadratische Konvergenzordnung. Der
Vorteil der Beweismethode aus Ciarlet [10] ist die Anwendungsmoglichkeit auch auf
Funktionen mit mehrdimensionalem Definitionsbereich.

3.4 Diskrete Steuerungsprobleme

Fiir die Bearbeitung unseres Steuerungsproblems (StP) ist die eindeutige Losbarkeit
der Systemgleichung (1.4) notwendig. Den Beweis dafiir liefert Satz 2.2.5. Wir schrei-
ben daher die Zuordnungen u — z bzw. y — z durch die Operatoren So7 bzw. S aus.

Bei der Diskretisierung von (1.4) ersetzen wir den Losungsoperator S durch eine
geeignete Approximation. Dazu stehen uns verschiedene Mittel zur Verfiigung (vgl. Ka-
pitel 4 und 5), die auf verschiedene Art und Weise die Funktion y auf eine Funktion zj,
aus einem endlich-dimensionalen Unterraum des W3[0, T, R"] abbilden, d.h. wir fassen
das diskrete Pendant zu S auch als Operator S;, zwischen Funktionenrdumen auf. Es
bleibt die Frage nach der Diskretisierung der Steuerung offen. Ob diese stattfindet oder
nicht und falls ja, in welcher Form, legen wir spater unabhéngig von S, fest. Fiir uns
steht dann die Gleichung z,(u) = Sy (Bu + €) zur weiteren Untersuchung bereit. Dabei
kennzeichnen wir mit dem Index h, dass es sich um eine Funktion bzw. einen Operator
im diskreten Fall handelt.

Auch der adjungierte Operator §* ist linear und beschrankt. Wir diskretisieren ihn
auf die gleiche Art und Weise wie eben, also

pi(n) = Si(STu—z)  oder  pulu) = Sp(SuTu— za).

Die Schreibweise p; soll beim diskreten adjungierten Zustand verdeutlichen, ob das
Argument von S; eine kontinuierliche oder eine diskrete Funktion, verschoben um z4,
war. Beim Zustand ist dies nicht notig, da wir nicht auf das Argument verzichten und
erkennen daran, welche Form es besitzt. Die konkrete Form der diskreten Operatoren
Sp, und S; héngt von der gewéhlten Diskretisierungsmethode ab. An dieser Stelle soll
die Art der Diskretisierung nicht beriicksichtigt werden, denn wir leiten zunéchst all-
gemeine Konvergenzresultate her. Die Forderungen Stabilitdt und Konsistenz an die
diskreten Operatoren bzw. an die Diskretisierungsmethode sind hier Voraussetzungen
und miissen im konkreten Fall (mithsam) nachgerechnet werden. In den Kapiteln 4 und
5 stellen wir dann zwei unterschiedliche Diskretisierungsmethoden vor.
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Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen erstellen wir Diskretisierungen des Steue-
rungsproblems (StP), indem wir die Operatoren S und &* durch ihre Diskretisierungen
Sy, und S ersetzen. Weiterhin sei (-, -)c ein Skalarprodukt und die diskreten Operato-
ren beziiglich dessen adjungiert. Dieses Skalarprodukt verwenden wir ebenfalls in der
Definition der diskreten Probleme

. . 14
(8tP)n  min Ju(un) = min 5|5, T us — zalle + 5 llunlle

unter den Kontrollrestriktionen
u, € UM c U,

Die zulissige Menge U¢? ist eine geeignet gewiihlte, nichtleere, abgeschlossene und kon-
vexe Teilmenge von U, Die Gleichheit ist dabei ausdriicklich zugelassen. Die Losung
der Probleme (StP);, bezeichnen wir mit u;, und zeigen zunéchst analog zu Lemma 2.4.1
einen Zusammenhang zwischen dieser Funktion und dem zugehéorigen adjungierten Zu-
stand ph(uh) = S;(Sh’fuh - Zd).

Lemma 3.4.1. Das Problem (StP), besitzt unter den obigen Voraussetzungen sowohl

fiir —oo < a < b < o0 als auch fiir a = —oc und/oder b = 0o eine eindeutig bestimmte
Lésung uy, € U, Die Bedingung
<BTph(uh) + vuy, Ch — Uh>C >0 Vgh - Ugd (314)

1st notwendig und hinreichend fiir die Optimalitdt der Steuerung u, mit dem zugehdri-
gen adjungierten Zustand pp(uyp,).

Beweis: Wie im kontinuierlichen Fall (siehe Lemma 2.4.1) sehen wir dem Funktio-
nal Jj, seine gleichméflige Konvexitéit an. Fiir —oco < a und b < oo ist die zuldssige
Menge U nichtleer, abgeschlossen, konvex und beschrénkt. Somit schlieen wir mit
Alt [2], Satz 2.5.2, auf eine eindeutige Losung u;, € U Fiir unbeschrinktes U2 folgt
die Aussage auf Grund der strikten Konvexitit der Zielfunktion, denn sie impliziert
Jp(up) — oo falls ||up|| — oo.

Fiir die Losung uy;, von (StP), lautet die notwendige Optimalitdtsbedingung
<J,’l(uh), Ch — uh>c 2 0 VC € Ugd.
Berechnen wir also die Ableitung des Zielfunktionals an der Optimalstelle u;. Es ist
OLSLTup, — 24||2 Tuy — T 2
T (up) (B) = sIShTup — zal|5 O(ShTup, — z4) 0T uy, N V@HuhHQ h)
(9(Sh’]'uh — Zd> 8(Tuh) 8uh Buh

= ((ShTuh — Zd) @) Sh oB + uuh)(h)
= (BTS;(SpTun — zq) + vun, h)c

fiir beliebiges h € U2 und wegen der Adjungiertheit der Operatoren folgt (3.14).

Die Erweiterung auf unbeschriinktes U2¢ erfolgt analog dem kontinuierlichen Fall (vgl.
Lemma 2.4.1). O




Kapitel 4

Methode der Finiten Elemente

4.1 Motivation

Ausgangspunkt fiir die Methode der Finiten Elemente ist die Variationsgleichung oder
schwache Formulierung (2.1) der Systemgleichung (1.4). Fiir jede rechte Seite existiert
eine eindeutig bestimmte Losung, welche dariiber hinaus dquivalent zur Losung der
Systemgleichung ist. Erster Ansatz fiir eine Diskretisierung des Problems (StP) ist
die Berechnung einer Néherungslosung von (2.1). Ersetzen wir also darin die Bedin-
gung Vv € W2170[0,T ,R"“ durch Vv, € V30[0,T, R"]“ mit einem geeignet gewihlten
endlich-dimensionalem Hilbert-Raum V}, ([0, 7, R"]. Diese Vorgehensweise wird auch
Ritz-Galerkin-Verfahren genannt. So bekommen wir eine eindeutig bestimmte Losung
zn € Viol0, T, R"] mit dem gleichen Ziel wie im kontinuierliche Fall, die aus der Diskreti-
sierung folgenden diskreten Steuerungsprobleme als allein von der Steuerung abhéngig
zu betrachten.

4.2 Diskretisierung und Stabilitat

Wie im letzten Abschnitt bereits angedeutet, ist es unser Ziel, die Systemgleichung
addquat zu diskretisieren, um daraus eine Diskretisierung des Steuerungsproblems
(StP) abzuleiten. Wir ersetzen dazu in der Variationsgleichung (2.1) die Bedingung
NS W2170[O, T,R")* durch ,Yuy, € V},[0, T, R"]*, woraus folgende Gleichung resultiert

/O ' () T0R(t) + 2 (8) T Avy (1) dt = /0 T(Bu(t) +e)Tvp(t)dt Yo, € Vio[0, T, R,

die wir als diskrete oder diskretisierte Systemgleichung bezeichnen. Unter Einbeziehung
der in (2.2) eingefithrten Bilinearform a(-,-) formulieren wir folgendes Steuerungspro-
blem

o5 I 1 v
(StP)y, min Jy (2, up) = min=||z, — 24|53 + =||unll>
Zh,Uh Zh,Uh 2 2

95
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unter den Nebenbedingungen

a(zp,vp) = /o (Bup(t) +e()Tvp(t)dt Yo, € Viol0, T, R"]
Zh(()) = Zh(T) =0

und den Kontrollrestriktionen
u, € UM c U,

mit einer abgeschlossenen und konvexen Menge Uf?, die sich nicht notwendig von U?
unterscheidet. Das Vorgehen bei (Sf;t¥15);1 ist angelehnt an den kontinuierlichen Fall. So
betrachten wir zundchst zur Losung von (4.1) Existenz- und Eindeutigkeitsfragen und
leiten Stabilitdtsaussagen her.

Lemma 4.2.1. Die diskrete Systemgleichung

/T Zh(t)TUh(t) + Zh(t)TAUh(t) dt = /T y(t)T’Uh(t) dt Vvh € tho[o, T, Rn] (41)

besitzt fiir jedes y € Lo[0,T,R"]| eine eindeutig bestimmte Liosung z, € Viol0,T, R"]
und es gilt
znll2 < Tyl (4.2)

Beweis: Dem Beweis liegen die gleichen Uberlegungen zu Grunde wie fiir Satz 2.2.5.
Wir geben sie dennoch in etwas anderer Art wieder. Der Ausdruck ¢ : Ly[0,T,R"] — R
mit £(-) = fOTy(t)T - (t)dt ist fir y € Lo[0,T,R"] ein Skalarprodukt, also auch ein
lineares beschrénktes Funktional. Es ist bekanntlich V,, o C Ly = (L)’ C (V4y)'. Daraus
folgt, dass die Einschrankung von ¢ auf V}, [0, T, R"] ebenfalls ein lineares beschrénktes
Funktional ist und es auch in diesem Hilbert-Raum ein eindeutig bestimmtes Element
gibt, welches als ,fester” Eintrag im V}, o-Skalarprodukt fungiert

E”Zh € Vh70[O,T, Rn] : <Zh, Uh)Vh,O = é(vh) Y, € Vhp[O, T, Rn]

Die symmetrische Bilinearform af(-,-) ist offensichtlich gleichméBig elliptisch, d.h. es
gilt

a(zn, 21) > ¢ |lznl1
mit einer von z und h unabhéingigen Konstante ¢ > 0. Daher ist sie ein Skalarprodukt

auf V3,0[0, 7, R"] und somit folgt die Eindeutigkeitsaussage fiir die diskrete Systemglei-
chung.

Fiir die Ungleichung (4.2) setzen wir in (4.1) v;, = 2z, und erhalten

120112 < llyllzllznll2:
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da A positiv semi-definit ist. Mit der Poincaré’schen Ungleichung aus Lemma 2.2.1 und
nach beidseitigem Kiirzen von ||zy|2 folgern wir weiter

lznll2 < T*[lyll-.
Letzteres ist moglich, denn im Fall z;, = 0 wére nichts zu zeigen gewesen. U

Bemerkung: An dieser Stelle versdéumen wir nicht auf ein etwas anderes Beweisverfah-
ren hinzuweisen. Die diskrete Systemgleichung (4.1) stellt - analog dem kontinuierlichen
Fall - die notwendige Optimalitédtsbedingung fiir das Optimierungsproblem

min /O ) 2 () + zn ()T Az (t) — y(t) T2 (t) dt

Zh

mit z, € Vj,0[0,7,R"] und y € Ly[0,T,R"] dar. Die Zielfunktion besitzt quadratische
Form
a(zn, 2n) — £(y)

mit dem beschrinkten linearen Funktional ¢(y) = fOT y(t)T2,(t) dt. Die Bilinearform
a(-,-) ist nach Lemma 2.2.4 auf dem Raum W3[0, T, R"| elliptisch und demnach auch
auf V;,0[0,T,R"]. Daher besitzt f ein eindeutig bestimmtes Minimum in V}, [0, 7, R"|
(siche Alt [2], Satz 2.5.2) und (4.1) somit eine eindeutig bestimmte Losung. O

Ahnlich dem kontinuierlichen Fall leiten wir auch hier das Stabilititsresultat in
anderen Normen her.

Korollar 4.2.2. Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen aus Lemma
4.2.1 gelten folgende Abschdtzungen

2nll12 < c26 l|yll2
120 ]loo < T2 Y]] co- (4.3)

Beweis: Wir iibernehmen fiir diesen Fall den Beweis von Korollar 2.2.6. ]

Nach der Diskretisierung der Systemgleichung folgen sofort Resultate fiir die ad-
jungierte Gleichung.

Korollar 4.2.3. Die diskrete adjungierte Gleichung

/0 a0 on(t) + (6T Aun (1) dit = /0 (208 = 2a(t) Ten(t) e
Vo, € Viol0, T,R"] (4.4)
besitzt fiir jedes z € Ly]0,T,R"] genau eine Lisung p, € V3 0[0,T,R™| und es gilt
Ipnll < T?||z = zalla < T*(I|2]l2 + [|zall2)-
Ist z die Liosung von (1.4) fir y € Lo[0,T,R"], so gilt
i1z < c26ll2 = zall2 < 36 ([[Yll2 + ll2all2)

3
1Plloe < T2 ||z — zall2 < T?c26 (J1ylloe + I|2allo)- (4.5)
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Beweis: siche Beweis zu Lemma 4.2.1 und Korollar 4.2.2. O

Bemerkung: Vergleichen wir die abschéitzungen fiir z, und p;, mit den im kontinuierli-
chen Fall bewiesenen Ungleichungen (2.5) bzw. (2.13), so stellen wir Ubereinstimmung
in Gestalt und sogar in der Abschétzungskonstante fest. O

Fiir die weiteren Betrachtungen benétigen wir analog zu Lemma 2.2.7 ein etwas
anderes Ergebnis.

Lemma 4.2.4. Seien y € Ly[0,T,R"] und Y (t) = f(f y(s)ds firt € [0,T]. Die Funkti-
on zp, € Viol0,T,R"| sei ferner die Losung der diskreten Systemgleichung (4.1) fiir y.
Dann gilt

[znlloe < cor (Yl (4.6)

Beweis: Wir betrachten zunéchst fiir A = 0 die diskrete Systemgleichung (4.1) mit
deren Losung z)) € V;,0[0, T, R"], d.h.

/0 T(zg(t) +Y () on(t)dt =0 Vo, € Vi [0, T, R"].

Setzen wir fiir das beliebige vy, nacheinander die Basisfunktionen v,(lj ) ein, so erhalten

wir fir yj=1,..., N —1

0 t _2 0 t 0 t‘_ 1 tj 1 tj+1
_Zh( jr1) 2, (t5) + 25 (tj—1) + _/ Y(t)dt — —/ Y (t)dt = 0.
h h ti_1 h t

J

Mit den Bezeichnungen }7] = ftt_j“Y(t) dt fir j =0,..., N — 1 ergibt sich daraus

) —220(t) +Ab(tio) | Y - Y
h h

=0, j=1,...,.N—1.

Die linke Seite ist die Ableitung der stiickweise linearen Funktion wy,, definiert durch
die Vektoren

wp(ty) = 20(tig) — 20(t))+Y;,  j=0,...,N—1.

Da sie auf dem gesamten Intervall [0, T verschwindet, ist w;, = ¢ mit einer Konstante
q, also auch

Zg(t]+1)—2’2(t])+y;:q, ]:O,,N—l
Weiterhin gilt
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woraus
1 N-1 N 1 T
=—Nvyv=—1[1vY
1= ; g N/o (t) dt
folgt.

SchlieBlich erhalten wir auf Grund von z,(0) = 0,

h ,
=0 1=0
i N S
e DR DI
N
=0 =0
j -1 i N-1
=(=-1 Y+ = Y; =1,...,N—1
(N ) 2 + N (3 j ) )
=0 =7
Gehen wir zum Betrag iiber, so folgt
] -1 ] N-1
)< (=5 Ml+5 ) Ml j=1.. . N-1,
=0 =7
also wegen zp € V},0[0, T, R"] auch
N-1 B N-1 tip1 T
5l < S W= 30| [ via] < [ ol
i=0 i=0 Vi 0

Weiterhin ist z;, — z) die Losung der Randwertaufgabe

T
oo o) = — / DT Avn(t)dt Vo € Viol0, T, R"]
0
Zh<0) = Zh(T) = On
Damit folgt unter Beachtung von Korollar 4.2.2
0 0 (43) 2 0 0
[Znlloe < [l2n = zplloo + lznlle < TZIA[ 2R ll00 + ll2h I
< @+ TAD Y < ec2r 1Yl
O

Nachdem wir die eindeutige Losbarkeit der diskreten Systemgleichung (4.1) und
der diskreten adjungierten Gleichung (4.4) nachgewiesen haben, kommen wir auf die
Schreibweisen aus Abschnitt 3.4 zuriick und deklarieren die Operatoren S, und S; ge-
nauer. Demnach ist Sy, : L]0, T, R"| — V},4[0, T, R"] diejenige Abbildung, welche einer
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Funktion y € Ly[0,T,R"| die eindeutig bestimmte Losung von (4.1) zuweist. Eine ana-
loge Definition ergibt sich fiir den Operator S;. Beide Abbildungen sind offensichtlich
linear und nach Lemma 4.2.1 unabhéngig von h nach oben beschrénkt. Dariiber hinaus
sind sie adjungiert, was wir in folgendem Lemma nachweisen.

Lemma 4.2.5. Die durch die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 4.2.1 und Korollar 4.2.3
definierten Operatoren Sy, und S} sind auf dem Raum L»[0,T,R"| adjungiert, d.h.

(w, Spv) = (Spw, v) Yo, w € L0, T, R"].

Beweis: Wir erinnern zunéchst an die Definition der beiden Operatoren. Sie sind
formal gleich und werden nur fiir anschauliche Zwecke unterschieden. Daher geniigt es
die Selbstadjungiertheit von Sj, zu zeigen. Mit den Bezeichnungen z,(v) = Spv und
zn(w) = Spw setzen wir in der diskreten Systemgleichung (4.1) zunéchst v, = 2z, (w)
und anschlieend v, = z,(v). Dann folgt auf Grund der Symmetrie der Bilinearform
a(.7 )
(v, zn(w)) = a(zn(v), 2n(w)) = alzn(w), 2(v)) = (w, z4(v)).
O

Mit dem Wissen iiber die eindeutige Losbarkeit der diskreten Systemgleichung
wandeln wir (StP); in ein Steuerungsproblem um, dessen Zielfunktional allein von
der Steuerung wu;, abhéngt. Die Kontrollrestriktionen formulieren wir mit Hilfe der

spater noch genauer festzulegenden, nichtleeren, abgeschlossenen und konvexen Menge
U c U, So ist dann

. 1 v "
(StP), min Jp(up) = min §||Sh7uh — zg|l3 + §||uh||§, uy, € U,

Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (StP), folgt aus dem allgemeinen
Resultat in Lemma 3.4.1. Dort setzen wir (-,-)c = (-,-) und erhalten die notwendige
Optimalitdtsbedingung

() (up), ¢ —up) = (BTS;(Sn(Bup, +€) — z4), —up) >0 V¢ € UM (4.7)

Wir haben dabei die Adjungiertheit der diskreten Operatoren beziiglich des diskreten
Skalarprodukts ausgenutzt.

4.3 Konvergenz

Nach Betachtungen iiber die Existenz und Eindeutikeit einer Losung der diskreten
Systemgleichung wenden wir uns nun dem Fehler zu, der beim diskretisieren entsteht.
Wir untersuchen den Fehler zwischen der exakten Losung und ihrer Approximation
sowohl punktweise als auch im quadratischen Mittel. Obwohl letzteres aus dem ersten
Fall folgt, geben wir dennoch die Herleitung an, denn die Beweise sind mit wenig
Aufwand auf Funktionen mit mehrdimensionalem Wertebereich erweiterbar.
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4.3.1 Betrachtungen beziiglich der L,-Norm

Als Zwischenschritt in einem der folgenden Beweise benétigen wir eine Aussage, die
unter dem Namen Céa-Lemma bekannt ist. Wir zeigen sie auf Grund ihrer Bekanntheit
als eigensténdiges Ergebnis und erweitern die Aussage auf vektorwertige Funktionen.

Lemma 4.3.1. Seien z € W3[0, T,R"] bzw. z, € Viuol0,T,R"] die Lisungen der
Systemgleichung (1.4) bzw. der diskreten Systemgleichung (4.1) fir die Funktion y €
L,[0,T,R"]. Dariiber hinaus seien die Konstanten, c5, = (2 max{l,T2})71 und ¢4, =
max{1, ||A||}, aus Lemma 2.2.4 dbernommen. Dann gilt

|2 = znlli2 < /c54c5y inf ||z —vpll12. (4.8)
UhEVh’O

Seien p € WiO[O,T, R”] und p; € Viol0,T,R"] die Lisungen der adjungierten
Gleichung (2.10) und ihrer Diskretisierung (4.4) fir die Funktion z € Lo[0,T,R"],

dann gilt
[P —phlliz < \/c4ch, inf [[p—vnl1e
UhEVhyo

Bemerkung: Die Abschétzungen sind sinnvoll, denn fiir die Konstante gilt

\/0‘2’.4012‘.4 = \/2 max{1, ||A||} max{1,T} > 1.
O

Beweis: Betrachten wir die Variationsgleichung (2.1) und die diskrete Systemglei-
chung (4.1) jeweils fiir die Funktion y mit den zugehorigen Losungen z und zj,

T
a(z,v) = / y(t)Tv(t) dt Yo € Wy,[0, T, R,
OT
a(zp,vp) = / y(t) T, (t) dt Vo, € Viol0, T, R™].
0

Wir schrinken die erste Gleichung auf den Raum V}, ([0, 7', R"] ein, subtrahieren davon
die zweite Gleichung und erhalten so

a(z — zp,vp) =0 Yoy, € Viol0, T, R"].

Dann verwenden wir die Elliptizitdtsabschédtzung aus Lemma 2.2.4 und schreiben fiir
eine beliebige Funktion v, € V} [0, T, R"]

Co4llz — zhHiQ <a(z—zp, 2 —2n) = a(z — zp, 2 — vy) —i—g(z — 2, U — Zhl

~
=0

< ch4llz = znlli2llz — vnll1e-
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Der Fall ||z — 23|12 = 0 ist trivial, also kiirzen wir und erhalten
|2 = znlli2 < Buchallz —vnllie Yo € Viol0, T,R"].

Die linke Seite héngt nicht von v, ab, somit gehen wir rechts zum Infimum iiber und
erhalten die erste Aussage des Lemmas in einer etwas schwécheren Form.

Eine Verbesserung der Abschéitzungskonstante ist moglich, denn im bisherigen Be-
weis nutzten wir die Symmetrie der Matrix A nicht aus. Das holen wir jetzt nach,
denn wir erhalten auf diese Weise auch eine interessante Interpretation von z,. Die
Gleichung a(z — zp,,v;,) = 0 gilt fiir alle Elemente des Raumes V}, ([0, 7, R"], daher ist
zp, die Projektion von z auf diesen Unterraum beziiglich der Norm || - ||, = /a(-, ).
Damit ist zj, das Element aus V}, ¢[0, 7, R"] mit dem kleinsten Abstand zu z, gemessen
in der Norm || - ||,, also

\V—ZMa—wggﬂz—vww

Mit Lemma 2.2.4 folgt abschliefend

12 = 2nll12 = /54654 min [z —vpllLe.
v €V 0
Der Beweis fiir die adjungierten Zustiande lauft analog. O

Bemerkung: Tatsichlich veroffentlichte Céa [8] (1964) zunéchst den Fall einer sym-
metrischen Bilinearform. Den nicht-symmetrischen Fall finden wir zuerst in Birkhoff,

Schultz, Varga [6] (1968). %

Lemma 4.3.2. Unter den Voraussetzungen aus Lemma 4.3.1 gelten folgende Fehler-
abschdtzungen

Iz = znll2 < ca6ch 724 [lyll2 17
lp = pallz < cas ([lyll2 + ll2all2) A*. (4.9)

Die Konstante cy9 = 3 4¢3 2Co.4, mit der Abkiirzung coq = \/¢5.,°c4,, ist von h und y
unabhdngig.

Beweis: Wir benutzen ein Dualitétsargument, welches uns im L,[0, 7', R™] als Hilbert-
Raum zur Verfiigung steht. In der Literatur ist dieses Verfahren als Aubin-Nitsche-
Lemma bekannt. Wir verweisen auf den Anhang, Lemma A.3.7, und die Original-
verdffentlichungen Aubin [5] (1967) und Nitsche [17] (1968) fiir allgemeinere Fassungen
der Aussage.

Analog zu Lemma 4.3.1 erhalten wir zunéchst die Gleichung

a(z — zp,vp) =0 Yo, € Viol0, T, R"].



4.3. KONVERGENZ 63

Die Funktion z — z, stammt aus dem Hilbert-Raum L5[0, 7, R"], daher definieren wir
ein lineares beschranktes Funktional £(v) : L2[0,T,R"] — R durch ¢(v) = (z — zp,v)
und es gilt mit ¢, = max{1, ||A]|} aus Lemma 2.2.4 fiir alle v, € V},[0,7, R"]

v, 2 — 2
12 = 2alle = [1]) = sup L2222
A

(02— 2)
veLs [v]l2
— sup a(z(v) —vp, 2 — zp)
veLs [v][2
< 9, sup |2(v) — UhH1,2||Z - Zh||1,2
veLs [v]l2

zZ\v) —v
= o4 ||z = znll12 sup{M}j
vELo H’UH2

wobei wir das Supremum stets nur iiber alle Funktionen aus dem Raum bilden, die
nicht dquivalent zur Nullfunktion sind. Fiir das beliebige v, € V},0[0,7,R"] setzen
wir die Diskretisierung von z(v) im Raum V}0[0,7,R"] ein. Fiir den ersten Faktor
verwenden wir Lemma 4.3.1 und schéitzen das dort vorkommende Infimum iiber alle
vp € Viol0, T, R"] ebenfalls mit der Diskretisierung von z nach oben ab. Es folgt

|z =zl < cg4llz — 2nll12 sup
vELo

{ [2(v) — Uh||1,2}

V]2

(4.8) b
< callz— Pzl sup{ I2(v) 1Z(U)||1,2}
vELoy ||'U||2
(3.12)
< Aanlzlan Sup{hIZ(v)b,z } "
vELs v|l2
7)
vely |[v]|2
= ChgCanCaa|zlaa h?
< 6oyl b,

Der Beweis der zweiten Aussage lauft dhnlich ab, allerdings betrachten wir wie schon
in Lemma 4.3.1 die Funktion p; und definieren das Funktional ¢ : Ly[0,T,R"] — R
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durch ¢(v) = (p—pj,, v). Dann schreiben wir wieder fiir ein beliebiges v;, € V},0[0, T, R"]

. v,p — Dj,
=gl = 1] = sup 22— PR)
S ol

— sup a(z(v),p — pj)
veLs [v]l2
_ qup 2C@) — o p = )
veLs [v][2
< ¢, sup |2(v) — Uh”l,sz —Ph||1,2
veLs [v]l2

Z\v) — v
= o~ pil 2 sup { E2 10z
BT

und beachten wieder die Einschrankung bei der Bildung des Supremums. Jetzt schlielen
wir ebenfalls mit Lemma 4.3.1 und setzen jeweils fiir das beliebige v;, die Diskretisie-
rungen von p bzw. z ein.

{||Z(U) - Pﬂ(”)“m}

Ilp—phll2 < coallp— Pipll12 sup

vELsy ||U||2
(3.12) (v
< Gglaua |p|2,2 sup {h‘ ( )‘272} h
vel, b ||v]2
2 2
< ChgC27C2.4 |Dl22 P
< G rcaamax{l, T} (|[yll2 + [lzall2) h*.

Auflerdem fassen wir p; — pr, € V3 0[0,7,R"] als Losung der diskreten adjungierten
Gleichung (4.4) zu z — z;, € L0, T, R"] auf und schéitzen mit Lemma 4.2.1 ab

D5, = palle < T2||2 = zullo < T¢5 665 7¢2.4 [[yll2 2.
Schliellich benutzen wir die Dreiecks-Ungleichung und erhalten

1P = pnll2 < |lp = phllz + 1P, — prll2
< 3657024 max{1, T%} (lyll2 + |lzall2 + [l¥ll2) A*

< &5 6637024 (|[yll2 + [[zall2) 27

U
4.3.2 Betrachtungen beziiglich der L.-Norm
Bis jetzt standen Konvergenzergebnisse mit dem Abstandsma$ || - ||z im Mittelpunkt.
Nun ist es an der Zeit auch Resultate in der Norm || - ||oo herzuleiten. Dazu erinnern

wir an die diskrete Systemgleichung (4.1), worin die Funktion y ein beliebiges Element
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aus dem Ly[0, T, R"] darstellt. Auf Grund der Linearitét der Gleichung reicht es aus,
die Identitat fiir alle Basisfunktionen von V}, ¢[0, 7', R"| zu fordern, also

/ (00 (8) + Az (o (1) dt = / y(o(tydt,  j=1,...,N—1,
0 0

mit den Funktionen v;”’ aus Abschnitt 3.1. Die verwendete Vektorschreibweise mit ein-
dimensionaler Basisfunktion erkldrten und rechtfertigten wir bereits bei deren Einfiih-
rung in besagtem Abschnitt. Da z;, aus dem Raum V},([0,7,R"] stammt, existiert
eine Darstellung dieser Funktion als Linearkombination der Basisfunktionen, also z, =
Zjvzzl ﬂjv}(f ) Bs ist offensichtlich, dass zj,(t;) = 0; gilt und somit folgt fiir die linke
Seite

()
h

oz, vn) = /O 090 + Aea () (1) dt

N-1

N—-1

= / ' (Z By, (t)) o9 () + A (Z B (t)) o9 (1) dt
¢ \i= =1

- _%(ﬁjﬂ =20+ Bj-1) + gA<6j+1 +48; + Bi_1).

Fiir Details der Berechnung verweisen wir an dieser Stelle auf Formel (3.2) und deren
Herleitung.

Nun setzen wir die exakte Losung z ebenfalls auf der linken Seite der diskreten
Systemgleichung ein. Es ist mit z; = 2(¢;) fir j =0,..., N

a(z,v) = / ' 2(t)o () + Az(t)o? (t) dt

-1 / " at+ 5 / iy + / " (0 (1) dt

ti—1 tj 0

1 r :
= (241 = 22 + 22) + / Az (1) dt.
0

Betrachten wir den Fehler z — 2, so folgt (siehe auch Beweis zu Lemma 4.3.1)
a(z — zp,vp) =0 Yoy, € Vi0[0, T, R"].

Also ergibt sich zusammen mit den bisherigen Betrachtungen und v; = z(t;) — z,(t;) =
z; — B fir i =0, ..., N folgende Gleichungen

. 1 T .
a(z — z,0)) = —E(’yjﬂ — 295 +vj-1) + / Az(t)o? (t) dt
0

h .
—EA(5j+1+4ﬁj+ﬁj—1):Oa j=1....,N—-1L
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Daraus folgt nach Definition der Vektoren 1; € R"™ durch

e : 1
b = _E/ Az(t)ol?) () dt + Atz +2m), j=1. N -1
0

und Beachtung der Randwertvorgaben an z und z, das Gleichungssystem

Vi — 29
h2

1
= A(; 4y, 1) =1; =1,...,.N—1
+ 6 (7j+1+ ’7]"*"7] 1) ¢]’ .] Y ) (410)

Y =N = 0.

Dass eine Losung dieses Gleuichungssystems existiert ist auf Grund der Herleitung
offensichtlich. Uber deren Eindeutigkeit und den Zusammenhang zur rechten Seite gibt
folgendes Lemma Auskunft.

Lemma 4.3.3. Seiy = (7a,...,7%)" € RV Lisung des Gleichungssystems (4.10).
Falls mit einem 0 < ¢ < 1 die Bedingung h < /(1 — c)ﬁ erfillt ist, so gelten die

Ungleichungen

N-1
T
7l < VTlnlln < =2 S 95,
j=1

Beweis: Zunéchst erinnern wir an die Schreibweisen (v;)n = 5—2 und (y;)n =
111 sowie ihre Hintereinanderausfithrung (7;)n;. Wir multiplizieren in (4.10) jede

Gleichung mit dem jeweiligen «; und summieren iiber alle j =1,..., N — 1, also

=

-1

_’YjT('Yj)hr, +
1

1
(i 475+ ) T A = Zw .

J

Nach dem Prinzip der partiellen Summation gilt fiir beliebige ¢;, u; € R*, ¢ =0,..., N,
mit @9 = po = ¢ = puy = 0,, die Gleichung

N-1 N-1
Zluz ¢Z Z,uz ¢zh_Z¢T,uz
1=0

Demnach folgt wegen 79 = vy =0,

N-1

1
v (V)np, + s — 2%+ Yi-1) A+ Ay =
1

J

=

h
('YJ) (i) — E(’YJ)IA<7] h+ 7 A’YJ Z ¢T%

<.
Il
o



4.3. KONVERGENZ 67

oder mit Hilfe des diskreten Skalarprodukts (-, -);, in der Form
h2

— (0, Av)n + (0 AV = (U, )

<’Yh>7h>h - 6

Daraus folgt
2

(o = Al < (6,20

denn A ist positiv semi-definit. Wihlen wir A klein genug, so ist I, — %QA positiv definit
und wir schétzen weiter ab

)2 ) N-1 (3.5) N-1
Amin (£ — €A> [lln < [l b Z | < \/TH’YhHh hz |11
j=1

j=1

Es bleibt nun noch die Bestimmung des kleinsten Eigenwerts A, der Matrix I — %QA.
Nach dem Satz von Gerschgorin (sieche Anhang, Satz A.3.3) gilt fir die Eigenwerte \;,
1=1,...,n, die Abschitzungen

h? - h? h?
Bt —<1——A“|<—Z|A”\ L= lAll < < ll4] + 1.
J#l

Wiéhlen wir ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 und fordern vom kleinsten Eigenwert ¢ < A, so folgt
daraus die Forderung
6

h < (l—c)m

an die Schrittweite h. Wahlen wir die Schrittweite geeignet, so ist die Matrix I — %2A
positiv definit und wir erhalten

N—1 N—-1
1 3.5) /T
Il < E||7||ooh§ ;] < — ||7h||hh§ |51
=1 =1

Den Fall 7}, = 0 schlieBen wir aus, denn auf Grund der Randwertvorgabe v, = 0,, folgte
daraus v = 0 und es wire nichts zu zeigen gewesen. Daher ist das Kiirzen des Terms

|7nlln auf beiden Seiten zuléssig und es folgt fir A < /(1 — ¢) HfﬁlH

\/T N-1
[y lln < e hz |11
j=1
Die zweite Ungleichung folgt mit ~y = 0,, und Lemma 3.2.3, ndmlich

3.5) T N-1
7o < VIl < =k S 1451
j=1
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Nach Lemma 4.3.3 reicht es also aus, die Werte
e T 4,,@) 1
il =| =7 [ 20T AP @) dt + <A + 4z + 500)
0

abzuschitzen. Dazu betrachten wir zur exakten Losung z ihre stiickweise lineare Inter-
polierende Pz. Fiir j =1,..., N — 1 gilt
T N—-1

1 [t : 1 : 1
H / (Pr)()T A0y dt = 1 / S Asf (000 () dt = Az + 4z + 7).
0 0 =1

Damit folgt unter Beachtung von |v,(1j )(t)| <1

1 [T . 4
wl = g [ OTAR 0 - (P00
0
1 [+ .
= 5 [0 - @) A o) d
tj—l
1 [ti+e
< 5[ 1aGn - @)
tj—1
(3.11) . . ,
< WAL + 1), d=1. N =1,
also auch
N—-1 N-1
D10l < RIAD D (Elacry ) + Elacry) = 21 AN 2] b < 2T) Al 2] oo B
j=1 Jj=0

Mit Lemma 4.3.3 folgt dann fir h < /(1 — C)ﬁ

2 .
HPIZ - ZhHoo = [|7]fee < ETQHAH ||Z||ooh2

Kommen wir nun zur Abschétzung des Fehlers zwischen z und z,. Es ist fiir 2z €

W20, T,R"| nach Lemma 3.3.4 und Lemma 4.3.3 mit h < , /(1 — C)ﬁ

I = 2alle < 12 = Bl + 1Pz — 20l
N—-1
. T T° .
< el + Y ) < (1425141 ) 212
j=1
2 . 9
< max{l, =} ca7||Z|le0 h”.
&

Wir halten die eben hergeleiteten Ergebnisse in einem Satz fest.
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Satz 4.3.4. Seieny € Loo[0,T,R"] und z die Lisung der Systemgleichung (1.4), sowie

zp die Losung der diskreten Systemgleichung (4.1) fiir y. Weiterhin sei h < ’/H_ZH’

Dann gelten

1Pz = 2nlloo < 3T Allear yllo h*

Iz = 2nllee < 337 [lYlloo h*.

Seien weiterhin p die Losung der adjungierten Gleichung (2.10) und p, die Lisung
der diskreten adjungierten Gleichung (4.4) zu z,. Dann gelten

1P1p = prllo < 3¢5 6627 (1yllso + ll2all) B (4.11)
lp = prlloe < 3c36¢27 (Yl + [12all) A7 (4.12)

Beweis: Zunichst leiten wir

2.8)
< (T Al + 1) lylloo < carl19lloo

, (
1Zlloe < NAITZll00 + [19l]0o

aus der Systemgleichung (1.4) ab. Wir erhalten die beiden ersten Aussagen mit den
Betrachtungen vor dem Satz und ¢ = %

Im zweiten Teil bezeichne p; wieder die Losung der diskreten adjungierten Glei-
chung zu z als rechter Seite. Daher gilt zun&chst

1Pk = Prlloo < T2z = 20lloe < 31737 [lylloo 2,

Dann schlielen wir analog zur Vorgehensweise eben

|1Pip — prlle < |1Pip — phlloo + D), — Phllso
< 3T?||Allcar |2 = zalloe B2 4 T2 — 2]l

< (372 Alles.g max{1, %} (lyloo + l12alloc) + 3T 1llylloc) 22
3

< (57761 (I9llse + llzalloc) + 377 7yl ) A

< 33 challz — 2nll 1.

Weiterhin gilt

T? 9
vl < (142041 ) il

2
< (12 0A0) QAN Bl + 1z = 2l 2
=2
< 3(L+TAN? ||z — zallo B2
< 3, max{L, T} (|lylloo + |l zalloc) 22
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und mit Hilfe der Dreiecks-Ungleichung erhalten wir

lp = Palloe < 6max{L, 7%} & 7 ([yllsc + l|zalloc) B* = 3c3 663 7 (1yllow + [l2alloc) h*.
U

Bemerkung: Die Forderung h? < ﬁ =: Kk besitzt nur formalen Charakter. Betrach-

ten wir den Fall h? > &, so folgt

2.8

(2.8) K
12 = 2nlloo < [I2]lec + [l2nllc < 2T2I|y||oo;§ T?|ylloo h*.

(43)

=N

Aus diesem Grund ist die obige Bedingung an die Schrittweite keine Einschréankung.
An dieser Stelle sei noch einmal die spezielle Wahl der Basisfunktionen v,(f ) des
Raumes V},0[0, T, R"] bemerkt. Ihre Eigenschaften spielen bei der Herleitung der Kon-
vergenzordnung eine gewichtige Rolle. Bei Benutzung allgemeiner Basisfunktionen sind
gewisse Forderungen unverzichtbar. So darf sich die Menge der Stellen ¢ € [0,7] mit
v,(f) (t) # 0 hochstens iiber zwei der Teilintervalle T; erstrecken. Dadurch verschwin-
den alle Skalarprodukte <v}(f ), v,(f)) fir [j — k| > 1 und die Darstellung des Fehlers vor

Lemma 4.3.3 wird moglich. O

4.4 Zusammenfassung

In den beiden vorangegangenen Abschnitten stand die Untersuchung von Eigenschaften
der Finiten Elemente Methode im Zentrum des Interesses. Wir geben an dieser Stelle
eine Zusammenfassung der eruierten Resultate.

In Lemma 4.2.1 konnten wir zeigen, dass die diskrete Systemgleichung bzw. die dis-
krete adjungierte Gleichung fiir jede Funktion aus dem Raum Ly [0, T', R"] eine eindeutig
bestimmte Losung z;, bzw. p, besitzt. Eine Formulierung der beiden Gleichungen mit
Hilfe der linearen und beschrinkten Operatoren Sy, Sj; : Ly[0, T, R"] — Ly[0, T, R™] ist
somit moglich, also

Zh(u) = ShTU,, ph(“) = SZ(ShTU - Zd))

wobei die 7 fiir die Transformation 7u = Bu + e steht. Wir unterscheiden fiir den
diskreten adjungierten Zustand zwei Funktionen. Neben pj(u), bei dessen Berechnung
die Diskretisierung in beiden Gleichungen beriicksichtigt wird, steht

pr(u) = Sp(STu — zq)

fiir den diskreten adjungierten Zustand, bei dem wir nur in der adjungierten Gleichung
diskretisieren.
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Fiir die Operatoren S;, und S konnten wir in Lemma 4.2.1 und den nachfolgenden
Korollaren ihre Beschrinktheit in verschiedenen Normen nachweisen, wobei die oberen
Schranken fiir die Operatoren iibereinstimmen. So ist

ISula < 7% [ISil <T7% (ISl <77 [IShllee < T7

Neben der Beschrinktheit der diskreten Differentialoperatoren wissen wir bereits
um die Konvergenz der diskreten Losung gegen die exakte Losung fiir Systemgleichung
und adjungierte Gleichung. Wir erinnern an Lemma 4.3.2 sowie an Satz 4.3.4 mit den
Abschétzungen

12(u) = zn(u)l2 < ¢ 7020 | Tull2 h?,
Ip(w) = pa(w)lla < cao (| Tull + [[2all2) h?
12(u) = 20 (u) oo < Bear [ Tulloo 2,

Ip(u) = pr(u)lloo < 3c3ge27 (1T ulloo + ll2dlloc) 2*.

Damit sind wir im Besitz aller notwendigen Informationen fiir die Betrachtung von
diskreten Steuerungsproblemen und ihrer Eigenschaften hinsichtlich der Approximation
der Losung von (StP).

4.5 Hauptergebnisse

Nach dem Beweis der eindeutigen Losbarkeit von Systemgleichung im kontinuierlichen
und diskreten Fall und der Herleitung der hinreichenden und notwendigen Bedingungen
fiir die Optimalitét einer Steuerung untersuchen wir nun, wie sich der Fehler bei der
Diskretisierung der Steuerung auswirkt. Zunéchst stellen wir Ergebnisse aus der Litera-
tur zusammen. Das Problem (StP) finden wir in diversen Verdffentlichungen {iber die
Diskretisierung von optimalen Steuerungsproblemen mit Hilfe Finiter Elemente wie-
der. So gibt Hinze [14] (2005) Fehlerabschitzungen fiir eine Semi-Diskretisierung an,
wobei nur die Differentialoperatoren durch finite Operatoren approximiert werden. Die
Steuerung bleibt - a priori - unverdndert ein Element des L,[0, T'|. Dagegen diskretisie-
ren Meyer/Rosch [16] (2004) die Steuerung stiickweise konstant. Diese Resultate sollen
zunéchst vorgestellt werden. Wir , iibersetzen“ die Ausfithrungen in unseren Kontext
und erweitern sie auf vektorwertige Funktionen unter Verwendung der oben eingefiihr-
ten Bezeichnungen.

4.5.1 Nicht-Diskretisierung der Steuerung

Um das Problem der Diskretisierung der Steuerung zu umgehen, schlagt Hinze [14]
(2005) ein Verfahren vor, bei dem lediglich die Operatoren S und §* durch die diskreten
Operatoren Sy, Sy @ Lo[0, T,R"| — V},4[0, T, R"] ersetzt werden. Die zu behandelnden
Steuerungsprobleme besitzen dann die Form

1
(StP)% minJ%(ShTu,u) :miniHShTu—deg—l—%Hqu, u € U,



72 KAPITEL 4. METHODE DER FINITEN ELEMENTE

Dies nennen wir eine Semi-Diskretisierung des Problems (StP), daher auch die Ver-
wendung des Subscripts %

Satz 4.5.1 ([14], Theoreme 2.4 und 3.3). Seien u und u, die Losungen der Pro-
bleme (StP) und (StP)%. Dann gilt fir gentigend kleines h

12 = @nll2 < c(allz + [|zall2) 2*
mat einer von h unabhdngigen Konstante ¢ > 0.

In der anschlieBenden Bemerkung vergleicht der Autor dieses Resultat mit den Er-
gebnissen bei voller Diskretisierung, d.h. falls die Probleme (StP), nur iiber einem
endlich-dimensionalem Teilraum ablaufen. Der Autor gibt an, dass bei stiickweise kon-
stanter Approximation der Steuerung nur lineare Konvergenz gezeigt werden kann. Bei
stiickweise linearer Approximation erhoht sich die Konvergenzordnung auf 2 5, was al-
lerdings nur in numerischen Experimenten beobachtet wurde. Fiir einen Beweis der
letzten Aussage verweisen wir auf Satz 4.5.12. Eine Verbesserung der Konvergenzord-
nung ist sowohl fiir stiickweise konstante als auch fiir stiickweise lineare Approximation
ausgeschlossen. Betrachten wir die beste Approximation v} der optimalen Steuerung «
bzgl. der Ly-Norm in U,[0, T, R™], d.h.

0l — inf g —
Ja = illa = inf fla
so erhalten wir zunachst
tz+1
u;(t>:—/ a(s)ds, V€T, i=0,... N—1
ti

und darauf aufbauend fiir den Fehler die Abschétzung

N-1 tir1 1 tir1 9
@ — up 3 = Z/ ‘u(t)—ﬁ/ u(s)ds|” dt
i= ' b

N— t t
1 i+1 i+ - 2
:h—Z/ / u(s)ds’ dt
—0
1 N-1 i+1 i+1 2
< e / (/ |||t — s ds) dt
1=0
L N z+1 2
<X [y
1=0
N-1
- [al|Z, h* < Tal|%, h?,

i
o
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also
@ — ujll2 < VTi]| b

Es ist demnach nicht zu erwarten, dass die Losung unseres Optimierungsproblems mit
stiickweise konstanter Approximation der Steuerung eine hohere Konvergenzordnung
als 1 besitzt. Fiir den Fall uj € V[0, T, R™] zeigt eine dhnliche Rechnung die Optima-

litdt der Konvergenzordnung he.

Fiir den Fehler in der L.-Norm zitieren wir als Ausgangspunkt wieder Hinze [14].
Satz 4.5.2 ([14], Theorem 3.6). Seien @ und uy, die Lisungen der Probleme (StP)
und (StP)%. Dann gilt fiir gentigend kleines h

= tnloe < e (lp(@) = pu(@)]lo + )
mit einer von h unabhdngigen Konstante ¢ > 0.
Die Erweiterung dieser Aussage folgt mit Satz 4.3.4.

Satz 4.5.3. Seien u und uy, die Losungen der Probleme (StP) und (StP)%. Dann gilt
fiir geniigend kleine Schrittweite

@ — 2 ||oo < ch?
mit einer von h unabhdngigen Konstante ¢ > 0.

Beweis: Satz 4.3.4 begriindet die Aussage unter Verwendung des zuletzt zitierten
Resultats. OJ

Somit ist fiir beide Normen die quadratische Konvergenzordnung der Losungen der
diskreten Probleme gegen die exakte Losung bewiesen, falls wir auf eine Diskretisierung
der Steuerung verzichten. Die dadurch entstehenden Probleme (StP)% erfordern aller-

dings einen schwer abzuschéitzenden numerischen Mehraufwand gegeniiber den Proble-
men (StP), in den folgenden Abschnitten mit expliziter Diskretisierung der Steuerung,.

4.5.2 Konstante Approximation der Steuerung
Konvergenz im quadratischen Mittel

Im Gegensatz zu den im letzten Abschnitt vorgestellten Ergebnissen diskretisieren
Meyer/Résch [16] (2004) ebenfalls die Steuerung und untersuchen somit das endlich-
dimensionale Steuerungsproblem

1
(StP),  min J,(S,7 u,u) = min §H8h’]'uh — z4ll3 + %HuhH%, uy, € U,
up, u
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mit U = U N U,[0, T, R™]. Betrachten wir in dieser Situation den Fehler zwischen
exakter und diskreter Losung, so erhalten wir weder bei stiickweise konstanter noch
bei stiickweise linearer Approximation quadratische Konvergenz. Daher benutzen die
Autoren fiir ein zweidimensionales Problem, d.h. v : R? — R und z,p : R? — R, und
stiickweise konstante Approximation der Steuerung die Funktion

5 1
u = H[a,b} (—;BTPh(Uh)> )

wobei uy, € U die Losung von (StP)y, ist. Diese Formel ist aus den Optimalitéitsbedin-
gungen fiir das diskrete Problem abgeleitet und @ besitzt stéirkere Glattheitseigenschaf-
ten als die diskreten Steuerungen. Die Funktion @ ist wegen der Lipschitz-Stetigkeit
von py(uy) ebenfalls Lipschitz-stetig, denn der stetige Operator IIj, 1) dndert diese Ei-
genschaft nicht. Wir geben an dieser Stelle den Weg von Meyer/Résch [16] wieder.

Voraussetzung: Das Steuerungsproblem (StP) besitze eine optimale Steuerung mit
der Eigenschaft:
[{t € [0,T]: Bu(t)}| = K < oc. (Veon)

Die Konstante K sei iiber diese Voraussetzung definiert, sie wird in den folgenden
Fehlerabschétzung wieder erscheinen. Die Voraussetzung unterteilt die Intervalle T;
demnach in zwei Gruppen. Die Menge K umfasst diejenigen Intervalle, auf denen IIj, )
die Identitét ist und somit u € WE[t;, t;11, R™| gilt. Mit K5 dagegen benennen wir die
Menge der Intervalle, wo u nicht zweimal differenzierbar ist, sondern nur Lipschitz-
stetig. Das sind jene Intervalle, auf denen —= BT p(@) einen Schnittpunkt mit einer der
Geraden a oder b besitzt.

Lemma 4.5.4. Bezeichne u die Losung von (StP) und die Voraussetzung (Veon) sei
erfullt. Dann gilt
120 (@) — 20 (Pot) 2 < ¢ |[p(@)]]22 2%,

mit einer von 4 und h unabhdngigen Konstante c.

Beweis: Fiir die Erweiterung des Beweises von Meyer/Rosch [16] auf Funktionen mit
mehrdimensionalem Wertebereich und die genaue Deklaration der Abschéatzungskon-
stante verweisen wir auf den Anhang, Abschnitt A.2. O

Lemma 4.5.5. Sei @ die Lisung des Problems (StP) mit u € BV[0,T,R™]. Dann gilt
I2(@) = 2n(Pot)[|oo < cans (Vo it + i) B, (4.13)
mit cq13 = %HBH Co.7 unabhdngig von 4 und h.

Beweis: Zunichst ist zj, (1) — 2z, (FPou) € Vi [0, 7, R"] die Lb'sung von (4.1) fir u— Py,
d.h. wir schlieBen mit Lemma 4.2.4 und der Funktion Y (¢ fo (u — Pyu)(s) ds auf

7,+1
120 (@) = 20 (Pott)]|oe < co7 [IY]3 —0272/ (t)] dt.
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Fir Y gilt per Definition Y (t) = Y (¢;) + ftt B(u — Pyu)(s)ds fur alle t € T; und
1=0,...,N — 1. Daher erhalten wir

N—-1 tiv1 N-1 tiv1 t
Z/ Y ()] dt Z/ Y(ti)+/ B(ii — Poii)(s) ds| dt.
i=0 ti i=0 't b

Fiir eine bessere Ubersicht untersuchen wir die rechte Seite getrennt. Zum Einen ist
wegen Y (0) =0,

[ =1 Sy v =i S [

J

Lot
<nlBl| Y [ ute) ~ ats)d
j=0 1
—1 %
thBHZ‘/O (S, + 1) — 2u(S,) + (S, — 1) ]
=0

N-1 % t
ShHBHZ/ ‘/ﬁ(Sj—l—s)ds—/'&(Sj—t+s)ds‘dt
= Jo o

t
0
N-1 % t
§h||B||Z/ / [U(S; +s) —u(S; —t+s)|dsdt
=0 /0 Jo
N-U ook
thBHZ/ / Vo, i ds dt
=0 70 Jo

h3 = . 36) h®. .
< I8l Y Vi = ngua
=0

und somit

N-1o ety T
/ Y (0)]dt < || B Vi b
t

=0 @
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Andererseits gilt

N—-1 /tiJrl
i=0 Yti

-1

/:(u — Rya)(s) ds‘ dt < NZ

=0

ti+1 plit1
/ / (@ — Pyia)(s)| ds dt
t; t;

=) /_\ﬂ(Si—l—s)—ﬂ(Siﬂds

N-1 h

) 2
<hlil Y [ lslds
2

1=0

Nach Abschétzung beider Summanden ergibt sich folgendes Resultat
g T N A T e 2
i Ye)ldt < 2Bl (Vou + |Jufloe) B* < I Bl (Vo u + |lullo) 27

|

Bemerkung: Lemma 4.5.4 ist eine Erweiterung der von Meyer/Rosch [16] (2004)
veroffentlichten Herleitung auf Funktionen mit mehrdimensionalem Wertebereich. Die
Autoren stellen die stérkere Forderung (Vo) an die optimale Steuerung. Unsere Bedin-
gung u € BV[0, T, R™] stellt tatséchlich eine schwiichere Forderung dar. Betrachten wir
z.B. eine Funktion deren Ableitung abzéhlbar viele Spriingen auf [0, 7] mit Sprunghshe
h; fir i = 1,2, ... besitzt, d.h. der Wert von f soll vom Niveau h; auf Null springen,
den Wert fiir eine Menge vom Maf3 grofler als Null den Wert beibehalten und dann
auf h;,, springen. Dann gilt VI f = 23°°° h,;. Konvergiert die Reihe (h;)%2,, so ist die
Variation von f auf [0, 7] beschrénkt. Das bedeutet, es existiert eine Funktion F' mit
F = f und K = oo, deren Ableitung dennoch von beschrinkter Variation ist. O

Korollar 4.5.6. Mit den obigen Bezeichnungen gelten fiir die adjungierten Zustdinde
folgende Abschdtzungen

Ipn (@) — pr(Pot) 2 < T*VTes1s (Vi + ||l o) 22

und
||p(ﬂ) - ph(Poﬂ) ||2 < ﬁc4_14 0512_14 h2 (414)

mit der von u und h unabhdngigen Konstante c414 = max{c4,9,T264,13} und der Ab-
Kiirzung C¥ 14 = 1T tlloo + [|2dlloo + V& U + ||| -

Beweis: Der erste Teil folgt leicht aus dem zuletzt durchgefithrten Beweis:

lpn(@) = pr(Pow) 2 < T2|l24(@) — 2 (Pow) o < T*VTeqs (Vg + [lilloo) .
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Daher gilt mit Hilfe der Dreiecks-Ungleichung
Ip(@) = pr(Pow)lla - < llp(u) — pa(@)ll2 + [[pa(@) — pr(Fot) |2

cao (I Tl + lzall2) B2 + lpa(@) — pu(Poi)
(cao (Tl + l1zalle) + T2V Tea s (VEi + 1)) 22

VTeqa (1T alle + llzalloe + Vi + [[i]loo) 2

NN IAE

O

Jetzt benutzen wir die bisherigen Ergebnisse fiir die Untersuchung des Abstands
zwischen der diskreten Losung und der Interpolation der optimalen Steuerung im Raum
Un[0,T,R™]. Auch hier ist die Voraussetzung (V) in unserem Fall nicht notig. Wir
ersetzen sie durch die etwas schwiichere Forderung u € BV[0, T, R™] und erweitern den
Beweis von Meyer/Résch [16] (2004) auf unser vektorwertiges Problem.

Satz 4.5.7. Seien u die Losung von (StP) und up € U,[0, T, R™] die Losung des diskre-
ten Optimierungsproblems (StP);. Dann gilt unter der Voraussetzung u € BV[0, T, R™]
die folgende Abschdtzung

Huh — Po'L_LHQ S TC4_15 0214 h2 (415)

. B . _ .
mit a5 = u(04,14 + %cmcﬂ), einer von u und h unabhdingigen Konstante.

v

Diese Aussage bedeutet, dass die Konvergenz der Losungen der diskreten Proble-
me gegen die optimale Steuerung in den Intervallmittelpunkten schon quadratische
Ordnung besitzt.

Beweis: In Lemma 2.4.1 und im Verlauf dieses Kapitels konnten wir zeigen, dass die
Bedingungen

(B"p+va,u—u)y>0 VYuecU™ (2.17)
(BT pn(up) + vup, Gy —un) 20 V¢, € U (4.7)

notwendig und hinreichend fiir die Optimalitdt der eindeutig bestimmten Losungen
der Probleme (StP) und (StP); sind. Nach Lemma 2.4.3 besitzt die Variationsunglei-
chung (2.17) auch punktweise Giiltigkeit, d.h.

(BTp(t) +va(t)) (u—a(t)) >0  Vtel[0,T),Vuel

mit U = {u € R™ : a < u < b}. Da u, p und uy, an den Stellen S; stetig sind, setzen
wir speziell u = uy,(S;) und erhalten fir i =0,..., N — 1

(BTR(S:) + vai(S:)) " (un(Ss) — u(S)) =
(BTp(S:) + v(Poi)(5:)) " (un(Ss) — (Pow)(Si)) > 0.



78 KAPITEL 4. METHODE DER FINITEN ELEMENTE

Durch Integration iiber T; und Addition aller Ungleichungen erhalten wir
(BT(Pop) + v(Pout), u, — Pytt) > 0.

Dariiber hinaus testen wir die diskrete Optimalitidtsbedingung (4.7) mit der Funktion
FPyu und erhalten so

<BTph(uh) + vuy, Pyu — Uh> > 0.
Addieren wir diese zwei Ungleichungen, so folgt
(BT(Pop — pu(up)) + v(Pott — up), up — Pott) > 0,
was dquivalent ist zu

vllun — Poull3 < (Pop — pi(un), B(up, — Poi)).

Wir bearbeiten nun die rechte Seite der letzten Ungleichung weiter und spalten das
Skalarprodukt auf

(Pop — pu(un), Blup, — Poui)) = (pn(Pott) — pn(un), Bup, — Pou))
+ (p — pn(FPou), B(up — Pott))
+ (Pop — P, B(up — Fott)).

Fiir den ersten Summand beachten wir die Adjungiertheit der diskreten Operatoren
Sy und S auf dem L[0, 7, R™] (siche Lemma 4.2.5) und schreiben

(pr(Pott) — pr(un), B(up, — Pou)) = {zn(Pott) — 2n(un), 2n(un) — zn(FPou)) < 0.

Den zweiten Term schétzen wir mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und mit Korol-
lar 4.5.6 wie folgt ab

(p — pn(Pou), B(up, — Bou)) < || B [|p — pa(Pou) ||2|lun — Poull2
(4.14) )
<" VT B| lun — Poiil|2 CF 14 B,

Der letzte Summand stellt eine Formel zur numerischen Integration dar und wir er-
halten mit Lemma 3.3.2 und dem Wissen um die Konstanz von u;, und FPyu auf jedem



4.5. HAUPTERGEBNISSE 79

Intervall die Abschétzung

(Pop — p, B(up, — Pou))
N-1

lit1
= > / (un(t) = (P} (1)) BT ((Pop) (1) = (1)) dt
i=0 7t
N-1 - tits
= 3 (un(S) — (Pu)(s)) BT < / pLS) = plt) dt)
=0 b
(3.10) || B[ X2 - 5
< IS (jun(s) — (R (SOVA) By 1
1=0
an Bl (A= anr ) (S §
< Hf4|| ( |un(S;) — (Pou)(S;))| h) <Z ‘p’%’Vf(Ti) e
i=0 =0
—lun—Polz =I7l2.
(213) ||B
- HTH%.HIuh—PoﬂHzHZ(ﬂ)—Zd||2h2
B
< HTsHCS'GCm (17 @l|2 + ||zall2) |un — Potl|2 h*.

Nach dem Einsetzen der beiden positiven Summanden, und beidseitigem Kiirzen
des Terms |lup, — Pyui]|o erhalten wir

1 i
vljup — Potills < VT (cana + §C§.662-7) |B|| Ci 14 h*.

Der letzte Schritt ist méglich, denn im Fall u;, — Pyu = 0 wére die Aussage trivialerweise
erfiillt. ]

Nun greifen wir die Gedanken vom Anfang des Abschnittes wieder auf und unter-
suchen die Approximationsgiite der Funktion @ = IIj, ) (—Z%BTph(uh)) beziiglich .

Satz 4.5.8. Seien u die Lisung von (StP) mit u € BV|[0, T, R™]| und u;, € U,[0,T, R™]
die Losung des diskreten Steuerungsproblems (StP),. Die Funktion @ sei ferner defi-
niert durch @ = Ilj, ) (—%BTph(uh)). Dann gilt

@ = ally < VT (cars+ T Bl cass) Ci 1y b,
wobei ¢ = || B|| ist.
Beweis: Die Aussagen von Lemma 4.2.1 und Satz 4.5.7 implizieren

Ipn(Pott) — pr(un)|l2 < T Bl || Poit — unlls < T*VT||B|| ea.15 Cip4 B2
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Von Korollar 4.5.6 iibernehmen wir die Abshcétzung (4.14)
1P — pr(Pow)ll2 < VTey1a Cf 1y 12
und mit Hilfe der Dreiecks-Ungleichung erhalten wir
1P — pr(wn)lla < VT (cars + T Bl cass) Cilyy b

Der Operator Ilj, 1, : C[0,T,R™] — U ist als Projektion auf eine abgeschlossene und
konvexe Menge Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante 1, daher gilt zunéchst

1 1 18]l

e —all2 = ||(—;BTZ5) - (—;BTPh(Uh))HQ < 12— pn(un)l2

v
und daraus ableitend

|la — a2 < CH\/T(C4.14 + T B|| ¢415) Ci14 B,

Quadratische Konvergenzordnung in der L.-Norm

Der im vergangenen Abschnitt durchgefiihrte Nachweis der quadratischen Konvergenz
in der Ly-Norm beruhte zu einem Grofiteil auf der Darstellbarkeit dieser Norm durch
ein Skalarprodukt (vgl. Lemmata 4.3.1 und 4.3.2). Schlagen wir einen dhnlichen Weg
wie Hinze[14] (2005) oder Meyer/Rosch [16] (2005) ein und verwenden die L.-Norm,
so verringert sich die Konvergenzordnung. Wir sind allerdings bestrebt auch in dieser
Norm die obigen Resultate zu erhalten, denn eine punktweise Abschétzung gibt wesent-
lich mehr Informationen iiber die tatséchliche Losung preis. Dabei bleiben wir vorerst
bei stiickweise konstanter Approximation der Steuerung. Die entscheidende Stelle fiir
die Verringerung der Konvergenzgeschwindigkeit ist der Abstand der exakten und dis-
kreten Losung der adjungierten Gleichung. In Satz 4.3.4 konnten wir eine Abschétzung
des Fehlers zwischen der Losung der Systemgleichung und der Losung der diskreten
Systemgleichung herleiten. Dieses Ergebnis spielt im weiteren Verlauf ein wichtige Rol-
le. Wir weisen an dieser Stelle noch einmal auf die Einschrdnkung hinsichtlich der
Basisfunktionen hin (vgl. den zweiten Teil der Bemerkung unter Satz 4.3.4).

Satz 4.5.9. Seien @ die Lisung des Problems (StP) mit u € BV[0,T,R™] und die

Funktion @ gegeben durch 4 = H[&b}(—%BTph(uh)) mit der Losung u, € U0, T, R™]
der diskreten Probleme (StP),. Dann gilt unter der Voraussetzung h < ﬁ die
Abschdtzung

||7~_L - a”oo < CCZM h2,

mit einer von 4 und h unabhdngigen Konstante c.
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Beweis: Wir betrachten zunéchst wieder die adjungierten Zustéinde und schliefen mit
Hilfe der Dreiecks-Ungleichung

Ip(@) = pa(un)llco <P = pr(@)llco + llpn(@) = pa(Fow)]|oo + [lpa(Fow) — pr(un)lloc-

Fiir den ersten Term kennen wir aus Satz 4.3.4 die Abschétzung
Ip(@) — pa(@)]loo < 3¢5 gc27 (I TUlloo + llzalloo) B
und fiir den zweiten Summanden iibernechmen wir aus Lemma 4.5.5
1pn(@) — pr(Pott)[|oo < T?|l20(@) — 20(Pot)||so < T?eans (V4 1+ ||l o) B*.

Die Abschitzung des dritten Summanden gestaltet sich etwas komplizierter. Es ist

(4.5)
P (Pott) = pr(un)lloo < TVT ||zn(Powt) — 2n(up) |2

(4.15) B
< T3NT|B| || Poii — up|l2 h? < T B|| caxs Cyy b

Somit erhalten wir Dank der Lipschitz-Stetigkeit des Operators IIj,

1t — il|oe < Mlp(@) — pa(un) oo < (36 ge27 + TPcans + T4 Bl ca1s) Cipq 1.

4.5.3 Lineare Approximation der Steuerung

In den bisherigen Betrachtungen iiber die Diskretisierung mittels der Finite Elemen-
te Methode approximierten wir die Steuerung stiickweise konstant und erweiterten in
Satz 4.5.7 ein wichtiges Resultat aus Meyer/Rosch [16] (2004). Der Beweis dieses Lem-
mas stiitzt sich an einer entscheidenden Stelle auf die spezielle Form der Diskretisierung.
Sie nutzen die punktweise Giiltigkeit der Optimalititsbedingung fiir (StP) zu diskreten
Aussagen und leiteten daraus wiederum Abschitzungen in der Lo-Norm her. Bei einer
Verdnderung der Diskretisierung geht dieser Vorteil womdglich verloren, allerdings wis-
sen wir aus Lemma 2.4.1 von der optimalen Steuerung u € W [0,7,R"], d.h. @ ist eine
stetige Funktion. Daher liegt es nahe die Approximation zu verbessern. Wir verwenden
demnach Funktionen aus dem Raum V,[0,7,R"]. An der eindeutigen Losbarkeit der
diskreten Systemgleichung dndert dieses Vorgehen nichts. Es gilt die Aussage, dass fiir
jedes up, € V4[0,T,R"] eine eindeutig bestimmte Losung z, € V30[0, 7, R"] der diskre-
ten Systemgleichung (4.1) existiert verbunden mit der stetigen Abhéngigkeit von der
rechten Seite. Die diskreten Steuerungsprobleme lauten dann

1 v “
(StP),  min §|\Sh’]'uh — z4ll3 + EHuhH%, up € UM,
Up

wobei U = U N V[0, T, R™].



82 KAPITEL 4. METHODE DER FINITEN ELEMENTE

Als Startpunkt erinnern wir an Lemma 3.3.6. Dort betrachteten wir den Fehler, der
bei der Interpolation der optimalen Steuerung u durch stiickweise lineare Funktionen
entsteht. Dieses Resultat benutzen wir nun, um ein Analogon zu Lemma 4.5.5 zu
beweisen.

Lemma 4.5.10. Sei u die Lisung von (StP) mit u € BV[0,T,R™]. Dann gilt
l20(@) = zn(Pra)ll < T Bl Vg uh?. (4.16)

Beweis: Zunéchst ist z,(a) — z,(Pia) € Vi 0[0,7,R"] die Losung von (4.1) fiir y =
B(u — Pyu). Setzen wir dort speziell vy, = z,(a) — z,(P1@), so schliefen wir auf

T
120(7) — 2u(Pra)ll3 < [lza(@) — Zh(Plﬂ)lloollBll/0 a(t) — (Pu)(t)| dt,
denn A ist positiv semi-definit. Daher folgt mit Lemma 3.3.6

(A.4) (3.13) )
lz0(@) — za(Pr) |13 < Tlizn(@) — z(Pa)ll; < TIB| en(@) — 2n(Pra)]|o Vo i h®.

Im Fall ||z,(a) — 2, (P11)||c = 0 wére nichts zu zeigen gewesen, daher kiirzen wir den
Term auf beiden Seiten und vollenden den Beweis. 0

Bemerkung: Zunichst halten wir eine Erweiterung der letzten Abschéitzung fest. Es
gilt

l2(@) = 20(Pa) 2 < VT||2(@) = 2(Prt) oo < T2||BJ| VG b,

Weiterhin betonen wir an dieser Stelle einen wichtigen Baustein im Beweis von
Lemma 4.5.10. Wir verwenden auf Grund von z,(u) — z(Piu) € Vj[0,7,R"] und
der daraus folgenden Stetigkeit den Sobolew’schen Einbettungssatz (sieche Anhang,
Satz A.3.2) inklusive der Abschétzung

l2n(@) = z0(P1)l|oe < VT20(a) = 2(Pra)]o.

Notwendig fiir dieses Vorgehen ist aber der eindimensionale Definitionsbereich der
Funktionen. Sind zj,(z) und 2, (Pyu) auf einem Gebiet Q C R? mit || > 0 definiert, so
trifft die Aussage von Satz A.3.2 nicht mehr auf ihre Differenz zu. Es wére dann nur
noch

120 (@) = 2n(P11)]|oe < c|zn(@) — 2n(P12)||2,2

moglich, allerdings ist z5(u) — 2, (Pyu) auf Grund der stiickweisen Linearitit kein Ele-
ment von W3[0, 7, R"] und die Ungleichung ist daher nicht giiltig. O

Satz 4.5.11. Sei u die Lisung von (StP) und es gelte u € BV[0,T,R™]. Weiter sei
up € V410, T,R™] die Lisung des diskreten Steuerungsproblems (StP),. Dann gilt fir
hinreichend kleines h

1 . .
lun — Praills < (VG + [illoc) . (4.17)
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Beweis: Ausgangspunkt fiir den Beweis sind auch hier die notwendigen Optimalitéts-
bedingungen fiir @ bzw. uj, aus Lemma 2.4.1 und Abschnitt 4.2. Es ist

(B"p+vi,u—a) >0  VYuecU™ (2.17)

(B p(un) + vun, G —up) >0 V¢, € Up. (4.7)

Da die Ungleichung (2.17) fiir alle u € U gilt, schliefen wir mit Lemma 2.4.3 auf die
punktweise Giiltigkeit, also

(BTp(t) +va(t)) " (u—a(t)) >0  Vte[0,T),YueU

mit U = {u € R™ : a < u < b}. Wir betrachten fiir i = 0,..., N die Spezialfille
u = up(t;) und folgern fiir die Stiitzstellen

(BTp(t:) + via(t:)) " (un(ts) — a(t;)) >0,  i=0,...,N.

An dieser Stelle betrachten wir allgemein zwei Funktionen f, g € V}[0, 7, R"] und die
sie darstellenden Vektoren f, g € RNV also f; = f(t;) und g; = g(¢;) fiiri =0,..., N.
Falls fJg; > 0 fiir i = 0,..., N gilt, so ist auch

31
N-1 6/
h 1 T h ot Th .
0§§fogo+hZTigi+§fN9N:f s - g
=1 61
31

—H
Das Lo-Skalarprodukt der beiden Funktionen stellen wir ebenfalls als Produkt ihrer
Vektoren im RW+D" mit Hilfe der positiv definiten Matrix £ dar (vgl. (3.1)), daraus
folgt

-1 I
" I =21 1
(f,9)e =1 Lag=[Hg+f - . g,
—~— 6
>0 I -2 I
I -1
Mit den Abkiirzungen
fi—§
(fo)hﬁ = 1h2 07
L of af
(fz’)hﬁzflﬂ hf;—Hll, 1=1,...,N—1,
fv-1—fn
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erhalten wir )

0< (F,gh — (o0

Setzen wir nun f = BT(Pp) + v(Pi) und g = u, — Py, sowie f; = BTp(t;) +
v(Pia)(t;) und g; = up(t;) — (Pra)(t;) fur i = 0,..., N. Damit erhalten wir

(BT(Pp) + v(Pia), up, — Pra) — %((BT(PHB) + v(Pya) )ng, up, — Pyt > 0.

Addieren wir diese Ungleichung und (4.7), so gelangen wir unter Verwendung von
u(t;) = (Pa)(t;) und p(t;) = (Pp)(t;) fiir i = 0,..., N zu

h2
(BY(Pip — pn(up)) + v(Pya — uy), up, — Pra) — E((BT15+ Vil)ni, un — Pri)y, > 0.
Das ist dquivalent zu
h2
viup — Pral)3 < (Pip — pu(un), B(un — Pra)) — E((BTﬁ + vy, un, — Pra)y
= (P1p — pp(Pru), B(up, — Pia)) + (pr(P1a) — pr(un), B(uy — Pia))
h2
- E((BT? + VU)hg, up, — Pra)p

und wir schitzen die entstandenen Skalarprodukte getrennt voneinander ab. Zunéchst
benutzen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung und erhalten

(Pip — pu(Pra), Bwy, — Pit)) < VT| B |Pip — pr(Pra) oo lun — Prill2
Weiterhin gilt

1P = pr(P1) || 1P1p = pn(@)]|oc + [lpn () = pr(Pru)]l

A

4.5)
< NP = pul(@) oo + T?|[20(@) — 2 (P10 |oo

IA S

(

=)
=

(P17 = pa(@)[|oo + T?|| B|| VG @) h*

—
W~

NS
S

(3c26¢27 (1Tl + ll2alloc) + T2 BI| Vo 1) b*.

Fiir den zweiten Ausdruck verwenden wir Lemma 4.2.5. Demnach sind die diskreten
Operatoren beziiglich des Lo-Skalarprodukts adjungiert und wir schliefen

(pn(Prat) — pn(un), B(up, — Pra)) = (zn(Pra) — 2n(un), 2n(un) — zn(Pra))
= —|lzn(P1i) — z(un) |3 < 0.

Beim letzten Summanden schlielen wir nach Anwendung der Cauchy-Schwarz-Unglei-
chung mit Lemma 3.2.9 auf

W2\(BTp(@) + vinglln < (IBI Ip(@hsln + vl (@i 1) B2
< 2| B |5(@) |2 h* + 2v (VI + |[ii]| o) b2
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Wir erhalten schliefSlich durch Addition der positiven Terme und beidseitigem Kiir-
zen von |lup, — Pyal|s zu

_ Bllrl,. _ B .
s~ Prls < VTV [ (0) e+ 8cach s (1Tl + 1) + T2 B V] 2

1 ) .
+ 5 (Vo + i) 22

und es folgt fiir hinreichend kleine Schrittweite

3
2

1 ) .
|up, — Pral|s < g(VoTﬂ + ||tf|o) h2.

Damit ergeben sich automatisch weitere Ergebnisse.

Satz 4.5.12. Seien u die Losung von (StP) mitu € BV[0,T,R™]| und uy, € V,[0,T, R™]
die Losung des diskreten Steuerungsproblems (StP),. Dann gilt

1 . . 3
|2 = unll> < 3 (4Vga + [[illc) 2

Beweis: Die Aussage folgt mit der Dreiecks-Ungleichung aus dem letzten Satz und
der Ungleichung (3.13). O

Fiir eine Fehlerabschétzung in der L..-Norm definieren wir wieder die Funktion
= I (—I%BTph(uh)) und gehen den schon bei stiickweise konstanter Approximation
der Steuerung vorgestellten Weg.

Satz 4.5.13. Seien u die Losung von (StP) mitu € BV[0,T,R™| und uy, € V,[0,T, R™]
die Losung von (StP),. Dann gilt mit der Funktion 4 = H[a,b](—%BTph(uh)) fiir hin-
reichend kleine Schrittweite

Bl|? . .
oo < Do VT (v + i) 1.

S
Beweis: Es ist
(4.16) )
lpn (@) = pr(Pra)llee < T2||2n(@) — 2(Pra) |l < T°||B|| Vo uh?
und

lpn(Prtt) — pr(un) oo < T7|120(Pr2t) — 2n(un) s

(4.17) B . .
<TVTIB) [P - wlls < TVTLDL (it i) .
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Weiterhin gilt laut Satz 4.3.4

17 = pr(@lloe < 3¢36¢7 (1T lloc + [I2alloo) h*.

Demnach erhalten wir auf Grund der Lipschitz-Stetigkeit des Operators I, )

B Bl .. B -
ja - e < 2015 pyunlle < 2L (7 v

N

B . :
4363668 (1Tl + all)) B2+ TVTUD (Vi i) 12,

Fiir hinreichend kleine Schrittweite folgt dann

B . :
i~ oo < IDETo VT (Vi + i) 1.

v
U

Damit gelingt es uns fiir stiickweise lineare Approximation der Steuerung Konver-
genz der Ordnung g zu zeigen. Wie in Satz 4.5.12 bewiesen, erreichen wir diese Kon-
vergenzgeschwindigkeit auch bei Betrachtung des Abstands von exakter und diskreter
Losung, allerdings nur im quadratischen Mittel. Durch die Definition von « erhalten
wir eine fiir das Ausgangsproblem zuléssige Steuerung mit der gleichen Konvergenzord-
nung bei punktweiser Betrachtung des Fehlers. Die numerischen Ergebnisse weisen auf
quadratische Konvergenzordnung hin, allerdings scheitert die oben durchgefiihrte Be-
weismethode (im Gegensatz zur stiickweise konstanten Diskretisierung - vgl. Satz 4.5.7),
da die diskrete Optimalititsbedingung nicht auf ein endlich-dimensionales Skalarpro-
dukt mit Diagonalmatrix zuriickgefithrt werden kann. Aus der punktweisen Giiltigkeit
der Optimalitdtsbedingung fiir das kontinuierliche Problem erhalten wir allerdings ei-
ne solche Diagonalmatrix und damit entsteht ein Fehlerterm, welcher schliellich die
niedrigere Konvergenzordnung nach sich zieht.

4.6 Numerische Durchfiihrung

4.6.1 Bestimmung der diskreten Operatoren

Nach den theoretischen Vorarbeiten mit dem Nachweis der quadratischen Konvergenz
steht nun die Beschreibung der praktischen Durchfithrung im Mittelpunkt des Interes-
ses. Dazu bestimmen wir im ersten Schritt die genaue Gestalt der diskreten Operatoren
S, und i als Abbildungen zwischen den endlich-dimensionalen Funktionenrdumen der
diskreten Steuerungen und der diskreten Zusténde.

Das Ziel einer Darstellung der Funktion z;, als Funktion von w, erreichen wir iiber
mittels Umweg iiber die dquivalenten Vektoren § und « (vgl. die Definition der dis-
kreten Réume in Abschnitt 3.1). Die diskrete Systemgleichung (4.1) muss fiir alle
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vy, € Viol0, T, R"] erfiillt sein, dazu reicht es auf Grund der Linearitét aus, die Giiltig-
keit fiir alle Basiselemente von V}, [0, 7, R"] zu fordern. Wir erhalten durch folgenden
Ansatz

AZM&”U+A%U (@ﬁ:AZ&Mw+am¢Ww@ j—1,.. N-1

ein endlich-dimensionales Gleichungssystem. Die einzelnen Summanden bearbeiten wir
fiir eine bessere Ubersicht getrennt. Fiir die Behandlung der Ableitungen der v,(f ) erin-
nern wir zunéchst an ihre Definition

t—t;_
le’ tej}—l
W(t) = % teT, . J=l..N-L
0, sonst

1/h, te (tjit;)
O (t) =% =1/h, te€(tjtjp), J=1...,N—1L

0, sonst

Die Berechnung eines Funktionswerts von z;, = Z;V:_ll ﬁjv}(f ) erfolgt fiir ein beliebiges
teT;und i =0,...,N —1 durch

0(8) = B0 () + B0 = =Py )4,

Fiir die Ableitung gilt dann folgendes

ﬁ1+1 ﬁz

h, y vte(ti,ti+1), ZZO,,N—l

Zp(t) =
Dabei ist zu beachten, dass wir die Ableitungen von v, und z, punktweise verstehen,
d.h. ihre Definition schliefit die Punkte ¢; nicht ein, da die Funktionen dort im klassi-
schen Sinn nicht differenzierbar sind. Bei der Integration tiber das Intervall [0, 7] ist
diese Tatsache nicht von Relevanz, da der Wert des Integrals durch Verdnderungen des
Integranden auf einer Nullmenge nicht beeinflusst wird. Die Funktionen vy, und 2, sind
also nur fiir fast alle ¢ € [0, 7] definiert, denn die Menge {tg,...,tx} bildet eine Null-
menge in [0, 7). Falls wir dennoch einmal den Wert an einer solchen Teilintervallgrenze
benotigen, so fassen wir v, (¢;) als Grenzwert von der jeweils betrachteten Seite auf.

Bevor wir die verschiedenen Summanden untersuchen, verabreden wir noch eine
verkiirzende Schreibweise. Auf Grund der Randwertbedingungen in der Definition von
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Vi0[0, T, R"] bendtigen wir keine Basisfunktionen v}(LO) und ngv) und demzufolge auch

keine Koeffizienten 3y und (y. Wir vereinbaren fiir sie im Folgenden den Wert 0,,.

Schon in den Untersuchungen vor Lemma 4.3.3 betrachteten wir die Verdnderungen
der linken Seite der diskreten Systemgleichung beim Einsetzen der Basisfunktionen v,(f ),
Wir erhalten

1 h i
_E(ﬁj—f—l — 26+ Bi-1) + EA(ﬁj-H +48; + B;-1), j=1....,N -1,

was wir in Matrixschreibweise darstellen durch

2 —1I 41 1

) —I 2 -1 - I 41 1 o3
- +§A - :

-1 2 —I I 4 1 Byt

—I 21 I 4l
mit
A
A=
A

Die Herleitung der rechten Seite unterscheiden wir nach stiickweise konstanter und
stiickweise linearer Approximation der Steuerung. Es ist zunéchst fiir u;, € U,[0, T, R™]
und j=1,...,N—1

T 7 N-1
. - h
/0 (Buy () () dt = : >y (b)) (1) dt = 3 Blajo+ay).
1=0
In Matrixschreibweise zusammengefasst lautet die rechte Seite wie folgt
I 1
" I I ap B
I 1 an_1 B
I 1

Im Fall uy, € V,[0,T, Rm] erfolgt die Berechnung der rechten Seite dhnlich der linken,
und zwar ist fiir j =1,.
T N—-1

; h
/O<Buh< wWieyt = [ > a0 0t =GBy + s + )
=0
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Auch hier driicken wir die Gleichungen mit Hilfe von Matrizen aus

I 41 1

b I 41 I a

B - :

6 :

I 41 1 an
I 41 1

~

:Cy

Nun kommen wir zum additiven Anteil e, den wir ebenfalls zu diskretisieren haben.
Definieren wir

T .
e; :—/ e(t)v,(f)(t)dt, j=1,...,N—1
0
und setzen die Werte zusammen, so erhalten wir daraus den Vektor
€n = (617 te 76-][771)1-
Die Integrale sind nur fiir eine kleine Klasse von Funktionen analytisch losbar. Bei

komplizierteren Ausdriicken wenden wir Verfahren der numerischen Integration an.

Jetzt sind wir in der Lage die Koeffizienten des Zustandes z; als Funktion der
Koeffizienten der diskreten Steuerung w, darzustellen, und zwar gilt mit j € {1,2}

(M HB = ¢ja+ e, <= B=N(¢a+ey), (4.18)

wobei die Gestalt der Matrix 2 als Diskretisierung des Operators z +— —Z fiir un-
sere Problemstellung fest bleibt. Dagegen sind die Matrizen B, €y und &¢; von den
Problemparametern A und B abhéngig.

4.6.2 Ein Beispielproblem

Fiir ein Beispiel setzen wir die Parameter auf konkrete Werte. Seien A = B = I,
und z; = d € R", also konstant. Die Funktion e sei gegeben durch e(t) = —2 + t* —
t— min{—tQT’t,b} (vgl. Hinze [14] (2005)). Das kontinuierliche Problem lautet dann
folgender Maflen:

1 T
min 5/ 2)(E) — dP + vl dt,  we U
v 0

unter den Nebenbedingungen:

—Z(t) + 2(t) = u(t) +e(t) Vtel|0,T]
2(0) = 2(T) = 0.
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Die diskreten Optimierungsprobleme ergeben sich zu

1 T
min§/ on(un) () — dP + vfun(®OPdt,  up € UM
0

Uh,

mit
Ut =U"N U0, T,R™  bzw. UM =0U"“NV,[0,T,R™]

und unter den Nebenbedingungen

/O ST oR(t) 4 21 (t) Ton(t) dt = /0 (un(t) +e())Top(t)dt Vo, € Viol0, T,R"].

Die Systemgleichung in Vektorschreibweise mit den wie oben verwendeten Bezeichnun-
gen B und « iibernehmen wir aus (4.18)

B =NCa+ep), Jje{1,2},

wobei j durch die Approximationsart der Steuerung festgelegt wird. Wir leiten nun die
Zielfunktion in den Variablen « her und bearbeiten zunéchst den Term

120 (un) — zall3 = [z (un) 13 + N2allz — 2{zn(un), 2a)-
Den ersten Teil iibernehmen wir aus Formel (3.2)

lzn(un)l3 = BT €08 = (€50 + €,) TN LoN(E 0 + e)
— [@T(m@)TsOm@ja +2((N€;)TLeNes) T + e{‘ﬁﬁofﬁehl .

Das Skalarprodukt vereinfachen wir mit Hilfe des Vektors D = (d",...,d")T € R&=1n

N-—1 tiv1 N-—1 tit1
Z/ =3 |( [ﬁz Td t—ti)dt+hﬁ;d}
=0 =0
_ hN  (Bisa + @)
=0 2

N—-1
Bo=PBn=0, =h) Bld=hns"D
=1

= h(¢;a +e,) "N D
= h(C]N'D) o+ hD™Ney,.
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Also ergibt sich fiir den ersten Term in der Zielfunktion

1 1 T 1
§||Zh(uh) — z4ll5 = §||Zh(uh)||§ —/ 2 (t) T 24(t) dt + §||Zd||§
0

1 1
= 551—205 — hﬁTD + észH%

1
= 50T (NE) LN + [(NE;)"LeNey, - h(Me;)TD]

- /

=7

1 T
+ éestomeh — hD™Ney, + §|d|2 :

v
=:cj

Der Term % ||uy||3 wandelt sich bei stiickweise konstanter Approximation der Steuerung
zu % a'a und bei stiickweise linearer Approximation zu %aTﬁa. Die Eintrége von «
gehen also quadratisch in J ein und sowohl f als auch ¢ werden nicht verdndert. So

erhalten wir fiir die Zielfunktion folgenden Ausdruck

1
Jh(a) = EOZT ((WCO)TSOWCO + hV](N+1)n) o+ f(;roz + ¢

. >

g

=H,

bzw.

1
Ip(a) = §ozT (N€)TLME +vL) a+ fla+a.

[ J/

=:H,

Die Hesse-Matrix H, ist offensichtlich symmetrisch. Da der zweite Summand positiv
definit und der erste positiv semi-definit ist, folgt die positive Definitheit fiir die Sum-
me. Damit existiert fiir das diskrete Problem ein eindeutig bestimmtes Minimum.

Wihlen wir im Fall n = 1 die Parameter v = 0.1, T"' =1, d = 2, a = —o0 und
b = 2.5(v/2 — 1), so ist die optimale Steuerung fiir unsere Problemstellung gleich der
Funktion u(t) = min{—tZT_t, b}. Es ergibt sich der optimale Zustand z(u)(t) = t—t>. Der
optimale adjungierte Zustand ist in diesem Beispiel identisch zu z(@). Beide Aussagen
priifen wir leicht durch Einsetzen in die jeweilige Gleichung nach. Die Schnittpunkte
von « und der oberen Schranke b sind an irrationalen Stellen, daher werden sie wegen
N € N niemals zu Stiitzstellen.

In den Tabellen 4.1 und 4.2 sind im Fall stiickweise konstanter Approximation
der Steuerung beziiglich verschiedener Schrittweiten die berechneten Werte fiir den
Zielfunktionswert, die Norm von uy, sowie einige Fehlerterme. Zunéchst fithren wir zum
Vergleich den maximalen Abstand der beiden Losungen an. Dariiber hinaus finden
wir den Fehler der neu definierten Steuerung @ = IIj, (—%BTph(uh)) in der Lo-Norm
und in der L..-Norm, sowie letzteren dividiert durch das Quadrat der Schrittweite. An
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ho Jn(un)  luall2
1/3  2.6535 1.0355
1/4 25621 0.9881
1/6  2.4654 0.9360
1/10 24017 0.9478
1/20 2.3710 0.9543
1/50 2.3618 0.9537
1/100 2.3604 0.9541

Tabelle 4.1: Daten der diskreten Steuerungsprobleme bei stiickweise konstanter Approximation.

h li-ulle la—dly  [d-dlle |- dlo/h?
/3 1.0355 0.0904 0.2532 2.2787
/4 0.9382 0.0565 0.1550 2.4797
/6 0.6952 0.0266 0.0686 2.4712
1/10 04502 0.0082 0.0248 2.4843
1/20  0.2375 0.0021 0.0062 2.4953
1/50  0.0980  3.5331-107* 9.9840-107* 24960

1/100  0.0495  8.8269 -107° 2.4985-107%  2.4985

Tabelle 4.2: Fehler der Steuerungen bei stiickweise konstanter Approximation.

Hand der Konstanz der Werte in der letzten Spalte erhalten wir eine Bestétigung fiir
unsere theoretischen Resultate.

In den Abbildung 4.1 bzw. 4.2 sehen wir den Lo- bzw. L.-Fehler gegen die Schritt-
weite h abgetragen und erkennen jeweils deutlich die quadratische Abnahme mit sich
verringernder Schrittweite.
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Auch fiir den Fall stiickweise linearer Approximation geben wir die Ergebnisse
zundchst in den Tabellen 4.3 und 4.4 wieder und tragen anschlieBend in den Abbil-
dungen 4.3 und 4.4 die Fehler gegen die Schrittweite ab. Wir erkennen in beiden Féllen
deutlich die quadratische Abnahme mit sich verringernder Schrittweite.

ho Jn(un)  lusll2
1/3 26514 0.7718
1/4 25592 0.8455
1/6  2.4632 0.9133
1/10  2.4011 0.9640
1/20 2.3709 0.9541
1/50 2.3618 0.9538
1/100 2.3604 0.9540

Tabelle 4.3: Daten der diskreten Steuerungsprobleme bei stiickweise linearer Approximation.

h a—unlle  la—dll:  la—dlleo |- dllo/h?
/3 0.5964 0.0896 0.2509 2.2581
1/4 04216 0.0561 0.1539 2.4624
1/6 02533 0.0267 0.0688 2.4768
1/10  0.1355 0.0083 0.0250 2.5000
1/20  0.0645 0.0021 0.0062 2.4800
1/50 00171 3.5530-107* 9.9918-107*  2.4979

1/100  0.0129  8.8435-107° 2.4988-107*  2.4988

Tabelle 4.4: Fehler der Steuerungen bei stiickweise linearer Approximation.
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4.7 Verdnderte Diskretisierung

In den bisherigen Betrachtungen der Finite Elemente Methode verwendeten wir das
Ritz-Galerkin- Verfahren und diskretisierten die Systemgleichung (1.4) durch das Losen
der zugehorigen Variationsgleichung in einem endlich-dimensionalem Unterraum des
WQ{O[O,T, R"™]. In der Bemerkung nach Satz 2.2.5 notierten wir kurz einen anderen
Beweis fiir die Eindeutigkeit der Losung fiir jede rechte Seite. Die dort vorgestellte
Idee greifen wir nun auf und untersuchen eine etwas verédnderte Diskretisierung. Wir
betrachten wieder das Funktional I(z) = a(z, z) — (y, z) und die Minimierungsaufgabe

min a(z,z) — (y,z) = min /0 2)TA() + (Az(t) — y(t))Tz(t) dt.

2€EW3 2€W4

Die Systemgleichung (1.4) ist bekanntlich die notwendige und hinreichende Optima-
litdatsbedingung fiir die Losung z € VVQ{0 [0, 7, R"]. Nun approximieren wir das Integral
durch die Trapezregel auf dem Gitter {¢; = ih,i =0,..., N}, also

() = B Y S0 E(8) + 2(1)T Ax(1) — (8 =(0)

und die Minimierungsaufgabe durch mirll I(z). Jetzt gehen wir dhnlich dem Ritz-
ZGWZO

Galerkin-Verfahren aus Abschnitt 4.2 vor und betrachten zunéchst die notwendige
Optimalitdtsbedingung fiir die Losung z

h i 2(t)T0(t) + 2() TAv(t) — y(t) Tu(t) =0 Yo € Wy [0, T, R

Die Vervollstandigung der Diskretisierung erfolgt, indem wir in der notwendigen Op-
timalitétsbedingung die Forderung Yo € W3[0, T, R"]“ durch Vv, € V[0, T, R"]¢
ersetzen. Dabei ist zu beachten, dass die Ableitung einer Funktion aus dem Raum
V4]0, T, R"] an den Stiitzstellen nicht definiert ist. Daher verwenden wir fiir den ersten
Teil auf der linken Seite die Schreibweise 2(t) = (z(¢;))n fir t € T;

h 2_: (Zh(ti)):(vh(ti>>h + Zh(ti)TAvh(ti) = z_: y(ti)th(ti) \V/Uh c Vhp[o, T, Rn}

Definieren wir in Anlehnung an a(-, ) aus (2.2) die diskrete Bilinearform ay(-, ) durch

N-1

ah(zh,vh) = Z (Zh(tz'»:—(vh(ti))h + Zh(ti)TAUh(ti), (419)

=0
so erhalten wir eine andere Diskretisierung der Systemgleichung (1.4)

CLh(Zh, Uh) = (Buh + e, Uh)h V’Uh - Vh70[0, T, Rn] (420)
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und auch ein anderes diskretes Steuerungsproblem

__ L 1 v
(StP)y, min Jy, (2, up) = min = ||z, — z4|[3 + =||unll3
Zh, Uh Zh>Uh 2 2

unter den Nebenbedingungen

CLh(Zh, Uh) = <Buh + e, Uh>h Yoy, € Vh,()[o, T, Rn]

und den Kontrollrestriktionen
a<up(t)<b Vtel0,T].

Die Minimierung soll dabei iiber einen geeignet gewéhlten endlich-dimensionalen Un-
terraum des Lo[0, 7, R"] laufen, wir wéhlen dafiir den V},[0,7,R™], approximieren die
Steuerungen also stiickweise linear.

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Diskretisierungsmethode dhnelt den Finiten
Elementen. Durch den Wegfall der Integrale besitzt sie einen grofien Vorteil bei der
spateren numerischen Umsetzung, allerdings ist die Voraussetzung der Stetigkeit an
die rechte Seite der diskreten Systemgleichung unverzichtbar. Bei den spéter folgenden
Fehlerabschétzungen sind nur Eigenschaften der optimalen Steuerung von Bedeutung,
und von dieser wiesen wir die Stetigkeit bereits in Lemma 2.4.1 nach, so dass einer
Anwendung auf unser Problem nichts im Wege steht. Auch in diesem Fall verwenden
wir die Basisfunktionen aus Abschnitt 3.1 als Testfunktionen in der diskreten System-
gleichung. Setzen wir die v,(l] ) fiir j =1,..., N — 1 nacheinander ein, so erhalten wir
das Gleichungssystem

 Bit1 =26 + Bima

12 —i—AﬁZ:(Bu—i—e)(tl), izl,...,N—l

ﬁozﬂNZOn-

Wir verschieben die néhere Untersuchung dieser Diskretisierungsmethode in das fol-
gende Kapitel, denn wir haben auf diesem Weg eine sehr anschauliche Motivation fiir
das Verfahren der Finiten Differenzen oder auch Differenzenverfahren gefunden.



Kapitel 5

Differenzenverfahren

5.1 Motivation

Wie schon im vergangenen Kapitel greifen wir auch mit dieser Diskretisierungsmetho-
de an der Systemgleichung (1.4) an. Wir ersetzen die Differentialgleichung durch ein
Differenzenschema bzw. wir approximieren die Differentialquotienten durch Differen-
zenquotienten. Ausgangspunkt ist die Taylor-Reihe

h? ..
z2(t+h) = z(t) + hi(t) + Ez(t) + R(h),
wobei | R(h)|h™2 — 0 fiir b — 0 gilt. Mit Hilfe der Schrittweite 0 < h = T'/N unterteilen
wir das Intervall [0, 7] dquidistant durch die Stiitzstellen 0 =t < t; < ... <ty =T
mit t; = ih fiir i = 0,..., N. Bezeichnen wir die Werte an den Diskretisierungsstellen
mit z; = z(t;), so folgt

2

h
2

h
Zi—1 — %5 — hz(tz) + ?Z(tz) + R_(h)

Durch Addition der beiden Gleichungen und Vernachldssigung der Restterme, gelangen

wir zu
Zit1 — 22 + zi1

2
als Approximation der zweiten Ableitung im Punkt z(¢;) durch einen Differenzenquo-
tienten. Die Divisionen und Ableitungen sind dabei jeweils komponentenweise aufzu-
fassen. In den Féllen ¢ = 1 und ¢ = N — 1 beachten wir zusétzlich die vorgegebenen
Werte zg = zy = 0,. Die Systemgleichung (1.4) wird demzufolge diskretisiert durch
das System von Differenzengleichungen

~ i),  i=1,...,N—1

Zit1 — 22+ Zi1
2

+ Az = y(t;) = v, i=1,...,N—1.

98
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5.2 Diskretisierung und Stabilitéit

Im einleitenden Abschnitt gaben wir eine Motivationen fiir die Approximation der
Systemgleichung (1.4) durch das Differenzenschema

Bit1 — 20, + Bia
_ =

ﬁOZﬂN:On-

Wir ersetzen demnach die kontinuierliche Bedingung an die gesamte Funktion z durch
Bedingungen an den Stiitzstellen. Aus den Vektoren 8 = (47,...,6%5)T € RW+bn

definieren wir anschlieBend die diskrete Losung als stiickweise lineare Verbindung der
Punkte. Das bedeutet, die diskrete Losung zp, € V},0[0, T, R"] erfiillt die Bedingungen

Zh(ti):ﬁi, ZZO,,N

Nach diesen Vorbetrachtungen folgt nun ebenfalls eine Diskretisierung des Zielfunk-
tionals und wir stellen das endlich-dimensionale Steuerungsproblem auf mit

(5.1)

— 1 v
(StP)»  min Tn(2n, up) = min o]z, — zalli + 3llually

unter den Nebenbedingungen

zh(t)T_:(t—t)ﬁ’“h @+ﬁi, i=0,...,N—1

Bit1 — 20, + Biaa

(Buh + 6)(@') = — 72

Bo = Bn =0,

und den Kontrollrestriktionen

+Aﬁ“ 221,,N—1

up, € Ut c U

mit einer nichtleeren, abgeschlossenen und konvexen Menge U2?. Da das Differenzen-
schema (5.1) die Werte der rechten Seite an den Stiitzstellen benétigt, greifen wir
zumeist auf stiickweise lineare Approximation der Steuerung zuriick, also

Ut = V[0, T, R™] n U,

Bemerkung: Wie im kontinuierlichen Fall (vgl. Abschnitt 2.5) ist auch hier die Unter-
suchung von allgemeinen Randwertbedingungen 3y = 2o und Sy = 27 mit zg, 20 € R”
moglich. In diesem Fall wire der erste Schritt eine dquivalente Umformulierung des
Differenzenschemas, indem wir die Vektoren v; = %(ZT —29) + 2 fiiri =0,...,N
definieren. Angenommen [ — v wire Losung des Differenzenschemas (5.1) mit y; + Av;
als rechte Seite und den Randwerten (8 — v)y = 0, und (8 — v)x = 0,, dann ist 3
Losung von (5.1) mit den Randwerten 5y = 2y und By = z7. Die Begriindung liegt in
Vig1 — 20+ v =0, firi=1,..., N — 1. Verbunden mit (8 — v)y = 290 <= (o = 0,
bzw. (f — v)y = 21 <= By = 0,, ergibt sich die Behauptung. O
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Es ist auch an dieser Stelle unser Ziel, das Ausgangsproblem (éﬁf’)h in ein unre-
stringiertes Problem umzuwandeln. Wir benétigen dazu Aussagen iiber den Zusam-
menhang zwischen dem diskreten Zustand z, und der diskreten Steuerung u. Im kon-
tinuierlichen Fall zeigt Satz 2.2.5 die eindeutige Losbarkeit der Systemgleichung im
Raum W3[0, T, R"] fiir jedes y € L,[0,T,R"]. Ein dhnliches Resultat fiir (5.1) und
y € C[0,T,R"] abzuleiten, stellt unser erstes Ziel dar.

Dazu erinnern wir an Abschnitt 3.2 mit der Einfithrung der diskreten Norm || - ||,
sowie an die Schreibweisen (-), und (-)j fiir die vorwérts bzw. riickwérts gerichtete
Euler-Approximation der ersten Ableitung auf dem Intervall rechts bzw. links von der
Stelle t;, d.h. (z), = *5—, (z); = *—— sowie (-)s, = Z’“iw fir die jeweilig
sinnvollen Indizes. Wir gehen vom Differenzenschema (5.1) aus und bilden in jeder

Gleichung das Skalarprodukt mit dem jeweiligen [3;, also

BT (B)n + BT AB =y B, i=1,...,N-1.

Durch Summation iiber alle : = 1,..., N — 1 ergibt sich

2

-1

N-1
(=BT (Bi)mn + BTAB] = > _ vl i
=1

i=1

Fiir die linke Seite wenden wir das Prinzip der partiellen Summation an, d.h. fiir
beliebige ¢;, pu; € R™, 1 =0,..., N, mit ¢g = o = ¢y = puny = 0, gilt

N-1 N-1 N—1
S il (Gng = > (n (@ = > _ &7 (1)
i=1 i=0 i=1
Daher schliefen wir mit 3y, = Gy = 0,, auf
N-1 N-1 \T N-1
- Z ST (B0 =~ 3 8B An) = 30 =P (5= S @
i=0 i=0 i=0
Es folgt weiter
N-1 N-1 N-1
(Bl =D B (B < = BT (3) o + BT AB, = zym
i=0 =0 =1

og

Nach beidseitiger Multiplikation mit A > 0 und Anwendung der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung erhalten wir

120115 = hz [(Bi)nl” < hzyfﬁz = (¥, zn)n < [lyllnllznlln-
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Daraus folgt mit der diskreten Poincaré’schen Ungleichung (3.4)

T T?
lzalli < 12l < - lyllnllzalla,

und somit
)

T
znlln < 7||y||h-

Die eben hergeleitete Stabilitdtsaussage beziiglich der Norm || - ||, halten wir in
einem Satz fest.

Satz 5.2.1. Seien y € C[0,T,R"] und y; = y(t;) € R™. Dann besitzt die diskrete
Systemgleichung

zh(t)T_=(t—ti)—ﬁ”1h_6"+ﬁi, i=0,...,N-1
i1 — 20 + D ,
yits) = - hé Pty ag, i=1,...,N-1 (52
fo = By =0y

eine eindeutig bestimmte Losung z, € Vio[0,T,R"] und es gelten die Ungleichungen

T2
[2n][n < 7||P1y\|h- (5.3a)

[2nll12 < ca6 [ Prylln (5.3b)
T
lzulloe < A/ S TN P10 (5-3¢)

Bemerkung: Da (Py)(t;) = y(t;) fir alle ¢ = 0,..., N gilt und die Norm || - ||
nur die Werte an den Stiitzstellen benutzt, folgt sofort || Piy||n = ||y||» und somit auch
1ylln < VT||y]|os. Weiterhin ist fiir jedes y € C[0, T, R"] die Gleichung z,(y) = z1(P1y)
offensichtlich. O

Beweis: Fiir den Beweis der ersten Abschitzung verweisen wir auf die Herleitung vor
dem Lemma. Weiterhin ist die Bilinearform

=z

an(-,) = h Y (zn(t))n (on(ti))n + za(ts) Ton(t:)

i

Il
o

aus (4.19) ein Skalarprodukt auf V} [0, T, R"] mit

an(zn, 2n) = (c26) " thHiz, Vzp € Viol0,T,R"],
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d.h. sie ist gleichméfBig elliptisch. Der Beweis dieser Elliptizitdtsaussage lehnt sich an
die Gedanken aus Lemma 2.2.4 an

N
an(en o) = b S ()T (ot + 20(te) T Az () > (2
- h\,_/
4 v
>zl S sl 4 L el > 2 ming, 72 2.
- - 2 2772 - 2 ’ ’

Mit den gleichen Argumenten wie in Satz 2.2.5 folgt die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung und dariiber hinaus (5.3b).

Fiir die letzte Ungleichung erinnern wir an Lemma 3.2.3. Es ist wegen z(to) = 0,

(3.5) . T
lznlle < VT|Z0|In < \/§T!|y\|h-

Korollar 5.2.2. Ersetzen wir in Satz 5.2.1 die Funktion z, durch p, und die Funktion
y durch z — z4, so erhalten die Aussagen auch fir die diskrete adjungierte Gleichung

g

ph(t)T_z(t—t)g“h C’+Q~, i=0,...,N—1
(2 — za)(t;) = _ i _35;*@—1 + AG, i=1,...,N—1 (5.4)
Go=Cv =04,

Giltigkeit, d.h.

TQ
lonlln < 7||P1(Z — 2a)|ln,

lonll1,2 < 026 |1 Pr(2 = z4)||n,

[Palloe < —=lIP(z =zl
7

Beweis: Analog zu Satz 5.2.1. U

Bemerkung: Wie wir in diesem Abschnitt zeigen konnten, gibt es fiir die mit Hilfe
des Differenzenschemas (5.1) diskretisierte Systemgleichung (1.4) eine eindeutig be-
stimmte Losung fiir jede stetige rechte Seite. Wir konstruieren ferner unter Einbe-
ziehung der Randwertvorgaben aus den Vektoren f3;, ¢ = 0,..., N, eine stiickweise
lineare Funktion zj, die wir dann als Losung der diskreten Systemgleichung (5.2)
auffassen. Das bedeutet, wir sind in der Lage die Zuordnung y +— 2z, als Opera-
tor Sy : C0,T,R"] — V[0, T,R"] bzw. die Zuordnung z — z4 — pj, als Operator
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Sy Cl0,T,R"| — V30[0,7,R"] zu definieren. Die Operatoren sind auf Grund der
Form der diskreten Systemgleichung rein formal gleich, wir unterschieden sie dennoch
aus Verstdandnisgriinden. Die Linearitdt der Gleichungen {ibertriagt sich auch auf die
Abbildungen und wie Satz 5.2.1 und Korollar 5.2.2 zeigen, sind sie auch beschrénkt in
den Normen || - ||, und || - ||oo- O

Nach den Eindeutigkeitsaussagen aus Satz 5.2.1 und Korollar 5.2.2 sowie der damit
verbundenen Definition der diskreten Operatoren sind wir in der Lage, eine wichtige
Eigenschaft zu beweisen.

Lemma 5.2.3. Die durch Satz 5.2.1 und Korollar 5.2.2 definierten Operatoren Sy, und
Sy sind auf dem Raum V,[0,T,R"™| beziglich des Skalarprodukts (-,-), adjungiert, d.h.

(Spv,w)p, = (v, Spw)y, Yo, w € V4]0, T, R"].

Beweis: Schon in der voraus gehenden Bemerkung hielten wir fest, dass die Operato-
ren identisch sind und wir sie nur aus Verstdndnisgriinden unterscheiden. Daher reicht
es aus, die Selbstadjungiertheit von Sy, zu zeigen. Ausgehend vom Gleichungssystem

((Spv)i)np + A(Spv)i = vy, i=1,...,N—1
multiplizieren wir die jeweilige Gleichung mit (Spw);, also
(Shw>iT((ShU)i)hﬁ + (Spw)] A(Spv); = (Spw)] vs, i=1,...,N—1.
Anschlielende Multiplikation mit A > 0 und Summation iiber alle Indizes ergibt
(Shw, (Spv)np)n + (Shw, A(Spv))n = (Shw, V).

Fiir den ersten Term wenden wir zweimal das Verfahren der partiellen Summation an
und erhalten

((Shw)hﬁ, S}ﬂ))h + <Shw, A(Sw)}h = (Shw, U)h.

Analog multiplizieren wir in
((Spw)i)np + A(Spw); = w;, 1=1,...,N—1
jede Gleichung jeweils mit (S,v); und h > 0, summieren iiber alle Indizes und erhalten
((Spw)ng, Shv)p + (Spw, A(Spv))n = (W, SpV) 4.
O

Mit dem Wissen um die Beziehung z, = S, (Buy, + €) schreiben wir das Problem
(StP);, um, denn wy, bleibt als einzige freie Variable. So ist dann

. 1 v u
(StP), min Ip(up) = min §|]Sh7’uh — zq|l7 + §Huh|]i, uy, € U,
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Die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (StP), folgt aus dem allgemeinen
Resultat in Lemma 3.4.1. Dort setzen wir (-,-)c = (-, -)» bzw. € = I(y41), und erhalten
die notwendige Optimalitdtsbedingung

(J,’L(uh), gh — uh)h = <BTS;:(S;L(BU}I + 6) — Zd), Ch — uh>h Z 0 Vgh € Usd. (55)

Wir haben dabei die Adjungiertheit der diskreten Operatoren beziiglich des diskreten
Skalarprodukts ausgenutzt. Im Vergleich zur Diskretisierung mit Finiten Elementen
betrachten wir nun ein anderes Zielfunktional und erhalten daraus eine veranderte Op-
timalitdtsbedingung, die den Vorgaben durch die Definition der Operatoren angepasst
ist.

5.3 Konvergenz

Um Aussagen iiber den Fehler bei der Diskretisierung der Systemgleichung (1.4) durch
das Differenzenschema (5.1) zu treffen, betrachten wir die Differenz der beiden Losun-
gen. Die kontinuierliche Lésung z € W3[0, T, R"] reduzieren wir dabei zunéchst auf den
Vektor der Werte an den Stiitzstellen, betrachten also ihre Diskretisierung P,z im Raum
Vi0[0, T, R"]. Verwenden wir wieder die Bezeichnungen f; = zj,(¢;) fir i = 0,..., N, so
ist die Differenz Piz — 3 =: v = (v,...,7&)T € RWFU" ist offensichtlich die Lésung
des Differenzenschemas

Vit1 — 2% + Yie1
_ 3

Ai: iy :1,,N—1
A=, (5.6)

Yo =N = Op,
mit

Betrachten wir die Systemgleichung (1.4), integriert zwischen den Grenzen S; ; =

[N

h h
/1—ﬂq+ﬂ+A4m+ﬂﬁ:¢F;—%é+/mA4m+wﬁszmu+ﬂﬂ

h
2

[Ny

so folgt nach Division durch A

e A+ ) di+ = |yt +t)dt=0,  i=1,...,N—1.
h h J_n hJ_n
\—,—/ 2 2
(Z_1)n
Diese ,,Null“ setzen wir in die Gleichung fiir ¢; ein und erhalten fiir s =1,..., N — 1

e 1 [2
VY = (zi_% _(Zi)ﬁ>h+AZi—E/ Az(t; +t) dt—yﬁ—ﬁ/hy(tﬁ—t) dt. (5.7

[y
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Die Summe teilen wir durch ¢; = (¢{), + 1} auf und vergeben neue Bezeichnungen

Zi)ﬁ7 izl,...,N,

2

1
h
T2

Ny

Bei der Definition von 1 ist Folgendes zu beachten. Der Vektor besteht im Gegensatz
zu 1 aus N Komponenten mit den Indizes ¢ =1,..., N.

Wir spalten also die rechte Seite des Differenzenschemas (5.6) in eine Summe von
Vektoren auf, wobei der erste Summand die Ableitung einer stiickweise linearen Funk-
tion darstellt und der zweite Summand eine solche Funktion selbst. Diese Moglichkeit
nimmt spéter fiir Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit eine wichtige Rolle
ein.

In Lemma 5.3.2 werden wir zeigen, dass es fiir die Betrachtung des Abstandes
zwischen exakter und diskreter Losung ausreicht, die Normen der Vektoren ¢° und
! abzuschitzen. Wir beginnen mit ¢ = 2z, 1= (z;)r- Diese Grofle ist nur von der
Losung der kontinuierlichen Systemgleichung z abhéngig und wir nutzen unser Wissen
um deren Differenzierbarkeitseigenschaften aus. Fiir ¢ = 1,..., N ist dann

h

1 [2
= ——/ Z(Si—l + t) - 22(51_1) + Z(Si_l - t) dt

h 0
1 (% [

——/ /Z(Sz_l—f—S)—Z(Sz_l—t—f-S)det
h 0 0

Durch Ubergang zum Betrag auf beiden Seiten gelangen wir zu
1 % % h
0| = —/ / 12(S;_1 + 8) — 3(Si_y — t + )| dsdt < =V, 3.

Die Untersuchung von [¢}| zerlegen wir in zwei Teile und betrachten zuerst die
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Abschéatzung
1
)Azi——/ Az(t; + 1) dt’ - ‘/ z(ti+t))dt’
h B h b
1 5
< E||AH/ (6 + 1) — 22 + 2(t; — )] dt
1
%|A||/ ‘/ (bt 8) — 2(t: — t + 5) ds| dt
1 Si
SEMH V g  Zdsdt
o

IIAIIVS 27 Z ] 215150

Nun kommen wir zum zweiten Summanden und schliefen analog

h
1
yi—ﬁ/ y(t; +t) dt)— ‘/ vi —y(t; + 1) dt‘
h
_h’// (t;+s)—y(t; —t+s)dsdt

_4 Sz 1y

lO

Abschlielend fassen wir die hergeleiteten Abschédtzungen in einem Lemma zusammen.

Lemma 5.3.1. Sei ¢ = (¢],..., %5 )T € R™V=Y" der Vektor aus (5.7). Dann gibt
es eine Darstellung v¥; = (V) + ¥} und es gelten fiir die beiden Summanden die
Abschdatzungen

h
7] < 7 V2, i=1,...,N
0] < 2 (1N s + VEL ), = 1. N-L
Beweis: Ebenda. U

Diese Vorarbeit besafl ihren Grund, denn Samarskii [19] (1984) sowie Sendov/Po-
pov [20] (1988) beinhalten unter anderem ein Konvergenzresultat fiir die numerische
Losung von skalaren Randwertproblemen. Wir erweitern die Aussage auf Funktionen
mit mehrdimensionalem Wertebereich.

Lemma 5.3.2. Sei v = (7J,...,78)" € ROV die Lisung des Differenzensche-
mas (5.6) und v sei zerlegbar in eine Summe der Form 1) = PO, + ', Dann gilt mit
1 =0, und p; = S0 haph fiiri =2,..., N die Abschitzung

N N
Voo < €58 (Z hlg7| + h\m!) (5-8)
i=1 1=2
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Beweis: Zuniichst stellen wir puy, = 1! fest, so dass es ausreicht, das System
(e + Ay = W)y, i=1... N-1
Yo =8 =0,

zu behandeln.
Betrachten wir die Gleichungen

0
—Why, = Y7, wy = wy = 0.

Daraus folgt —(wy, + ¢°), = 0,, und somit wy, + ¥° = const =: ¢. Jetzt berechnen wir
die einzelnen Vektoren in w durch eine rekursive Formel, denn es ist

Wr — Wg—1
h

Summieren wir diese Gleichungen iiber den Index k auf, so folgt

+ ) = ¢ <= wp = wp_1 — h} + hg, k=1,...,N.

w; = Zwk = wy — Zhw2+ihq.
k=1 k=1

Fiir ¢+ = N und unter Beachtung der Randwertbedingungen wy, = wy = 0,, erhalten
wir

N N
1
O =—h> )+ Nhg<q=—> ¥
2 1% q q Nk:1 (e

Setzen wir oben ein, so folgt
! ih i i ih —
RO NSO MRS (BEO T WL ot
k=1 k=1 k=1 k=it1

Nach dem Bilden des Betrags auf beiden Seiten erhalten wir

) th )
] < (1—N)h§j|w2\+ﬁ S <hS W =L N1
k=1 k=1

k=i+1

Die rechte Seite ist unabhéngig vom Index i, so dass wir links zum Maximum iibergehen
und erhalten

N
lwllse <A IRl
k=1
Aus der Definition von w folgen fiir den Vektor v — w die Gleichungen

—((y = w)i)py, + Ay — w); = —Aw, i=1,....N—1
(’y—w)g:('y—w)N: n
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und mit Satz 5.2.1 schlielen wir auf

(5.3c) T2
— Ul < —||A]l [[w]|so-
[l — wl] ﬂH [ lwll

Davon ausgehend folgt als letzter Schritt

17l < M7 = wlloo + fwllee < (1 + —IIAII) [w]loe < %shz ¥R

V2

g

Bemerkung: Die Aussage des Lemmas bewiesen wir bereits fiir den kontinuierlichen
Fall in Lemma 2.2.7 und bei der Diskretisierung mittels Finiter Elemente in Lem-
ma 4.2.4. O

Lemma 5.3.3. Seien z € WiO[O,T, R"| die Léosung der Systemgleichung (1.4) zur
Punktion y € WL[0,T,R"] mit y € BV[0,T,R"] und 8 = (3],...,3%)" € RVFU" die
Lésung des Differenzenschemas (5.1). Dann gilt fiir den Vektor (vJ,...,v5)" = v =
Plz — 6

(1) ~ ist Losung des Systems (5.6) mit 1; = (zi)n, + Az — i

(2) Weiterhin gilt
17lloe < €59 ([yllh,00 + Vo) B (5.9)
mit der Konstante csg = §c5lgc§_402,602.7.

Beweis: Teil (1) ist offensichtlich. Fiir die Abschidtzung in Teil (2) erinnern wir an
die Definitionen von 99 und 1} mit ¢; = (), + ¥} durch

V=21 — (2, 1=1,...,N

i i—3

SIS

h
qpil—Azi—/iAz(ti—i—t)dt—yi—l—/ y(t; +t) dt, i=1...,N-1

2

v

und an die Ungleichungen aus Lemma 5.3.1
h

h . .
il < S (IATIEz 5050 + VSE,9)-
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Es ist
N N i—1
Zh|¢3|+2hzhlwél
1= N h 1= h2
<3V D [Z (LA N2l s + VE 19)]

i=1 =2 k=1
h2
< Mvrzort (||A|| 1]l + Vg 9)

< S(VEz 4+ T2 Al |22 + TVEG) B2

r-b|Hq;

Mit Lemma 5.3.2 schlieSen wir auf
1 . 3 . .
oo < ess (Vo 2+ T2 Al |22 + T Vo) b*.
Aus der Systemgleichung (1.4) erhalten wir

T - T T (3.7) . . 3 .
Vi s <AV 2 +Viy < AL + 19lh < T2AL gl + VT gl

und somit

109

VIE+ TH A 2l + TVEY < VI[TIA] s + [0 + TIA] ear lyll] +TVEg

< 2\/Tmax{1,T} csac2.7 (Jyll2 + [l9ll2) + Tng
< 2VTe a5 ||yllhz + T Vg o

Abschlieflend ergibt sich

T .
[Vloo < 505.803.402.602.7 (yll,00 + VEy) 1.

O

Bemerkung: Diese Fehlerabschitzung betrifft die Konvergenz im Raum der stiick-
weise linearen Funktionen, daher sprechen wir dabei von diskreter Konvergenz mit
Ordnung 2. Nach Erweiterung auf kontinuierliche Funktionen nennen wir das Ergebnis

dann Konvergenz der Ordnung 2. Diesen Schritt vollziehen wir im folgenden Satz.

v

Satz 5.3.4. Seien z € W3[0,T,R"] die Lisung der Systemgleichung (1.4) fir y €
WLI0,T,R"| mit y € BV[0,T,R"] und 2z, € Viyol0,T,R"] die Lisung der diskreten

Systemgleichung (5.2) mit Pyy als rechter Seite. Dann gilt

12 = 2nlloe < max{esr, ez} ([ylhco + Vo i) h*. (5.10)
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Seien p € W2270[0,T, R"| die Losung der adjungierten Gleichung (2.10) und py, die
Lésung der diskreten adjungierten Gleichung (5.4) mit Py(z — zq4) als rechter Seite.
Dann gelten

1Pip — prllos < 650 ([yll1,00 + Vo 7 + || 2dll2,00) B (5.11)
1P = prlloe < 2656 max{caz, 5o} (|[yll,00 + Vo 7 + [|2all2,00) B (5.12)

Beweis: Teil I: Wir kniipfen direkt an Lemma 5.3.3 an und verwenden die Dreiecks-
Ungleichung und Lemma 3.3.4, ndmlich

12 = 2nllc < 1l2 = Przlloc + 1 P22 = 2nlloo
< (12l + c50 (1yll1.00 + Vo ) B
< (1A= lloe + Iyl + es.9 (lylliee + Vog) A
< @+ T AN Iylloo + c5.9 (1Yl + Vo g) B

< max{ear, cs.9} ([0 + Vo §) 2.
Teil IT: Der Beweis fiir die adjungierten Zustédnde verlduft dhnlich, aber mit einer

zusétzlichen Bemerkung. Wir verwenden zunéchst die Dreiecks-Ungleichung mit der
Bezeichnung p; = S5 (Sy — z4) fiir den diskreten adjungierten Zustand zur Funktion z

|1Pip — prlloe < |Pip — D lloo + 105 — Prlloo

und iibertragen die Erkenntnisse des ersten Teils auf die adjungierte Gleichung und
ihre Diskretisierung Dabei nutzen wir die stérkeren Differenzierbarkeitseigenschaften
von z — z4 aus und erhalten so

. 1 . 3 . L
[1Pip — pplle < 1658 (Vop+ Tz || A| 15]l2 + T V§ (2 + 24))

G711 ) . 3 . R
< 1658 (A 1l + 112 = Zalls + T2 || A| |B]l2 + TN|Z — Zal1)
< TC5.803.4 (I2ll2 + 12 = Zall2 + TlBll2 + T2 — Zall2)

V2T

< max{1, T} cs.5¢5 4 (IIpll22 + |12 — Zall2 + |12 — Zdll2)

214) /T L. .
~—— 058654026027 (V2]|2 = zall2 + 12 = Zall2 + 12 — Zdll2)

IN

4
(A1) 0
< TC54862.4C2.602.7 ||Z - Zd||2,2
T o 2
< 5 €5.8C2.42.6C2.7 (lyll2 + llzall2,2)
< \/505.9(”?/"00-1- | 2dl|2,00)-
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Den zweiten Summanden bearbeiten wir mit Hilfe der Stabilitdtsaussage aus Satz 5.2.1
und Lemma 5.3.3

. (5.3¢) T2 T? _
Iph — Phlle < 7”1312 — Zploo < — 59 (yll,00 + VE9) 1.

Wir erhalten somit

1P1p = prlloo < €650 (1yll1.00 + Vo i + [|Zall2.00) B*.

Abschlieflend folgt

1P = Pillos < llp — Piplloc + |1Pip — prllso
< |[Bllo 2* + 3 6¢59 (19ll1.00 + Vo 5 + l|2all2.00) B
< & 6007 ([[Ylloo + 2alloo) + G650 ([Yll100 + V57 + [|2all2,00) B
< 263 gmax{car, c5.0} ([[Yll1.oe + Vo ¥ + 12l 2,00) B

5.4 Zusammenfassung

In den beiden vorangegangenen Abschnitten untersuchten wir die Eigenschaften der
Finiten Differenzen. Wir geben an dieser Stelle eine Zusammenfassung der eruierten
Resultate.

In Satz 5.2.1 und Korollar 5.2.2 zeigten wir die eindeutige Losbarkeit der diskreti-
sierten Systemgleichung (5.2) und der diskretisierten adjungierten Gleichung (5.4) fiir
jede rechte Seite aus dem Raum C]0,7,R"]. Die Forderung der Stetigkeit begriindet
sich in der Nutzung von Werten an konkreten Stellen innerhalb des Intervalls. Das
gibt uns die Moglichkeit beide Gleichungen mit Hilfe der linearen und beschrinkten
Operatoren Sy, S : C0,T,R"] — V},0[0, T, R"] auch in der Form

zn(u) = SpT u, pr(u) = Sp(SpTu — zq)

zu schreiben. Wir unterscheiden fiir den diskreten adjungierten Zustand zwei Funktio-
nen. Neben pj(u), bei dessen Berechnung wir beide Gleichungen diskretisieren, steht

pr(u) = Sp(STu — zq)

fiir den diskreten adjungierten Zustand, bei dessen Berechnung die Diskretisierung nur
in der adjungierten Gleichungen erfolgt. Die Schreibweise mit dem Argument u ver-
deutlicht die Abhéngigkeit von der Steuerung.

Lemma 5.2.3 zeigt die Selbstadjungiertheit von Sy, beziiglich dem h-Skalarprodukt.
Die Operatoren S;, und S; sind daher per Definition gleich, wir unterscheiden sie den-
noch aus Verstandnisgriinden. In Satz 5.2.1 wiesen wir ihre Beschréanktheit beziiglich
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diverser Normen nach. Die oberen Schranken T; bzw. % gelten fiir S, in der h-Norm
bzw. in der L, -Norm.

Neben der Beschrinktheit der diskreten Operatoren wissen wir bereits um die Kon-
vergenz der diskreten Losung gegen die exakte Losung fiir Systemgleichung und adjun-
gierte Gleichung. Wir erinnern an Satz 5.3.4 mit den Abschéatzungen

12(u) = zn(w)lloo < max{ear, cs0} (1T ull1c + V5 (Tu)) A
lp(u) = pr(w) o < 265 g max{ear, cso} (1T ull1o0 + Vo (Tu) + || 2all2.00) b2

Damit sind wir im Besitz aller notwendigen Informationen fiir die Betrachtung von
diskreten Steuerungsproblemen und ihrer Eigenschaften hinsichtlich der Approximation
der Losung von (StP).

5.5 Hauptergebnisse

In diesem Abschnitt sollen nun die Vorbetrachtungen zum Hauptresultat beziiglich der
Konvergenzgeschwindigkeit der Funktion @ = I}, (—%BTph (uh)) gegen die exakte op-
timale Steuerung zusammenfliefen. Dabei verzichten wir im Gegensatz zu Kapitel 4 auf
eine Unterteilung nach der Approximationsart der Steuerung. Wie schon aus der Auf-
stellung des diskreten Problems (StP); hervorgeht, diskretisieren wir die Steuerung
grundsétzlich stiickweise linear. Eine Vorgehensweise die nahe liegt, denn im Diffe-
renzenschema (5.1) benotigen wir exakt die Werte an den Stiitzstellen. Alternative
Moglichkeiten der Approximation der Steuerung untersuchen wir im Anschluss.

Zunéchst nutzen wir die Aussagen iiber die Stabilitdt und die Konvergenz, um den
Abstand zwischen der Losung des diskreten Steuerungsproblems (StP);, und optimalen
Steuerung herzuleiten. Als Abstandsmafl verwenden wir die Norm || - ||, und zeigen
somit diskrete Konvergenz. Wir wenden uns also der GroBe ||u, — Pral|, zu.

Satz 5.5.1. Seien @ die Lisung von (StP) mit u € BV[0,T,R™] und u;, € V4[0,T,R™]
die Losung des diskreten Steuerungsproblems (StP)y. Dann gilt mit der Norm ||vp||, =

VS, o)

B _
oo = Pule < VPN e 0,2, (5.13)

wobei die Abkiirzung C¥ 5 = ||T||1.00 + VE(TU) + || 24]| 2,00 2ur Verringerung des Nota-
tionsaufwands an dieser Stelle definiert sei.

Beweis: Ausgangspunkt fiir den Beweis sind die notwendigen Optimalitdtsbedingun-
gen fiir u bzw. uy, die wir in Lemma 2.4.1 bzw. in diesem Kapitel herleiten. Es ist

(B"p+vi,u—u)y >0 YuecU™ (2.17)
(BT pu(un) + vup, Gy —un)n =0 VG, € U, (5.5)
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Da die Ungleichung (2.17) fiir alle u € U gilt, schliefen wir mit Lemma 2.4.3 auf die
punktweise Giiltigkeit, d.h.

(B™p(t) + l/ﬁ(t))T(u —a(t) >0 Vtel0,T],VuelU
mit U = {u € R™ : a < u < b}. Wir betrachten fiir ¢ = 0,..., N die Spezialfille
u = up(t;) und schlieen unter Beachtung von (Pyu)(t;) = u(t;), i = 0,..., N, fir die
Stiitzstellen auf
(BTp(t) + va(t)) (un(te) — a(t))
= (BTp(t,) + v(Pa)(t:) (un(t:) — (Pra)(t:)) >0,  i=0,...,N
und addieren iiber alle Indizes zu
(Bp+ vPai, uy — Py, > 0.
Weiterhin betrachten wir in Gleichung (5.5) den Spezialfall ¢, = Pyu
(B pp(up) + vup, Pt — up)p, > 0
und durch Addition der letzten beiden Ungleichungen erhalten wir
(BT(p — pu(up)) + v(Pia — up), u, — Prai), > 0.
Das ist dquivalent zu
vijup — Prally < (b — pa(un), Blun — Pya))n
= (b — pu(Prt), B(up — Prw))p + (pr(Pr) — pu(un), B(up — Prw)).

Die entstandenen Skalarprodukte schétzen wir nun getrennt voneinander ab.

Fiir den zweiten Summanden erinnern wir an die Darstellung der diskreten System-
gleichung (5.2) und der diskreten adjungierten Gleichung (5.4) mit Hilfe der Operatoren
Sy, und S, namlich z,(u) = Sp7w und pp(u) = S5 (SpTu — z4). Weiterhin wissen wir
aus Lemma 5.2.3, dass die Operatoren S, und S; beziiglich des Skalarprodukts (-, )5
adjungiert sind. Daher folgt auf Grund der Linearitéit der diskreten Operatoren

(pn(Prat) — pr(un), B(up — Prai))p = (S SpB(Pru — up), B(up — Pyi))p
= (SpB(Piu — up), SpB(up, — Pya))y
= —||ShB(P11_L — uh)||,2l S 0

Somit fahren wir mit dem ersten Summanden fort und beachten py(u) = p,(Piu), was
aus der Form des Differneznschemas (5.1) folgt. Demnach ist

(P = pu(Pra), Blun = Py < [[P1p = pu(@)|n]| Bl [ Pra — ua[n

< VT Pip = pa(@)[|o|| BI| [|1Pr& = wp |
(5.11) .
< VT|B|| .9 Coiyg B | Prie = wp -
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Damit folgt
fun — Pyl < VIUDLGE ey Oy | Prt =

In dieser Ungleichung diirfen wir durch ||P111—uh||h dividieren, da im Fall u;, = @ nichts
zu zeigen ware, also

|Pra — upl|n < \/_ucg 6C5.9 Ch g h”.
]

Die Aussage des letzten Satzes bedeutet, dass die Losungen der diskreten Probleme
an den Stiitzstellen bereits mit der Ordnung 2 gegen die exakte Losung konvergie-
ren. Daher sprechen wir von diskreter Konvergenz. Im Folgenden ist es das Ziel, diese
Konvergenzaussage auf das gesamte Intervall auszudehnen. Die Dreiecks-Ungleichung
liefert sofort

(13 . i
1@ = unllo < [|@ — Pralls + [[Pia — uplls < Votah? + |[Pi— |-

Fiir geniigend kleine Schrittweite dominiert der erste Term die Summe, daher erhalten
wir insgesamt die Konvergenzordnung % Eine Erweiterung dieser Ergebnisse formulie-
ren wir in folgendem Satz.

Satz 5.5.2. Seien u die Lisung von (StP) mit u € BV[0,T,R™] und u;, € V4[0,T,R™]
die Liosung des diskreten Problems (StP),. Dann gilt fir t = H[a,b](—%BTph(uh)) die
Abschdtzung

. T ||BJ?
|7 — |0 < el gmax{cor,cs59} <2 + = 151

TR e

Die Abkiirzung ¢ steht dabei fiir +||B|.

Beweis: Es ist nach Satz 5.3.4

(@) — pn(@)]leo < 265 g max{car, 5.9} Ct g h.
Weiterhin gilt
19n(@) = sl = (@) = 2 (un) oo = el (P1E) — 2 ()|
Pr(t) —pr(up)lle < —=|2n(0) — 2n(Un)|lco = —=||2n(P1U) — 2r(Un)||co
% v
19 T4 |BJ?
- 2

Der Operator IIj, 1, ist Llpschltz—stetlg mit Konstante 1, daher folgt unter Verwen-
dung der Dreiecks-Ungleichung

(5.3a)

< \/_HBH P — <

U 2
02 605905 137

- _ T || B2 _
o= dll < () )l < e ma{eas,can) (24 51 ) €

g
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5.6 Numerische Durchfiihrung

5.6.1 Bestimmung der diskreten Operatoren und Probleme

Wie bereits bei den obigen theoretischen Untersuchung benutzt, fassen wir die Steue-
rung uy, auch als Vektor a mit und den Zustand z, als Vektor 3 auf. Die Randwerte
sind mit fy = By = 0, vorgegeben. Fiir die Diskretisierung mittels des Differenzen-
schemas (5.1) zeigten wir in Satz 5.2.1 die eindeutige Losbarkeit der diskreten System-
gleichung (5.2). Das bedeutet, 8 = () ist eine Funktion der diskreten Steuerung a.
Diese Abbildung leiten wir nun mit Hilfe der Vektoren her.

Dazu erinnern wir an das Differenzenschema (5.1) und stellen das Gleichungssystem
als Matrizengleichung dar. Es ist

2 —1 A 1
. -1 2I -1 A (o
e i + . :
-1 2I -1 A On—_2
_ -1 21 a) ] \By s
h :V71
0 I 0 [ Qo € ]
0 71 0 o e1
= . 4
0 I O an_1 eN-1
I 0/ L\ an en / |
N ~ _

Wir benétigen die Matrix € € RW-Dnx(N+1n 5 alle Komponenten von a spéter in
den Optimierungsprozess einbezogen werden, aber fiir die Berechnung von 3 die Werte
an den Randstellen nicht von Bedeutung sind. Auf Grund der Randwertvorgaben lassen
wir Jy und [y sowohl in der Systemgleichung als auch bei der Zielfunktion auflen vor.
So erhalten wir mit e, = (e(ty)7,...,e(tny)")T eine andere Formulierung der diskreten
Systemgleichung, ndmlich

B =NC(a+ ep).

Mit Hilfe dieser vektoriellen Darstellung leiten wir nun aus dem Problem (StP);, eine
andere Formulierung her. Dazu berechnen wir die Terme in der Zielfunktion getrennt.
Es ist zunéchst

N
2 (un) = zall = Y BT i + |za(t:)[* = 267 za(ts)-

1=0
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Definieren wir D = (z4(t1)7, ..., za(ty_1)")T und §H = (NE)™NE, so folgt sofort

20 (un) = zallz = 878 — 287D + ||zl
=(a+en)"9(a+en) —2(a+e,) CND + ||z
=a'Ha +2(He, — END) Ta + (He, — 2€™ND) ey, + ||24]|2.
Der Term %|luy||7 wandelt sich zu ¥a’a. Die Eintréige von a gehen also quadratisch

in J, ein und sowohl f als auch ¢ werden nicht verdndert. So erhalten wir fiir die
Zielfunktion folgenden Ausdruck

2

1 1 T 1
Tn(@) = =a (9 + v i) a+ (Hen — he:“ﬂD)fw 59en = hQT‘ItD] en + §||zd|!i-

=:H, f t

Die Hesse-Matrix H, ist offensichtlich symmetrisch und dariiber hinaus positiv definit,
denn der zweite Summand ist wegen v > 0 positiv definit und der erste Summand posi-
tiv semi-definit. Damit besitzt das diskrete Problem eine eindeutig bestimmte Losung.

5.6.2 Ein Beispielproblem

Wiéhlen wir nun im Fall n = 1 konkrete Werte fiir die Parameter. Seien A = B = 1,
v=01,T=12g=2 a=—00,b=25+2—1)~1.0355 und e(t) = 2+ > —t —
min{—>t b} (vgl. Hinze [14] (2005)), so stellt sich uns das Problem

1 v
min S l2(a) - 20 + Slulf,  we vt

unter den Nebenbedingungen:

—Z(t) + 2(t) = u(t) +e(t), V't € 10,7
2(0) = 2(T) = 0.

Die diskreten Optimierungsprobleme lauten
1 —aer .l 2 ad
min of|zn(un) — dlfi, + S unllh, — un € Uy

oder
. 1 T T ' .
m1n2a H,a+ f'a+c, a; <b, i=0,...,N.

Die optimale Steuerung ist gleich der Funktion u(t) = min{—ﬁT’t,b}. Es ergibt sich
der optimale Zustand z(@)(t) = t — t* und der optimale adjungierte Zustand ist in
diesem Beispiel identisch zu z(u). Beide Aussagen priifen wir leicht durch Einsetzen in
die jeweilige Gleichung nach. Die Schnittpunkte von # und der oberen Schranke b sind
an irrationalen Stellen, daher werden sie wegen N € N niemals zu Stiitzstellen.
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In den Tabellen 5.1 und 5.2 sind die Werte fiir den minimalen Zielfunktionswert,
die Norm der Losung des diskreten Optimierungsproblems, sowie der Abstand zwischen
exakter und per Diskretisierung berechneter optimaler Steuerung beziiglich verschiede-
ner Schrittweiten aufgelistet. Daneben finden wir den Abstand der exakten Steuerung
und der neu definierten Funktion u, sowie in der letzten Spalte den Quotient aus dem
Fehler und dem Quadrat der Schrittweite. An Hand der Konstanz dieses Wertes erhal-
ten wir auch die numerische Bestétigung unserer theoretischen Fehlerabschétzungen.

h Jh(uh)
1/3  2.3399
1/4  2.3607
1/6  2.3767
1/10  2.3835
1/20  2.3858
1/50  2.3866

1/100 2.3867

llezn |2
0.7718
0.8455
0.9133
0.9291
0.9410
0.9450
0.9458

Tabelle 5.1: Daten der diskreten Steuerungsprobleme.

h
1/3
1/4
1/6
1/10
1/20
1/50
1/100

12 — ulleo

0.6696
0.5485
0.3062
0.1709
0.1348
0.0843
0.0840

| — @l
0.0904
0.0567
0.0269
0.0082
0.0021

3.125 -10~*
5.591 -107°

"ﬂ' - ﬂ'"oo
0.2531
0.1556
0.0694
0.0249
0.0062

9.818 -1074
2.415 1074

12 — dif|oo /h
2.7800
2.4900
2.5000
2.4862
2.4826
2.4545
2.4148

Tabelle 5.2: Fehler der diskreten optimalen Steuerungen bei verschiedenen Schrittweiten.

Zur Verdeutlichung des Inhalts von Tabelle 5.2 seien fiir beide Fehlermafle der
Verlauf des Fehlers in Abhéngigkeit von der Schrittweite in den Abbildungen 5.1 und
5.2 dargestellt. Wir erkennen in beiden Féllen die quadratische Abnahme des Fehlers
bei sich verringernder Schrittweite.
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0.09 -

0.07r

0.05-

Fehler in L,~Norm

Abblldung 5.1: Lo-Fehler fiir das Differenzenverfahren
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0.05-
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Abblldung 5.2: Loo-Fehler fiir das Differenzenverfahren
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5.7 Veradnderte Diskretisierung

Vergleichen wir die zu Beginn dieses Kapitels untersuchte Methode der Finiten Differen-
zen mit den Finiten Elementen aus Kapitel 4, so fallt als erster Unterschied die schérfe-
ren Voraussetzung fiir die Konvergenz bei der Losung der Systemgleichung auf. Anstelle
der Beschrianktheit (vgl. Lemma 4.3.2) fordern wir hier die beschrénkte Variation der
Ableitung der rechten Seite (vgl. Satz 5.3.4) um quadratische Konvergenzordnung zu
erhalten. Dieser Umstand stellt - bis auf die komplexen Abschéatzungskonstanten - kei-
ne Hiirde dar, denn die Forderung der beschréankten Variation ist unverzichtbar. Wir
bendtigen sie spéter bei den Betrachtungen zur Approximation der Steuerung. Dennoch
untersuchen wir eine Moglichkeit der Diskretisierung, diese Einschrénkung (vorerst) zu
umgehen. Dazu definieren wir die rechte Seite der diskreten Systemgleichung bzw. des
Differenzenschemas (5.1) iiber einen Integralausdruck. So sei die Systemgleichung (1.4)
diskretisiert durch

5@'+1 - Bz

Zh(t)Ti:<t_ti)T+ﬁi’ i=0,...,N—1
h
—(Bi)ny + ABi = %/i(Tu)(ti +t)dt, i=1,...,N—1 (5.14)
Bo = BN :20n
mit 7u = Bu + e und die adjungierte Gleichung (2.10) durch
ph(t)Tiz(t—ti)%JrQ, i=0,...,N—1
h
—(G)niy + AG = %/j(zh — zg)(t; + 1) dt, i=1,...,N—1 (5.15)
G =CN Zzon-

Die Stabilitdt zeigen wir wieder mit der Energiemethode aus Abschnitt 5.2. Weil A
positiv semi-definit ist, folgt

N—-1
lal2 <> a7 1/
" =1 ' h -

Mit (3.5) folgt dann fiir 2z, # 0

h
2

(Tu)(t; +1) dt) < [lznllool| Z7ully-

[

2lloe < TN Tully < T2(|Tulls < T Tl (5.16)

Im Fall z, = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. Damit sichern wir die Eindeu-
tigkeit der Losungen von (5.14) bzw. (5.15) und somit auch die Darstellung durch die
linearen beschrankten Operatoren

zn(u) = Sp(Bu+e),  pu(u) = S5(Sn(Bu+e) — zq).



120 KAPITEL 5. DIFFERENZENVERFAHREN

Durch die verdnderte Diskretisierung gilt im Gegensatz zum obigen Differenzenver-
fahren im Allgemeinen nicht zj,(u) = z,(Pyu). Das bedeutet, wir benotigen ein analoges
Resultat zu Lemma 4.5.10. Dazu nutzen wir die erste Ungleichung der eben hergelei-
teten Stabilitdtsungleichung und schlieflen

(3.13) ]
l20(a) = 2n(P1d) oo < T Bl @ — Prally < TIB|Vouh®.

Bei der Untersuchung der Konvergenz verwenden wir im Unterschied zur obigen Vor-
gehensweise die Abschétzung

h
18 B .
Wi = Az = [ Ast+ )@t < AN sy i= L N =1,

SIS

So erhalten wir auf Grund der Vereinfachung schon bei der Definition von %} die
Abschétzungen (vgl. Satz 5.3.4)

1Pr2(w) = 2n (@)oo < e5.0 | Tull1,00 1*
1P1p(w) = pu(u) oo < s (1T ullioo + [l2dll1.00) B (5.17)
lp(w) = pa(u)lloe < 265 g max{ear, cs.o} ([T ull1oo + [|2all1,00) B (5.18)

Die Voraussetzung u € BV'[0,T,R™] brauchen wir an dieser Stelle (noch) nicht.
Betrachten wir eine stiickweise lineare Approximation der Steuerung, also u;, €

V[0, T,R™], so erhalten wir auf Grund der Linearitdt von w; auf den Teilintervallen
mit uy(t;) = o fir i =0,..., N

|

2 h
/ uh(ti + t) dt = g(Oél + 3&0)
0% .
/ uh(ti—kt)dt:g(ai+1+6ai—|—ai_1), 221,,N—1
_h
0 h
/huh(t,- + t) dt = g(?)OéN + OéNfl)
2

Mit Kenntnis dieser Darstellung bilden wir auf dem Raum V[0, T, R"] das Skalarpro-
dukt

T
Uh(to) i 1 6 1 wh(to)
(U, i) pr = : 3 : Yop, wy, € V35[0, T, R"]

Uh(‘tN) 1 6 1 wh(.tN)
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und definieren die Norm || - ||as = v/ (-, -)a. Jetzt stellen wir ein diskretes Steuerungs-
problem auf, ndmlich

1 v “
(StP); min o {|5p T up — zallh + §||uh||§w, up € U,

mit U = V,[0, T, R™|NU. Zur Begriindung fiir die Wahl der Norm || - ||y betrachten
wir die diskreten Operatoren S, und S;. Sie sind auf dem Raum V}, ([0, T, R"] beztiglich
des Skalarprodukts (-, )y, adjungiert, denn es gilt

<Zh(?1h),wh>M = <Uh, Zh(wh)>M-

Das sehen wir leicht ein, denn die rechte Seite von (5.14) ist fiir stiickweise lineare
Funktionen darstellbar als Multiplikation des dquivalenten Vektors mit der Matrix M.
Die notwendige Optimalititsbedingung fiir die Losung uy, von (StP)M lautet (wieder
mit Alt [2] (2005), Satz 4.2.2) wie folgt

(B pn(up) + v, G —upyyr =0 VG, € U,

Nun bereiten wir unsere Hauptergebnisse vor und untersuchen Skalarprodukte zwei-
er Funktionen w, und p, aus dem V4]0, 7,R"] und deren Darstellung mit Hilfe der
dquivalenten Vektoren o und (. Es ist

(un, pryy = ' MC.

Erinnern wir an die Matrix £ aus Satz 4.5.11 mit

47
h 81
(un, pr)n = ' HC = OéTg ¢
81
47
so folgt
—1 I
I -2 I
(un, Pr) s — (Un, Pr)n = aTg ¢
I -2 I
I —1I
h? h?

§<a7 Chion < = llunllnll(on)nglla-

Diese Vorarbeiten werden wir beim Beweis des folgenden Satz bendttigen.
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Satz 5.7.1. Seien @ die Liosung von (StP) mit u € BV[0,T,R™] und u;, € V3[0,T,R"]
die Lisung des diskreten Steuerungsproblems (StP)M. Dann gilt

1. .
lun = Pratlla < 5 (il + Vg @) . (5.19)
Beweis: Wir beginnen analog zu Satz 5.5.1 mit den Optimalitdtsbedingungen des
kontinuierlichen Problems (StP). Dort setzen wir zunéchst u = wy(t;) fir ¢ =0,..., N

und auf Grund ihrer punktweisen Giiltigkeit (vgl. Lemma 2.4.3) folgern wir fiir die
Stiitzstellen ¢; und ¢ =0,..., N

(B™p(t:) + via(t:)) " (un(ts) — a(t:)) > 0.

Multiplizieren wir nun die Ungleichungen fiir ¢ = 0 und ¢ = N mit dem Faktor % und
addieren iiber alle Indizes, so erhalten wir unter Beachtung von u(t;) = (Pyu)(¢;) fur
i=0,...,N
0 < (B"p+vi,up — )y = (B"p+ vit, up — Piii)y
h2
= <BT]3—|— vu, up — P1ﬂ>M — §<(BT]3 — Vﬂ)hﬁ, Up — P1ﬁ>h.

Greifen wir an dieser Stelle die Optimalitéitsbedingung fiir das Problem (StP)} mit
(p = Pyu auf
<BTph(uh) + Vup, Plfb — uh>M Z O

Addieren wir die beiden Ungleichungen, so folgt

h2
v|up — Pral|pm < (Pip — pr(un), B(up, — Pra))a + §<(BTZ7 — VU)hp, Prt — up)p.

Der zweite Summand ist nach Lemma 3.2.9 nach oben beschrédnkt, denn es gilt
W ((B'p — vi)ns, Pra — up)n < |lun — Prallal[(BTP — va)ng I b
< 2w, — Pl (IBII@) 2 b2 + v(VE i + illoe) B

Das vordere Skalarprodukt auf der rechten Seite spalten wir auf

(Prp — pn(up), Blup — Prw))y = (pr(Pra) — pr(un), B(un — Pia))
+ (pn(@) — pr(Pr), B(up — P1ti))m
+ (P1p — pu(), B(up, — P1ti))

und schétzen die entstandenen Terme getrennt voneinander ab.
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Fiir den letzten Summanden erinnern wir an die Darstellung der Lésung des Dif-
ferenzenschemas (5.14) mit Hilfe der Operatoren S, und S;. Diese sind beziiglich des
M-Skalarprodukts adjungiert und somit folgt

(pr(Pra) — pa(un), B(up — Pitt))p = (SpShB(Prii — up), Bup — Pya))
= <ShB(P1ﬂ — uh),ShB(uh — Pﬂj))M
= —||SyB(Pya — up)l|j3; < 0.

Somit fahren wir mit den anderen Summanden fort

(pn(u) — pr(Pru), Blup, — Pra))y < lpn(@) — pr(Pra)| s || Bl| [Jun — Pra|a
VT ||pn(@) — pr(Prtt) ||o|| B [lun — Prl|as

IA

(5.16)
< TT|la— Pl Bl lun — Pras
(3.13) .
< T3T|B|| VL ||lup, — Pyii]| 3 h2.
AuBerdem gilt

(P1p — pu(u), B(up — Prt))
< [P — pu(@) ||| Bl |un — P as
VT||Pip — pr(@)||o|| Bl |Jun — Prt]|as

A\

(5.17)
< VT|Bl & 4e50 (1 Tulloo + |2all1.00) 22 lun — Prail|ar-

Damit folgt

vllun = Prally, < (T?’ﬁIIBH Vi h? + VT||Bl| g5 (| Tl o0 + l2all10) B

B, ... Yl i) h3 l
+ ! 1 H'”p(u)Hz K+ Z(HUHOO + Vi) h2> lun = P

In dieser Ungleichung diirfen wir durch ||up — Py dividieren, da im Fall u, = Pyu
nichts zu zeigen wére. Demnach gilt fiir hinreichend kleine Schrittweite

1 . .
lun — Praallar < 5 (llloc + V@) b2,

Die Eigenwerte der Matrix M liegen nach dem Satz von Gerschgorin (siche Anhang,
Satz A.3.3) im Intervall [%, h], daher folgt mit Lemma 3.2.1

lun — Praf|s < [Jup, — Prafln < 2|lun — Prafp
und somit die Aussage. O

Auch bei dieser Diskretisierungsmethode zeigten wir zundchst die diskrete Konver-
genz der beiden Losungen von (StP) und (StP),. Davon ausgehend leiten wir sofort
eine Abschétzung fiir den Abstand iiber dem gesamten Intervall her.
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Satz 5.7.2. Seien u die Lisung von (StP) mit u € BV[0,T,R™] und u;, € V4[0,T,R™]
die Lisung des diskreten Steuerungsproblems (StP)M. Dann gilt fiir hinreichend kleine
Schrittweite

3
2 .

17— unll2 < (ftlloe + Vo i)

Beweis: Wir verwenden die Dreiecks-Ungleichung, das eben hergeleitete Resultat
sowie Ungleichung (3.13) und erhalten direkt die Aussage. O

Als letzten Schritt priifen wir die Moglichkeit einer Verbesserung der Approximation
durch Definition und Verwendung der Funktion @ = H[ayb](—%BTph(uh)), wie bereits
in den obigen Fillen erreicht.

Satz 5.7.3. Seien u die Lisung von (StP) mit u € BV[0,T,R™] und u;, € V3[0,T,R™]
die Losung des diskreten Problems (StP)}'. Dann gilt fir @ = I, ) (— B pn(us)) und
hinreichend kleine Schrittweite die Abschdtzung

_ ~ 4 \/T K - 3
2 —tlloo < T2 1Bl ([[allc + Vo) 22

Beweis: Es ist

(5.18)
19— pu(@) | < 2656 max{car, cso} (| TUll1,00 + [|2all1,00) B>

Dariiber hinaus gilt

(5.16) )
(@) — pr(Pa)|lo < T°|B| || — Py < T°| B Vo uh®.
Weiterhin wissen wir fiir hinreichend kleine Schrittweite die Abschéitzung

(5.19) \/T
Ipn(Prit) = pu(un)lloo < TVT||Pri — upllz < T

3
2

(lalloo + Vo i) 2.

Damit folgt unter Verwendung der Dreiecks-Ungleichung und der Lipschitz-Stetigkeit
des Operators IIj, ) fiir hinreichend kleine Schrittweite

VT

— ~ 1 — T - KN
= lloe < —IBI 5 = puw)lloo < TB (il + VEi) B2,

Numerische Durchfiihrung

Wieder benutzen wir die Darstellung der Funktionen u; und z, durch die dquivalenten
Vektoren o = (af,...,al)T € RVFU? it a; = w,(t;) und B = (8],...,8% )7 €
RV mit 3; = z,(t;). Wir erinnern an das Differenzenschema (5.14) und stellen
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[V

=
—

das Gleichungssystem als Matrizengleichung dar. Es ist mit e; = e(t; + t)dt fir

i=1,...,N—1

SIS

21 —1I 5
) -1 2I -1 A (o
e + .. :
-1 2I -1 A On_2
i -1 27 1 \Bnar
N1
Qg
] I 6l I B aq e1
=3 ' RPN .. : + :
I 61 1 B Qan_1 eN-1
c . an

Auf Grund der Randwertvorgaben lassen wir 3, und (G sowohl in der Systemgleichung

als auch bei der Zielfunktion auBen vor und erhalten mit e, = (e],...,eN ;)7 eine
andere Formulierung der diskreten Systemgleichung, ndmlich
B =NCa+ ep).

Mit Hilfe dieser vektoriellen Darstellung leiten wir nun aus der Problemstellung
(StP)M eine andere Formulierung her. Dazu berechnen wir die Terme in der Zielfunk-
tion getrennt und definieren D = (z4(t,)7, ..., 24(ty_1)")T. Dann folgt

120 (un) — zalls
= BTMB —28"MD + ||z4|/3,
= (Ca + ;) "NMMN(Ca + ep) — 2(Ca + e) "NMM D + ||24]3,
= aT(NE)" MNCa + 2(CTNMMNe;, — CTNMD)
+ (MMNey, — 20M D) ey, + || 24][3,.
Der Term %|juy |3, wandelt sich zu ¥a” Ma. Die Eintréige von a gehen also quadratisch

in J, ein und sowohl f als auch ¢ werden nicht verdndert. So erhalten wir fiir die
Zielfunktion folgenden Ausdruck

Jn(a) = %aT <(‘JI€)TM‘XI€ + I/M) a

N J/

—H,
1 T
-%@mem%—wﬁmea+{§MMmaf4mWD en+ 512l -

(. >
~~

f ~~
C

J
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Die Hesse-Matrix H, ist offensichtlich symmetrisch und dariiber hinaus positiv definit,
denn der zweite Summand ist positiv definit und der erste Summand positiv semi-
definit. Damit besitzt das diskrete Problem wegen v > 0 eine eindeutig bestimmte
Losung.

Beispielproblem

Auch hier untersuchen wir die theoretischen Ergebnisse an einem numerischen Beispiel.
Dazu erinnern wir an das Ausgangsproblem (StP) und dessen hier betrachtete Diskre-
tisierung (StP)#’. Die Parameter setzen wir wieder auf n =1, A = B =1, v = 0.1,
T=1,d=2a=—00,b=25+2-1)~ 1.0355 und e(t) = —2+t>—t —min{ - b}
(vgl. Hinze [14] (2005)). Die optimale Steuerung fiir unsere Problemstellung ist gleich
der Funktion u(t) = min{—ﬁT_t, b}. Es ergibt sich der optimale Zustand z(u)(t) = t —t*
und der optimale adjungierte Zustand ist in diesem Beispiel identisch zu z(u). Beide
Aussagen priifen wir leicht durch Einsetzen in die jeweilige Gleichung nach. Die Schnitt-
punkte von « und der oberen Schranke b sind an irrationalen Stellen, daher werden sie
wegen N € N niemals zu Stiitzstellen.

In den Tabellen 5.3 und 5.4 sind die Werte fiir den minimalen Zielfunktionswert,
die Norm der Losung des diskreten Optimierungsproblems, sowie der Abstand zwischen
exakter und der diskreten optimalen Steuerung beziiglich verschiedener Schrittweiten
aufgelistet. Daneben finden wir den Abstand der exakten Steuerung und der neu de-
finierten Funktion @, sowie in der letzten Spalte den Quotient des Fehlers und dem
Quadrat der Schrittweite. An Hand der Konstanz dieses Wertes erhalten wir auch die
numerische Bestitigung unserer theoretischen Fehlerabschétzungen.

h Jn(un)  luall2
1/3  2.5351 0.9281
1/4  2.4862 0.8941
1/6  2.4420 0.9169
1/10 2.4138 0.9606
1/20  2.4004 0.9566
1/50  2.3964 0.9543

1/100 2.3957 0.9541

Tabelle 5.3: Daten der diskreten Steuerungsprobleme.

Zur Verdeutlichung des Inhalts von Tabelle 5.4 seien fiir ||t —up||o und ||z —1|« der
Verlauf des Fehlers in Abhéngigkeit von der Schrittweite in den Abbildungen 5.3 und
5.4 dargestellt. Wir erkennen in beiden Fillen die quadratische Abnahme des Fehlers
bei sich verringernder Schrittweite, d.h. numerisch erhalten wir eine um die Ordnung
% hohere Konvergenzgeschwindigkeit als bei den theoretischen Untersuchungen.
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h lli-ulleo lE—dllz  [E-dlo |- dle/h®
/3 0.5579 0.0757 0.2122 1.9102
1/4 03073 0.0465 0.1240 1.9847
1/6  0.0530 0.0218 0.0567 2.0401
1/10  0.1355 0.0069 0.0218 2.1843
1/20  0.0683 0.0018 0.0058 2.3379
1/50  0.0279  2.925-107* 9.719-107%  2.4298

1/100 00140  7.331-107° 2.465-107%  2.4652

Tabelle 5.4: Fehler der diskreten optimalen Steuerungen bei verschiedenen Schrittweiten.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Nach der theoretischen Untersuchung des Steuerungsproblems (StP), sowie der Dis-
kretisierung durch zwei verschiedene Methoden fassen wir abschlieBend die erreichten
Ergebnisse zusammen. Die theoretischen Aussagen zur Stabilitdt und Konvergenz im
Ausgangsproblem und bei den Diskretisierungen lassen wir an dieser Stelle auflien vor
und beschrénken uns auf die Resultate beziiglich der Konvergenzgeschwindigkeit. In
Tabelle 6.1 sind die Voraussetzungen an die optimale Steuerung fiir die Konvergenz-
ordnung 2 bzw. 3 aufgefiihrt. Dabei seien zunichst die Hilfsresultate auf dem Weg zur

2
Abschiitzung der Fehler || — up||2 bzw. ||t — @|o Wiedergegeben.

Resultat FEM con FEM lin Diff alt. Diff
S*S — S5;Sh 2|00 < 00 | ||E]loo < 00 | ViU < 00 | ||t]]1,00 < o0
pn() —pr(Pyu) | VIu < oo | Vi< oo 0 VIu < oo

Tabelle 6.1: Zusammenfassung der Voraussetzungen fiir die Konvergenz der Hilfsresultate.

Nun widmen wir uns der Approximation der optimalen Steuerung «. In den Tabel-
len 6.2 und 6.3 sind die Ergebnisse mit den jeweiligen Voraussetzungen fiir die beiden
Diskretisierungsmethoden getrennt zusammengefasst. Fs wird deutlich, welchen Stel-
lenwert die Voraussetzung der beschriankten Variation an die optimale Steuerung be-
sitzt. Bei der ndherungsweisen Losung der Systemgleichung kann sie unter Umstédnden
aufen vor gelassen werden, bei der Betrachtung von diskreten Steuerungen ist sie al-
lerdings unverzichtbar.

Resultat | FEM konstant FEM linear
|2 —unll2 | ||u]lc <00 | h

U — Ull2 U < 00 U < 00 2
|z —lly | V& | VT h
|t — |l | Vit < oo | h?

menten.
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Tabelle 6.2: Zusammenfassung der Voraussetzungen fiir die Hauptergebnisse bei den Finite Ele-
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Resultat | Differenzenverf. | Alternatives Diff.
||ﬂ—uh||h Vgﬂ< o0 h?
|la—alls | Viu<oo| h?* |Viu<oo| h

| — | | V@i < oo | B2

e

Tabelle 6.3: Zusammenfassung der Voraussetzungen fiir die Hauptergebnisse bei den Finiten Dif-
ferenzen.

Bei den vorgestellten Methoden war es moglich die Konvergenzgeschwindigkeit fiir
den Abstand von exakter und diskreter Losung zu bestimmen. Dariiber hinaus erhiel-
ten wir durch Definition einer neuen, fiir das Ausgangsproblem zuléssigen Steuerung
einerseits punktweise Abschitzungen und andererseits unter Umsténden eine Erhohung
der Konvergenzordnung. Bei den Finiten Elementen fillt der Verlust der quadratischen
Konvergenzordnung mit Erhéhung der Approximationsgiite von stiickweise konstant zu
stiickweise linear auf. Ebenso ist das Differenzenverfahren aus Abschnitt 5.2 mit der
Approximation der rechten Seite in der Systemgleichung durch die konkreten Werte an
den Stiitzstellen seiner Alternative aus Abschnitt 5.7 mit Verwendung eines Integral-
mittels iiberlegen. Die Erkenntnisse iiber den Zusammenhang zwischen Diskretisierung
der Systemgleichung, dem Aufstellen des diskreten Steuerungsproblems und die Kon-
vergenzordnung fiir die Steuerungen, die wir aus den Diskretisierungsmethoden ableiten
konnten, verwenden wir nun fiir allgemeine Konvergenzresultate. Die konkrete Art und
Weise der Diskretisierung ujnd ihre Eigenschaften behandeln wir dabei nicht.

Ausgangspunkt ist die Systemgleichung (1.4) in der Form
Lz =0(Tu),

mit dem auf WQ{O[O, T, R™ linearen, symmetrischen und elliptischen Differentialopera-
tor Lz = —Z 4+ Az und einem linearen stetigen Funktional ¢ € L,[0,T,R"™]. Neben
einer eindeutig bestimmten Losung z erhalten wir zusammen mit einer Diskretisie-
rungsvorschrift auch eine diskrete Losung. Dabei ist zu beachten, dass wir auf beiden
Seiten durchaus verschiedene Diskretisierungsmethoden anwenden kénnen. Setzen wir
eine stabile Diskretisierung voraus, so erhalten wir eine eindeutig bestimmte diskrete
Losung z;, im endlich-dimensionalen Raum V}, die wir mit dem Vektor 3 identifizieren.
Die Zuordnungen u — z und u — zj, driicken wir daher mit Hilfe der Operatoren S o7
und Sp, o 7 aus, wobei 7u = Bu + e ist. Neben der Diskretisierung der Systemglei-
chung legen wir eine Approximation der rechten Seite y fest, die Funktionen mogen
aus dem endlich dimensionalem Raum Uj, stammen und wir charakterisieren sie durch
den Vektor ¢. Dann ist Sh’Uh ein finiter Operator und wir erhalten durch Anwendung
der Diskretisierungsvorschriften eine endliches Gleichungssystem

3 = M.

An dieser Stelle ist eine Fallunterscheidung notwendig, denn die Matrix € héingt wie
schon bemerkt von der Diskretisierung der rechten Seite ab. Aus der Definition der
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Diskretisierung der rechten Seite gewinnen wir ein Skalarprodukt, welches wir durch
eine symmetrische und positiv definite Matrix ausdriicken kénnen. Wir bezeichnen diese
Matrix dann ebenfalls mit €. Definieren wir nun das Skalarprodukt und die zugehérige
Norm

<'7 '>C = <Q:7 > = <'7 Q:>7 || ’ ||C = <'7 '>C'
Setzen wir fiir die Diskretisierung die Erhaltung der Symmetrieeigenschaft von L vor-
aus, so ist die Matrix 91 symmetrisch. Daraus folgt die Selbstadjungiertheit bzw. Sym-
metrie der Abbildung S, mit St = 3 beziiglich des Skalarprodukts (-, -)c. Genauer
gilt
<¢1752>C = <Q:77Z)17m€¢2> - <(m€,¢)1)7 €¢2> = </8171/)2>C‘
Daher folgt S, = S, wobei S; der diskrete adjungierte Operator, also Diskretisierung

der adjungierten Gleichung (2.10) ist. Ferner erhalten wir eine Diskretisierung des
Problems (StP) durch

: 1 v a a
(StP)S mméHSh(Buh +e) — zg|2 + §HuhH%, u, € Ut = U, N U
Up,

Wegen der Adjungiertheit von S; und S; erhalten wir als notwendige Optimalitétsbe-
dingung fiir die Lésung uy, € U

<BTSZ(S}LTU}L — Zd> + VUp, éh — uh>c Z 0 th € U;fd. (61)

Bei einer anderen Wahl der Norm im diskreten Problem (StP)$ wiire eine Ausnutzung
dieser Beziehung zwischen den diskreten Operatoren und die damit verbundene Auf-
stellung der Optimalitéitsbedingungen in dieser Form nicht moglich. Daher besteht ein
wichtiger Zusammenhang zwischen der Diskretisierung der Systemgleichung und dem
daraus resultierenden diskreten Steuerungsproblem.

Beispiel: Bei den Finiten Elementen mit stiickweise konstante Approximation der
Steuerung ist € die Einheitsmatrix und im Fall stiickweise linearer Approximation be-

sitzt die Matrix € eine symmetrische tridiagonale Struktur mit den Vektoren %(1, ..., 1)
auf der Nebendiagonale und %(2,4, ...,4,2) auf der Hauptdiagonale. Wir verwenden
in beiden Féllen die Norm || - || zur Definition des diskreten Steuerungsproblems.

Fiir die Methode der Finiten Differenzen ergibt sich wieder € = I(y1), und bei der
Betrachtung des alternativen Differenzenverfahrens definiert sich € als Tridiagonalma-
trix durch die Vektoren %(1, ..., 1) auf den Nebendiagonalen und %(3, 6,...,6,3) auf
der Hauptdiagonale. O

Fiir die Untersuchung der Steuerungen beginnen wir mit dem Abstand zwischen der
Interpolation der exakten Losung im Raum U, und der diskreten Losung uy,. Wie in
Lemma 2.4.3 gezeigt, gilt die Optimalitétsbedingung fiir das kontinuierliche Problem
auch punktweise, d.h.

(BTp(t) +va(t)) (u—a(t)) >0 Vte[0,T),VueU
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mit U = {u € R™ : a < u < b}. Wir betrachten diese Ungleichung mit v = w,(¢;) an
allen Stellen ¢;, an denen % mit ihrer Interpolation Dyt € Uj, iibereinstimmt. Ferner
versehen wir jede Ungleichung mit einem Faktor und addieren iiber alle Punkte. Daraus
folgt

(BT¢ +va)'D(a —a) >0,

mit einer Diagonalmatrix D und den Vektoren ¢, @ und «, die die jeweiligen Funk-
tionen darstellen durch (; = p(¢;) fiir alle Indizes j sowie & und « analog. Aus der
Optimalitatsbedingung fiir das diskrete Problem (6.1) erhalten wir mit &, = D,u die
Ungleichung

(BT¢+va)Te(a—a) > 0.

Addieren wir beide, so folgt
ve—alg < (B'(¢-¢))'€la~a) = (BT +va) (D - ¢)(a—a).

Wir betrachten nun wieder die dahinter stehenden Funktionen und spalten den ersten
Summanden auf

v|jup, — Dpul|g < ((8*S — S;:Sh) B, B(uy, — Dyii))e
+ (S;SpB(u — Dyu), B(up, — Dpt))c
+ (S5;SpB(Dpu — up), B(up, — Dpi))c
— (B¢ +va)T(D - €), ¢ (a - a))e.

Der dritte Term nimmt im weiteren Verlauf eine Sonderrolle ein. Wir nutzen die Ad-
jungiertheit der diskreten Operatoren beziiglich des Skalarprodukts aus und schlielen

<S;;ShB(Dhﬂ - uh), B(Uh - Dhﬂ»c == <ShB(Dhﬂ - uh), ShB(Uh - Dhﬂ»c S 0.
Dann folgt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Division durch |u, — Dyul|c

vlfun = Dytllc < |[BI|[(S"S = S,8) Bullc
+|1BI 1858k B(@ — Dyi) e + 1€ [ [(BT¢ + va) (D — €)].

Somit erhalten wir mit der Konvergenzordnung P, d.h. |[(§*S — S;Sp)y|| < chf*, und
mit ||z — Dyiil|c < ch?® die Abschitzung

vllup = Dytille < eh™ +[|S; Sl 27 + € [(BT¢ + va) (D — €)].
Fiir den Gesamtfehler bei der Diskretisierung folgt dann
1% — unllc < ||@ — Dpillc + || Dpti — up||c < ch?+ch® + ||| (BT¢ +va)" (D - ).

Demnach erhalten wir fiir jede auf Uy, zu || - ||c &quivalenten Norm mit von h unabhén-
gigen Abschétzungskonstanten die Fehlerschranke

@ — up|| < chf 4+ ch™ +c|(BT¢ +va)" (D — ¢)|.
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In Abhéngigkeit von der konkreten Gestalt der Matrix D — € ist es moglich, den letzten
Summanden in Abhéngigkeit der Schrittweite abzuschétzen, also bleibt

Ha _ uhH S Chmin{Pi,Pk,PD,c}'

Beispiel: Bei den Finiten Elementen mit stiickweise konstanter Approximation gilt
|t — Dpulls = ||u — Pytllz < ch und € bekanntlich die Einheitsmatrix, daher folgt

|t — upll2 < ch.

Erhohen wir auf stiickweise lineare Approximation, so gilt ||i—Dyiil|s < ¢ h2. Weiterhin
ist € keine Diagonalmatrix, so dass der letzte Summand nicht verschwindet. Allerdings
ist es moglich

C+va — <c 3
(BTC+va)'(D—¢)| <ch
zun zeigen. Insgesamt ergibt sich somit
1@ — up||s < che.
Bei den Finiten Differenzen ergibt sich auf die gleiche Weise wie eben
1T — ups < ch?.

Bei der alternativen Vorgehensweise ist € wiederum keine Diagonalmatrix. Allerdings
gelingt wie eben die Herleitung der Abschétzung

(BT +va)T(D - €)| < ch?
und somit ebenfalls Konvergenz der Ordnung % %

Wie im Verlauf der bisherigen Zusammenfassung deutlich wurde, erreichen wir die
Konvergenzordnung % im quadratischen Mittel. Fiir punktweise Abschiatzungen und
eine eventuelle Erhohung der Konvergenzordnung ist dieser Zugang nicht geeignet. Um
dennoch Resultate dieser Art abzuleiten, definieren wir zunéchst die fiir das Ausgangs-
problem zuléssige Steuerung

_ 1 .
u = H[%b] (—;BTSh(ShT’LLh — Zd)) .

Betrachten wir nun den Abstand || — 4| in einer beliebigen Norm, so nutzen wir im
ersten Schritt die Lipschitz-Stetigkeit des Projektionsoperators Il aus und erhalten
wegen der Linearitdt der Operatoren

~ B * — * B * — *
|lu—al < QHS (STu— z4) — S5 (ST up — zq)|| = QHS SBu — S§;SpBuy|.
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Den letzten Ausdruck spalten wir wieder auf und verwenden die bisherigen Ergebnisse.
Es ist auf Grund der Konvergenz bei der Losung der Systemgleichung

1(S*S — S;:Sp) Biil|oo < ch'*.
Weiter erhalten wir
1S5 SnB(i@ — Dyi)[loo < 1S5 1| 1Sk BI 27,
sowie als letzten Schritt
1SS B(Dt = un)lloo < (IS5 || |Sull [| B iP5 Fo-et,
Somit ergibt auch insgesamt die Abschéitzung

Ha _ a”oo S Chmin{Pk7Pi7PD_C}.

Beispiel: Als Beispiele betrachten wir wieder die Diskretisierung von (StP) mit Hilfe
der vorgestellten Methoden. Besondere Beachtung erhélt dabei die Tatsache, dass sich
bei der Untersuchung von ||S,(u — Dyu)|| die Konvergenzordnung im Vergleich zum
Abstand ||u — Dju|| erhoht. Wir erhalten in allen betrachteten Féllen P; = 2. Die
Konvergenz bei der Diskretisierung der Systemgleichung ist fiir jede Methode einzeln
herzuleiten. Wir zeigten jeweils P, = 2 in der L.,-Norm, woraus auch alle anderen
Normen folgen. SchliefSlich bleibt die Bestimmung von Pp_¢. In unseren Fillen ist es
moglich die Matrix D so zu wéhlen, dass die Differenz D — € die

annimmt. An dieser Stelle verweisen wir auf Lemma 3.2.9 und halten fiir unsere Be-
trachtungen
(BTC+va)"(D - €)| < ch?
fest. Im Fall der Finiten Elemente mit stiickweise konstante Approximation der Steue-
rung bzw. der Finiten Differenzen ist sogar D — €& = 0, so dass dieser Ausdruck wegfallt.
Damit folgt
@ — i]|oo < ch?.

Approximieren wir bei den Finiten Elementen die Steuerung stiickweise linear, oder
verdandern wir die Methode der Finiten Differenzen in der oben erwdhnten Weise, so
geht diese Struktur verloren und wir erhalten

7 — @]|o < ch?.

Eine Erhohung der Konvergenzgeschwindigkeit ist also nicht in jedem Fall moglich,
allerdings erreichen wir mit Hilfe der Funktion @ auch punktweise Konvergenz der
Ordnung g O



Kapitel 7

Anwendung

7.1 Problemstellung

Zum Abschluss spannen wir den Bogen zuriick zum Ausgangsbespiel in Abschnitt 1.1.
Das dort vorgestellte Problem der stationdren Warmeverteilung in einem Stab der
Lange T 16sen wir nun numerisch. Das Ziel ist eine Energie optimale Auftheizung ei-
nes Stabes, unter Beriicksichtigung eines zusétzlichen Warmeaustrags und konstanter
Temperatur an beiden Enden. Zur Vereinfachung, aber ohne Einschrankung der All-
gemeinheit, wihlen wir 7' = 1. Die gewiinschte Temperaturverteilung ist eine symme-
trische Kurve in der Form einer Glocke und den &ufleren Einfluss modellieren wir mit
Hilfe der Sinus-Funktion

calt) = (B 1), () = —i sin(rt).

Eine graphische Darstellung der beiden Funktionen gaben wir bereits in Abschnitt 1.1.
Zusammen dem Operator S, der jeder Steuerung die Losung von

—Z(t) = u(t) + e(t), 2(0)=2(1)=0
zuordnet und der zuldssigen Menge
Ued = {u € L]0, T,R] : —1 < u(t) <1, ¥t e [0, 1]},

stellt sich unser Steuerungsproblem in folgender Form dar

(StP) muin% /0 (Su)(t) — za®)2 + Va2 dt,  we U

7.2 Ergebnisse

Wir gehen bei der Présentation der Ergebnisse in der gleichen Reihenfolge wie im theo-
retischen Teil vor. Zunéchst betrachten wir die Finite Elemente Methode mit stiickweise

134
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konstanter Approximation der Steuerung und der Wahl von 0.05 fiir die Schrittweite.
Abbildung 7.1 zeigt die diskrete Losung uy,, sowie den zugehorigen diskreten Zustand
und den diskreten adjungierten Zustand. In Abbildung 7.2 sind anschlieend die Funk-
tionen —2pj, (uy,) (unterbrochene Linie) und @ = I ) (—1ps(us)) (durchgehende Linie)
eingezeichnet.

151

0.5

-0.5
0

Abblldung 7.1: Die Funktionen uy, zp (up,) sowie py (uy) fiir die Finite Elemente mit stiickweise
konstanter Approximation

251

05

0 L L L L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

t

Abblldung 7.2: Die Funktionen 7%ph(uh) und @ fiir die Finite Elemente mit stiickweise kon-
stanter Approximation

Verbessern wir die Approximation der Steuerung und betrachten die Ergebnisse fiir
0.1 als Schrittweite. Wieder zeigt Abbildung 7.3 zunéchst die diskrete Losung und die
zugehorigen Zusténde. In Abbildung 7.4 sehen wir anschlieBend die im letzten Schritt
entstehenden Funktionen.
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151

—u
— zh(uh)
— Py

Abblldung 7.3: Die Funktionen uy,, zn (up) sowie pp (up) fiir die Finite Elemente mit stiickweise

linearer Approximation

Abblldung 7.4: Die Funktionen — %ph (up) und 4 fiir die Finite Elemente mit stiickweise linearer

Approximation
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Beim Differenzenverfahren erhalten wir schliellich folgende Losungen fiir 0.1 als
Schrittweite. Wie eben enthélt Abbildung 7.5 diem Darstellung der diskreten Losung
sowie der zugehorigen Zusténde. Abbildung 7.6 zeigt im Anschluss die Transformation
des diskreten adjungierten Zustand und deren Projektion auf das zuléssige Intervall.

15

0.5F
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0
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abblldung 7.6: Die Funktionen —%ph (up) und @ fiir die Finiten Differenzen

Zum Abschluss geben wir die Ergebnisse beim alternativen Differenzenverfahren
ebenfalls mit der Schrittweite 0.1 an.
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Abblldung 7.7: Die Funktionen uy, zp(up) sowie pp(up) fiir die Alternative der Finiten Diffe-

renzen

Abblldung 7.8: Die Funktionen f%ph (up) und @ fiir die Alternative der Finiten Differenzen
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Anhang

A.1 Das formale Lagrange-Prinzip

In Abschnitt 2.3 fithrten wir die adjungierte Gleichung zur Systemgleichung per Defi-
nition ein, da der Losungsoperator S selbstadjungiert ist. Fine weitere Moglichkeit die
adjungierte Gleichung herzuleiten, ist der Weg iiber die Lagrange-Funktion. Ausgehend
von diesem Ansatz fillt es uns nicht schwer, das bekannte Pontryagin’sche Mazimum-
Prinzip aufzustellen. Dieses Vorgehen ist auch bei allgemeineren, nicht-linearen Dif-
ferentialoperatoren anwendbar und wird in der anwendungsorientierten Literatur sehr
héufig zitiert (vgl. z.B. Feichtinger/Hartl [12] (1986)), aber auch in theoretischen Ar-
beiten verwendet (vgl. Dontchev, Hager, Veliov [11] (2000)). Aus diesem Grund stellen
wir es an diesem Punkt vor.

Wir verwandeln zunéchst die Zustandsgleichung als Differentialgleichung 2. Ord-

nung in ein System von Gleichungen 1. Ordnung. Dazu seien 21, z, € W3[0, T, R"] mit
Z + Az = y und 2y = —2;. So ergibt sich mit 2 = (2], 2 )" € W3[0, T, R*"]:

iy (0 A) o (v i+ Az=9
I 0 0

22(0) == ZQ(T) =0.

und

Da das eine dquivalente Schreibweise zur Systemgleichung (1.4) ist, wissen wir schon um
die eindeutige Losbarkeit. Daraus folgern wir ein anderes zu minimierendes Funktional,
némlich

o v
min J(Z,u) = 5”22(’“) — 243 + 5”“”%

Zu

Fiir die Herleitung der adjungierten Gleichung definieren wir zunéchst die Rdume
X = W,[0,T,R*"] x Ly[0, T, R™], Y = Ly[0, T,R*"] x R" x R"
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sowie mit einem p* € Y’ die Lagrange-Funktion £ : X x Y’ — R durch
L(Z,u,p*) = j(é, u) + p* 22(0)

Die Bezeichnung Y fiir den Dualraum von Y fithrten wir bereits in Abschnitt 1.2 ein.
Da Y ein Hilbert-Raum ist, besitzt jedes Funktional auf Y eine Darstellung als Skalar-
produkt mit einem eindeutig identifizierten Element aus Y, also gilt mit (p, u,x) € Y

T
p (v, w,q) =/ p)To(t)dt +pw+kTg  V(v,w,q) €Y.
0

Demnach ist
L(2,u,p") = J(%,u) + /0 p(t)T(@(t) — A2(t) — 2(1)) dt + p" 22(0) + " 2(T).

Fiir ein beliebiges Element (2°,4°) € X berechnen wir die Fréchet-Ableitung der
Lagrange-Funktion an dieser Stelle. Nach der Regel fiir die Differentation von Ab-
bildungen zwischen Banach-Rdumen ist

El(éov uoup*)<'§7 'LL) = ‘Ci(éoa uoup*)(é) + Eu(207 ’U,O,p*)(l[,)7

wobei L; bzw. L, die partielle Ableitung nach der jeweiligen Komponente bezeichnet.
Die beiden Summanden ergeben sich zu

T
Lo(2%,u",p7)(2) = J:(2°,u°)(2) + / p(t)T(—A2(t) — 2(1)) dt + p"25(0) + £ " 2(T)
0
und
T
L,(2° 60, p*) (u) = J, (2%, u°) (u) +/ p(t)" (Blé(t)> dt.
0
Damit ergibt sich fiir die Fréchet-Ableitung der Lagrange-Funktion der Ausdruck
T
L%, p)(2,u) = / (25(t) = 2a(t)) " 22(t) — p(t)" (AZ(t) + 2(t)) dt
0
+ u'22(0) + K 2o(T)
T
+ 1// u® () Tu(t) + pt)" (B%(t)> dt  V(2,u) € X.
0

Fiir die Optimalitit des Elements (2°,u®) € X beziiglich der Funktion £ ist

LE%u p")(2u) =0  V(3u)€eX
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notwendig. Da die vorherige Gleichung fiir alle (2,u) € X gilt, nehmen wir u(t) = 0
fir fast alle ¢ € [0,7] an und schliefen auf

/0 (23(t) — 2a(t))T2a(t) — p(t)T(AZ(t) + 2(1)) dt + p" 25(0) + K" 2o(T) = 0
vz € W0, T, R*™.

Nun sind die Voraussetzungen des Variationslemmas 2.1.1 erfiillt, denn es gilt

/OT (zg(t) ’ ( t)> 2(t) —pt)TA2(t) —p(M) () dt =0 Vie Wi,[0,T,R™).

Wir folgern daher p € W3[0, T, R*"] und fiir fast alle ¢ € [0, 7]

) 0 AT _ 0 (Y !
= (zS(t) —~ zd(t)> A= (ZS(t) = Zd(t)> (AT 0> o

sowie mit p = (pf,p;)T

—Pp1 = —Po2
—po = 25 — 24 — p{ A.

Damit gelangen wir durch die vorausgesetzte Symmetrie von A zu
—pi(t) + Api(t) = 25(t) — za(t) V't €[0,T).

Die Randbedingungen leiten wir wieder mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung her. Es gilt laut der Optimalitétsbedingung mit speziell u = 0

(
=p(0)'2(0) = p(T)'4(T) V2 e W,[0,T.R™].
Wir beziehen nun die Randbedingungen fiir 2 (bzw. fiir z3) mit ein und erhalten so

0=p1(0)72(0) + pi(T)"2(T)  Vz € W0, T,R".
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Da die Gleichung fiir alle z; € W3[0, T, R"] gilt, ergeben sich die Forderungen p;(0) =
p1(T) = 0,,. Somit erhalten wir als adjungierte Gleichung

—p(t) + Ap(t) = z(t) — 2z4(t) V't € [0,T]

p(0) = p(T) = 0,,. (2.10)

Bemerkung: Mit Hilfe der Hamilton-Funktion H : R™ x R™ x R" x [0,7] — R und

H(2(t),u(t), p(t),t) = f2(t),u(t), t) + p(t) T h(2(1), u(t), 1)

schreiben wir die Lagrange-Funktion in der Form

T
£l p) = [ HE0(0.p(0).0) = plO) 20 dt -+ 17 22(0) + k72T,
0
Somit ergeben sich die Gleichungen
p(t) = HL(3(0), 0, p(t), 1) Wt e [0,

und
J' (u®)(u) = /0 H,(2(u®),u®, p(t), 1) Tu(t) dt <= J'(u°) = H,(2(u°),u°, p).

O

Nach der Herleitung der adjungierten Gleichung mit Hilfe des formalen Lagrange-
Prinzips zitieren wir eines der bekanntesten Resultate bei der Betrachtung von Proble-
men der optimalen Steuerung.

Lemma A.1.1 (Pontryagin’sches Maximum-Prinzip). Gegeben sei das Steue-
rungsproblem

T
Iw = [ FE@0Ou).0dt = Few.u),  ue L0 TR
0
mit den als differenzierbar angenommenen Funktionalen
F:WLI[0,T,R"] x Lyo[0,T,R™] — R, fR*"xR™x[0,7] — R.

Die Abhingigkeit der Funktion z € W3[0, T, R"] von u sei mit einem 2y € R™ und einer
Funktion h : R™ x R™ x [0,T] — R™ gegeben durch

2(t) = h(z(t),u(t),t)  Vtel0,T]

2(0) = zo.
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Die Hamilton-Funktion sei definiert durch

H(=(t),u(t), plt), 1) = F(=(0),u(t). 1) + p() h(=(8), u(t), 1), Vit € [0.7].

Dann existiert fiir die optimale Steuerung i € Loo[0, T, R™] genau ein p € W0, T, R"]|
mit

—p(t)" = L(=(@)(t),a(t), ) + p(t)" ho(=(D) (1), u(t),t) V't €0, T]

p(T) = On
und es gilt
H(=(@)(0), 5(1),p(t), 1) = min H(=()(0),u.p(t).1) ¥t [0,7]
Beweis: Siche Pontryagin et al. [18] (1962). O

A.2 Beweis von Lemma 4.5.4

Beweis: Wir erinnern zunéchst an die Definition der diskreten Operatoren S, und
Sy, d.h zp(u) = Sp(Bu + e) und pp(u) = S;(Sp(Bu + €) — z4). Damit gelten folgende
Umformungen fiir alle u € Ly[0, T, R™], also insbesondere auch fiir u

l20(@) — 2a(Pow) |13 = (2 (@) — 2n(Po), 2 (@) — 2n(Po))
= (S,B(u — Pyu),SpB(u — Pyu
Lemma 4.2.5 = (S5;8,B(u— Pyu), B(u — Pyu

= [ @) = (R ) B n @) (0~ pu(Fo) () .

Das Integral auf der rechten Seite spalten wir in zwei Summanden auf, definiert durch
die Mengen K; und K, aus Voraussetzung (Veon)

Iz (@) — 20 (Pou) 13 = / (pr(@) (1) — pr(Pow) (1)) " B(a(t) — (Pou)(t)) dt

Ky

+/K (pn(@)(t) —ph(Poa)(t))TB(a(t) — (P (1)) dt.

Fiir die Bearbeitung des Integrals iiber die Menge K; bendtigen wir weitere Um-
formungen. Sei v, € V},0[0, T, R"] beliebig gewéhlt. Dann gilt auf Grund der Linearitét
von vy, auf den Intervallen T;, i = 0,..., N — 1, folgendes

/.tHlvh(t)TB(Pou) (t) g /ti+1vh(t)TBu(Si) g /'tilevh(Si)TBu(Si) dt.
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Damit ist es moglich fiir die Funktion (Bu)Tv;, Lemma 3.3.2 anzuwenden, und zwar ist

‘/ TBﬂ (Poﬂ)(t))dt‘ < ]jz_;l‘/titi+1@h(t)TB(u(t)_U(Sz‘)) dt‘

(3.9) 2 — T, |2 ’
< VTR Y (B0 onlfs
=0

2
Wir teilen jedes der Intervalle T} in einen aktiven Teil, dort wo die optimale Steuerung
konstant die Werte a oder b annimmt, und einen inaktiven Teil I; C T}, in dessen
Gebiet 1 = —%BTﬁ gilt. Daher schéitzen wir ab

p" BB onlwz(r,) < p" BB on|wz 1)

NT 2 T, |2
|(BU) Uh’W;(Ti) = |(B’LL) vh‘WQZ(Ii) = v - v

Somit folgt

‘/OT (a(t) — (Pou)(t)) dt‘ <-— (Z p(@) " BB uilfz )> r

\/_
= —||p( )" BB v |22 I

\/_
— BB lscllp(@)ll2llvnllr 2 b

Hierin verwenden wir fiir v, die spezielle Funktion py (@) — pp(FPou) und erhalten

— (Py@)(1)) "B (pa(@)(t) — pu(Pom) (1))

3A

< LB allp@) o allp () — (P2
< cz.aﬁ@upm)r\zguzmm (P

Weiterhin gilt wegen der Optimalitdtsbedingung (2.16)

. 1Bl . - 1Bl
fito < Phis@i < VI @),
Die zweite Abschitzung ist giiltig, denn p(u) besitzt auf Grund des Satzes von Rolle

eine Nullstelle in [0, 7] und wir verfahren wie im Beispiel nach Satz A.3.2. Somit folgt
wegen der Lipschitz-Stetigkeit von u fiir ¢t € T; € K; die Ungleichung

(t) — (Ra)(0)] = [a(t) - ()| < [t — S| < VT [p(a) s 2.
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Daraus resultiert dann unter Beachtung von Voraussetzung (Veon), d.h. |Ks| < K < 00
_ _ T, _
[ @) = (R ®) Bat) - (Ra)(o) d
K>
i+1 3 B 3
<y / Ipn(@)(1) — pr(R) O 1] [a(t) — (Poi) (1)

€Ky
<3 ﬁ@ummumguph(m ~miral [
< VT LB ) @) — (P o
<7 ”B”2Hp< Mazlon @) = pu(Fo) 2 12
L L (@) sl za(a) — (Bl

Zusammenfassend erhalten wir

@) - zn Pl < (1 + VLEE oy @) sl (@) — sn(Ro)

und da wir ||z (2) — z,(Fou)|]2 = 0 ausschliefen kénnen auch

@) — (Bl < (5 + VDI ¢, oo,

was die Aussage des Lemmas gewesen war. 0

A.3 Hilfsresultate

A.3.1 Funktionalanalytische Ergebnisse
Lemma A.3.1 (Holder’sche Ungleichungen).

(1) Die Vektoren & = (&F,...,6NT und n = (nf
R™. Dann gilt fiir 1 < p,q < oo mit 1 :110—1—

< (Z rsm) (Z w) - (A1)
k=1 k=1

(2) Seien x € Lyja,b,R™| und y € Ly[a,b,R™] fir 1 < p,q < oo mit 1= % + é. Dann

ist 2Ty € Li[a, b, R] und es gilt
) 1
(/ ly(t)|? dt) . (A.2)

/ab z(t)Ty(t) dt‘ < (/ab lz(t)|P dt)

—,nI)T seien gegeben mit &,,my, €

W= Q=
~

3 =
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Beweis: Fiir den Fall n = 1 verweisen wir auf Triebel [22] (1972, Kapitel 1). Der
Ubergang zu beliebigem n € N ist offensichtlich. O

Satz A.3.2 (Sobolew’scher Einbettungssatz). Sei 1 < p < oo und k,l € N. Falls
k > l+% gilt, so ist der Einbettungsoperator Ey ,; - Wf[O,T, R"] — C'[0,T,R"], mit
Eypif = f fiir f € WE[0,T,R"], stetig und es gilt fir j =0,...,1 die Ungleichung

127 flloo < crpa I fllwe

mit einer von f unabhdingigen Konstante cgpg > 0.
Das bedeutet, dass in jeder Aquivalenzklasse von W]f [0,T,R"] eine stetige Funktion
enthalten ist.

Beweis: Eine vollstdndige Abhandlung verschiedener Einbettungsmoglichkeiten fin-
den wir in Adams [1] (1975, Kapitel V). O

Beispiel: An dieser Stelle beweisen wir exemplarisch einige Ungleichungen direkt
und bestimmen die Abschétzungskonstanten exakt. Wir wahlen dazu p = 2, k = 1,

= 0 und 2z € W3[0, T,R"]. Dann ist auf Grund der absoluten Stetigkeit von z die
Anwendung des Mittelwertsatzes gerechtfertigt und wir wihlen die Stelle ¢ty € [0, 7' mit
|z(to)| = tg[loir%]]z(t)\. Das Minimum wird auf GRund der Stetigkeit auf dem kompakten

Intervall [0, 7] angenommen. Dann folgt
¢
2(t) = z(to) +/ Z(t) dt
to

und weiter
t 1 T t
(0] < letto)l +| [ 2000t < 7 [ Jzola+ [ Jzola
to T 0 to
1 1 1
< =zlly + 12l < ==]|2|ls + VT2 <\/§max—,ﬁz )
< Sl + 112 < \/TH 2 1Z]2 < {\/T Hizle
Daraus folgt dann abschlieend
1
Z|lso < V2max{—=,VT} ||z||12. A3
B[P {\/TV Hizllie (A.3)

Besitzt z in [0, T'] eine Nullstelle ¢y, so vereinfacht sich die eben durchgefiihrte Schluss-
weise. Es ist dann

I2lloe < VT2]l2 < VT |21 (A4)

Sei nun z € W3[0, T, R"] und die GréBe ||2]|o von Interesse. Da die beiden Rand-
punkte Nullstellen von z sind, existiert nach dem Satz von Rolle mindestens ein ¢y €
[0, 7] mit 2(ty) = 0,,, so dass wir wie eben abschétzen

12lloe < VTN 2lh2 < V|22
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Damit folgt sofort
I2llor = max{]|l|oc, | £lloc} < VT|2]l2s.

O

Satz A.3.3 (Satz von Gerschgorin). Sei A eine reelle symmetrische n x n-Matriz
mit den FEintrigen A;, und 1 < i,k < n. Dann gilt fir die Menge ihrer Eigenwerte

A={\,.. .,
ACU{)\GR: A — Al gZ\Aik]}.
i=1 k=1
kti
Beweis: Dazu verweisen wir auf Stoer/Bulirsch [21] (2000). O

Satz A.3.4 (Charakterisierung der Projektion). Sei U% C U eine abgeschlosse-
ne, konveze Teilmenge des Hilbert-Raumes [U, (-,-)] und uw € U. Dann gilt

|lu—al| = inf ||y — 14| <= (u—a,y—u) <0  Vye U™
yeUad

Beweis: [Werner [24] (2003)]

,<=“ Es ist fiir alle y € U
lu=yl* = llu—a+a—yl|* = lu—al® +2(u—a,a-y)+la—yl|* > [lu-al”
Damit folgt, da y € U% beliebig ist,

u—aul|l = inf ||lu—vyll.
Ju—ill = i Ju—y]

L= Zut > (0,1) setze y; = (1 —t)u+ty mit y € U Dann ist fiir beliebiges y € U
lu—all® < flu =yl = (u— @+ t(@—y),u—a+ta—y))
= [lu —al]* + 2(u — @, t(a —y)) + t*[|a — y|*
Daraus folgt auf Grund 0 <t < 1
_ _ L, _
iy — ) < L~y
und fiir ¢ — 0 erhalten wir
(u—t,y—a)y <0  VyeU™
O

Satz A.3.5 (Fréchet-Riesz). Sei X ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-, -)
und dem Dualraum X'. Dann wird fir jedes feste z € X durch {(x) = (z,x) ein steti-
ges lineares Funktional auf X definiert. Umgekehrt existiert zu jedem stetigen linearen
Funktional £ auf X genau ein Element z € X, so dass ¢(x) = (z,x) fir alle x € X gill.
Dariber hinaus gilt ||¢||x = ||2||x-

Beweis: Wir verweisen wieder auf Werner [24] (2003). O
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A.3.2 Resultate zur Methode der Finiten-Elemente

Lemma A.3.6 (Lax-Milgram-Lemma). Sei V' ein Hilbert-Raum, a(-,-) : VxV — R
eine stetige Bilinearform und ¢ : 'V — R ein stetiges lineares Funktional. Ist a(-,-)
dariber hinaus gleichmdflig elliptisch auf V', d.h. gilt mit einer von den Argumenten
unabhdngigen Konstante ¢ > 0

a(z,z) > |z}, YveV
so besitzt das Variationsproblem
a(z,v) = £(v) YoeV
genau eine Losung z € V.

Beweis: Einen knappen, aber dennoch leicht verstéindlichen Beweis finden wir in
Ciarlet [9] (1978). O

Bemerkung: Im Gegensatz zu Satz 2.2.5 wird hier nicht die Symmetrie der Biline-
arform a(-,-) vorausgesetzt. O

Beispiel: Fiir ein Beispiel setzen wir H = Ly[0, T, R"], V = W;}O[O,T, R™ und V}, =
Vi0[0,T,R"]. Dann besitzt die Gleichung

T
a(z,v) = / yt)To(t)dt Vv e Wy,l0, T, R
0
genau eine Losung z € W0, T, R"] fiir alle y € Ly[0, T, R"]. Die Gleichung

T
a(zp,vp) = / y(t)Top(t)dt Yo, € Vio[0, T, R
0

besitzt ebenfalls eine eindeutige Losung zp, in diesem Fall aus dem Raum V;, ([0, 7', R™].

O

Lemma A.3.7 (Aubin-Nitsche-Lemma). Sei H ein Hilbert-Raum ausgestattet mit
dem Skalarprodukt (-,-) und der zugehdrigen Norm || - ||. Seien weiterhin V und V},
zwei lineare Unterrdume von H, fir die gelte Vi, C V. C H und dimV}, < oco. Der
Raum V' werde mit der Norm || - ||y zum Hilbert-Raum und die Einbettung V — H sei
stetig. Betrachten wir fir eine stetige und auf V' gleichmdflig elliptische Bilinearform
a(-,+) : V. xV — R und eine Funktion uw € H die beiden Variationsgleichungen

a(z,v) = (u,v) YoeV
a(z,vp) = (u,vp) Yo, €V,

mit den eindeutig bestimmiten Lésungen z und zy,.



A.3. HILFSRESULTATE 149

Dann gilt

1
z—zpll <ecllz — 2 su {— inf ||2(g) — v },
| nll <l nllv SUP\ g vhthH (9) — vnllv

wobei z(g) die eindeutig bestimmte Liosung der Gleichung
a(z(g),v) = (g,v) YweEV
zu g € H 1st.

Beweis: Dazu verweisen wir auf Braess [7] (1997, 7.6). O
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