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pL:[A[o¼=@K7myEGFdY_6B� m8F

D�EwXM�M�0q �¡Ydm8KLEGA�=@AhX ;hUW�hEGF���m8Y ;@EG� ¹0UW?8?
n = xp

�¡B@F
x ≥ 1

6>TPUWA@Aº?8myEGK7Y
Dr

�¡B@F
0 ≤ r ≤ n− 2

XdYMEGYMX·m8�
�VUW=@e@YdD@?y:%�rpºZL:[A

FSn
6@³ XdY

r ≤ p− 1
s@XM:�K7m8?8Y�m8AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFME

Dr
∼= D(n−r,1r) s<=@Ah;º�¡B@F r ≤ p− 2

Xdm8Ah;
;>myE tuEGFdYdm8v_EwX�ZL:[A

Dr
A0U[�M� J �[~LhKLEGA0UW=�;>myE

p � �%�<?y:_��K7Fd=@e@e�EGA�ZL:[A Sn
67TVEGFu¹0UW?8?

r = p−1
s
x ≥ p

pL:[A@A%YME
;@:[FdY�A@my�M�%YuDfEG�0UWAh;@EG?8Y��·EGFM;@EGA/679m8Y��\m8?��¡E EGm8AhEwX'�>UWYdv_EwXuUW=hX JS^L@�*EGFM;@EGA���m8F�v_EGm8KLEGA/s7;hU[XMX�¹0:[?8KLEGAh;@EwX�K7m8?8Y��
��� ��� �������������

x > 2 � k ∈ {1, . . . , x− 1} � ��� r = kp− 1 ���������  �����"!��$#%���&��(')�+*,'�� Dr
� �.-0/�1 p �

�32 � - �4� /�1.5 � �.-0/�1 p2 5 ��� �620��- �7 5�� 8'9:�����;�)�<�+=4� -85 �?>@�:"*@'�� Dr A ��� ��� ����� p B�CED�� '�F A -���GHG ���I*@'�� Sn �
TcmyEwXMEGF��>UWYdv Xr�M�@?8myE !7Y�m8AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFME©;@EGAi¹0UW?8?

x 6≡ 1 (mod p)
s
k = 1

EGm8A/6�¹h:[?8K7?8my�r� �0UWY�;hUWA@A�UW=h�M�
Dp−1

∼= D(n−p+1,1p−1) ;>myE p � �%�<?y:_��K7Fd=@e@e�EGAZL:[A Sn
UW?yX�tuEGFdYdm8v_EwX�6

³A��OUWe@m8YMEG?|���*EGFM;@EGA���m8F;>myE#tuEGFdYdm8v_EwX�UW?8?yEGFCm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGA 9�:<;>=@?8A Xd�<����EGYdFdmyXM�r�hEGFgbcFd=@e@e�EGA ;@EGF
Tcm8��EGAhXdmy:[AhEGA

≤ 1000
D�EwXdYdm8����EGA/6h�\myEGFdvw=��*EGFM;@EGA���m8FI;>myEVm8A JS{7zL/ZLEGFd�*EGAh;@EGYMEGA#9�EGYd�h:<;@EGA�ZLEGFrUW?8?8KLE ���EGm8AhEGFdA/sÀ=@� �¡B@FuodEw;@EwX
n ∈ N∗ =@Ah;�o¼Ew;@E�n�Fdm8��v�UW�@? p ;>myE p � FMEGK7=@?lqWFMEGAgn�UWFdYdm8Ydmy:[AhEGA λ ZL:[A n ��m8Y\;@EGF��m8KLEGAhXM�r�0U �±Y

dim(Dλ) ≤ 1000
vw=�DfEwXdYdm8����EGA/64T\myE tuEGFdYdm8v_EwX*;@EGFuEGA4YMXde@FMEw�r�hEGAh;@EGAº9g:<;>=@?8A��*EGFM;@EGA���m8F
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UWAhXM�r�@?8myE !LEGAh;XM:��*:[�@?	Yd�hEw:[FMEGYdmyXr�M�gUW?yX\UW=h�M���m8YI�\m8?���EP;@EwX �·:[��e@=@YMEGFMXID�EGFMEw�M�@AhEGA/6
³�Â;>Fdm8YdYMEGA � EGm8?	;>myEwXMEGF�H\FdDfEGm8Y ��my;>��EGAC��m8F�=@AhX�;@EGF tuEGFdYME�>DfEGFMEw�r�@A4=@A@Kº��m8YdYMEG?yX�;@EwX �·:[��e@=@YMEGFMX_6@TcmyE
bcFd=@Ah;>?lUWKLEVD@m8?y;@EGY�;hUWD�EGmfEGm8A ZL:[A�kQ6 �Àm8����EGFd��UWA@AEGA4Y��my�MpLEG?8YMEGFJ=@Ah;©=@A4YMEGFI9gHJbV9gH m8��e@?yEG��EGA4YdmyEGF �YMEGF�HJ?8KL:[Fdm8Yd�@��=hX vw=@F��·EGFMEw�r�@A4=@A@K�ZL:[AºtuEGFdYdm8v_EwX =@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF

FG � 9g:<;>=@?8A/s%�·:[DfEGm G EGm8AhE\DfEG?8myEGD@m8KLE
EGAh;>?8my�M�hE�bcFd=@e@e�EPXMEGm8A�p[UWA@A/6 LEw;@:%�r�C?lq[XMXdYIXMmy�M�;>myEwXMEGFIH\?8KL:[Fdm8Yd�@�Q=hXJ�¡B@F��MK7FM: !LE���9g:%;>=@?8A � EGY¦�·U�XM:[? ��M�hE©;@EGFQTcm8��EGAhXdmy:[A

≥ 1000 � UW=hX��%e�EGmy�M�hEGFde@?lUWYdvwK7FdB@Ah;@EGAi��EGmyXdYQA@my�M�4Y|��EG�@FQ;>m8FMEGp<Y�UWA4�·EGAh;@EGA/6aTcmyE�VUW=@e@Yde@FM:[D@?yEG��E©XdYMEG?8?yEGA�;hUWDfEGm';hU[X���m8AhXM�r�@FrqWA@pLEGA�ZL:[A
FG � 9�:<;>=@?8A UW=>� � A%YMEGFdK7Fd=@e@efEGA ZL:[A G =@Ah;

;hU[XJUWAhXM�r�@?8myE !LEGAh;@E �fEGFd?yEGKLEGA�;>myEwXMEGFJ��m8AhXM�r�@FrqWA@p%=@A@KLEGAgm8A�=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFME|;>m8FMEGp%YMEQ�%=@����UWAh;@EGA#;hUWF_6
� m8F/�*EGFM;@EGA�;hUW�hEGFa9gEGYd�h:%;@EGA|EGFd?lqW=@YMEGFdA/s��·EG?y�M�hE Xdmy�r�QE ��vwmyEGA4Y�m8��e@?yEG��EGA4YdmyEGFMEGA�?lU[XMXrEGAO=@Ah;QEwXaEGFd���[K7?8m ��M�hEGA/s4;>myEwXME�n�FM:[D@?yEG��E�YMEGm8?8�·EGmyXME�vw=�=@��KLEG�hEGA/64TPUWvw=�KLEG�h�[FMEGA�;>myE�Xr:[KLEGA0UWA@A4YMEI¹ m >e@=@A@p%YdpL:[Ah;@EGAhXrUWYdmy:[A/s
;hU[XPH\DhXde0UW?8YMEGA�=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGFQ;>m8FMEGp<YMEGF��%=@����UWAh;@EGA ��m8YVvw�%p<?8myXM�M�hEGA�tuEGFdYdm8v_EwXQXM:_��myE�EGm8A#tuEGF¼�,UW�@FMEGA/s
;hU[X/m8� �À=hXrUW����EGA@�0UWA@Kc��m8Ya;@EGFa�\:[�h:[��:[?y:[K7myE*EG?yEG��EGA%YrUWFrUWDfEG?yXr�M�hEGF

p � bcFd=@e@e�EGAQXdYMEG�%Y_6 �/EGYdvwYMEGFMEwX ;>myEGA4Y;hUWvw=/s4�¡EwXdYdvw=hXMYMEG?8?yEGA/s4:[D©EGm8AhE\D�EwXdYdm8���QYMEcEG?yEG��EGA4YrUWFrUWD�EG?yXM�M�hE
p � bVFd=@e@efE E ZL:[A

G
m8� tuEGFdYME��EGm8AhEwX'=@A �v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGA

FG � 9g:<;>=@?yX M EGA4Yd�0UW?8YMEGA XrEGm8A��Q=hXMX_6�9�m8YP�Jm8?���E�;>myEwXMEGFP9�EGYd�h:<;@EGA�myXdYPEwXV=@AhXV���[K7?8my�M�/s
UW=h�M��m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEQ9�:<;>=@?8A K7FM: !LEGFIT\m8��EGAhXMmy:[AhEGA���m8YI;@EG� �·:[��e@=@YMEGFJvw=ºD�EG�0UWAh;@EG?8A�=@Ah; D@myX�UW=>�avw�·EGm
H\=hXdA0UW�@��EGA�;>myEPtuEGFdYdm8v_EwXVUW?8?yEGFJm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGA

FSn
m8A;@EGA¹�qW?8?yEGA

p = 2, n ≤ 14
=@Ah;

p = 3, n ≤ 15vw=CD�EGFMEw�M�@AhEGA/6
TcmyEJk\EwXd=@?8YrUWYME\UW?8?yEGF �·:[��e@=@YMEGFdDfEGFMEw�r�@A4=@A@KLEGAC�·EGFM;@EGACUWDhXM�M�@?8myE !LEGAh;ºm8A©�OUWe@Ydm8YMEG? �Pvw=hX UW����EGA@KLE ��U[XMXMY_6

H\A|;>myEwXMEGFu�%YMEG?8?yE*���%�r�4YME my�M�|��my�M��D�EGm>UW?8?yEGA|D�Ew;hUWA@pLEGA/sW;>myE*vw=@� ��A4YMXMYMEG�hEGA�;>myEwXrEGF H\FdDfEGm8Y D�EGm8KLEGYdFrUWKLEGA
�0UWD�EGA/6@TVUWD�EGm�K7m8?8Y���EGm8ACTPUWA@pºUW?8?yEGA�ZL:[FrUWAC��EGm8AhEG� � EGYdFMEG=hEGFIn�FM:W�d6@TcF_6@�*=@Fdp<�0UWFM;��VB@?yXd�0UW����EGF��¡B@F
XMEGm8AhEVbVEw;>=@?y;�=@Ah;©XMEGm8AhE � A4YMEGFMXdYdB@Ydvw=@A@K�;>=@FM�M�ºv�UW�@?8FMEGmy�M�hEc�·EGFdYdZL:[?8?yE\TcmyXdp<=hXMXdmy:[AhEGA©=@Ah;�H\A@FMEGK7=@A@KLEGA/6��m8A�K4UWA@v��hEGFdvw?8my�r�hEGFQTPUWA@pK7m8?8YQUW=�!LEGFM;@EG��nuT�6 TcF_6 7B@FdKLEGA 9B@?8?yEGFQUW=hXPHVU[�M�hEGA/s ;@EGFP��my�r����m8YO;@EGA
9gEGYd�h:%;@EGA;@EGF �·:[��e@=@YMEGFrUW?8KLEGD@FrU�ZLEGFdYdFrUW=@YIKLEG��U[�r�4Yc�0UWY_6
TVEwX � EGm8YMEGFMEGA;hUWA@pLEVmy�M�C;@EGF�TVEG=@YMXM�r�hEGA¹h:[FMXM�r�4=@A@KLXdKLEG��EGm8AhXM�r�0U �±Y �¡TV¹ab �'�¡B@F�;>myEcÁhA0UWA@vwmyEG?8?yE � A%YMEGF �XdYdB@Ydvw=@A@K�� qW�@FMEGAh;C��EGm8AhEGFcn�FM:[��:[Ydmy:[AhXdv_EGm8Y_6
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� m8F��*EGFM;@EGAvw=��·EGK7m8A@A�;>myEV�±B@FI;>myEwXrEPHJFdD�EGm8YI�*EwXrEGA4Yd?8my�M�hEGA#;hUWFMXdYMEG?8?8=@A@KLXdYd�hEw:[FMEGYdmyXr�M�hEGA�HJ=hXrXrUWKLEGA�vw= �XrUW����EGA>�,U[XMXMEGA/6/TPUWD�EGm'XMEGYdv_EGA ��m8F�;>myE�K7Fd=@Ah;>?yEGKLEGAh;@EGA � EGK7Fdm�� E�;@EGFQkJm8A@K � =@Ah;�bcFd=@e@e�EGA4Yd�hEw:[FdmyE UW?yXD�EGp[UWA@A%Y�ZL:[FrUW=hX_6 TVEGYrUWm8?8?8myEGFdYME �·EwXr�M�@FMEGm8D@=@A@KLEGA�=@Ah; �·EG�·EGmyXME©vw= UW?8?yEGAivwm8YdmyEGFdYMEGA��>qWYdv_EGA ÁhAh;@EGY|��UWA
=@A4YMEGFVUWAh;@EGFMEG� m8A J85 L¦s J85_{(L¦s JSR7{ L/=@Ah; JS^7�L¦6h³AC;>myEwXMEG� �OUWe@m8YMEG?	XMEGm

F
XMYMEGYMXIEGm8A�J�[Fde�EGF_6

	�
�	 ������������������! "��#������$�%�
³� ¹0:[?8KLEGAh;@EGA XMEGmfo¼Ew;@E

F � H\?8KLEGD@FrU A U[XMXr:[vwmlUWYdm8Zfs�EGAh;>?8my�M�h;>m8��EGAhXMmy:[A0UW?'=@Ah;#D�EwXdm8Ydv_E�EGm8A#�um8AhXMEG?yEG��EGA4Y
1A
60¹hEGFdAhEGFcXrEGYdv_EGAC��m8F

Z(A) := {a ∈ A|ab = ba
�¡B@FJUW?8?yE

b ∈ A}
60TcmyEwX�myXdYJEGm8AhE

F � � A%YMEGFrUW?8KLEGD@FrU�ZL:[A
A
=@Ah;C�hEGm !7YJ;hU[X'& ��#&����, � ZL:[A

A
6

TVEwX � EGm8YMEGFMEGA XMEGmyEGA �±B@FcodEw;@E
F � HJ?8KLEGD@FrU A UW?8?yE

A � � m8A@p>Xd��:%;>=@?8A�=@Ah;�UW=h�r� UW?8?yE A � k\Ew�M�4YMXM��:%;>=@?8AEGAh;>?8my�M�h;>m8��EGAhXMmy:[A0UW?yE
F � tuEGp<YM:[FdFrqW=@��E76W�<:W��EGFdAO��m8F/A@my�r�4Y E�<e@?8m8vwm8Y	EGY�·U[X�UWAh;@EGFMEwX/ZL:[FrUW=hXMXrEGYdv_EGA/s_�*EGFM;@EGA��m8F'XdYMEGYMXu��m8Y � m8A@p>Xd��:%;>=@?8AºUWFdDfEGm8YMEGA�=@Ah;�;hUW�hEGF*UW=h�M��EGm8A>�,U[�M�©ZL:[A�9g:%;>=@?8A�Xde@FMEw�r�hEGA/64H\?8?yE�HJ=hXrXrUWKLEGA

B@D�EGFdYdFrUWKLEGA�Xdmy�r��o¼Ew;@:<�M�CK4UWA@v|UWA0UW?y:[K©UW=>��k\Ew�M�%YMXd��:%;>=@?8A/6
� m8F Á <myEGFMEGA�odEGYdvwY��¡B@FI;>myEwXMEGAH\DhXM�M�@A@m8YdY\EGm8AhE

F � HJ?8KLEGD@FrU A =@Ah;CEGm8AhEGA
A � 9g:%;>=@? M 6

� �"34�� � �(!(�)(>� �+* !(.��2.�/�! �0���0����� ¹ B@F�EGm8AhEGA �·EGm8YMEGFMEGA
A � 9�:<;>=@? N AhEGA@AhEGA ��m8FºEGm8AhECHJD@D@m8?y;>=@A@K

ϕ : M −→ N
��m8Y

ϕ(am1 + bm2) = aϕ(m1) + bϕ(bm2)
�¡B@F�UW?8?yE

a, b ∈ A, m1,m2 ∈ M
EGm8AhEGA

A � @ 
 � 
 � 
�� �	)*�$% � ,-% ZL:[A M A0U[�M�
N
6<��A%YMXde@FMEw�M�hEGAh;C;@E ÁhA@myEGFdY ��UWA

A �0� 
�#0
 � 
�� �	)*�$% � ��# s A �! �	� � 
�� �	)H��% � ��# s A �-, %(
 � 
�� �	)*�$% � ��# s A � ! #0/H
 � 
1� �	)H��% � ��# =@Ah; A ��. ,-�4
 � 
1� �	)H��% � ��# 6@T\myE9gEGA@KLE�UW?8?yEGF
A � �\:[��:[��:[Fde@�@myXd��EGA�ZL:[A M A0U[�M�

N
��m8FM;g��m8YV�c:[�

A(M,N)
D�EGv_EGmy�M�@AhEGYP=@Ah;gD@m8?y;@EGY

EGm8AhEGA
F � tuEGp<YM:[FdFrUW=@�C64TcmyE�9gEGA@KLEJUW?8?yEGF A � ��Ah;@:[��:[Fde@�@myXd��EGAºZL:[A M ��m8FM;���m8Y*��Ah;

A(M)
D�EGv_EGmy�M�@AhEGY

=@Ah;�D@m8?y;@EGYJEGm8AhE
F � HJ?8KLEGD@FrU>sh;>myE ! #0/H
 � 
1� � )*�$% � ��#&�1� .1��C3��� ZL:[A M 6

¹hEGFdAhEGFV��m8FM;
M

;hUWA@A UW=h�M�#vw=�EGm8AhEG�
E � 9g:%;>=@? ��m8Y fm := f(m)

�¡B@FPUW?8?yE
f ∈ EndA(M)

=@Ah;#UW?8?yE
m ∈M

6
�%m8Ah;

M1, . . . ,Mn � A4YMEGFd��:<;>=@?8A ZL:[A M s<XM:QD@m8?y;@EGY�;>myEV9gEGA@KLE
{
∑n

i=1mi|mi ∈Mi
�¡B@F

i = 1, . . . , n}EGm8AhEGA � A%YMEGFd��:%;>=@?�ZL:[A M sÀ�*EG?y�r�hEGA ��m8FV;>myE � , �I� � ZL:[A M1, . . . ,Mn
AhEGA@AhEGA#=@Ah;g��m8Y ∑n

i=1MiD�EGv_EGmy�M�@AhEGA/6f¹0UW?8?yXJXdmy�r�Cvw=hXrqWYdvw?8my�r��odEw;@EwXJ��?yEG��EGA%Y
m ∈

∑n
i=1Mi

UW?yXc�%=@����E
m =

∑n
i=1mi

��m8YJEGm8A �;@EG=@Ydm8KºDfEwXdYdm8����YMEGA
mi ∈ Mi

�¡B@F
i = 1, . . . , n

XM�r�@FMEGm8DfEGAg?lq[XMXdY_sÀXM:�XrUWKLEGAg��m8F_sf;>myE|�%=@����E ∑n
i=1MimyXdY /1�$������� =@Ah;CXM�r�@FMEGm8DfEGA ⊕n

i=1Mi
6

³� ¹0UW?8?
M 6= 0

�hEGm !7Y
M 2�������� .HC �1� s �,UW?8?yX©EwX©Ew�M�4YME � A4YMEGFd��:<;>=@?8A M1 6= 0 6= M2

ZL:[A
M

��m8Y
M = M1 ⊕M2

K7m8D@Y_6'bVEGKLEGD�EGAhEGA>��UW?8?yX��hEGm !LEGA
M1

=@Ah;
M2 /������3���4� � , �I� ��#0/H��# ZL:[A

M
6�H\A �;@EGFdA>�,UW?8?yX*AhEGA@A%Y*��UWA

M ,-# 2�������� .HC��� 67³ XdY*EGm8A A � 9�:<;>=@? N vw= EGm8AhEG� ;>m8FMEGp<YMEGA��%=@����UWAh;@EGA�ZL:[A
MmyXM:[��:[Fde@�/sfXM:�ZLEGFd�·EGAh;@EGA���m8Fc;>myE��<�M�@FMEGm8D%�*EGmyXME

N |M
6À³XdY

N
vw=

M
XMEG?8D�EGFJmyXr:[��:[Fde@�/sfXr�M�@FMEGm8D�EGA���m8F

M ∼= N
6

³ XdY
M = M1⊕· · ·⊕Mr

EGm8AhE �fEGFd?yEGK7=@A@KO;@EwX
A � 9g:<;>=@?yX M m8A�=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFME � A4YMEGFd��:<;>=@?8A M1, . . . ,Mr�¡B@F'EGm8A

r ∈ N
sLXM:QXdm8Ah;�A0U[�M� ;@EG� �>UWYdv\ZL:[A©H\vw=@��Uw�4U � �VFd=@?8? � �<�M�@��my;>Y\XM:_�·:[�@?f;>myE\HJA@v�UW�@? r ;@EGF·;>m8FMEGp �YMEGA��%=@����UWAh;@EGA�UW?yXOUW=h�r� ;>myE��%=@����UWAh;@EGA XMEG?8D�EGFcD@myXOUW=>� ³Xr:[��:[Fde@�@myE�=@Ah;�kJEGm8�hEGA>��:[?8KLE�EGm8Ah;@EG=@Ydm8K

575
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D�EwXdYdm8���QY_6
³��¹0UW?8?

M 6= 0
�hEGm !7Y\;@EGF

A � 9g:<;>=@? M �$�����(/�, 2�� C ��� :<;@EGF ���$#�G3�H'3) s@�,UW?8?yX\EGF\A4=@FV;>myEOD�EGmy;@EGA � A4YMEGF ���:<;>=@?8A
0
=@Ah;

M
DfEwXdm8YdvwY_6@H\Ah;@EGFdA>�,UW?8?yXI�hEGm !7Y

M ���/1,*23��C��� 6�VU[�M�g�<�r�4=@FMX �/EG����U�K7m8?8Y��¡B@F�vw�*EGmaA@my�M�4YdmyXr:[��:[Fde@�hEQm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yE
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XdYMEGYMX
HomA(M1,M2) = 0
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EndA(M1)
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F
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Di+1 := Mi/Mi+1
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i = 0, . . . , l−1
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EGm8A�m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGF

A � 9g:%;>=@?,sXM:PmyXMY·UW?yXM:�;>myEJH\A@v�UW�@?À;@EGF'vw=
D
myXr:[��:[Fde@�hEGAº�\:[��ef:7Xdm8Ydmy:[AhXd��UWp<YM:[FMEGA©ZL:[A

M
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UW=h�M���m8Y
[M : D]

DfEGv_EGmy�r�@AhEGY_6À¹hEGFdAhEGFJZLEGFd�*EGAh;@EGA��m8F\;>myE��<�M�@FMEGm8D%�*EGmyXME
M ∼ D1 + · · · +Dl
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TVEGFJ9g:%;>=@?

M
�hEGm !7Y ����#&�����$)H� . :<;@EGF ,-#&�$% ����������� s<�,UW?8?yXIEGF�KLEGA0UW=EGm8AhEO�\:[��ef:7Xdm8Ydmy:[AhXMFMEGm8�hEOD�EwXdm8YdvwY_6

¹0UW?8?yX
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Xdmy�M�iUW?yX�;>m8FMEGp<YMEº�%=@����E©ZL:[A m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGA
A � 9�:<;>=@?8A�XM�r�@FMEGm8DfEGA ?lq[XMXdY_s	XM:�AhEGA@AhEGA ��m8F M

��
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³ XdY

B
EGm8AhE

F � � A%YMEGFrUW?8KLEGD@FrUQZL:[A A s%;hUWA@A©pL�[A@AhEGA©��m8F M UW=h�M��UW?yX
B � 9g:%;>=@?fUW=�� U[XMXrEGA/63� m8F'D�EGv_EGmy�M� �AhEGA#;>myEwXMEGA���m8Y

ResAB(M)
=@Ah;AhEGA@AhEGA#m8�@A#;>myE ! ��#	% '�)H��+1#	��,-#-. ZL:[A M UW=>�

B
6f³ XdY

ResAB(M)
EGm8A

=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF �±m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGF �
B � 9�:<;>=@?,sfXM:�myXMYVUW=h�r� M EGm8A#=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF �±m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGF �

A � 9g:%;>=@?,6TcmyE � ��pLEG�@Fd=@A@K©K7m8?8YIm8� H\?8?8KLEG��EGm8AhEGAA@my�M�%Y_6
³ XdY
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EGm8A

B � 9�:<;>=@?,s<XM:�;@E ÁhA@myEGFMEGA���m8F�;@EGA �$#0/1,*23�������4��# � 
�/�,-� IndAB(N) := A⊗B N
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A��myEV��:[?8K7YI:[efEGFdmyEGFdY��
a(b⊗ n) := ab⊗ n

�¡B@FJUW?8?yE
a, b ∈ A, n ∈ N
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A � 9g:%;>=@?yX M �hEGm !7Y � �B:�� � ��� sh�,UW?8?yXcEwX\pLEGm8AhEGA � A4YMEGFd��:<;>=@? L ZL:[A
M
��m8Y

N ⊂ L ⊂M
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Rad(M)
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RadA(M)
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Hd(M) := M/Rad(M)
�hEGm !7Y � 
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M
�hEGm !7Y � 
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Soc(M)
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SocA(M)
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myXdY
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Rad(M) = 0
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Rad(A)

UW=h�M� ;>myE��<�r�@FMEGm8D4�*EGmyXrE
J(A)

Xr:_��myE
S(A)

�±B@FO;@EGA��<:<�MpLEG?*;@EwXVFMEGK7=@?lqWFMEGA
A � 9g:<;>=@?yX_6 TPUWDfEGmmyXdY

J(A)
XMYMEGYMX\;>myE��%=@����E|UW?8?yEGFcA@m8?8e�:[YMEGA4YMEGA ³ ;@E_UW?yEQm8A

A
s�UW?yXM:�m8AhXMDfEwXM:[Ah;@EGFME|XMEG?8D�EGF\EGm8AgA@m8?8ef:[YMEGA%YMEwX

³ ;@E_UW? m8A
A
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�uX\XMEGm
E
EGm8A�J�[Fde�EGFJ��m8Y

E ⊇ F
6hTPUWA@ACmyXdY

AE := E ⊗F A
EGm8AhE

E � HJ?8KLEGD@FrU>s0=@Ah;C��m8FJpL�[A@AhEGA A m8A
AE

ZLEGFd���[KLEP;@EGF �À=h:[FM;>A%=@A@K
a 7→ 1⊗ a

�¡B@F�UW?8?yE
a ∈ A

EGm8A%DfEGYdYMEGA/6B� EGm8YMEGF���m8FM;
ME := E ⊗F M

vw=
EGm8AhEG�

AE � 9�:<;>=@?,s>�*EGA@A���m8F

(α⊗ a)(β ⊗m) := (αβ)⊗ (am)

�¡B@FPUW?8?yE
α, β ∈ E, a ∈ A, m ∈ M

XMEGYdv_EGA/6 ��m8A
AE � 9�:<;>=@? L �hEGm !7Y ���(�1� �$%(������C��� B@DfEGF F s0�,UW?8?yXPEwXEGm8AhEGA

A � 9�:<;>=@? N ��m8Y
L ∼= NE K7m8D@Y_6ÀbVEGKLEGD�EGAhEGA>�,UW?8?yXIAhEGA@AhEGAC��m8F N EGm8AhE
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1� � ZL:[A
L
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M
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F
myXdY_s<XM:O�hEGm !7Y
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��5,-� ,-# 2�������� .HC �1� 6L³ XdY M EGm8Aºm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGF
A � 9g:<;>=@?a��m8Yc;@EGFc��m8KLEGAhXr�M�0U �¡Y_sf;hU[XrX ME �¡B@FuodEw;@EGA��uFd�*EGm8YMEGFd=@A@KLXdpL�[Fde�EGF E ZL:[A

F
EGm8Am8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGF

AE � 9�:<;>=@? myXdY_s@XM:��hEGm !7Y M �*C3% 
��5,-�F�������/1,*23��C��� 6
��� ��� �0���0� �����:# � ����� A 6= 0

:�������8' � A �8���3��� � : � A �����	� � �$* �)� ��� 5�

� ��I!������E� /�1 5 �$�4*�� -�5 ��� -�20��- ��� � � ��#%��� 5 � ��� A 2 � � �3��� ���$���8�3� ��� ��� A �
� ���� ! � �� �H/ ' 2 8')� B�� � ����� ��� J(A)

�$ 5 � � ������ >8� A � # ��� �$# ��� ��� �$��� :�<�3� ��� � � ��� ���&/�1 � � ����$� >8� A � # ��B
� �$# ��� � � � /�1.5 ��(�.� ��� ;��� A �

� ������
A/J(A)

�7 5 ����� C /�1 ��������� -�G � - �
� �+* !�. �2.�/�! ������� � � �%m8Ah; ;>myEC� Ew;>m8A@K7=@A@KLEGA UW=hX�:[D@m8KLEG� �>UWYdvEGF¼�¡B@?8?8Y_s�XM:#�hEGm !7Y

A
EGm8AhE �5
����1�5� F �H\?8KLEGD@FrU>6

��� ��� �0���0�8¯�� � �� ! � - A B�� '�� � � M �7 5 A ��� ��� � � �4� � � > � -:� � A 20�)- � F����4� EndA(M)
������� � ' � �)� � F B� � A � 28- � �$ 5 �

� ����!�  5 M ����� � � > � -�� � A 20��- � - A B�� '�� � � # � 5 EndA(M)/J(EndA(M)) ∼= F,
8' �7 5 M �32 8' � � 5 � � B>@� -�� � A 20��-��

� �"34�� � �(!(�)(>� �+* !(.��2.�/�! �0���0�l½�� ��m8A���?yEG��EGA4Y
e ∈ A

�hEGm !7Y , /H� � � 
1�4��#&� s>�,UW?8?yX e2 = e
K7m8?8Y_6 �À�*EGm

³ ;@EG��ef:[YMEGA%YME
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A
�hEGm !LEGA 
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1#0��� sW��UW?8?yX ef = 0 = fe

K7m8?8Y_67��m8A�³ ;@EG��ef:[YMEGA%Y
e ∈ A\{0}�hEGm !7Y �&��� � �����$� s>�,UW?8?yXJEwXIpLEGm8AhE�:[FdYd�h:[KL:[A0UW?yEGA�³;@EG��e�:[YMEGA4YME f1 6= 0 6= f2

m8A
A
��m8Y

e = f1 + f2
K7m8D@Y_6

TcmyEVm8A
Z(A)

e@Fdm8��m8Ydm8ZLEGAg³;@EG��e�:[YMEGA4YMEQ�hEGm !LEGA > ��
�'�����/H� � � 
��4��#&�4� ZL:[A A 6
� m8F'pL�[A@AhEGA©XMYMEGYMX

1A = 1Z(A) = e1 + e2 + · · ·+ er
��m8Y'e0U7UWFd�*EGmyXrE\:[FdYd�h:[KL:[A0UW?yEGA��·?y:%�rp%my;@EG��e�:[YMEGA4YMEGA

e1, . . . , er
�±B@FIEGm8A

r ∈ N∗ XM�M�@FMEGm8D�EGA/6hTcmyEwX�?8myE ��EGFdYJ;hUWA@AEGm8AhE �fEGFd?yEGK7=@A@K

A = A · Z(A) = Ae1 ⊕ · · · ⊕Aer
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Bi := Aei = eiA

m8A
A
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i = 1, . . . , r
60TVUWD�EGm/�hEGm !7YVEGm8A³ ;@E_UW?

I 6= 0
m8A

A
=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWF_s0�,UW?8?yX�EwX�pLEGm8AhEO³ ;@E_UW?yE

I1 6= 0 6= I2
m8A
A
��m8Y

I = I1 ⊕ I2
K7m8D@Y_6
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B1, . . . , Br
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A
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F � HJ?8KLEGD@FrU���m8Y\��m8AhXrEG?yEG��EGA4Y ei sh�·EG?y�M�hEwXV��m8FVUW=h�M��UW?yX > �5
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9�m8YJ;>myEwXMEGA�� EGv_EGmy�r�@A4=@A@KLEGA�XrUWKLEGAC��m8F_sÀ;@EGF
A � 9g:<;>=@? M .���)*?1���F2�, � > �5
�'3� Bi s0:%;@EGF Bi ��#	� ) +1� �;@EGA�9�:<;>=@?

M
s0�±B@FVEGm8A

i ∈ {1, . . . , r}
s0��UW?8?yX

eiM = M
=@Ah;

ejM = 0
�¡B@FVUW?8?yE

j 6= i
K7m8?8Y_6 � � EGA4D0UWFKLEG�h�[FdY/odEw;@EGF'=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFME

A � 9�:<;>=@?h=@Ah;�m8AhXMDfEwXM:[Ah;@EGFMEuo¼Ew;@EGF*m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yE A � 9g:%;>=@?4o¼EG�·EGm8?yX'vw=©KLEGA0UW=EGm8AhEG� �·?y:%�rp©ZL:[A
A
6@¹hEGFdAhEGFIXdm8Ah;º�¡B@F�EGm8AhEGA

A � 9g:<;>=@?,s>�*EG?y�M�hEGFJm8� �*?y:<�Mp
Bi
ZL:[A

A
?8myEGK7Y_s@XdYMEGYMXIUW=h�M�

UW?8?yEOXMEGm8AhEP�\:[��ef:7XMm8Ydmy:[AhX¼��UWp<YM:[FMEGAm8A
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EGA4Yd�0UW?8YMEGA/6

� �+* !�. �2.�/�! �0�����  � �±m � ��m8AhE|¹h:[?8KLE�ZL:[A
A � �\:[��:[��:[Fde@�@myXM��EGA 0 −→ M

f
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−→ L −→ 0
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f
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g
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ker(g) = im(f)
myXdY_s��hEGm !7Y ��,-�(2�� �3:1� ���4�� �,��, ��# 2 ZL:[A A � �c:[��:[��:[Fde@�@myXd��EGA/6 ¹0UW?8?yX�EwXºUW=�!LEGFM;@EG� EGm8AhEGA � A%YMEGFd��:%;>=@? U ZL:[A

N
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N = im(f)⊕ U = ker(g) ⊕ U
K7m8D@Y_shXM:�XrUWKLEGA���m8F_s0;>myE��<E ¶ =hEGA@v 23����G3+1�$� � 6
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0 −→ L
f
−→ N
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−→M −→ 0

v_EGF¼��qW?8?8Y_6
�±m8m8m � TVEGF
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f
−→ N

g
−→ L −→ 0
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g
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g : M −→M/U, m 7→ m+ U
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��� ��� �0���0� � � � ' � A �����.��� � : � A �8� ��$��� �	� � ��* ��� ��� 5�

� ��I! � - A B � ' � �.� M �7 5 G�- '���� � 5 ��* �
� ������ � ���0�3��#

A B � G ��#9' - GE1 �$:# �  f : N −→ L � �������0�3��#
A B�� '�#9'�#9' -�G�1 �7�# �  g : M −→ L� � �7 5 �<� -�5 ����� A B�� ')# ')# ' -�GE1 �7�# �  h : M −→ N

# � 5 g = f ◦ h �
� ������

M
�$ 5 > � ��������# ��� - � � 5 ��� CE� # # � ���3��� �������: � - ������� A B�� '�� � �  � � � 1&� �8�$���� � '�� �.� %�3� - � ' - #

nA = A⊕ · · · ⊕A︸ ︷︷ ︸
n �
	�������������

��� - ����� n ∈ N � �$8'�#9' - GE1 �

��� ��� �0���0� � ���  5 A �8�$��� � ' � ��� � F B � � A � 28- �,� 8'%�7 5 ���0�3� - G�- '�� � � 5 �$*,� A B � '�� � � � - ��� �
� �"34�� � �(!(� �0������� � � �%m8Ah;

m,a1, . . . , am ∈ N
=@Ah;

A = a1A1⊕· · ·⊕amAm
EGm8AhE��fEGFd?yEGK7=@A@K|;@EwX�FME �K7=@?lqWFMEGA

A � 9�:<;>=@?yXI��m8Y�e0U7UWFd�·EGmyXMEOA@my�r�4YdmyXM:[��:[Fde@�hEGAg=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGA A � 9g:%;>=@?8A A1, . . . , Am
s@Xr:�Xdm8Ah;

A0U[�M� HJvw=@��U_�4U � �VFd=@?8? � �<�M�@��my;>Y�XM:_�·:[�@?\;>myE�H\A@v�UW�@?I;@EGF©�%=@����UWAh;@EGA UW?yX�UW=h�r� ;>myE�;>m8FMEGp<YMEGA �%=@� ���UWAh;@EGA XMEG?8DhXdY'D@myX UW=>�	³ XM:[��:[Fde@�@myEJ=@Ah;©kJEGm8�hEGA>��:[?8KLE\EGm8Ah;@EG=@Ydm8K|D�EwXdYdm8���QY_6@�<:[��m8Y*D@m8?y;@EGA
A1, . . . , AmEGm8A�k\EGe@Frq[XMEGA4YrUWA%YMEGAhXd�>XdYMEG� �±B@F|;>myE�³ XM:[��:[Fde@�@myEGp%?lU[XrXMEGA�=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF�e@FM:WodEGp%Ydm8ZLEGF

A � 9g:<;>=@?8A/6	H\= �!LEGFM;@EG��E�>myXdYdmyEGFMEGACe@Fdm8��m8Ydm8ZLE�³;@EG��e�:[YMEGA4YME
f1, . . . , fm

m8A
A
shXM:�;hU[XMX

Ai = Afi
�±B@FcUW?8?yE

i = 1, . . . ,mK7m8?8Y_6h¹hEGFdAhEGFJK7m8?8YI��m8YJ;>myEwXMEGA� EGv_EGmy�r�@A4=@A@KLEGA �
��� ��� �0���0�����0� � �� !���� � ��� A � {Af1/J(A)f1, . . . , Afm/J(A)fm} 2 � � �.� 5 ���$� � � G�- �� ��� 5�� � 5 ���& D  5 ��#��� - �)�<� � 8'�#9' - GE1 ��� � �?� : ���;� -�- �
� � > � 28� � - A B � '�� � � � � �:�4 2 �: '����3� - �  5 ��# #%��� ��� 8' ���<� � � > ��13� �3� -�  '�#9' - GE1 ��� � �?�  ���� � -:- �0� � >8� 2�� � - A B�� '�� � � � � ��� ����� �3� - G�- '���� � 5 ��*,��� � � >@� -:� � A 2
��- �8� A B � '�� � � �� 2 � - ����� � � � - ��� - 5(- � 5<5 � �0�.� - �  '�#9' - GE1 ��� 5(D:G � -�- �0� � > � 2�� � - A B�� '�� � � � ��� �� ')# G ',:� 5 �(')�& � � � 5 ' - �3�:

- � A � � � - �8� A B�� '�� � �  ��� � �
� ����!�  5 i ∈ {1, . . . ,m} � 8' 2 �:�� 5 > 5 �3� - A B � '�� � � M A ��� ��� � � �4� ���$� ��� > � # � -�- �0� � > � 2�� ��� � '�� � �

Afi/J(A)fi
�$8'�#9' - GE1 �8��� '�# G '�:� 5 �('��4 � � � 5 ' -:� F����4� fiM 6= 0

�$ 5 �
" �;3434� ��������� � ��� � - �� 5 > ��� E := EndA(M) � ! � - E B�� '�� � � M 2 �:�� 5 >@� 2 �$ ��� � � 8')# ' -�GE1 �<� A � B� ��� ����������� ')# G ',:� 5 �(')�& � � � 5 ' - D � � ��� �� A � � 5 � dimF (D) = 1 � ! � �4� �7 5 M �)�  A B�� '�� � � �32  ' � � 5
� � > � -�� � A 20��-��
� ��F����$ � �cU[�r�g�>UWYdv�5768576 ��KLEGA%B@K7Y\EwX_s>vw=�v_EGm8KLEGA/sÀ;hU[XMX E/J(E) ∼= F

K7m8?8Y_6
�uX�XMEGm>;hUWvw=

{Ee1/J(E)e1, . . . , Een/J(E)en}
EGm8A�k\EGe@Frq[XMEGA4YrUWA%YMEGAhXd�<XMYMEG���±B@F�;>myE ³Xr:[��:[Fde@�@myEGp%?lU[XMXrEGA

m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGF
E � 9g:%;>=@?8A©��m8Y'e@Fdm8��m8Ydm8ZLEGA�³;@EG��e�:[YMEGA4YMEGA e1, . . . , en m8A E 64³AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFMEImyXdY ei 6= 0

=@Ah;
XM:[��m8YQUW=h�r�

eiM = ei(M) 6= 0
�¡B@FOUW?8?yE

i = 1, . . . , n
6��VU[�M� :[D@m8KLEG� �>UWYdv�D�EwXdm8YdvwYOUW?yXM:

M
�¡B@F·o¼Ew;@EwX

i ∈ {1, . . . , n}
EGm8AhEGA�vw=

Eei/J(E)ei
myXM:[��:[Fde@�hEGAg�J:[��e�:7Xdm8Ydmy:[AhX¼�,UWp%YM:[F_6ÀTPU�A0U[�M�Ctu:[FrUW=hXrXMEGYdvw=@A@K

MUWD�EGF|D@myX�UW=>�V³Xr:[��:[Fde@�@myE KLEGA0UW= EGm8AhEGA �J:[��e�:7Xdm8Ydmy:[AhX¼�,UWp%YM:[F�D�EwXdm8YdvwY_sa�¡:[?8K7Y
n = 1

6�TVEG��vw=>�¡:[?8KLE�myXMY
Ee1/J(E)e1

;@EGF\D@myXVUW=>�'³ XM:[��:[Fde@�@myE|EGm8Ah;@EG=@Ydm8K DfEwXdYdm8����YMEQm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yE
E � 9�:<;>=@?	=@Ah;#UW=h�M��;@EGFcD@myXUW=>�O³Xr:[��:[Fde@�@myEEGm8Ah;@EG=@Ydm8K DfEwXdYdm8����YMECm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yE

E/J(E) � 9�:<;>=@?,s*=@Ah; ;>myEwXMEGF��0UWYºTcm8��EGAhXdmy:[A�576�VU[�M�;@EG�N�>UWYdvQZL:[A � Ew;@;@EGFdD@=@FdA�myXdYI;hUW�hEGF

E/J(E) ∼=  �!#" F $&% !#'�(*),+-(*.
9#UWY

(1,Θ) ∼= Θ ∼= e1Ee1/e1J(E)e1

�¡B@F'EGm8AhEGA��<�r�@myE �±pL�[Fde�EGF
Θ
EGAh;>?8my�M�hEGF

F � Tcm8��EGAhXdmy:[A/6<TVEG��vw=>�¡:[?8KLEJmyXdY E EGm8AhEI?y:[p7UW?yE
F � H\?8KLEGD@FrUP=@Ah; MUW?yX

A � 9�:<;>=@?u=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWF_6=� EGKLEGA dimF (e1Ee1/e1J(E)e1) = 1
��:[?8K7YQXM�r�@?8myE !7?8my�M�

Θ ∼= F
s =@Ah; ;>myE

� EG�0UW=@e@Yd=@A@K©;@EwX �	EG����U[XImyXdYID�EG��myEwXMEGA/6
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	�
�� ��� ����� �%� ������#��%�
	����  "��# ����� �%�
� �+* !�. �2.�/�! �0� ������� �uXIXMEGm

A
EGm8AhE

F � H\?8KLEGD@FrU>6
�±m � �um8AhEGAº=@A@m8YrqWFMEGAC�c:[��:[��:[Fde@�@myXd��=hX

∆ : A −→
9gUWY

(n, F )
��m8Y

n ∈ N
ZL:[A

F � HJ?8KLEGD@FMEGA AhEGA@AhEGA��m8F\EGm8AhE � �1����� :1/H����%(�4����� ,-#-. ;@EwX � ���H/1��% n ZL:[A A 6
�±m8m � 9#UWYdFdm @;hUWFMXdYMEG?8?8=@A@KLEGA

∆1 : A −→
9#UWY

(n, F )
=@Ah;

∆2 : A −→
9gUWY

(n, F )
ZL:[A

A
�hEGm !LEGA

+�)*#	�5��'�) s>�,UW?8?yXIEwXIEGm8A T ∈ b � (n, F )
K7m8D@Y_shXM:�;hU[XMX

∆2(a)T = T∆1(a)
�¡B@FJUW?8?yE

a ∈ A
K7m8?8Y_6

� �"34�� � �(!(� �0� � � � � �uX·XMEGmyEGA
A
EGm8AhE

F � H\?8KLEGD@FrUO=@Ah; M EGm8A
A � 9�:<;>=@?f��m8Y F � ��U[XdmyX b1, . . . , bn 64¹ B@F

a ∈ A
=@Ah;

i = 1, . . . , n
myXdYc;hUWA@A#UW?yXM:

abi =
∑n

j=1 αji(a)bj
��m8YcEGm8Ah;@EG=@Ydm8K DfEwXdYdm8����YMEGA��J:<E ��vwmyEGA �YMEGA

αji(a) ∈ F
�±B@F

j = 1, . . . , n
60H\=�!LEGFM;@EG��EGFd�0UW?8YMEGAg��m8F\EGm8AhE�9gUWYdFdm @;hUWFMXdYMEG?8?8=@A@KºZL:[A

A
ZLEGFd���[KLE)�

∆ : A −→
9gUWY

(n, F ), a 7→ ∆(a)
��m8Y

∆(a)ji := αji(a)
�±B@FJUW?8?yE

a ∈ A, i, j ∈ {1, . . . , n}
6

³ XdYO=@��KLEGpLEG�@FdY
Γ : A −→

9#UWY
(n, F )

EGm8AhE©9gUWYdFdm @;hUWFMXdYMEG?8?8=@A@KgZL:[A
A
s	XM:C��m8FM;�;@EGF

F � tuEGp%YM:[FdFrUW=@�
V := F n

��m8Y��%YrUWAh;hUWFM;>D0U[XdmyX
ε1, . . . , εn

vw= EGm8AhEG�
A � 9�:<;>=@?,s�m8Ah;@EG����m8F

aεi :=
∑n

j=1 Γ(a)jiεj
�¡B@F

UW?8?yE
i = 1, . . . , n

XMEGYdv_EGA/64TcmyEwX*v_EGm8K7Y_s%;hU[XrX
A � 9�:<;>=@?8A�=@Ah;º9gUWYdFdm @;hUWFMXdYMEG?8?8=@A@KLEGA ZL:[A A EGm8A0UWAh;@EGF EGA4Y �Xde@FMEw�r�hEGA/67TVUWD�EGm@Xdm8Ah;|vw�*EGm

A � 9�:<;>=@?8A M1
=@Ah;

M2
KLEGA0UW=�;hUWA@A�myXM:[��:[Fde@�/sW�*EGA@A�;>myE EGA%YMXde@FMEw�M�hEGAh;@EGA

9#UWYdFdm >;hUWFMXdYMEG?8?8=@A@KLEGAiqW�@A@?8my�M� Xdm8Ah; 6 ¹hEGFdAhEGFOmyXdY
dimF (M)

�±B@F odEw;@EGA
A � 9�:<;>=@? M K7?yEGmy�r� ;@EG� bcFrU[;

odEw;@EGF\ZL:[Agm8�@� m8Ah;>=@vwmyEGFdYMEGA 9#UWYdFdm >;hUWFMXMYMEG?8?8=@A@KºZL:[A
A
6fHJ=�!LEGFM;@EG� B@D�EGFdYdFrUWKLEGAgXMmy�M��UW=>�';>myEwXMEF� EGmyXrE

� EGK7Fdm���EO��myEP³¦FdFMEw;>=@vwm8D@m8?8m8YrqWY_s � A@v_EGFd?yEGK7D0UWFdpLEGm8Y\=hXd�O6>ZL:[A9g:%;>=@?8AgUW=>��9#UWYdFdm >;hUWFMXMYMEG?8?8=@A@KLEGA/6
� m8F��*EGFM;@EGAC�·EGm8YMEGFd�@m8A�UW?8?yEVYd�hEw:[FMEGYdmyXM�M�hEGAgHJ=hXrXrUWKLEGA �±B@F�9g:%;>=@?8A ��:[Fd�Q=@?8myEGFMEGA/6À� EGm UW?8?yEGA��·:[��e@=@YMEGF �D�EGFMEw�M�@A4=@A@KLEGAg�*EGFM;@EGA���m8F�odEw;@:%�r����m8YJ9gUWYdFdm @;hUWFMXdYMEG?8?8=@A@KLEGA#UWFdDfEGm8YMEGA/6



� ��� ��� �����

	 ������� � ���N�&��� � � ���

³� ¹h:[?8KLEGAh;@EGA �·EGFM;@EGA���m8F*=@AhX·��m8YIbcFd=@e@efEGA0UW?8KLEGD@FMEGA�=@Ah; ;@EGFMEGA 9�:<;>=@?8AºDfEwXM�r�0q �±Ydm8KLEGA/6>TPUWD�EGmÀ�·EGF �;@EGAC��m8FJUWD�odEGYdvwY�=@A4YMEGFcEGm8AhEGFcbcFd=@e@e�EPXdYMEGYMXIEGm8AhEOEGAh;>?8my�r�hE|bcFd=@e@e�EPZLEGFMXdYMEG�hEGA/60HJ=�!LEGFM;@EG� XrEGm ��myEPm8�
ZL:[Fdm8KLEGA �OUWe@m8YMEG?

F
��myEw;@EGFOEGm8A �J�[Fde�EGF_6 ³XMY\A%=@A

G
EGm8AhE�bcFd=@e@efE7s�XM:ºmyXdYP;>myE � ��,B�H� ��#0�1� .1��C���� ZL:[A

G
B@D�EGF

F
;@E ÁhA@myEGFdYcUW?yX

FG := F [G] :=




∑

g∈G

αgg|αg ∈ F
�¡B@FJUW?8?yE

g ∈ G



 .

TcmyEwXMEVmyXdY���m8YJ;@EGA � efEGFrUWYdmy:[AhEGA

∑

g∈G

αgg


+


∑

g∈G

βgg


 :=

∑

g∈G

(αg + βg)g,


∑

g∈G

αgg


 ·

(
∑

h∈G

βhh

)
:=

∑

g,h∈G

αgβhgh,

β ·
∑

g∈G

αgg :=
∑

g∈G

(βαg)g

�¡B@F
β ∈ F

YrUWYMXrq[�M�@?8my�r��EGm8AhE
F � H\?8KLEGD@FrU>s =@Ah;�;>myE���?yEG��EGA%YME�ZL:[A G D@m8?y;@EGA A0U[�r� TVE ÁhA@m8Ydmy:[A EGm8AhE

F ���U[XdmyX ZL:[A
FG

6B� EGm8YMEGF�?yEGKLEGA��m8F�m8AC;>myEwXMEG� �À=hXrUW����EGA@�0UWA@K�Ah:<�M�CEGm8A@m8KLEQ�\:[YrUWYdmy:[AhEGA���EwXdY_6>�uXIXrEGmyEGA
UWD�odEGYdvwY��
•
�%�<?

p(G)
�¡B@FIEGm8AhEOn�Fdm8��v�UW�@?

p
;>myEO9�EGA@KLEOUW?8?yEGF

p � �%�%?y:���K7Fd=@e@efEGA�ZL:[A G s
•

�*?
(G)

;>myEO9�EGA@KLEOUW?8?yEGF\�J:[A[o¼=@K4UWYdmy:[AhXdp%?lU[XrXMEGAZL:[A
G
s

• X+ :=
∑

x∈X x
�¡B@F�odEw;@E � EGm8?8��EGA@KLE X ZL:[A

G
s

• Z(FG)
;hU[X �fEGA4YdFd=@� ZL:[A

FG
s%�¡B@F �*EG?y�M�hEwXJ;>myEc9gEGA@KLE

{C+|C ∈
�*?

(G)}
EGm8AhE

F � ��U[XdmyX·D@m8?y;@EGY_s
• J(FG)

;hU[X 4U[�w:[DhXM:[A � k\U[;>m8p7UW?	=@Ah; S(FG)
;@EGFc�<:<�MpLEG?	ZL:[A

FG
s

• U(FG)
;>myEP��m8A@�hEGm8YMEGA@K7Fd=@e@e�EQZL:[A

FG
6

� 
�	 � � �������%� ��� #������ �%� ����� �������� �
³AC;>myEwXMEG� H\DhXM�M�@A@m8YdYJXrEGm

G
EGm8AhE�bcFd=@e@e�E76

� �"34�� � �(!(�)(>� �+* !(.��2.�/�! � ���0����� �%m8Ah;
M1

=@Ah;
M2

vw�*EGm
FG � 9�:<;>=@?8A/s'XM: �*EGFM;@EGA UW=h�r� ;>myE F �tuEGp<YM:[FdFrqW=@��E

M1 ⊗F M2
=@Ah;

HomF (M1,M2)
vw=

FG � 9�:<;>=@?8A ��m8Y g(m1 ⊗ m2) = gm1 ⊗ gm2XM:���myE
(gf)(m1) = gf(g−1m1)

�±B@FJUW?8?yE
g ∈ G, m1 ∈M1, m2 ∈M2

=@Ah;
f ∈ HomF (M1,M2)

6

5_j
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 ����� � � 5��

TVEGF*�\�[FdefEGF
F
��m8FM;©vw=©EGm8AhEG�

FG � 9g:%;>=@?f��m8Y gα := α
�±B@F UW?8?yE

g ∈ G, α ∈ F
6�� m8F'AhEGA@AhEGAºm8�@Aº;@EGA

�����$�����1�5��# FG � 9g:<;>=@?�=@Ah;�ZLEGFd�·EGAh;@EGA ��EGmyXdYO;>myE��<�r�@FMEGm8D4�*EGmyXrE FG :%;@EGFOEGm8A>�,U[�M����myEw;@EGF
F
6�¹hEGFdAhEGF

D�EGv_EGmy�M�@AhEGAº��m8F*;@EGA��·?y:<�Mp�ZL:[A
FG

s4�*EG?y�r�hEGF·;@EGA©YdFdm8Z%mlUW?yEGAº9�:<;>=@?
FG

EGA4Yd�0qW?8Y_s>UW?yX';@EGA @ ��, �	�DC��5
�'3�ZL:[A
FG

6
�%m8Ah;

M
EGm8A

FG � 9�:<;>=@? =@Ah; r ∈ N∗ s>XM:���m8FM;CUW=h�r�;@EGF F � tuEGp%YM:[FdFrUW=@� ∧rM
vw=CEGm8AhEG�

FG � 9g:%;>=@?��m8Y
g(m1 ∧ . . . ∧ mr) := (gm1 ∧ . . . ∧ gmr)

�±B@FQUW?8?yE
m1, . . . ,mr ∈ M, g ∈ G

6	³AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFME�myXdY
∧rM = 0

s_��UW?8?yX
r > dimF (M)

myXdY_6�H\=�!LEGFM;@EG� ��m8FM; ∧0M
UW?yX ;@EGF	YdFdm8Z<mlUW?yE

FG � 9g:<;>=@? FG UW=>�¡KLE �,U[XMXdY_6
³ XdY

H
EGm8AhEP�·EGm8YMEGFME|bcFd=@e@e�E7s@=@Ah;CXMm8Ah;

M
EGm8A

FG � 9g:%;>=@?/=@Ah; N EGm8A
FH � 9�:<;>=@?,shXM:���m8FM;;hU[X ��qW= �!LEGFME � � EGAhXM:[Fde@FM:<;>=@p%Y M ⊗F N vw=EGm8AhEG�

F [G×H] � 9g:<;>=@?/��m8Y (g, h)(m ⊗ n) = gm⊗ hn
�¡B@F\UW?8?yE

m ∈M, n ∈ N, g ∈ G, h ∈ H
6�� m8FIZLEGFd�·EGAh;@EGAm8A;>myEwXMEG� ¹ÀUW?8?aUW=h�M�g;>myEO�\:[YrUWYdmy:[A

M �N
6

¹ B@F'odEw;@EGA
FG � 9�:<;>=@? M myXdYcUW=h�r�

M∗ := HomF (M,F )
EGm8A

FG � 9g:%;>=@? ��m8Y (gf)(m) = f(g−1m)�¡B@F UW?8?yE
g ∈ G, m ∈ M, f ∈ M ∗ 6 � m8FºAhEGA@AhEGA ;>myEwXrEGA ;@EGA vw= M /1,=�1�5��# � 
�/1,-� 6*³� ¹ÀUW?8?

M ∼= M∗ �hEGm !7Y M % ��� C3%(�4/�, ��� 6J9�m8Y;>myEwXMEGA � EGv_EGmy�M�@A%=@A@KLEGA�K7m8?8YgUW=�!LEGFM;@EG� (M∗)∗ ∼= M
=@Ah;

HomF (M1,M2) ∼= M2 ⊗F M
∗
1

�¡B@F
FG � 9g:%;>=@?8A M,M1,M2

6
¹ B@F'odEw;@EwX

g ∈ G
s4o¼Ew;@E � A%YMEGFdK7Fd=@e@efE H ZL:[A

G
=@Ah;�odEw;@EGA

FH � 9�:<;>=@? N ��m8FM;
g ⊗FH N

vw=#EGm8AhEG�
F [gHg−1] � 9g:%;>=@?@��m8Y (ghg−1)(g⊗n) = g⊗hn

�¡B@FuUW?8?yE
h ∈ H, n ∈ N

6 � m8FuXMEGYdv_EGA gN := g⊗FHN=@Ah;�AhEGA@AhEGACm8�@A�EGm8AhEGACvw=
N �B
1#��,1.��������4��# 9g:<;>=@?,6

�uX�XMEGmyEGA
M
EGm8A

FG � 9g:<;>=@?,s H EGm8AhE � A%YMEGFdK7Fd=@e@efEVZL:[A G =@Ah;
N
EGm8A

FH � 9�:<;>=@?,6>TVUWA@A ZLEGFd�·EGAh;@EGA��m8Fc��EGmyXdYc;>myE��<�M�@FMEGm8D%�*EGmyXME
ResGH(M)

�¡B@Fc;>myE|��m8AhXM�r�@FrqWA@p%=@A@K ZL:[A
M

UW=>�
FH

XM:���myE
IndGH(N)

�¡B@F
;>myEO³Ah;>=@p%Ydmy:[A�ZL:[A

N
A0U[�M�

FG
6

9�m8YI;>myEwXMEGA� EGv_EGmy�M�@A%=@A@KLEGAgEGFd�0UW?8YMEGA���m8F
��� ��� � ���0� � ��� � A � 2 �8�9 �8�<����� � 5 � - A -:� GHG �8� H1 � ��� H2

*@'��
G
# � 5 H2 ≤ H1 � FG B � '�� �.� � M,M1,M2 �

FH1 B�� '�� � � � N,N1, N2 � ��� ����� FH2 B � '�� �.� L � ! � �E� A � � 5�

� ��

ResH1
H2

(ResGH1
(M)) = ResGH2

(M)

ResGH1
(M1 ⊕M2) = ResGH1

(M1)⊕ResGH1
(M2)

ResGH1
(M1 ⊗F M2) = ResGH1

(M1)⊗F ResGH1
(M2)

ResGH1
(M∗) = (ResGH1

(M))∗.

� ����

IndGH1
(IndH1

H2
(L)) ∼= IndGH2

(L)

IndGH1
(N1 ⊕N2) ∼= IndGH1

(N1)⊕ IndGH1
(N2)

IndGH1
(N∗) ∼= (IndGH1

(N))∗

dimF (IndGH1
(N)) = |G : H1| · dimF (N).

��� ��� ������� ���¼² ��� ���L�
	 � ��  �������
H1 � ��� H2

��� 5 � - A -�� GHG ���+*@'�� G � ��� N ���$�
FH1 B � '�� � �?� ! � �4�

A � � 5�

ResGH2

(IndGH1
(N)) ∼=

⊕

H2gH1∈H2\G/H1

IndH2

H2∩gH1g−1(ResgH1g−1

H2∩gH1g−1(
gN)).

��� ��� � ���0�8¯ � � 1/À� �"!�.���+G¿ � /0
3 �"��	 � ��"��������
H
����������� 5 � - A -:� GHG � *,'�� G � M ���$�

FG B�� '�� � ��� ���
N
�����

FH B � ' � �.�6� ! � �4� �7 5
M ⊗F IndGH(N) ∼= IndGH(ResGH(M)⊗F N).
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��� ��� �������l½ � �   �8�<���
F �)� A � 2�- � �7 /�1 �.2 A �: /�13� ', ���� � M �8�$� � -:- �0� � >8� 2�� � - G�- '���� � 5 ��*,� - FG B � '�� � ��� ���

Z(G)
� �  ���8� 5(-:� # *,'�� G � ! � �E� A � � 5  5 � 5  dimF (M)

|G : Z(G)| �
� ��F����$ � ³¦� ¹0UW?8?

char(F ) = 0
K7m8?8Y�;>myE � EG�0UW=@e@Yd=@A@K A0U[�M� JSj7jL¦sVn�FM:[e/6�5��<6 � m8FgpL�[A@AhEGA ;hUW�hEGF

char(F ) = p > 0
UWA@AhEG�@��EGA/6 TPUWA@A E�>myXdYdmyEGFdYºXMYMEGYMX�EGm8A ZL:[?8?yXdYrqWAh;>m8KLEGF�;>myXdp%FMEGYMEGFº� EG�*EGFdYd=@A@KLXdFdm8A@K

R
��m8Yc��U <m8��UW?yEG�¸³ ;@E_UW?

(π)
=@Ah;#x\=h:[YdmyEGA%YMEGA@pL�[FdefEGF

K
;@EGF �*�0UWFrUWp<YMEGFdmyXdYdm8pg~>sÀXM:©;hU[XrX

F = R/(π)K7m8?8YQ=@Ah;
K
EGm8A �fEGF¼�,qW?8?8=@A@KLXdpL�[FdefEGF��¡B@F

G
myXdY_6/T�6 �/68s@odEw;@EGFQm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yE

KG � 9�:<;>=@?'myXdY�UWDhXM:[?8=@YQm8FdFME �;>=@vwm8D�EG?,6	¹hEGFdAhEGF|E�<myXdYdmyEGFdY�EGm8A e@Fdm8��m8Ydm8ZLEwX�³ ;@EG��e�:[YMEGA4Y
e
m8A
FG

��m8Y
M = FG · e

s	=@Ah; ;>myEwXMEwXQ?lq[XMXdY
Xdmy�r�A0U[�M� �*�0UWFrUWp<YMEGFdmyXdYdm8p~��hEGD�EGA/60TPU[XID�Ew;@EG=@YMEGY_sfEwXJE�>myXdYdmyEGFdY\EGm8A�e@Fdm8��m8Ydm8ZLEwXc³ ;@EG��e�:[YMEGA4Y

ε
m8A
RG��m8Y

e = ε̄ := ε + (π)RG
6 �uXcmyXdYVUW?yXr:

M̃ := RG · ε
EGm8A#e@FM:WodEGp%Ydm8ZLEGF

RG � 9g:%;>=@? ��m8Y M̃/πM̃ ∼= MUW?yX
FG � 9�:<;>=@?8A/6 TPU M m8FdFMEw;>=@vwm8DfEG?VmyXdY_s'myXdYºUW=h�r� ;@EGF

KG � 9g:%;>=@? K ⊗R M̃
m8FdFMEw;>=@vwm8DfEG?,6 ¹hEGFdAhEGF

K7m8?8Y
dimK(K ⊗R M̃) = rkR(M̃) = dimF (M)

6 �À=hXrUW����EGA���m8Y JSj7jL¦s�n�FM:[e/6�5��gEGFd�0UW?8YMEGA���m8F�A4=@A
XM�r�@?8myE !7?8my�M�

dimF (M)
|G : Z(G)|
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³A �OUWe@m8YMEG?\5��0UWYdYMEGA ��m8FOD�EGFMEGm8YMX�;@EGA��·EGK7Fdm�� EGm8AhEwXQe@FM:Wo¼EGp<Ydm8ZLEGA�9g:<;>=@?yXP�¡B@FODfEG?8myEGD@m8KLE

F � HJ?8KLEGD@FMEGAEGm8A@KLE �¡B@�@FdY_6�³��¹0UW?8?4;@EGF bcFd=@e@e�EGA0UW?8KLEGD@FMEGAQ?lq[XrXdY/Xdmy�M��;>myEwXMEGF/Ah:<�M�OZLEGFrUW?8?8KLEG��EGm8AhEGFdA/6WTPUWvw=QXMEGm7�*EGm8YMEGFd�@m8A
G
EGm8AhEQbcFd=@e@e�E76

��� ��� � � ������� C ����� H ����������� 5 � - A -:� GHG � *,'�� G � ��� M �����
FG B�� '�� � � � 8'9:�������8' � A �8���3��� �   � A ����	� � ��* ��� ��� 5�


� �� �  5 E : 0 −→ L −→ N −→ M −→ 0
������� � � - >@� � �H� � 5 � C � � � �8� > *@'�� FG B�� '�� � � � # � 5 �3� -� � A �8�& /�1 � � 5�� � � :������ � � - >@� � �H� � 5 � C � � � ��� > 0 −→ ResGH(L) −→ ResGH(N) −→ ResGH(M) −→

0
*@'��

FH B � '�� �.� � > � - � � �$� 5�� 8' > � - � � �$� 5��)� /�1 E �
� ����!�  5 E ′ : 0 −→ M −→ N −→ L −→ 0

������� � � - >@�;� �3� � 5 � C � � � ��� >9*,'�� FG B � '�� �.� � # � 5 �3� -� � A �8�& /�1 � � 5�� � � :������ � � - >@� � �H� � 5 � C � � � ��� > 0 −→ ResGH(M) −→ ResGH(N) −→ ResGH(L) −→
0
*@'��

FH B � '�� �.� � > � - � � �$� 5�� 8' > � - � � �$� 5��)� /�1 E ′ �
� ������ � ��7 5 M | IndGH(ResGH(M)) �
� ��*  � � - ���0�3�� � � G�- �,���� 5�� � 5 ���& D  5 ��# {g1, . . . , gn} ��� - ����� � �$��� :��� 2 ����� �?�  ���� *@')� G � �H/81 H � � � B 5 �<� -�5 ����� f ∈ EndFH(M)

# � 5

TrGH(f) :=
n∑

i=1

gif = idM .

! �32 �8� 1 ��� � 5 ����� � 2�2 � � � � � A TrGH : EndFH(M) −→ EndFG(M) ��������������� � �&,-���HC�C��$�5/1,-#-.��
� �+* !�. �2.�/�! � � ��� ��� bVEGKLEGD�EGAhEGA>��UW?8?yXJ�hEGm !7YJ;@EGF

FG � 9g:%;>=@? M ������������� H 6$�	��
��������$� 6
� �"34�� � �(!(� ��� ��� � � ��U � ¹ B@F

H := {1}
Xdm8Ah;#;>myE�FMEG?lUWYdm8Z

H � e@FM:WodEGp%Ydm8ZLEGA FG � 9�:<;>=@?8A�KLEGA0UW= ;>myEe@FM:WodEGp<Ydm8ZLEGA
FG � 9g:%;>=@?8A/6

�±D�� TcmyE µ�¶ =@m8Z[UW?yEGA@v�;@EGFPH\=hXMXrUWKLEGA �±m �J=@Ah; �±m8m �Im8A�:[D@m8KLEG� �>UWYdv�v_EGm8K7YQUW=h�r�/s ;hU[XMXV;>myE�e@FM:Wo¼EGp<Ydm8ZLEGA
FG � 9�:<;>=@?8ACKLEGA0UW=;>myEPm8A[odEGp<Ydm8ZLEGA FG � 9�:<;>=@?8AXdm8Ah; 6 �À=hXrUW����EGAC��m8YI� EG��EGFdp%=@A@K�5768576 ���¡:[?8K7Y;hUWFrUW=hX�s·;hU[XrXOodEw;@EGF©e@FM:WodEGp<Ydm8ZLE � A4YMEGFd��:<;>=@?PEGm8AhEwX FG � 9�:<;>=@?yX M Xr:[K4UWFºXdYMEGYMX EGm8A ;>m8FMEGp%YMEGF
�%=@����UWAh; ZL:[A

M
XMEGm8Aº�Q=hXMX_6<TcmyEwXME � UWYMXrU[�r�hEV��m8FM;�ZL:[F�UW?8?yEG� �±B@F*=@AhXMEGFME �·:[��e@=@YMEGFdDfEGFMEw�r�4=@A �KLEGA�EGm8AhEOEGA4YMXM�r�hEGmy;@EGAh;@E�k\:[?8?yEPXde@myEG?yEGA/6

¹ B@FJ;@EGAkJEwXMY ;>myEwXrEwXIHJDhXr�M�@A@m8YdYMXIKLEG?8YME
char(F ) = p > 0
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M
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G
���$���3� � 5 � A 2 �: 5 �$# # 5 � p B � � 5 � - A -���GHG � P *@')�

G � 8' � � : � ' � A �����.� � �   � A ��� A � � 5 ��� 
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M
�$ 5 - � �?�)5 ��* P B?G�- '���� � 5 ��* �

���  �  5 M ���&/�1 - � � �H5 �$* H B?G�- '���� � 5 ��* ��� - ������� ��� 5 � - A -���G3G � H *@'��
G �  '%�$ 5 P ≤G H �

� �+* !�. �2.�/�! ��� ���l½ � �uX�KLEG?8YMEGA ;>myE tu:[FrUW=hXrXMEGYdvw=@A@KLEGA UW=hX�ZL:[Fdm8KLEG� �>UWYdvL6��um8AhE
p � � A%YMEGFdK7Fd=@e@efECZL:[A

G
s/�·EG?y�M�hEº;>myE�� Ew;>m8A@K7=@A@KLEGA �¼5 �P=@Ah; ��R �PEGF¼�¡B@?8?8Y_s AhEGA@AhEGA ��m8FQEGm8AhEGA 8 �����4�3: ZL:[A M 6-� m8FO�*EGFM;@EGA

��UWAh�M�@��UW?�UW=h�M�g;>myEP�·EGv_EGmy�r�@A4=@A@K
vx(M)

�¡B@FJEGm8AhEGA�UW=hXdKLEGv_EGmy�r�@AhEGYMEGAtuEGFdYME��ZL:[A
M
ZLEGFd�*EGAh;@EGA/6

³AC;>myEwXMEG� �À=hXrUW����EGA@�0UWA@K©KLEG?8YMEGA��¡:[?8KLEGAh;@EQHJ=hXMX UWKLEGA �
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H
����������� 5 � - A -:� GHG � *@')� G 8')F �<�

M,M1 � � > � -�� � A 20��- � FG B�� '�� � � �+# � 5=4� -85 �?>@�: P, P1 � ��� N ���$� � � > � -�� � A 20��- � - FH B � '�� �.� # � 5 =4� -85 � � Q � ! � �E� A � � 5�

� �� �:# � ����� M | IndGH(N)

�7 5 P ≤G Q �
� ����!�:# � ����� N |ResGH(M)

�$ 5 Q ≤G P �
� ������!�  5 M2

�����+F���� 5 � - � - FG B � '�� � � � � ���%�$ 5 M |(M1 ⊗F M2) �  '9�$ 5 P ≤G P1 �
� ��* I! � - > � M � �&��� � � '�� � � M∗ 1 �)5 P � 2 ����� ���$�  ���  =4� -85 � �3�
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M
���$� � � > � -:� � A 20�)- � - FG B�� '�� � ��� ��� P ���$��=4� -85 � � *@'�� M �

� ��I! � �4� � � �$ 5 ��� -85 �8�$� � � > � -�� � A 20��- � - FP B � '�� � � S # � 5 � ' � A �����3�8� � � A �8�& /�1 � � 5 �8� 

• M | IndGP (S)

• S|ResGP (M)

• P
�$ 5 ������=4� -�5 � � *@'�� S �

� ���� � � ���
T
�8�$� � � > � -:� � A 20�)- � - FP B � '�� �.� # � 5 M | IndGP (T ) � ! � �E� � � �$ 5 ��� -�5 ����� t ∈ NG(P )

# � 5
tT = S � ! �32 ���� �8� NG(P )
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A � 1 � -�5 � � � - ��� - ����<�8� D �������9! ����� � 5 A -���G3G � *,'�� B � ��� P �������
p B�CED�� '�F A -���GHG � *@'�� G � ����� ���������=4� -85 � � Q *@'��

M
��� 5�1 � � 5 � ! � �4� A � � 5�


� ��I! � -�� '�� � � M �7 5 - � � �H5 �$* D B?G�- '���� � 5 ��* � � �?1 � ���& 2 �:8'����3� - � Q ≤G D �
� ���� � %�7 5  5 � 5  |P : Q|

��������8� � � - *@'�� dimF (M) � �:�& 2 �: '����3� - � 1 �)5 M ��# � �)�$� p - dimF (M)

A ��� ��� ���<� p B�C�D,� '�F A -�� GHG ���I*@')� G ���  =4� -�5 �6> �� �



����� ��� ��	�������� �
� � � � � 	 
 ����� � � R7~

� ������!�  5 H ������� ��� 5 � - A -�� GHG �+*@')� G � 8' � � : M - � �?�)5 �$* H B?G�- '���� � 5 ��*I�$ 5���� ��� �$ 5 ResGH(M) =
N1 ⊕ · · · ⊕Nl

# � 5�� � >@� -�� � A 20��- ��� FH B � ' � �.� � N1, . . . , Nl �  '%�$ 5 Qi ≤G Q
��� - ���0�3��� =4� -85 � �

Qi
*@'��

Ni � ��� i = 1, . . . , l � � � - ��� - � � �$ 5 ��� -85 ����� j ∈ {1, . . . , l} # � 5 Qj ∼G Q �
� ��*  C �$��� H ���$� � ��� 5 � - A -�� GHG � *,'�� G � ��� N ����� � � > � -:� � A 20�)- � - FH B�� '�� � � � 8' � � �7 5 �<� -�5 ����� � � B>@� -�� � A 20��- � - ��� - � � 5 � - CE� # # � ���I*@'�� IndGH(N) � �.� - # � 5 N �8�$���8� =4� -85 � � 8')F �<� ���$� ��� � � �$� �

A ��#%���$�4 � # 1 �)5 ���� ��� ��� �����0� � �� ���"!(+�� !�� �" ���"�0���� ���".���+�+�� ����� � � � 
 � � 	(3 � � 	 � ��"����
H
�8�$� � ' - # ��� 5 ��� � � - *@'��

G � 8';� �   G/H �������
p B � -:� GHG � �$ 5 ��� � - ��� - ���� N ���$� �32  ' � � 5 � � >@� -:� � A 2
��- � - FH B � ' � �.�6� ! � �4� �$ 5

���&/�1 IndGH(N)
����� �.2 8' � � 5 � � > � -:� � A 20�)- � - FG B�� '�� � �6�

� /0 /������� ��� � ��� ��� �� ��������
P ∈ Sylp(G) � QCP � ��� M ����� �32 8' � � 5 � � > � -�� � A 20��- � - FG B � '�� �.�6� �  5

ResGQ(M)
� 2 ����� �����  �32 8' � � 5�� � > � -�� � A 20��-:� 8';�7 5 Q ��������=4� -�5 � � *@'�� M �

� ��F����$ � � m8F\AhEG�@��EGA UWA/s0;hU[XMX\=@A4YMEGFP:[D@m8KLEGAgtu:[FrUW=hXMXMEGYdvw=@A@KLEGA Q EGm8A�tuEGFdYME�ZL:[A
M
myXdY_60TPUWA@AgmyXdY

UW=h�M�
ResGP (M)

UWDhXM:[?8=@YQ=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWF|=@Ah;��0UWY�A0U[�M�i�>UWYdv R>6SR>685_~ �±m8m8m �VEGD�EGA>�,UW?8?yXOtuEGFdYME�
Q
6 ¹0:[?8K7?8my�M�

K7m8?8Y
ResGP (M)| IndPQ(ResGQ(M)).

�VU[�M�gbcFMEwEGAhX � A@v_EGFd?yEGK7D0UWFdpLEGm8YMXMX UWYdv�myXdY�odEw;@:<�M� IndPQ(ResGQ(M))
UWDhXM:[?8=@YI=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWF_sfXM:�;hU[XMX

ResGP (M) ∼= IndPQ(ResGQ(M))

��:[?8K7Y_sÀm8� � my;@EGFMXde@Fd=h�M��vw=
dimF (IndPQ(ResGQ(M))) = |P : Q|dimF (M) > dimF (M)

6�TPUW��m8Yc�¡:[?8K7Y
;>myEO� EG�0UW=@e@Yd=@A@Kh6
��� ��� ��� ����� � �	� � � 
 � " �O°�° ° ��¯����%¯ 	 � �  ��������

M
����� � � > � -�� � A 20��- � - FG B � '�� � � � ��� E ������� �8��� B

� � /�1 � � � -�G � - � - F���� 5 � -�� � A *@'�� F ��� � - ��� -  ��� P ���$� =4� -85 � � *,'�� M � ! � �4� �$ 5 P ����� =4� -�5 � � � �
�3�:
� � > � -�� � A 20��- ��� ��� - � � 5 �8� C�� # # � ���3�8� �3�� EG B � '�� � �  ME �

� 
�� � ��� �"�$�%�%� ��� �$�$� � � �������%� �
�uX�XMEGmyEGA�m8AC;>myEwXrEG�ÂH\DhXM�r�@A@m8YdY

G
EGm8AhEObcFd=@e@efEV=@Ah;

F
EGm8AC�\�[FdefEGFI;@EGF �*�0UWFrUWp<YMEGFdmyXdYdm8p

p > 0
6@¹hEGFdAhEGF

XMEGmyEGA
P
EGm8AhE

p � � A4YMEGFdK7Fd=@e@e�E|ZL:[A G XM:���myE
H
EGm8AhE � A4YMEGFdK7Fd=@e@e�E|ZL:[A G ��m8Y

NG(P ) ≤ H
sÀ=@Ah;��m8F

XMEGYdv_EGA
• X := {Q|Q ≤ xPx−1 ∩ P

�±B@FIEGm8A
x ∈ G \H}

s
• Y := {Q|Q ≤ xPx−1 ∩H

�¡B@FIEGm8A
x ∈ G \H}

6

� �+* !�. �2.�/�! � � � ����� �%m8Ah;
H
EGm8AhEI9gEGA@KLE�ZL:[A � A4YMEGFdK7Fd=@e@e�EGA�ZL:[A G =@Ah;

M
EGm8A

FG � 9g:%;>=@?,s%XM:PXrUWKLEGA��m8F_s
M
myXdY ������������� H 6$�	��
��������$� s<��UW?8?yX M = M1 ⊕ · · · ⊕Mk

K7m8?8Y��¡B@F
FG � 9g:%;>=@?8A M1, . . . ,Mk

��m8Y
;@EGFJ��m8KLEGAhXr�M�0U �¡Y_s0;hU[XMX

Mi
FMEG?lUWYdm8Z

Hi � e@FM:WodEGp%Ydm8ZºmyXdY �¡B@FIEGm8A Hi ∈ H
=@Ah;

i = 1, . . . , k
6

��� ��� � � � � � � ��1�"�"! 	 � � � 5 ' 2 � A �8�
� �
>@��� /81 � � � A ��� A � � 5 �8� � ' � A �����.��� � : � A �8� 


� �� �  5 M ����� � � >@� -:� � A 2
��- � - FG B � '�� �.� # � 5 =4� -�5 � � P �  ' A � � 5 ResGH(M) = M ′⊕Y � F ' 2 ��� M ′ �����
� � >@� -:� � A 2
��- � - FH B � '�� � � # � 5 =4� -85 � � P � ��� Y ���$� - � �?�)5 �$* Y B?G�- '���� � 5 ��*,� - FH B�� '�� � � :����� �

� ����!�  5 N ����� � � > � -:� � A 20�)- � - FH B�� '�� � � # � 5 =4� -85 � � P �  ' A � � 5 IndGH(N) = N ′⊕X � F ' 2 �8� N ′ �����
� � >@� -:� � A 2
��- � - FG B � '�� �.� # � 5 =4� -�5 � � P � ��� X ����� - � � �)5 ��* X B6G�- '�� � � 5 �$*,� - FG B�� '�� � � ��$��� �

� �"34�� � �(!(�)(>� �+* !(.��2.�/�! � � � � � � T\myE�D�EGmy;@EGA�H\=hXMXrUWKLEGA�;@EwX\ZL:[Fdm8KLEGA �>UWYdv_EwXJ?8myE ��EGFdAgEGm8AhE��·m o¼EGp<Ydmy:[A
vw��myXM�r�hEGA ;@EGA ³ XM:[��:[Fde@�@myEGp%?lU[XrXMEGA�=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF

FG � 9g:<;>=@?8A ��m8YPtuEGFdYME� P =@Ah;�;@EGA�³XM:[��:[Fde@�@myE �p<?lU[XMXMEGAº=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF
FH � 9g:%;>=@?8Aº��m8Y·tuEGFdYME� P 6<T\myEwXrEI�hEGm !7Y � ���(��#&6 � 
�������%D� 
1#&/H��#=2 D�EGvwB@K7?8my�M�

(G,P,H)
6

¹hEGFdAhEGFº�*EGFM;@EGA ;@EGF
FH � 9�:<;>=@? M ′ UW=hX �±m ��UW?yX � ���(��#&6 � 
�������%D� 
1#&/H��#	� ZL:[A M m8A

H
=@Ah; ;@EGF

FG � 9g:%;>=@? N ′ UW=hX �±m8m � UW?yX � �����#&6�� 
1������% � 
�#0/H��#&� ZL:[A N m8A
G
D�EGv_EGmy�M�@AhEGY_6
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� 
�� � ��� ������� 
�� ������#��%� ��� � ��� ���%# � � � ���
FG �

�������� � � �	�	
 � ��� �����$� �������
� EGm8YMEGFd�@m8A XMEGmyEGA

G
EGm8AhEcbcFd=@e@e�EI=@Ah;

F
EGm8Aº�J�[Fde�EGF·;@EGF �*�0UWFrUWp%YMEGFdmyXdYdm8p

p > 0
64¹hEGFdAhEGF·�*EGFM;@EGAº��m8F'm8A

;>myEwXMEG� HJDhXr�M�@A@m8YdYV��m8Y
FG � kJEw�M�%YMXd��:<;>=@?8A UWFdDfEGm8YMEGA/6fHJ=�!LEGFM;@EG� D�EGv_EGmy�M�@AhEGA#��m8FV;>myEQ��=@?8Ydm8e@?8m8p[UWYdm8ZLE

bcFd=@e@e�EC;@EwX��\�[FdefEGFMX
F
��m8Y

F× s�;>myEUWD�EG?yXM�M�hEgbcFd=@e@efECUW?8?yEGF©HJD@D@m8?y;>=@A@KLEGA ZL:[A G A0U[�M�
F× ��m8Y

C1(G,F×)
=@Ah;C;>myEOUWDfEG?yXr�M�hE�bcFd=@e@e�EQUW?8?yEGFJH\D@D@m8?y;>=@A@KLEGAZL:[A

G×G
A0U[�r�

F× ��m8Y C2(G,F×)
6

� �"34�� � �(!(� ����¯����0� ��m8A�u?yEG��EGA4Y
α ∈ C2(G,F×)

��m8YI;@EGFJ��m8KLEGAhXr�M�0U �¡Y
α(g, h)α(gh, k) = α(h, k)α(g, hk)

�¡B@F UW?8?yE
g, h, k ∈ G

�hEGm !7Y �&�����4
�����#&%� %(�4� � ZL:[A
G
��m8Y<� EGFdYMEGA m8A

F× 6*TcmyEg9�EGA@KLE#UW?8?V;>myEwXMEGF¹0UWp<YM:[FMEGAhXd�>XdYMEG��E�D@m8?y;@EGYQEGm8AhE � A%YMEGFdK7Fd=@e@efE�ZL:[A C2(G,F×)
=@Ah; ��m8FM;���m8Y

Z2(G,F×)
D�EGv_EGmy�M�@AhEGY_6

¹hEGFdAhEGFJEGFd�0UW?8YMEGA���m8FJEGm8AhEGAgbcFd=@e@e�EGA@�h:[��:[��:[Fde@�@myXd��=hX
∂ : C1(G,F×) −→ C2(G,F×), ϕ 7→ ((g, h) 7→ ϕ(g)ϕ(h)ϕ(gh)−1).

TPU[X��·m8?y;�ZL:[A
∂
myXMY�EGm8AhE � A4YMEGFdK7Fd=@e@e�E�ZL:[A Z2(G,F×)

s��*EG?y�r�hE ��m8Y
B2(G,F×)

D�EGv_EGmy�M�@AhEGY���m8FM; 6
�<�M�@?8myE !7?8my�r�gXrEGYdv_EGAC��m8F

H2(G,F×) := Z2(G,F×)/B2(G,F×)
6

³ XdY';@EGF*�\�[FdefEGF
F
UW?8KLEGD@FrUWmyXM�r� UWD@KLEwXr�M�@?y:7XMXMEGA/s<XM:PmyXMY

H2(G,F×)
A0U[�r� JS^7�L¦s � �@�C6%{>6S^>6S{�EGm8AhEJEGAh;>?8my�M�hEbcFd=@e@e�E7s0;@EGFMEGA � FM;>A4=@A@K A@my�M�%YP;>=@FM�M� p YMEGm8?8D0UWFVmyXdY_60¹0EGFdAhEGFcE�>myXdYdmyEGFdYJvw=©odEw;@EG� ᾱ ∈ H2(G,F×)

;@EGF
� FM;>A4=@A@K n XdYMEGYMX�EGm8A�¹0UWp<YM:[FMEGAhXd�>XdYMEG� β ∈ Z2(G,F×)

s XM:g;hU[XMX
β
EGD�EGA>��UW?8?yX � FM;>A%=@A@K n �0UWY�=@Ah;

ᾱ = β̄ := βB2(G,F×)
K7m8?8Y_6

TVEwX � EGm8YMEGFMEGA�E�>myXdYdmyEGFdY�m8A;>myEwXrEGF\�%m8Yd=0UWYdmy:[A�EGm8AhE 2���#	�����1�5� � ��, �1� ��#0��� � �����4����,-#-.
1 −→ Z

ε
−→ Ĝ

ν
−→ G −→ 1,

XM:�;hU[XMX
Z
EGm8AhEVvw�%p<?8myXM�r�hEQbcFd=@e@efEP;@EGF � FM;>A%=@A@K n myXdY_6>T�6 �/68s ε myXdY�EGm8A�bcFd=@e@e�EGA@��:[Ah:[��:[Fde@�@myXd��=hX_s νmyXdY EGm8AbcFd=@e@efEGAhEGe@m8��:[Fde@�@myXM�Q=hX_s@=@Ah; EwX·K7m8?8Y

ker(ν) = im(ε)
XM:_��myE

im(ε) ⊆ Z(Ĝ)
6>³AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFMEcmyXdY

;hUWA@A�UW?yXM:
Ĝ/ε(Z) ∼= G

6
� �"34�� � �(!(� � �8¯�� ��� ³ XdY

M
EGm8A

FG � kJEw�M�%YMXd��:<;>=@?,s =@Ah;#XMEGYdv_EGA#��m8F E := EndFG(M)
s XM:©��m8FM;

Mvw= EGm8AhEG�
E � FG � �·m8��:%;>=@?PZLEGFd���[KLE fmg := f(mg) = f(m)g

�¡B@F UW?8?yE
f ∈ E, m ∈ M, g ∈

G
6�¹hEGFdAhEGF�?8myE ��EGFdY\odEw;@EwX�³ ;@EG��ef:[YMEGA%Y

e
m8A
E
XdYMEGYMX�EGm8AhE �fEGFd?yEGK7=@A@K

M = eM ⊕ (1 − e)M
m8A
FG �kJEw�r�4YMXd��:<;>=@?8A/6fTVUWD�EGm/myXdY

eM
KLEGA0UW=g;hUWA@A=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWF_sÀ�*EGA@Ag;hU[XI³;@EG��e�:[YMEGA4Y

e
e@Fdm8��m8Ydm8Z myXdY_60¹aB@F

vw�*EGm>³ ;@EG��ef:[YMEGA%YME
e1
=@Ah;

e2
m8A
E
Xdm8Ah;O;>myE

FG � kJEw�M�%YMXd��:<;>=@?8A e1M =@Ah;
e2M

KLEGA0UW=|;hUWA@AQmyXM:[��:[Fde@�/s
�*EGA@A�;>myEQe@FM:Wo¼EGp<Ydm8ZLEGA

E � kJEw�r�4YMXd��:<;>=@?8A e1E =@Ah;
e2E

myXM:[��:[Fde@�#Xdm8Ah; 6À³ XdY\A4=@A
{e1E, . . . , elE}

EGm8A
kJEGe@Frq[XrEGA4YrUWA4YMEGAhXM�<XdYMEG� �¡B@F*;>myE\³XM:[��:[Fde@�@myEGp<?lU[XMXMEGAº=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF e@FM:Wo¼EGp<Ydm8ZLEGF

E � kJEw�r�4YMXd��:<;>=@?8A ��m8Ye@Fdm8��m8Ydm8ZLEGAi³;@EG��e�:[YMEGA4YMEGA
e1, . . . , el

m8A
E
s	XM:�EGFd�0UW?8YMEGA���m8F�EGm8AhE��·m odEGp%Ydmy:[A vw��myXr�M�hEGAi;>myEwXMEGFQ9gEGA@KLE

=@Ah;�;@EGF'9gEGA@KLEJ;@EGF*³XM:[��:[Fde@�@myEGp<?lU[XMXMEGA�=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF·;>m8FMEGp<YMEGF·�%=@����UWAh;@EGA ;@EwX
FG � k\Ew�M�4YMXM��:%;>=@?yX

M
6@TcmyEwXMEOpL:[���QYJ;>=@FM�r��;>myE �À=h:[FM;>A%=@A@K

eiE 7→ eiEM = eiM = ei(M)

�¡B@FJUW?8?yE
i = 1, . . . , l

vw=hXdYrUWAh;@EP=@Ah;���m8FM;UW=h�r��UW?yX �A�������$#-.B�B
1������% �*
1#0/1��# 2 D�EGv_EGmy�M�@AhEGY_6
¹ B@F�;>myE©A0U[�M�>��:[?8KLEGAh;@EGA �/EG����UWYrU�=@Ah; �>qWYdv_E©�*EGFM;@EGAi��m8F�EGm8A@m8KLE©��m8KLEGAhXr�M�0U �¡YMEGA K7FrU[;>=@myEGFdYMEGF�H\?8KLE �D@FMEGA =@Ah; ZLEGFMXM�M�@FrqWA@p<YMEGF�n�FM:<;>=@p%YME�DfEGAh�[Ydm8KLEGA/6 � m8FQ��U[XrXMEGA�UWA ;>myEwXMEGF��%YMEG?8?yE©;>myE��±B@FQ=@AhXQm8A ;>myEwXMEG�
�À=hXrUW����EGA@�0UWA@K��·EwXMEGA4Yd?8my�r�hEGA�H\=hXMXrUWKLEGAºp%=@FdvVvw=hXrUW����EGA/6>¹ B@F �*EGm8YMEGFMEPTVEGYrUWm8?yX�XMEGm UW=>� JS^7�(L¦s<�OUWe@m8YMEG?
�h6SjgZLEGFd��myEwXMEGA/60� m8F�AhEG�@��EGA ;hUWvw= m8A ;>myEwXrEG�]HJDhXr�M�@A@m8YdY©UWD#odEGYdvwY�UW=�!LEGFM;@EG� UWA/su;hU[XMX

F
UW?8KLEGD@FrU �myXM�r��UWD@KLEwXM�M�@?y:7XrXMEGA myXdY_6	¹hEGFdAhEGF�XMEGmyEGA

N
EGm8AhE � A4YMEGFdK7Fd=@e@e�E�ZL:[A G =@Ah;

W
EGm8A =@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGF

FN �kJEw�r�4YMXd��:<;>=@?���m8Y�� ��+�.B) ���$��% . ��,B�H� � I := {g ∈ NG(N)|W ⊗ g ∼= W}
m8A
G
6%³AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFME\myXdY·;hUWA@A

N
EGm8A �\:[Fd��UW?8YMEGm8?yEGF�ZL:[A

I
6@�<EGYdv_EGA ��m8F*�·EGm8YMEGF

E := EndFI(IndIN (W ))
=@Ah;

I := I/N
s>XM:�myXdY

E
EGm8AhE

I 6 . ���H/�,=�������4� F 6�. ��.���C3��� sh; 6 �/6hEwX�myXdY
E =

⊕

x̄∈I

Ex̄
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��m8Y
F � � A%YMEGFdZLEGp%YM:[FdFrqW=@��EGA Ex̄ ZL:[A E sWXr:\;hU[XMX Ex̄Eȳ ⊆ Exy �±B@F�UW?8?yE x̄, ȳ ∈ I K7m8?8Y_6[TcmyEwXME � A%YMEGFdFrqW=@��E�*EGFM;@EGA#UW=h�M��UW?yX � 
 � � 
�#0��#&�4��# ZL:[A E D�EGv_EGmy�M�@AhEGY_6fbPEGA0UW=hEGFJK7m8?8Y�m8A;>myEwXMEGF\�%m8Yd=0UWYdmy:[A �

Ex̄ = {f ∈ E|f(W ⊗ 1) ⊆W ⊗ x}

�¡B@F
x ∈ I

=@Ah;
x̄ = xN ∈ I

6/¹hEGFdAhEGFQmyXdY
Ex̄ ∼= HomFN(W,W x) ∼= HomFN (W ⊗ 1,W ⊗ x)

A0U[�r�
JS^7�(L¦s �u6h�h6Sj>6 ��=@Ah; m8AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFME

E1
∼= EndFN (W )

��m8Y
1E ∈ E1

6
TPUCA0U[�r��TcE ÁhA@m8Ydmy:[A�ZL:[A

I
XdYMEGYMX

W ⊗ x ∼= W
�¡B@F�UW?8?yE

x ∈ I
K7m8?8Y_s�E�>myXdYdmyEGFdY|vw=odEw;@EG�

x ∈ I
EGm8A

FN � ³XM:[��:[Fde@�@myXM�Q=hX ux : W ⊗1 −→W ⊗x
64TcmyEwXMEGF'?lq[XrXdY*Xdmy�r�º;hUWA@A©A0U[�M� JS^7�(L¦s �'6L�h6Sj>6 �|=@Ah; �u6%�h6Sj>6S^

��myEw;@EGFd=@� p[UWAh:[A@myXM�r��vw=ºEGm8AhEG�
FI � H\=@YM:[��:[Fde@�@myXd��=hX*ZL:[A IndIN (W )

��:[FdYMXMEGYdv_EGA/sL�·EG?y�M�hEGAº��m8F'��m8Y
ux̄D�EGv_EGmy�M�@AhEGA/6��uX�myXdY|UW?yXM:�XdYMEGYMX

ux̄ ∈ U(E) ∩ Ex̄
saXM:C;hU[XMX|;>myE

F � H\?8KLEGD@FrU E Xr:[K4UWF|EGm8A XM:[KLEGA0UWA@A4YMEwX
������% '3)*��+1# ���4��%�� ��
�/1, ��� ZL:[A I ��m8Y E1

myXdY_6f9gUWA#D�E_U[�M�%YMEQ��EGFdAhEGF_s�;hU[XMXVXdYMEGYMX
u−1
x̄ ∈ Ex̄−1

�±B@FPUW?8?yE
x̄ ∈ I

K7m8?8Y_6hTPUWFrUW=hX���:[?8K7YI;hUWA@A �
Ex̄ = Ex̄u

−1
x̄ ux̄ ⊆ E1ux̄ ⊆ Ex̄ = ux̄u

−1
x̄ Ex̄ ⊆ ux̄E1 ⊆ Ex̄,

; 6 �/6
Ex̄ = ux̄E1 = E1ux̄

�¡B@FQUW?8?yE
x̄ ∈ I

6 ³¦AhXMDfEwXM:[Ah;@EGFME��0UWD�EGA�UW?8?yE��\:[��ef:[AhEGA%YMEGA
Ex̄

;>myEwXMEG?8D�E
F �Tcm8��EGAhXdmy:[AC��myE

E1
s@=@Ah;

E
myXdYIEGm8AC�±FMEGmyEGF

E1 � kJEw�r�4YMXd��:<;>=@?	ZL:[� kcUWA@K
|I|
6

�<�M�@?8myE !7?8my�r�CD�EGYdFrU[�M�4YMEGA��m8F ;hU[X %U[�w:[DhXM:[A � k\U[;>m8p7UW? J(E1)
ZL:[A

E1
6>¹aB@F odEw;@EwX

x̄ ∈ I
=@Ah; ;>myEVEGA4YMXde@FME ��M�hEGAh;@E���m8A@�hEGm8Y

ux̄
EGFd�0UW?8YMEGAC��m8FJ;hUWA@AEGm8AhEGAH\=@YM:[��:[Fde@�@myXd��=hXJZL:[A

E1
ZLEGFd���[KLE)�

E1 −→ E1, a 7→ ux̄au
−1
x̄ .

¹h:[?8K7?8my�r��myXdY
ux̄J(E1)u

−1
x̄ = J(E1)

=@Ah;C;hUW�hEGF
ux̄J(E1) = J(E1)ux̄

6B� EGKLEGA
E1ux̄ = ux̄E1 = Ex̄

myXdY
XM:[��m8Y

J := J(E1)E = EJ(E1)
EGm8A�A@m8?8e�:[YMEGA4YMEwXc³;@E_UW?/m8A

E
6h¹hEGFdAhEGFJEGFd�0UW?8YMEGA���m8F��

J =
⊕

x̄∈I

J(E1)ux̄ ⊆
⊕

x̄∈I

(J ∩Ex̄) ⊆ J,

=@Ah;CXM:[��m8Y�myXMYJUW=h�M�
E := E/J =

⊕

x̄∈I

Ex̄

��m8Y
Ex̄ = (Ex̄ + J)/J ∼= Ex̄/Ex̄J(E1)

�¡B@F
x̄ ∈ I

EGm8AhE�;>=@FM�M�
I
K7FrU[;>=@myEGFdYME

F � HJ?8KLEGD@FrU>6 H\=�!LEGFM;@EG�myXdY���m8Y
E
UW=h�M�

E
��myEw;@EGF\EGm8A�ZLEGFMXM�r�@FrqWA@p%YMEwXcn�FM:<;>=@p%Y_6

�VU[�M�itu:[FrUW=hXMXMEGYdvw=@A@K#myXdY
W

=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWF_s�XM:g;hU[XMX
E1

A0U[�r� �>UWYdvg5768576 ��EGm8AhE©?y:[p[UW?yE
F � H\?8KLEGD@FrUCmyXMY_6TPU

F
UW=�!LEGFM;@EG� UW?8KLEGD@FrUWmyXr�M� UWD@KLEwXM�M�@?y:7XrXMEGAimyXdY_s/K7m8?8Y|;hUW��m8Y|XM:[K4UWF

E1
∼= E1/J(E1) ∼= F

6aH\?yXM:myXdY
dimF (E1) = dimF (Ex̄) = 1

�¡B@F©UW?8?yE
x̄ ∈ I

6�9#UWA D�EGv_EGmy�M�@AhEGY
E
;hUWA@A UW=h�M� UW?yX ������%('�)*��+�#	���4�

� ��,B�H� ��#0�1� .1��C���� 6
9�m8YI;>myEwXMEGA� EGv_EGmy�M�@A%=@A@KLEGA�KLEG?8YMEGAg;>myEc�¡:[?8KLEGAh;@EGAgHJ=hXMX UWKLEGA �
"�� 343������ ¯ �8��� !"��� *,� -  /�13- ����� 5 � � -���GHG ��� ��� A � 2�-0� E 2 �: 5 ��# # 5 A ��� �)� �8�$� � � �8#9�8� 5 ᾱ ∈ H2(I, F×) �
� ��F����$ � ¹ B@F�o¼Ew;@EwX x̄ ∈ I myXdY�vw=@A0q[�r�hXdY ux̄ := (ux̄ + J) ∈ U(E) ∩Ex̄

=@Ah;
E =

⊕
x̄∈I Fux̄

6
�<:[��m8Y�E�>myXdYdmyEGFdY�vw= UW?8?yEGA

x̄, ȳ ∈ I
EGm8A

α(x̄, ȳ) ∈ F× ��m8Y
ux̄uȳ = α(x̄, ȳ)uxy

6�³ XdY
z̄
EGm8A��*EGm8YMEGFMEwX

��?yEG��EGA%YcUW=hX
I
s@XM:�EGFd�0UW?8YMEGAC��m8F

α(x̄, ȳ)α(xy, z̄)uxyz = α(x̄, ȳ)uxyuz̄ = ux̄uȳuz̄ = ux̄α(ȳ, z̄)uyz = α(ȳ, z̄)α(x̄, yz)uxyz .

TcmyEwX�v_EGm8K7Y_sh;hU[XMXJ;>myEOHJD@D@m8?y;>=@A@K
α : I × I −→ F×, (x̄, ȳ) 7→ α(x̄, ȳ)

EGm8A¹0UWp<YM:[FMEGAhXd�<XMYMEG� myXdY_6
H\Ah;@EGFMEGFMXMEGm8YMX�D�EwXdYMEG�4Y

U(E)∩Ex̄
KLEGA0UW=UW=hX�;@EGA���?yEG��EGA%YMEGA�;@EGF�¹h:[Fd�

vx̄ = ϕ(x̄)ux̄
�¡B@F EGm8A

ϕ(x̄) ∈
F× 6@¹h:[?8K7?8my�r��myXdY

vx̄vȳ = ϕ(x̄)ux̄ϕ(ȳ)uȳ = ϕ(x̄)ϕ(ȳ)α(x̄, ȳ)uxy = ϕ(x̄)ϕ(ȳ)α(x̄, ȳ)ϕ(xy)−1vxy
�¡B@F UW?8?yE

x̄, ȳ ∈ I
6 H\=>�Q;>myEwXME � EGmyXMEgEGFd�0UW?8YMEGA ��m8FCUW?yXM: EGm8A ¹0UWp<YM:[FMEGAhXd�<XMYMEG�Cs*�·EG?y�M�hEwXCXMmy�M� ZL:[A

αA4=@F�=@��EGm8A ��?yEG��EGA%Y|UW=hX
B2(I, F×)

=@A4YMEGFMXM�r�hEGmy;@EGY_6 TVEG��vw=>��:[?8KLE�D�EwXdYdm8���QY
E
KLEGA0UW= EGm8A���?yEG��EGA4Y

ᾱ = αB2(I, F×) ∈ H2(I, F×)
6
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"�� 343�� � � ¯ � ¯ � ��  ���
L
���$� � -:- �0� � >8� 2�� � -�G�- '�� � � 5 �$*,� - E B�� � /�1.5 :#9'�� �.�6� ! � �4� A � � 5 |I|p

dimF (L)
|I | �F ' 2 �8� |I |p ����� 1 � /�1  5 � p B

� ' 5 ��� >  ��� � ����� |I | 5 ��� � 5 �
� ��F����$ � �cU[�r� ;@EG�ÄZL:[Fdm8KLEGA �/EG����U DfEwXdYdm8����Y

E
KLEGA0UW= EGm8A

ᾱ ∈ H2(I, F×)
6*�cU[�r� � EG��EGFdp%=@A@K

R>6 �h685#myXdY ;>myE � FM;>A4=@A@K n ZL:[A
ᾱ
A@my�M�%YC;>=@FM�M�

p
YMEGm8?8D0UWF_s =@Ah; ��m8F pL�[A@AhEGA UW=h�M� UWA@AhEG�@��EGA/sI;hU[XMX

ᾱ = αB2(I, F×)
��m8Y

α ∈ Z2(I, F×)
=@Ah;
|〈α〉| = |〈ᾱ〉| = n

K7m8?8Y_6f�VU[�M�#�·EG��EGFdp<=@A@KCR>6 �h685�E�>myXdYdmyEGFdY
XM:[��m8YJEGm8AhEVv_EGA%YdFrUW?yE|bcFd=@e@e�EGAhEGFd�*EGm8YMEGFd=@A@K

1 −→ Z
ε
−→ Î

ν
−→ I −→ 1,

�*:[D�EGm
Z
EGm8AhEQvw�<p%?8myXr�M�hE�bcFd=@e@efE|;@EGF � FM;>A4=@A@K n myXMY_60¹hEGFdAhEGFPE�>myXdYdmyEGFdYcEGm8Age@Fdm8��m8Ydm8ZLEwXV³;@EG��e�:[YMEGA4Y em8A�;@EGF�bcFd=@e@e�EGA0UW?8KLEGD@FrU

Fε(Z)
��m8Y

eF Î ∼= E
6�TVEwXd�*EGKLEGA�pL�[A@AhEGA ��m8FcA%=@A ;@EGA

E � k\Ew�M�4YMXM��:%;>=@? LZLEGFd���[KLEº;@EwXQ��e@m8��:[Fde@�@myXd��=hX
F Î −→ eF Î ∼= E

UW=h�M�iUW?yXQm8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGA e@FM:Wo¼EGp<Ydm8ZLEGA�k\Ew�M�%YMXd��:%;>=@?
�¡B@FI;>myE�bcFd=@e@e�EGA0UW?8KLEGD@FrU

F Î
UW=��/U[XMXMEGA/6@TPUW�hEGFIK7m8?8YJA0U[�M�#�>UWYdvQR>6SR>685_~ �±m8m �·EGm8AhEGFMXMEGm8YMX

|I |p = |I|p|Z|p = |Î|p
dimF (L).

H\Ah;@EGFMEGFMXMEGm8YMXImyXdY�A0U[�r�g�>UWYdv�R>68576S^�UW=h�r�
dimF (L)

|Î : Z(Î)|
|Î : ε(Z)| = |I |,

�*:[FrUW=hX\XM�M�@?8myE !7?8my�r�g;>myEP� EG�0UW=@e@Yd=@A@Kº;@EwX �/EG����U[XI�¡:[?8K7Y_6
� ��������� ¯ � ½ � ��  �������

D
����� � -:- �0� � >8� 2�� � - FG B�� � /�1.5 �# ' � �.� # � 5 =4� -85 � � Q � ����� � � ��� � W ��� � - ��� - �8�

V
�3� - � - �
��� B � ' -:- �: G '����3�8� 5 *@'�� D ���

H := NG(Q) � ! � �4� A � � 5�


|H : Q|p


dimF (V )

dimF (W )

|H : Q|.

� � - � �0�.�: n ∈ N∗ ���� np � �32 �����)�<� 1 � /81  5 � p B � ' 5 ��� > � ����� n 5 ��� � 5 �
� ��F����$ � �cU[�r� JS{7j(L¦s � �@�C6@tV³M³ 6S�>6S{�K7m8?8YIvw=@A0q[�M�hXdY

ResHQ (V ) ∼= k(W1 ⊕ · · · ⊕Wm).

TPUWDfEGm>Xdm8Ah;
k ∈ N∗ =@Ah; W = W1, . . . ,Wm

e0U7UWFd�*EGmyXME A@my�r�4YdmyXM:[��:[Fde@�hE7sL=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFME
FQ � kJEw�r�4YMXd��: �;>=@?8A���m8Y

Wi
∼= W hi

�¡B@F
i = 1, . . . ,m

=@Ah;�e0U[XrXMEGAh;@E
h1, . . . , hm ∈ H

6 � EGm8YMEGFuD�EGv_EGmy�M�@AhEGA���m8F'UWA0UW?y:[K
vw=:[D@m8KLEGFJ� EG��EGFdp<=@A@K���m8Y

I
;>myE � FrqWK7�hEGm8YMXdK7Fd=@e@e�EOZL:[A W m8A

H
6@TVUWA@AmyXdY

m = |H : I|
6

TPU
W
A0U[�r��tu:[FrUW=hXrXMEGYdvw=@A@KPEGm8AhE x\=hEG?8?yE·ZL:[A

V
myXdY_s_K7m8?8Y �*EGm8YMEGF

V | IndHQ (W )
6 �VU[�M� JS{7jL¦s � �@�C6�tV³M³ 6S�>6SjE�>myXdYdmyEGFdYVKLEGA0UW=hEGFVEGm8A#=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGFQ;>m8FMEGp<YMEGFQ�%=@����UWAh;

U
ZL:[A

IndIQ(W )
��m8Y

V ∼= IndHI (U)
6�³¦AhX �D�EwXM:[Ah;@EGFMEVmyXdYIUW?yXM:

dimF (U) = k dimF (W )
60�<EGYdv_EGA���m8F�A%=@A

E := EndFI(IndIQ(W ))
s@XM:�EGA4YMXde@Fdmy�r�4Y

U
Z%mlU�¹ m8YdYdm8A@K7pL:[FdFMEwXde�:[Ah;@EGA@v�EGm8AhEG� D@myXVUW=>�'³ XM:[��:[Fde@�@myEQEGm8Ah;@EG=@Ydm8K D�EwXdYdm8���QYMEGAg=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGA#e@FM: �odEGp%Ydm8ZLEGA

E � kJEw�r�4YMXd��:<;>=@? eE 6·TPUWDfEGmcmyXdY e EGm8A e@Fdm8��m8Ydm8ZLEwX�³ ;@EG��ef:[YMEGA%Y©m8A E
s*=@Ah;

U
myXdY�UW?yX

FI �kJEw�r�4YMXd��:<;>=@?	vw=
e IndIQ(W )

myXM:[��:[Fde@�/6
� m8F|ZLEGFd�·EGAh;@EGA���myEw;@EGF�;>myE �·EGv_EGmy�r�@A4=@A@KLEGA UW=hX|:[D@m8KLEGF�� EG��EGFdp<=@A@Kh6�TPUWA@A myXMY

E
UW?yXM:#EGm8AhE ;>=@FM�M�

I := I/Q
K7FrU[;>=@myEGFdYME

F � H\?8KLEGD@FrU ;@EGF F � Tcm8��EGAhXdmy:[A |I |dimF (E1)
s*=@Ah;

E := E/J(E1)E
myXdYºEGm �AhE#ZLEGFMXM�r�@FrqWA@p%YME�bVFd=@e@efEGA0UW?8KLEGD@FrU�;@EGF

F � Tcm8��EGAhXdmy:[A |I| 6�¹hEGFdAhEGFCmyXdY�;@EGF E � k\Ew�M�4YMXM��:%;>=@? eE :=
eE/eEJ(E1)

UW=h�M�©=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWF'e@FM:WodEGp%Ydm8Z|=@Ah;�A0U[�r� J �4z(L¦s7kJEG�C6L{>6SROXM:[K4UWF�m8FdFMEw;>=@vwm8DfEG?,6%¹h:[?8K7?8my�M�©�Q=hXMX
|I|p
dimF (eE)

|I| A0U[�M� �/EG����U�R>6 �h6 ��KLEG?8YMEGA/6� m8FPDfEGYdFrU[�r�4YMEGA A%=@A ;@EGA
E � � m8A@p>Xd��:<;>=@? E ⊗E1 W = IndEE1

(W )
6 TcmyEwXMEGFP��m8FM;#ZLEGFd���[KLE��¡:[?8KLEGAh;@EGF

�J:[AhXMYdFd=@p%Ydmy:[AgXM:[K4UWFIEGm8A
E � FI � �*m8��:<;>=@?���uX�XMEGmyEGA

w ∈ W
s
x ∈ I

=@Ah;
ux : W ⊗ 1 −→ W ⊗ x

EGm8A
FQ � ³ XM:[��:[Fde@�@myXd�Q=hX���myE�m8A :[D@m8KLEGF|� E ���EGFdp<=@A@Kh6�� EGm8YMEGFcXMEGm

ux̄
;@EGF\EGA4YMXMe@FMEw�M�hEGAh;@E

FI � H\=@YM:[��:[Fde@�@myXd�Q=hXVZL:[A IndIQ(W )
6f�<EGYdv_EGAg��m8F\;hUWA@A

(f ⊗ w)x := fux̄ ⊗ u
−1
x̄ (w ⊗ x)

�¡B@FPUW?8?yE
w ∈ W, x ∈ I

=@Ah;
f ∈ E

s�XM:º��m8FM;
E ⊗E1 W

vw= EGm8AhEG�
FI � k\Ew�M�%YMXd��:%;>=@?,6À³XMY�vw=hXrqWYdvw?8my�M� f ′ ∈ E shXM:�K7m8?8Y���EGFdAhEGF

f ′[(f ⊗ w)x] = f ′[fux̄ ⊗ u
−1
x̄ (w ⊗ x)] = f ′fux̄ ⊗ u

−1
x̄ (w ⊗ x) = (f ′f ⊗ w)x = [f ′(f ⊗ w)]x,
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XM:�;hU[XMX�UW?yXM:
E ⊗E1 W

UW=>�a;>myEwXME � EGmyXMEVYrUWYMX q[�M�@?8my�M��EGm8A
E � FI � �·m8��:<;>=@? ��m8FM; 6@³¦A�:[D@m8KLEGF�� EG��EGFdp%=@A@K�0UWD�EGA ��m8F|UW=h�r��KLEwXrEG�hEGA/sa;hU[XMX

IndIQ(W ) = W ⊗FQ FI
EGm8A

E � FI � �·m8��:<;>=@?*=@Ah; W EGm8A
E1 � FQ ��·m8��:%;>=@?aXdm8Ah; 6>tuEGFd���[KLEQ;@EGFJH\D@D@m8?y;>=@A@K

E ⊗E1 W −→W ⊗FQ FI, f ⊗ w 7→ f(w ⊗ 1)
EGFd�0UW?8YMEGA ��m8F�A0U[�r� J �4zL¦s�n�FM:[e/6I57685EGm8AhEGA ³Xr:[��:[Fde@�@myXd�Q=hX�ZL:[A

E � FI � �·m8��:<;>=@?8A/su=@Ah;i�*EGKLEGA U ∼=
e IndIQ(W )

myXdYI;hUWA@A�UW=h�M�g;>myEPHJD@D@m8?y;>=@A@K
eE ⊗E1 W −→ U, ef ⊗ w 7→ ef(w ⊗ 1)

EGm8A³ XM:[��:[Fde@�@myXd��=hXIZL:[A
FI � kJEw�M�%YMXd��:<;>=@?8A/6TPU

eE
EGm8Age@FM:WodEGp<Ydm8ZLEGF

E � k\Ew�M�%YMXd��:%;>=@?�myXMY_s0myXdYVEGFPUW=h�M��EGm8A�e@FM:WodEGp<Ydm8ZLEGF E1 � k\Ew�M�4YMXM��:%;>=@?�=@Ah;�m8AhX �D�EwXM:[Ah;@EGFMEJEGm8A��±FMEGmyEGF
E1 � kJEw�r�4YMXd��:<;>=@?,s<;@EGA@A E1

myXdYuA0U[�M� :[D@m8KLEGF �·EG��EGFdp<=@A@K�EGm8AhEJ?y:[p[UW?yE
F � HJ?8KLEGD@FrU>6�<:[��m8YImyXdY

eE ∼= rE1
�±B@FIEGm8A

r ∈ N∗ 6@TVEG��vw=>��:[?8KLEQEGFd�0UW?8YMEGAC��m8F
k dimF (W ) = dimF (U) = dimF (eE ⊗E1 W ) = dimF (rE1 ⊗E1 W )

= r dimF (E1 ⊗E1 W ) = r dimF (W ).

TcmyEwX�v_EGm8K7Y_s�;hU[XMX
k = r = rkE1(eE) = rkE1

(eE) = dimF (eE)
K7m8?8Y_6'�<:[��m8Y�myXMY

k
;>myE Tcm8��EGAhXdmy:[A

;@EwX�m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGA
E � k\Ew�M�%YMXd��:%;>=@?yX eE su=@Ah;�A0U[�r� :[D@m8KLEGA��JD�EGFd?yEGK7=@A@KLEGA myXdY

|I : Q|p
k
|I : Q|

6
9�=@?8Ydm8e@?8m8p[UWYdmy:[Ag;>myEwXMEGF\bc?yEGmy�M�%=@A@K©��m8Y

|H : I|
?8myE ��EGFdYJXM�r�@?8myE !7?8my�M�

|H : Q|p

k|H : I| =
dimF (V )

dimF (W )

|H : Q|.

���������	� � � � � ¯ �y � �� A � � 5 ��� �)�<�+=&' -0���   � 5 > � � A ��� �.�:�*@' - � A ��� C��)5 >@�: � � � - ��� - ���� Q ≤ K ≤ H
# � 5

|K : Q| 6≡ 0 (mod p) ��� ��� �:� �8� ResHK(V )
����� � � >@� -�� � A 20��- � - FK B�� � /81.5 :#9'�� � �6� ! � �4� �$ 5 Q �������

p B�C�D,� '�F A -�� GHG � *@'�� G �
� ��F����$ � �uX�myXdY���myEw;@EGF

ResHQ (V ) = ResKQ (ResHK(V )) ∼= s(W1 ⊕ · · · ⊕Wn)��m8Y
s ∈ N∗ =@Ah;�e0U7UWFd�·EGmyXMEcA@my�M�%YdmyXM:[��:[Fde@�hEGAC=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGA =@Ah;�m8A K pL:[A[o¼=@K7myEGFdYMEGA

FQ � kJEw�r�4YMXd��: �;>=@?8A
W = W1, . . . ,Wn

6uTPUWD�EGm�myXdY��@myEGF
n = |K : L|

su�*:[D�EGm
L
;>myE � FrqWK7�hEGm8YMXdK7Fd=@e@e�ECZL:[A W m8A

K
DfEGv_EGmy�r�@AhE76 � myE m8�Ä�·EG�·EGmyX�;@EwX�ZL:[Fdm8KLEGA �>UWYdv_EwX�EGFd�0UW?8YMEGA ��m8F_s';hU[XMX

s
K7?yEGmy�r� ;@EGF

F � Tcm8��EGAhXdmy:[AEGm8AhEwX�e@FM:Wo¼EGp<Ydm8ZLEGA�m8FdFMEw;>=@vwm8D@?yEGAi9g:%;>=@?yXQ�±B@F�;>myE�ZLEGFMXM�r�@FrqWA@p%YME�bcFd=@e@e�EGA0UW?8KLEGD@FrU
E
myXdY_6	TVUWD�EGm*XrEGmyEGA

E := EndFL(IndLQ(W ))
sf�*EG?y�r�hE�EGm8AhE

L/Q � K7FrU[;>=@myEGFdYME F � H\?8KLEGD@FrUºmyXdY\=@Ah; E = E/J(E1)E
s��*:[D�EGm

E1
;>myE�5 � �\:[��ef:[AhEGA%YMEQZL:[A E m8���%m8A@AhEPZL:[A� EG��EGFdp<=@A@K©R>6 �h6SR�D�EGv_EGmy�M�@AhE76��<:[��m8YIK7m8?8Y��

|L : Q|p
s
|L : Q|

A0U[�M� �/EG����UgR>6 �h6 �h6aTPU A0U[�r��tu:[FrUW=hXrXMEGYdvw=@A@K
p - |K : Q|

myXMY_s/Xdm8Ah;�UW=h�r�
|L : Q|

=@Ah;
|K : L|s =

dimF (V )/dimF (W )
A@my�r�4Yc;>=@FM�M�

p
YMEGm8?8D0UWF_6h�cU[�r�g�>UWYdv�R>6 �h6S^|��:[?8K7Y�A4=@A

p - |H : Q|
60TcEG��A0U[�r�myXdY

QEGm8AhE
p � �%�<?y:_��K7Fd=@e@e�EOZL:[A H = NG(Q)

=@Ah;C;hUW�hEGF\UW=h�r��EGm8AhEPZL:[A
G
6

� 
�
  ��� ����� � � ��� � �%��� ���-��� ���
FG �

����������
�uXIXrEGmyEGAC��myEw;@EGF

G
EGm8AhE�bVFd=@e@efEV=@Ah;

F
EGm8A�J�[Fde�EGFJ;@EGF �*�0UWFrUWp<YMEGFdmyXdYdm8p

p > 0
6

� ������ ������� � � ½ �	� � ��U �<� m8F|pL�[A@AhEGAi;>myE�bcFd=@e@e�EGA0UW?8KLEGD@FrU
FG

XMYMEGYMX|UW?yX�9g:%;>=@?'�±B@F�;>myE bVFd=@e �e�EGA0UW?8KLEGD@FrU
F [G×G]

UW=��/U[XMXMEGA/s>m8Ah;@EG� ��m8F
(g1, g2)a := g1ag

−1
2�¡B@F\UW?8?yE

g1, g2 ∈ G, a ∈ FG
XMEGYdv_EGA/60HJ=>��;>myEwXME � EGmyXMEQEGA4YMXde@FMEw�r�hEGAg;>myEO³ ;@E_UW?yEVZL:[A

FG
KLEGFrU[;@E

;@EGA � A4YMEGFd��:<;>=@?8A�;@EwX F [G×G] � 9�:<;>=@?yX FG 6<³¦AhXdD�EwXM:[Ah;@EGFMEcXdm8Ah;º;>myEJ=@A@v_EGFd?yEGK7D0UWFMEGA;>m8FMEGp<YMEGA�%=@����UWAh;@EGAg;@EwX
F [G×G] � 9�:<;>=@?yX FG KLEGA0UW=�;>myEO�·?y�%�rpLEPZL:[A

FG
6



����� ��� ��	�������� �
� � � � � 	 
 ����� � � R7^

�±D��C�%m8Ah;
H
EGm8AhE � A4YMEGFdK7Fd=@e@e�E'ZL:[A G s b EGm8A|�·?y:%�rpPZL:[A FH =@Ah;

B
EGm8A��·?y:%�rpPZL:[A

FG
s XM:JX UWKLEGAQ��m8F_s

B ��
1������% � 
�#0/1������� � ��� b s@=@Ah;CXr�M�@FMEGm8D�EGA B = bG
s@��UW?8?yX

b|ResG×G
H×H(B)

K7m8?8Y ��UW?yX
F [H ×H] �9g:<;>=@?8A��\=@Ah;

B
;@EGFOEGm8A@vwm8KLE��·?y:<�MpgZL:[A

FG
��m8YO;>myEwXMEGFO��m8KLEGAhXr�M�0U �¡YQmyXdY_6 ¹0UW?8?yXQEwXVB@DfEGFd�0UW=@e@Y

EGm8AhEGA��*?y:<�Mp ZL:[A
FG

K7m8D@Y_s@��m8YJ;@EG�
b
pL:[FdFMEwXde�:[Ah;>myEGFdY_s0XrUWKLEGA���m8F_s

bG ��%� /H��� #&���������
��� � � � � ��� � � �	� � 
 � � � �����	� 	 � ��  �������

H
������� � � 5 � - A -���GHG ��*,'�� G � b �����

� � ' / � *@')� FH � ��� D������� ! ��� � � 5 A -:� GHG � *@'�� b � �������  CG(D)
�$�
H
��� 5�1 �)� 5 ��� �$ 5��  '9�$ 5 bG �3�
	 �4�<� -�5 �

� � * �� ��� � � � ��� ��� ���������������
P
�������

p ��� ������ �!" �#%$%$&�('*)+� G , b �����.-�/�)�0�12'*)+� F [PCG(P )]
#%��3

B
�����

-4/�)�0�15'*)+�
FG 6 ��� B = bG �

7 �98;:=<+�?>@<"<A 
(P, b) B ����C"�D3�<A�%�E����� B 6�FHG&GJIK�

7 ���98;LM���
P N #���OA� N /���0 B �������P:Q�SRT��1���!" �#%$%$U�Q'*)+� b , ��) B ����C"� (P, b)

�����
B 6�V2IWGYX[Z\I�]KG&GJIK�

^ ����� � �_����� �	�`�&a 
 �cb ��� �&� ��d �Kb ��� �&� �
e 	 ��f�ghgWiSj
M

i�j9k.j9lSl�i�m+n*o�jqpSr�i�l
FG s��ut m+n�rwvyx�iSr{z�|}iSl4o~n����?r t zS�

B ��t k FG � i�|��"lS���c�yiSlSk&iSl=gWiSj P iSj9k���iSl���i�� ��t k M �[���+kJk�i��+j9gS��jqiSl�iSk
•
iSj
k

B s ��l��+n�iSl��}�*�+l (P, b)
n�k&m

•
iSj
k&iQ�Hi
�~iS��� � lSnW�*��i D ��t k B ��j
�

CD(P ) ≤ P ≤ D
�

�c�"r9r�g
D

��p�iSr�g�zS|�j9gS�
v � j
r{���+r�g t j
k%g~p�iSg t kYm�iSl�i P = D
�

�Q��� ���D ¢¡�£4��¤U¥�¦§Y¨h§Y¦© 
:Q�� �-h��!" ��{ª�3%�� �«(<A�%!"'"<A �������OA���������~��¬)�3}#%/��®����< 626 �h<A#���3%�� B ) 6 )+/�)+!"����0 B ���.¯(/�!*��°% �< � �®� N ����!"������0 Bc,3�<+���H3}���~���±«²<A�%!"'+<A �������OA�����³���´�����%��!*���¶µ�����#J<A����)+�����¶�����´�\·%� N /���0 B �~�2¸(��/{RT� 6 ��������/®R�·% ¢3}���.-h�� ��~0 B �\#%�%!'*)+��¹®�� ���� N �~�@°%��/�3%��� � :Q< N #2���������H���23}���~��� 6 ¯D°���0 B �%����� F �����º<A/�!*��°% �<A����0 B <A°%!*�~��0 B /�)"���������� ®»D¼+ �$U�� ©3%�� ½ B <A �<A1����� ���������1 p > 0

#%��3
G
�������4¾² �#%$%$U� �W¿ �� ����� y°&� N ����0 B �����¢À��� cR
·% n ∈ N∗ 6 ��� F [X1, . . . , Xn]

3%���
>)+/�Á���) 6  ����%!H��� n ¹�<A ��_<A°%/����±·%°U�� F ��Â #5-4��!"���%�ºRT<+�������2À��� ������%��!*�D¯(#�����<A!*���2·%°U�� �<�Ãº���?¹�<A �������OA�����
N #���< 626 ��� �
Ä ������AÅ ����� � ��d��	� � ¿ ·% @ÆÇ�~3%��È[����/ 6 ���%!*� S '*)+�

F [X1, . . . , Xn]
�����%�\� 6 <A�

V (S) := {(α1, . . . , αn) ∈ F
n|f(α1, . . . , αn) = 0

R
·% D<A/�/��
f ∈ S}

������� G�ÉËÊ©Z F 6�Ì@GYI"Í�Z�Î�ÏJÎ 7 ��� F n 8 � LM��� I ⊆ F [X1, . . . , Xn]
3�<+�Q'*)+�

S
�� N ��#%!"���2LM3%�W<A/ , ��)±!"��/��P���������

V (I) = V (S) �LM����# 6 !*��1*� B  �� Y �������=È[����/ 6 ���%!*�¢'*)+� F n , ��)23%�SÐ��%���� �� 6 <A�

J(Y ) := {f ∈ F [X1, . . . , Xn]|f(α1, . . . , αn) = 0
R
·% ²<A/�/��

(α1, . . . , αn) ∈ Y }.

:²���~�������?�����ELM3%�W<A/K���
F [X1, . . . , Xn] � ¯(#}R3}���~���PÑÒ�������P�� B OA/�� 6 <A�<A/���)2¯D°%°%��/�3}#%�%!*���

{
È[����/ 6 ���%!*���u'*)+� F [X1, . . . , Xn]}

V
�
J
{
È[����/ 6 ���%!*���u'*)+� F n}.

Ó <+0 B ¸(��/�°&�� ���� Ó #%/�/�������/�/�������<A� N ����3}# N ���� ����Ô3}���~����°U����3%����¯D°%°%��/�3}#%�%!*��� N #������J<A��3%�� �����'*�� ����Õ-4� ÆÇ��1 �����)+����� N À�����0 B ���Õ3%�� Q¬���%!*�¢3%�� Q<�Ãº����� F � ¹�<A �������OA��������� F n #%��3u3%�� Q¬���%!*�¢3%�� ²«²<+3}��1+<A/���3%�W<A/��¢���
F [X1, . . . , Xn] � :=<A°&��� B ����C"�������±L�3%�W<A/ I ��� F [X1, . . . , Xn] Ö�G&×YÍqØ%GJÙ9Í�×&Z�GYÙ�, Rq<A/�/�� I !"/�����0 B 3%� 6 :²#% �0 B}���0 B �%�����(<A/�/��� D>© �� 6 ��3%�W<A/��¢��� F [X1, . . . , Xn]

����� , À���/�0 B � I ���\� B <A/������ �
�©�����u<�Ãº���

F � ¹�<A �������OA� V B ����C"� Í�I"IWZ�×YX*2*ÍMÚ�Z�Ù�, RT<A/�/��2R
·% N À4���(<�Ãº��� F � ¹�<A �������OA����� V1
#%��3

V2 6 ���
V = V1 ∪ V2

���������
V = V1

)�3%�� 
V = V2

R�)+/�!"� � ¯(#%C*�� �3%� 6 �����
V
!*���J<A#E3�<A�%���� � ��~3}# N ��°U��/ , À����%�E3�<+�LM3%�W<A/

J(V )
������>© �� 6 ��3%�W<A/y��� F [X1, . . . , Xn]

����� �:²����Û I"XcÙ�Ù 6�ÜÝÍ�ÞÒZ\Ê@ßAÍ�àYÊ �������� y�� � ��~3}# N ��°U��/�� F � ¹�<A �������OA� V �����3%�SÐ��%���� ��@<A/��3}��� 6 <�á�� 6 <A/��4â[OA�%!*�4�������� <A#}RT��������!*����3%���Ò»=�������
J(V ) ⊂ J1 ⊂ . . . ⊂ Jm

'*)+�Õ>© �� 6 ��3%�W<A/����Ò��� F [X1, . . . , Xn] � Ñã�� ²'*�� �À�����3%���



���������
	����������������	��
������	����
	�� ���

R�·% ?3}���~���P»Q �#%/�/ � :²� 6 ��������)+�u<A#�0 B 3}���P-h� N ����0 B ��#%�%! dim(V ) �
LM���

V
��������°&��/�����°%��!*���%��0 B ��/��~�� ��.<�Ãº��� F � ¹�<A �������OA� , ��)./_O+�����=����0 B V ���Ò������3%��#%����!*�� PÑÒ�������2<A/��=¹®�� ���� ��%��!"#%�%!��� � ��~3}# N ��°%/��� �<�Ãº���� F � ¹�<A �������OA����� V1, . . . , Vk 6 ��� Vj * Vi

R
·% 
j 6= i

��0 B  �����°&��� � :²���º»Q �#%/�/ �:²� 6 ��������)+��'*)+� V �����?3�<A�%�E3%�SÐ��%���� ��Q<A/��
dim(V ) := max{dim(Vi)|i = 1, . . . , k} �

� � � �� ��� � � � ��d � ���D���(�����
(Z/pZ)n ∼= E := 〈g1, . . . , gn〉 ≤ G

�������H��/�� 6 ���\��<A �<A°U��/���0 B �±¾² �#%$%$U��3%�� !  �3}�\#%�%!
pn

R�·% ?�����
n ∈ N∗ �

7 �98 ¿ ·% α := (α1, . . . , αn) ∈ F
n \ {0}

����� N ���ÝÀ��� 

uα := 1 +

n∑

i=1

αi(gi − 1) ∈ U(FE).

:²���D'*)+�
uα

�� N ��#%!"��� N Á�1�/�����0 B �²¾² �#%$%$U�?3%�� !  �3}�\#%�%! p �����%�����5À��� 4������� 2 "%Ø}Ù_Í�ß$#�%UZ'&�Z�I"ß$#�%Kà�6
Ú�Z�Ê@Z)(²Ê@Î�Z�I+*�I"X%]&]KZ '*)+� FE �

7 ���98;LM���
M

�����
FG � ¬u)�3}#%/ , ��) 3%�SÐ��%���� ���� À��� .3}��� Ö�GYÊ�*�&}GJI"ÍMZ\Î�ÏYÎ '*)+� M

°&� N ·%!"/���0 B g1, . . . , gn'*�� 6 ¼+!*��,
V r
E(M) := {α ∈ F n \ {0}|ResFGF 〈uα〉

(M)
�������%��0 B �?R� ���� } ∪ {0}.

Ä ������AÅ ����� � ��d���� � 7 <*8;:²������).3%�SÐ��%���� ����º«(<A�%!"'"<A �������OA�
V r
E(M)

�����²�J<+0 B.-0/�/21�, È B%6��43}�65}�0/ �������<�Ãº���
F � ¹�<A �������OA��� 6 µ����%����)+°%��!*�� ®-h� 6 �� �1�#%�%! �"¿ �� ����� ©����� V r

E(M)
������� B ) 6 )+!*����� F � ¹�<A �������OA� ,3 � Bc� <A#�� (α1, . . . , αn) ∈ V

r
E(M)

RT)+/�!"�(<A#�0 B β(α1, . . . , αn) ∈ V
r
E(M)

R�·% D<A/�/��
β ∈ F �

7 °Y8;:²���Ý«²<A�%!"'+<A �������OA�
V r
E(M) B OA�%!"�º3�<A°U�����%��0 B �±�\#% º'*)+� 3%�� º��/�� 6 ������<A �<A°&��/���0 B ��� ¾² �#%$%$U�

E ,��)+��3%�� ��;<A#�0 B '*)+�;3%���5�© N ��#%!*�� �� g1, . . . , gn <A° � :²���D»Q �#%/�/�3}� 6 ��������)+� dim(V r
E(M))

�����[ÆÇ�~3%)�0 B����������#%�J<A° B OA�%!"��!±'*)+�E3%�� DÑ < B /[3%�� ?�© N ��#%!*�� D'*)+� E �
7 0�8�µ�0 B /�����C"/���0 B 3%�SÐ��%���� ����EÀ��� D3}���HÛ àYÞ;]@Ù9Z 7JÍ�Î�ÏYÎ '*)+� M '*�� 6 ¼+!*�

cG(M) := max{dim(V r
A(M))|A ≤ G

��/�� 6 ���\��<A �<A°U��/���0 B � p � ¾² �#%$%$U� },
À4)+°&���

dim(V r
A(M))

Æ���À�����/��(À����~3%�� (3}���¢»Q �#%/�/ � :²� 6 ��������)+��'*)+� V r
A(M)

����� ��¿ <A/�/�� G ����/�°U�� (��/�� �
6 ���J<A �<A°U��/���0 B ����� , !"��/��?������°&�~��)+��3%�� �� cG(M) = dim(V r

G(M)) �
¬���D3}���~������-h� N ����0 B �\#%�%!*���Õ�� B <A/�������À��� D3�<A�%��,

^ ����� ����d ���98;: ���=<?>�@ � ��A ��B �
e � �
>�CED � ��B���d����
F �²�HG�l
FE sJI�t m+n�r�k N,N1

n�kYm
N2 � j9r{�LKM jON

V r
E(N1 ⊕N2) = V r
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L 6�¿ )+/�!*����3%����°U� N ����0 B �����2À��� yR
·% n ∈ N∗ 3}���4��Á 626 ���� �����0 B �?¾² �#%$%$&�43%�~�®¾² �<+3%�~� n ��������� 6 ��� Sn
#%��3

3}���Q<A/����� ����� �����3%�=¾Q �#%$%$&�²3%�~�h¾Q �<+3%�~�
n 6 ��� An � LM��� M �������(°U��/�����°%��!*�(����3}/���0 B �=¬���%!*� , ��)P°U� N ����0 B ���

S(M)
3}���.'*)+/�/��;>y�� 6 #%��<A����)+����!" �#%$%$&�E'*)+� M � L��³3}���~��� 6 »P<A$%������/�À��� �3%���¶À��� N #³-h��!"���%�¶3}���5R
·% 

3%���ÕÀ��������� ���� ¹®�� �/_<A#}R43}���~���� P¯( �°&�����QÀ���0 B ����!*��� ¯(#�����<A!*����·%°U�� =��Á 626 ���� �����0 B �±¾² �#%$%$U���Õ#%��3Õ3%�� ����µ�Á�/�)WÀ�!" �#%$%$U��� N #���< 626 ���}Rq<+������� � ¯(����0 B /�����C*����3�À4�� �3%����À��� K#%��� 6 ���y3%����¬)�3}#%/��P3%�� [��Á 626 ���� �����0 B ���¾² �#%$%$U���Õ#%��3Õ3%�� ����Õ1*) 6 °%���J<A��)+ �����0 B �� ½ B <A �<A1����� ��������� �#%�%!�°U�~��0 B O�R
����!*��� � -h��À�������� N #Õ3%��� N �������� ������µ}OA� N ���ÝÐ���3%��� 6 <A� N # 6 -h������$%����/c��� -65)( 1 #%��3 - *,+ 1��
-P�/. 0 ¥�¦2143457698Ô¡�¤;:=<><5¦© @?H¦@¤BAC3EDFD ¦§J¤U¥GAIHKJH¦© 'L ¤;:=<><5¦© 
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV ��TXW�TYW�T��®�?���������

n,m ∈ N∗ � µ�����3 G �������¢¾² �#%$%$U�Q#%��3
H
������� � �\���� �!" �#%$%$U�P'*)+� Sn ,��)������?3�<+�=Û IWGJÊ 2~]IWà�×YXKØ�Î '*)+� G 6 ��� H 3%�SÐ��%���� ��(<A/�� ,

W := G oH := {(x1, . . . , xn;σ)|x1, . . . , xn ∈ G, σ ∈ H}.

:²���~�DÀ��� �3 6 ���(3%�� ! $&�� �<A����)+� (x1, . . . , xn;σ) · (y1, . . . , yn;π) := (x1yσ−1(1), . . . , xnyσ−1(n);σπ)
R�·% 

<A/�/��
(x1, . . . , xn;σ), (y1, . . . , yn;π) ∈ W

�������E¾Q �#%$%$&�;3%�� !  �3}�\#%�%!
|G|n|H| �©¿ �� ����� 2°U�~����� N � W������� N # H

����) 6 )+ �$ B � � ������ �!" �#%$%$&� H̃ := {(1, . . . , 1;σ)|σ ∈ H}
#%��3 ��������� N # Gn ����) 6 )+ �$ B ���Ó )+ 6 <A/�������/��� G̃ := {(x1, . . . , xn; 1)|x1, . . . , xn ∈ G} , À���/�0 B ��� À��� 2<A/��23}��� VºGJßAÍ�ß *JI"X%]Y]KZ '*)+�

W°U� N ����0 B ����� � ¯(#%C*�� �3%� 6 ����� 6 ���?3}���~�����E-h� N ����0 B ��#%�%!*��� W = G̃H̃
#%��3

H̃ ∩ G̃ = {1} �
¿ <A/�/�� G ������� � ������ �!" �#%$%$&�(3%�� ���Á 626 ���� �����0 B ���;¾² �#%$%$&� Sm

����� , 1"<A�%� 6 <A� W <A#�0 B <A/�� � ������ �!" �#%$%$&�'*)+�
Smn

'*�� 6 ¼+!*�P3%�~��R�)+/�!*����3%���Õ¾² �#%$%$&��� 6 )+��) 6 )+ �$ B ��� 6 #��=<A#}ªK<+��������,

ψ : W −→ Smn, (x1, . . . , xn;σ) 7→

(
(j − 1)m+ i

(σ(j) − 1)m+ xσ(j)(i)

)

i=1,...,m, j=1,...,n

.

µ���� N ���±À��� Gi := {(1, . . . , 1, xi, 1, . . . , 1; 1)|xi ∈ G}
R�·% 

i = 1, . . . , n , ��)=����� Gi ������� N # G ����) 6 )+ �$ B �
� �\���� �!" �#%$%$U�P'*)+� W ��¿ �� ����� ²)+$&�� ����� �� ψ(Gi)

!*���J<A#���).<A#}R@3%�� ²¬���%!*�
{(i− 1)m+ 1, . . . , im)}

À����
G
<A#}R
{1, . . . ,m} , #%��3 ψ(H̃)

$U�� 6 #%������ ��Ý3}���E¬u���%!*��� {1, . . . ,m}, . . . , {(n − 1)m + 1, . . . , nm}��) , À���� H <A#}R
{1, . . . , n}

)+$&�� ����� �� � Ñã�� =À4�� �3%��� 3�<A�%�
ψ(G̃)

<A#�0 B <A/��P3}���2-�<+������!" �#%$%$&��'*)+�
ψ(W )°U� N ����0 B ����� �LM���²R��� ����� 

K
������� � �\���� �!" �#%$%$U�±3%�� P��Á 626 ���� �����0 B ���³¾² �#%$%$&�

Sl
R�·% P�����

l ∈ N∗ , ��);!"��/��P�J<+0 B9- *,+ 1�,
*��0/"� � 5 ,

ψ[ψ(G oH) oK] ∼= ψ[G o ψ(H oK)].Ñ �� �1*¼+�%�������) 6 ���D<A#�0 B �����}Rq<+0 B 3}���¢µ�0 B  �����°\À4������� ψ(G oH oK)
'*�� �À4����3%��� �

»Q �<A� N $% �)�3}#%1����Q1*) 626 ���;������°U�~��)+��3%�� ��=<A/��?µ�Á�/�)�À�!" �#%$%$&����3%�� ���Á 626 ���� �����0 B ���¾Q �#%$%$&���.'*)+ � �®�������3�< N #�<A°�Æ���� N � p �������Q>© �� 62N < B / , #%��35À��� h°&���� �<+0 B ������3}��� N Á�1�/�����0 B �Q¾² �#%$%$U� Cp := 〈(1, . . . , p)〉 � Ó <+0 B
- *,+$1�,P*��0/"� � + ������3�<A�%� Ppi := ψ(oiCp) := ψ(Cp o · · · oCp)

�������
p � µ�Á�/�)WÀ�!" �#%$%$U�Q'*)+� Spi

R�·% �<A/�/��
i ∈ N �

� (
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LM���?À��������� 
n =

∑r
j=0 αjp

j 3}��� p � <+3}����0 B �H�©�\��À���0�1�/�#%�%!Ý'*)+� n , ��)±������3�3}��� p � µ�Á�/�)WÀ�!" �#%$%$U���u'*)+� Sn�J<+0 B - *,+ 1�, *��0/"� ��� ����) 6 )+ �$ B�N # ∏r
j=0(Ppj )αj .

L 6 ¿ )+/�!*����3%���EÀ4�� �3%����À��� �����3}���~��� 6 Â #���< 626 ��� B <A�%!
6 ��� Pn ���������h3}���MÆ����%��!*� p � µ�Á�/�)WÀ�!" �#%$%$U�²'*)+� Sn

3%�� �RT)+/�!*����3%��� ¿ )+ 6 °&� N ����0 B ������, Pn = Ppr ,1× · · · ×
Ppr ,αr × Ppr−1,1 × · · · × Ppr−1,αr−1

× · · · × Pp,1 × · · · × Pp,α1 .
:Q<A°U���[���������

• Ppr ,1 := ψ(orCp),

• Ppj ,ij := (1, 1 + k(ij)) · · · (p
j, pj + k(ij)) · Ppj · (1, 1 + k(ij)) · · · (p

j , pj + k(ij))

R�·% ¢<A/�/��
j = 1, . . . , r, ij = 1, . . . , αj

#%��3
k(ij) :=

∑r
a=j+1 αap

a + (ij − 1)pj � Ñ �� PÀ��� �3%���³3�<A�%�
<A#�0 BE6 �������D�����}Rq<+0 B À����~3%�� ²3}����µ�0 B  �����°\À4������� Pn =

∏r
j=0(Ppj )αj

'*�� �À4����3%��� �
LM���

P
�������

p � µ�Á�/�)WÀ�!" �#%$%$U�P'*)+� Sn , ��)º�����?)AªU����°J<A Q := P ∩ An
�������

p � µ�Á�/�)WÀ�!" �#%$%$U��3%�� (<A/����� ��%��� � �����3%���;¾Q �#%$%$&�
An � L�����°&�~��)+��3%�� ��D����� N ���ºÀ��� Qn := Pn∩An � L 6 ¿ <A/�/ p > 2

�����®3�<A�%�5<A/���)
Pn = Qn ,#%��3Ý� 6 ¿ <A/�/ p = 2

!"��/��
|Pn : Qn| = 2 �

�9M�O�O Qu��TXW�T�R4TD�HG�l W i�m\i�g l ∈ N∗ j9gS� Z(Ppl) = 〈zl〉
��j��

zl := (1, . . . , p)(p+ 1, . . . , 2p) · · · (pl − p+

1, . . . , pl)
�

�²iSx�iSj9g~�DÑã�� N ����!*���Õ3}���¢-h� B <A#%$%��#%�%!�3}#% �0 B L���3}#%1�����)+�u�J<+0 B l �&¿ ·% l = 1
!"��/��Q3}���~����)AªK��������0 B ��/���0 Bc�Ñ �� D1*¼+�%�����Õ<A/���)

l ≥ 2
<A�%��� B%6 ���u#%��3����� N ��� W := Ppl−1 o Cp � �®����©/�� 6 ����� (x1, . . . , xp;σ) ∈ W/�����!"��)AªU����°J<A H!*���J<A#³3�<A�%�³���

Z(W ) , À����%� xiyσ−1(i) = yixπ−1(i)
R�·% H<A/�/��

i = 1, . . . , p
��)WÀ����;<A/�/��

y1, . . . , yp ∈ Ppl−1

#%��3 <A/�/��
π ∈ Cp

!"��/�� � ¬E��� y1 = . . . = yp := 1
#%��3

π := (1, . . . , p)
R�)+/�!"�

3�<A �<A#�� N #%�JO+0 B ��� x1 = . . . = xp � µ���� N ��� À��� º��#%�
π := 1 , ��)�RT)+/�!"�ºÀ��������� xiyσ−1(i) = yixi

R�·% 
<A/�/��

i = 1, . . . , p � Ñã�� Ý��� B%6 ��� �\#%�Ô��)�0 B σ 6= 1
<A� � :=<A�%�������

σ
<A/���)³�����

p �MÂ Á�1�/�#�� , #%��3 À��� 
����� N ��� y1 = . . . = yp−1 := 1 6= yp � :=< 6 ���P�� B <A/������ÕÀ��� =À���!*��� xσ(p)yp = xσ(p)

ÆÇ�~3%)�0 B ��)ART)+ ��=3%���Ñ ��3%�� ���$% �#�0 B yp = 1 � :Q� 62N #}R�)+/�!*�Ý����� σ = 1
#%��3

x1 = . . . = xp ∈ Z(Ppl−1) � Ó <+0 B L���3}#%1�����)+�
�����

Z(Ppl−1) = 〈zl−1〉
#%��3u��) 6 ��� Z(Ppl) = ψ(Z(W )) = 〈ψ((zl−1, . . . , zl−1; 1))〉 = 〈(1, . . . , p)(p +

1, . . . , 2p) · · · (pl − p+ 1, . . . , pl)〉.

�9M�O�O Q³��TYW�T��
T=f�g�gWiSjTi�k
N := NSp2 (Pp2)

n�kYm
y ∈ Pp2

��j��
y ∼N x := ψ((1, . . . , 1; (1, . . . , p)))

�
�¢�+k�kuj_g��©gS��i~�
g

|CPp2 (y)| = p2 �
�²iSx�iSj9g~�DÑã�� Ý����� N ����3�< N # σ := (1, . . . , p)

#%��3
C := CCpoCp((1, . . . , 1;σ)) � ¬E���Ý3%��������/�°U����¯D �!"# 6 ���\����� À����;� 6 -h��À4�����º3%�~��'*)+ ���!*��� âc� 626 <+�º�� B <A/������¶À��� º3�<A�%� <A#�0 B¶B ���� , 3�<+���2�����¶�©/�� 6 ���\�

(x1, . . . , xp; τ)
<A#��

Cp oCp
!*���J<A#Ý3�<A�%�;���

C
/�����!"� , À4���%� τ ∈ CCp(σ) = 〈σ〉

#%��3
x1 = . . . = xp

!"��/�� �
¿ )+/�!"/���0 B ����� |C| = p2 #%��3�3�< 6 ���(<A#�0 B |CPp2 (x)| = p2 � ¾Q���J<A#��� ?!"��/��

CPp2 (x) = 〈ψ((σ, . . . , σ; 1)), ψ((1, . . . , 1;σ))〉.

:=<Ý<A#%C*�� �3%� 6 x = gyg−1 R
·% P����� g ∈ N ����� , �� B <A/������ À��� �<A#�0 B CPp2 (x) = gCPp2 (y)g
−1 , ��)Ý3�<+�����0 B /�����C"/���0 B 3}����-4� B <A#%$%��#%�%!±R�)+/�!"� �

�9M�O�O Q���TXW�T�� 8;:�d���<?> � T�� TYW�> � T���T�R�FVT2f�g;g~iSj=x©jqiEj9k t pSj � iSlÝ�(iS�±iSl���n�k � n =
∑r

j=0 αjp
j m+jqi

p s �\m+j_g~zS|}iQf4kJ��x©jTzS��r`n�k �5��t k n ∈ N∗ �K�yiSl�kUiSl=g~i�j P iSj
k&i
p s���� r t x � lSn��*�%i ��t k Sn

�K���"k�k � j9r{�LK
• NSn(P ) ∼=

∏r
j=0 ψ(NS

pj
(Ppj ) oSαj

)
v

• NS
pj

(Ppj ) ∼= Nψ(S
pj−1 oSp)(ψ(Ppj−1 o Cp))

�2G�l��+r
r�i
j = 1, . . . , r

�
�9M�O�O Q �
TYW�T_�
T(f�g=g~iSjqiSk

l ∈ N∗ v pk ≤ pl ≤ n
n�kYm

Ppk ≤ Ppl ≤ Pn ≤ Sn =: G
�c���"k�k p�i�g�j��_o~�

Ppl

� iSk&�+n pl−k j9k G o�n
Ppk

� t k W n � jqiSlS��i��[kY��iSl � l�n��*�%iSkU����gS�}�WiSl�kUiSl P := xPpkx−1 ≤ Ppl

� G�l=i�j9k
x ∈ G

v
m*�+kJkÕi��"j_g���jTiSl���gS��i��
g¢iSj
k

y ∈ Ppl

��j��
P = yPpky−1 �
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�²iSx�iSj9g~�DÑã�� N ����!*���±3}���?-h� B <A#%$%��#%�%! 6 ��������/��4L���3}#%1�����)+�º�J<+0 B l−k � L 6 ¿ <A/�/ k = 0

�����©�%��0 B ��� N #º��#%� �L 6 ¿ <A/�/ l−k = 0
�����

Ppk = Ppl , #%��3±À��� �1*¼+�%����� y := 1
����� N ��� � ���������Y�\#%�Ý<A/���) l > l−k > 0 � Ó <+0 B-h� 6 �� �1�#%�%! 5}�0/"�0/ ����� Ppl = ψ(Ppl−1 o 〈(1, . . . , p)〉) , #%��3ÒR�·% g := ψ(1, . . . , 1; (1, . . . , p))

!"��/��
B =∏p−1

i=0 g
iPpl−1g−i � :=<A°U����°U� N ����0 B ��� B 3}���D-�<+������!" �#%$%$&��'*)+�

Ppl � ÑÒ��!*��� k < l
°&�~����� N �cÆÇ�~3%�~�®�®/�� 6 ���\����

P
��������� ¿ �{á}$%#%�%1��D<A#}R {1, . . . , pl} , ��)23�<+��� P ≤ B �J<+0 B - � +$1�, â � *�� � � RT)+/�!"� � ¯D#%C*�� �3%� 6 °&�~����� N � P!*���J<A#��������Q�%��0 B �� ���'��_<A/��¢-�< B � Λ

<A#}R
{1, . . . , pl} , #%��3Ý3}���~��� B <A�?â[OA�%!*� pk �}¿ )+/�!"/���0 B6 #���� Λ

������������ 
3%�� 

p
-h< B �����Ý'*)+� B #%��3

P
���Ý������� 6 3%�� �-�<+������!" �#%$%$U���}RT<A1���)+ ����

giPpl−1g−i
����� B <A/�������������� � µ�) 6 ��������

g−ixPpkx−1gi ≤ Ppl−1

R�·% (�����
i ∈ {0, . . . , p − 1} � Ó <+0 B L���3}#%1�����)+�u°&�~����� N � Ppl−1

!*���J<A#
pl−1−k

N # Ppk

1*)+�+ÆM#%!"���� ���� � �\���� �!" �#%$%$U��� , #%��3��~�Q�Sá����������� ��=����� h ∈ Ppl−1 6 ��� g−ixPpkx−1gi = hPpkh−1 �µ���� N ���;À��� h�\#%� y := gih , ��)¢�� B <A/������ÝÀ��� h��0 B /�����C"/���0 B y ∈ Ppl

#%��3
P = yPpky−1 ��¿ �� ����� h°U�~����� N � Ppl!*���J<A#

p · pl−1−k = pl−k N # Ppk

1*)+�+ÆÇ#%!"���� ���� � �\���� �!" �#%$%$U��� �
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV������IQ����	� Q Q ��TXW�T�d
T?Ñ �� Q°&���� �<+0 B �����ÒÀ����~3%�� n ∈ N∗ #%��3�3}���¢R��~����� p � µ�Á�/�)WÀ�!" �#%$%$U� Pn'*)+�

Sn =: G
<A#��?-h� 6 �� �1�#%�%! 5}�0/"�0/"��¿ <A/�/��D3�<A�%� P �������Q���

G N # Ppk

1*)+�+ÆÇ#%!"���� ���� � ������ �!" �#%$%$&��'*)+�
Pn

�����hR�·% D�����
k = 0, . . . , r , ��) 6 #����()AªU����°J<A P ≤ Ppl,il

R
·% ?�����
l ≥ k

#%��3
1 ≤ il ≤ αl

!*��/������ � ¯(#��3%� 6 '*)+ ���!*���Ýâc� 626 <¢#%��35-h� 6 �� �1�#%�%! 5}�0/"�0/ RT)+/�!"��À4�������� , 3�<+��� Ppl,il

!*���J<A#
pl−k N # Ppk

1*)+�+ÆÇ#%!"���� ����
� �\���� �!" �#%$%$U��� °U�~����� N �5#%��3 3�<+���.3}���~�������

Ppl,il
N # (1, 1 + k(il)) · · · (p

l, pl + k(il)) · Ppk · (1, 1 +

k(il)) · · · (p
l, pl + k(il))

1*)+�+ÆM#%!"���� ��º������3 � L�����°U�~��)+��3%�� ��5�� B <A/������¶À��� , 3�<+���H3}���.��� Pn ���\� B <A/����������
p �MÂ Á�1�/����Ý'*)+� Sn

!*���J<A#E3}���P�®/�� 6 ���\��� (1, . . . , p), (p+ 1, . . . , 2p), . . . , (n− α0 − p+ 1, . . . , n− α0)#%��3�3%�� ����E>)+����� N ���������3 �
-P�Ç� 
#6 D���¥� ¢��§I6�¤U¥GA H;JH¦� ¥75�� AID ¥Ç§J§Y¦�5
L��u3%�� Q:=<A �������/�/�#%�%!*��� B �~)+ ����23%�� =��Á 626 ���� �����0 B ��� ¾² �#%$%$U���Õ��$%����/����1*) 6 °%���J<A��)+ �����0 B �5¸D��/{RT� 6 ��������/À����>@<A ���������)+����� ,�� )+#%�%! � :²�_<A!" �< 626 �º#%��3 ¯D°J<A1��®�������2���\����0 B ����3%����3%�5«()+/�/�� � Ñã�� =À4�� �3%��� 3}���~����� 6 ¿ )+/ �!*����3%����!*���J<A#��� (°&���� �<+0 B �����E#%��3E�����%��!*�=� B  ��� ?À���0 B ����!*���������©��!*������0 B <�R������ N #���< 626 ���}RT<+������� �
��������������� �!��"$#%"'&("*),+.-�/ �0�1� �1��"(#%"
� M ��T �32�� �KT �
T�R
TXW�T 7 �98;�©�����?Û àJÞ;]KàYß�Í�Î�Í�àYÊ '*)+� n �����[������� ¿ )+/�!*� λ = (λ1, λ2, . . . , λn)

�J<A��·% �/���0 B �� 
Â < B /���� 6 ��� |λ| := ∑n

i=1 λi = n 4 Ñ �� P°U� N ����0 B �����´3}���
λi

<A/��65 Z�Í�Ù
Z '*)+� λ 4 :²���º¬���%!*�5<A/�/��� »() 6 $&)"��������)+�����E'*)+� n °U� N ����0 B �����EÀ��� 6 ��� Cn 4%¿ �� ����� (����� N ����À��� C0 := {∅} 4
7 ���98;�®����� FHGYI"Î�Í�Î�ÍMàJÊ '*)+�

n
�������������(»D) 6 $U)"��������)+� λ = (λ1, λ2, . . . , λn)

'*)+�
n 6 ����3%�� h�©��!*������0 B <�R
�

λi ≥ λi+1
R
·% �<A/�/��

i ∈ {1, . . . , n} 4 L�� 3}���~��� 6 ¿ <A/�/h'*�� �À�����3%���¶À��� �3}��� Ó )+��<A����)+�
λ ` n 4 L����

λj = . . . = λn = 0
R
·% ;�����

j ∈ {2, . . . , n} , ��) ��0 B  �����°U����À��� Ý<A#�0 B λ = (λ1, . . . , λj−1)#%��3 °U� N ����0 B ����� λ1, . . . , λj−1
<A/��H3}���75 Z�Í�Ù
Z '*)+� λ 4¿ �� ����� ¢°U� N ����0 B �����³À��� �3}���5¬u���%!*�;<A/�/��� 

>@<A ���������)+�����u'*)+�
n 6 ��� Pn #%��3Ý����� N ��� P0 := {∅} 4

7 �����98;LM���
λ = (λ1, . . . , λn) ` n 6 ��� λ1 = . . . = λa1 = l1 > λa1+1 = . . . = λa1+a2 = l2 > . . . >

λa1+···+ak−1+1 = . . . = λa1+···+ak
= λn = lk

R�·% P!*��À��������
a1, . . . , ak ∈ N , ��)E��0 B  �����°&��� À��� 

<A#�0 B λ = (la11 , l
a2
2 , . . . , l

ak

k ) 4
7 ��'%8.�������������

q ∈ N∗ #%��3 λ = (la11 , l
a2
2 , . . . , l

ak

k ) ` n 4 Ñ �� P�����%�����
λ
�������

q 6�IWZ2*JXcÙ
ÏJIWZ >@<A ���������)+�'*)+�
n , Rq<A/�/�� ai < q

R�·% ²<A/�/��
i = 1, . . . , k

!"��/�� 4 ¯D��3%�� ��}Rq<A/�/��²°&� N ����0 B �����uÀ��� λ <A/��
q 6�ßAÍ�Ê�*JXcÙ9ÏYIWZ>@<A ���������)+�;'*)+�

n 4 ¾Q��/�� li− li+1 < q
R�·% 

i = 1, . . . , k , ��) B ����C"� λ ������� q 6SÚ�Z\ß # %UIWÏYÊyØ}Î�Z >@<A ���������)+�'*)+�
n 4 :²���=¬u���%!*��<A/�/��� q �  ���!"#%/_OA ����>@<A ���������)+�����u'*)+� n °U� N ����0 B �����À��� 6 ��� Pn,q 4

7 '%8 ¿ ·% �ÆÇ�~3%�H>@<A ���������)+� λ = (la11 , l
a2
2 , . . . , l

ak

k )
'*)+�

n
3%�SÐ��%���� �����À��� =3}���¢3�< N # Ø}àYÊ98�X�*JÍ�Z�I"Î�Z�F�GJI�6

Î�Í�Î�Í�àYÊ
λ′ := ((a1 + · · ·+ ak)

lk , (a1 + · · ·+ ak−1)
lk−1−lk , . . . , (a1 + a2)

l2−l3 , al1−l21 ).
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λ = (λ1, . . . , λn)
�������H>@<A ���������)+�Õ'*)+�

n , ��)±3%�SÐ��%���� �����À��� Q3}����� àYXcÊ�*�6=(²Ê@Î�Z\I+*JI"X%]&]UZ Sλ'*)+�
Sn

'*�� 6 ¼+!*��,

Sλ := S({1, . . . , λ1})×S({λ1 + 1, . . . , λ1 + λ2})× · · · ×S({
n−1∑

i=1

λi + 1, . . . , n}).

ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV�� T R
T�R4T 7 <*8;¯(#}R%3%�� y¬u���%!*��<A/�/��� [»D) 6 $U)"��������)+�����H'*)+� n À��� �3%������)WÀ4) B /��������©$J<A �������/�/��<A/��(<A#�0 B �������P��)+��<A/�� !  �3}�\#%�%!5À����QR�)+/�!"�?3%�SÐ��%���� ��V,
• ¿ ·% λ, µ ∈ Cn !*��/����h!*���J<A#º3�<A�%� λ D µ , À4���%� ∑j

i=1 λi ≥
∑j

i=1 µi
R�·% �<A/�/��

j ∈ {1, . . . , n}����� 4 ¾Q��!*��°U�������}Rq<A/�/��=��<A!*����À��� , λ ×&àYÞÕÍ�Ê@Í�Z�I"Î µ 4 :(���~�²/����SRT�� ��=��������$J<A �������/�/�� !  �3}��#%�%!
D<A#}R

Cn 4 L 6 ¿ <A/�/ λ 6= µ
#%��3

λ D µ
��0 B  �����°U����À��� (<A#�0 B λB µ 4

• ¿ ·% λ, µ ∈ Cn !*��/����R��� ����� ;!*���J<A#�3�<A�%�
λ ≥ µ , Rq<A/�/�� λ = µ

�����;)�3%�� 
λj > µj

R�·% 
j := min{i ∈ N∗ | λi 6= µi}

!"��/�� 4 :²���~�/����SR��� ��®3�<A�%�2�������h��)+��<A/�� !  �3}�\#%�%! ≥ <A#}R
Cn , À���/�0 B �À��� �<A/��¢3}��� Ù9Z 7JÍqØ%à$*JIWG*]�%UÍ�ß # %KZ���IW×JÊ@XcÊ�* °&� N ����0 B ����� 4 L�����°U�~��)+��3%�� ��º����� B OA/��H3}���~���53}���

ÜEàYÞÕÍ�Ê©GYÊ=2\àYIW×JÊ@XcÊ�* D 4 :²��� �(6 1*� B  �#%�%!±!"��/��D3�<A!*��!*���E�%��0 B � 4
7 °Y8;¬���D3%����-h� N ����0 B ��#%�%!*���Ò<A#��?)+°%��!*�� D:Q�SÐ��%������)+�E!"��/��V,

•
�©�����Õ>@<A ���������)+�

λ
'*)+�

n
�����;!*���J<A#Ô3�<A�%�

q �  ���!"#%/_OA , À����%��� B  ��u1*)+�+ÆM#%!"���� ����Õ>@<A ���������)+�
q � °U�~��0 B  �OA�%1��?����� 4

•
�®�D�����?���������

(λ′)′ = λ , #%��3;R�·% D<A/�/�� λ, µ ∈ Pn !"��/��V,

λ D µ⇔ µ′ D λ′.

7 0�8�µ�����3
q ∈ N∗ , λ = (λ1, . . . , λk)

�������¢><A �������)+�u'*)+�
n
#%��3

µ = (µ1, . . . , µl)
��������>@<A ���������)+�u'*)+�

m ∈ N∗ 6 ��� λk, µl > 0
#%��3

k ≤ l , ��)H������3;<A#�0 B q · λ := (qλ1, . . . , qλk)
�������Q><A ���������)+�Ý'*)+�

qn#%��3
λ+ µ := (λ1 + µ1, . . . , λk + µk, µk+1, . . . , µl)

�������P><A ���������)+�'*)+�
n+m 4

7 3J8�µ�����3
λ = (λ1, . . . , λk) ∈ Pn 6 ��� λk > 0

#%��3
q ≥ 2 , ��)Õ����� N ��� À��� 

lj := λj − λj+1
R�·% 

<A/�/��
1 ≤ j ≤ k − 1

#%��3
lk := λk 4 LM���2À��������� lj =

∑sj

i=0 ν
i
jq
i 3}��� q � <+3}����0 B �E�©����À���0�1�/�#%�%!'*)+�

lj , ��) ����� N ���ãÀ��� 
s := max{sj |1 ≤ j ≤ k}

#%��3 3%�SÐ��%���� ����ãR�·% PÆ��~3%�~�
i ∈ {0, . . . , s}�������

q � °&�~��0 B  �OA�%1����Q>@<A ���������)+� λ(i) := (
∑k

j=1 ν
i
j ,
∑k

j=2 ν
i
j , . . . , ν

i
k) 4

:=<A�%�.�����
λ =

∑s
i=0 λ(i)qi 4¯(#%C*�� �3%� 6 �����¢3}���~��� Â �� �/���!"#%�%!Õ������3%��#%����! , 3 4 B�4 R
·% DÆÇ�~3%� Â �� �/���!"#%�%! λ =

∑t
i=0 µ(i)qi 6 ��� q �°U�~��0 B  �OA�%1������´><A ���������)+�����

µ(1), . . . , µ(t)
RT)+/�!"�

s = t
#%��3

µ(i) = λ(i)
R
·% ¢<A/�/��

i = 0, . . . , s 4Ñ �� ?°U� N ����0 B �����u3}���~��� Â �� �/���!"#%�%!.<A#�0 B <A/��?3}��� q 6�G&×JÍ�ß$#�%KZ��=ÊÎ	�QÍ #*Ø}Ù_XcÊ�* 3%�� ?>@<A ���������)+�
λ 4


���&*"����� �1-���/ - � ��#
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV���� M ��T�� 2 �	�IT�� T�R4T � T 7�� 8 Â�� Æ	�~3����2><��	� � � � )! λ = (λ1, . . . , λk) " )! n 6 � � λk > 0# � B ¼!�	�$� �  %� �  �3�� � � � # °���&	� � 626 �'��&(� àJX[Ê
*�6�Ü�ÍMG *JIWGJÞÕÞ

[λ] := {(i, j) ∈ N∗ ×N∗|1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ λi}.

L 6Ô¿ <A/�/ (i, j) ∈ [λ]
 )�� � )�� �À � �

(i, j)
� �  )�� 2Û Ê©àYÎ�Z\Ê*",+  [λ] 4 µ +hB <��-����Àh<hR�·�� λ := (52, 3, 2, 13) `

18
3�<!&.�� /�'&	0��'�~0 B �� �3�� �1+!�  #!2 : � < # ��< 626 3 � � ¿)+ � 6

[λ] = .
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:=<!& �1+!�  #!2 : � < # ��< 626 3���� N�� λ 1 +  +Æ � # � ���	�'�� ;><��	� � � � +  λ′ ��� B OA/ � 6 <� � �  �3�� 6 6 <� [λ]

�	��<� )& 2
0 +  � ���	� 4�¿ ·�� �  )&'����- � � &	0 � ��/Q° �~3�� � �'����3�<!&�<A/ & + λ′ = (7, 4, 3, 22) � �  �3�3�<!& �� �'&	0��'�~0 B �� �3��
�1+!�  #!2 : � < # ��< 626 � &	�

[λ′] = .

7�� � 8 Â�� Æ	�~3�����><��	� � � � +  λ ",+  n �  �3¢Æ �~3�� 6 q ∈ N∗ ��� B OA/ � 6 <� �< � & [λ]
3�<!&

q 6�Ö�Z�ß�Î�Z�6�Ü�ÍMG *JIWGJÞÕÞ
[λ]q �

�  �3�� 6 6 <� ÝÆ	�~3��� »  + �'�� (i, j) ∈ [λ]
3 � ��0 B 3 � �º«.��&	��1�/_<!&'&'� j − i ",+  j − i 6 + 3 � / + q���'& ��� N � 4 Ñ � � " ����À �� �3��� � 6 ¿)+ / # �� �3��� 5< � 0 B 3 � �?µ�0 B �'� � °\À � � &'� (i, j) �  �3 &	0��'�~0 B �� ",++6 q 6�Ö�Z�ß�Î3���&D»  + �'�� )& (i, j) 4Y¿ ·�� + ° � # ��&(- � � &	0 � ��/ �  �3 q = 3

� &	�
[λ]q

<A/ & + ",+  E3���� ¿)+ � 6
0 1 2 0 1
2 0 1 2 0
1 2 0
0 1
2
1
0

.

¿ ���	 )���²3��SÐ) � ���'�� uÀ � � N�� λ �  �3 q 3�<!& q 2 È � 0���/ γ := (γ0, . . . , γq−1) �
À + ° � � γī 3 � �¢¯  N < B /3����»  + �'�� ",+  [λ] 6 � � q 2 « ��&	� ī &'� � � �  �3.° � N � � 0 B  )�� γ <A/ & q 6 � Ê�%UGYÙ_Î ",+  [λ]

° � N � � B �  # &�À � � & � λ 4
7�� � � 8 Â�� Æ �~3�� 6 »  + �'�� (i, j) ",+  [λ]

&'� � 3����
(i, j) 6���G�Ø%Z\Ê Hij ",+  [λ]

3��SÐ) � ���	�Q<A/ &
Hij := {(i, j′) ∈ [λ]|j′ ≥ j} ∪ {(i′, j) ∈ [λ]|i′ ≥ i}.

: � � �� �'&	0��'�~0 B �� �3�� �uGJØ}Z�Ê@Ù9ÏYÊ�*JZ &'� � hij := |Hij| = λi + (λ′)j + 1− i− j.Ñ � �1��� B <A/ �'�� ;< � &�3�� 6 �1+!�  #!2 : � < # ��< 626 [λ]
3�<!& �uGJØ}Z�Ê©×JÍMG *JIWGJÞÕÞ ",+  λ � �  �3�� 6 À � �KÆ �~3��� 

»  + �'�� (i, j) ∈ [λ]
3 � ��0 B 3 � � �� /�'&	0��'�~0 B �� �3��¢¸Q<A1,�� %/_O� # � hij ���'&'��� N �� 47�� " 8.: ��� Ö�GYÊ©× 3���& �1+!�  #!2 : � < # ��< 626 & [λ]

° ��&	�'� B �Q< � &Q<A/�/ �� �»  + �'�� (i, j) ∈ [λ] 6 � �Q3������ � # �� 2&�0 B <�R � (i+1, j+1) /∈ [λ] 4��  �'��� � �  )� 6 Ö�GYÊ@×�%KG�Ø%Z\Ê 3����4â[O� # � l ",+  [λ] " ���'&	�'� B �� 5À � �43�<� � � �  )�� N�� &�< 626 �� B O� # �� �3��� �È�� � /K3���&4«²<� �3���& ",+  [λ] � ° ��&'�'� B �� �3;< � & l »  + �'�� � 3��� 6 <� ",+  
[λ]

�� �ÇR ���	 )�� ±1+<� � �  �3 & + 3�<!& �1+!�  #!2 : � < # ��< 626 � �  )���®><��	� � � � +  ",+  n−l ��� B OA/ � 4 ��& �Sá � &	� � ���	�� 626 ��� � �  )�  J<���·���/ � 0 B �²- � Æ ��1 � � +  N À � &�0 B �� 53��� ±¸Q<A1,�� �  �3º3��� 5«(<� �3 B <A1,�� � �  )��&�: � < # ��< 626 &
[λ] 4 :=<A°�� � ��� B OA/ � 6 <� 3��� (i, j) 6�Ö2GJÊ©×�%UGJØ}Z�Ê Rij

3�<+3 � ��0 B � 3�<!& & 6 <� �<A/�/ �¢»  + �'�� �3���&D¸Q< 21,�� )&
Hij ",+  [λ]

 J<+0 B �'�~0 B �'& �  /�'�� < � R©3��� �«(<� �3 0�� + Æ � N � ���	� 4 Ñ � � " ����3�� � ��/ � 0 B �� 3 � ��&hÀ � �~3����< 6 - � � &'0 � ��/
λ = (52, 3, 2, 13), (i, j) := (1, 2)

,
× × × ×
×
×
×

7→

×
× × ×

× ×
×

! ª �� \°J<�� # � / �(< � 0 B &	�'���'& |Hij| = |Rij | 47 " 8 ¿ ·�� λ ` n �  �3 q ∈ N∗ �� �ÇR ���	 )�� ±À � ��& � 1 N ��& & � " ��<A/�/ � 6 ¼ # / � 0 B �� q 6�Ö2GJÊ©×�%UGJØ}Z�Ê � 3 4 B�4 «²<� �3 B < 21,�� 3����Dâ[O� # � q � ",+  [λ] 4 :Q<A°�� � � &	� ��& �  )��� B ��°%/ � 0 B � �  �À ��/�0 B ���(« � � B �� }R + / # �P3 � ��&'� # ��&	�	� � 0 B �� À ����3��� 4 :=<!& �'��& � / � � ���'�� �3��5: � < # ��< 626 [λ̃] B <�� � 626 ����3 � � # / � � 0 B � ¿)+ � 6 4 Ñ � �  )�� � )�� 
λ̃
3��� 

q 6 Û Z�I"Ê�",+  λ 4 : � �D¯. N < B /Y3���� q 2 «(<� �3 B <A1,�� � 3 � � # ��&	�	� � 0 B �� 5À ����3��� 6 ·)&'&'�� � �%6 ",+  [λ] N��
[λ̃] N�� # ��/_<� # �� � °�� N � � 0 B  )�� À � �=<A/ &Q3�<!& q 6
	2Z �QÍ #�%&Î ",+  λ 4&¿ ·�� λ = (52, 3, 2, 13)

°��~3�� � �'���3�<!& ,
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•
� 6 ¿ <A/�/ q := 3

,
* * 5
* 5 5� ��

/// 7→

•
� 6 ¿ <A/�/ q := 5

,
5 5 5 55 � � �� �

/ //// 7→ .

¿ + / # / � 0 B¶B <�� λ 3��� 5 2 » ���	 (22, 12) �  �3 5 2 ¾ ��À � 0 B � * & + À � ��� 2 » ���	 (13) �  �3�� 2 ¾ ��À � 0 B � 594¬�<� & � � B �©< � 0 B � 3�<!&'&&Æ	�~3���� q 2 «²<� �3 B <A1,�� &	�'���'&&Æ ��À � � / & # �� J< � � �  )�� º»  + �'�� ",+  ²Æ �~3�� 6 q 2 «.��&	��� � B <A/ �'�� 6 � &'& 4

���&*"����� -����1# -�&
	 &("*)�� -����1��� )$#
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV���� M ��T�� 2 �	�IT�� T�R4T��T 7�� 8ÝL &	�

λ
� �  )�h><��	� � � � +  ",+  n � & + ��� B OA/ � 6 <� � �  λ 2�� � àYXcÊ�*���65 GUÚ*Ù
Z�GYX t � �  �3�� 6 6 <� HÆ	�~3��� .»  + �'�� �3���& �1+!�  #!2 : � < # ��< 626 & [λ]

3 � ��0 B � �  )�Q3���� Â < B / �� �< � &
{1, . . . , n} ++B  )�;Ñ � �~3���� B)+ / �  # ���'&'��� N � 4 L &'� N��%6 - � � &	0 � ��/

λ := (2, 1) ` 3 � & + &'� B �� 3 � �
λ 2È<A°%/ �W< � á�À � �QR + / # �D< � &V,

2 2
2 2

2 2333
3

3
3

�
� �

�� �
4

7�� � 8;: � � &�Á 626 ���	� � &�0 B � ¾$� � 0�0�� Sn + 0 ��� � ���	��R
·�� λ ` n
< � R�3�����¬(�� # �Ò<A/�/ ��� λ 2 Èy<A°%/ �W< � á < � RR + / # �� �3��QÑ � � &'� 4 L &	� t = (tij)

� �  
λ 2 Èy<A°%/ �W< � � �  �3 � &	� σ ∈ Sn �

3�<� � &'��� N �� ÝÀ � � σt := (σ(tij)).µ + � &	� ����Àh< �
�

� �
�

�
(123) = 4

7�� � � 8 ¿ ·��[Æ �~3���& λ ` n �  �3PÆ �~3���& λ 2 È<A°%/ �W< � t 3��SÐ) � ���'�� 5À � �43��� �� ]UGYÙ_Î�Z�Ê@ß�Î�GUÚ\Í�Ù_Í�ßAGYÎ�àYI Ct ",+  t <A/ &3 � �MÆ	�� � # � �  /�'��� # � � 0�0�� ",+  Sn 6 � �P3���� � � # �� )&�0 B <�R � � 3�<!&'& # �� J< � 3�<� � σ ∈ Ct # � / � � À �� � i
�  �3 σ(i)

R
·��D<A/�/ �
i ∈ {1, . . . , n}

�  �3����'&'��/�°��� µ 0J<A/ �'� ",+  t / � � # �� 4 ¯  J<A/ + # 3��SÐ) � ���'�� �À � �D3��� � Z�Í�Ù
Z\Ê@ßAÎ�G&Ú\Í�Ù9Í�ß+GJÎ�àYI Rt ",+  t 4ÄNM ��� A �XM � TKL &	�
n = 7 � λ = (4, 2, 1) �  �3 ���

�
�

�
�

�
t =

�
& + � &	�D<A/ & + Rt = S({1, 2, 3, 7}) ×S({4, 5}) �  �3 Ct = S({1, 4, 6}) ×S({2, 5}).¯(/�/ # � 6 � �  � &'� &	�'���'& Rt ∼= Sλ �  �3 Ct ∼= Sλ′

R�·��@Æ �~3���&
λ 2 Èy<A°%/ �W< � t 4

7�� " 8 Â À � � λ 2 Èy<A°%/ �W< � á t1 �  �3 t2 B � � C,��  � Z�Í�Ù
Z\Ê©Ï�!\X[ÍL&}GJÙ
Z\Ê@Î � Rq<A/�/ &1��& � �  σ ∈ Rt1 6 � � σt1 = t2
# � °�� 4¾ � # ��° �� )�� }Rq<A/�/ & &�0 B �'� � ° �� �À � � t1 ∼r t2 4 : � ��&Q/ � �SR ���	� � �  )�#"%$ � � " <A/ �� N �'��/_<�� � +  < � R43����=¬(�� # �<A/�/ ���

λ 2 Èy<A°%/ �W< � á 4c¿ ·��hÆ	�~3���& λ 2 È<A°%/ �W< � t °�� N � � 0 B  )�� À � � 6 � � {t} 3 � �&"%$ � � " <A/ �� N 1�/_<!&'&'� ",+  
t
° � N · # / � 0 B ∼r �  �3  )�� � )�� 3 � ��& � � �  

λ 2 5 G&Ú\Ù9àYÍ�×*4 ¸²<��23�<!&2Èy<A°%/ �W< � t Â � � / �� t1, . . . , ts � & +
" ����À �� �3��� À � �hR�·�� {t} < � 0 B 3 � �¢µ�0 B �'� � °\À � � &'�
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���{t} =:

t1

t2

ts 4
¿ ���	 )��� �  �3 �%N � ���	�;3 � � ! 0�����<�� � +  ",+  Sn

< � R¢3��� λ 2 Èy<A°%/ �W< � á � �  )� ! 0 ����<�� � +  Ô< � RH3��� λ 2È<A°%/ + � 3��� 4
7 " 8Ýµ �  �3 λ ` n �  �3 t � �  λ 2 Èy<A°%/ �W< � � & + 3��SÐ) � ���'�� �À � ��3�<!& N�� # � B ¼!� � # � FHàYÙ�"JÎ�G&Ú\Ù9àYÍ�× et := κt{t} �À + ° � � κt :=

∑
π∈Ct

(sgnπ)π
&'� � 4 :=<A°�� � °��W<+0 B �'� 6 <� � 3�<!&'&�� �  & + /�0 B ��&@> + /�Á ��<A°%/ + � 3 ��<��'&�O+0 B / � 0 B

",++6 Èy<A°%/ �W< � t &'��/�° ��� �  � 0 B �  � � ",++6 Èy<A°%/ + � 3 {t} <A° B O� # � 4 :=<� � + 0���� � ���	� Sn
< � 0 B < � R©3����¬(�� # �P3����D> + /�Á ��<A°%/ + � 3�� 4 ��& � &	�  JO 6 / � 0 B

eσt = κσt{σt} = σκtσ
−1{σt} = σκt{t} = σet

R�·��D<A/�/ �
λ 2 Èy<A°%/ �W< � á t �  �3E<A/�/ � σ ∈ Sn 47�� " 8 ¿ ·�� λ ` n B � � C � � �  λ 2 È<A°%/ �W< � t � Î�GYÊ@×&GYIW×JÎ�GUÚ*Ù
Z�GYX � RT<A/�/ &H3 � � � �  /�	��O # � �  3��� Â � � / �� ",+  / �  %1�&  J<+0 B �'�~0 B �'& �  �3 �  3��� µ 0J<A/ �'�� ",+  + ° ��  J<+0 B �  /�'�� ãÀ4<+0 B &'�� 4 � �  λ 2 Èy<A°%/ + � 3 {t}

B � � C � � Î�GYÊ©×YGYIW×JÎ�GUÚ\Ù9àYÍ�× � Rq<A/�/ & t N�� � �  )� 6 µ ��<� �3�<���3���<A°%/ �W< � N � � / �� JO $ � � " <A/ �� � � &	� � �  �3 � �  
> + /�Á ��<A°%/ + � 3 et B � � C � � Î�GJÊ©×&GJIW×\]UàYÙ�"JÎ�G&Ú\Ù9àYÍ�× � RT<A/�/ & t � �  µ ��<� �3�<���3���<A°%/ �W< � � &'� 4

ÄNM � �VA �XM � � T�R4T��
T
•
L &'�

λ := (n) � & + �Sá � &	� � ���	� # �� J< � � �  λ 2 Èy<A°%/ + � 3 �  JO 6 / � 0 B {1 . . . n} 4 : ���hµ 0J<A/ 2�'�� )&'��<A° � / � &�<�� + �º3���&�Èy<A°%/ �W< � & 1 . . . n
� &	�H3 � � �	� � " � <A/ � �  /�'��� # � � 0�0�� ",+  Sn �

& + 3�<!& & e1...n =
{1 . . . n}

� &	� 4
•
L &	�

λ = (1n) � & + �Sá � &	� � ���	� � �  )��- � Æ	��1 � � +  N À � &�0 B �� Sn �  �3�3����@¬ �� # �h<A/�/ ��� λ 2 Èy<A°%/ + � 3�� 4 µ ��� N �� À � � �
�

t :=
���
n �

& + � &	� + ª �� \°J<�� κt =
∑

π∈Sn
(sgn π)π � et =

∑
π∈Sn

(sgnπ){πt} �  �3±3�< B ��� eσt = (sgnσ)et
R�·��

<A/�/ �
σ ∈ Sn 4

�6# /�� �(-�� &(�
� M ��T � 2 �	�KT � T�R
T�d�T ��& &'� � �� 

λ := (λ1, . . . , λs)
� �  )�D>@<��	� � � � +  ",+  n �  �3 t ∈ N 6 � � t ≥ s 4 : � � ¿)+ / # �

βt(λ) := (β1, . . . , βt)
 J<���·���/ � 0 B ��� Â < B / �� 6 � �

βi :=

{
λi − i+ t � Rq<A/�/ & i ≤ s
−i+ t � Rq<A/�/ & i > s

R�·��
i = 1, . . . , t B � � C � t 6�Z�Ù9Z�ÞÒZ�ÊÎ�Í *JZ β 6��@àYÙ *YZ
	��cI λ 4

� �  )� & + /�0 B � β 2 ¿ + / # ��/_O!&'&	��& � 0 B R�·��UÆ �~3���& q ∈ N∗ < � R�� �  )� 6�5Ú�GJØ�X[ß=6 � � q â[O � R ���	 .3�<��'&	�'��/�/ �� 4 :=<A°�� �
B <��D3����?¯(°J<A1 � &(<� 2Æ �~3����?3����Qµ �'��/�/ �� β1, . . . , βt

� �  )�P>�����/ � 4
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0 1 2 q − 1

· · ·

· · ·

2q − 1q q + 1 q + 2

¯D°J<A1 � & 6 � � q â[O � R ���	 

��� ��� ��� ���

ÄNM � �VA �XM � � T�R4T
e�T 7�� 8 ��& &'� � �� 
t = 5, q = 3, λ = (7, 3, 1) 4 :=<� � � &'� βt(λ) = (11, 6, 3, 1, 0) � �  �33���� N�� # � B ¼!� � # ��¯(°J<A1 � & B <��(3 � � ¿)+ � 6

7�� � 8 �1& &'� � �� 
t = 6, q = 3, λ = (4, 22, 12) 4 :Q<� � ��� B <A/ �'�� ÒÀ � � βt(λ) = (9, 6, 5, 3, 2, 0) �  �3Õ3��� ¯(°J<A1 � &

ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV�� T R
T�a
T 7 <*8.Ñ � ��°����	��<+0 B �'�� %� �  )�D>@<��	� � � � +  λ ",+  n �  �3 � �  )� β 2 ¿ + / # �DR�·�� λ � 3 � �²< � R� �  )� 6 ¯D°J<A1 � & 6 � � q â[O � R ���	 E3�<�� # ��&	�'��/�/ � � &'� 4
•
¹����'&�0 B � ��° �� uÀ � �.� �  )�¢>�����/ �H< � R1� �  )� 6 3����²â[O � R ��� �%6 � �  )��> + & � � � +  ( J<+0 B�+ ° �� � & + �� /� 2&'0�� � 0 B �²3 � ��&�3�� 6 µ �	�'� � 0 B �� � �  )��& q 2 «²<� �3 B <A1,�� )& � 6��1+!�  #!2 : � < # ��< 626 [λ] ",+  λ 4 »P<� � 1,� �  )��> ����/ � 6 � B �$ J<+0 B + ° �� " ���'&�0 B)+ °��� �À ����3��� � & + � &	�²3 � �H3�<�� # ��&	�'��/�/ �'��>@<��	� � � � +  <A/ & +� �  

q 2 » ���	 4�¿ ·��D3 � �=>@<��	� � � � +  Õ< � &?- � � &	0 � ��/ 594 � 4 ( 7�� � 8 � &	�?3 � ��&(3���� ¿ <A/�/ 4
•
¹����'&�0 B � ��° �� 5À � �®R�·���� �  i ∈ {1, . . . , q−1}

� �  )�D>�����/ �(3���&
i 2 �'�� ±âyO � R ���'& �%6 � �  )�?> + & � � � +   J<+0 B / �  %1 &�< � R@3��� (i− 1) 2 �'�� �â[O � R ��� � & + �� �'&	0�� � 0 B �D3 � ��&h3�� 6 �  /�ÇR ���	 )�� %� �  )��&�»  + �'�� )&

",++6��1+!�  #!2 : � < # ��< 626 ",+  λ 4
7 °Y8;L &	�[<A/ & + βt(λ)

R�·��
λ = (λ1, . . . , λs) ` n �  �3 t ≥ s < � R)� �  )� 6 ¯(°J<A1 � & 6 � � q âyO � R ���	 H3�<�� # ��&	�'��/�/ � �& + ��� B OA/ � 6 <� ÕR�·���3��� q 2 » ���	 λ̃ ",+  λ 3 � �º¯D°J<A1 � &�3�<��'&	�'��/�/ �  # ",+  βt(λ̃) �

�  �3�� 6 6 <� ´<A/�/ �
> ����/ �� & + À � � �DÀ � � 6 ¼ # / � 0 B  J<+0 B + °��� " ���'&�0 B � ��°�� 4¯ � C,����3�� 6 # � / �V,
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�9M�O�O Q � T�R4T B�T²f�g=g~i�j�m+jqi
β s � t r � i βt(λ) := (β1, . . . , βt) ��t k λ := (λ1, . . . , λs) ` n

��j��
s ≤ t

�+nS�
iSj
k&iS���=p��A��n�gQ�Hj��

q ∈ N∗ ��� nS�~iSlSkm*�"l � iSgS��iSr
r`���&�¢�+k�k;|��\p�iSkm+jqi���k t ��iSk �At k [λ]
v@x�iSr{z�|}i��?iSlSr�iSk�+nS�

m\iS�
i s ��iSk ��� n��WiSlHi�kJ�
gq�Yl�i�zS|%iSk%vh�"r9r�i�m�iSk%g~i�r�p�i�k q s
	 i�g�� i− t �

�²iSx�iSj9g~�DÑ � �h°����	��<+0 B �'�� E3�< N�� � �  )�²> ����/ ��< � RyâyO � R ��� i � 3 � � N�� � �  )� 6 »  + �'�� ",+  [λ] # � B ¼!�	� 4 : � ��&'��� /�'&'0�� � 0 B �=<A/ & + � �  )���²µ �'��/�/ � βa ",+  βt(λ) � �  �3  J<+0 B : �SÐ) � � � +  # � / �V,

βa = λa − a+ t ≡ i (mod q).

Ñ � # �� (a, λa) = λa − a = i− t
R + / # �?3 � ��- � B < � 0�� �  # 4

¯(°)&�0 B / � ��C,�� �3 RT<!&'& �� ´À � �  + 0 B � �  � # �ÝÀ ��&'�� ��/ � 0 B �u¯ � & &�< # �� ¶·%° ���º3��� Â�� &�< 626 �� B <� # N À � &�0 B �� >@<��	� � � � +  )�� �  �3 �1+!�  #!2 : � < # ��< 626 �� N�� &�< 626 �� 4
^
Q92�� � T�R4TYW �
T(f�gQg~i�jTiSk

λ
n�kYm

µ
���+l���j���j t kUiSk �At k n n�kYm

q ∈ N∗ �K���+kJk � j
r`�LK
M jONÕ�¢�Ag

q s� iSx©jTzS|�� ��t k λ j9gS� � r�i�j�zS|Òm\iSl��(k}oW�A|\r®�+r
r�iSl±m+n�lÇzS| q ��iSj
r�p��+l�i�kÒfhj9kJ��l � � i±j
���P�A�"iSkYm+jT� s
� lÇ�+��� ��t k λ �

M j
jPN����"�
λ
m�iSk

q s ��k%|��+r{� γ = (γ0, . . . , γq−1)
n�kYm

q s� iSx©jTzS|�� w v?g t |}�"�(m\i�l q s ��iSlSk λ̃ ��t k λ m\iSk
q s ��k�|��+r{� γ̃ = (γ0 − w, . . . , γq−1 − w)

�
M j
j
jPN��Pjqi����"lS��j���j t k&iSk λ n�kYm

µ
|��\p�iSk � iSkY�+num*�+k�k�m\iSk%gWiSr�p�iSk q s ��iSl�k�v®x�iSk�k�gSjTi¢m\iSk�g~iSr�p�iSk q s ��k�|��+r{�|}�\p�iSk&�

-P� - 0 ��¤;A%§Y¦�575G:¢ H¡ A�§IJ¢¦�6?¤&¥�¦ A 3EDFD ¦§J¤&¥7A H;J¢¦@¤ L ¤K:	<	<.¦© 
��& &'� � �� 

F
� �  »D¼!�	0���� �  �3 n ∈ N∗ 4 Ñ � �ºÀ ����3���  �  ã3 � �EÀ ��&'�� ��/ � 0 B �� � � # �� )&�0 B <�R��'�� 3����ºR�·��

3 � ��&'��¯ ��°�� � �yÀ � 0 B � � # �� FSn
2 ¬ + 3 � /  N�� &�< 626 �� }RT<!&'& �� 4 Ñ � ��°����'� � �'& � 6 ",+ � � # �� 2¯D°)&�0 B  � �	� ����À4O B  /� �&	�'� B �� ³3 � ��&'�.¬ + 3 � /  �  ��� # � 6 Â�� &�< 626 �� B <� # 6 � � �1+!�  #!2 È<A°%/ �W< � á � >@<��	� � � � +  )�� �  �3³<� �3����'�� 

1 ++6 ° �  J<�� + � � &�0 B �� Õ¸ � /{R & 6 � �	�'��/  4
� M ��T � 2 �	�KT � T � TYW�T ��& &'� �

λ = (λ1, . . . , λs)
� �  )�²>@<��	� � � � +  ",+  n 4 :=<� � ;3��SÐ) � ���'�� ÝÀ � � Mλ <A/ &�3��� 

F 2 ¹���1 � + �	��< �%6 � 3���&'&'�� �-h<!& � &'��/ � 6 �� /�'�h3 � � " ���'&�0 B � �~3��� )�� λ 2 Èy<A°%/ + � 3�� & �  �3 4 L  �3�� 6 À � �©3 � � ! 0 ����<�� � +  < � &H- � 6 ����1 �  # 594 � 4 * ",+  Sn
< � RD3��� λ 2 Èy<A°%/ + � 3��� ³/ �  )�W<��HR + �	�'& ��� N �� � À � ��3 Mλ N�� � �  )� 6 FSn

2¬ + 3 � / 4%¿ ���	 )��� # � / �V,
^
Q92�� � T � T�R 8;: � e=<?> ��T�R�FVT��¢iSlDg t m\i���k�jTi�lS��i FSn sJI�t m+n�r Mλ j9gS�yj9g t � t l��J|¢o�n����?i�l���n}�q�"��j t k%g�� t m+n�r
��t k Sn

�+nS�hm�iSl�� t n�k �+s �ykJ��iSl � l�n��*�%i Sλ
vKm\��|}�YiSg � j
r`� Mλ ∼= IndSn

Sλ
(F )

���yiSlSk&iSl4j_g��
Mλ iSj9k�o � ��r`j_g~zS|}iSl

FSn sJIut m"n�r�v�x�iSr�zS|}iSl ��t k W i�m\iS� λ s�� �\pSr t jTmÝiSl�o�iSn � �4x©j9l�mAv®n�kYm.iSg � j9r{�

dimF (Mλ) =
n!

λ1! · · · λs!
.

ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV � T � T � T?Ñ � �(°����	��<+0 B �'�� ÒÀ � �~3���� � �  )�H>@<��	� � � � +  λ ",+  n �  �3�3��� N�� # � B ¼!� � # �� FSn
2> ��� 6 � ��<�� � +  )& 6 + 3 � / Mλ 4h¿ ���	 )���%&'� � �� d := dimF (Mλ) �  �3 {{t1}, . . . , {td}} 3 � �Ò< � &�<A/�/ �� λ 2Èy<A°%/ + � 3��� ´°���&	�'� B �� �3�� F 2 -�<!& � & ",+  Mλ 4 :=<� � ��� B <A/ �'�� ´À � � N��  JO+0 B &	� � �  )� F 2 - � / �  )�W<��ÇR + � 6 〈·|·〉1< � R Mλ " ��� 6 ¼ # �

〈{ti}|{tj}〉1 :=

{
1

R�·��
i = j

0
R�·��

i 6= j.

µ ��� N �� �À � �  �  〈m1|m2〉2 :=
∑

σ∈Sn
〈σm1|σm2〉1

R�·���<A/�/ �
m1,m2 ∈ Mλ � & + / � �SR ���	��3 � ��& � �  )�

F 2 - � / �  )�W<��ÇR + � 6 〈·|·〉2 < � R Mλ � À ��/�0 B ��& + # <�� Sn
2 �  " <�� � <� /� � &	� 4 : 4 B�4 � ��& # � / �*&'�'���'& 〈m1|m2〉2 =

〈πm1|πm2〉2
R
·��D<A/�/ �

m1,m2 ∈M
λ �  �3�<A/�/ � π ∈ Sn 4: � ��& B <�� �  )&�° ��& +  �3����'� N�� � ¿)+ / # � � 3�<!&'&�R�·��yÆ	�~3��� �  �'��� 6 + 3 � / N ",+  Mλ < � 0 B 3�<!&h° � N · # / � 0 B 〈·|·〉2

+ �	� B)+ # +  J<A/ ��» ++6 0%/ � 6 �� /� N⊥ À � �~3����.� �  �  �'��� 6 + 3 � / ",+  Mλ
� &'� 4
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� M ��T � 2 �	�KT � T � T� T ¿ ·��4Æ �~3���>@<��	� � � � +  λ ",+  n & � �
Sλ

3���� ",+  Õ3����P¬(�� # � {et : t
� &	�

λ 2 Èy<A°%/ �W< � }< � R # ��&	0J<� � /�'� �  �'��� 6 + 3 � / ",+  Mλ 4 : � ��&'���?¬ + 3 � / B � � C � � ]UZ$#�%&Î�ÞÒà�×JX[Ù@N�� �D><��	� � � � +  λ 4
^
Q92�� � T � T�� 8;: � e=< � T �
>�C D O T � T�d
>�CED O T ��T�a
>�CED O T ��TYW R
>�C D O TJa�TYW �4>�C D O T�B
T�R
>Kb � Q T W � TXW}a
>
C D O T R ��TYW�FVT(f�g=gWiSj

λ ` n
�K�¢�+k�k � iSr{��iSk2� t r � i�kYm\i �(n\g�g�� � iSk�K

M jONÕ�HiSl � �%i�z�|���� t m+n�r Sλ j9gS�2iSj
k o � ��r`j_g~zS|}iSl FSn sLIut m+n�r²n�kYm´x©j
l�m.� G�l W i�m\i�g λ s�� �\pSr�i��+n t �At �o~n � i�|��+lSj � iSk � t r � �q�\pSr t j�m et iSl�o�i�n � ���M j
jPN ��G�Ø%Z\Ê 	*àYI"ÞÒZ\Ù � f�g=j_g��©gS��i~�
g

dimF (Sλ) =
n!∏

(i,j)∈[λ] hij
.

�¢�\p�i�jhg~iSj
hij W iSx�iSj
r�g2m+jqiHj
ku�²iS�±iSl���n�k � � �¢i �®k�j���j t k���������� M j
j9jON;iSj
k � i�� G�|\l���i � � k � iºm�i�g (i, j) s���A�+iSk�g ��t k [λ]

�K�[i�l�k&i�lHpSj
r{m\i�kÕm"jTi
λ s�� �q�+k&m*�+l�m�� t r � �q�\pSr t j�m�i�gS��i��
g¢iSj
k&i F s �(�Ag�j9g ��t k Sλ �

M j
j
jPN (²Ê@Î�Z�I"ÞÒà�×YXcÙ_ß+GYÎ � � �HG�l W i�m�iSk FSn s �[kJ��iSlS� t m+n�r U �At k Mλ j_g���iSkJ��x�i�m\iSl
Sλ ⊆ U t m\iSl U ⊆

(Sλ)⊥.
���\p�iSj²g~iSj

(Sλ)⊥
m*�+g t l��
| t��*t kY�+r�i � t �(�Yr�iS�±iSkJ� �At k Sλ p�i�o;G � r�jTzS| m\iSlº�?j9r`j9kUi��+l
� t lS�

〈·|·〉2
�+n�g²�(i��ºi�l���n�k � �����������

M j � N V2IWGYÊ�#�%UÍ�Ê�* 6�ÖºXcÙ9Z � �c�+r
rwg char(F ) = 0
j9gS�
v©g t¢� j
r{�LK

• ResSn

Sn−1
(Sλ) ∼=

⊕
µ S

µ �Y���\p�iSjyx©j
l�m G%p�i�l=�"r9r�i ���+l���j
��j t k&i�k µ ��t k n−1
g�n��H��jqiSl��
vm\iSl�iSk

� t n�k �"s �Pj�� � lÇ�+���±i��+n�g [λ]
m+n�l�zS|.f4kY� �~iSlSk&iSkÒiSj
k&i�g���k t ��iSk�gHiSkJ�
gS��iS|}iSk&�

• Ind
Sn+1

Sn
(Sλ) ∼=

⊕
ν S

ν �Y�¢�\p�i�j©x©j9l�m�G�p�iSl��+r
r�i����+l���j
��j t k&i�k ν ��t k n+ 1
gSn�����jTi�lS�
v®m\iSl�iSk

� t n�k �"s �Pj�� � lÇ�+���±i��+n�g [λ]
m+n�l�zS| �=j9k�o~n��2G � iSkÒiSj9kUi�g ��k t ��iSk%g¢iSkY�
gS��i�|}i�k&�

M � NÕf4gPj_g��@gS��i��
g Sλ ⊗ S(1n) ∼=
(
Sλ

′

)∗ �K�¢�\p�iSj©gWiSj®x©jqi G�pSr`j�z�|
λ′

m+jqiQo�n
λ
� t k W n � jqiSl���i �?�+lS��j���j t k&�

M � jON���� �[�+r
r
char(F ) = 0

j9gS� W i�m\i�l FSn s � �%i�z�|���� t m+n�r?g~i�r�p�g��qm+n%�+r?n�kYm ��p�g t r`n}�Pj
l�l�i�m+n*o�jqp�iSr��D�yiSl skUiSlÝp�j9r�m\i��
{Sλ|λ ∈ Pn}

iSj
k 	 i��Yl � gWiSkJ�q�+kJ��i�k%g � gS��i�� �2G�l;m+jqi ��g t � t lq�Y|\jTiS��r{�+g�g~i�k j9lSl�i�m+n*o�jqpSr�i�l
FSn sLIut m+n�r�kU� �(n	�©iSl�m\iS� p�i�gSj
�_oW�

Mλ � G�l W i�m\i �?�+lS��j���j t k λ �At k n m*�"k�k � iSkY�+n¶iSj
k&iSk o�n
Sλj9g t � t lq�J|%iSk � t �(� t g�j���j t k%g9�~�A��� t l~� ��gS� Sµ iSj
k¶x�iSj���iSl�i�l � t �(� t g�j���j t k�g9�~�A��� t l ��t k Mλ v?g tÝ� j9r{�

µB λ
�

M � j9jONÕ�[�+r
rwg char(F ) 6= 2 t m�iSl λ iSj
k&i
2 s l�i � n�r � l�i ���+l���j
��j t k ��t k n j_g��
v?g t j9gS�Qm\iSl � �%i�zS|���� t m+n�r Sλn�k�o�iSl�r�i � p��+l~�

ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV�� T � T�d
T 7 <*8;L 6 ¿ <�
�
 char(F ) = p > 0
� &	� � �  µ 0��� B � 6 + 3 � 
 � 6 ¯�
�
 # � 6 � �  )�� � �  B �

6 � B � � �	�'�~3 �%N � °���
 4�� ��� + ��H° ��& � � N ��Æ	��������� ����� � ����� � +  )&�� + � � 
 Mλ  �����HÀ � � ",+ ��� �  )� ¿ � 
 �	� � ��� �  #����� ¿)+ ���
Mλ = M0 ⊇M1 ⊇ . . . ⊇Mk ⊇Mk+1 = 0,

& + ���!&'& Mi/Mi+1 � ·�� i = 0, . . . , k  �� � �  )��� µ 0����� ��� + � � 
 � & + � + �	0!� � &	� 4�" � �5¹ � ��
 � ����!�)� � � �� � �#����� � �  �µ 0����� ��� + � � 
 Sµ ���A°�� � � � � �	� � �	� � � &'� &	�'���'&.À + �!
����SÐ) � ���	� �  �� &	� � �$� �%� � �#�����
¹ � ��
 � ����!�)� � � ",+  Sµ ��
 &D» + � 0 + & � � � +  )& � ��& � + � ",+  Mλ

�  ½ ��������& �'��� � &	� � & + ·%° ���'� �  4
' °)( ¿ ·��4Æ	������ FSn

2 µ 0�����/��� + � � 
 Sλ °���& � �  � ResSn

Sn−1
(Sλ) �  ��A°!��*� # � # ",+  +����� ½ ��������& �'��� � &	� � &

&'�'���'& � �  )�¢µ 0�����/�ÇÐ�
 �	� � ��� �  # � � 4 � 4 � �  )� ¿ � 
 �	� � ��� �  #
Sλ = S0 ⊇ S1 ⊇ . . . ⊇ Sl ⊇ Sl+1 = 0,

& + ���!&'& Si/Si+1 � ·�� i = 0, . . . , l  �� � �  )��� µ 0 ����/��� + � � 
 � & + � + �	0!� � &'� 4," � �-���A°�� � � � � �	�'���'�� ����� 
¿ ��& � + �'�� & �  �� # �� �� � � � �#� � &�µ.���  5946594 � '�� " ( 4 ¯  ���
 + # ° ��& � �  �/� � �� Ind

Sn+1

Sn
(Sλ)

&	�'���'& � �  )�
µ 0����� �ÇÐ�
 �	� � ��� �  # � �  ��0� � � ¿ ��& � + �'�� �& �  ��0� � �1� � &�µ.���  5946594 � '�� " ( 4 ¯ �!2 ��������� �Sá � &	� � ���	� &	�'���'&
� �  435
 + �& B ",+  FG � À ��
���)���6���� �µ 0 ����/��� + � � 
 Sλ �� /����*�
 � 4
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' �( -0-65�3 1 � È �!� 4�5940/21 � &	� λ ` n �  �� Mλ = Y1 ⊕ · · · ⊕ Yr

� �  )� Â ����
 � # �  # �  �   ����
 � # °����'� FSn
2¬ + � � 
  � & + �Sá � &	� � ���	� # �� �� � � �  i ∈ {1, . . . , r} � � � Sλ ⊆ Yi 4 Ñ � � & ���  �'�� Y λ := Yi �  ��  )�� � )�� � � ��& �� �¬ + � � 
����� � à��[Ê
*�6�� à�×��cÙ  �� � � ���	� � � � +  λ 4 � � # ��&,�����	� � &	� � ·��®Æ	������& j ∈ {1, . . . , r}������µ � �$�1�� �� Yj  �� � �  )��� �1+!�  #!2 ¬ + � � 
 Y µj � ·�� � �  µj ` n � � �

µj D λ
� & + � + �	0!� 4 µ �  ��

µ, ν ∈ Pn
� � �

µ 6= ν � & + � &	� Y µ 6∼= Y ν 4�" � ��¹ � ��
 � ����!�)� � � � � � �6����� � �  �1+!�  #!2 ¬ + � � 
 Y µ ��
 &
� � �'��& �'���±µ � �$�1�� �� ",+  Mλ � � � �	� � �	� � � &	� &	�'���'&HÀ + �!
����SÐ) � ���	� 4 µ � �5À � ��� � � �

κλµ
° �  � � ��� )���

�  �� �)� � 2 �=Û àJßAÎÇØ���6 � ��%UÙ 4 �  )&�°���& +  ������'� � &	����
 & + κλλ = 1 4
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV � T � T
	�T²Ñ � �º° ���'� � �'& ����À *��� /� � ° � 
����� � � �5µ 0����� ��� + � � 
  �� �  « ��0���*!& �� /���� /�'�� )&�Á &	�'���
� ·��5� � � � & + � + �	0!� � ��& 
��!&'&'�� � �	�'��� �! � °!
 ��� FSn

2 ¬ + � � 
  �  ½ ��������& �'��� � &	� � & + � Æ	��� + ��  � �� � �  ½ ��������& 2�'��� � &	� � &
p > 0 4 � &	� char(F ) = p > 0 � & + &'���  �� �À � � � ·��@Æ ����� p 2 �'� # � 
�*��'� � ���	� � � � +  λ ",+  n

Dλ := Sλ/Rad(Sλ).

" � ��& � &	�/���� � �� �  & ��
�°)&	��� � ��
 ��� � �A°)& + 
 � � � �	�'��� �! � °!
 ��� FSn
2 ¬ + � � 
 4@¿ ���	 )���2° � 
������ {Dµ|µ ∈ Pn,p}� �  Õ« ��0���*!&'�� ���� /�'�� )&�Á�&	�'��� � ·�� � � � � & + � + �	0!� � ��& 
��!&'&'�� � �	�'��� �! � °!
 ��� FSn

2 ¬ + � � 
  4 Ñ � � �'��� # � 
 � � � �� � ��&'�� 3 �  � � ��� �  # �� �,
�
Q92�� � T � T� 8;: � 	=<?> W R4T�R�FVT
��gS�

char(F ) = p > 0
n�kYm

λ ∈ Pn,p
v�g t j_g���gS��i��
g [Sλ : Dλ] = 1

� ��g��
DµiSj
kÒx�iSj���iSl�iSl � t �D� t g�j���j t k%g9�~�A��� t l ��t k Sλ v�g tº� j
r`� µ B λ

� � j
kYm λ iSj
k&i
p s gSj9k � n�r � l�i ���"lS��j���j t k ��t k nn�kYm

D
i�j9k � t �(� t g�j���j t k%g9�~�A��� t l ��t k Sλ v©g t j9gS� D ∼= Dµ � G�l¢iSj
k µ ∈ Pn,p ��j�� µB λ

�
ÄNM � �VA �XM � � T � T B�T '�� ( � � ¿ ��
�
 λ = (n)

�Sá � &	� � ���	� # �� �� � � �  λ 2 È��A°!
 + � � �  �*��$
 � �� {1 . . . n} 4 �1& � &'���
 & + &	�'���'& M (n) = S(n) ∼= F
����� �	� � " � ��
 � FSn

2 ¬ + � � 
 4
'�� � ( � &	�

λ = (1n) � & + �����	�'�� ¶À � � �  3 � � &	0 � ��
 594 � 4 � # ��&'���)�� � ���!&'&(Æ	������& λ 2 È �A°!
 + � � # �� �� � � �  )���
� 
 ��� �� /� � � & Sn

�� /�'&'0�� � ��/� 4 � &	� ����À � {tσ} ���!& λ 2 È��A°!
 + � �  �� �6� ����� � ����� � +  σ ∈ Sn � �  �� � &	�
π ∈ Sn �

& + # � 
 � π{tσ} = {tπσ}
 �����43 ��� ����& �  #�� " �SÐ) � � � +  594 � 4 * 4�" � ��&  � � # � � ���!&'& M (1n) ∼=

FSn
� &	� 4J¿ ���	 )��� � &	� S(1n) � �  �� � � �� )& � +  ���
 � �  �� 3 � � &	0 � ��
 594 � 4 �  � � # �6� � �� � ���!&'&@Æ	������& π ∈ Sn� � � S(1n) � � ����.¬ � 
 � � 0!
 � &,��� � +  %� � � sgn(π) + 0���� � ���	� 4 Ñ � �1 )�� � )�� 

S(1n) ���� �JÙ9Î����"Ê@Í�������Ê@×���Ê
FSn

2 ¬ + � � 
 �  �� " ����À �� ����� �1�� ���!�1��
�� � �� � � �;µ ����'� � °\À � � &'�
S(1n) = sgnn + ����� � �  � ����

sgn 4 � � ¿ ��
�
 char(F ) = 2
� &	� �  )&�°���& +  ������'� S(1n) ∼= S(n) ∼= F 4!" �� 3 
 + �& ",+  FSn �

���������� 
��
 �'���	 � ���'�� ����� ³¬ + � � 
��� ����*�
 � � ° �  � � ��� )�� À � � � ���	 )��� ��
 & ���� �YÙ_Î����"Ê@Í������\Ê©×��\Ê��2Ù9à #*Ø�",+  
FSn 4

'�� � � ( � � ¿ ��
�
 λ = (n − 1, 1)
� &	� � � �º¯.  ���!
 ����� λ 2 È �A°!
 + � ��� # 
 � � �� n 4 � ������& & + 
���)� � &	� � � ���� ���� 

� �  /�	��� # �  �����  À � � �'�� Â � � 
 �$� �  ���� � � � # ° ��&	� � �$� � 4�¿ + 
 # 
 � �� � &	� dim(M (n−1,1)) = n 4 � &	�5� �!2 ��� 2�����
∆
� �  )�±¬+���	� � á.�����'&'�'��
�
 �  # ",+  M (n−1,1) ° �  · # 
 � �� ����� � � & ��
�
 �� (n − 1, 1) 2 È��A°!
 + � ���� °���&	�'���)�� ����� 3 �!& � & � & + # � 
 �

∆(σ)ij =

{
1 � � ��
�
 & σ(j) = i

0
& +  )&'�

� ·�� ��
�
 � σ ∈ Sn �  �� i, j = 1, . . . , n 4 Ñ � �  )�� � )�� 
M (n−1,1) ���� Ê��YÎ ���"Ù9Í #�%���Ê������"Þ��=6

Î��YÎ�Í�àYÊ@ß�ÞÒà�×��cÙ � S(n−1,1) ���� Ê �YÎ ���"Ù_Í # %!��Ê ��" �$# %UÎ�ÞÒà�×��cÙ �  �� D(n−1,1) ���� Ê �YÎ ���"Ù_Í # %!�\Ê
Í��#����×�� � ÍMÚ\Ù$��Ê%��à�×��[Ù � ·�� FSn � � ��
�
 & char(F ) = p > 0

� &	� 4
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV�� T � TYW �
T ' � ( � &'�

char(F ) = 0 �  �� λ � �  )�±° ��
 � ��° � # � � ���	� � � � +  ",+  n � & + � &	� Sλ ⊗
sgnn = Sλ ⊗ S(1n) ∼= Sλ

′  �����uµ.���  E5946594 � ' " ( � ' " � ( 4
' °)( � &	�

char(F ) = p > 0 �  �� λ ∈ Pn,p � & + � &	� � � � Dλ � � �� Dλ ⊗ sgnn
� �  � �	�'��� �! � °!
 ��� FSn

2¬ + � � 
 4 ��& � � &'&���
 & + � �  µ ∈ Pn,p � � � Dλ⊗sgnn
∼= Dµ # ��° �� 4 " � � /V3�3 ��° ��À � ��&'�� )��¬ � 
�
 �  )� � á 2¹������ � � �  # �	� � ª��.� �  )��¯ � &'& � # � ������·%° ��� � À � � � � � � ���	� � � � +  µ � � & & � ���/� 4 � �  )�� 43 ��À � � & � ·��6� � �¬ � 
�
 �  )� � á 2 ¹������ � � �  # & + À � � � �  )� # �� �� � �-3 ��&�����'� � ° �  # � À � � �1�� µ � � & λ & +  )&	�	� � � ���'�� $&,�� � �Ð) ��������1��  �� � 3 � � &'0 � ��
 �  - ( 1!4 Ñ � � " ����À �� ����� �  � � ��&'��� Â�� &����$� �� !���� # � � � 3 �  � � ��� �  #O

(λ) := µ �  ��  )�� � )�� 4� � ��&'� � ���	� � � � +  4� � �  �� λ ���cÙ�Ù9Í�Ê ���47�6�Ø%àJÊ98&��*�Í'���"Î�� � ���	� � � � +  4
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:H 	? ¥GJ¢¤&¦ 0 ¦ �~¦��²§Y¡?¤K:	<	<.¦© 
��& & � � �� �  � � ��&'��� ¯(°)&���� � �	�?À � �������

n ∈ N∗, Sn
� � � &�Á �$� ���	� � &���)�¢¾$� � 0�0�� ����&(¾$��������& n �  �� F� �  Ý»D¼!�	0���� ����� ½ ��������& �'��� � &	� � &

p > 0 4 Ñ � �hÀ �������� �  )& �  #����  ����� � + 
 # �� ����� E» ��0 � �'��
  ��� � 0��'&�*��� 2
 � �� � � � ���� � �	�'��� �! � °!
 �� FSn
2 ¬ + � � 
  �  �� �����'�� ¹����	� �  ��&¢° ��&����* � � � # �� 4 � � ",+ � � # �� ¯(°)&���� � �	�

�����	�'�� �À � � # ��& ���)�� � ���!&'& � � ��&'� � �	�'��� �! � °!
 �� Ò¬ + � � 
  &'�'���'& � � ����0� � �
p 2 �'� # � 
�*��'�� 0� ���	� � � � +  )�� ",+  

n
0�������� ���	� � & � ���	� & �  �� 4)" � � /V3 *P( ",+  3 ��� � ��� �  ��« + ° �  )& +  �°���À � ��&'�� )� Ó ��&,�~Á ���1� 2 ¹������ � � �  # 
 � � 2

� ���	� � �  )� ��°��� � ��
�
 & �'� �  & + �¢° �  ���� + � � &���)� 3 ��� �  # �  # ��� � ·�� � ���!& &  À � � � �	�'��� �! � °!
 � FSn
2 ¬ + � � 
  � �&'��
�°��� 3 
 + �& 
 � � # �� 4

�
Q92�� � T� TXW�8
	 Q Å Q���Q O Q��� M,Q O R 2 R T V FVT��������������
λ, µ ∈ Pn,p

����������� ���
!#"�$���%�&'���
FSn ( I*) !#"�&+� Dλ

"��,!
Dµ &-��� � ��� � ���Y�."/!*�#�0�1�
�2�3��&4%����Õ��& ) zS� �5) � FSn 6

x����0�7!#�������#���8�
�8� ) ����� λ "9�,!
µ

!:���0�3��&'%����

p (
�;�����/%�� ���
�<$5���&�

ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV�� T � T�R4T " ���(µ.���   � � # �6��
 & + � ���!& & � �  3 
 + �& B ",+  FSn �
À ��
���)���.� �  )�� � �	�'��� �! � °!
 �� ¬ + � � 
 Dλ �� ����*�
 � � � � ����4���� p 2 » ���	 λ̃ ",+  λ 0�������� ���	� � & � ���	� � &'� 4 Ñ � �.&	0��'����)�� �����)��� � � �� ",+ �'

p
( 2 » ���	 ����&-3 
 + �& & B & + À � � ",+ � '

p
( 2 ¾ ��À � �� � w ",+  B � � ��
�
 & λ ���!&

p 2 ¾ ��À � ��/� w ����� 4 Ó ����µ.���  
594 � 40/ + À � & &'�� �À � � � ���	 )��� � ���!& &  À � � � ���	� � � � +  )�� # �� �� � ���� � 4���� )&'��
�°��� p 2 » ���	 �°���& � �  �� � À �� � �& � ����� )&'��
�°��� 

p 2 �  !����
 � ���A° �� 4 " ���)��� &,�� � ºÆ	������� 35
 + �& � � �� � �  (� �  ���� � � � # °���&	� � �$� �'��� p 2 �  !����
 �  �� 2# � + ���� )���DÀ �������� 4Ó ����+3 ��� ����& �  # 5946594 � � &	� � ·���Æ	����� � ���	� � � � +  ν ",+  n �����
FSn

2 µ 0����� ��� + � � 
 Sν �  (� �  )��� 3 
 + �&
",+  FSn

�� /������
 �'�� 4�" ��� �� /�'&'0��'����)�� ���� p 2 » ���	 � � ��&'��&-3 
 + �&�& � &'� � � ��#����� p 2 » ���	 ",+  ν � �  ��%���!&
p 2 ¾ ��À � ��/� � &'� ���!& p 2 ¾ ��À � ��/� ",+  ν 4
Ó �����µ.���  � 4 � 40/ + � &'�¢Æ	�������Ý¹����	�'�Sá � �  )��& � �	�'��� �! � °!
 �� FSn

2 ¬ + � � 
 &%&'�'���'& �  � �  )��� " � � ��& � # � � 0 20�� & � �  )��&$35
 + �&�& �� /������
 �'�� 4 ¯ � &$� � ��& ��� ¾$� �  �� � &	� ��& � ·��$� � �;¹����	�'�Sá}° ���'����� �  # �� ãÀ � ��/� � # � � � �
" � � ��& � # � � 0�0��� ����� 35
�¼ �&,� ",+  FSn  �� &,�� � )�� 4 ¯ � �� � � ��&'��° ��& � �  �� (� �  )� & + ��° �  ���� + � � &���)� ½ ��� 2����& �'��� � & � ��� �  # 4
�
Q92�� � T��T � 8;: ��� <?>�C D O T>=�T R
T�R ��FVT �?�S�

B
����� ��& ) zS� �5) � FSn �5) � p ( 

�Sx@�TzS|��
w 6

� ) � ���,!A!#���
�B�
�3�S��� � ��"W�*�0��� �5) � B ���

Sn
� ) � W " � ��������$3"

Ppw
�

� � Q � � � Q Q � T� T � T �?���
D

���C�D�C�����
!#"�$���%�&4���
FSn ( IE) !#"9& 6

x���&�zS|F���G�C�7���C�H�S� ��& ) z�� B �5) � p ( 
��x@��zS|��

w < p
&-��� � � 6 � ) � ���,!I!#����0�����8�4$5� � �5) � D � ���Y�#"J!#���Q�>���3���A� � � "��*�K��� �5) � B �

�L�Sx����C�~� " � � 3 ����� � 0�� �  # � + 
 # �6� � �'��& �6� � & ",+ � � # ��� µ.���  �  ��µ.���  � 4 � 4 * 4
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV�� T � T��4T � &'�$��
 & + λ ∈ Pn,p � �  )� � ���	� � � � +  ",+ � p 2 ¾ ��À � ��/� w � & + � &	� ����� � �	�'��� �! � °!
 �
FSn

2 ¬ + � � 
 Dλ &	�'���'& �'��
���� � " 0�� + Æ ��& � � " °��  · # 
 � ��������
p 2 µ�Á 
 + À # � � 0�0��� ",+  Spw 4 � � ¿ ��
�
 p > 2&	� � �$� �� � � ��& � � � � ���� 

p 2 µ�Á 
 + À # � � 0�0��� ",+  Apw
·%° ���'� �  4J¿ ·�� p = 2

� &	�©Æ	��� + �� Qpw < Ppw 4 ¸ � ���
�*!&'&	� & � ���·%°���� � � � �'��
���� � " � � � + Æ	��& � � " � ��*�� ",+  Dλ ¾ �� �� � ���'��&.&�� # �� 4
�
Q92�� � T� T4=S8;:$	 � <?>���T � T'=
T�R�FVTM�����3�������

p = 2
"��,!

λ ∈ Pn,2
���B���N$�" � ��|��.� � � ���C���
��!#".$3��%�&4�

FSn ( IE) !#"�&

Dλ �C�S� � ���Y�#"*!*�#�0�E�
��&{�"�8� � An (
�,� )XW ���A�8� � 6 x����0� � ��&`�

•λ2j−1 − λ2j ≤ 2
�2G9���.&C&'�

j > 0,

•λ2j−1 + λ2j 6≡ 2 (mod 4).

 � � �O%������������#&�&+��|F��� �� λ �#"%zS|
S 6�� ���"Î�Í�Î�Í�àYÊ �

� � Q � � � Q Q � T� T$	�T � ���,! p = 2 6 λ ∈ Pn,p
���C�H�

S (
�?�#�S�8���8� ) � �5) �  �Sx@�TzS|��

w
"��,!

Q
���C� �0���������*!:� �

��� ���
!#"�$���%�&'���
FSn ( IE) !#"�&+� Dλ 6

� )¢� �C&{� Q ≤Sn Q2w
�
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FSn �
	 6 ?>:>5� 
Ñ � � �'����� �  # ��
 �'�� 4� � �=¹ + ��� � &'&'���  ��  # �� +� � & ",+ � � # ��� ¯(°)&���� � �	� 4
�9M�O�O Q � T �
TYW�T��������������

D
���C�J�C�����
!#"�$���%�&4���

FSn ( IE) !."9& 6�� ��&���F����$�"�� ��& ) �� B �5) � FSn � �����.�S���� ��� ���������:%��
B

!\� �
p ( 

� � ������
w 6

"��,! � � �3���
Q

���C���0��������� �5) � D �B���
Q ≤ Spw

�U�¢�#�0� � �C&{�LK

•Q ∈ Sylp(QCSpw (Q)),

• {Z(Q)} = Sylp(CSpw(Q)).

�L� � ���C�~� Ó ����´µ.���  � 4 � 4 * �Sá � &	� � ���	�  ��  �*���)&	� � �  3 
 + �& b ",+  F [QCSn(Q)]
� � � " � � ��& � # � � 0�0�� Q 4Ó ���� - � /21 # � 
 � � ���	 )��� QCSn(Q) = QCSpw (Q)×Sn−pw � �  �� b 
�*!&'&	�$& � �� �  ����� ¿)+ ��� b ∼= b0 ⊗ b1&�����'� � ° �� 4 " �A° � � & �  �� b0 �����(¸ � � 0���°!
 + �& ",+  F [QCSpw(Q)] �  �� b1 � �  43 
 + �& ",+  FSn−pw ",+ �

" � � ��& � +94 Ó ���� 3 ��� ����& �  #�� " �SÐ) � � � +  � 4 � 463 � &	�
Q
& + � � � � �  )� " � � ��& � # � � 0�0 � ",+  b0 � � 4 � 4 � �  )�

p 2 µ�Á 
 + À # � � 0�0�� ",+  QCSpw (Q) 4 Ñ � # �� 

|QCSpw(Q) : Q| = |CSpw(Q) : Q ∩CSpw (Q)| = |CSpw(Q) : Z(Q)|

� + 
 # ��� � �� � ���!& & Z(Q)
� � � � �  ���� � � � # °���&	� � �$� �'� p 2 µ�Á 
 + À # � � 0�0 � ",+  CSpw (Q)

� &	� 4
� � Q � � � Q Q � T �
T�R4TL�������������

D
�����E�����
�
!.".$3��%�&'���

FSn ( IE) !#"9& 6�� ��&���K����$3"�� � & ) S� B �5) � p ( 
� � ������

w > 0 �5) � FSn � �����#�����c�¢�#�0�E�<���
D

�0������N�
��&��"�8� � Spw−1 (
�,� )?W �S���8� � �

�L� � ���C�~�DÑ � �1 )���!� �� %�� � ������¬ + � � 
 D � &	� �'��
���� � " Spw−1
2 0�� + Æ ��& � � " 4," �� � � &	�1��� �A°����1& + # �����'��
���� � "

Spw−p
2 0�� + Æ ��& � � "�4 ��& �Sá � &	� � ���'�� 4��
 & + � �  R ∈ Sylp(Sp(w−1)) �  ��*�

�  �¹����	�'�Sá
Q ",+  D � � �

Q ≤ R 4
" �� � 
 � � # �UÆ	��� + ��1����� p 2 Â Á & 
 � & (p(w−1)+1, . . . , pw)

�  
CSpw(Q)\Q � � � Ñ � �����'&	0�� � ��  �� + ° � # ���â ���$�1� 4Y¿)+ 
 # 
 � �� � &	� D  � ��/� �'��
���� � " Spw−1

2 0�� + Æ ��& � � " 4
ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV � T �
T � T �1& # ��
 �'�� %� � �D¹ + ��� � &'&'���  ��  # �� ����& ",+ � � # �� ;» + � + 
�
����'& 4 ¯ �!2 ��������� &'� � �� 

Q
� �  

¹����	�'�Sá ",+  D �  �� R � �  )� " � � ��& � # � � 0�0�� ",+  B � � �
Q ≤ R ≤ Spw 4 " ��� 3 ��À � � & ",+  ;â-���$�1� 594 � 40/

 � � # � � ���!& & ���� � � � � + �1��� � &��� CR(Q) ≤ Q # ��
 �'�� 1� � &'& 4 �1& � &	�1 �*��$
 � �� CR(Q)
� �  )�

p 2 �  �'��� # � � 0�0 �
",+  CSpw (Q) �  ��0����� � � �  0����� � �   � # �� p 2 µ�Á 
 + À # � � 0�0�� Z(Q) ",+  CSpw(Q)

�� /������
 �'�� 4c¿ + 
 # 
 � ��� &	� & + # ��� CR(Q) = Z(Q) 4
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FSn � 	 6 ?	:>5� 

�  � � ��&'��� ¯(°)&���� � �	� & � � �� 
• F

� �  �»D¼!�	0���������� ½ ��������& �'��� � &	� � &
p > 0

• n ∈ N∗

• I := Z/pZ = {0, . . . , p− 1}

• z̄
� � �=«.��&	��& 
��!&'&'� ",+  z ∈ Z

� + � � 
 + p 4
� � ¿)+ 
 # �� ����� �À �������� �À � � � �  )�� ��(° ����°!
 � �& ·%°���� � � � ÞÒà�×��cÙ
������Ê�� ���YÊ # %UÍ�Ê�*�6�Ö �2*��\Ù9Ê ",+  ¯ 4» 
 ��&�����)� " # ��°��� 4." � ��& �.& �  ��;¯. ���
 + # �  �� ���� # ��À4¼��� !
 � ��)�� 43 ���� ��� �  #!2 « � # ��
  4� � &?µ.���  5946594 � �  ��À �������� (� �  )��& �����?À � ��/� � # &	�'�� uÑ ����&  � � # � � ·�� �  )&'���'�P¹����	�'�Sá�°����'����� �  # �� �& � �  4ÄNMPO�M,QAÅSRUTUV���� M ��T�� 2 �	�IT � TYW�TYW�T ��& &'� � �� 

λ ∈ Pn �  �� i ∈ I 4'�� ( � �  E»  + �'�� (r, s)
����& �1+!�  #!2 " � � # �����$� & [λ]

�)� � 2 � i 6 �\Ê@Î 	 ���"Ê®Ú ��� � � ��
�
 & # � 
 �

• (r, s) = s− r = i

• [λ] \ {(r, s)}
� &	� ���!& �1+!�  #!2 " � � # �����$� � �  )���6� ���	� � � � +  ",+  n− 1 4

� �  E»  + �'�� (r, s) /∈ [λ]
�)� � 2 � i 6 %UÍ�Ê � � 	���*&Ú ��� � � ��
�
 & # � 
 �

• (r, s) = s− r = i

• [λ] ∪ {(r, s)}
� &	� ���!& �1+!�  #!2 " � � # �����$� � �  )���6� ���	� � � � +  ",+  n+ 1 4

'�� � (.Ñ � � " ���'& ���)�� � ·��?Æ	������& i ∈ I
��
�
 �

i 2 �� /� � ���	 \°����'�� »  + �'�� ",+  [λ]
� � � � �  )���
	

− � �  �����
�
 �
i 2 � �   �� � · # °����'�� �»  + �'�� � � � � �  )����	 + � 4

'�� � � ( " � � i 6 � Í *JÊ��YÎ���� ",+  λ � &	� � � � ¿ + 
 # � ",+  1� 
 � & 2 �  ��º¬ �  � &  � � ��)�� � � � � �1�� ������*�
 � � À �� � %�1�� 
",+  +
 �  !&�& �  /�'��  ����� �'����/�'& + °��� 0� � �¢¹ + �  � � ��)�� �� /��
��� # ����&=« �� �����& ",+  [λ]


 � ��&	� 4 µ �  �� λ� �  )�
p 2 �'� # � 
�*��'�1� ���	� � � � +  �  �� Dλ ����� �� /�'&	0��'����)�� ���� � �	�'��� �! � °!
 � FSn

2 ¬ + � � 
 � & + &	0��'����)�� À � � � � �� ",+  ����� i 6 � Í *JÊ �JÎ���� ����&(¬ + � � 
 & Dλ 4ÄNM ��� A �XM ��
λ = (6, 5, 3, 3, 1), p = 3, i = 0

7→

+

−

+

/

/
/

� �
�

�
�[λ]p =

/ �0

0 0

0

/

�

0

0

" � � i 2 µ � #  ���� � � ",+  λ � &	����
 & + +−+ 4

*�/



���������
	�������� �
�
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� 	 �
�
� � � ��	�� � ��������	�� * �

'�� " (� � &0�����
i 2�� � #  ���� � � ������*�
 �0�1�� � � � ����×�� � Í����"Î�� i 6 � Í *�Ê �YÎ���� ",+  λ

� � ������ � ��������� + 
 �'��&� �	�'� � ��)�� ��
�
 ���2È-����� � ������� + ��� −+ 4�" � � �'��� �! � ���	�'� i 2�� � #  ���� � �$����� & + � � � &'�'���'& � � ��� + ���
+ . . . + − . . .− 4 �  +�� � # ��� 3 � � &	0 � ��
 � &	�$� � � �'��� �! � ���	�'� + 2�� � #  ���� � �1��
 & + + 4 � ������
�
 � ���!&'& λ� �  )�

p 2 �'� # � 
�*��'� � ���	� � � � +  � &	� � &'0��'����)�� �� � � � � �� � � ��� ",+  4����� ����×�� � Í����"Î���Ê i 6 � Í *JÊ �JÎ�� � ����&� �	�'��� �! � � 
 �� �� + � � 
 & Dλ 4
' " ( � �  ��  + �'�� ",+  [λ] � �����  �� � �  )����	 −� �  ����� �'��� �! � ���	�'�� i 2�� � #  ���� � � ",+  λ # �����!�	� � �)� � 2 � i 6��� �! �#"(4 � �  $�  + �'�� ",+  [λ] � �����  �� � �  )��� 	 +� �  ����� �'��� �! � ���	�'�� i 2�� � #  ���� � � ",+  λ # �����!�	� ��)� � 2 � i 6&% �'��� �! �'" 4 " ���(�  + �'�� � �����  �� � ���)� � � �'��&	�'�� 
 �  !&�&$&'�'���)�� ����� 	

−� # �����!�	� � �)� � 2 �
i 6+* ��, � �  �� �����.- �� � # � � �����  �� � ���/� � � �'��&'�'�� *�'���� �'& &	�'���)�� ����� 	

+ � # �����!�	� � �)� � 2 � i 6&% � *���,�40NM ���21 �XM ��
p = 2, n = 9, λ = (6, 2, 1)

1
1

+ + + +3 3 3
3 3
+
+[λ]p =

" ����� � & ������*�
 � �1�� #� � � �'��� �! � ���	�'� 0 2�� � #  ���� � � − �  �� � � � �'��� �! � ���	�'� 1 2�� � #  ���� � � +++− 4," ����  + �'�� (1, 6)
� &	� 3 2 # � � � (2, 3) � &	� 3 2  + # � � � �  �� (3, 1)

� &	� + 2 # � � 4
' " � (���4�� i ∈ I &'� � εi(λ)

� � �5.  ���!
������ i 2  + ���1��
 �� ��  + �'�� ",+  [λ] � � 4 � 4 � � �5.  ���!
������6� �  � & 2
 � � ��)�� �  4����� �'��� �! � ���	�'�� i 2�� � #  ���� � � ",+  λ 4 �)���	 )��� &'� � ϕi(λ)

� � �7.  ���!
������ i 2  +  + ���1��
 �� �  + �'�� ",+  [λ] � � 4 � 4 � � �5   ���!
 ������� 
 � &  � � ��)�� �  ����� �'��� �! � ���	�'�� i 2�� � #  ���� � � ",+  λ 4
� � � � � ��&'�� 3 �  � � ��� �  # �� # � 
 �6����� � + 
 # �� ���� � ���   4

�9892�� ��:YW#:<;>=@?BA�CED5F O :YW W':<;G:
	'H5D7F O : W W#:<;9: �9IJ:B��� �3���
λ

���C�H�
p (

�
�LK#"9& � ��� �NM.�&O8�.O8� ) �QP ) � n R �.O
p (
� � �SM#&TO

γ = (γ0, . . . , γp−1) U9V M.�0�WK.�C&TOYXZ �\[
ResSn

Sn−1
(Dλ) = M0(λ) ⊕M1(λ) ⊕ · · · ⊕Mp−1(λ).

� �B�C�&O
Mi(λ) 6= 0

K:���'M#"/!]M#�0�
6 � ���0�

λ���C�����
i (
K."SO���� � � ) O���� A

%�� ���^O<$JO U � � !#��� �3� R`_ M#&�& �C�&O
Mi(λ)

���C� "9��$5����&4�aK9%bM#�����
6
�3��&4% �@O�!#"cM#&4���

FSn−1 (Yd ) !#"�& R �^O
Hd(Mi(λ)) ∼= Soc(Mi(λ)) ∼= DλA 6 � ��& ��F��� � Rfe & ) &ghP ) � FSn−1 R �.O

p (
� � �SM#&TO

γ − i := (γ0, . . . , γi−1, γi − 1, γi+1, . . . , γp−1)
&-���aKiO UjV M:%����B%?��$O������:�H�

λA
!#���I$�" R� ) "9�kK ( V �.MJK.�+M R�R [λ] \ {A}

K:���Sl#�����,!:�
p (

�
�LK#"9& � ��� �NM.�&O8�.O8� ) ��P ) � n− 1 U
Z ���m[ _on � i ∈ {0, . . . , p− 1}

�<�@O�!:��� d ) !#"�& Mi(λ)
K9���'M#"*!iM#�0�E�C�����
!#"�$���%���&

6�� ���0�
εi(λ) = 1

�<�@O U
Z �����m[

Ind
Sn+1

Sn
(Dλ) = N0(λ) ⊕ N1(λ) ⊕ · · · ⊕ Np−1(λ).

���I�<�@O
Ni(λ) 6= 0

K:���'M#" !iM#�0�
6 � ��� �

λ���C�����
i (
 ) K#"pO���� � � ) O���� B %�� ���^O<$JO U � �/!#�����3� Rq_ M#&C& �C�&O

Ni(λ)
�����1"9�F$O����&4�LK:%bM#�����

6
�3��&4% �@O�!#"cM#&4���

FSn+1 (Yd ) !#"�& R �^O
Hd(Ni(λ)) ∼= Soc(Ni(λ)) ∼= DλB

6 � ��& ��F���J� R�e & ) &g	P ) � FSn+1 R �.O
p (
� � �SM#&TO

γ + i := (γ0, . . . , γi−1, γi + 1, γi+1, . . . , γp−1)
&+���aK!O UrV M:%?�����C�&O

λB
!#��� $�" R � ) "��kK (

V �aMJK#�bM R�R [λ] ∪ {B}
K9���Sl#�����,!:�

p (
���aK#"�& � �
� �sM#�&O8�.O8� ) ��P ) � n+ 1 U

Z �^Pb[ _on � i ∈ {0, . . . , p− 1}
�<�@O�!:��� d ) !#"�& Ni(λ)

K9���'M#"*!iM#�0�E�C�����
!#"�$���%���&
6�� ���0�

ϕi(λ) = 1
�C�&O U

�9892�����:YW#: � =@?BAcC+HtD5F O :t;9:YW W�IJ:�� �����������
λ

�������
p (

���aK#"�& � �
� �NM.�&O8�.O8� ) ��P ) � n "��,!
i ∈ I U9V M#�0��K.�C&TOYX

Z �\[ � � �3���
A

�����
i (
���'O u3������%bM.�
��� � � ) O����vP ) � [λ] 6

� ) !iM � �E!#��� $�"
[µ] := [λ] \ {A}

K9���Sl#�����,!:�
�sM#�&O8�.O8� ) � µ P ) � n−1 � ���
!:���

p (
���aK#"�& � � �<�@O U!_ M#&�& � A M#" ��

i (
� ) � R M#&9�<�@O 6 � ) �C�&OH!iM#�0�

[Mi(λ) : Dµ]K.&4������ !:��� ���F$JM �:& !:���
i (
� ) � R M#&'��� � � ) O����wP ) � λ

��� ��kO��WP ) � A 6 � ) %?��� A �3��&'%���� R �.OxK:��$ � �:&yO
� ���
! U �?�&O A �0����kO

i (
� ) � R M#& 6 � ) K.�C&TO [ResSn

Sn−1
(Dλ) : Dµ] = [Mi(λ) : Dµ] = 0 U

Z ���m[*� �L�����
B

���C�
i (
�:�C�F$�"&u n K:%bM#����� � � ) O�����P ) � [λ] 6

� ) !iM �?�
[ν] := [λ] ∪ {B}

!iM � V �aMJK#�bM R�R ���������

p (
�
�LK#"9& � ����� �sM#�&O8�.O8� ) � ν P ) � n+1

�C�&O U �?�@O B M." ��
i (
 ) � ) � R M#& 6 � ) �C�&O !iM#�0�

[Ni(λ) : Dν ]
K.&4������

!9��� ����$2M �:&N!:���
i (
 ) � ) � R M#&'��� � � ) O����zP ) � λ &+���cg��{P ) � B 6 � ) %���� B �3��&'%���� R �^OxK:�?$ � �:&TO � �C�
! U�?�@O

B
�0����kO

i (
 ) � ) � R M#& 6 � ) K#��&yO [Ind

Sn+1

Sn
(Dλ) : Dν ] = [Ni(λ) : Dν ] = 0 U
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� � � ��	�������������	�� *��
0NMPO�M,Q! SRUTUV ��:XW':��: � � � + 
 # �� ����� �� �������� �� � �1� �  � # ��3 � # � �#" �6� � &5�����o� ���'� # + � � �� 2%$ �)� + � � � � �� � � 2
 �� � -	��� + ��( � ��/�  �*��)��� ����
�* � �'���	 4 � 4�� � � � " ����� � 
 & " ���b� � � & �� � � � � � �'&)(+* 4 �  &),+* �  �� & *�- * � �������� 
� 4�� i ∈ I, r ∈ {1, . . . , n− 1}, s ∈ N∗ � �  !& � + �'�� 

ei : FSn
 O �
.

−→ FSn−1
 O �
.

fi : FSn
 O �
.

−→ FSn+1
 O �
.

e
(r)
i : FSn

 O �
.
−→ FSn−r

 O �
.
f

(s)
i : FSn

 O �
.
−→ FSn+s

 O �
.
� �  # � � 4!���	� 4�" � � � � &'� � FSn

 O �
. � � �(� ���'� # + � � � ����� �� ��.
 � ��*���  � � # �'�� FSn
2 � + � � 
  4." � ��&'�(� �  !& 2� + �'�� & + �$� �� � + 
 # �� ��������1� 2 ��  �� &	���� ���� 4 ��& � �  � � ��� )�  ��  �*���)&	� Γn

� � � �(�� # � ��
�
 ���
p 2%$ � 0���
 ����b4���
 � ��)����/ ���!
 �� � �����'�� � � �$� � # 
 � � �� n � &	� 4 " � �{� �� # �$��
�
 ��� p 2 �  !����
 �'� � � � �  �� ���� 

p 2 35
x� �&,�� 
",+  FSn

# �����!�'�� � � &	� ��
 & + � �  )� $ � � 
�� �� # � ",+  Γn 4 ��4���- ������ FSn
2 � + � � 
 M &�����'� � � �� v� � �

M =
⊕

γ∈Γn
M [γ] 4�" � � � � &'� � M [γ]

� � � � � �$� � ��
�
 ��� �   ����
 � # � ���'�� 4� � �'��& �'�� � � �$�1�� ����� ",+  M� � &$����� 3 
 + �& � � �
p 2 �  !����
 � γ � � ��
�
 & γ � �  

p 2 �  !����
 � � &	� � �  �� 0
& +  )&	� 4 � 4�� -	������ p 2 �  !����
 � γ � � �

M [γ] 6= 0 �  �� ��
�
 � i ∈ I &'���  �� � � �  �  � � ��� � ��&'�� 3 �  � � ��� �  # �� 

ei(M [γ]) := (ResSn

Sn−1
(M [γ]))[γ − i]

fi(M [γ]) := (Ind
Sn+1

Sn
(M [γ]))[γ + i].

" � � � � &'� � �� �� � ������� γ − i := (γ0, . . . , γi−1, γi − 1, γi+1, . . . , γp−1) �  �� γ + i := (γ0, . . . , γi−1, γi +
1, γi+1, . . . , γp−1).

� �/����
�

γi = 0

& ���  �� � � � ei(M [γ]) := 0 4�)���	 )��� &i�! � )�� �� � � ���� 
FSn

2 � + � � 
 M [γ]
� � ��+��
 &

F [Sn ×Ss]
2 � + � � 
�� � " �!&'&'�� � � � � ����� Ss =

S({n+ 1, . . . , n+ s})
�	� � " � ��
 + 0���� � ���	� 4 . ������'���'&'� � �'& � ���	������ �'�� h� � ��� � � �(�� # � M [γ]Sr

��
�
 ���6� �#0 2
0 �  !& �'�%������1.0 ������� � +  �������2 � � 0�0 � S({n − r + 1, . . . , n}) ≤ Sn

� � � M [γ] �  �� � �!&'&'�� � � ��&'� ��
 &
FSn−r

2 � + � � 
 � � � 4 ��4�����
�
 � i ∈ I # ��
 �'� ���� � 

e
(r)
i (M [γ]) := (M [γ]Sr )[γ − ir]

f
(s)
i (M [γ]) := (Ind

Sn+s

Sn×Ss
(M [γ]))[γ + is].

" � � � � &'� � �� γ − ir := γ−i− · · · − i︸ ︷︷ ︸
r− 35476

�  �� γ + is := γ+i+ · · · + i︸ ︷︷ ︸
s− 35476

4 �)���	 )��� &'���  �� � � � � � ����
�


γi < r
� � �� � � ���

e
(r)
i (M [γ]) := 0 4�8 � � &i�! � )�� � �  ei, fi, e(r)i , f

(s)
i

-	�@� � � 
 &$���!� � � � " � � � � ��
 � � � � # �
FSn

2 � + � � 
  � + �	�'& ���  �� �  �� ��������
 �'�� *& + � � � �� /�'&'0��'����)�� ����� �� �  !& � + �'�� 4  4 � 
 ��&�����)� "1 � � # � �  &),+*3!3 4 ( � ���!&'& � � � +�� � # �� 3 �  � � ��� �  # �� Mi(λ) ∼= eiD
λ �  �� Ni(λ) ∼= fiD

λ � 4�� i ∈ I # � 
 � 4 "$� ����� � ��������� + 
 �'��&6  k� �� ����� 4����� � �  !& � + �'�� ei � �  � ��� �  # &b� � � & � fi ������*�
 ���1�� � ���	 )���
�9892�� ��::9#:�� =@?TA�C D7F�; :<9�9#:<;9:�9>=9HxD5F?;w:<9�9#:<;G::9�9�IJ: ���G���������

λ
���C�H�

p (
���aK#"�& � �
� �NM#�@O8�^O8� ) �zP ) � n 6

i ∈ I, r ∈ {1, . . . , n− 1}
"��,!

s ∈ N∗ U9V M#� ��K#��&yO
Z �\[

eriD
λ ∼= e

(r)
i Dλ ⊕ · · · ⊕ e

(r)
i Dλ

︸ ︷︷ ︸
r! @BADC�CFEHGJI�KLG

. V M:%������<�@O
e
(r)
i Dλ 6= 0

K:���'M#"7!iM#�0�
6 � ���0�

[λ] R �C��!:� �&O����K�
r

� � ) O���� %�� � �.O<$ O
6
!#���

i (
� ) � R M#&@� ���,! UNM � !#��� �3� R)_ M.&C&M�C�&O

e
(r)
i Dλ �����7"9�F$O����&4�LK:%bM#�����

6
����&'% �&O�!#"cM

(&'��� d ) !#"�& R �.O
Hd(e

(r)
i Dλ) ∼= Soc(e

(r)
i Dλ) ∼= Dα 6 � ) %���� [α]

M#"9�
[λ]

!#"�����PO'O8�
������K��� !:���
r"��#O���� �&O����

i (
� ) � R M#&4��� � � ) O����/���#O��&O����kO U

Z ���m[ V ��� d ) !#"�& e(r)i Dλ �C�&O K9���'M#"J!]M#�0�E�C���
��!#".$3��%?��&
6 � ���0�

r = εi(λ)
�<�@O U

Z �����m[
f siD

λ ∼= f
(s)
i Dλ ⊕ · · · ⊕ f

(s)
i Dλ

︸ ︷︷ ︸
s! @BADC?C?EHGJIQK%G

. V M:%���� �C�&O
f

(s)
i Dλ 6= 0

K9���'M#"1!iM#� �
6�� ��� �

[λ] R �C�,!9� �&O����0�
s

� � ) O����I%�� ���^O<$JO
6
!#���

i (
 ) � ) � R M#&9� ���,! U�M � !#��� ��� Rv_ M#&�&:�C�&O f (s)

i Dλ ���C� "���$5��� &'�aK:% M#�
���
6
����&'% �&O�!#"cM#&'���

d ) !#"�& R �.O
Hd(f

(s)
i Dλ) ∼= Soc(f

(s)
i Dλ) ∼= Dβ 6�� ) %?��� [β]

M#"9�
[λ]

!#"����� ���C��$3" u n K:��� !9���
s

) %���� �&O���� i (  ) � ) � R M#&'��� � � ) O����1���#O��@O����kO U
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Z �^Pb[ V ��� d ) !#"�& f (s)
i Dλ �C�&O�K9���'M#"*!iM#�0�E�C�����
!#"�$���%���&

6�� ���0�
s = ϕi(λ)

�C�&O U
0�� ; ���! ���������������� ��� 8 � ��::9#:'=�: ��& &'� �

Dλ � �  � �	�'��� �! � � 
 ��� FSn
2 � + � � 
)� � � εi := εi(λ) �  �� ϕi :=

ϕi(λ) � 4�� � �  i ∈ I ! �)���	 )��� &'� � �� α � � �
p 2 �'� # � 
�*��'� � ���	� � � � +  ",+  n− εi � � � � � � ���� � �	�'� � ��)�� 4����� i 2 + ���1��
 �� �  + �'�� ",+  [λ]

�� /�'&	�'��� � � �  �� β � � � p 2 �'� # � 
�*��'�-� ���	� � � � +  ",+  n+ϕi �
� � �5� � ��#" �   �� � 4 # �� �����

i 2  +  + ���1��
 �� �  + �'��  �� [λ]
�� /�'&'�'���/� !�$ ���� +�� � # ��� � ���  � ��& � �  � ResSn

Sn−εi
(Dλ) # �� �� � εi!  �� �� �	�'��� �! � � 
 �� � + � � 
 Dα

� & + � + �	0!�)�0� � �'��& �'� � � �$�1�� ����� � �  �� Ind
Sn+ϕi

Sn
(Dλ) � ��& � �  � # �� �� � ϕi!

 �� � � �	�'��� �! � � 
 �� �� + � � 
 Dβ
� & + � + �	0!�)� � � �'��& �'� � � �$�1�� ����� ! � 4��5� � �&%����	� �  ��& �������� �'&	0��'����)�� ����� � + � � 
  # � 
 � �����)���(' vx(Dα) ≤Sn vx(Dλ) �  �� vx(Dβ) ≤Sn+ϕi

vx(Dλ) ! � &	� � �!2 ��������� ϕi(α) =

εi �  �� f
(εi)
i (Dα) ∼= Dλ + ����� εi(β) = ϕi �  �� e

(ϕi)
i (Dβ) ∼= Dλ � & + � + 
 # � vx(Dα) ∼Sn vx(Dλ)

� �  � ��� �  # &b� � � &'� vx(Dβ) ∼Sn+ϕi
vx(Dλ) ! 2 � # � � �� )�� � ��
�
 &E� �������� � � �1���� � � � �� � � � $$+ ����� � +  

α←→ λ � �  � ��� �  # & � � � &'� λ←→ β " ���b� �� ����� !
�*),+ -/.103254�68790�: �

;=<�> .@?BA8CD0�E � > EGF �HC?�54,�80I?868EKJ90�:�L .DMNM3L�0OM PQ0SRT.14�UVL
WOX&X1Y�Z

F
Y�Z\[^]`_\abY ��c ]`ZdX1e1fg] � abYhX1eDf�_diX1X1Y�[jY c � � c@k Y c8l Y cVm fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o p > 0 !qr [ & -s * t Y�Z\ap8u ! � ehi k YhX(vl ]wX1XBx�]`[ l ZdYzy{_ � eDobY�X@|}x~x#Y�p c ZdXDe1fjY c 2 c@��k�k Y�[9�biw[�Y�Z\[jY�x � YhX@p@Z\x~xGp1Y�[ p � 2 Y � Zde1f�p w > 0

Z\[ � ]`x~Z\_\Z �Y�[ � [}p1Y c p1Y�Z\_dY�[9o]`[�[�v�] � fn�`[�aZ\a*�biw[ l Y�[�Y�[�p1X k�c YheDfjY�[ l Y�[ p � � Y c [jY�[ ! ubY l Y8XDiw_de1fjY � ]`x~Z\_\ZdY � YhX@p1Y�f�pB] � X� i c Z\pD] � �w� � Z\�]`_dY�[�p1Y�[�yB_ � e1obY�[�v � [ l x�]`[~obY�[�[}p�Y�Z\[jY&i � Y c Y � e1f c ]`[�obY�� 4 c�l ZdY  [ t ]`f�_ l ZdYhX1Y c � ]`x~Z\_\ZdY�[ !��x t � Y c obY�[�[jY�[�v � ]`[�[ t � Y�Z�y{_ � e1obY��biwx p � 2 Y � ZdeDf�p w � i c Z\pD] � �w� � Z\�]`_dY�[�pzX@Z\[ l v � Y�[ � p@Z\abY�[ � Z c8l ZdYZ\[ � ] k Z\p1Y�_ � Y�Z\[�abY�� 4 f c p1Y�[  � ]`oqZ � [ l^l Y c Y�[gW�Z\abY�[jX1eDfn]���p1Y�[ !
8 Z c � Y�p c ]weDf�p1Y�[ l ] t � Y�Z\[jY�[�y{_diqe1o

B
�biw[

FSn
x~Z\p

p � � Y c [ κ := (κ1, . . . , κr) � [ l p � 2 Y � Zde1f}p w !�5] � Y�Z�abY�_\p1Y κr > 0 ! �5]`[�[�X1Y�p t Y�[ � Z c t := pw + r � [ l X@p1Y�_\_dY�[
βt(κ)

] � �zY�Z\[jY�x  � ]`o � XGx~Z\p p��� � ��Y c [ l ] c(! � Y c [jY c [jY�f�x#Y�[ � Z c ]`[�v l ]wX1X�Y�Z\[ k ≥ w � [ l Y�Z\[
i ∈ {1, . . . , p − 1}

Y 0 ZdX@p@ZdY c Y�[�vSX1i
l ]wX1X l ZdY  [ t ]`f�_ l Y c#� Y c _dY�[�] � � l Y�x i � p1Y�[H��� � ��Y c#l YhX  � ]`o � X l ZdY  [ t ]`f�_ l Y c#� Y c _dY�[�] � � l Y�x
(i− 1) � p1Y�[���� � ��Y c&� x�abY�[n] � k 4 � Y c X@p1Y�Z\ap !�8 Z c �bY c X1eDf�ZdY � Y�[ - Y l Y l Y c k � [�p1Y c X@p1Y�[ � Y c _dY�[ l YhX i � p1Y�[��� � ��Y c X � x�Y�Z\[jY � iX1Z\p@Zdiw[^[n]we1f^_\Z\[�o�X8] � � l Y�[ (i− 1) � p1Y�[g��� � ��Y c(! ��]wXVY�[�p1X k�c ZdeDf�p l Y�x % Y c pD] � X1eDfjY�[
l Y c � Y�Z l Y�[���� � ��Y c(!  � � l ZdYhX1Y 8 Y�ZdX1Y#Y c fn]`_\p1Y�[ � Z cGl ZdY  � ]`o � X � �5] c X@p1Y�_\_ � [�a�Y�Z\[jY c [jY � Y�[ � ] c p@Z\p@Zdiw[
κ̄
v l ZdY � ZdY l Y c@� x�Y�Z\[

p � � Y c [�ZdX1p ! �zY�[�y{_diqe1o�x~Z\p
p � � Y c [ κ̄ � [ l p � 2 Y � ZdeDf�p w � Y t Y�ZdeDf�[jY�[ � Z c x~Z\p

B � [ l XD]`abY�[�v l ]wX1X B � [ l B Y�Z\[
[w : k] �@�¡   �¢�� Z\_ l Y�[ ! � Y c [jY c � Y t Y�Zde1f�[jY�[ � Z c B � [ l B ] � eDf�]`_dX

£ % ��¤�¥�¦ �¨§ ©�ª�«¬� #" ¥]� , ¥ y{_ � eDobY !�zZdY � ehi k YhX �® � � Z\�]`_dY�[ t ZdX@p8Y�Z\[jY ® � � Z\�]`_dY�[ t c Y�_¯]`p@Zdiw[�v � [ l YhX8aZ\_\p l Y c ��iw_\abY�[ l Y � ]`p t !°98�±(²#³�:<;G::9�=@?\´ µpC�IJ: V·¶�¸5¹D¸�¶�º}¸�»Ee&¼ l(½&g ¸ B ¾q»�º B ¿�¶À»�º d�ÁÂ ¶ OLMwÃÅÄ�Æ ¾}¶ P M ¼d¸�» O U'V5¶Ç¸¨¿(¸ d�ÁwÂ ¶ OLMwÃ�È8Æ ¾q¶ P M ¼d¸�»qÉ¶�»�ºw¾bÉ�¶Ç¸ Â O'u ¸ Â »�¸ Â ¸�¶�» ¸ e&¶ Ê(¸ g O ¶ Á » Φ É�Ë�¶À¿ ½�Ì ¸�»�º�¸�» MD¿ Á R ÁÂÇÍ Ì ¶�¸ g ¼ M ¿¨¿h¸�»Î¶ Â¨Â ¸@ºw¾bÉ�¶Ç¹�¼d¸ Â7d�Á ºw¾q¼Ï»Î¶�» B ¾}»�º
º�¸�» MD¿ Á R ÁwÂÇÍ Ì ¶�¸ g ¼ M ¿D¿h¸�»�¶ Â�Â ¸@º¾Éh¶�¹�¼d¸ Â7d�Á ºw¾q¼Ð» B ÑOËB¸�¼ ½�Ì ¸�ºw¶Ç¸*¼\¸1Òw¶ g Á K Â M Í Ì ¶À¿ ½�Ì ¸�Ó Â º»j¾}» K º�¸ Â ¸�» O ¿ Í�Â ¸ Ã½�Ì ¸�»�º�¸�»gÔ M Â O ¶ O ¶ Á »�¸�»�¸ Â ÌqÄ ¼ O U
0�� ; ���! ������ ³�:x;9:<;G: Õ ]bÖ��zZdYzy{Z - Y�oqp@Zdiw[

Φ t � ZdX1eDfjY�[ l Y�[ r X1iwx#i c@k f�ZdY�o}_¯]wXDX1Y�[�Z c@c Y l�� t Z � _dY c � i l�� _\[Z\[
B � [ l B _¯�wX1X@p¡X@Zde1f���iw_\abY�[ l Y c x�]`×bY�[ � YhX1eDf c Y�Z � Y�[ ! ��4 c Dλ ] � X B X@p1Y�_\_dY�[ � Z c βt(λ)

x~Z\p
t := pw + r

] � �BY�Z\[jY�x  � ]`o � Xzx~Z\p p ��� � ��Y c [ l ] c(! ��]`[�[Îfn]`p5] � e1f l ZdYhX1Y c  � ]`o � X5] � � l Y�x
i � p1Y�[Ø��� � ��Y c k � Y c _dY�[Ùx#Y�f c ]`_dXG] � � l Y�x (i − 1) � p1Y�[ !Úr [jX � YhX1iw[ l Y c Y�aZ\_\p l ] � Y�ZÇv l ]wX1X*Z\[ l Y�[/ Y�Z\_dY�[ l YhX  � ]`o � X(vjZ\[ l Y�[jY�[�X1Zde1f�] � � l Y�x (i − 1) � p1Y�[���� � ��Y c Y�Z\[jY � Y c _dY � Y�Ûj[ l Y�p(v ] � eDf l Y c
i � p1Y���� � ��Y c Y�Z\[jY � Y c _dY � YhX@Z\p t p ! 8 Z c �bY c X1eDf�ZdY � Y�[ l ZdY � [�p1Y c X1p1Y�[ k � Y c _dY�[ l YhX i � p1Y�[Ü��� � ��Y c X � xY�Z\[jY � iX@Z\p@Zdiw[Ý[n]weDfÝ_\Z\[�oqX~] � � l Y�[ (i − 1) � p1Y�[���� � ��Y c(! �zZdY p �Çc Y�a � _¯� c Y � ] c p@Z\p@Zdiw[�v l ZdY t �Ýl Y cXDi�Y�[�p1X@pD]`[ l Y�[jY�[  � ]`o � X � �5] c X@p1Y�_\_ � [�a�abY�f � c p(v�X1Y�Z λ̄ ! �5]`[�[Ý_\ZdY�ap

Dλ̄ Z\[
B
v � [ l � Z c XDY�p t Y�[

Φ(Dλ) := Dλ̄ !  � � l ZdYhX1Y 8 Y�ZdX1Y#Y c fn]`_\p1Y�[ � Z c·l ZdY#y{Z - Y�oqp@Zdiw[ Φ ! W�Z\[jY�[Ø] � X,� 4 f c _\ZdeDfjY�[�y�Y � Y�ZdX
f�ZdY c � 4 c Ûj[ l Y�p8x�]`[gZ\[ & -s * !Õ � ÖW0��qÞÀß21ÚÞ��}�áà 8 Z c�� Y�p c ]we1f�p1Y�[ l Y�[ � ]`_\_

p = 3, w = 2 ! � Y c [jY c X1Y�Z
B l Y c y{_di}eDoH�biw[

FS12x~Z\p ��� � Y c [ κ := (4, 2) � [ l ��� 2 Y � Zde1f}p ( ! ��4 c t = 3w + 2 = 8
Y c fn]`_\p1Y�[ � Z c ]`_dX1i l ZdY β �� iw_\abY

βt(κ) = (11, 8, 5, 4, 3, 2, 1, 0) ! �zY c Y�[�p1X k�c Yhe1fjY�[ l Y  � ]`o � XBfn]`p8] � �S��� � ��Y c ( abY�[n] � t � Y�Z� Y c _dY�[Ùx#Y�f c ]`_dX¡] � �&��� � ��Y c 3 ! % Y c X1eDf�ZdY � Y�[ � Z cGl ZdYhX1Y�[n]we1f�_\Z\[�oqX�] � �8��� � ��Y c 3 v�X1igY c fn]`_\p1Y�[
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� Z c�l ZdY  � ]`o � X l ] c X@p1Y�_\_ � [�a l YhX ��� � Y c [jX κ̄ = (3, 1)

� 4 c βt(κ̄) = (10, 7, 5, 4, 3, 2, 1, 0) ! �zZdYY�[}p1X k�c Yhe1fjY�[ l Y�[  � ]`o}Z�XDY�fjY�[ � ZdY���iw_\apV] � X '

y�Y t Y�ZdeDf�[jY�[ � Z czl Y�[gy{_di}eDo��biw[
FS10

x~Z\p ��� � Y c [ κ̄ � ZdY l Y c x~Z\p B vnX1i�aZ\_\p8� 4 c8l ZdY - Y � Y�Z\_\Z\abY�[Z c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[^Z\[
B � [ l B '

Φ(D(10,2)) = D(9,1), Φ(D(7,5)) = D(6,4), Φ(D(7,22,1)) = D(6,22),

Φ(D(42,3,1)) = D(42,2), Φ(D(4,32,12)) = D(32,2,12).

� iw_\a_\Zde1fHX@Z\[ lÝl Y c y{_diqe1o B �biw[
FS12

x~Z\p ��� � Y c [ (4, 2) � [ lÝl Y c y{_diqe1o B �biw[
FS10

x~Z\p
��� � Y c [ (3, 1) � ehi k YhX � �w� � Z\�]`_dY�[�p !

Õ e	Ö��zZdYÎy{Z - Y�oqp@Zdiw[
Φ

_¯�wX1X1p�X@ZdeDf�x~Z\p " Z\_ ��Y l Y c Z\[  � X1eDf�[�Z\p@pÜ� ! 3 Y�Z\[�abY�� 4 f c p1Y�[ � � [�oqp1i c Y�[=[ji}eDf
k�c � t ZdXDY c7� YhX1e1f c Y�Z � Y�[ ! �5] t � X1Y�p t Y�[ � Z c ] � - Y�p t p � ZdY l Y c I := {0, . . . , p − 1} � [ l � Y�x#Y c obY�[
t � [n�weDfjX@p(v l ]wXDX � iw_\abY�[ l YhX8aZ\_\p '

	O� ;P;	8 ³�:x;9:�
9:� ¿Ü¿h¸�¶Ç¸�» B ¾q»�º B É�ËB¸�¶ O ½ Á¨Í ¸�¿ ÃÅÄ�Æ ¾}¶ P M ¼d¸�» O ¸�e8¼ l(½@g ¸ P Á » FSn ¹1¸1Éh¶�¸ Ì ¾}» K ¿¨ËB¸�¶À¿h¸
FSn−k R�¶ O p Ã�� ¸�Ë�¶ ½�ÌkO w > 0 Ñ�ËB¸�¼ ½�Ì ¸Ü¸�¶�» [w : k]

Ã Ô MiM Â ¹�¶�¼ º�¸�» u n Â ¸�¶�» k ≥ w U _�¸ Â » ¸ Â ¿h¸�¶ γ º}¸ Â
p
Ã M¨» ÌSM ¼ O P Á » B UGV M »j»�¸1Òw¶¯¿ O ¶�¸ Â O ¸�¶�» j ∈ I Ñ�¿ Á º M ¿¨¿ B º�¸�» p Ã M¨» ÌSM ¼ O γ − jk ÌSM!O U
ez¸�ËB¸�¶À¿ U WOXÜX1Y�Z Dλ Y�Z\[�Z c@c Y l�� t Z � _dY c � i l�� _5] � X l Y�x y{_diqe1o

B ! �5] λ [n]we1f % i c ] � X1XDY�p t � [�a l Y�[
p �r [�fn]`_\p γ = (γ0, . . . , γp−1)

fn]`p(vOfn]`p l Y c p � � Y c [ κ
�biw[

λ
[n]we1f � ]`p t ��! ( ! 3�� l Y�[ p �r [�fn]`_\p γ̃ =

(γ0−w, . . . , γp−1−w) !q$ ]weDf���Y�x~x�] ��! ( ! , Y 0 ZdX@p@ZdY c p{Y�Z\[ j ∈ I v}X1i l ]wXDX [κ̄]
] � X [κ] l���c e1fÜW�[}p,��Y c [jY�[�biw[

k
� [jiwp1Y�[9x~Z\p

p ��� YhX@p j Y�[}p1X@p1Y�f�p ! �5] � Y�Z X1Y�Z κ̄ l Y c p � � Y c [9�biw[ λ̄ !  _dX1i*fn]`p κ̄ l Y�[ p �r [�fn]`_\p (γ0−
w, . . . , γj−1−w, γj−w−k, γj+1−w, . . . , γp−1−w) ! � e1f�_\ZdY�×_\ZdeDf¡fn]`p λ̄ l Y�[ p �r [�fn]`_\p (γ0, . . . , γj−1, γj−
k, γj+1, . . . , γp−1) = γ − jk

v � i c ] � X l ZdY·y�Y�fn] ��k p � [�a#��iw_\ap !
�5]`x~Z\pVY c fn]`_\p1Y�[ � Z c [ � [
	O� ;P;	8�³�:<;G:\³�:�� ¿5¿h¸�¶Ç¸�» B ¾q»�º B O ½ Á¨Í ¸¨¿ Ã,ÄbÆ ¾q¶ P M ¼\¸�» O ¸7e8¼ l	½&g ¸ P Á » FSn ¹1¸1Éh¶�¸ Ì ¾}» K ¿¨ËB¸�¶À¿h¸ FSn−k

R�¶ O p Ã�� ¸�Ë�¶ ½�ÌkO w > 0 ÑzËB¸�¼ ½�Ì ¸�¸�¶�» [w : k]
Ã Ô MiM Â ¹�¶�¼ º}¸�» u n Â ¸�¶�» k ≥ w U _�¸ Â » ¸ Â ¹D¸1É	¸�¶ ½�Ì »�¸ Φ º¶�¸

¸�» O ¿ Í�Â ¸ ½�Ì ¸�» º�¸Ne&¶ Ê(¸ g O ¶ Á »~ÉhË�¶¯¿ ½�Ì ¸�»Üº�¸�»�MD¿ Á R ÁwÂÍ Ì ¶Ç¸ g ¼ M ¿¨¿h¸�»�¶ Â�Â ¸@ºw¾bÉ�¶Ç¹�¼\¸ Âsd�Á º¾}¼Ð» M ¾�¿ B ¾}» º B UpV M »n»
¸@Òw¶À¿ O ¶Ç¸ Â O ¸�¶À»�¸�¶�»�º�¸�¾ O ¶ K ¹1¸�¿ O ¶^R R O ¸¨¿ j ∈ I R¡¶ O

Dλ̄ := Φ(Dλ) ∼= e
(k)
j (Dλ)

Dλ ∼= f
(k)
j (Φ(Dλ))

k = εj(λ) = ϕj(λ̄)

u n Â M ¼�¼d¸ p Ã Â ¸ K ¾}¼ Ä Â ¸�»�Ô M Â O ¶ O ¶ Á » ¸�» λ P Á » n R�¶ O º�¸ Â � ¶ K ¸�»j¿ ½�ÌSMbu&O Ñ{º M ¿D¿ Dλ É�¾ B K ¸ Ìpl Â O U
ez¸�ËB¸�¶À¿ U WOX�X1Y�Z λ Y�Z\[jY

p �Çc Y�a � _¯� c Y � ] c p@Z\p@Zdiw[��biw[
n
vnX1i l ]wX1X Dλ Z\[

B
_\ZdY�ap ! WOX � Y t Y�Zde1f�[jY λ̄ � ZdY l Y cl ZdY t � Φ(Dλ)

abY�f � c Y�[ l Y � ] c p@Z\p@Zdiw[Ù�biw[
n − k ! � Y c [jY c fn] � Y B l Y�[ p �r [�fn]`_\p γ := (γ0, . . . , γp−1) !8 Z c X1e1f c Y�Z � Y�[�[ � [ ResSn

Sn−k
(Dλ) = X1 ⊕ · · · ⊕ Xm

x~Z\p � [ t Y c _dY�a � ] c Y�[ � i l�� _\[ X1, . . . , Xm
� 4 cY�Z\[

m ∈ N∗ ! �5] � Y�Z�o � [�[jY�[ � Z c [n]we1f & -s * vn� ! ( ! ��]`[�[jY�f�x#Y�[�v l ]wX1X X1, . . . , Xm1

] � X l Y�x y{_diqe1o
Bobiwx~x#Y�[^� 4 c Y�Z\[ m1 ∈ {1, . . . ,m} !j$ ]weDf & -s * Õ y�Y � Y�ZdX t ��m i c(!���!)� ÖBZdX@p l ]`[�[

m1 = k! � [ l X1
∼= . . . ∼= Xm1

∼= Dλ̄.
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$ ]we1f � ]`p t � ! 3 ! s~� [ l i � Z\abY�x ��Y�x~x�]#ZdX@pV]`[ l Y c Y c X1Y�Z\p1X
X1 ⊕ · · · ⊕Xm1

∼= ekj (D
λ)

� 4 c abY�[n] � Y�Z\[
j ∈ I ! ��Y�x~[n]we1fgx � X1XV]`_dX1i

k = εj(λ) � [ l X1
∼= . . . ∼= Xm1

∼= e
(k)
j (Dλ)

abY�_\p1Y�[ !��x~abY�obY�f c p � Y�p c ]we1f}p1Y�[ � Z c IndSn

Sn−k
(Dλ̄) = Y1⊕· · ·⊕Yl

x~Z\p � [ t Y c _dY�a � ] c Y�[ � i l�� _\[ Y1, . . . , Yl
� 4 cY�Z\[

l ∈ N∗ ! 8 Z c o � [�[jY�[�[n]weDf & -s * v�� ! ( ! �^]`[�[jY�f�x#Y�[�v l ]wX1X Y1, . . . , Yl1
Z\x y{_diqe1o

B
_\ZdY�abY�[�� 4 c Y�Z\[

l1 ∈ {1, . . . , l} !j$ ]we1f & -s * Õ y�Y � Y�ZdX t ��m i c(!���!)� ÖBZdX1p
l1 = k! � [ l Y1

∼= . . . ∼= Yl1
∼= Dλ.

$ ]we1f � ]`p t � ! 3 ! s~� [ l^l Y�x�i � Z\abY�x ��Y�x~x�]~aZ\_\p�] � Y c ] � e1f
Y1 ⊕ · · · ⊕ Yl1

∼= fkj (Dλ̄).

� iw_\a_\ZdeDfgZdX@p
k = ϕj(λ̄) � [ l Dλ ∼= f

(k)
j (Dλ̄).�5]`x~Z\p8ZdX@p l ]wX8��Y�x~x�] � Y � ZdYhX1Y�[ !

0�� ; ���! ������ ³�:x;9:¯µG: Õ ]bÖ 8 ZdY l Y c fjiw_\p1YhX  [ � Y�[ l Y�[ l YhX&i � Z\abY�[���Y�x~x�]wX t Y�Z\ap8] � e1f�v l ]wX1X l ZdY�Y�Z\[ �]`[ l Y c Y�[�p1X k�c YheDfjY�[ l Y�[ÝZ c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[ t � Y�ZdY c � ehi k YhX � �w� � Z\�]`_dY�[�p1Y c y{_ � eDobY�X@p1Y�p1XGY�Z\[jY�[abY�x#Y�Z\[jX¨]`x#Y�[ % Y c p1Y 0 X1i � ZdY*Y�Z\[jY5abY�x#Y�Z\[jXD]`x#Y�� � Y�_\_dY � YhX@Z\p t Y�[ !
Õ � Ö r x � ]`_\_

p = 2
X@Z\[ l~l ZdY ( � � Y c [jY&abY�[n] ��l ZdYVX1iwabY�[n]`[�[�p1Y�[�� c Y�ZdYheDoqX k ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[�v l�! f !b� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[l Y c � i c x κa := (a, a− 1, a− 2, . . . , 1, 0)

� 4 c a ≥ 0 ! � Y c [jY c aZ\_\p
°98�±(²Ý³�:<;G:d´ =@?��>=cC+H*°G8�±(²Ø³�:\³�:x;GIJ: M R _ M ¼À¼ p = 2 ¿�¶À»�º�º¶�¸ p Ã e&¼ l(½&g ¸ P Á »�¸�¶À» ¸@R u ¸¨¿ O ¸�» p Ã�� ¸�Ë�¶ ½�ÌkO
w > 0 ÑOËB¸�¼ ½�Ì ¸�º�¸�» p Ã�� ¸ Â » ¸�» κa R�¶ O a ≥ w − 1 ¸�» O ¿ Í�Â ¸ ½�Ì ¸�»jÑ M ¼�¼\¸ O ½ Á¨Í ¸¨¿ ÃÅÄbÆ ¾q¶ P M ¼d¸�» O U
0�� ; ���! ������ ³�:x;9:��': Õ ]bÖ 8 Z c�� Y�p c ]we1fjY�[ � ZdY l Y c Y�Z\[���YhX@p1YhX w > 0 � [ l p = 2 ! ��x l ZdY % Y c p@Z t YhX l Y cZ c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[#X@|qx~x#Y�p c ZdX1eDfjY c 2 c@��k�k Y�[#Z\[ p � y{_ � e1obY�[#x~Z\p p � 2 Y � Zde1f}p w t �$� YhX@p@Z\x~x#Y�[�vabY�[ 4 ap8YhX8]`_dX1i�v l ZdYhXB� 4 c&l ZdYzZ c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[�Z\[ p � yB_ � e1obY�[�x~Z\p p � 2 Y � ZdeDf�p w � [ l p � � Y c [

κa
x~Z\p

a = 0, 1, . . . , w − 1 t � p � [ !
Õ � Ö r [ &�� � * � ��c1l Y�[ � Y c Y�Z\p1X l ZdY % Y c p@Z t YhX l Y c Z c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[�Z\[ yB_ � e1obY�[ �biwx ( � 2 Y � Zde1f�p

w = 0, 1, 2, 3 � YhX@p@Z\x~x*p ! 8 Z c � Y c1l Y�[�[ � [ l ZdY�y{_ � e1obY��biwx ( � 2 Y � Zde1f�p�� � Y�p c ]weDf�p1Y�[ !�$ ]we1f l Y ci � Z\abY�[
	 � Y c _dY�a � [�a � Y�aZ\[�[�p8f�ZdY c�l Y c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY � ]`_\_ � Y�Z n = 14 !
°98�±(²Ü³�:<;G:��9: � ¿z¿h¸�¶�¸�» p = 2, n ∈ N∗ ¾}» º B ¸�¶�»We8¼ Á ½@g�P Á » FSn

P Á R � ¸�Ë�¶ ½�ÌkO 4 UGV M »j»Î¸�» O�ÌqÄ ¼ O BK ¸�» M ¾ u n}» u ¶ Â�Â ¸@º¾Éh¶�¹�¼d¸ d�Á ºw¾}¼Ð» U9V·¶�¸�¿h¸·¿¨¶�»�º X
Z ¶ [ ¶^R _ M ¼À¼ n = 8

Z M&[
D(8) R�¶ O vx(D(8)) ∼S8 P8Z ¹ [ D(7,1) R�¶ O vx(D(7,1)) ∼S8 P8Z ½�[
D(6,2) R�¶ O vx(D(6,2)) ∼S8 P8Z º [ D(5,3) R�¶ O vx(D(5,3)) ∼S8 Q8Z ¸ [ D(4,3,1) R�¶ O vx(D(4,3,1)) ∼S8 Q8 U

Z ¶�¶ [ ¶^R _ M ¼À¼ n = 9

Z M&[
D(9) R�¶ O vx(D(9)) ∼S9 P8 U
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Z ¹ [ D(7,2) R�¶ O vx(D(7,2)) ∼S9 P8 UZ ½�[
D(6,2,1) R�¶ O vx(D(6,2,1)) ∼S9 P8 UZ º [ D(5,4) R�¶ O vx(D(5,4)) ∼S9 Q8 UZ ¸ [ D(5,3,1) R�¶ O vx(D(5,3,1)) ∼S9 Q8 U

Z ¶�¶�¶ [ ¶^R _ M ¼À¼ n = 11

Z M&[
D(10,1) R�¶ O vx(D(10,1)) ∼S11 P8 UZ ¹ [ D(8,3) R�¶ O vx(D(8,3)) ∼S11 P8 UZ ½�[
D(6,5) R�¶ O vx(D(6,5)) ∼S11 Q8 UZ º [ D(6,3,2) R�¶ O vx(D(6,3,2)) ∼S11 P4 ×Q4 UZ ¸ [ D(5,3,2,1) R�¶ O vx(D(5,3,2,1)) ∼S11 Q8 U

Z ¶ Pb[ ¶^R _ M ¼À¼ n ≥ 14
u n Â{Í M ¿¨¿h¸�» º�¸¨¿ a ∈ N∗

Z M&[
D(a+8,a−1,a−2,...,0) R�¶ O vx(D(a+8,a−1,a−2,...,0)) ∼Sn P8 UZ ¹ [ D(a+6,a+1,a−2,a−3,...,0) R�¶ O vx(D(a+6,a+1,a−2,a−3,...,0)) ∼Sn P8 UZ ½�[
D(a+4,a+3,a−2,a−3,...,0) R�¶ O vx(D(a+4,a+3,a−2,a−3,...,0)) ∼Sn Q8 UZ º [ D(a+4,a+1,a,a−3,a−4,...,0) R�¶ O vx(D(a+4,a+1,a,a−3,a−4,...,0)) ∼Sn P4 ×Q4 UZ ¸ [ D(a+2,a+1,a,a−1,a−4,...,0) R�¶ O vx(D(a+2,a+1,a,a−1,a−4,...,0)) ∼Sn E8 U
V M ¹1¸�¶�¶¯¿ O E8 ¸�¶À»�¸�¸�¼d¸&R�¸�» OLM Â M ¹D¸�¼ ¿ ½�Ì ¸ � Â ¾ ÍbÍ ¸zº�¸ Â Ó Â ºw»j¾q» K�� Ñ�ºw¶�¸ Â ¸ K ¾}¼ Ä Â M ¾ u º}¸�»�� MwÌ ¼\¸�»
1, . . . , 8 Á¨Í ¸ Â ¶�¸ Â O U

� ¸ Â R�¸Gº}¸ Â _ ÁÂ R a− i < 0 ËB¸ Â º}¸�»�¶ R�R�¸ Â M ¼Ï¿ 0 ¶�» O ¸ ÂÍ�Â ¸ O ¶Ç¸ Â O U
ez¸�ËB¸�¶À¿ U / � [n�we1fjX@p t Y�Z\abY�[ � Z c v l ]wX1X � Z c�l ZdY � ] c ]`x#Y�p1Y c8l Y c Z c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[�� 4 c n ≥ 14

Z\[ l�� o �p@Z\�9Y c fn]`_\p1Y�[ !�r x � ]`_\_
n = 14

ZdX1p
a = 3

v � [ l�l ZdY � ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[ t �Ül Y�[�Z c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[�Z\x�yB_diqe1o
x~Z\p ( � � Y c [ κ3

fn] � Y�[gabY�[n] �gl ZdY5i � Y�[�]`[�abY�abY � Y�[jY � i c x !8 Z c [jY�f�x#Y�[�[ � [�� 4 c a ≥ 3
]`[�v l ]wXDX � Z c·l ZdY � ] c ]`x#Y�p1Y c¡l Y c Z c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[�Z\x ( � y{_diqe1o B�biw[

FSn
x~Z\p ( � 2 Y � Zde1f�p~� � [ l ( � � Y c [ κa � Y c Y�Z\p1XGobY�[�[jY�[ ! �Vx l ZdY � ] c ]`x#Y�p1Y c#l Y c Z c@c Y l�� t Z � _dY�[� i l�� _\[ØZ\x y{_di}eDo

B
�biw[

FSn+a+1
x~Z\p ( � 2 Y � Zde1f}p#� � [ l ( � � Y c [ κa+1 t �w� YhX@p@Z\x~x#Y�[�vSx 4 XDX1Y�[� Z c [n]we1f�y{Y�x#Y c o � [�a^� ! ( ! ( ��iw_\abY�[ l Y c x�]`×bY�[��bi c abY�fjY�[ ' 8 Z c � Y�p c ]we1f}p1Y�[Ø]`_\_dY � ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[ λ̄ �biw[

n
v

l ZdY t ��l Y�[�Z c@c Y l�� t Z � _dY�[ � i l�� _\[�Z\[
B

abY�f � c Y�[�v � [ l X@p1Y�_\_dY�[
βt(λ̄)

x~Z\p
t := 8 + a + 1

- Y � Y�Z\_dX*] � �Y�Z\[jY�x�� � ]`o � X�x~Z\p t � Y�Z���� � ��Y c [ l ] c(! �zZdYhX1Y cr� YhX@Z\p t p l ]`[�[�] � � l Y�x � � p1Y�[���� � ��Y c a+1 � Y c _dY�[�x#Y�f c]`_dXG] � � l Y�x�Y c X1p1Y�[ ! �zZdYhX1Y~�bY c X1eDf�ZdY � Y�[ � Z c*� x�Y�Z\[jY � iX1Z\p@Zdiw[�[n]we1f c Yhe1f}p1X�] � � l Y�[�Y c X1p1Y�[���� � ��Y c(!�5]wXV_\ZdY���Y c p l ]`[�[ l ZdY ( �Çc Y�a � _¯� c Y � ] c p@Z\p@Zdiw[ λ �biw[
n+ a+ 1

x~Z\p
Φ(Dλ) = Dλ̄ ! �zZdYhX1YhX % Y c XDe1f�ZdY � Y�[

l Y c a + 1 � Y c _dY�[��biw[���� � ��Y c � ] � ����� � ��Y c 3 Y�[}p1X k�c Zde1f}p*Z\x � ]`_\_
a ≡ 1 (mod 2) l Y�x " Z\[ t � � 4 abY�[]`_\_dY c 3 � ehiw[ji c x�]`_dY�[ � [jiwp1Y�[ t � [λ̄] � [ l Z\x � ]`_\_

a ≡ 0 (mod 2) l Y�x " Z\[ t � � 4 abY�[9]`_\_dY c � � ehiw[ji c x�]`_dY�[� [jiwp1Y�[ t � [λ̄] !�8 Z c Y c fn]`_\p1Y�[�X1iwx~Z\p�� 4 c a = 3
'

λ̄ λ

(11, 2, 1) (12, 3, 2, 1) = (a+ 1 + 8, a+ 1− 1, a+ 1− 2, a+ 1− 3, 0)

(9, 4, 1) (10, 5, 2, 1) = (a+ 1 + 6, a+ 1 + 1, a+ 1− 2, a+ 1− 3, 0)

(7, 6, 1) (8, 7, 2, 1) = (a+ 1 + 4, a+ 1 + 3, a+ 1− 2, a+ 1− 3, 0)

(7, 4, 3) (8, 5, 4, 1) = (a+ 1 + 4, a+ 1 + 1, a+ 1, a+ 1− 3, 0)

(5, 4, 3, 2) (6, 5, 4, 3) = (a+ 1 + 2, a+ 1 + 1, a+ 1, a+ 1− 1, 0)

r x � ]`_\_
a > 3

ZdX@p¡X1p1Y�p1X
λ̄i ≡ λ̄i+1 (mod 2)

� 4 c ]`_\_dY i ∈ N∗ x~Z\p
λ̄i+1 > 0 ! " ]`p λ̄ ]`_dXDi

k
�biw[ �

�bY c X1eDf�ZdY l Y�[jY $ Y�Z\_dYv�X1i*X@Z\[ l�l ZdYVehiw[ji c x�]`_dY�[ � [jiwp1Y�[�abY�[n] ��l ZdY � [jiwp1Y�[ (i, λ̄i +1) � [ l (k+1, 1)
� 4 c

i ∈ {1, . . . , k} ! �zZdYhX1Y5fn] � Y�[g]`_\_dY l Y�[jX1Y�_ � Y�[ p ��� YhX1p ! ��Y�x t � ��iw_\abY*Y c fn]`_\p1Y�[ � Z c � 4 c a > 3
'
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λ̄ λ

(a+ 8, a− 1, a− 2, . . . , 0) (a+ 9, a, a − 1, a− 2, . . . , 0)

(a+ 6, a+ 1, a− 2, a− 3, . . . , 0) (a+ 7, a+ 2, a− 1, a− 2, . . . , 0)

(a+ 4, a+ 3, a− 2, a− 3, . . . , 0) (a+ 5, a+ 4, a− 1, a− 2, . . . , 0)

(a+ 4, a+ 1, a, a − 3, a− 4 . . . , 0) (a+ 5, a+ 2, a+ 1, a− 2, a− 3, . . . , 0)

(a+ 2, a+ 1, a, a − 1, a− 4, . . . , 0) (a+ 3, a+ 2, a+ 1, a, a − 3, . . . , 0)
��4 c n = 8, 9, 11, 14

abY�fjY�[ l ZdY � � X1XD]`abY�[ 4 � Y cSl ZdY % Y c p@Z t YhX�] � X l Y�[ m iwx k�� p1Y cb� Y c Yhe1f�[ � [�abY�[9fjY c �bi c(!$ ]we1f l Y�[gy�Y�x#Y c o � [�abY�[^� ! ( !)-�� [ l � ! ( ! s ��iw_\ap l ] c ] � X l ZdY·y�Y�fn] ��k p � [�a#� 4 c n > 14 !
� )�� -/.10
	*0�.@L���Ù0���M > L > E�������� :��5MNM 0ÚL�� .1:�4�UG0 P�� > 7G7�0�E
�zZdY��nY�Z\p � % Y c x � p � [�a���YhXD]`ap��jiw_\abY�[ l YhX '! Z\[ l F Y�Z\[�]`_\abY"� c ]`ZdX1e1f�]#��abYhX1eDf�_diX1X1Y�[jY c � � c@k Y c�l Y c*m fn] �
c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o p > 0 � [ l Q Y�Z\[jY

p � 2 c@��k�k Yv�X1i^Y 0 ZdX@p@ZdY c Y�[$��ZdX¡] � � r XDiwx#i c@k f�ZdY�[ ��c Y�[ l _\Zde1fØ�qZdY�_dY � [ �
t Y c _dY�a%�n] c Y FQ � � i l�� _\[�v�&BY�_deDfjY � � Y�_\_dY�[�Z c@c Y l�� t Z'��_dY c FG � � i l�� _\[�x~Z\p % Y c p1Y 0 Q � 4 c Y�Z\[jY 2 c@��k�k Y
G ⊇ Q

X@Z\[ l�!� � X l Y�x��bi c Z\abY�[ �(�jX1eDf�[�Z\p@p)&&ZdX1X1Y�[*&&Z c v l ]wXDX8YhX&� 4 c Y�Z\[Ü��YhX@p1YhX
w ∈ N∗ ��ZdXV] � �  ehi k YhX �® � � Z\�]`_dY�[ t[ ��c Y�[ l _\ZdeDf=�}ZdY�_dYÎy{_ � eDobYÎX@|}x~x#Y�p c ZdXDe1fjY c 2 c@��k�k Y�[ �biw[ k iX@Z\p@Z\�bY�x p � 2 Y"&&Zde1f}p ≤ w

aZ'��p ! �jY c [jY cY�[�p@fn�`_\p - Y l Y c y{_di}eDo+��ZdX¡] � � r X1iwx#i c@k f�ZdY9[ ��c Y�[ l _\ZdeDfØ�}ZdY�_dY~Z c@c Y l�� t Z'��_dY � i l�� _\[�v � [ l�l ZdY9Y�Z\[n]`[ l Y cY�[�p1X k�c Yhe1fjY�[ l Y�[TZ c@c Y l�� t Z'��_dY�[ � i l�� _\[ t &BY�ZdY c  ehi k YhX � �w� � Z\�w]`_dY�[}p1Y c y{_ � e1obY�fn]#��Y�[ X@p1Y�p1X�Y�Z\[jY�[�abY �x#Y�Z\[jXD]`x#Y�[ % Y c p1Y 0 X1i,&&ZdY�Y�Z\[jY¡abY�x#Y�Z\[jXD]`x#Y � � Y�_\_dY !�rc@c Y l�� t Z'��_dY � i l�� _\[�Z\[�y{_ � eDobY�[��biwx 2 Y"&&Zde1f}p
� X@Z\[ lÜk�c i - Y�oqp@Z\� v�fn]#��Y�[�]`_dX1i % Y c p1Y 0 {1} � [ l p c Z\�qZ¯]`_dY � � Y�_\_dY !
r [ & - � * � Y�fn] ��k p1Y�p#� !���� Z\ajv l ]wX1XG� 4 c n ∈ N∗ � [ l - Y l Y9��Y���Y�o}p@a c@��k�k Y P Y�Z\[jYhX~y{_diqe1o�X*�biw[

FSn
v

&BY�_deDfjY c Y�Z\[jY�[�Z c@c Y l�� t Z'��_dY�[ � i l�� _�x~Z\p % Y c p1Y 0 Q
Y�[�p@fn�`_\p(v&X1p1Y�p1X

|P | ≤ |Z(Q)|!
aZ\_\p ! �zZdYhX9fn�`p@p1Y

t ��c �jiw_\abYv l ]wX1X·Z c@c Y l�� t Z'��_dY � i l�� _\[�X@|qx~x#Y�p c ZdX1eDfjY c 2 c@��k�k Y�[�x~Z\p % Y c p1Y 0 Q [ ��c Z\[�y{_ � e1obY�[��biwx2 Y"&&ZdeDf�p
≤ c(|Q|)

_\ZdY�abY�[~o � [�[jY�[�v-&Bi-��Y�Z
c(|Q|)

Y�Z\[jY{�biw[
|Q|

]#��fn�`[�aZ\abY � iw[jX@pD]`[}p1Y�ZdX@p ! ��ZdYhXDY{��[�a_dY�Z �e1f � [�aGaZ\_\p - Y l iqe1f9Z\x �V_\_\abY�x#Y�Z\[jY�[�[�Zde1f}p !  Z\[ l t � x y�Y�ZdX k ZdY�_ Q := P := Pp2 � [ l B l Y c " ] ��k p.��_diqe1o�biw[
FSp2

v�X1i�ZdX@p5Y�Z\[jY c X1Y�Z\p1X P Y�Z\[jY~��Y���Y�o}p@a c@��k�k Y��biw[ B ! ��[ l Y c Y c X1Y�Z\p1X·Y�[}p@fn�`_\p B ]#��Y c ] � e1f l Y�[p c Z\�qZ¯]`_dY�[ FSp2 � � i l�� _Çv/&{Y�_de1fjY c % Y c p1Y 0 Q = P
fn]`p(v � [ l YhX&aZ\_\p

|P | = pp+1 6≤ p! = |Z(Q)|! !8 Z c &{Y c1l Y�[�Z\x0�jiw_\abY�[ l Y�[ t Y�Z\abY�[�v l ]wXDX5X1iw_de1f�Y�Z\[jY � iw[jX@pD]`[�p1Y
c(|Q|) l Y�[�[jiqe1f�X@p1Y�p1X5Y 0 ZdX@p@ZdY c p ! / ���XD]`x~x#Y�[�x~Z\p&i-��Z\abY�[ 	1��Y c _dY�a � [�abY�[���iw_\ap l ] c ] � X l ]`[�[�v l ]wX1X l ZdY��jY�Z\p � % Y c x � p � [�a#� 4 c X@|qx~x#Y�p c ZdX1eDfjY2 c@��k�k Y�[^aZ\_\p !

�5] t � X1Y�ZdY�[Î]#� - Y�p t p1&&ZdY l Y c n ∈ N∗ � [ l F Y�Z\[Î]`_\abY"� c ]`ZdX1e1fÎ]#��abYhX1e1f�_diX1XDY�[jY c � � c@k Y czl Y czm fn] c ]`o}p1Y �
c ZdX@p@Z\o p > 0 !
°98�±(²�³�: 
�::9#:�� ¿·¿(¸�¶Ç¸�» D ¸�¶�»�¶ Â�Â ¸@º¾Éh¶�¹�¼d¸ Â FSn

Ã d�Á ºw¾}¼ R�¶ O32 ¸ Â O ¸@Ò Q ¾}» º |Q| = pl
u n Â ¸�¶�» l ∈ N∗ U

_�¸ Â » ¸ Â ¹1¸¨¿�¶ O É�¸ Q K ¸�» M ¾ k »j¶ ½�ÌkOaO Â ¶ P ¶ M ¼d¸ e M`Ì »�¸�» M ¾ u {1, . . . , n} U9V M »j» K ¶À¼ OYX
Z ¶ [ � ¿·¶¯¿ O k ≤ l ÑO¾}»�º D ¼Ð¶�¸ KiO ¶�»Î¸�¶À» ¸@R e8¼ Á ½@g P Á R � ¸�Ë�¶ ½�ÌkO w ≤ lpl−1 U
Z ¶�¶ [ M R>_ M ¼À¼ k = l ¼Ï¶Ç¸ K!O D ¶�»�¸�¶�» ¸&R>e8¼ Á ½@g�P Á R � ¸�Ë�¶ ½�ÌkO l ÑÚ¾q»�º M ¼�¼d¸�»j¶ ½�ÌkOaO Â ¶ P ¶ M ¼d¸�»�e M`Ì »�¸�» P Á » QÌpM ¹1¸�»54 Ä » K ¸ p U
M¨»�¿(¹1¸¨¿ Á »�º�¸ Â ¸G¶¯¿ O º M »j» Q ∼Sn (Pp)

l U
Z ¶�¶�¶ [ M R _ M ¼�¼ l ≥ 2 ¾}» º k = l − 1 ¼Ï¶Ç¸ K!O D ¶�»�¸�¶À»�¸&R e8¼ Á ½&gEP Á R � ¸�Ë�¶ ½�ÌSO p+ l − 2 U�_�¸ Â »�¸ Â ¹D¸¨¿¨¶ O É O

Q º M »n» K ¸�» M ¾Î¸�¶À» ¸6e M`Ì »�º�¸ Â 4 Ä » K ¸ p2 ¾}» º l − 2 e M`Ì » ¸�»�º�¸ Â 4 Ä » K ¸ p U
Z ¶ Pb[ M R _ M ¼�¼ l ≥ 3 ¾q»�º k ≤ l − 2 ¼Ð¶�¸ KiO D ¶�»�¸�¶�» ¸&R e&¼ Á ½&g P Á R � ¸�Ë�¶ ½�ÌkO w ≤ (l − 2)pl−1 U
ez¸�ËB¸�¶À¿ U ��Y c % Y c p1Y 0 Q �biw[

D
fn]`pz[n]we1f % i c ] � X1X1Y�p t � [�a�abY�[n] � k [�ZdeDf�p@p c Z\�qZ¯]`_dY~y&]`f�[jY�[ B1, . . . , Bk] � � {1, . . . , n} ! �5]`[�[�ZdX@p·]`_dX1i
|
⋃k
i=1Bi| = pw

v6&Bi-��Y�Z
w l ]wX 2 Y"&&ZdeDf�p l YhX5y{_diqe1o�X��biw[ D ZdX@p(v � [ l&&Z c o � [�[jY�[gXDiwx~Z\p

Q ≤ S(B1)× · · · ×S(Bk) ≤ Spw]`[�[jY�f�x#Y�[ ! ��Y�x t � ��iw_\abYÜY 0 ZdX@p@ZdY c Y�[ÝY�Z\[jY
p �  |}_di7&&a c@��k�k Y R �biw[

S(B1) × · · · × S(Bk)
X1i7&&ZdYÜY�Z\[jY

p �  |q_di,&&a c@��k�k Y S �biw[
Spw

x~Z\p
Q ≤ R ≤ S.

2 Y�[n] � Y c ZdX1p R = R1×· · ·×Rk
x~Z\p

Ri ∈ Sylp(S(Bi))
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�	�������������	�� � ,
� 4 c i = 1, . . . , k

v � [ l &&Z c o � [�[jY�[ S = Ppw
]`[�[jY�f�x#Y�[ !O$ ]we1f�y�Y�x#Y c o � [�a ��! s�!)� aZ\_\p~x~Z\p l ZdYhX1Y�[y�Y t Y�Zde1f�[ � [�abY�[ CS(Q) = Z(Q) ≤ Q � [ l�l ]`x~Z\p{] � e1f Z(R) = Z(R1)×· · ·×Z(Rk) ≤ CS(Q) ≤ Q !�jiw_\a_\ZdeDf�ZdX@p

pk = |Z(R)| ≤ |Q| = pl � [ l pw = |
⋃k
i=1Bi| ≤ |Q|k ≤ |Q|l = lpl ! ��]`x~Z\pGY c fn]`_\p1Y�[&&Z c Õ ZÀÖ ! � � ×bY c1l Y�x fn]`p�Z\x �n]`_\_

k = l
- Y l Y l Y c y&]`f�[jY�[ B1, . . . , Bl

���`[�abY
p ! �V[ l Y c [��Ç]`_\_dX�fn�`p@p1Y�[ &&Z c

l ]`[�[^[n�`x~_\ZdeDf l Y�[ 8 Z l Y c X k�c@� e1f Q = Z(R) < CR(Q) ≤ CS(Q) !  iwx~Z\p&��iw_\ap Õ Z\ZÀÖ !8 Z c [jY�f�x#Y�[g[ � [ k = l − 1 ≥ 1
]`[ ! ��]`[�[gZdX@pV]`_dX1i

Z(R1)× · · · × Z(Rl−1) ≤ CR1(Q)× · · · × CRl−1
(Q) ≤ Z(Q) ≤ Q ≤ R1 × · · · ×Rl−1,

&Bi c ] � X |Z(Q)| ≥ |Z(R1)| · · · |Z(Rl−1| = pl−1 � [ l XDiwx~Z\p
|Q : Z(Q)| ∈ {1, p}

��iw_\ap ! �5]`fjY c ZdX@p Q]#��Y�_dX1e1f ! � 4 c i = 1, . . . , l − 1
X1Y�ZS��Y c [jY c zi ∈ Z(Ri)

x~Z\p
Z(Ri) = 〈zi〉 ! �5]`[�[�Y 0 ZdX@p@ZdY c p·Y�Z\[ x ∈ Qx~Z\p

Q = 〈z1, . . . , zl−1, x〉 !�8 Z c X1eDf c Y�Z'� Y�[Ù[ � [ x = x1 · · · xl−1
x~Z\p

xi ∈ Ri
� 4 c i = 1, . . . , l − 1 !

r [jX.� YhXDiw[ l Y c Y�ZdX@pV]`_dX1i xi ∈ CRi
(Q)

� 4 c ]`_\_dY i = 1, . . . , l − 1 !8 Y�abY�[
|Q| = pl

Y 0 ZdX@p@ZdY c p�f � e1fjX1p1Y�[jX5Y�Z\[ i ∈ {1, . . . , l − 1}
x~Z\p
|CRi

(Q)| ≥ p2 !�8 Z c o � [�[jY�[ l ]`fjY c
|CRi

(Q)| = p
� 4 c i = 2, . . . , l − 1

]`[�[jY�f�x#Y�[ !  iwx~Z\p5ZdX@p l ]`[�[ CRi
(Q) = Z(Ri) � [ l Z\[jX.� YhXDiw[ l Y �

c Y xi ∈ Z(Ri)
� 4 c i = 2, . . . , l − 1 ! ��]`fjY c aZ\_\p Q = 〈z1, x1〉 × Z(R2) × · · · × Z(Rl−1)

vÚX1i l ]wXDX
Ri = CRi

(Q) ≤ Q � [ l Ri = Z(Ri)
� 4 c i = 2, . . . , l − 1

��iw_\ap ! �V_dX1i#ZdX@p Ri ∈ Sylp(S(Bi))
]#��Y�_dX1eDf�v

� [ l &&Z c Y c fn]`_\p1Y�[ |Bi| = p
� 4 c i = 2, . . . , l − 1 ! �jY c [jY c ZdX1p 〈z1, x1〉

Y�Z\[jY¡]#��Y�_dX1eDfjYG��[�p1Y c a c@��k�k Y l Y c1 c1l [ � [�a p2 �biw[
S(B1) ! �jiw_\a_\ZdeDf�ZdX@p

|B1| = p2 v � [ l 〈z1, x1〉
i k Y c ZdY c p c Y�a � _¯� c ] � � B1 ! ��]`x~Z\pGZdX@p] � e1f pw = |

⋃k
i=1Bi| = p2 + (l − 2)p � [ l w = p+ l − 2

abY t Y�Z\ap !
r X@p5X1e1f�_\ZdY�×_\ZdeDf 1 ≤ k ≤ l − 2

v�X1i�Y c fn]`_\p1Y�[ &&Z c pw = |
⋃k
i=1Bi| ≤ (l − 2)pl � [ l w ≤ (l − 2)pl−1 !�5]`x~Z\p8ZdX@p l Y c  ]`p t � Y"&&ZdYhX1Y�[ !

8 Z c &BY c1l Y�[g[ � [gx~Z\p " Z\_ ��Y l Y c i-��Z\abY�[ �(�jX1e1fn�`p t � [�abY�[ l ZdY 2 c@��k�k Y�[ l Y c 1 c1l [ � [�abY�[ ≤ p3 ��YhX@p@Z\x �x#Y�[�v�&{Y�_de1fjYG]`_dX % Y c p@Z t YhX8Z c@c Y l�� t Z'��_dY c � i l�� _\[^X@|qx~x#Y�p c ZdX1e1fjY c 2 c@��k�k Y�[ÜZ\[5� c ]`abY5obiwx~x#Y�[ !
	O� ;P;	8�³�: 
�:<;G: � ¿*¿h¸�¶�¸�» l ∈ {0, 1, 2, 3} Ñ Q ¸�¶À»�¸ � Â ¾ ÍbÍ ¸�º�¸ Â Ó Â º»j¾}» K pl ¾}»�º D ¸�¶�»�¶ Â�Â ¸@ºw¾bÉ�¶Ç¹�¼\¸ Â
FSn

Ã d�Á º¾}¼ÏÑ�ËB¸�¼ ½�Ì ¸ Â ¶À»�¸�¶�» ¸&R e8¼ Á ½&g R�¶ O � ¸�Ë�¶ ½�ÌkO w ¼Ð¶Ç¸ K!O ¾}»�º 2 ¸ Â O ¸@Ò Q ÌSM!O U9V M »j» K ¶�¼ OYX
Z ¶ [ M R _ M ¼À¼ l = 0 ¶À¿ O Q = 1 Ñ&¾q»�º D ¶¯¿ O ¸�¶À» Í�Â,Á Êh¸ g O ¶ P ¸ Â FSn

Ã d�Á ºw¾q¼ Ñ8¼Ð¶Ç¸ K!OjM ¼Ï¿ Á ¶À»Ø¸�¶À»�¸&Rqe&¼ Á ½&gP Á R � ¸�Ë�¶ ½�ÌkO 0 U
Z ¶�¶ [ M R _ M ¼�¼ l = 1 ¶À¿ O Q ∼Sn Pp U9_�¸ Â » ¸ Â ¶¯¿ O w = 1 U
Z ¶�¶�¶ [ M R _ M ¼�¼ l = 2 ¶À¿ O

• Q ∼Sn Pp × Pp ¾}» º w = 2 Á º}¸ Â
• Q ∼Sn Ep2 ¾q»�º w = p U V M ¹1¸�¶9¹1¸1É�¸�¶ ½�Ì » ¸ Ep2 ¸�¶�» ¸�¸�¼\¸&R�¸�» OLM Â M ¹1¸�¼Ï¿ ½�Ì ¸ � Â ¾ ÍbÍ ¸�º�¸ ÂÓ Â ºw»j¾q» K p2 ÑOËB¸�¼ ½�Ì ¸ Â ¸ K ¾q¼ Ä Â M ¾ u {1, . . . , p2} Á¨Í ¸ Â ¶Ç¸ Â O U

Z ¶ Pb[ M R _ M ¼�¼ l = 3 ¼Ð¶�¸ KiO ¸�¶�» ¸ Â º�¸ Â u Á ¼ K ¸�»�º�¸�» _ Ä ¼�¼d¸ P ÁÂ X
• Q ∼Sn (Pp)

3 ¾q»�º w = 3 U
• Q ∼Sn 〈(1, . . . , p

2)〉 × 〈(p2 + 1, . . . , p2 + p)〉 ¾q»�º w = p+ 1 U
• Q ∼Sn Ep2 × 〈(p

2 + 1, . . . , p2 + p)〉 ¾}» º w = p+ 1 U
• Q = P4, p = 2 ¾q»�º w = 2 U
• Q ∼Sn 〈x, y, z〉, p > 2 ¾}»�º w = p U�V M ¹1¸�¶�¿(¸�¶�¸�» z = (1, . . . , p) · · · (p2 − p+ 1, . . . , p2) Ñ
y = (1, 1 + p, . . . , 1 + (p − 1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2) ¿ Á Ë�¶�¸ x ∈ Pp2 R�¶ O xp = 1 ¾}»�º
zy = xyx−1 UM¨»�º�¸&R _ M ¼�¼�¶À¿ O Q M ¼Ï¿ Á ¸@Ò O Â M ¿ Í ¸1É�¶Ç¸�¼�¼�R�¶ O expp(Q) = p U

• Q ∼Sn 〈x, y〉, p > 2 ¾q»�º w = p U�V M ¹1¸�¶V¿h¸�¶Ç¸�» x = (1, 1 + p, . . . , 1 + (p − 1)p, 2, 2 +
p, . . . , 2 + (p − 1)p, . . . , p, 2p, . . . , p2) ¿ Á Ë�¶Ç¸ y ∈ Pp2 R¡¶ O º}¸ Â � ¶ K ¸�»�¿ ½�ÌSM+u@O yp = 1 ¾}»�º
yxy−1 = (1, . . . , p) · · · (p2 − p+ 1, . . . , p2)x UM¨»�º�¸&R _ M ¼�¼�¶À¿ O Q M ¼Ï¿ Á ¸@Ò O Â M ¿ Í ¸1É�¶Ç¸�¼�¼�R�¶ O expp(Q) = p2 U
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• Q ∼Sn Ep3 ¾}» º w = p2 Ñ�Ë Á ¹1¸�¶ Ep3 ¸�¶À» ¸Ü¸�¼\¸&R�¸�» OLM Â M ¹1¸�¼Ï¿ ½�Ì ¸ � Â ¾ ÍbÍ ¸�º�¸ Â Ó Â ºw»j¾q» K p3

¶À¿ O ÑOËB¸�¼ ½�Ì ¸ Â ¸ K ¾}¼ Ä Â M ¾ u {1, . . . , p3} Á�Í ¸ Â ¶�¸ Â O U
• Q ∼Sn 〈c, (1, p+1, . . . , 1+(p−1)p) · · · (p3−p2+1, p3−p2+p+1, . . . , p3)〉 ¾q»�º w = p2 U
V M ¹1¸�¶O¿h¸�¶ c ∈ Pp3 ¸�¶�»gÔ Â@Á ºw¾ g O P Á » p � � g ¼d¸�»�º�¸ Â 4 Ä » K ¸ p2 R�¶ O cp = (1, . . . , p) · · · (p3 −
p+1, . . . , p3) ¾}»�º c(1, p+1, . . . , 1+ (p− 1)p) · · · (p3− p2 +1, p3− p2 + p+1, . . . , p3) =
(1, p+ 1, . . . , 1 + (p− 1)p) · · · (p3 − p2 + 1, p3 − p2 + p+ 1, . . . , p3)c U

ez¸�ËB¸�¶À¿ U �zZdY � � X1X¨]`abY Õ ZÀÖ�ZdX1pzoq_¯] c(! 8 Z c o � [�[jY�[ l ]`fjY c ]#� - Y�p t p l ≥ 1
]`[�[jY�f�x#Y�[ !  Z\[ l B1, . . . , Bkl ZdYz[�Zde1f}p@p c Z\�}Z¯]`_dY�[gy&]`f�[jY�[Ü�biw[

Q
] � � {1, . . . , n} v}o � [�[jY�[*&&Z c &&ZdYzZ\x�y�Y"&BY�ZdX��biw[  ]`p t � !)��! 3 &&ZdY l Y c

Q ≤ R1 × · · · × Rk ≤ S
x~Z\p

S = Ppw � [ l Ri ∈ Sylp(S(Bi))
� 4 c i = 1, . . . , k

]`[�[jY�f�x#Y�[ !�$ ]weDfi-��Z\abY�[ 	(� Y c _dY�a � [�abY�[9aZ\_\p l ]#��Y�ZjZ\[jX.��YhX1iw[ l Y c Y 1 ≤ k ≤ l ! �zZdY � � X1X¨]`abY Õ Z\ZÀÖ�aZ\_\p�i " Y�[��n] c(!�8 Z c t Y�Z\abY�[Õ Z\Z\ZÀÖ � [ l Õ Z\�jÖ !
�n]`_\_dX

l = 2
ZdX@p(v���YhX@Z\p t p Q Y�[�p�&BY l Y c Y�Z\[jY*i l Y c t &{Y�Z�[�Zde1f}p@p c Z\�}Z¯]`_dY�y&]`f�[jY�[�] � � {1, . . . , n} ! y�YhX@Z\p t p Q

t &BY�Z�y&]`f�[jY�[ B1 � [ l B2
v}XDi*x � X1X |B1| = |B2| = p

v
w = 2 � [ l Q = R1×R2 = Pp×Pp

[n]weDf  ]`p t� !)��! 3 abY�_\p1Y�[ !jr x �n]`_\_
p > 2

ZdX@p l ]`[�[^Z\[jX.��YhX1iw[ l Y c Y Q = S !
r X@p k = 1

v�X1i�ZdX@p�]`_dX1i
|B1| = p2, w = p � [ l Q ≤ R1 = S = Pp2 ! ��] Q Y�Z\[jY c X1Y�Z\p1X9]#��Y�_dX1eDf�v]`[ l Y c Y c X1Y�Z\p1XS[n]weDf &�� � * v  ! ��! 3 ! s ]#� Y c [�ZdeDf�p t |qo}_\ZdX1eDf�ZdX@p(v	o]`[�[ Q Z\[ l ZdYhX1Y�x �n]`_\_�[ ��c Y�_dY�x#Y�[�pD] c ]#��Y�_dX1e1fX1Y�Z\[ � [ l x � XDX c Y�a � _¯� c ] � � {1, . . . , p2}

i k Y c ZdY c Y�[ ! / � XD�`p t _\ZdeDf�x � X1X�[n]weDf &&ZdY¡�bi c X@p1Y�p1X Z(S)
Z\[
QY�[�p@fn]`_\p1Y�[�X1Y�Z\[ ! y{ZdXV] � � � iw[ - � a�]`p@Zdiw[gZ\[

Sp2
ZdX@p l ]`[�[

Ep2 := 〈(1, . . . , p) · · · (p2 − p+ 1, . . . , p2), (1, 1 + p, . . . , 1 + (p− 1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2)〉

l ZdY·Y�Z\[ t Z\abY·��[�p1Y c a c@��k�k Y·�biw[ Pp2 v/&BY�_deDfjY l ZdYhXDY5y{Y l Z\[�a � [�abY�[�Y c � 4 _\_\p !
8 Z c ��Y�p c ]we1f}p1Y�[~[ � [�[ji}eDf l Y�[��n]`_\_ l = 3 ! ��]`[�[¡ZdX@p�]`_dX1i 1 ≤ k ≤ 3 ! ��]`_\_dX k = 3

ZdX@p(v�X1i�fn]#� Y�[ l ZdY l�c Y�Zy&]`f�[jY�[
B1, B2, B3

�biw[
Q
]`_\_dY·���`[�abY

p
[n]we1f  ]`p t � !)��! 3 v � [ l YhX���iw_\ap8XDi`��i c p Q = R1 ×R2 ×R3 =

(Pp)
3 X1i,&&ZdY

w = 3 !jr x �n]`_\_
p > 3

ZdX1p&Z\[jX.� YhXDiw[ l Y c Y Q = S !
r x �n]`_\_

k = 2
o � [�[jY�[ &&Z c [n]weDf  ]`p t � !)��! 3 t � [n�we1fjX@p |B1| = p2, |B2| = p, w = p + 1 � [ l

Q ≤ R1 × R2 = Pp2 × Pp
]`[�[jY�f�x#Y�[ !�8 Y�abY�[

Z(Pp2 × Pp) ≤ Q
ZdX@p l ]`[�[ Pp ≤ Q ! WOX¡Y 0 ZdX1p@ZdY c p

l Y�x~[n]we1fg]`_dXDiGY�Z\[jYz�V[}p1Y c a c@��k�k Y Q̃ �biw[
Pp2 l Y c 1 c1l [ � [�a p2 x~Z\p Q = Q̃×Pp ! / � XD]`x~x#Y�[�x~Z\p l Y�[	(� Y c _dY�a � [�abY�[�� 4 c·l Y�[��n]`_\_ l = 2, k = 1
��iw_\ap l ] c ] � X(v l ]wX1X Q Z\[

Sp2 × Sp � [ l�l ]`x~Z\pG] � e1f SnY�[�p�&BY l Y c t � 〈(1, . . . , p2), (p2 + 1, . . . , p2 + p)〉
i l Y c t � Ep2 × Pp obiw[ - � aZdY c p�X1Y�Z\[Üx � X1X ! e1f�_\ZdY�×_\ZdeDf�X1Y�Z

k = 1 ! �5]`[�[+��YhX@Z\p t p Q ]`_dX1i�abY�[n] � Y�Z\[jY~y�]`f�[
B1

v � [ l�l ZdYhXDY�fn]`p*Y�[�p�&BY l Y c ���`[�abY
p2 i l Y c ���`[�abY p3 !�8 Z c [jY�f�x#Y�[ t � Y c X@p |B1| = p2 ]`[�v�XDi l ]wX1X Q ≤ R1 = Pp2 � [ l w = p

��iw_\ap !nr x�n]`_\_
p = 2

ZdX@p�Z\[jX.� YhXDiw[ l Y c Y |Pp2 | = 8 = p3 v � [ l &&Z c Y c fn]`_\p1Y�[ Q = Pp2 = P4 !nr x �n]`_\_
p > 2

ZdX@p
Q[�Zde1f}pG]#��Y�_dX1e1f !  iw[jX@p & 4 c1l Y Q [n]weDf & �s * v  !�r¨! s�! 3 � [n�`x~_\ZdeDf c Y�a � _¯� c ] � � {1, . . . , p2}

i k Y c ZdY c Y�[�v�Z\x8 Z l Y c X k�c@� e1f t � |Q| = p3 > p2 !��Y�x t � ��iw_\abY8ow]`[�[ Q Z\x �n]`_\_
p > 2

� 4 c k = 1 � [ l |B1| = p2 [ ��c Y 0 p c ]wX k Y t ZdY�_\_jX1Y�Z\[ !wr X@p expp(Q) = p
v

X1i�ZdX@p ��Y�o]`[�[�p@_\Zde1f
Q = 〈x, y, z|xp = yp = zp = 1, xz = zx, yz = zy, z = xyx−1y−1〉 ≤ R1 = Pp2 .

�5]
Q

pD]`[jX1Z\p@Z\��] � � {1, . . . , p2}
i k Y c ZdY c p(v�x � XDX·x~Z\[ l YhX@p1Y�[jX¡Y�Z\[jY c*l Y c W c t Y � abY c ] � ×bY c fn]`_'� l Y c y&] �X@ZdX@a c@��k�k Yz�biw[ Pp2 _\ZdY�abY�[ � [ lÜl ]`x~Z\p&Z\[ NSp2 (Pp2) t � (1, 1 + p, . . . , 1 + (p− 1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2)obiw[ - � aZdY c p�X1Y�Z\[ ! 8 Z c o � [�[jY�[ l ]`fjY c t � [n�we1fjX@pS]`[�[jY�f�x#Y�[�v l ]wX1X�Y�[�p &{Y l Y c x i l Y c y i l Y c z a_dY�Zde1f (1, 1+

p, . . . , 1+(p−1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2)
ZdX@p ! � � X l Y�x/y�Y"&BY�ZdXO�biw[���Y�x~x�] ��! 3 !)� &&ZdX1X1Y�[3&&Z c &BY�Z\p1Y c v l ]wXDX

CP
p2 ((1, 1+p, . . . , 1+(p−1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2))

�biw[
(1, 1+p, . . . , 1+(p−1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2)

� [ l (1, . . . , p) · · · (p2 − p + 1, . . . , p2)
Y c t Y � ap &&Z c1l�!  iwx~Z\p���iw_\ap

z 6= (1, 1 + p, . . . , 1 + (p −
1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2) ! 8 Z c o � [�[jY�[ ]`_dX1i

y = (1, 1 + p, . . . , 1 + (p − 1)p) · · · (p, 2p, . . . , p2) � [ l
z = (1, . . . , p) · · · (p2 − p+ 1, . . . , p2)

]`[�[jY�f�x#Y�[ ! � ]`[�� Y(]weDf�p1Yv l ]wX1X l ]`[�[�] � eDf^Z\[ l Y c $ ]`p
CPp2 (Q) = CPp2 (x) ∩ CPp2 (y) = CPp2 (x) ∩ 〈y, z〉 = 〈z〉 = Z(Q)
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aZ\_\p ! �n]`_\_dX expp(Q) = p2 ZdX@p(v�XDi�ZdX@p

Q = 〈x, y|xp
2

= yp = 1, yxy−1 = xp+1〉.

WOX�ZdX@p�]`_dXDi
x
Y�Z\[

p2 � / |}oq_ � X~Z\[ Pp2 !Sr [jX.��YhX1iw[ l Y c Y�ZdX@p 〈xp〉 = Z(Pp2) = 〈(1, . . . , p) · · · (p2 − p +
1, . . . , p2)〉 !J8 Z c o � [�[jY�[ l ]`fjY c x = (1, 1+p, . . . , 1+(p−1)p, 2, 2+p, . . . , 2+(p−1)p, . . . , p, 2p, . . . , p2)]`[�[jY�f�x#Y�[ ! �5]`[�[^aZ\_\pz] � e1f

CPp2 (Q) = CPp2 (x) ∩ CPp2 (y) = 〈x〉 ∩ CPp2 (y) = 〈xp〉 = Z(Q).

�(�jX1e1f�_\ZdY�×bY�[ lÜ� [}p1Y c X � e1fjY�[ &&Z c8l Y�[��n]`_\_ l = 3
v
k = 1 � [ l |B1| = p3 ! ��]`[�[gZdX@p8]`_dX1i

Q ≤ R1 = Pp3
v

� [ l Q i k Y c ZdY c p c Y�a � _¯� c ] � � {1, . . . , p3} !�$ ]we1f & �s * v  ! r�!)-�! s i k Y c ZdY c p l ]`[�[Ù] � e1f CSp3 (Q) c Y�a � _¯� c] � � {1, . . . , p3} !Úr [jX.��YhX1iw[ l Y c Y9ZdX@p¡]`_dX1i |Q| = p3 = |CSp3 (Q)| !S$ ]weDfÝ��Y�x~x�] ��! s�! 3 ZdX1p�] � ×bY c1l Y�x
Z(Q) l ZdY�Y�Z\[ t Z\abY p �  |}_di7&&a c@��k�k Y��biw[

CS
p3

(Q)
v�X1i l ]wX1X CS

p3
(Q) = Q = Z(Q)

��iw_\ap ! ��Y�x �
t � ��iw_\abY�ZdX1p

Q
]#��Y�_dX1e1f ! �5] Q &BY�abY�[ &�� � * v  ! ��! 3 ! s [�Zde1f}p t |}oq_\ZdX1e1f=X1Y�Z\[�o]`[�[�vB��iw_\ap &BY�Z\p1Y c v l ]wXDX

Cp × Cp × Cp ∼= Q ≤ Pp3
i l Y c Cp2 × Cp ∼= Q ≤ Pp3

ZdX@p ! �5]`x~Z\p�ZdX@p Q Z\[
Sp3

Y�[�p &{Y l Y c t �
Ep3 := 〈x, y, z〉

x~Z\p
z = (1, . . . , p) · · · (p3− p+ 1, . . . , p3), x = (1, p+ 1, . . . , 1 + (p− 1)p) · · · (p3−

p2 +1, p3− p2 + p+1, . . . , p3), y = (1, 1+ p2, . . . , 1+ (p− 1)p2) · · · (p2, 2p2, . . . , p3)
i l Y c t � 〈x, u〉obiw[ - � aZdY c p ! �5]#� Y�Z�ZdX1p u Y�Z\[ ��c i l�� o}pV�biw[ p / |}oq_dY�[ l Y c ���`[�abY p2 � [ l up = z !

�5]`x~Z\p8ZdX@p l ZdY � � X1XD]`abY l YhXV��Y�x~x�]wXVX1eDf�_\ZdY�×_\Zde1f � Y"&&ZdYhXDY�[ !
�5]wXVi-��Z\abY·��Y�x~x�] t Y�Z\ap � [}p1Y c ]`[ l Y c Y�x^v l ]wX1X 2 c@��k�k Y�[ l Y c 1 c1l [ � [�abY�[ ≤ p3 [ ��c % Y c p@Z t YhXVZ c@c Y l����
t Z'��_dY c FSn � � i l�� _\[g] � X8y{_ � e1obY�[Ü�biwx 2 Y"&&ZdeDf�p

≤ p2 X1Y�Z\[Üo � [�[jY�[ !�r x ��]`_\_
p = 2

obY�[�[jY�[�&&Z c [n]we1fy�Y�x#Y c o � [�a�� ! ( ! � � [ l  ]`p t � ! ( ! � l ZdY % Y c p@Z t YhX�]`_\_dY c Z c@c Y l�� t Z'��_dY�[ � i l�� _\[^X1|}x~x#Y�p c ZdX1eDfjY c 2 c@��k�k Y�[�v&BY�_deDfjY·Z\[gy{_ � e1obY�[^�biwx 2 Y"&&Zde1f}p
≤ 4 = p2 _\ZdY�abY�[ ! �5]`x~Z\pVY c fn]`_\p1Y�[ &&Z c8l ]`[�[gXDi`��i c p '

	O� ;P;	8�³�: 
�:�
9: � ¿*¿h¸�¶�¸�» p = 2 ¾}»�º Q ¸�¶�» ¸ � Â ¾ Í�Í ¸#º�¸ Â Ó Â ºw»j¾q» K ≤ 8 U�_�¸ Â » ¸ Â ¿(¸�¶ Q ¸�¶À» 2 ¸ Â O ¸1Ò¸�¶�» ¸¨¿~¶ Â¨Â ¸@ºw¾bÉ�¶Ç¹�¼d¸�» FSn
Ã d�Á ºw¾q¼Ï¿DÑ8ËB¸�¼ ½�Ì ¸ Â ¶À»Ý¸�¶�» ¸&Rqe8¼ Á ½@g P Á R � ¸�Ë�¶ ½�ÌkO w ¼Ï¶Ç¸ K!O U�V M »j»�¼Ï¶Ç¸ K!O ¸�¶�» ¸ Âº�¸ Â u Á ¼ K ¸�» º�¸�»�_ Ä ¼À¼d¸ P ÁwÂ X

Z�� [
Q = 1 ¾q»�º w = 0 Ñ

Z�� [
Q ∼Sn P2 ¾}» º w = 1 Ñ

Z�� [
Q ∼Sn (P2)

2 ¾}» º w = 2 Ñ
Z�� [

Q ∼Sn Q4 = E4 ¾q»�º w = 2 Ñ
Z	� [

Q ∼Sn (P2)
3 ¾}» º w = 3 Ñ

Z�
 [
Q ∼Sn Q4 × P2 ¾q»�º w = 3 Ñ

Z�� [
Q ∼Sn P4 ¾}» º w = 2 Ñ

Z �@[
Q ∼Sn E8 ¾}»�º w = 4 U

 ¾��S¸ Â º�¸&R O Â ¶ OaO Êh¸@º}¸ Â ºw¶Ç¸¨¿h¸ Â Mb½�ÌkO _ Ä ¼�¼\¸ OLM!O ¿ Äb½�Ì ¼Ð¶ ½�Ì ¸�¶À» U
0�� ; ���! ������ ³�:�
9:\³�: r [ � [�abY c ] l Y c�m fn] c ]`o}p1Y c ZdX@p@Z\o9obY�[�[jY�[*&&Z c&l ZdY % Y c p@Z t YhX l Y c Z c@c Y l�� t Z'��_dY�[ FSn �� i l�� _\[�] � XVyB_ � e1obY�[��biwx 2 Y"&&ZdeDf�p

≥ p
Z\x ��_\_\abY�x#Y�Z\[jY�[g[�Zde1f}p ! � 4 c w < p

fn]#��Y�[ l ZdY�Z c@c Y l�� t Z'��_dY�[
FSn � � i l�� _\[^] � X&yB_ � e1obY�[Ü�biwx 2 Y"&&ZdeDf�p

w l ZdY���Y���Y�o}p@a c@��k�k Y�[ l Y c - Y"&{Y�Z\_\Z\abY�[^yB_ � e1obY·]`_dX % Y c p@Z t YhX !�zZdYhX1Y5��Y���Y�oqp@a c@��k�k Y�[gX@Z\[ l &&ZdY l Y c@� x�Z\[
Sn t � (Pp)

w obiw[ - � aZdY c p !
r x �n]`_\_

p = 3 = w
ZdX@p

(Pp)
3 � [}p1Y c ]`[ l Y c Y�x Y�Z\[ % Y c p1Y 0 l YhX8Z c@c Y l�� t Z'��_dY�[ FS10 � � i l�� _dX D(7,2,1) ! iwx~Z\p&ZdX@p

(Pp)
w � 4 c w ≤ 3

X@p1Y�p1X % Y c p1Y 0 Z c@c Y l�� t Z'��_dY c � i l�� _\[ÜX@|qx~x#Y�p c ZdX1e1fjY c 2 c@��k�k Y�[ ! �5]wX��bi c Z\abY��Y�x~x�]~� 4 c8l Y�[ ��]`_\_ p = 2
_dY�ap&��Y c [jY c ��iw_\abY�[ l Y % Y c x � p � [�a�[n]`fjY '
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�5��� ; � ± �Ú��� ³�: 
�:¯µG: WOX�X1Y�ZdY�[

p > 2 � [ l Q Y�Z\[jY 2 c@��k�k Y l Y c 1 c1l [ � [�a ≤ p3 ! �jY c [jY c X1Y�Z Q % Y c p1Y 0Y�Z\[jYhX{Z c@c Y l�� t Z'��_dY�[ FSn � � i l�� _dX(v�&{Y�_de1fjY c Z\[�Y�Z\[jY�x3y{_diqe1o#�biwx
p � 2 Y"&&Zde1f}p w _\ZdY�ap ! �5]`[�[�_\ZdY�ap&Y�Z\[jY c

l Y c ��iw_\abY�[ l Y�[ ���`_\_dY5�bi c 'Õ 3 Ö
Q = 1 � [ l w = 0

v
Õ ( Ö Q ∼Sn Pp � [ l w = 1

v
Õ � Ö Q ∼Sn (Pp)

2 � [ l w = 2
v

Õ �}Ö
Q ∼Sn Ep2 � [ l w = p

v
Õ s Ö Q ∼Sn (Pp)

3 � [ l w = 3
v

Õ - Ö Q ∼Sn Ep2 × Pp � [ l w = p+ 1
v

Õ
�
Ö
Q ∼Sn Ep3 � [ l w = p2 !

� � ×bY c1l Y�x�p c Z\p@p - Y l Y cVl ZdYhX1Y c X@ZdY"��Y�[ ���`_\_dY�pD]`p1XD�we1f�_\ZdeDf�Y�Z\[ !
� ) � Ù6VC1C1:�L��8EGF¡. ���Ú0�� �hA8C1C10�E¡FG0�� 65F > C1E

r [ & - � * � 4 f c p � ! u ! W ! � | �n] l ZdY�X1iwabY�[n]`[�[}p1Y�[ �ÚZ'� iw[n]wehe�Z � � i l�� _\[�Y�Z\[ ! �zZdYhX1Y�X@Z\[ l Z c@c Y l�� t Z'��_dY FSn �� i l�� _\[�Z\[ m fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o s v l Y c Y�[Ø�zZ\x#Y�[jX@Zdiw[jY�[ÙabY c ] l Y l Y c n � p1Y�[$� Y t ZdY�f � [�abX.&BY�ZdXDY (n − 1) � p1Y�[�ÚZ'� iw[n]wehe�Z � / ]`f�_zY�[�p1X k�c YheDfjY�[ � [ lHl Y c Y�[HW�Z\[jX1eDf c �`[�o � [�abY�[=] � � - Y l Y���i � [�a � ��[�p1Y c a c@��k�k Yg�biw[
Snfn]`_'��Y�Z\[���]weDf X@Z\[ l�! �zZdYhX1Y � i l�� _\[TX@Z\[ l Y�Z\[  k Y t Z¯]`_ �Ç]`_\_ l Y c X1iwabY�[n]`[�[�p1Y�[ �biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c �Ç]`_\_dY�[ l Y�[� i l�� _\[ !�8 Z c &BY c1l Y�[ l ZdYhX1Y5Z\x �jiw_\abY�[ l Y�[�[n�`fjY c ��Y�p c ]we1f}p1Y�[ � [ l t Y�Z\abY�[�v l ]wXDX l Y c Y�[ % Y c p@Z t YhX�X@p1Y�p1Xl ZdY·��Y���Y�o}p@a c@��k�k Y�[^Z\f c Y c y{_ � e1obY·X@Z\[ l�! �5] t � XDY�Z

F
Y�Z\[ �j� c@k Y cVl Y czm fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o p > 0 !

	Ü��
��ÚÞ ± Þ�� � ³�:\³�:�9': Õ ZÀÖ�WOX&XDY�ZdY�[
λ ` n ∈ N∗ x~Z\p λ := (λ1, . . . , λs) � [ l λs 6= 0 ! �5]`[�[�XDY�p t Y�[*&&Z c

h(λ) := s � [ l χ(λ) := λ1 − λs + s !
Õ Z\ZÀÖ�WOZ\[�Z c@c Y l�� t Z'��_dY c FSn � � i l�� _ Dλ fjY�Z\×p ¬ � "Y" ¦ ,1§ �� «^*�� ¥ ¢��b '"Y" ¥]��� v��Ç]`_\_dX ResSn

Sµ
(Dλ)

� 4 c - Y l Y��i � [�a � ��[�p1Y c a c@��k�k Y Sµ
�biw[

Sn
fn]`_'� Y�Z\[��Ç]we1fgZdX@p !°98�±(²�³�:\³�:x; =@?Ð³�³�C+HND5F?;w:j;G::9#H 	 : 9':��'IJ: � ¿G¿(¸�¶�¸�» n ∈ N∗ ¾}»�º Dλ ¸�¶�»�¶ Â¨Â ¸@ºw¾bÉ�¶Ç¹�¼d¸ Â FSn

Ã dÎÁ ºw¾q¼BU
V M »j»�¿¨¶�»�º u Á ¼ K ¸�»�º�¸  ¾}¿D¿ MJK ¸�» ÄbÆ ¾}¶ P M ¼d¸�» OYX
Z ¶ [ Dλ ¶¯¿ O�P Á ¼�¼ ¿ OÇÄ »�ºw¶ K É	¸ Â u M ¼À¼d¸�»�ºkU
Z ¶�¶ [ _on Â M ¼�¼\¸ i < n ¶¯¿ O ResSn

Si
(Dλ)

ÌSM ¼d¹1¸�¶�» u Mb½�Ì U
Z ¶�¶�¶ [ � ¿·¶¯¿ O χ(λ) ≤ p U
	Ü��
��ÚÞ ± Þ�� � ³�:\³�: 
�: � 4 c - Y l YhX n ∈ N∗ X1Y�Z

Φn := {Dn
1 , . . . , D

n
z(n)}

Y�Z\[jY � Y�[�abY#Z c@c Y l�� t Z'��_dY c FSn �� i l�� _\[�v�&{Y�_de1fjY l ZdYz��iw_\abY�[ l Y�[�y{Y l Z\[�a � [�abY�[�Y c � 4 _\_dY�[ !Õ 3 Ö  Z\[ l n ≥ 2 � [ l j ∈ {1, . . . , z(n)}
v�X1i*ZdX@p

ResSn

Sn−1
(Dn

j ) ∼= a1D
n−1
1 ⊕ · · · ⊕ az(n−1)D

n−1
z(n−1)

� 4 cabY"&&ZdXDX1Y
a1, . . . , az(n−1) ∈ N !

Õ ( Ö  Z\[ l n ≥ 2 � [ l i ∈ {1, . . . , z(n−1)}
v�X1i&Y 0 ZdX@p@ZdY c p�Y�Z\[ j ∈ {1, . . . , z(n)}

x~Z\p
Dn−1
i |ResSn

Sn−1
(Dn

j ) !
8 Z c X1Y�p t Y�[ Φ :=

⋃
n∈N∗ Φn � [ l [jY�[�[jY�[

Φ
Y�Z\[��  '"�� ¥ « � �b  % � ¥}¦ « ��� ª��p,@«¬ ¥�¦ £� ¦ , ¥  Õ f�Z  Ö !

0�� ; ���! ������ ³�: ³�:\³�: $ ]we1f  ]`p t � ! � ! ( X@Z\[ l ]`_dX1iV]`_\_dY � i l�� _\[*Y�Z\[jYhXÚX1iw_de1fjY�[Gfn]`_'� Y�Z\[��Ç]we1fjY�[¡Z\[ l�� oqp@Z\�bY�[ |�X@p1Y�x#XS�biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c �Ç]`_\_dY�[ l�! 8 Z c � Y�p c ]weDf�p1Y�[�[ � [�Y�Z\[jY&X k Y t ZdY�_\_dY � _¯]wX1X1Y�fn]`_'��Y�Z\[���]weDfjY c Z\[ l�� oqp@Z\�bY c |�X@p1Y�x#Y ! �5] t � X1Y�ZdY�[
n ∈ N∗ XDi,&&ZdY

s ∈ {1, 2, . . . , p− 1}

ξsn := {Dµ|µ ∈ Pn,p, h(µ) = s, χ(µ) ≤ p}

ωsn := {Dµ|µ ∈ Pn,p, h(µ) < s, µ1 ≤ p− s}.
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ξsn = ∅ ⇔ n < s,

ωsn = ∅ ⇔ n > (p− s)(s− 1).

 e1f�_\ZdY�×_\ZdeDfgX1Y�p t Y�[ &&Z c Φn(s) := ξsn ∪ω
s
n � [ l Φ(s) :=

⋃
n∈N∗ Φn(s) ! � Z\p l ZdYhX1Y�[Üy{Y t Y�ZdeDf�[ � [�abY�[^aZ\_\p

l ]`[�[ '
°98�±(²·³�:\³�:¯µW=@? ³n³#C+HpD7F�; :p;G:�� = Þ I IJ: _on Â Êh¸1º�¸¨¿ s ∈ {1, . . . , p−1} ¶À¿ O Φ(s) ¸�¶�» ÌSM ¼d¹1¸�¶�» u@M�½�Ì ¸¨¿�¶À» ºw¾ g O ¶ P ¸�¿O � ¿ O ¸@R U
0�� ; ���! ��������p0¡�qÞ�ßJ1ÚÞ��q� ³�: ³�:d´9: Õ ]bÖ r X@p s ∈ {1, . . . , p − 1}

v XDi ��Y�Z\[�fn]`_\p1Y�p l ]wX�f�Z  Φ(s)
]`_dX1i9Z\[jX ���YhX1iw[ l Y c Y~]`_\_dYG�biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c ��]`_\_dY�[ l Y�[ � i l�� _\[ÎX@|qx~x#Y�p c ZdX1e1fjY c 2 c@��k�k Y�[�Z\[ m fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o

p
v/&{Y�_de1fjY t �^� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[�x~Z\p8abY�[n] � s $ Y�Z\_dY�[gabY�f � c Y�[ !

Õ ��Ö � 4 c Y�Z\[jY p �Çc Y�a � _¯� c Y � ] c p@Z\p@Zdiw[ λ := (n − m,m)
�biw[

n
ZdX@p l Y c Z c@c Y l�� t Z'��_dY � i l�� _ Dλ [n]weDf

 ]`p t � ! � ! ( abY�[n] �gl ]`[�[��biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c �Ç]`_\_dY�[ l v &{Y�[�[ n− 2m+ 2 = χ(λ) ≤ p
ZdX@p(v l�! f ! abY�[n] �

l ]`[�[�v &BY�[�[ n− 2m ≤ p− 2
ZdX1p !

r [ m fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o ( Y 0 ZdX1p@ZdY c Y�[ l ]`fjY c obY�Z\[jY*�biw_\_dX1pD�`[ l Z\a t Y c �Ç]`_\_dY�[ l Y�[ � i l�� _\[ t �Î� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[x~Z\pVabY�[n] � t &BY�Z $ Y�Z\_dY�[ !
r [ m fn] c ]`o}p1Y c ZdX1p@Z\o p > 2

Y 0 ZdX@p@ZdY c Y�[�� 4 c - Y l YhX n > p−2
abY�[n] � (p−1)/2

�biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c �Ç]`_\_dY�[ l Y� i l�� _\[ t �#� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[�x~Z\pOabY�[n] � t &{Y�Z $ Y�Z\_dY�[ ! �zZdY&Y�[�p1X k�c YheDfjY�[ l Y�[ � ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[�fn]#��Y�[ l ]#��Y�Zl ZdY��ji c x (r+ i, r− i)
x~Z\p

i = 0, . . . , (p− 1)/2− 1
v}�Ç]`_\_dX

n = 2r
ZdX@p � [ l (r+1 + i, r− i)

x~Z\p
i = 0, . . . , (p− 1)/2 − 1

v���]`_\_dX
n = 2r + 1

ZdX@p !
r [jX.��YhX1iw[ l Y c Y^ZdX1p#Z\x �n]`_\_

p = 3
v
n ≥ 2 l Y c ]`_\p1Y c [�ZdY c Y�[ l Y � i l�� _ l Y c Y�Z\[ t Z\abYg�biw_\_dX@pD�`[ l Z\a

t Y c �Ç]`_\_dY�[ l Y FSn � � i l�� _ t � Y�Z\[jY c�� ] c p@Z\p@Zdiw[�x~Z\p t &BY�Z $ Y�Z\_dY�[ !r x �n]`_\_
p = 5

v
n ≥ 4

Y 0 ZdX@p@ZdY c Y�[�abY�[n] � t &BY�ZS�biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c ��]`_\_dY�[ l Y FSn � � i l�� _\[ Dλn � [ l
Dµn t �^� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[�x~Z\p8abY�[n] � t &BY�Z $ Y�Z\_dY�[ ! 2 Y�[n] � Y c ZdX@p λn = (r, r) � [ l µn = (r + 1, r − 1)� 4 c n = 2r

��Y t ZdY�f � [�abX.&{Y�ZdX1Y λn = (r + 2, r − 1) � [ l µn = (r + 1, r)
� 4 c n = 2r + 1 ! � � ×bY c,�

l Y�x�ZdX1p
dim(Dλn) = fn−1 � [ l dim(Dµn) = fn

v &Bi-��Y�Z &&Z c x~Z\p fn−1
� Y t ZdY�f � [�abX.&BY�ZdXDY fn l ZdY

(n− 1) � p1Y ��Y t ZdY�f � [�abX &BY�ZdX1Y n � p1Y ��Z'��iw[n]wehe�Z � / ]`f�_ ��Y t Y�Zde1f�[jY�[ !
8 Z c &BY c1l Y�[g[ � [ l ZdY % Y c p@Z t YhX l Y c �biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c �Ç]`_\_dY�[ l Y�[ � i l�� _\[*��YhX@p@Z\x~x#Y�[ !
	O� ;P;	8^³�:\³�:�� : � ¿8¿(¸�¶Ç¸�» n ∈ N∗ ¾}» º Dλ ¸�¶�» P Á ¼�¼ ¿ OÇÄ »�ºw¶ K É	¸ Â u M ¼�¼\¸�» º�¸ Â FSn

Ã d�Á ºw¾q¼BU'V M »j»�¿¨¶�»�º�ºw¶Ç¸2 ¸ Â O ¶\É�¸¨¿ P Á » Dλ K ¸�» M ¾�ºw¶Ç¸ VG¸ u ¸ g OxK Â ¾ ÍbÍ ¸�»�¿h¸�¶�» ¸¨¿ e8¼ Á ½&g ¿ U
ez¸�ËB¸�¶À¿ U 8 Z c t Y�Z\abY�[�v l ]wX1XÚ� 4 c - Y l YhX s ∈ {1, . . . , p−1} l ZdY % Y c p@Z t YhX l Y c � i l�� _\[~] � X Φn(s)

abY�[n] �#l ZdY��Y���Y�oqp@a c@��k�k Y�[ l Y c Y�[�p1X k�c Yhe1fjY�[ l Y�[^y{_ � eDobY�X@Z\[ l�!}r x
�n]`_\_
n ≡ 0 (mod p)

_\ZdY�apB[n]weDf &)( ,+* $ f�x !���!)� v� !)��! s abY�[n] � Y�Z\[jY czl Y c � i l�� _\[Î] � X Φn(s)
Z\x " ] ��k p.��_diqe1oÜ�biw[

FSn ! �jY c [jY c ZdX@p l YhX1X1Y�[���Z\x#Y�[jX1Zdiw[
[n]we1f & � (+* v $ f�x !�s�! � ! 3 [�Zde1f}p l���c e1f p p1Y�Z\_'�n] c(! �niw_\a_\Zde1f�X@Z\[ lÎl ZdY % Y c p@Z t YhX l ZdYhX1YhX � i l�� _dXzabY c ] l Y l ZdY
p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[g�biw[

Sn
vj]`_dX1i l ZdY5��Y���Y�o}p@a c@��k�k Y�[ l YhX " ] ��k p.��_di}eDoqXV�biw[ FSn !WOX¡X1Y�Z�[ � [ D ∈ Φn(s)
Y�Z\[jY c�l Y c 4 � c Z\abY�[ � i l�� _\[ ! �5]`[�[�_\ZdY�ap

D
[n]we1f & � (!* v s�! ( Z\[�Y�Z\[jY�x y{_di}eDo

�biwx 2 Y"&&Zde1f}p
w < n/p ! �5] D �biw_\_dX@pD�`[ l Z\a t Y c ��]`_\_dY�[ l ZdX@p(v�ZdX@p

ResSn

Spw
(D)

fn]`_'� Y�Z\[��Ç]we1f�v � [ lHl ZdYZ c@c Y l�� t Z'��_dY�[  � x~x�]`[ l Y�[�X@pD]`x~x#Y�[Ý]`_\_dY�] � X Φpw(s) ! � � ×bY c1l Y�x ZdX@p
D c Y�_¯]`p@Z\� Spw �Çk�c i - Y�oqp@Z\� vÚX1il ]wX1X � [�p1Y c&l ZdYhX1Y�[  � x~x�]`[ l Y�[^Y�Z\[jY c XDY�Z\[9x � X1X(v l YhX1X1Y�[ % Y c p@Z t YhXBZ\[ Sn t ��l Y�[jY�[��biw[ D obiw[ - � aZdY c pX@Z\[ l�! �5]~]#��Y c D [�Zde1f}p c Y�_¯]`p@Z\� Spw−1 �Çk�c i - Y�oqp@Z\� � [ lgl Y c Y�Z\[ t Z\abY � i l�� _�] � X Φpw(s)

v/&BY�_deDfjY c [�ZdeDf�p
Spw−1 �Çk�c i - Y�oqp@Z\�GZdX1p(v l Y c - Y�[�Z\abYV] � X l Y�x " ] ��k p.��_diqe1o��biw[ FSpw

ZdX1p(vX@Z\[ l~l ZdY % Y c p@Z t YhXO�biw[ D ]`_dXDi�Z\[
Sn t �Ül Y�[ p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[Ü�biw[

Spw
obiw[ - � aZdY c p � [ lÜl ]`x~Z\p{a_dY�ZdeDf l Y�[Ü��Y���Y�oqp@a c@��k�k Y�[ l YhX&y{_diqe1o�X�biw[

D !�n]`_\_dX
n 6≡ 0 (mod p)

ZdX@p � [ l D ∈ Φn(s)
Z\[~Y�Z\[jY�x y{_diqe1o·�biwx 2 Y"&&ZdeDf�p

w
_\ZdY�ap(vwX1i�ZdX@p

D c Y�_¯]`p@Z\� Spw �
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k�c i - Y�o}p@Z\��v�]#� Y c [�Zde1f}p c Y�_¯]`p@Z\� Spw−1 �Çk�c i - Y�oqp@Z\��v � [ l YhX�Y 0 ZdX@p@ZdY c p8] � e1fÜf�ZdY c Y�Z\[�Z c@c Y l�� t Z'��_dY cVl Z c Y�oqp1Y c � x~x�]`[ l �biw[
ResSn

Spw
(D)

v l YhXDX1Y�[ % Y c p@Z t YhXzZ\[ Sn t ��l Y�[jY�[Î�biw[
D

obiw[ - � aZdY c p5X@Z\[ l�! �5]�]#� Y czl Y cY�Z\[ t Z\abY � i l�� _B] � X Φpw(s)
v l Y c [�Zde1f�p c Y�_¯]`p@Z\� Spw−1 �Çk�c i - Y�oqp@Z\�ÎZdX@p(v l Y c ] � X l Y�x " ] ��k p.��_di}eDo��biw[

FSpw
ZdX@p(v���iw_\apz] � eDfgZ\[ l ZdYhX1Y�x �n]`_\_Çv l ]wX1X l ZdY % Y c p@Z t YhXV�biw[ D Z\[

Sn t ��l Y�[ p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[��biw[
Spw

obiw[ - � aZdY c p � [ lgl ]`x~Z\p8a_dY�Zde1f l Y�[^�zY���Y�oqp@a c@��k�k Y�[ l YhXVyB_diqe1o�X&�biw[ D X@Z\[ l�!
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�

� ��������������� ���������! "� # $�%&���(' $*)&%&���

r [,+.-0/21���YhX@p@Z\x~x*p{u !43zc ]#��x#Y�ZdY cBl ZdY % Y c p@Z t YhX � [ l � � Y�_\_dY�[9�biw[ ��i � [�a �65 i l�� _\[�X@|qx~x#Y�p c ZdX1e1fjY c73zc@��k��
k Y�[ !�r [ � [�abY c ] l Y c~m fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o�o]`[�[�x�]`[ l ZdYhX1Y ��i � [�a �65 i l�� _\[Ù]`_dX  k Y t Z¯]`_ �Ç]`_\_BY�Z\[jY c a c98 ×bY c Y�[:�_¯]wX1X1Y � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c FSn �65 i l�� _\[ ]`[jX1Y�fjY�[�v &&ZdY  ! ��iw[�oqZ\[=Z\[�+<;=/21 t Y�Z\ap ! 8 Z c &BY c1l Y�[ � [jXÜZ\x�jiw_\abY�[ l Y�[ØY�Z\[�Z\abY�W�Z\abY�[jXDe1fn]���p1Y�[ l ZdYhX1Y c*� [ t Y c _dY�a%�n] c Y�[��bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y�[ ��i � [�a �65 i l�� _\[�abY�[n] � Y c]`[jX1Y�fjY�[ � [ l Z\[jX.� YhXDiw[ l Y c Y5Z\f c Y % Y c p@Z t YhX � [ l � � Y�_\_dY�[5� YhX1p@Z\x~x#Y�[ !
>�)@? -/0�A�EG.,L .168E¡0�E
BÜ� ±=C�± ÞÀ� ���q�Oà r [ l ZdYhX1Y�xD:·] k Z\p1Y�_�X1Y�ZdY�[
• F

Y�Z\[E: 8wc@k Y c x~Z\pVe1fn] c (F ) = p > 2
v

• P l ZdY 5 Y�[�abY·]`_\_dY cV� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[�[n]`pGF c _\Zde1fjY cIH ]`f�_dY�[�v
• C(k, n) l ZdY 5 Y�[�abY*]`_\_dY c :�iwx k iX@Z\p@Zdiw[jY�[��biw[

n ∈ N
v���Y�Z l Y�[jY�[gabY�[n] ��l ZdY*Y c X@p1Y�[ k J Y�Z\_dY*�biw[� �bY c X1e1f�ZdY l Y�[�X@Z\[ l v

• P(k, n) l ZdY 5 Y�[�abY#]`_\_dY c5� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[��biw[
n ∈ N

v���Y�Z l Y�[jY�[�abY�[n] �Îl ZdY~Y c X1p1Y�[ k J Y�Z\_dY��biw[ �
�bY c XDe1f�ZdY l Y�[�X1Z\[ l v

• P(k|l, n) l ZdY 5 Y�[�abY�]`_\_dY c W�_dY�x#Y�[�p1Y·] � X Cn l Y c �ji c x (λ|pµ)
x~Z\p

λ ∈ P(k, s), µ ∈ P(l, t)
�KF cabY"&&ZdXDX1Y

s, t ∈ N
x~Z\p

n = s+ pt !
	Ü��
��ÚÞ ± Þ�� � µML:9NL�9NL Õ ZÀÖ�WOX*X1Y�ZdY�[

a, b, n ∈ N∗, α := (α1, . . . , αk)
Y�Z\[jY � ] c p@Z\p@Zdiw[��biw[

a � [ l β :=
(β1, . . . , βl)

Y�Z\[jY � ] c p@Z\p@Zdiw[Ý�biw[
b
x~Z\p

a + b = n !�8 Z cGl Y�Ûj[�ZdY c Y�[ l Y�[ ¬ ¥ ¢( NO6OQP ¥SR�¥ «UT ¥ ¢0V ¥ T
� ¥ ¢ R ªWV1 NV@«UXNT ¦2R X � ªWO

M(α|β) := IndSn

Sα×Sβ
(F �

X@a[
).

Õ Z\ZÀÖ�WOZ\[
FSn �65 i l�� _{fjY�Z\×p ¬ ¥ ¢( NO6OQP ¥SR�¥ «UT ¥ ¢0V ¥ ¢ZY�XnªWTWPn�G[�X � ªWO v &BY�[�[�Y c ZdX1iwx#i c@k f t � Y�Z\[jY�x

l Z c Y�oqp1Y�[  � x~x�]`[ l Y�[ÎY�Z\[jY cVl Z c Y�oqp1Y�[  � x~x#Y5�bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y c�� Y c x � pD]`p@Zdiw[jX@x#i l�� _\[ÎZdX@p !5 Z\p l ZdYhX1Y�[gy�Y t Y�Zde1f�[ � [�abY�[�aZ\_\p
°\C�±(² µML^]NL`_badce]�´gfihj]kL^]kL\³Wl=Lnm ¶�¸  »qÉ=o Ì ¼zº�¸ ÂEp ¿ Á0q~ÁÂÇÍ Ì ¶�¸@r�¼Qo`¿¨¿h¸�» ¾}»qÉ�¸ Â ¼\¸ts}¹Go Â ¸ Âvu ¸ Â ow¼�¼ws�¸ q ¸�¶�» ¸ Âdx ¸ Ây Á ¾q»Ss Ã6z Á ºw¾q¼Ï»|{@} Â FSn ¶À¿ x s�¸ Â obº�¸ |{(λ, µ) ∈ P×P||λ|+p|µ| = n}| ~k��¸ Â »�¸ Â ¶À¿ x Êh¸@º}¸ Â ¾q»qÉ�¸ Â ¼d¸ts�¹9o Â ¸u ¸ Â ow¼�¼ s}¸ q ¸�¶À»�¸ Â�x ¸ y Á ¾}»�s Ã�z Á ºw¾}¼�o�¹¨¿ Á ¼Ï¾ x ¾}»�É	¸ Â ¼\¸�s�¹Go Â ~���S�v�����W����� µ\L^]kL�
\L r [�+<;=/21v�-��.��� � t Y�Z\ap  ���ziw[�oqZ\[�v l ]wX1X·abY�[n] � Y�Z\[jY � ] c ]`x#Y�p c ZdX1ZdY c@� [�a (λ, µ) 7→
Y (λ|pµ) l Y c*r X1iwx#i c@k f�ZdY�oq_¯]wX1X1Y�[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c �bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y c ��i � [�a �65 i l�� _\[��KF c FSn l���c eDf
� ] c p@Z\p@Zdiw[jX k ]] c Y (λ, µ) ∈ P × P

x~Z\p
|λ| + p|µ| = n

x~Z\p���iw_\abY�[ l Y c W�Z\abY�[jX1eDfn]���p·Y���ZdX@p@ZdY c p=� ��F c ]`_\_dY
(λ, µ) ∈ P × P

x~Z\p
|λ|+ p|µ| = n

ZdX@p
M(λ|pµ) = Y (λ|pµ)⊕N(λ|pµ),

&Bi-��Y�Z��@Y l Y cO� [ t Y c _dY�a%�n] c Y l Z c Y�o}p1Y  � x~x�]`[ l �biw[ N(λ|pµ) t � Y�Z\[jY�x 5 i l�� _ Y (ϕ|pψ)
�^F c�k ]wX1X1Y�[ l YhX

(ϕ,ψ) ∈ P × P
x~Z\p
|ϕ|+ p|ψ| = n � [ l (ϕ|pψ) B (λ|pµ)

ZdX1iwx#i c@k f�ZdX@p=�

ss
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	 ���v� C�µML^]kL\³WL%$ »qÉ	¸ Â ¼d¸ts�¹Go Â ¸ u ¸ Â ow¼À¼ws�¸ q ¸�¶�» ¸ Âdx ¸ y Á ¾q»Ss Ã6z Á ºw¾q¼Ð»Î¿¨¶�»�º�¿(¸�¼\¹�¿ x ºw¾gow¼`~& ¸�ËB¸�¶À¿ ~(' Z c ��Y�p c ]we1f�p1Y�[ l Y�[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y�[��bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y�[ ��i � [�a �65 i l�� _ Y := Y (λ|pµ)
�^F c

FSn � [ l [jY�f�x#Y�[H]`[�v l ]wX1X l ZdYhX1Y c [�ZdeDf�p#X1Y�_'�jX1p l�� ]`_&ZdX@p=��)z]weDf�:�iw[jX@p c@� oqp@Zdiw[�ZdX@p
M := M(λ|pµ)X1Y�_'�jX@p l�� ]`_Çv l � fW�qx~Z\p Y ZdX@p8] � eDf l Y c8l ] t ��l�� ]`_dY 5 i l�� _ Y ∗ t � Y�Z\[jY�x l Z c Y�o}p1Y�[  � x~x�]`[ l Y�[^�biw[

MZdX1iwx#i c@k fW�6�jiw_\a_\Zde1fÎZdX@p
Y ∗ = Y (ϕ|pψ)

�KF c�k ]wX1X1Y�[ l YhX (ϕ|pψ) B (λ|pµ)
���5]`[�[�X@Z\[ l ]#� Y c Y � [ l Y ∗] � e1fÜZdXDiwx#i c@k f t �Ül Z c Y�oqp1Y�[  � x~x�]`[ l Y�[Ü�biw[

M(ϕ|pψ)
v�&Bi c ] � X l Y c*' Z l Y c X k�c@� eDf (λ|pµ) B (ϕ|pψ)��iw_\ap=�j�5]`x~Z\p8ZdX@p l ZdY5y�Y�fn] ��k p � [�a ��Y"&&ZdYhX1Y�[W�

���S�v�����W����� µML^]NLdµ\L ��F c8� ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[ k ]] c Y l Y c �ji c x (λ|∅)
Y c fn]`_\p1Y�[ &&Z c abY c ] l Y l ZdY�abY"& 8 f�[�_\ZdeDfjY�[��i � [�a �65 i l�� _\[W�

>,+.- /Ø6 > E�� ��Ù0���L�. �Ú0�: > E¡F0/Ý6 > E�� �21 > 0�CDC10�E

' Z c &&ZdY l Y c fjiw_dY�[ t � [n�we1fjX1p�Y�Z\[�Z\abY·��Y�Ûj[�Z\p@Zdiw[jY�[ � [ l � � X1X¨]`abY�[g] � X|+<;=/21 � [ l +.-0/�16�
	 ��
��ÚÞ ± Þ43 � µML _\LK]NL W�X�X1Y�ZdY�[

G
Y�Z\[jY 3zc@��k�k Y � [ l q Y�Z\[jY �Oc Z\x t ]`f�_��`WOZ\[jY 5 Y�[�abY

Y
�biw[��V[}p1Y c a c@��k�k Y�[�biw[

G
fjY�Z\×p [  �5 � ¥ � � £ � ¦ V ¥SR �biw[

G
v��Ç]`_\_dX���iw_\abY�[ l Y*y{Y l Z\[�a � [�abY�[�Y c �KF�_\_\p�X@Z\[ l �Õ ;	Ö

Y
ZdX@pV]#��abYhX1eDf�_diX1X1Y�[���Y t F�a_\Zde1f�� ��c e1fjX1eDf�[�Z\p@p1X.��Z\_ l�� [�ajv

Õ -bÖ
Y
ZdX@pV]#��abYhX1eDf�_diX1X1Y�[���Y t F�a_\Zde1f�:Viw[ � � a�]`p@Zdiw[gx~Z\pVWO_dY�x#Y�[�p1Y�[�] � X G v

Õ �bÖ
{1G} ∈ Y

v
Õ46 Ö
Y
Y�[�p@fn�`_\pzY�Z\[jY

p �  |q_di,&&a c@��k�k Y·�biw[ G ����S�v�����W����� µ\L`_\L _ML Õ ]bÖ  Z\[ l Y Y�Z\[ 5 ]we1obY�| �  |�X@p1Y�x�Y�Z\[jY c 3zc@��k�k Y G � [ l H Y�Z\[jY5�V[}p1Y c a c@��k�k Y�biw[
G
vjX1i�ZdX@p

Y ↓ H := {H ∩A|A ∈ Y}
Y�Z\[ 5 ]weDobY�| �  |�X@p1Y�x��biw[

H
�

Õ ��Ö�W�X�abY�_\p1Y�[ l ZdY87Oi c ] � XDX1Y�p t � [�abY�[T] � X9��Y�Ûj[�Z\p@Zdiw[ s �.-��<;0� ' Y�Z\p1Y c X1Y�ZdY�[ Y Y�Z\[ 5 ]we1obY�| �  |qX@p1Y�x�biw[
G
v
K

Y�Z\[ : 8wc@k Y c5l Y c5m fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\o q > 0 � [ l M Y�Z\[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c KG �65 i l�� _���W�Z\[WO_dY�x#Y�[�p
A ∈ Y

fjY�Z\×p¡abY�[n] �Ýl ]`[�[ Y �:9 ¥ ¢0V ¥�; �biw[
M
v &BY�[�[

M c Y�_¯]`p@Z\� A �Çk�c i��@Y�o}p@Z\��vÚ]#��Y c[�ZdeDf�p c Y�_¯]`p@Z\� B �Çk�c i��@Y�o}p@Z\�9�KF c ]`_\_dY*Yhe1f�p1Y�[��V[}p1Y c a c@��k�k Y�[ B �biw[
A
x~Z\p

B ∈ Y
ZdX@p=�

Õ e	Ö��zZdY
Y � 7OY c p@Z t YhX�Y�Z\[jYhX � [ t Y c _dY�a%�n] c Y�[ KG �65 i l�� _dX M ��Z\_ l Y�[ Y�Z\[jY":Viw[ � � a�]`p@Zdiw[jX@oq_¯]wX1X1Y��biw[

��[�p1Y c a c@��k�k Y�[g�biw[
G
�

Õ l Ö�W�X�XDY�Z M Y�Z\[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c KG �65 i l�� _zx~Z\p Y � 7OY c p1Y�� A
�{W�Z\[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c KA �65 i l�� _

N
x~Z\p

M | IndGA(N)
fjY�Z\×p

Y �=<·ª ¥ OUO ¥ �biw[
M
�  Z\[ l N1 � [ l N2 t &BY�Z Y � � � Y�_\_dY�[��biw[

M
v�X1i

Y���ZdX@p@ZdY c pVY�Z\[�W�_dY�x#Y�[�p
g ∈ NG(A)

x~Z\p
N1
∼= gN2

�
Õ Y	Ö?>�]`pVY�Z\[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c KG �65 i l�� _ M Y�Z\[jY·Y�Z\[ l Z\x#Y�[jX1Zdiw[n]`_dY Y � � � Y�_\_dYvjX1i~XD]`apVx�]`[�vjY c fn]#� YOÀ«6T ¥  n¢ ¥ Y �@<·ª ¥ O6O ¥ �

' Z c ��Y�p c ]we1f}p1Y�[Ù]#� �@Y�p t p l Y�[ �n]`_\_ G = Sn
�^F c Y�Z\[ n ∈ N∗ � �5]`[�[+��Z\_ l Y�p l ZdY 5 Y�[�abY~]`_\_dY c ��i � [�a ���[�p1Y c a c@��k�k Y�[g�biw[

G
Y�Z\[ 5 ]we1obY�| �  |qX1p1Y�x �biw[

G
� r [ l Y�x �n]`_\_!��Y t Y�Zde1f�[jY�[5&&Z cVl ZdY Y � 7OY c p@Z t YhX Õ � Y �

t ZdY�f � [�abX &BY�ZdX1Y Y � � � Y�_\_dY�[�Ö�] � e1f�]`_dX Y�Xnª�T\Pn�:9 ¥ ¢0V@« � ¥}¦ Õ � Y t ZdY�f � [�abX.&BY�ZdX1Y Y�X�ªWTWPn�=<·ª ¥ OUO ¥ T Ö�v � [ lYhX&aZ\_\p&��iw_\abY�[ l Y c  ]`p t �°\C�±(²�µML _ML�
�adcK]�´ f ]kL^]khOµML^]NL 
\l=L A ¶CB p ¿ x A ¸�¶�» y Á ¾}»Ss Ã#2 ¸ Âdx ¸@ÒÝ¸�¶�» ¸¨¿9¾q»qÉ�¸ Â ¼d¸ts�¹9o Â ¸�» FSn
Ã�z Á º¾}¼Ï¿DÑ¿ Á sw¶À¼ x |A : B| ≡ 0 (mod p) {@} Â ow¼�¼\¸¡¸ ½�Ì x ¸�» y Á ¾q»Ss ÃD$ » x ¸ Â s Â ¾ ÍbÍ ¸�» B u�Á » A ~A ¶�¶EB m ¶Ç¸�¾q»qÉ	¸ Â ¼d¸ts�¹Go Â ¸�» u ¸ Â ow¼À¼ws�¸ q ¸�¶�» ¸ Âdx ¸�» y Á ¾q»Ss Ã6z Á ºw¾q¼Ð» ¿�¶À» ºvs�¸�» ow¾ ºw¶Ç¸�¾q»qÉ�¸ Â ¼d¸ts�¹9o Â ¸�» FSn

Ãz Á ºw¾q¼Ï» q ¶ x ¼Ï¶�» ¸Go Â ¸ Â y Á ¾}»�s ÃGF ¾j¸�¼À¼d¸=~A ¶�¶�¶EB � ¿z¿(¸�¶Ç¸�» Y (λ|pµ) ¸�¶À»�¾q»qÉ	¸ Â ¼d¸ts�¹Go Â ¸ Â u ¸ Â ow¼�¼ s�¸ q ¸�¶À» ¸ Â�x ¸ Â y Á ¾q»Ss Ã6z Á ºw¾q¼�¿ Á Ë�¶�¸ ∑r1
i=0 λ(i)pi ¾}» º∑r2

i=0 µ(i)pi ºw¶Ç¸ p Ã o�ºw¶¯¿ ½�Ì ¸�» � » x Ë�¶ ½ r	¼Ï¾q»Ss�¸�» u�Á » λ ¾q»�º µ ¿ Á Ë�¶Ç¸ r := max{r1, r2} ~ m ow»j» Ì o x
Y (λ|pµ) ¸�¶À»�¸�» y Á ¾}»Ss Ã#2 ¸ Âdx ¸@Ò H = Sρ q ¶ x

ρ :=
(
(pr+1)|µ(r)|, (pr)|λ(r)|+|µ(r−1)|, . . . , (p2)|λ(2)|+|µ(1)|, p|λ(1)|+|µ(0)|, 1|λ(0)|

)
.
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' Y�Z\p1Y c f�Z\[ ��Y�p c ]we1f}p1Y�[ &&Z c G := Sn
�^F c Y�Z\[ n ∈ N∗ � ' Z c o 8 [�[jY�[g[ � [gx~Z\p >VZ\_ ��Y��biw[  ]`p t s �.-��.� l ZdYabY"& 8 f�[�_\ZdeDfjY�[ 7OY c p@Z t YhX � [ l � � Y�_\_dY�[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c �bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y c ��i � [�a �65 i l�� _\[ ��YhX@p@Z\x~x#Y�[W�

°\C�±(²�µML�
\L^]NL A ¶CB $ »�É	¸ Â ¼\¸�s�¹Go Â ¸ u ¸ Â ow¼À¼ws�¸ q ¸�¶�» ¸ Âdx ¸ y Á ¾}»�s Ã�z Á ºw¾}¼Ð» {�} Â FG Ì o�¹D¸�»~¿ x ¸ x ¿ x�Â ¶ u ¶tow¼d¸ F ¾�¸�¼ Ã¼d¸=~
A ¶�¶EB � ¶À»�¾}»qÉ�¸ Â ¼\¸ts}¹Go Â ¸ Â u ¸ Â ow¼À¼ws�¸ q ¸�¶�» ¸ Âdx ¸ Â y Á ¾}»�s Ã�z Á ºw¾}¼�{@} Â FG q ¶ x y Á ¾q»Ss Ã-2 ¸ Âdx ¸@Ò H Ì o x ¸�¶�» ¸

p
Ã � � ¼ Á Ë�s Â ¾ ÍbÍ ¸ u`Á » H ow¼ ¿ 2 ¸ Âdx ¸@Ò�~& ¸�ËB¸�¶À¿ ~ Õ ZÀÖ�WOX9X1Y�Z

Y
Y�Z\[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c �bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y c ��i � [�a �65 i l�� _8�^F c FG x~Z\p ��i � [�a �7OY c p1Y�� H � [ l _\Z\[jY(] c Y c ��i � [�a � � � Y�_\_dY L ���nY c [jY c XDY�ZdY�[ V Y�Z\[ 7OY c p1Y�� � [ l S Y�Z\[jY � � Y�_\_dYG�biw[

Y
�j�5]`[�[ÜaZ\_\p

Y | IndGH(L) � [ l
S|ResGV (Y )|ResGV (IndGH(L)) ∼=

⊕

V gH∈V \G/H

IndVV ∩gHg−1(ResgHg
−1

V ∩gHg−1(
gL)).

�niw_\a_\Zde1fÎZdX@p
S| IndVV ∩gHg−1(ResgHg

−1

V ∩gHg−1(
gL))

�KF c Y�Z\[ g ∈ G � � � ×bY c1l Y�x ZdX@p
ResgHg

−1

V ∩gHg−1(
gL)Y�Z\[~Y�Z\[ l Z\x#Y�[jX@Zdiw[n]`_dY c 5 i l�� _q�KF c�l ZdY p � 3zc@��k�k Y V ∩gHg−1 � [ l X1iwx~Z\pSp c Z\�qZ¯]`_��`�5] V Y�Z\[�7OY c p1Y���biw[

S
ZdX@p(vq��iw_\ap1&BY�Z\p1Y c V = V ∩ gHg−1 � ��_dX1i�ZdX@p S l Y c p c Z\�}Z¯]`_dY FV �65 i l�� _ FV �

Õ Z\ZÀÖ�W�X�X1Y�Z�&&ZdY l Y c Y Y�Z\[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c �bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y c ��i � [�a �65 i l�� _}�^F c FG x~Z\p ��i � [�a � 7OY c p1Y��
H
v ��i � [�a � � � Y�_\_dY L � [ l 7OY c p1Y�� V � ' Z c o 8 [�[jY�[�]`[�[jY�f�x#Y�[�v l ]wX1X V Z\[gY�Z\[jY c p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�biw[
H

Y�[�p@fn]`_\p1Y�[�ZdX@p=� ' Y�Z\p1Y c XDY�Z H ′ l ZdYI:�iwx~x � pD]`p1i c a c@��k�k YG�biw[ H ���5]`[�[^aZ\_\p
Y | IndGH(L), L|ResGH(IndGH(L)), FH′ = ResHH′(L).

' Z c t Y�Z\abY�[�v l ]wXDX L|ResGH(Y )
aZ\_\p=� H�� [n�we1fjX@p�ZdX@p

ResGH(Y )|ResGH(IndGH(L)) ∼=
⊕

HgH∈H\G/H

IndHH∩gHg−1(ResgHg
−1

H∩gHg−1(
gL)).

�nY c [jY c X1Y�Z ResGH(Y ) = X1 ⊕ · · · ⊕ Xr
x~Z\p � [ t Y c _dY�a%�n] c Y�[ FH �65 i l�� _\[ X1, . . . , Xr

�Ú�5]
Y

c Y�_¯]`p@Z\� H �Çk�c i��@Y�o}p@Z\�5ZdX@p(v�ZdX@p Y | IndGH(ResGH(Y )) � [ lGl ]`x~Z\p Y | IndGH(Xi)
�^F c Y�Z\[ i ∈ {1, . . . , r} �

' Z c ��Y t Y�Zde1f�[jY�[ÙY�Z\[jY�[���i � [�a � 7OY c p1Y����biw[
Xi

x~Z\p
Hi
���5]`[�[�ZdX@p

Xi| IndHHi
(ResHHi

(Xi))
v � [ l&{Y�abY�[

Y | IndGHi
(ResHHi

(Xi))
��iw_\ap

H ≤G Hi
v�]`_dX1i

H = Hi
�  iwx~Z\p�fn]`pÜ] � e1f Xi

��i � [�a �7OY c p1Y�� H ���jY c [jY c Y���ZdX@p@ZdY c p~Y�Z\[ g ∈ G
x~Z\p

Xi| IndHH∩gHg−1(ResgHg
−1

H∩gHg−1(
gL))

� �jiw_\a_\Zde1f�ZdX1p
H ≤G H ∩ gHg−1 ≤ H

v l � fW� H ≤ gHg−1 � [ l g ∈ NG(H)
� ��_dX1i�fn]#��Y�[ &&Z c Xi|

gL
v�&Bi c ] � X

L ∼= g−1
Xi � [ l X1e1f�_\ZdY�×_\ZdeDf

L ∼= g−1
Xi|ResGH(Y )

[n]we1f +.�0/�1v J f�xE�"7 r1r �����.����iw_\ap=���5]`fjY c ZdX1p
FH′ |ResGH′(Y )

�b�5] c ] � X���iw_\apO[ � [�v l ]wX1X Q ≤G V �^F c �@Y l Y�[ 7OY c p1Y�� Q �biw[
FH′

aZ\_\p=���5]
H

Y�Z\[jY
��i � [�a � ��[�p1Y c a c@��k�k Y��biw[ G = Sn

ZdX@p(v�ZdX@p¡]`[ l Y c Y c X1Y�Z\p1X |H : H ′| = 2m
�KF c Y�Z\[ m ∈ N � [ lXDiwx~Z\p

Q ∈ Sylp(H
′) ⊆ Sylp(H)

&{Y�abY�[
p > 2

����Y�x t � ��iw_\abY�Y�[�p@fn�`_\p V Y�Z\[jY
p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�biw[

H
v � [ l^l ZdY·y�Y�fn] ��k p � [�a l YhX  ]`p t YhX&��iw_\ap=�

� 3k�@3���� C � µML�
\L _ML WOX¡X1Y�ZdY�[
Y (λ|pµ)

Y�Z\[ � [ t Y c _dY�a%�n] c Y c �bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y c ��i � [�a �65 i l�� _��^F c FSnX1i7&&ZdY
λ =

∑r1
i=0 λ(i)pi � [ l µ =

∑r2
i=0 µ(i)pi l ZdY p � ] l ZdX1eDfjY�[ÙW�[}p &&ZdeDo}_ � [�abY�[Ý�biw[

λ � [ l µ X1i,&&ZdY
r := max{r1, r2}

�j�5]`[�[^X@Z\[ l^l ZdY p �  |}_di7&&a c@��k�k Y�[��biw[
Sρ ≤ Sn

x~Z\p

ρ :=
(
(pr+1)|µ(r)|, (pr)|λ(r)|+|µ(r−1)|, . . . , (p2)|λ(2)|+|µ(1)|, p|λ(1)|+|µ(0)|, 1|λ(0)|

)

7OY c p@Z t YhX8�biw[ Y (λ|pµ)
� � � ×bY c1l Y�x�fn]`p

Y (λ|pµ)
p c Z\�qZ¯]`_dY � � Y�_\_dY�[W�
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���S�v�����W����� µ\L 
WL�
\L ' Z c � Y�p c ]weDf�p1Y�[ λ, µ ∈ P v � [ l �^F c ]`_\_dY j ∈ N∗ XDY�p t Y�[*&&Z c
lj := λj − λj+1 =

∞∑

i=0

νijp
i, mj := (µj − µj+1)p = p

∞∑

i=0

ϑijp
i, ϑ−1

j := 0

x~Z\p
νij, ϑ

i
j ∈ {0, . . . , p− 1}

�KF c ]`_\_dY i ∈ N, j ∈ N∗ �
�5]`[�[�X@Z\[ lÎl ZdY p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[��biw[ ∏∞

i=0(Spi)ν
i
j+ϑ

i−1
j

Z\[
Sn

obiw[ � � aZdY c p t ��l Y�[ p �  |}_di7&&a c@��k�k Y�[�biw[
Slj × Smj

�B��Y�x t � ��iw_\abYÎX@Z\[ l ] � e1f l ZdY p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[��biw[
Sρ

Z\[
Sn

obiw[ � � aZdY c p t � l Y�[
p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[g�biw[

S :=

∞∏

j=1

(
S
j
lj
×Sj

mj

)
.

��_dX1i�X1Z\[ lGl ZdY p �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[~�biw[ S
7OY c p@Z t YhX l YhX � [ t Y c _dY�a%�n] c Y�[~�bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y�[ ��i � [�a �65 i l�� _dX

Y (λ|pµ)
�

>,+ � � �6��0�F > ��.1J¡C10 2z7�0�4�UVL�M 65F > C1E
WOX�X1Y�Z �,Y�p t p F ]`_\abY"� c ]`ZdX1e1fT]#��abYhX1eDf�_diX1X1Y�[W� ��F c Y�Z\[ n ∈ N∗ ��Y t Y�Zde1f�[jY�[ &&Z c x~Z\p Sλ &&ZdY,F���_\ZdeDf
l Y�[  k Yhe1f}p@x#i l�� _{�^F c FSn t ��c�� ] c p@Z\p@Zdiw[ λ �biw[

n
� r [ +.��;�1 t Y�Z\ap¡��� u ��>�Y�x~x#Y c v l ]wX1X*Z c@c Y l�� t Z'��_dY k Yhe1f�p@x#i l�� _\[gX@|qx~x#Y�p c ZdX1eDfjY c 3zc@��k�k Y�[�X1p1Y�p1X��bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y ��i � [�a �65 i l�� _\[^X@Z\[ l �  iwx~Z\p&fn]#��Y�[Z c@c Y l�� t Z'��_dY  k Yhe1f}p@x#i l�� _\[ X@p1Y�p1X�p c Z\�qZ¯]`_dY � � Y�_\_dY0� :5Y�[�[�p�x�]`[�] � ×bY c1l Y�x l Y�[ � ] c ]`x#Y�p1Y c�l YhX~Y�[}p �X k�c YheDfjY�[ l Y�[9�bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y�[���i � [�a �65 i l�� _dX(v�X1i5o]`[�[#x�]`[�] � eDf l ZdY 7OY c p@Z t YhX � YhX@p@Z\x~x#Y�[W�}�zZdYhX1Y c� ] c ]`x#Y�p1Y c ZdX@pV]`_\_dY c1l Z\[�abXV[ ��c Z\[  k Y t Z¯]`_ �Ç�`_\_dY�[���Y�ow]`[�[}p=�

°\C�±(²�µML\³WL^]�adc 
W]Sfih�� �=3�� L ]kL^]kh�� �@3�� LSµ\L _ l=L A ¶EB � ¿ s¶À¼ x s�¸�» ow¾Tº�ow»j» Sλ ∼= Y (λ|∅) Ñ#ËB¸�»j» Sλ

¶ Â�Â ¸@º¾Éh¶�¹1¸�¼�¾q»�º λ ¸�¶À»�¸ p Ã Â ¸�sw¾}¼ Ä Â ¸*Ô7o Â�x ¶ x ¶ Á »�¶À¿ x ~A ¶�¶EB � ¿ sw¶�¼ x s�¸�»No¾ º�ow»n» Sλ ∼= Y (λ′|∅) ⊗ sgn Ñ*ËB¸�»j» Sλ ¶ Â¨Â ¸@ºw¾bÉ�¶Ç¹1¸�¼�¾q»�º λ ¸�¶�» ¸ p Ã ¹D¸¨¿ ½�Ì Â Ä » r x ¸Ô o Â�x ¶ x ¶ Á »�¶À¿ x ~A ¶�¶�¶EB � ¿g¿h¸�¶ α := τ + pµ q ¶ x ¸�¶�» ¸ Â p Ã ¹1¸�¿ ½�Ì Â Ä »gr x ¸�» Ô7o Âdx ¶ x ¶ Á » τ ¾}» ºH¸�¶�» ¸ Â ¹1¸�¼Ð¶�¸(¹�¶Qs�¸�»TÔ o Â�x ¶ x ¶ Ã
Á » µ ~7��¸ Â » ¸ Â ¿h¸�¶ m(τ ′) ºw¶Ç¸�É�¾ τ ′ z ¾}¼�¼Ï¶�» ¸�¾Ò Ã r Á »(Ê�¾ s¶�¸ Âdx ¸ÜÔ7o Âdx ¶ x ¶ Á »M~ m ow»n»�sw¶�¼ x�� Y (α|∅) ∼=
Y (m(τ ′)′|pµ) ~

 iwx~Z\pSX@Z\[ l*l ZdY 7OY c p@Z t YhXÚZ c@c Y l�� t Z'��_dY c  k Yhe1f}p@x#i l�� _\[ t � p �Çc Y�a � _¯� c Y�[ � [ l p � ��YhX1e1f c �`[�oqp1Y�[ � ] c p@Z\p@Zdiw[jY�[��YhX@p@Z\x~x �n] c ����ZdY m iwx k�� p1Y c ��Y c Yhe1f�[ � [�abY�[�X1i,&&ZdY l ZdY~p@fjYhi c Y�p@ZdX1e1fjY9y�YhX@p@Z\x~x � [�a l Y c*� ] c ]`x#Y�p1Y c Z\[Y�Z\[�Z\abY�[^obiw[�o c Y�p1Y�[  k Y t Z¯]`_ ���`_\_dY�[g_dY�abY�[Ü��iw_\abY�[ l YG]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY 7OY c x � p � [�a�[n]`fjY0�
� ��� � � ± ����� µML\³WL _ML WOX9XDY�Z

Sλ
Y�Z\[HZ c@c Y l�� t Z'��_dY c  k YheDf�p@x#i l�� _z�KF c FSn

�B��]`[�[ Y c fn�`_\p9x�]`[ l Y�[
� ] c ]`x#Y�p1Y c�l YhX t � abY�f 8wc Z\abY�[��bY c ]`_\_\abY�x#Y�Z\[jY c p1Y�[ ��i � [�a �65 i l�� _dX)&&ZdY���iw_\ap=� r x ��i � [�a � �zZ¯]`a c ]`x~x [λ]�biw[

λ
X@p c Y�Zde1fjY�x�]`[�X � o t YhX1X@Z\�bY�]`_\_dY¡x 8 a_\Zde1fjY�[��bY c p@Z\o]`_dY�[ p � >�]`obY�[W����ZdY¡Y�[�p1X1p1Y�fjY�[ l Y � ] c p@Z\p@Zdiw[�X1Y�Z

λ̂
� ' Y�Z\p1Y c fn]#��Y [λ]

abY�[n] � m  k ]`_\p1Y�[�v � [ l hi X1Y�Z l ZdY ��[ t ]`f�_ l Y c Z\[  k ]`_\p1Y i abYhX@p c Zde1fjY�[jY�[��bY c p@Z\ow]`_dY�[
p � >�]`obY�[Ü�KF c i = 1, . . . ,m

�n��]`[�[gaZ\_\p
Sλ ∼= Y (λ̂|p(h1, . . . , hm))

�
���S�v�����W����� µ\L ³�L�
\L  Z\[ l K Y�Z\[ : 8wc@k Y c{l Y c{m fn] c ]`o}p1Y c ZdX1p@Z\on-�v n ∈ N∗ v µ Y�Z\[jY - �Çc Y�a � _¯� c Y � ] c p@Z\p@Zdiw[�biw[

n � [ l�l Y c KSn �  k YheDf�p@x#i l�� _ Sµ Z c@c Y l�� t Z'� Y�_Çv�X1i*��iw_\ap Sµ ∼= Y µ v�Z\[ ��[n]`_diwaZdY t � i-��Z\abY�x  ]`p t v+ X@ZdY�fjY t � y �\+.��;d1v �Oc i k �W;0�<;�16�r X@p Sλ Z c abY�[ l Y�Z\[gZ c@c Y l�� t Z'��_dY c KSn �  k Yhe1f�p@x#i l�� _Çv X1i�aZ\_\p=�
Õ ZÀÖ

λ
ZdX@p - �Çc Y�a � _¯� c vji l Y c

Õ Z\ZÀÖ
λ
ZdX@p - � ��YhX1e1f c �`[�oqp(vji l Y c

Õ Z\Z\ZÀÖ
λ = (2, 2)

�
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W�Z\[jY�[gy�Y"&{Y�ZdX&f�ZdY c �KF c Ûj[ l Y�p&x�]`[ÜZ\["+ 6 ;d16� r x �n]`_\_ Õ ZÀÖBZdX@p l ]`[�[�]`_dX1i
Dλ ∼= Sλ ∼= Y λ � r x ��]`_\_ Õ Z\ZÀÖ{ZdX@p

Sλ ∼= Sλ
′ ∼= Y λ′ ���zZdY 7OY c p@Z t YhX l Y c abY"& 8 f�[�_\Zde1fjY�[ ��i � [�a �65 i l�� _\[�X1Z\[ l � Y�o]`[�[�p=� r X@p�[n�`x~_\ZdeDf λ Y�Z\[jY

� ] c p@Z\p@Zdiw[��biw[
n
v�X1iÜX1Y�p t Y�[�&&Z c lj := λj − λj+1

�KF c ]`_\_dY j ∈ N∗ � 5 Z\p*�`f�[�_\ZdeDfjY�[ � c a � x#Y�[�p1Y�[$&&ZdYZ\[Üy�Y�x#Y c o � [�a s �.���.�G��iw_\ap l ]`[�[�v l ]wXDX l ZdY�7OY c p@Z t YhX l YhX ��i � [�a �65 i l�� _dX Y λ Z\[ Sn
obiw[ � � aZdY c p t �Ül Y�[- �  |q_di,&&a c@��k�k Y�[g�biw[

S :=

∞∏

j=1

(
Slj

)j

X@Z\[ l v + X1ZdY�fjYv+ � � 1v  � ��� � �.�216� � � ×bY c1l Y�x fn]`p
Y λ p c Z\�qZ¯]`_dY
� � Y�_\_dY0� r X1p�X1e1f�_\ZdY�×_\ZdeDf λ = (2, 2)

v�X1i�ZdX@p
Sλ ∼= D(3,1) vqfn]`p 7OY c p1Y�� Q4 � [ l p c Z\�}Z¯]`_dY�� � Y�_\_dY0�j�zZdYhX t Y�Z\ap(v l ]wX1X�Z\[ m fn] c ]`oqp1Y c ZdX@p@Z\oE-�v l ZdY � � Y�_\_dY�[
� [ l 7OY c p@Z t YhXz]`_\_dY c Z c@c Y l�� t Z'��_dY�[  k Yhe1f}p@x#i l�� _\[ � Y�o]`[�[�p�X@Z\[ l �
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��

�j�v����)&%�� ��� ��� $*)&%&��� � %
� �	������
 �D�! v�� ���$ �����

� +@? ����������������������� � �! "�$#%���!&'�����(���
���S�v�����W����� ´WLK]NL^]kL Õ*) Ö r x �,+.-0/2143,5614387�149:143

• p ∈ P \ {2}, n ≥ 2, n− 1 ≥ r ∈ N ;
• F

14903E: 8.<>= 1 < 561 <@?BA ) < )DCFE 1 < 9:7 E 9 C p ;
• M := M (n−1,1) 561 < 3 )DE F < -09:G A 1IHJ1 <>KIL EM)DE 9:+.3,7 K +N5 L -JO^F < FSn ;
• S := S(n−1,1) 561 < 3 )DE F < -09:G A 1  = 1PG A E K +F5 L -QO^F < FSn ;
• D := D(n−1,1) 561 < 3 )DE F < -09:G A 1R9 <>< 1P5 L6S 9'�6-:1 5 +F5 L -TO^F < FSn

�
Õ ��Ö ' 9 <(A ) �U143V7 E 1 E 7(14903,143 FSn WYX = 9 K + <>=6A 9:7 KIL 7

ϕ : S −→ D ∼= Hd(S).

Z@9:1P7�1 < 903,5 L6S 9:1 < E &�9:1P561 <>L6K 14903,143
FSn WYX = 9 K + <>=6A 9:7 KIL 7

Φ :=
r∧
ϕ :

r∧
S −→

r∧
D =: Dr

O^F < r = 0, . . . , n− 1
��) ) G A + �21 ;,[ �\;0� � 9:7 E 7 E 1 E 7 ∧r S ∼= S(n−r,1r) �

Õ G	Ö]\ K � ) -0-
n 6≡ 0 (mod p)

9:7 E
S ∼= D L 3,5 M ∼= D⊕D(n) ; 903,7.�U1P7�+.3,561 < 1^9:7 E_) -:7�+ dimF (D) = n−1

�
�`+.-0/a-09:G A 9:7 E 5 ) 363 ) L G A ∧rD ∼= S(n−r,1r) L 3,5]9 <>< 1P5 L6S 9'�!14-b3 ) G A +.� � 1 ;gJ�A6K �N- 6 �<;0�,\Y3V561 K � ) -0-
7�903,5 ) L ×21 < 561 K 5c9:1 7$1 < E 9 S 1P7d561 < 5 +N5 L -03 Dr

�U1 C.) 363 E ��) ) G A +./ �21 ; J�A6K �M-e7>903,587>9:1R903 Sn SPL
Pn−r−1 × Pr

C +.3 � L /a9:1 < E �
Õ 5nÖ Õ +.�

�
1 ; X �M�gf��<;	Ö ' 9 < �U1 E < ) G A E 143h5 ) A 1 < 903i5c9:1P7�1 K �1�,7�G A 369 E>EI) � �j1 E S E 56143+� ) -0- n = xp

O^F < 14903
x ∈ N∗ L 3,5lk21 < &B143,56143 &m149 E 1 <>A 903n5c9:1�)@+ EM)DE 9:+.3 Dr :=

∧rD OKF < ) -0-:1 r ≤ n − 2
�T\Y3i5c9:1P7�1 K� ) -0-�9:7 E

M
14903 < 149 A 90/ K 9 E :�+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7 < 149 A 1 M ⊇ M1 ⊇ M2 ⊇ 0 L 3,5 M/M1

∼= D(n) ∼=
M2, M1 = S, M1/M2

∼= D
� 3 143 ) L 1 < /a90- E �,+.-0/2143,561P7=�

X 7@7M149 B := {b1, . . . , bn}
5c9:1 ) L 7 ) -0-:143 (n − 1, 1) W J ) �6-:+.9:56143 �U1P7 E 1 A 143,561 F WYp ) 7>9:7qk2+.3 M ; 7�+5 ) 7M7

i
O^F < i = 1, . . . , n

561 < X 903 E < ) /8561 <�S &B149 E 143 H 1490-01ek2+.3 bi 9:7 E �!��F < �j1P561P7 j ∈ {1, . . . , n}7�903,5V5 ) 363
Bj := {bi − bj |i ∈ {1, . . . , n} \ {j}}

14903,1
F WYp ) 7>9:7�k2+.3 S L 3,5 {∑n

i=1 bi}
14903,1Rk2+.3

M2
����F < �j1P561P7 j ∈ {1, . . . , n} L 3,5 �>1P561P7 k ∈ {1, . . . , n} \ {j} 9:7 E O*1 < 3,1 < Bj,k := {bi − bj |i ∈

{1, . . . , n} \ {j, k}}
14903,1

F WYp ) 7�9:7�k2+.3 M1/M2
�,Z ) �!149 �!1 S 149:G A 3,1�7 E 1 E 7 bi − bj 5c9:1Irq1P7 E>C - ) 7�7�1k2+.3

bi − bj K +F5 L -:+ M2
�6\Y3,7 �!1P7�+.3,561 < 1'9:7 E dimF (D) = n− 2

�
�`1 < 3,1 < 9:7 E D(n) ∼= S(n) ;_L 3,5nO^F < 0 < r ≤ n − 2

9:7 E 5 ) 363
S(n−r,1r) 3 ) G A +.�2s21 ;�J�A6K � - 6 �<;14903 < 149 A 90/ L 3,5 A )DE /2143 ) LtS &m149|:�+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < 143W� ' 14/2143 dimF (D) = n − 2 < n −

1 = dimF (S)
Ca) 363h5c9:1vu(���690-:5 L 36/ Φ

903w5c9:1P7�1 K � ) -0-^369:G A E 903 �j1 CFE 90ki7�14903W�  + K 9 E K�L 7�7I5 ) 363
/ax
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ker(Φ) ∼= Soc(S(n−r,1r)) L 3,5 ∧rD ∼= Hd(S(n−r,1r))
/214- E 143W����F < r < p

9:7 E 903,7��!1P7�+.3,561 < 1∧rD ∼= D(n−r,1r) � ) ) G A +<; s21 ;^? + < �^f��gfl9:7 Ee) L�� 1 < 561 K Hd(S(n−r,1r)) ∼= Soc(S(n−r−1,1r+1))O^F < ) -0-:1 r = 0, . . . , n − 1
���F+ K 9 E 1 <>A ) - E 143���9 < Dn−2

∼= Hd(S(2,1n−2)) ∼= Soc(S(1n)) = S(1n) ��`1 < 3,1 < -09:14/ E Dr
) -:7	:�+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < k2+.3 S(n−r,1r) 7 E 1 E 7I9 K > ) L6= E �6-:+FG C k2+.3 FSn L 3,59:7 E 7�+ K 9 E 903,7��U1P7�+.3,561 < 1d369:G A E < 14- )DE 90k Sn−1 W =6< +��j1 CFE 90k"3 ) G A :q+ < +.-0- ) < ���gf��.-����F < r < p− 1

� L6< 5614385c9:1 7$1 < E 9 S 1P7�k2+.3 Dr
�U1 < 149 E 7(903v+ s.x21��!1P7 E 9 KoK E � X 7 A ) 3,5614- E 7�9:G A 5 ) �U1497 E 1 E 7 L6K 5c9:1

p W ���F-:+���/ <>L6=6= 1438k2+.3 Sn
� ' 9 < �B1 < 56143i5 ) A 1 < 9 K �,+.-0/2143,56143 A ) L6= E 7��.G A -09:G A 56143� ) -0-

r ≥ p − 1 L 3 E 1 < 7 L G A 143W� H�L 3��.G A 7 E S 1490/2143���9 < �>1P56+FG AQ; 5 ) 7�7RO^F < r ∈ {0, . . . , n − 2}
5c9:1

5 +F5 L -03 Dr L 3,5 Dn−2−r
5c9:1d/a-:149:G A 143 7$1 < E 9 S 1P7 A ) �U143W�

 ���v� C"!WL^]kL _ML$#&%'%)(+*,(.-
K

(.*/-10325476�(.498
G

(.*/-:(�;<49=>6?6�(98
m ∈ N

=@-BA
V

(.*�-
KG C zED>A5=�FGAH(.4mI* q (.-�%.*JDK- m ~\� } 4 o F/FL( k ∈ {0, . . . ,m} s */F x A o -M-

(
m∧
V

)∗

⊗
k∧
V ∼=

(
m−k∧

V

)∗

.

& (.N&(.*/% ~ X 7(7�149:143 λ ∈ (
∧m V )∗ L 3,5 v ∈ ∧k V

�6Z ) 363 9:7 E 5c9:1RuO���690-:5 L 36/

γλ,v :

m−k∧
V −→ K, w 7→ λ(v ∧ w),

K W -0903,1 ) <(L 3,5 -09:14/ E 7�+ K 9 E 903
(∧m−k V

)∗ �6u L�� 1 < 561 K 9:7 E 5c9:1duO���690-:5 L 36/

Γ :

(
m∧
V

)∗

×

(
k∧
V

)
−→

(
m−k∧

V

)∗

, (λ, v) 7→ γλ,v

�690-0903,1 ) < �`Z ) A 1 < 1��c9:7 E 9:1 < E /2143 ) L 14903,1 K W -0903,1 ) < 1RuO���690-:5 L 36/

Ψ :

(
m∧
V

)∗

⊗

(
k∧
V

)
−→

(
m−k∧

V

)∗

K 9 E Ψ(λ ⊗ v) = Γ(λ, v) = γλ,v
O^F < ) -0-:1 λ ∈ (

∧m V )∗, v ∈ (
∧k V )

��\ 7 E
{b1, . . . , bm}

14903,1
K WYp ) 7�9:7k2+.3

V ; 7M+q9:7 E �!1 Ca) 363 E -09:G A {bi1∧ . . .∧bik |1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ m}
14903,1

K WYp ) 7�9:7�k2+.3 ∧k V
�K�,1 < 3,1 < 9:7 E∧m V L 3,5 5 ) K 9 E() L G A (

∧m V )∗
14903,5c9 K 143,7�9:+.3 ) -�� X 7�1��F9:7 E 9:1 < E() -:7�+�14903,1 K WYp ) 7>9:7 {f} k2+.3 (

∧m V )∗

K 9 E f(b1 ∧ . . . ∧ bm) = 1
�`Z ) 363 -P�.7�7 E 7>9:G A �j1P561P7 X -:1 K 143 E u ∈ (

∧m V )∗ ⊗ (
∧k V )

903 561 < �,+ <>K
u =

∑

1≤i1<...<ik≤m

αi1...ik(f ⊗ (bi1 ∧ . . . ∧ bik))

K 9 E 14903,561 L E 90/Q�U1P7 E 9 KoK E 143 :�+F1.R S 9:143 E 143 αi1...ik ∈ K 7�G A6< 149S�!143W�`\ 7 E 3 L 3 u ∈ ker(Ψ) ; 7M+ /a90- E

0 =
∑

1≤i1<...<ik≤m

αi1...ikγf,bi1∧...∧bik (w)

=
∑

1≤i1<...<ik≤m

αi1...ikf(bi1 ∧ . . . ∧ bik ∧w)

O^F < ) -0-:1 w ∈ ∧k V
� ' � A -:143���9 < ) -:7�+ 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ m L 3,5 {jk+1, . . . , jm} := {1, . . . ,m} \

{j1, . . . , jk} K 9 E 1 ≤ jk+1 < . . . < jm ≤ m ; 7�+ 9:7 E 903,7��!1P7M+.3,561 < 1

0 =
∑

1≤i1<...<ik≤m

αi1...ikf(bi1 ∧ . . . ∧ bik ∧ bjk+1
∧ . . . ∧ bjm) = ±αj1...jk .

Z'1 K 3 ) G A 9:7 E u = 0 L 3,5 ker(Ψ) = 0
��uq-:7�+n9:7 E

Ψ
903 �>1 CNE 90k L 3,5 ) L 7 Z@9 K 143,7>9:+.3,7�/ < F63,56143 ) L G A7 L6< �>1 CNE 90kM���FG A -09:1 � -09:G A 7M149:143 g ∈ G, λ ∈ (

∧m V )∗, v ∈
∧k V L 3,5 w ∈ ∧m−k V

�6Z ) 363V9:7 E
γgλ,gv(w) = (gλ)(gv ∧w) = λ(g−1(gv ∧ w)) = λ(v ∧ g−1w) = γλ,v(g

−1w) = (gγλ,v)(w).
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Z@9:1P7 S 1490/ E ; 5 ) 7�7
Ψ(g(λ ⊗ v)) = Ψ(gλ⊗ gv) = γgλ,gv = gγλ,v = gΨ(λ⊗ v)

9:7 E ���F+ K 9 E 9:7 E Ψ
7�+./ ) < 14903V\ 7�+ K + <>=6A 9:7 KIL 7qk2+.3 KG W 5 +F5 L -03 ;6L 3,5V5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/eO +.-0/ E ����S�v�����W����� !WL^]kL��\L 5 ) 3'�U1 ) G A E 1I903Vk2+ < 90/21 K%[ 1 KoK ) 56143 H�L 7 ) KoK 143 A ) 36/ K 9 E 561 < Zq9 K 143,7�9:+.3,7 WO*+ <>K 14-c561 < 143 E 7 =6< 1PG A 143,56143 5 +F5 L -03W� X 7J/a90- E 3�� K -09:G A dim((

∧m V )∗⊗
∧k V ) = dim(

∧k V ) =
(
m
k

)
=(

m−k
k

)
= dim((

∧m−k V )∗)
�

� 3k�@3���� C � !\L^]kL���L #&%3%)(.* (.-
K

(.*�-E03254 6M(.4 AH(.4���� o 4 o�r x (.4.*/% x * r q > 0
8
G

(.*�- ( ;<4.=�6H6�(98
m ∈ N

=@-BA
V

(.*/-
m C A5* q (.-�%.*JD5- o FS(+4 KG C z D�A5=@F ~�� (.49-:(.43%)(.* k ∈ {0, . . . ,m} 8<%+D�A o %9% ∧k V

(.*�- =@-	�>(+49FL( s�
Go 4�(.4
KG C zED>A5=�F */% x ~ m o -M- */% x o =��� ∧m−k V

(.*�- =�-��>(.4.FS( s�
Go 4�(.4 KG C zED�A5=@F =@-BA�� o x A5* (9%)(.F 
 (.-��M(.4 x *�� (9%N * ( ∧k V ~
& (.N&(.*/% ~ X 7�7�149^5 ) SPL P 14903 7$1 < E 1��wk2+.3 ∧k V

�") ) G A +5�690/21 K [ 1 KoK ) 9:7 E ∧m−k V ∼= [(
∧m V )∗ ⊗∧k V ]∗ L 3,5l5 ) K 9 EI) L G AiL 3 S 1 < -:14/K� ) < � ��F < �>1P56143 7$1 < E 1�� Q k2+.3 ∧m−k V

9:7 E O*1 < 3,1 < Q ≤G P
3 ) G A

[ 1 KoK ) -��.-��./��,u�3 ) -:+./e9:7 E�) �!1 < ) L G A P ≤G Q ; 7�+o5 ) 7�7 P ∼G Q O +.-0/ E �
���S�v�����W����� !WLK]NL��ML �F1 E S 143���9 < 903w+5�690/21 K :q+ < +.-0- ) < ∧k V

369:G A E�) -:7 L 3 S 1 < -:14/K� ) < k2+ < ) L 7 ;UL 3,5l9:7 E∧k V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vl K 9 E L 3 S 1 < -:14/K� ) < 143 KG W 5 +F5 L -03 V1, . . . , Vl ; 7�+ /a90- E ∧m−k V = [(
∧m V )∗ ⊗

V1]
∗⊕· · ·⊕[(

∧m V )∗⊗Vl]
∗ � ' 149 E 1 < 9:7 E O^F < �j1P561P7 i = 1, . . . , l

561 <�5 +N5 L - [(∧m V )∗⊗Vi]
∗ L 3 S 1 < -:14/K� ) <

L 3,5 A )DE 5c9:1P7�14-S�U14387$1 < E 9 S 1P7 ��9:1 Vi �Z ) 77:�+ < +.-0- ) <(S 1490/ E 903,7��U1P7�+.3,561 < 1 ) L G AQ; 5 ) 7�7 Dr L 3,5 Dn−2−r
7 E 1 E 7�5c9:1'/a-:149:G A 143%7$1 < E 9 S 1P7 A ) �!143]O^F <

r ∈ {0, . . . , n− 2}
� 3 143 ) L 1 < 9:7 E Dn−2−r

∼= Dr ⊗ S
(1n) 3 ) G A p 1 K 1 < C L 36/ /��<;0�<; L 3,5 [ 1 KoK ) /��<;0�.-���,1 < 3,1 < /a90- E �,+.-0/2143,561P7=�

 ���v� C !\L^]kLL!\L � } 4 o F�FS( r ∈ {0, . . . , n− 2}
*/% x ResSn

Sn−1
(Dr) ∼= S(n−r−1,1r) ~

& (.N&(.*/% ~���� 143�� ) < /a90- E 7 E 1 E 7 ResSn

Sn−1
(D) ∼= D(n−2,1) � H�L 7 ) KoK 143 K 9 E p 1 K 1 < C L 36/!/��<;0�<; 1 <>A ) - E 143��9 < O^F < r ∈ {0, . . . , n− 2}

5 ) 363

ResSn

Sn−1
(Dr) = ResSn

Sn−1
(

r∧
D) ∼=

r∧
(ResSn

Sn−1
(D)) ∼=

r∧
D(n−2,1) ∼= S(n−1−r,1r).

� 3k�@3���� C � !\L^]NL�� L p % x r ∈ {0, . . . , n− 2}
8 =@-BAQ*/% x P (+*/-��M(.4 x (�� u D5- Dr q * x P ≤ Pn 8 %+D s *�F x

Pn−r−2 × Pr <Sn P ≤ Pn.& (.N&(.*/% ~ ) ) G A p 1 K 1 < C L 36/ /��<;0�<;�� G! e9:7 E
Pn−r−2 × Pr

14903 7$1 < E 1�� k2+.3 S(n−r−1,1r) ��u L 7]+5�690/21 K
[ 1 KoK ) L 3,5 [ 1 KoK ) -��.-��./vO +.-0/ E 5 ) 363 Pn−r−2 × Pr ≤Sn P ≤ Pn.

Z )
Dr

) L�� 1 < 561 K 369:G A E < 14- )DE 90k
Sn−1 W =6< +��>1 CFE 90k 9:7 E ; /a90- E 7�+./ ) < Pn−r−2 × Pr <Sn P

�
���S�v�����W����� !WLK]NL�"\L � )  X 7�7�149:143 K 14903,: 8.<>= 1 < 561 <'?BA ) < )DCFE 1 < 9:7 E 9 C q > 0 ; G 14903,1 3@<>L6=6= 1 L 3,5

V
14903

KG W 5 +F5 L -��,\ 7 E s ∈ N∗, s < q ; 7M+ /a90- E 3 ) G A + 6 x21 ; f��.- 7 E 1 E 7
s∧
V


s⊗

i=1

V.

\ 7 E
V =6< +��>1 CFE 90k ; 7�+(9:7 E�) -:7�+ ) L G A ∧s V

14903 =6< +��>1 CFE 90k21 < KG W 5 +N5 L -�� ��F < �U14-09:1+�690/21 KG W 5 +N5 L -03
V L 3,5 U 7�+���9:1

s ∈ N
/a90- Eq) L�� 1 < 561 K

s∧
(V ⊕ U) ∼=

s⊕

i=0

[
i∧
V ⊗

s−i∧
U

]
.

5 ) 3Q�U1 ) G A E 1�5 ) �U149`56143 H�L 7 ) KoK 143 A ) 36/ K 9 E 561 < Z@9 K 143,7>9:+.3,7jO*+ <>K 14-�561 < 143 E 7 =6< 1PG A 143,56143 5 + W5 L -03W� �N903,5 3�� K -09:G A dim(V ) = m1 L 3,5 dim(U) = m2 ; 7�+�/a90- E �U1 C.) 363 E -09:G A (m1+m2

s

)
=∑s

i=0

(m1

i

)(m2

s−i

) �
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���  ]\ 7 E �B149 E 1 <>A 903 K 14903 : 8.<>= 1 < 561 <B?BA ) < )DCFE 1 < 9:7 E 9 C q > 0 ;.L 3,5 9:7 E C = 〈g〉
14903,1 S � C -09:7MG A 1 3@<>L6=6= 1561 < �q< 5c3 L 36/ ql OKF < 14903 l ∈ N ; 7�+E�!1P7�9 E S E KC /2143 ) L ql \ 7�+ K + <>=6A 9:1 C - ) 7�7�143 L 3 S 1 < -:14/K� ) < 1 <5 +F5 L -03W� 3 143 ) L 1 < 1��c9:7 E 9:1 < E SPL �j1P561 K i = 1, . . . , ql

�69:7 ) L O,\ 7M+ K + <>=6A 9:1�/2143 ) L 14903 L 3 S 1 < -:14/K� ) < 1 <
KC W 5 +F5 L - Ti 561 < Z@9 K 143,7>9:+.3 i � X 903,143 p 1+�m149:7 A 9:1 < O^F < � 3,561 E K ) 3 SPL6K p 149:7 = 9:14-,903E+.�0/ 1 ;0J�A6K �7'\�\��gf��.���
5 9 E 5c9:1P7�143 p 1 S 149:G A 3 L 36/2143 L 3,5 l = 1

1 <>A ) - E 143 ��9 < �
 ���v� C !\L^]NL��WL #&% %)(.* (.-

V
(+*/- 6B4�D���( r x * u (.4 KC C z D�A5=@F�=@-BA s ∈ N q * x s 6≡ 0 (mod q) ~ m o -M-�*/% xo =��� ∧s V

(+*/- 6B4�D��)( r x * u (.4 KC C zED�A5=@F ~
& (.N&(.*/% ~(' 9 < �!1+�m149:7�143h5c9:1vu L 7�7 ) /21o5 L6< G A \ 3,5 L CNE 9:+.3w3 ) G A dimK(V )

�_\ K � ) -0-
V = 0

9:7 E 5c9:1 p 1 W
A ) L6= E L 36/ C - ) < � X 7'7�149J3 L 3 dimK(V ) = q ; 5\� A � V ∼= KC

����F < s > q
9:7 E 5 ) 363 ∧s V = 0 ;!L 3,5 O^F <

s < q
9:7 E ∧s V

⊗s
i=1 V

3 ) G A +5�690/21 < p 1 K 1 < C L 36/ ; ) -:7�+$��9:1P561 <�=6< +��j1 CFE 90k � ' 9 < C 8 363,14385 ) A 1 < �>1 E S E
dimK(V ) > q L 3,5 V = V1 ⊕ V2 K 9 E�� 3 E 1 <>K +N5 L -03 V1 6= 0 6= V2

) 363,1 A6K 143W�!Z ) 363 9:7 E 3 ) G A +5�690/21 <
p 1 K 1 < C L 36/

s∧
V =

s∧
(V1 ⊕ V2) ∼=

s⊕

i=0

[
i∧
V1 ⊗

s−i∧
V2

]
.

' 14/2143 q - s
O*+.-0/ E

q - i
+F561 < q - s − i

O^F < ) -0-:1 i = 0, . . . , s
��) ) G A \Y3,5 L CFE 9:+.3h9:7 E ) -:7�+ ∧i V1

+F561 <∧s−i V2 =6< +��j1 CFE 90k � �`+.-0/a-09:G A 9:7 E ∧i V1 ⊗
∧s−i V2 =6< +��j1 CFE 90kwO^F < ) -0-:1 i = 0, . . . , s L 3,5 7�+ K 9 Ev) L G A∧s V

�
� +.- � �
	������J�� ���
	�� d�������

Dr

X 903,1 S 143 E < ) -:1(r�+.-0-:1<�U1496561 < p 1 < 1PG A 3 L 36/ 561 < 7$1 < E 9 S 1P7$561 < 903 p 1 K 1 < C L 36/	/��<;0�<;�149036/21 OKF A6< E 143 5 +F5 L -03
Dr

��9 < 5V561 < O*+.-0/2143,561 � )DE S 7 = 9:14-:143W�
�\C�����!\L _\LK] adc�� fih
��� � L ]kL^] l=L #�% %�(.* (.-

G
(.*�- ( ;<4.=�6?6M(98

K
(+*/- 0325476�(.43A�(.4 ��� o 4 o�r x (+49*/% x * r q > 0

8
H

(.*�- ( $�- x (.4 s 4.=�6H6�( u D5- G %+DKN *,(
Z/Zqn1×· · ·×Z/Zqns ∼= X ≤ H {@} 4O(.*�- s ∈ N∗ =@-BA n1 ≥ . . . ≥

ns > 0 ~�� =�� (.4�AH( q %)(.* (.-
V
(.*�-

KG C zED>A5=�F 8 N&(.F���� (.4 4�(.F o x * u H C 6B4�D���( r x * u */% x 8 =�-BA c := cX(ResGX(V ))A5* ( 0 D q 6 FS(��K* x �0x u D5- ResGX(V ) ~ m o -�- s *�F x
|G : H|q

|X|

qn1 · · · qnc

dimK(V ).

m o�
 (.* %�(.* |m|q {�} 4!�)(�A�(9%
m ∈ N∗ AK*,( �@2 � �?% x ( q C#" D x (.-	�.8&AK*,( m x (+*/F x ~���S�v�����W����� !\L _\L`_\L Z ) O^F < n < p2 5c9:1 7$1 < E 9 S 1P7 ) -0-:1 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143 FSn W 5 +F5 L -03�7 E 1 E 7�5c9:1 Z'1 WO*1 CNE / <>L6=6= 143 561 < 143 E 7 =6< 1PG A 143,56143 p - 8 G C 1@7�903,5 ; �m1 < 56143 ��9 < ) � �j1 E S E OKF < 56143 r�1P7 E 5c9:1P7�1P7�uO�,7�G A 369 E>E 7

xp = n ≥ p2 ) 363,1 A6K 143W� ' 149 E 1 <>A 903o/214- E 143 5c9:1 p 1 S 149:G A 3 L 36/2143 ) L 7 p 1 K 1 < C L 36/ /��<;0�<;0�.Z ) 363 1 <>A ) - E 143��9 <(SPL 3��.G A 7 E O*+.-0/2143,561P7 [ 1 KoK ) �
 ���v� C"!WL _ML��\L$#&%'%)(+*,(.-

x = ap + l, r := kp − m {@} 4 s (.N *P%9%)( a ∈ N, 1 ≤ m < p
%+D5N * (

1 ≤ k ≤ l < p
* q ��o F�F m > 1

=@-BA
1 ≤ k < l < p

* q ��o F/F m = 1 ~ m o -M-�%9*�-BA A5* ( �M(.4 x *��>(.% u D5- DrA5* (
p C �%$ FSD5N s 4.=�6?6M(.- u D5- Sn ~

& (.N&(.*/% ~ � 3 E 1 < 56143 +5�690/2143 7$+ < ) L 7�7�1 E SPL 36/2143 9:7 E n− r − 2 = ap2 + (l − k)p+m− 2
�,\ 7 E O 1 < 3,1 < P1490387$1 < E 1��]k2+.3 Dr K 9 E P ≤ Pn ; 7M+o1��F9:7 E 9:1 < E 3 ) G A :q+ < +.-0- ) < /��<;0� s 14903 g ∈ Sn K 9 E

g(Pap2+(l−k)p+m−2 × Pkp−m) =: Q < P ≤ Pn.

\ K � ) -0-
m ≥ 2

9:7 E 7�+ K 9 E

Q ∼Sn Pap2 × (Pp)
l−k × (Pp)

k−1 ∼Sn Pap2 × (Pp)
l−1

Pn = Pap2+lp = Pap2 × (Pp)
l.
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Z )
Dr

369:G A E < 14- )DE 90k Sn−1 W =6< +��>1 CNE 90k 9:7 E ; O*+.-0/ E 5 ) < ) L 7 P = Pn
�M��F < m = 1

9:7 E

Q ∼Sn Pap2 × (Pp)
l−k−1 × (Pp)

k−1 ∼Sn Pap2 × (Pp)
l−2

Pn = Pap2+lp = Pap2 × (Pp)
l.

Z ) K 9 E O*+.-0/ E ; 5 ) 7�7�903 5c9:1P7�1 K � ) -0-_7 E 1 E 7

Pn = Pap2+lp = Pap2 × (Pp)
l ⊆ QCSn(P ) ⊆ PCSn(P )

/214- E 143 KIL 7�7=�!) ) G A�[ 1 KoK ) ���gf��<; KIL 7M7 ) L�� 1 < 561 K P
14903,1

p W ���F-:+���/ <>L6=6= 1 k2+.3 PCSn(P )
7�14903 ; 7M+5 ) 7�7�903V5c9:1P7M1 K � ) -0-_1+�U143cO ) -0-:7

P = Pn
O*+.-0/ E �

���S�v�����W����� !\L _ML��WL � �690/21P7 [ 1 KoK ) 7�G A -09:1 � E 56143 � ) -0-
r = p − 1, x 6≡ 0, 1 (mod p)

14903W� �F+ K 9 E
A )DE�) -:7�+ Dp−1

∼= D(n−p+1,1p−1) O^F < n = xp L 3,5 x 6≡ 0, 1 (mod p)
5c9:1

p W ���N-:+>��/ <>L6=6= 143 k2+.3 Sn
) -:7

7$1 < E 9 S 1P7=�
�\C���� !WL _ML��ML #�% %)(+*,(.-

k ∈ {1, . . . , x − 1}
=@-BA

r = kp − 1 ~��Wo F�F % A5*,(|mG* q (.-�%9*,D5- u D5- Dr
A5=@4����

p
8

o�
 (+4 -M* ��� x A5=�4���� p2 x (.*/F 
Go 4 *P% x 8 %+DQ%9*�-BA AK*,( �M(.4 x *�� (9% u D5- Dr s (.- o =EA5* ( p C �%$ FSD5N s 4.=�6?6M(.- u D5- Sn ~& (.N&(.*/% ~ X 7R7�149:143 ) -:7�+ k ∈ {1, . . . , x − 1} L 3,5 r = kp − 1
� �,1 < 3,1 < 7M149 P 14903 7$1 < E 1��ik2+.3 Dr K 9 E

P ≤ Pn
�FZ )

dimF (Dr)
3 ) G A 7$+ < ) L 7�7M1 E SPL 36/v369:G A E 5 L6< G A p2 E 1490-S� ) < 9:7 E ; /a90- E 5 ) 363 |Pn : P | ∈ {1, p}3 ) G A � )DE S -��.-��<; x � 909� ��2) ) G A :q+ < +.-0- ) < /��<;0� s 1��c9:7 E 9:1 < E �m149 E 1 < 14903 g ∈ Sn K 9 E

g(P(x−k−1)p × P(k−1)p) =: Q < P ≤ Pn. (∗)

' 9 < 3,1 A6K 143 P 6= Pn
) 3W�BZ ) 363 9:7 E") -:7M+

|Pn : P | = p
� ) ) G A p 1 K 1 < C L 36/ ���gf��.�w/a90- E 14903,1 < 7�149 E 7

〈(1, . . . , p)(p + 1, . . . , 2p) · · · (n− p + 1, . . . , n)〉 ≤ Z(Pn) ≤ P
��u�3,561 < 1 < 7M149 E 7�9:7 E (x − k − 1)p ≥ p+F561 < (k − 1)p ≥ p ; 7�+v5 ) 7�7 P L 3,5V5 ) K 9 E@) L G A Pn �m14/2143 (∗)
14903,1 SPL Pp C +.3 � L /a9:1 < E 1 � 3 E 1 < / <>L6=6= 1�U1P7>9 E S E ��) ) G A p 1 K 1 < C L 36/���:�+ < +.-0- ) < ���<;0�./$�U1P561 L E 1 E 5 ) 7 ; 5 ) 7M7(3,+FG AVK 903,561P7 E 143,7@14903,1 < 561 < p W H � C -:143

(1, . . . , p), (p + 1, . . . , 2p), . . . , (n − p + 1, . . . , n)
903
P
143 E A ) - E 143 7M14903 KIL 7M7=�_\ 7 EI) -:7�+ ((j − 1)p +

1, . . . , jp) ∈ P
O^F < 14903 j ∈ {1, . . . , x} ; 7M+87M1 E S 143���9 < z := (1, . . . , p) · · · (n − p + 1, . . . , n)((j −

1)p + 1, . . . , jp)−1 L 3,5 C := 〈z〉 ; 7�+V5 ) 7�7 C ≤ P
O*+.-0/ E ���,1 < 3,1 < 7�149 ��9:1P561 < B = {b1, . . . , bn}

5c9:1
) L 7 ) -0-:143 (n − 1, 1) W J ) �6-:+.9:56143 �!1P7 E 1 A 143,561 F WYp ) 7>9:7Ik2+.3 M ��) ) G A p 1 K 1 < C L 36/!/��<;0�<; �690-:561 E 5 ) 363
Bjp,jp−1 = {bi − bjp|i ∈ {1, . . . , n} \ {jp, jp − 1}}

14903,1
F WYp ) 7>9:7 k2+.3 D ; �B+5�U149 bi − bjp �j1+�m1490-:7��9:1P561 < 5c9:1dr�1P7 E>C - ) 7�7M1�k2+.3 bi − bjp K +F5 L -:+o561P7�k2+.3 ∑n

l=1 bl
) L O /21P7 = ) 363 E 143 E < 90kF9 ) -:143 � 3 E 1 <>K +N5 L -:7k2+.3

M
�!1 S 149:G A 3,10� ' 9 < C 8 363,143t3 L 3 +g� p � 5\� u	� j = x

) 363,1 A6K 143 L 3,5t7�1 E S 143 wi := bi − bn
O^F <

i = 1, . . . , n− 2
�6Z ) 363 O*+.-0/ E �

zwi =





wi+1 ; O ) -0-:7 i ≤ n− p L 3,5 i 6≡ 0 (mod p),

wi+1−p ; O ) -0-:7 i ≤ n− p L 3,5 i ≡ 0 (mod p),

wi
7�+.3,7 E �

' 9:1o903 p 1 K 1 < C L 36/ /��<;0��� ���  d7M149 ��9:1P561 < {T1, . . . , Tp}
14903hr�1 =6< �.7�143 EM) 3 E 143,7��c7 E 1 K OKF < 5c9:1v\ 7M+ K + < W

=6A 9:1 C - ) 7�7�143 L 3 S 1 < -:14/K� ) < 1 < FC W 5 +F5 L -03 ; 7�+"5 ) 7M7 dimF (Ti) = i
OKF < i = 1, . . . , p

/a90- E �
) ) G A +5�690/2143� �!1 < -:14/ L 36/2143V9:7 Eq) -:7�+
ResSn

C (D) ∼= (p− 2)T1 ⊕mTp

K 9 E m = n−p
p

�2) ) G A p 1 K 1 < C L 36/ /��<;0��� � )  �1 <>A ) - E 143���9 < 5 ) K 9 E

ResSn

C (Dr) = ResSn

C (
r∧
D) ∼=

r∧
ResSn

C (D) ∼=

kp−1∧
((p− 2)T1 ⊕mTp)

∼=

kp−1⊕

i=0

[
i∧

((p− 2)T1)⊗

kp−1−i∧
(mTp)

]

=

p−2⊕

i=0

[
i∧

((p− 2)T1)⊗

kp−1−i∧
(mTp)

]
,
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5614363tO^F < i > p − 2
9:7 E ∧i((p − 2)T1) = 0

� ��F < i ∈ {0, . . . , p − 2}
9:7 E �m149 E 1 < kp − i − 1 ∈

{(k − 1)p + 1, . . . , (k − 1)p + (p − 1)}
� �,+.-0/a-09:G A 9:7 E ∧kp−1−i(mTp)

903 5c9:1P7M143 � �D-0-:143 =6< +��j1 CFE 90k3 ) G A [ 1 KoK ) /��<;0��� ;FL 3,5 7�+ K 9 E 9:7 E�) L G A ResSn

C (Dr) =6< +��j1 CFE 90kM��) ) G A � )DE S -��./��gfI�U1P561 L E 1 E 5c9:1P7 ; 5 ) 7M7
cC(ResSn

C (Dr)) = 0
/a90- E �Duq-:7�+@7>903,5 5c9:1 7$+ < ) L 7M7�1 E SPL 36/2143ok2+.3 � )DE S /��.-��<; K 9 E q = p, H = P, X = C

L 3,5 c = 0
1 < O^F6-0- E ;6L 3,5V1P7�O*+.-0/ E

p2 = |G : P |p|C|
dimF (Dr),

9 K ' 9:561 < 7 =6<>L G A SPL dimF (Dr) 6≡ 0 (mod p2)
� X 7 KIL 7�7V561 KoSPL O*+.-0/21 P = Pn

/214- E 143 ;�L 3,5 5c9:1
p 1 A ) L6= E L 36/"561P7O� )DE S 1P7�9:7 E �U1+��9:1P7�143W����S�v�����W����� !WL`_\LL!\L Z'1 < +5�690/21 � )DE S 7�G A -09:1 � E 56143 � ) -0-

k = 1, x 6≡ 1 (mod p)
14903W��Z ) 363 9:7 E

Dr
∼= D(n−p+1,1p−1) L 3,5 A )DE 5c9:1 p W ���N-:+>��/ <>L6=6= 143�k2+.3 Sn

) -:7 7$1 < E 9 S 1P7=�b\ K � ) -0-
x ≡ 1 (mod p)- ) 7�7�143�7>9:G A 5c9:1 7$1 < E 9 S 1P7Jk2+.3 Dp−1 K 9 E 5c9:1P7�1 <�5 1 E A +F561$369:G A E �!1P7 E 9 KoK 143W� X 7b/a90- E �>1P56+FG A 5 ) 7QO*+.-0/2143,561

[ 1 KoK ) �
 ���v� C"!WL _ML �NL$#&%'%)(+*,(.-

n = a1p + a2p
2 + · · · + asp

s A5* (
p C o A5*P% ��� ('#<- x N * � r F =@- s u D5- n q * x

a1, a2 > 0
%+D5N * (

r := a1p− 1 ~ m o -M-E%.*/-BA A5* ( �M(.4 x *�� (9% u DK- Dr
(.- x N&(�AH(.4QA5* ( p C �%$ FSD5N s 4.=�6?6M(.- u D5-

Sn
D�AH(+4I*/-

Sn r D5-��.= s *,(+4 x �+= (Pps)as × · · · × (Pp3)
a3 × (Pp2)

a2−1 × (Pp)
a1+p ≤ Pn ~& (.N&(.*/% ~ X 7I7M149$5 ) SPL P 14903 7$1 < E 1��ik2+.3 Dr K 9 E P ≤ Pn

�") ) G A :q+ < +.-0- ) < /��<;0� s]1��c9:7 E 9:1 < E 5 ) 363h14903
g ∈ Sn K 9 E

g
(
(Pps)as × · · · × (Pp3)

a3 × (Pp2)
a2−1 × (Pp)

a1+p−2
)

=: Q ≤ P ≤ Pn,

L 3,5R3 ) G A 7$+ < ) L 7�7M1 E SPL 36/�9:7 E Pn = (Pps)as×· · ·×(Pp3)
a3×(Pp2)

a2×(Pp)
a1 . X 7Q9:7 E_) -:7�+ |Pn : Q| = p3 �Z )

Dr
369:G A E < 14- )DE 90k Sn−1 W =6< +��>1 CNE 90kl9:7 E ; O*+.-0/ E SPL 3��.G A 7 E Q 6= P L 3,5w7�+ K 9 E |Pn : P | ∈ {1, p, p2}

�
' 149 E 1 < C 8 363,143���9 < �B14/2143 p 1 K 1 < C L 36/���:�+ < +.-0- ) < ���<;0�./ � 909� ) 363,1 A6K 143 ; 5 ) 7�7
g(Pp)

a1+p−2 ≤ B × 〈(n− a1p+ 1, . . . , n− (a1 − 1)p)〉 × · · · × 〈(n− p+ 1, . . . , n)〉 (∗∗)

/a90- E �QZ ) �U149 �!1 S 149:G A 3,1 B 5c9:1 p ) 7>9:7>/ <>L6=6= 1v561 <RSPL Pp2 C +.3 � L /a9:1 < E 143 � 3 E 1 < / <>L6=6= 1ek2+.3 Pn ; 5c9:1 ) L O56143 H ) A -:143 n − p2 − a1p + 1, . . . , n − a1p
+ = 1 < 9:1 < E � ' 14/2143 Z(Pn) ≤ P K F,7M7�143 5c9:1 p W H � C -:143

(n− a1p+ 1, . . . , n− (a1 − 1)p), . . . , (n− p+ 1, . . . , n)
) -0-:1'903

P
143 E A ) - E 143 7�14903W��� ) -0-:7 K 903,561P7 E 143,714903,1 < k2+.3�5c9:1P7�143n369:G A E �U1 < 149 E 7I903 Q 143 E A ) - E 143n9:7 E ; O +.-0/ E K 9 E (∗∗)
7M+DO + < E ; 5 ) 7�7�143 E �m1P561 < P = Pn+F561 < P = (Pps)as × · · · × (Pp3)

a3 × (Pp2)
a2−1 × (Pp)

a1+p 9:7 E �c\ K � ) -0-
{(n− a1p+ 1, . . . , n− (a1 −

1)p), . . . , (n− p+ 1, . . . , n)} ⊂ Q
C 8 363,143���9 < �B14/2143 p 1 K 1 < C L 36/���:�+ < +.-0- ) < ���<;0�./ L 3,5 Z(Pn) ≤ P) 363,1 A6K 143 ; 5 ) 7M7 R := (Pps)as × · · · × (Pp3)

a3 × (Pp2)
a2−1 ×R1 ≤ P

/a90- E �,Z ) �U149 ��9 < 5 R1
k2+.3 56143

O*+.-0/2143,56143 X -:1 K 143 E 143l1 <>S 1 L / E �
(n− p2 − a1p+ 1, . . . , n− p2 − (a1 − 1)p), . . . , (n− (a1 + 3)p+ 1, . . . , n− (a1 + 2)p),

(n− (a1 + 2)p+ 1, . . . , n− (a1 + 1)p)(n− (a1 + 1)p+ 1, . . . , n− a1p),

(n− a1p+ 1, . . . , n− (a1 − 1)p), . . . , (n− p+ 1, . . . , n).

' 14/2143 |Pn : R| = p2 L 3,5 CPn(R) 6⊆ R
O*+.-0/ E 5 ) < ) L 7 SPL 3��.G A 7 E ; 5 ) 7M7 |Pn : P | ∈ {1, p}

/214- E 143 KIL 7M7=�Z@9:1�14903 S 90/21 � 3 E 1 < / <>L6=6= 1 k2+.3 Pn ; 5c9:1 R 143 E A �D- E L 3,5l\Y3,561�� p 903 Pn A )DE ; 9:7 E') �U1 < (Pps)as × · · · ×
(Pp3)

a3 × (Pp2)
a2−1 × (Pp)

a1+p ; 7M+o5 ) 7�7 ) L G A 903 5c9:1P7�1 K � ) -0-b5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/eO +.-0/ E ����S�v�����W����� !\L _\L�"WL Z ) 7 [ 1 KoK ) S 1490/ E^) -:7�+'903,7��!1P7�+.3,561 < 1 ; 5 ) 7M7�9 K � ) -0-
x ≡ 1 (mod p) L 3,5 a1 = 15c9:1 7$1 < E 9 S 1P7 k2+.3 D(n−p+1,1p−1) 143 E �m1P561 < 5c9:1 p W ���N-:+>��/ <>L6=6= 143 k2+.3 Sn
+F561 < 903 Sn SPL (Pps)as ×

· · · × (Pp3)
a3 × (Pp2)

a2−1 × (Pp)
p+1 C +.3 � L /a9:1 < E 7>903,5\�&�F+ A )DE ) -:7�+ SPL6K p 149:7 = 9:14-�OKF < p = 3 L 3,5

n = 12
561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 5 +N5 L - D2

∼= D(10,12) 143 E �B1P561 < 7$1 < E 1�� P12 = P9 × P3
+F561 < 7$1 < E 1�� (P3)

4 �
? + Ko=6L E 1 < �U1 < 1PG A 3 L 36/2143 S 1490/2143 ; 5 ) 7�7 D2

EM)DE 7��.G A -09:G A 7$1 < E 1�� P12 A )DE �
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� +�� � ��������� 	!������
	U�����(���
���S�v�����W����� !WL��WL^]kL ' 9 < �m1 < 56143�3 L 3 ) �,7�G A -09:1 � 143,5 5c9:1$H ) < ) K 1 E 1 < 561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143 5 +N5 L -03 Dr

) L 7k2+ < 90/21 K uO�,7�G A 369 E>E �U1P7 E 9 KoK 143 ; 5\� A �!5c9:1 �>143690/2143 p W < 14/ L -P� < 143iH ) < E 9 E 9:+.3,143 µr k2+.3 n K 9 E Dr
∼= DµrO^F < r ∈ {0, . . . , n − 1} ; O ) -0-:7 n 6≡ 0 (mod p)

9:7 E ; �!1 S 9:1 ANL 36/27��B149:7M1 r ∈ {0, . . . , n − 2} ; O ) -0-:7 n ≡ 0
(mod p)

9:7 E � X 7(/214- E 143 5 ) �!149T3 ) G A ��9:1dk2+ < 5c9:1 p 1 S 149:G A 3 L 36/2143 ) L 7 p 1 K 1 < C L 36/ /��<;0�<;0�u L�� 1 < 561 K �B1 < 56143'��9 < 56143 903!+ 6 x�1Q149036/21 O^F A6< E 143 p 14/ < 9 � 561 <��	��P�
WO��������������
WTWP 14903,1 < H ) < E 9 E 9:+.3'�U1 W3 8 E 90/2143W� X 7o7�149:143 5 ) SPL n ∈ N∗ ; K 14903 : 8.<>= 1 < 561 <e?BA ) < )DCNE 1 < 9:7 E 9 C q > 0 L 3,5 λ 14903,1]H ) < E 9 E 9:+.3k2+.3
n K 9 E	� + L 36/ W Z@9 ) / < ) KoK [λ] L 3,5 q W r�1P7 E 1P5c9 ) / < ) KoK [λ]q

� � 3 E 1 < 14903,1 <������UV���� Li(λ)
k21 < 7 E 1 W

A 143 ��9 < 903 5c9:1P7�1 K H�L 7 ) KoK 143 A ) 36/ 14903,1�� E < 1PG C 1 S ��9:7�G A 143 561 K :'3,+ E 143
(i, 1) L 3,5t561 K H L 3 CNE

(1, (i− 1)(q − 1)−1 + 1)
�,Z@9:1P7�1 [ 149 E 1 < 3 A ) �U143 ) -:7�+ � E 1490/ L 36/ q − 1

���,1 < 3,1 < -09:14/ E �>1P561 < :'3,+ E 143Vk2+.3
[λ]

) L O^14903,1 <q[ 149 E 1 < ;�L 3,5 ) -0-:1	:'3,+ E 143 ; 5c9:1 ) L O^14903,1 < /21 K 14903,7 ) K 143 [ 149 E 1 < -09:14/2143 ;�A ) �!143856143,7�14-S�!143
q W r�1P7 E ������� ���K� � L
��F < q := 3, n = 15, λ := (4, 32, 2, 13) A ) �U143V5c9:1R143 E 7 =6< 1PG A 143,56143 [ 149 E 1 < 3 5c9:1@O*+.-0/2143,561 3 1P7 EM) - E �

X 903,1RH ) < E 9 E 9:+.3 λ k2+.3 n 9:7 E /2143 ) L 5 ) 363 q W < 14/ L -P� < ; �m14363 OKF < �j1P561 [ 149 E 1 < 5c9:1 �FG A 369 E>E>C 3,+ E 143 K 9 E [λ]5c9:1R+5�U1 < 7 E 143V561 <�[ 149 E 1 < 7>903,5\������� ���K� � L
p 1 E < ) G A E 143 ��9 < 56143	� ) -0-

q = 3, n = 10, λ := (4, 16), µ := (4, 32) ; 7�+w9:7 E µ 14903,1
q W < 14/ L -P� < 1H ) < E 9 E 9:+.3 ; λ 5 ) /214/2143V369:G A E �`Z@9:1 [ 149 E 1 < 387�1 A 143 ��9:1'O*+.-0/ E�) L 7=�

[λ] = [µ] =

>q9:1 < �!149 A )DE 1 E � ) 5c9:1 [ 149 E 1 < L4(λ)
/2143 ) L 14903,143 �FG A 369 E>E>C 3,+ E 143 K 9 E [λ] ; 3�� K -09:G A (4, 1)

�_Zq9:1P7M1 < 9:7 E�>1P56+NG A 369:G A E 561 < +5�U1 < 7 E 1I:'3,+ E 143 561 <�[ 149 E 1 < ; 7�+.3,561 < 3 (2, 2)
�

' 9 < �B143,56143 3 L 3t5 ) 7 7$1 < O ) A6< 143 ) L 7,+ 6 x�1 ; /��.��� 6 � ) 3W�&��F < �>1P561 [ 149 E 1 < Li(λ)
k2+.3

[λ] ; 5c9:1 [λ]
903

/2143 ) L si(λ)
:'3,+ E 143�7MG A 3,149:561 E ; 1 < 7�1 E S 143���9 < 5c9:1 +5�!1 < 7 E 143 :'3,+ E 143�561 <�[ 149 E 1 < 5 L6< G A /2143 ) L 5c9:1P7�1�FG A 369 E>E>C 3,+ E 143W�cZ�� A � ; ��9 < k21 < 7�G A 9:1+�U143 ) -0-:1 si(λ)

�FG A 369 E>E>C 3,+ E 143 7�+I�m149 E ��9:1 K 8 /a-09:G A ) L O Li(λ)
3 ) G A+5�U143W�Qu L O(5c9:1P7�1 ' 149:7�1v1 <>A ) - E 143���9 < 5 ) 7 � + L 36/ W Z@9 ) / < ) KoK 14903,1 < q W < 14/ L -P� < 143 H ) < E 9 E 9:+.3 µ k2+.3 n �Z@9:1P7�1��!1 S 149:G A 3,143 ��9 <]K 9 E λR L 3,5 3,14363,143 7>9:1 5c9:1 �	��P�
WO��������������
WTWP k2+.3 λ

� �F+h9:7 E 903 +5�690/21 K
p 149:7 = 9:14-�1 E � ) λR = (4, 16)R = (4, 32) = µ

�`Z ) �U149 C 8 363,143lk21 < 7�G A 9:1P56143,1�H ) < E 9 E 9:+.3,143w5 L6< G A ) L 7d5c9:1/a-:149:G A 1�r�14/ L - ) < 9:7>9:1 <>L 36/ A ) �!143W� 5 9 E 5c9:1P7�143 p 1 S 149:G A 3 L 36/2143l/a90- E �
�\C����Q!\L��\L _ adc ��� f h !\L��WL��\] l=L&#&% %�(.* (.-

λ
(+*/- ( "7o 4 x * x *JDK- u D5- n =�-BA

µ = λR ~ m o -�- */% x [Sλ : Dµ] = 1 ~;<*�F x { (.4.- (.4 [Sλ : Dα] > 0 {@} 43(.*�- ( q C 4�( s =@F � 4�( " o 4 x * x *,D5- α 6= µ u DK- n 8 %)D */% x αB µ ~
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' 9 < �B143,5614385c9:1P7(3 L 3 ) L O�56143�� ) -0- ) 3 ; 5 ) 7M7 q = p L 3,5 λ 14903,1 > )DC 143 = ) < E 9 E 9:+.3 ; 5\� A �,k2+.3 561 < �,+ <>K
λ = (n− r, 1r)

O^F < 14903 r ∈ {p, . . . , n− 1}
9:7 E �,Z ) 363 /a90- E �

 ���v� C !\L��\L��WL � */- A
r ∈ {p, . . . , n− 1}

%+DKN *,(
n = xp+ y {�} 4 (.*/- x ≥ 1

=�-BA
y ∈ {0, . . . , p− 1}

8
%+D s *�F x

(n− r, 1r)R =





(
p1+b r−p+1

p−1
c, 1 + r, 1n−r−2−b r−p+1

p−1
c
)′ 8 { o F�F % n− r ≥ x+ 1

(
pn−r−1, (p− 1)

1+b rp−n(p−1)+1
p−1

c
, r + 1

)′ 8 { o F�F % x ≥ n− r ≥ 2
(
(p− 1)b

n
p−1

c, n̄
)′ 8 { o F�F % n− r = 1.

m o�
 (.* %�(.* m % x ( x % A5* (�� (9% x r F o %9%)( u D5- m q D�AK=�FSD p− 1 {�} 4 o F/FL( m ∈ N ~
& (.N&(.*/% ~ X 7�7�149:143 ) -:7�+ n L 3,5 r ��9:1�+5�U143 ;.L 3,5 ��9 < 7�1 E S 143 λ := (n−r, 1r)

� ' 149 E 1 < �U1 E < ) G A E 143 ��9 < 5c9:1
[ 149 E 1 < 3 L1(λ), . . . , Lr+1(λ)

�6Z@9:1d1 < 7 E 1d5c9:1P7�1 <([ 149 E 1 < 3 ; 561 < 143E�FG A 369 E>E>C 3,+ E 143 K 9 E [λ]
369:G A E 5c9:1d+5�!1 < W7 E 143v561 <^[ 149 E 1 < 7>903,5 ; 9:7 E Lp+1(λ)

� X 7�-09:14/ E 3�� K -09:G A (2, 2)
) L O Lp+1(λ)

� � K 3 L 3"5c9:1�r�14/ L - ) < 9:7>9:1 <>L 36/k2+.3
λ SPL 1 <>A ) - E 143 ;!K F,7M7�143���9 < ) -:7�+ 5c9:1	:'3,+ E 143 (p + 1, 1), . . . , (r + 1, 1)

) L O^56143l143 E 7 =6< 1PG A 143,56143
[ 149 E 1 < 3 Lp+1(λ), . . . , Lr+1(λ)

7M+ �B149 E ��9:1 K 8 /a-09:G A 3 ) G A +5�!143 k21 < 7�G A 9:1+�U143W�
��F < n−r ≥ x+1

k21 < O ) A6< 143Q��9 < 3 L 3Q��9:1mO*+.-0/ E � ' 9 < 7MG A 9:1+�U143 ) L OU56143 [ 149 E 1 < 3 Lp+1(λ), . . . , Lr+1(λ)5c9:1��>1+�B1490-090/2143 �FG A 369 E>E>C 3,+ E 143 K 9 E [λ]
7 E L O 143��B149:7�1�3 ) G A +5�!143 ; 7�+ �m149 E ��9:1 K 8 /a-09:G A �2\ K 1 < 7 E 143 �FG A6< 9 E>E

< F,G C 143 ) -:7�+ 5c9:1 :'3,+ E 143 (p + 1, 1), . . . , (r + 1, 1)
) -0-:1 �>1+�B1490-:7 14903,1 � E L O 1 ) L Oq56143n143 E 7 =6< 1PG A 143,56143

[ 149 E 1 < 3 3 ) G A +5�U143W� ' 9 < 1 <>A ) - E 143 5 ) 5 L6< G A 14903 L 3,1490/2143 E -09:G A 1P7@Z@9 ) / < ) KoK 561 < O +.-0/2143,56143��,+ <>K �

[λ](1) =

· · ·

��
�

��
�

�
��

Z@9:1�1 < 7 E 143 p :'3,+ E 143 561 <^S �B149 E 143'� = ) - E 1 C 8 363,143 ) L OU9 A6< 143 [ 149 E 1 < 3"369:G A E �B149 E 1 < 3 ) G A +5�U143vk21 < 7�G A + W�U143'�B1 < 56143W�!Z�� A � ; 9 K	S �m149 E 143��FG A6< 9 E>E < F,G C 143 ) � 561 K (p+ 1) W E 143 ) -0-:1|:'3,+ E 1438561 <�S �m149 E 143 � = ) - E 1k2+.3
[λ](1)

) L OJ9 A6< 143 [ 149 E 1 < 3 3 ) G A +5�!143W� ' 9 < 1 <>A ) - E 143W�

�
�
�

[λ](2) =

�
�
�
�
�
�

��
�

· · ·

Z@9:1P7�1P7 7$1 < O ) A6< 143 9 E 1 < 9:1 < 143���9 < � ��� 143�� ) < �m1 < 56143 5 ) �U149T9 K j W E 143 �FG A6< 9 E>E /2143 ) L 5c9:1|:'3,+ E 143 L 3 E 1 < W
A ) -S�w561 < p W E 143 H 1490-:1ok2+.3 [λ](j−1) L6K 14903,1 � E L O 1 ) L Om9 A6< 143 [ 149 E 1 < 3w3 ) G A +5�!143 �U1+�B14/ E �Q\ 3,7>/21P7 ) K E



���������
	����
�������� "���	�� �
 ���	���� �����
���
�����"	�� / �

K F,7M7�143 ��9 <dA 8 G A 7 E 143,7 1 + b r−p+1
p−1 c

7�+.-:G A 1 < �FG A6< 9 E>E 1 K ) G A 143 ;_L6K 5 ) 7 � + L 36/ W Z@9 ) / < ) KoK 14903,1 < p W
< 14/ L -P� < 143VH ) < E 9 E 9:+.3 SPL 1 <>A ) - E 143W�2) ) G A :�+.3,7 E <>L CFE 9:+.3 A ) �U143V5c9:1@1 < 7 E 143 1 + b r−p+1

p−1 c
� = ) - E 143 5c9:1P7M1P7Z@9 ) / < ) KoK 7d5c9:1 [ �D36/21 p �`Z@9:1 2 + b r−p+1

p−1 c W E 1 � = ) - E 1 A )DE [ �D36/21 1 + (r − p+ 1) = 1 + r ;`L 3,5l5c9:1
< 1P7 E -09:G A 143 � = ) - E 143 A ) �!143 [ �D36/21!;0� 5 ) 3��!1 ) G A E 1 5 ) �U149 ; 5 ) 7�73�B14/2143 x + 1 ≤ n − r

EM)DE 7��.G A -09:G A
2 + b r−p+1

p−1 c ≤ n− r
9:7 E �

' 9 < �!1 E < ) G A E 143 3 L 3 56143'� ) -0- 2 ≤ n− r ≤ x
� H�L 3��.G A 7 E(C 8 363,143'��9 < ) L G AVA 9:1 < 7�+ k21 < O ) A6< 143'��9:1'9 Kk2+ < 90/2143 � ) -0-���) ) G A 561 K (n− r − 1) W E 143��FG A6< 9 E>E 1 <>A ) - E 143'��9 < 5 ) 363W�

�
�
�
�
�
�

�
�
�

�
�
�

· · ·
· · ·

· · ·

�
�
�[λ](n−r−1) =

�
�
�

��F < j ≥ n − r
�B1 < 56143t9 K j W E 143 �FG A6< 9 E>E 3 L 3 ) -:7�+ ) � 561 K p W E 143 ) -0-:1 :'3,+ E 143 561 < j W E 143 � = ) - WE 1nk2+.3

[λ](j−1) ) L Oe9 A6< 143 [ 149 E 1 < 3 3 ) G A +5�U143 k21 < 7�G A +5�!143W�'\ 3,7>/21P7 ) K E �m1 < 56143 7�+ K 9 E A 8 G A 7 E 143,7
n − r − 1 + b r−(p−2)−(n−r−1)(p−1)

p−1 c + 1
�FG A6< 9 E>E 1��!143 8 E 90/ E ;^L6K ) L 7 [λ]

5 ) 7eZ@9 ) / < ) KoK 14903,1 < p W
< 14/ L -P� < 143iH ) < E 9 E 9:+.3 SPL C +.3,7 E <>L 9:1 < 143W�UZ@9:1�1 < 7 E 143 n− r − 1 ≥ 1

� = ) - E 143i5c9:1P7�1P7@Zq9 ) / < ) KoK 7 A ) �U143
[ �D36/21 p �2Z@9:1(3 ) G A O +.-0/2143,56143 b r−(p−2)−(n−r−1)(p−1)

p−1 c+1
� = ) - E 143 A ) �U143 [ �D36/21 p−1 ;aL 3,5"5c9:1(-:1 E S E 1� = ) - E 1 A )DE [ �D36/21 (r − (p− 2)− (n− r − 1)(p − 1)) = r + 1

� 5 ) 3 �U1 ) G A E 1 ; 5 ) 7�7 �m14/2143 n− r ≤ x903V5c9:1P7�1 K � ) -0- EM)DE 7��.G A -09:G A (n− r − 1)p ≤ (x− 1)p < n
/a90- E �

\ K � ) -0-
r = n − 1

9:7 E
λ = (1n)

� ' 9 <'K F,7�7�1438O^F < j ≥ 1
7�+ K 9 E 9 K j W E 143 �FG A6< 9 E>E 7 E 1 E 7 ) -0-:1�:'3,+ E 143

L 3 E 1 <>A ) -S� 561 < (p − 1) W E 143 H 1490-:1e561 < j W E 143�� = ) - E 1"k2+.3 [λ](j−1) 3 ) G A +5�U143hk21 < 7�G A 9:1+�!143W�JZ ) �!149m7�149
[λ](0) := [λ]

�,Z'1 KoSPL O +.-0/21R9:7 E (1r)R =
(
(p− 1)b

n
p−1

c, n̄
)′ �

Z ) K 9 E 9:7 E 5 ) 7 [ 1 KoK ) �U1+��9:1P7�143W�
���S�v�����W����� !WL��WL��WL � )  � 3 E 1 < 56143 7$+ < ) L 7�7�1 E SPL 36/2143tk2+.3 [ 1 KoK ) /��.���.� L 3,5 y = 0

9:7 E 7 E 1 E 7
(x + 1, 1xp−x−1)R = (x + 1, xp−2, x − 1) = (x, 1xp−x)R

� ' 14/2143 xp − x − 1 − p + 1 =
(x− 2)(p− 1) + p− 2

9:7 E O^F < n− r = x+ 1
3�� K -09:G A

1 +

⌊
r − p+ 1

p− 1

⌋
= x− 1

1 + r = p− 1

n− r − 2−

⌊
r − p+ 1

p− 1

⌋
= x+ 1− 2− x+ 2 = 1.

uq-:7�+ 9:7 E 903 561 K � ) -0-
(x+ 1, 1xp−x−1)R = (px−1, p− 1, 1)′ = (x+ 1, xp−2, x− 1)

�
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��F < n− r = x
9:7 E�) 3,561 < 1 < 7M149 E 7

n− r − 1 = x− 1
⌊
r − (p− 2)− (n− r − 1)(p− 1)

p− 1

⌋
+ 1 =

⌊
1

p− 1

⌋
+ 1 = 1

r + 1 = 1.

�`+.-0/a-09:G A 1 < /a9S� E 7>9:G A ) L G A (x, 1xp−x)R = (px−1, p− 1, 1)′ = (x+ 1, xp−2, x− 1)
�cu�-0-:1 ) 3,561 < 143rq14/ L - ) < 9:7>9:1 <>L 36/2143 7�903,5 = )a) < �B149:7�1Rk21 < 7�G A 9:1P56143W�

���  ]\ K � ) -0-
y > 0

7>903,5 ) -0-:1'r�14/ L - ) < 9:7>9:1 <>L 36/2143 = )a) < �m149:7�1'k21 < 7�G A 9:1P56143W�2) ) G A � )DE S /��.���.-�9:7 E 903,7��!1 W7M+.3,561 < 1 S(n−r,1r) ∼= D(n−r,1r)R O^F < ) -0-:1 r = 0, . . . , n− 1
�

 ���v� C !\L��\L��MLO#�% %�(.* (.-
n = xp, x ≥ 1

=�- A
r ∈ {1, . . . , n− 2} ~

A * B!��o F�F % n− r ≥ x+ 1
D>AH(.4

r < p
*P% x 8 %+D s */F x��

Hd(S(n−r,1r)) ∼= D(n−r,1r)R

,

Soc(S(n−r,1r)) ∼= D(n−r+1,1r−1)R

.

A *�* B ��o F�F % n− r ≤ x =@-BA
r ≥ p

*/% x 8 %)D s *�F x��
Hd(S(n−r,1r)) ∼= D(n−r−1,1r+1)R

,

Soc(S(n−r,1r)) ∼= D(n−r,1r)R

.

A *�*�* B � (.4.- (.4I*/% x S(n) ∼= D(n) =�- A S(1n) ∼= D(1n)R ~
& (.N&(.*/% ~ Z@9:1 5 +F5 L -03 S(n) L 3,5 S(1n) 7>903,5 9 <>< 1P5 L6S 9S�!14- ; 7M+�5 ) 7�7�5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ � 90909� ) L 7 � )DE S /��.���.-O*+.-0/ E �2Z@9:1 < 1P7 E -09:G A 143 � = 1PG A E K +F5 L -03 SPL > )DC 143 = ) < E 9 E 9:+.3,143"7�903,5o3 ) G A p 1 K 1 < C L 36/	/��<;0�<;(14903 < 149 A 90/ K 9 E/2143 ) L S �B149M:�+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < 143 ;FL 3,5"3 ) G A +<; s 1 ;c? + < �Ff��gfR9:7 E Hd(S(n−r,1r)) ∼= Soc(S(n−r−1,1r+1))O^F < 0 ≤ r ≤ n − 1

�QZ ) K 9 E 9:7 E 5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ 9 K � ) -0-
r < p

C - ) < � ��F < r ≥ p
/a90- E 3 ) G Ah[ 1 KoK )/��.���.� L 3,5 p 1 K 1 < C L 36/ /��.��� 6 7 E 1 E 7

(n− r, 1r)R B (n− r − 1, 1r+1)R ; O ) -0-:7 n− r > x+ 1
9:7 E

,

(n− r, 1r)R = (n− r − 1, 1r+1)R ; O ) -0-:7 n− r = x+ 1
9:7 E

,

(n− r − 1, 1r+1)R B (n− r, 1r)R ; O ) -0-:7 n− r < x+ 1
9:7 E

.

) ) G A � )DE S /��.���.-o9:7 E D(n−r,1r)R 14903,1 < 561 < :q+ Ko= +a7�9 E 9:+.3,7jO )DCFE + < 1438k2+.3 S(n−r,1r) ;,L 3,5 561 < ) 3,561 < 1�9:7 Ek2+.3l561 < �`+ <>K Dα K 9 E α B (n − r, 1r)R
��u L 7q5c9:1P7M143 � �!1 < -:14/ L 36/2143lO*+.-0/ E 5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/]9 K � ) -0-

r ≥ p ;cL 3,5V5 ) 7 [ 1 KoK ) 9:7 E �!1+��9:1P7M143W�
� 3k�@3���� C � !\L��WLS!WL A * B!� } 4 n = xp, x ≥ 1

=@-BA
r ∈ {0, . . . , n− 2} s */F x��

Dr =

r∧
D ∼=

{
D(n−r,1r)R 8 { o F/F % n− r ≥ x+ 1

D�A�(.4
r < p,

D(n−r−1,1r+1)R 8 { o F/F % n− r ≤ x =@-BA
r ≥ p.

A *�* B ��o F�F % n 6≡ 0 (mod p)
*/% x 8 %+D s *�F x {@} 4 o F�FL( r ∈ {0, . . . , n− 1} �

Dr
∼= S(n−r,1r) ∼= D(n−r,1r)R

.
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' 9 < �B1 < 56143 9 K �,+.-0/2143,56143 5c9:1?7$1 < E 9 S 1P7 ) -0-:1 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143��8+N5 L -03 7�� KoK 1 E < 9:7�G A 1 <��@<>L6=6= 143 561 <Z@9 K 143,7>9:+.3,143 ≤ 1000
�U1P7 E 9 KoK 143W� Z ) SPL 7�149:143 n ∈ N∗ L 3,5 F 14903��! <>= 1 < k2+.3RH < 9 KoS ) A -:G A ) < )DCNE 1 < 9:7 E 9 C

p
�H�`1 < 3,1 < �U1 S 149:G A 3,143 ��9 < ) �|�j1 E S E O#" < �j1P561P7 m = 0, . . . , n K 9 E Rn(m)

5c9:1!�'- ) 7�7M1(9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 < FSn W�8+N5 L -03 D K 9 E 561 < X 90/2143,7�G A ) O E ; 5 ) 7�7 D ∼= Dµ +F561 < D ∼= Dµ⊗S(1n) ∼= D $ (µ) O%" < 14903 µ ∈ Pn,p K 9 E
µ1 ≥ n−m

/a90- E �DZ ) 363 ��9 < 5�561 < O*+.-0/2143,561<� )DE S 14903,1 S 143 E < ) -:1Brq+.-0-:1�O%" <_L 3,7�1 < 1 �B149 E 1 < 143 � �!1 < -:14/ L 36/21437 = 9:14-:143W�
�'&���� �)( �'(^]�adc�� "gf  (��\l*(I#&% %)(.* (.-

m,N ∈ N
=�-BA

f : N −→ N, n 7→ f(n)
(.*�- ( � =�- r x *JD5-M8�N&(.F���� (A5* ( { D5F s (.- AH(.- & (�A5*/- s =�- s (.- (.4 {@} F�F x��A * B 2f(n− 2) > f(n) {�} 4 o F�FL( n ≥ N + 2 ~

A *�* B � */-BA
n ∈ {N,N +1}

=�-BA
D

(.*�- */4.4�(�A5= �+* 
 FS(+4 FSn C zED�A5=@F 8 A o -�- F * ( s x D (.- x N&(�AH(+4 *�- Rn(m)
8

D>AH(.4 (.% */% x dim(D) > f(n) ~
A *�*�* B � } 4 o F/FL( n ≥ N =�- A ��(�AH(.-E*/4.4�(�A5= �+* 
 FS(+- FSn C zED�A5=@F D *�-

Rn(m+ 2) \Rn(m)
*/% x dim(D) >

f(n) ~
� } 4 o F�FL( n ≥ N

F * ( s x A o -M- ��(�AH(+4 */4.4�(�A5= �+* 
 FS( FSn C zED�A5=@F D (+- x N&(�AH(.4�*�-
Rn(m)

8 D�A�(.4 (9% *P% x
dim(D) > f(n) ~
���S�v�����W����� �)( �'( _+( � K +5�690/2143 � )DE S ) 3��B143,56143 SPL C  .363,143 ; �B1 < 56143$��9 < 9 K 7$1 < - ) L O!5c9:1P7M1P7,� ) = 9 E 14-:75c9:1�Z@9 K 143,7>9:+.3,143 561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143 FSn W � +F5 L -03oO%" < p = 2 L 3,5 n ≤ 18

7�+���9:1(O#" < p = 3 L 3,5 n ≤ 17�U143- E 90/2143W� �F+>�B+ A -�9 K � ) -0-
p = 2

) -:7 ) L G A 9 K � ) -0-
p = 3

7>903,5 5c9:1/. ���10 �32 
54'2��76 �98+0 �:4 k2+.3
SnO%" < ) -0-:1 n ≤ 17

�!1 Ca) 363 E<; 7�9:1 A 1>=@?:?@ACBED@DGF@F@FIH%J9KG?@=LHNM@F:?@=POQK:KSR7=UTGVLHXW�T:DG=UYZJ-TS[1DG\U]_^�D1WSTSRGYQJ�AUY�[:`Z?9`1YGVSDaXb Z ) �!149�/a9S� E 5c9:1dc!1 < -:14/ L 36/27 S ) A - dµλ ) 3 ;�K 9 E �B14-:G A 1 <fe 9:14- O ) G A6A 149 E 561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 FSn W � +F5 L -
Dλ ) -:7g��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < 561P7$� = 1PG A E K +F5 L -:7 Sµ k2+ < C + KoK E b Z ) 5c9:1 Zq9 K 143,7�9:+.3,143�561 < � = 1PG A E W
K +F5 L -03]7 E 1 E 7&�U1 Ca) 363 E 7>903,5 ; - ) 7�7�143]7>9:G A]K 9 Eih 90- O 1@561 < c!1 < -:14/ L 36/27 S ) A -:143 ) L G A 5c9:1@Z@9 K 143,7>9:+.3,143V561 <9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143��8+N5 L -03��U1P7 E 9 KoK 143 b Z@9:1P7 -09:14/ E 5 ) < ) 3 ; 5 ) 7�7o5c9:1jc!1 < -:14/ L 36/27 K )DE < 9lk (dµλ)µ∈Pn ,λ∈Pn,p7 E 1 E 7�k2+.-0-:1438r ) 36/ A )DE b Z ) O%" < n ≥ 18

c!1 < -:14/ L 36/27 S ) A -:143l3 L6< 3,+FG A 903 � = 1 S 9 ) - O,�D-0-:143 k2+ < -09:14/2143 ; 7>903,55 ) 363 ) L G A 5c9:1"Z@9 K 143,7>9:+.3,143 561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143 FSn W �8+N5 L -03n9 K uq-0-0/21 K 14903,143n369:G A E �U1 C.) 363 E b Z@9:1m ) �U14-0-:1 ) L 7ouq3 A ) 36/wu	143 E A �D- E�n 1P56+NG A L 3 E 1 < 1��FG A6< ) 3 C 143 O#" < 5c9:1 Z@9 K 143,7>9:+.3,143 561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143
FS18 W �8+N5 L -03 903 ?BA ) < )DCNE 1 < 9:7 E 9 Cjo b\ 3,7��!1P7M+.3,561 < 1 1 <>A ) - E 143	��9 < ) L OR5c9:1P7�1qpw149:7�1 ; 5 ) 7M7 9 K � ) -0-

p = 2
n 1P561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 FS17 W � +F5 L -143 E �B1P561 < 903 R17(3)∪{D

(9,8)}
-09:14/ E +F561 < Z@9 K 143,7>9:+.3 ≥ 1582 A )DE L 3,5 ; 5 ) 7�7 n 1P561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 FS18 W�8+N5 L -6143 E �B1P561 < 903 R18(3)∪{D
(10,8)}

-09:14/ E +F561 < Z@9 K 143,7>9:+.3 ≥ 1582 A )DE b �,1 < 3,1 <�A ) �!143 ) -0-:1I�8+N5 L -03903
R17(3) ∪ {D

(9,8)}
Z@9 K 143,7>9:+.3,143 < 1155 ;!L 3,5 5c9:1g� +F5 L -03 903 R18(3) ∪ {D

(10,8)} A ) �!143lZ@9 K 143 W7>9:+.3,143
< 1580

b \ K � ) -0-
p = 3 L 3,5 n ∈ {16, 17} -09:14/ EIn 1P561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 FSn W �8+N5 L -$143 E �B1P561 < 903

Rn(3)
+F561 <�A )DE Z@9 K 143,7>9:+.3 ≥ 1260

�!1 S 9:1 ANL 36/27��B149:7M1 ≥ 1597
b �`1 < 3,1 <�A ) �U143 5c9:1��8+N5 L -03V903 R16(3)Z@9 K 143,7>9:+.3,143 < 819 ;6L 3,5 5c9:1�� +F5 L -03 903 R17(3) A ) �U143VZ@9 K 143,7>9:+.3,143 < 1155

b

s.x
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#%$'& ( 	 	U�������b�� ���� � d������� �M�*),+�� 	U��&@���
	!� 6���>& �

p 9 < �!1 E < ) G A E 143 SPL 3��.G A 7 E 56143�� ) -0- p = 3
b Z ) 363V/a90- E O*+.-0/2143,561P7 [ 1 KoK ).-

 0/"121 & �)(�39(�39(O#�% %�(.* (.-
N := 16

=@-BA
m := 3 4�5 (+49- (+4G%)(76�� (.-EN */4

f(n) :=
n4 − 14n3 + 47n2 − 34n− 24

248:9 4<;5F�FL(
n ∈ N 4>= ;5-M-@?5*�FA6CB

D *FE
2f(n− 2) > f(n)

8:9 4
n ≥ 18 4

D *�*GEIHB*/-BA
n ∈ {16, 17}

=@-BA
D

(.*�-�*/4.4�(�A5= �)* 
 FS(.4 FSn CKJ D�A5=@F 8�%+D F *,(K?L6 D (.-M6JN&(�AH(.4 *�-
Rn(3)

8 D�AH(+4
(.%I*P%76

dim(D) > f(n) 4
D *�*�*GEIHB*/-BA

n ≥ 16
=�- A

D
(.*/-�*�4.4�(�AK= �)* 
 FL(.4 FSn CCJ D�A5=@F�*�- Rn(m + 2) \ Rn(m)

8 %)D�?5*/FN6
dim(D) >

f(n) 4
O (.N&(.*/% 4 � 9� - X 903,1]rq+ L E 903,1 < 1PG A 3 L 36/ S 1490/ E ; 5 ) 7�7 n4 − 30n3 + 263n2 − 810n + 744 > 0

O%" < ) -0-:1
n ≥ 18

/a90- E ; �B+ < ) L 7�7M+DO + < E 5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/eO +.-0/ E b
� 909� - X 7(9:7 E f(16) = 819 L 3,5 f(17) = 1155

b Z@9:1 p 1 A ) L6= E L 36/vO*+.-0/ E 5 ) 363 ) L 7 p 1 K 1 < C L 36/ s b x b o b
� 90909� - X 7�7�149:143 n ≥ 16 L 3,5 Dλ 14903 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 < FSn W � +F5 L - ) L 7 Rn(5) \ Rn(3) b

� )  @\ K � ) -0-
Dλ ∈ Rn(4) \ Rn(3)

C  .363,143���9 < λ ∈ {(n − 4, 4), (n − 4, 3, 1), (n − 4, 22), (n −
4, 2, 12)}

) 363,1 A6K 143 b�P ) G A ;RQ � a 9:7 ES-

dim(D(n−4,4)) ≥
n4 − 14n3 + 47n2 − 34n

24
= f(n) + 1 > f(n),

dim(D(n−4,3,1)) ≥
3n4 − 38n3 + 129n2 − 118n

24
> f(n),

dim(D(n−4,22)) ≥
n4 − 14n3 + 71n2 − 154n+ 120

24
> f(n),

dim(D(n−4,2,12)) ≥
3n4 − 38n3 + 153n2 − 190n− 24

24
> f(n).

���  �p 9 < �U1 E < ) G A E 143 3 L 3 56143�� ) -0-
Dλ ∈ Rn(5) \ Rn(4) L 3,5 C  .363,143 λ ∈ {(n − 5, 5), (n −

5, 4, 1), (n − 5, 3, 2), (n − 5, 3, 12), (n− 5, 22, 1)}
) 363,1 A6K 143 b

λ = (n− 5, 3, 2)P ) G A ��+ < +.-0- ) <%T b Q b ToL 3,5 [ 1 KoK ) T b Q b Q /a90- E 7 E 1 E 7 λ = (n− 5, 15)R ;6L 3,5 1P7�9:7 E

dim(Dλ) =

{(
n−1

5

) ; O ) -0-:7 n 6≡ 0 (mod 3)(n−2
5

) ; O ) -0-:7 n ≡ 0 (mod 3).

\ 3 �!149:56143"� �D-0-:143 /a90- E 7�+ K 9 E dim(Dλ) > f(n).
� " < λ ∈ {(n − 5, 5), (n − 5, 4, 1), (n −

5, 3, 12), (n − 5, 22, 1)}
�!1 E < ) G A E 143 ��9 < SPL 3��.G A 7 E 5c9:1 � �D-0-:1

n = 16, 17, 18
bUP ) G A p 1 K 1 < WC L 36/hs b x b o 9:7 E 5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ � 90909� IO%" < n = 16, 17 < 9:G A E 90/ b X 7o7�149 ) -:7�+ n = 18

b Z ) 363 9:7 E
f(n) = 1580

b Z@9:1 K +N5 L - ) < 143 p < ) 3,G A 9036/ W rq14/214-03 ) L 7 p 1 K 1 < C L 36/�V b ! b V L 3,5 � )DE S V b ! b fR-09:1 O*1 < 3) L�� 1 < 561 K �,+.-0/2143,561P7 -

• 2D(12,4)|ResS18
S16

(D(13,5))

• ResS18
S17

(D(13,4,1)) ∼= D(12,4,1) ⊕D(13,3,1)

• 2D(12,3,1)|ResS18
S16

(D(13,3,12))

• 2D(12,22)|ResS18
S16

(D(13,22,1))
b
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Z@9:1P7 S 1490/ E ; 5 ) 7�7 dim(Dλ) > 1580 = f(18)
O%" < λ ∈ {(13, 5), (13, 4, 1), (13, 3, 12 ), (13, 22, 1)}/a90- E b Z@9:1 < 1P7 E -09:G A 143 � �D-0-:1 �U1+�B149:7M143 ��9 < 3 L 3 903,5 L CNE 90k L 3,5"3,1 A6K 143 ) � n 1 E S E n > 18

) 3 b �,1 < 3,1 <�U143 L E S 143 ��9 < ��9:1P561 < 5c9:1 K +N5 L - ) < 143 p < ) 3,G A 9036/ W r�14/214-03 ) L 7 p 1 K 1 < C L 36/<V b ! b V L 3,5 � )DE S V b ! b f b

λ := (n− 5, 5)\ K � ) -0-
n ≡ 1 (mod 3)

9:7 E
ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−5,5)⊕D(n−1−4,4) ; 7�+'5 ) 7�7�3 ) G A \Y3,5 L CFE 9:+.3 ;� 9� L 3,5 � )  �5 ) 363 dim(Dλ) = dim(D(n−1−5,5))+dim(D(n−1−4,4)) > 2f(n−1) > 2f(n−2) >

f(n)
O*+.-0/ E b

\ K � ) -0-
n ≡ 2 (mod 3)

9:7 E
ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−5,5)

b pw14/2143
n− 1 ≡ 1 (mod 3)

9:7 E 3 ) G A56143"+5�690/2143 � �!1 < -:14/ L 36/2143 dim(Dλ) = dim(D(n−1−5,5)) > 2f(n−1−1) = 2f(n−2) > f(n).\ 7 E
n ≡ 0 (mod 3) ; 7�+ �!1P7�9 E S E ResSn

Sn−2
(Dλ) S �m149 SPL D(n−2−4,4) 9:7M+ K + <>=6A 1(5c9 < 1 CNE 1 � L6KoK ) 3 W56143 ; 5 b A b 3 ) G A � )  �9:7 E

dim(Dλ) ≥ 2 dim(D(n−2−4,4)) > 2f(n− 2) > f(n).

λ := (n− 5, 4, 1)� " < n ≡ 1 (mod 3)
�!1P7�9 E S E ResSn

Sn−2
(Dλ) S �B149 SPL D(n−2−4,4) 9:7�+ K + <>=6A 1o5c9 < 1 CFE 1 � L6KoK ) 3 W56143 ;,L 3,5 K 9 E � )  ^O*+.-0/ E dim(Dλ) ≥ 2 dim(D(n−2−4,4)) > 2f(n− 2) > f(n).\ K � ) -0-

n ≡ 2 (mod 3)
C + KoK 143l903 ResSn

Sn−1
(Dλ)

5c9:1g�8+N5 L -03 D(n−1−4,4) L 3,5 D(n−1−4,3,1)

) -:7L��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCFE + < 143 k2+ < ; L 3,5e3 ) G A � )  ^1 <>A ) - E 143 ��9 < ) L G A"A 9:1 < dim(Dλ) > 2f(n− 1) >
2f(n− 2) > f(n)

b
\ 7 E

n ≡ 0 (mod 3) ; 7�+d/a90- E ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−5,4,1)⊕D(n−1−4,3,1) ; 7�+d5 ) 7�7^3 ) G A � )  L 3,5\ 3,5 L CFE 9:+.3 dim(Dλ) > 2f(n− 1) > 2f(n− 2) > f(n)

/a90- E b
λ := (n− 5, 3, 12)\ K � ) -0-

n ≡ 1 (mod 3) A )DE ResSn

Sn−2
(Dλ) S �B149 SPL D(n−2−4,2,12) 9:7M+ K + <>=6A 1(5c9 < 1 CNE 1 � L6KoK ) 3 W56143 b pw14/2143 � )  m9:7 E�) -:7�+

dim(Dλ) > 2f(n− 2) > f(n)
b

� ) -0-:7
n ≡ 2 (mod 3)

9:7 E ; /a90- E ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−5,3,12)⊕D(n−1−4,2,12) ; 7�+�5 ) 7�7 dim(Dλ) >

2f(n− 1) > 2f(n− 2) > f(n)
3 ) G A � )  L 3,5 \ 3,5 L CNE 9:+.3VO +.-0/ E b\ K � ) -0-

n ≡ 0 (mod 3)
7�G A -09:1 � -09:G A �U1P7>9 E S E ResSn

Sn−2
(Dλ) S �B149 SPL D(n−2−4,3,1) 9:7M+ K + <>=6A 15c9 < 1 CFE 1 � L6KoK ) 3,56143 ;`L 3,5 3 ) G A � )  ^O +.-0/ Eq) L G AVA 9:1 < dim(Dλ) > 2f(n− 2) > f(n)

b
λ := (n− 5, 22, 1)� " < n ≡ 1 (mod 3)

9:7 E
ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−5,22,1) ⊕D(n−1−4,22) ; 5 b A b 1P7�9:7 E dim(Dλ) >

2f(n− 1) > 2f(n− 2) > f(n)
�m14/2143 � )  L 3,5V\ 3,5 L CFE 9:+.3 b� " < n ≡ 2 (mod 3)

�!1P7�9 E S E ResSn

Sn−2
(Dλ) S �m149 SPL D(n−2−4,2,12) 9:7M+ K + <>=6A 1(5c9 < 1 CNE 1 � L6KoK ) 3 W56143 ;,L 3,5 3 ) G A � )  �9:7 E 5 ) 363

dim(Dλ) > 2f(n− 2) > f(n)
b

\ K � ) -0-
n ≡ 0 (mod 3)

�!1P7�9 E S E ResSn

Sn−2
(Dλ) S �B149 SPL D(n−2−4,22) 9:7�+ K + <>=6A 1o5c9 < 1 CFE 1Q� L6K W

K ) 3,56143 ; 7�+o5 ) 7�7 dim(Dλ) > 2f(n− 2) > f(n)
O +.-0/ E b

Z ) K 9 E 9:7 E 5 ) 7 [ 1 KoK ) �U1+��9:1P7�143 b
�F+ K 9 E 7>903,5 ) -:7�+l5c9:1 e + < ) L 7�7M1 E SPL 36/2143 k2+.31� )DE S s b x b ! K 9 E p = 3, N = 16, m = 3

1 < O#"6-0- E ;�L 3,5
SPL 7 ) KoK 143 K 9 E 56143 X < /21+�6369:7�7�143 ) L 7 p 1 K 1 < C L 36/]s b x b o 1 <>A ) - E 143'��9 < 7�+DO*+ < ES-
����������� & � �)(�3)(
	'( #&%3%)(+*,(.-

p = 3, n ≥ 16
=@-BA

D
(.*�- *�494�(�A5= �+* 
 FL(.4 FSn CKJ D�A5=@F 4 = ;5-M- F * ( ?L6

D
*�-

Rn(3)
8�D�AH(+43(9%I*/%:6

dim(D) > 1000 4
��/�12/��������� �)(�39(��'( � " < n ≤ 15

C 14363,143 ��9 < 5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7 ) -0-:1 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143 FSn W � +F5 L -03e903 ?BA ) W
< )DCFE 1 < 9:7 E 9 C Q 561 < Z@9 K 143,7>9:+.3 ≤ 1000

� 7>9:1 A 1�� b o  b
Z@9:1 � +F5 L -03 ) L 7 Rn(1) 7�903,5�/21 < ) 561 D(n), D $ ((n)), D(n−1,1), D $ ((n−1,1))

b Z@9:1 e 1 < E 9 S 1P7"5c9:1P7�1 <�8+N5 L -03V7>903,5 7 E 1 E 7(5c9:1dZ'1 O 1 CFE / <>L6=6= 143 561 < 143 E 7 =6< 1PG A 143,56143 p -  FG C 1 b
P ) G A ; s.x a ; � )DE S V b o b T 7>903,5 O 1 < 3,1 < 5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7dk2+.3 D(n−2,2) L 3,585 ) K 9 EI) L G A k2+.3 D $ ((n−2,2)) 5c9:1Z'1 O 1 CFE / <>L6=6= 143 561 < 143 E 7 =6< 1PG A 143,56143 p -  FG C 1 b
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Z@9:1 e 1 < E 9 S 1P7bk2+.3 D(n−3,3) L 3,5 D $ ((n−3,3)) 7>903,5d3 ) G A ; s.x a ; � )DE S V b o b ! x�7 E 1 E 7_5c9:1 Q W ���N-:+>��/ <>L6=6= 143�k2+.3
Sn ; 1P7J7�149N5614363 ; 1P7_9:7 E n ≡ 5 (mod 9)

b � " < n ≡ 5 (mod 9)
9:7 E�) �!1 < D(n−3,3) ∼= S(n−3,3) ∼= Y (n−3,3) ;7�+�5 ) 7�7^5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7 ) L G A 903 5c9:1P7�1 K � ) -0-B�U1 Ca) 363 E 7�903,5 b�P ) G A p 1 K 1 < C L 36/of b Q b Q L 3,5 � )DE S f b V b !q7>903,57>9:1'903

Sn
C +.3 n L /a9:1 < E SPL Pn−6 × P

2
3

b
� K 3 L 3l5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7 ) -0-:1 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143�� +F5 L -03 7�� KoK 1 E < 9:7�G A 1 <<�@<>L6=6= 143 903 ?BA ) < )DCFE 1 < 9:7 E 9 C Q 561 <Z@9 K 143,7>9:+.3 ≤ 1000 SPL �U1P7 E 9 KoK 143 ; K ",7�7�143 ��9 < ) -:7�+�3,+FG A �8+N5 L -03�561 < �,+ <>K D(n−2,12) L 3,5 D(n−3,2,1)O%" < n ≥ 16

�!1 E < ) G A E 143 b \ K � ) -0-
n 6≡ 0 (mod 3)

9:7 E
D(n−2,12) ∼= S(n−2,12) L 3,5 D(n−3,2,1) ∼= S(n−3,13)3 ) G Aw[ 1 KoK ) T b Q b Q L 3,5���+ < +.-0- ) <<T b Q b T b \ 3l5c9:1P7M143 � �D-0-:143w7>903,5l5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7 ) -:7�+ �U1 C.) 363 E b �N9:1 7>903,53 ) G A p 1 K 1 < C L 36/ T b ! b ! C +.3 n L /a9:1 < E SPL Pn−3

�U1 S 9:1 A L 36/27��m149:7�1 Pn−4 × P3
b�P ) G A p 1 K 1 < C L 36/ T b o b T��9:7�7�143���9 < ) L G AQ; 5 ) 7�7 9 K � ) -0-

n ≡ 0 (mod 3) L 3,5 n 6≡ 3 (mod 9)
5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7ok2+.3 D(n−2,12)/21 < ) 561R5c9:1 Q W ���F-:+���/ <>L6=6= 143 k2+.3 Sn

7>903,5 b � " < n ≡ 0 (mod 3)
/a90- Eq) L�� 1 < 561 K -

dim(D(n−2,12)) =

(
n− 2

2

)
L 3,5 dim(D(n−3,2,1)) =

(
n− 2

3

)
.

X 7q9:7 Eq) -:7�+ dim(D(n−2,12)) > 1000
O%" < n > 45 L 3,5 dim(D(n−3,2,1)) > 1000

O%" < n > 21
b �,1 < 3,1 < 9:7 E

dim(D(15,2,1)) = 560 6≡ 0 (mod 3) ;FL 3,5]5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7�k2+.3 D(15,2,1) 7>903,5]5 ) K 9 E 5c9:1 Q W ���N-:+>��/ <>L6=6= 143k2+.3
S18

b Z'1 K 3 ) G A A ) �!143 ��9 < 3,+NG A O +.-0/2143,561 � �D-0-:1 SPL �!1 E < ) G A E 143 -

n λ dim(Dλ)o !
(19, 12) 171 ≡ 0 (mod 9)
(18, 2, 1) 969 ≡ 0 (mod 3)Q x
(28, 12) 378 ≡ 0 (mod 27)Q �
(37, 12) 666 ≡ 0 (mod 9)

? + Ko=6L E 1 < �U1 < 1PG A 3 L 36/2143 S 1490/2143 ; 5 ) 7�7�903 ) -0-_5c9:1P7�143'� �D-0-:143 5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7�561 < 143 E 7 =6< 1PG A 143,5614389 <>< 1P5 L W
S 9S�6-:143�� +F5 L -03 7 E 1 E 7�5c9:1 Q W ���N-:+>��/ <>L6=6= 143 k2+.3 Sn

7>903,5 b Z ) �U149&� L6< 56143�5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7 561 < � +F5 L -03
D(19,12), D(28,12) L 3,5 D(37,12) 5c9 < 1 CFE K 9 E 56143 ? + Ko=6L E 1 <>=6< +./ < ) KoK 143 ) L 7 ; s.x a �!1 < 1PG A 3,1 E bZ'1 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 FS21 W �8+N5 L - D(18,2,1) 9:7 E 3 ) G A �q+ < +.-0- ) < T b Q b T L 3,5 [ 1 KoK ) T b Q b Q 9:7�+ K + <>=6A SPL
D3 =

∧3D(20,1)
b p 1 E < ) G A E 143 ��9 < 3 L 3 14903,143 e 1 < E 1 k P ≤ P21 = P9 × P9 × P3

k2+.3
D3 ; 7M+i9:7 E

P9 × (P3)
3 <S21 P ≤ P21

3 ) G A ��+ < +.-0- ) < T b ! b s b pw14/2143 Z(P21) ≤ P L 3,5 p 1 K 1 < C L 36/��Q�q+ < +.-0- ) <Q b ! b T O*+.-0/ E 5 ) < ) L 7�7M+DO + < E ; 5 ) 7�7q143 E �B1P561 < P = P21
+N561 < P = P9 × (P3)

4 /214- E 143 KIL 7M7 b p 9 < 3,1 A6K 143
SPL 3��.G A 7 E P = P9× (P3)

4 ) 3 L 3,5e7�1 E S 143 H := NS21(P )
b Z ) 363 �!1P7�9 E S E H O#" < S ∈ Syl2(S4)

14903,1 SPL
NS9(P9) × (S3 o S)

9:7�+ K + <>=6A 1 � 3 E 1 < / <>L6=6= 1 K ;`L 3,5 1P7�/a90- E P ≤ K ≤ H
7M+���9:1

|K : P | = 29 6≡ 0
(mod 3)

b �,1 < 3,1 < 9:7 E ResF3S21
F3K

(D3)
) �,7M+.- L E L 3 S 1 < -:14/K� ) < ; ��9:1 ? + Ko=6L E 1 < �U1 < 1PG A 3 L 36/2143 S 1490/2143 b p 9 <C  .363,143 5 ) A 1 < ) 363,1 A6K 143 ; 5 ) 7�7 F ) -0/21+� < ) 9:7�G A ) �6/21P7�G A -:+a7�7�143 9:7 E b u L 7L��+ < +.-0- ) < o b V b T O +.-0/ E 5 ) 363]561 <p 9:561 < 7 =6<>L G A P = (P3)

4 ∈ Syl3(S21)
b �`+.-0/a-09:G A 9:7 E P = P21

b

#%$�� ( 	 	U�������b�� ���� � d������� �M�*),+�� 	U��&@���
	!� 6���>& �

P L 3 �U1 E < ) G A E 143 ��9 < 561433� ) -0- p = 2
b � 9 E

D(n)
�U1 S 149:G A 3,143 ��9 < n 1 E S E 7 E 1 E 7b56143���� � 4��	��
�
 0 O%" < FSn

b
Z@9:1P7J9:7 E 561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 FSn W � +F5 L - SPL6< H ) < E 9 E 9:+.3 (n2 +1, n2−1) ; O ) -0-:7 n /21 < ) 561B9:7 E ; �U1 S 9:1 A L 36/27��m149:7�1561 <_SPL6< H ) < E 9 E 9:+.3 (n+1

2 , n−1
2 ) ; O ) -0-:7 n L 36/21 < ) 561B9:7 E b p 9 < �m1 < 56143 14903�u�3 ) -:+./2+.3 SPL � )DE S s b x b ! �U1+�B149:7M143

L 3,5 �U143- E 90/2143 A 9:1 < O%" < 3,+NG A O*+.-0/2143,561P7 [ 1 KoK ) b
 0/"121 & �)( 	+(�39(O#�% %�(.* (.-

n ≥ 8
=�- A

G = Sn 4
= ;K-M- ?K*/FN6CB
D *FE��� 5 ;5F�F n ≡ 0 (mod 4)

*P%76
Ind

Sn+1

Sn
(D(n)) ∼= f0(D(n)) ∼ 2D(n + 1) + D( n

2
+1,n

2
−1,1) =�- A

dim(D( n
2
+1,n

2
−1,1)) = (n− 3)2

n−2
2 .

D *�*GE���� 5 ;KF/F n ≡ 1 (mod 4)
*P%76

Ind
Sn+1

Sn
(D(n)) ∼= f0(D(n)) ⊕ f1(D(n)),

N D 
 (.* f0(D(n)) ∼

2D(n+ 1)
=@-BA

f1(D(n)) ∼= D( n+1
2
,n−1

2
,1) ?K*/FN6 4
5 (.4.- (.4 *P%76 dim(D( n+1

2
,n−1

2
,1)) = (n− 1)2

n−1
2 .



���������
	�����������������	����	�����	���������	������/� ��	�� s�V

D *�*�*GE���� 5 ;KF/F n ≡ 2 (mod 4)
*P%76

Ind
Sn+1

Sn
(D(n)) ∼= f0(D(n)) ⊕ f1(D(n)),

N D 
 (.* f1(D(n)) ∼=

D(n+ 1)
=@-BA

f0(D(n)) ∼= D( n
2
+1,n

2
−1,1) ?5*�FN6 4
5 (.4.- (.4I*/%:6 dim(D( n

2
+1,n

2
−1,1)) = (n− 1)2

n−2
2 .

D *�� E��� 5 ;KF/F n ≡ 3 (mod 4)
*/%:6

Ind
Sn+1

Sn
(D(n)) ∼= f0(D(n)) ∼ 3D(n + 1) + D( n+1

2
,n−1

2
,1) =�- A

dim(D( n+1
2
,n−1

2
,1)) = (n− 2)2

n−1
2 .

O (.N&(.*/% 4 p 9 < �U1+�B149:7�143]5c9:1qu L 7�7 ) /2143 K 9 E>E 14-:7�\Y3,5 L CFE 9:+.3 3 ) G A n L 3,5 �U1 E < ) G A E 143 SPL 3��.G A 7 E 5c9:1 � �D-0-:1
n = 8, 9, 10, 11

b u L�� 1 < 561 K 7�1 E S 143'��9 < n 1+�B1490-:7 M := Ind
Sn+1

Sn
(D(n))

O#" < ) -0-:1 n ≥ 8
b

• n = 8

X 7�9:7 E D(8) = D(5,3) ;FL 3,5 (5, 3) A )DE < 1P5 L6S 9:1 < E 1Rx W �N90/a3 )DE L6< + +−
b �`1 < 3,1 < 9:7 E D(9) = D(5,4)

b
P ) G A � )DE S V b ! b Q 9:7 E 5 ) A 1 < [M : D(5,4)] = 2 L 3,5 [M : D(5,3,1)] = 1

b pw14/2143
dim(D(5,3,1)) =

40 = 72 − 2 · 16 = dim(M)− 2 dim(D(9))
O +.-0/ E 5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ b

• n = 9

X 7B9:7 E D(9) = D(5,4) ; L 3,5 (5, 4) A )DE < 1P5 L6S 9:1 < E 1Rx W �N90/a3 )DE L6< +−− L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6<
++

b u L�� 1 < 561 K 9:7 E
D(10) = D(6,4)

b P ) G A � )DE S V b ! b Q 9:7 Eo) -:7�+ [M : D(6,4)] = 2 L 3,5 [M :
D(5,4,1)] = 1

b pw14/2143
dim(D(5,4,1)) = 128 = 160 − 2 · 16 = dim(M) − 2 dim(D(10))

O +.-0/ E
) L G A A 9:1 < 5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ b

• n = 10\ 3h5c9:1P7�1 K � ) -0-^9:7 E
D(10) = D(6,4) ;TL 3,5 (6, 4) A )DE < 1P5 L6S 9:1 < E 1 x W �N90/a3 )DE L6< + L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1! W �N90/a3 )DE L6< +−

bLP ) G A � )DE S V b ! b o 9:7 EB) -:7�+ M ∼= D(6,5)⊕D(6,4,1) ; �m+ < ) L 7 � 90909� �O#" < n = 10
O +.-0/ E b

• n = 11�FG A -09:1 � -09:G A 9:7 E D(11) = D(6,5) ;JL 3,5 (6, 5) A )DE < 1P5 L6S 9:1 < E 1 x W �N90/a3 )DE L6< + + +
b pw14/2143 � )DE SV b ! b Q 9:7 E 561 K 3 ) G A [M : D(7,5)] = 3 L 3,5 [M : D(6,5,1)] = 1

b u L 7 dim(D(6,5,1)) = 288 =
384− 3 · 32 = dim(M)− 3 dim(D(12)) = dim(M)− 3 dim(D(7,5))

O +.-0/ E() L G A 903]5c9:1P7M1 K � ) -0-
5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ b

p 9 < C  .363,143 ) -:7�+ ) � n 1 E S E n ≥ 12 L 3,5 ; 5 ) 7�7q5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ O#" < 8 ≤ k < n
/a90- E ; ) 363,1 A6K 143 b p 9 <�U143 L E S 143 ��9:1P561 < 5c9:1 K +N5 L - ) < 143 p < ) 3,G A 9036/ W r�14/214-03 L 3,5 903,7��U1P7�+.3,561 < 1 � )DE S V b ! b Q b

� " < n ≡ 0 (mod 4)
9:7 E

D(n) = D( n
2
+1,n

2
−1) ;^A )DE Zq9 K 143,7�9:+.3 2

n−2
2 L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1wx W �N90/a3 )DE L6<

+ + −
b
P ) G A � )DE S V b ! b Q 9:7 E 7�+ K 9 E [M : D(n + 1)] = 2 L 3,5 [M : D( n

2
+1,n

2
−1,1)] = 1

b p 1 E < ) G A E 143��9 < ) 3,561 < 1 < 7�149 E 7 D := D( n
2
+1,n

2
−1,1) ; 7�+ A )DE 5c9:1P7M1 < �8+F5 L - < 1P5 L6S 9:1 < E 1�x W �N90/a3 )DE L6< − L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1! W �N90/a3 )DE L6< ++

b P ) G A � )DE S V b ! b o 9:7 Eq) -:7M+ Res
Sn+1

Sn
(D) ∼= D( n

2
,n
2
−1,1) b u L 7 n− 1 ≡ 3 (mod 4) L 3,5561 < \ 3,5 L CFE 9:+.3,7>k2+ < ) L 7�7�1 E SPL 36/"O +.-0/ E dim(D( n

2
+1,n

2
−1,1)) = dim(D( n

2
,n
2
−1,1)) = (n− 3)2

n−2
2
b pw14/2143

dim(M) = (n+ 1)2
n−2

2 = 2dim(D(n+ 1)) + dim(D)
O +.-0/ E 5 ) < ) L 7q5c9:1du L 7M7 ) /21 � 9� b

\ K � ) -0-
n ≡ 1 (mod 4)

9:7 E
D(n) = D( n+1

2
,n−1

2
) ;,A )DE < 1P5 L6S 9:1 < E 1ox W �N90/a3 )DE L6< + −− L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1! W �N90/a3 )DE L6< ++ ; 7�+�5 ) 7�7B3 ) G A � )DE S V b ! b Q A 9:1 < [M : D(n+1)] = 2 L 3,5 [M : D( n+1

2
,n−1

2
,1)] = 1

O +.-0/ E b
pw14/2143

dim(M) = (n+ 1)2
n−1

2
/a90- Eq) -:7M+

dim(D( n+1
2
,n−1

2
,1)) ≤ (n+ 1)2

n−1
2 − 2 dim(D(n+ 1)) = (n+ 1)2

n−1
2 − 2 · 2

n−1
2

= (n− 1)2
n−1

2 .

uq3,561 < 1 < 7�149 E 7 �U1 E < ) G A E 143 ��9 < D := D( n+1
2
,n−1

2
,1) L 3,5 Res

Sn+1

Sn
(D) =: L

b Z )
D < 1P5 L6S 9:1 < E 1�x W �N90/a3 )DE L6<

−−− L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6< ++++ A )DE ; 9:7 E [L : D(n)] = 3 L 3,5 [L : D( n+1
2
,n−3

2
,1)] = 2

b�P ) G A\ 3,5 L CNE 9:+.3,7>k2+ < ) L 7M7�1 E SPL 36/e9:7 E 7M+ K 9 E

dim(D( n+1
2
,n−1

2
,1)) ≥ 3 dim(D(n)) + 2 dim(D( n+1

2
,n−3

2
,1))

= 3 · 2
n−1

2 + 2(n− 4)2
n−3

2 = (n− 1)2
n−1

2 .
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Z ) K 9 E 1 <>A ) - E 143 ��9 < � 909� b

X 7'7�149J3 L 3 n ≡ 2 (mod 4)
b Z ) 363 9:7 E

D(n) = D( n
2
+1,n

2
−1) ;�A )DE Zq9 K 143,7�9:+.3 2

n−2
2
7�+>��9:1 < 1P5 L6S 9:1 < E 1x W �N90/a3 )DE L6< + L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6< +−

b Z'1 KoSPL O +.-0/21I9:7 E M 3 ) G A � )DE S V b ! b o A ) -S�U14903cO ) G A K 9 E
M ∼= D(n+ 1) ⊕D( n

2
+1,n

2
−1,1) b p 9 < 1 <>A ) - E 143l7�+ K 9 E dim(D( n

2
+1,n

2
−1,1)) = dim(M) − dim(D(n+

1)) = (n+ 1)2
n−2

2 − 2
n
2 = (n− 1)2

n−2
2 ; 7�+o5 ) 7�7 � 90909� mO +.-0/ E b

�FG A -09:1 � -09:G A 7�149 n ≡ 3 (mod 4)
b Z ) 363n9:7 E

D(n) = D( n+1
2
,n−1

2
) K 9 E < 1P5 L6S 9:1 < E 1 < x W �N90/a3 )DE L6< + + +

L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 < ! W �N90/a3 )DE L6< −− b �,1 < 3,1 < 9:7 E dim(D(n)) = 2
n−1

2
b pw14/2143�� )DE S V b ! b Q 9:7 E�) -:7�+ [M :

D(n+ 1)] = 3 L 3,5 [M : D( n+1
2
,n−1

2
,1)] = 1

b Z ) < ) L 7�O*+.-0/ E

dim(D( n+1
2
,n−1

2
,1)) ≤ dim(M)− 3 dim(D(n+ 1)) = (n+ 1)2

n−1
2 − 3 · 2

n−1
2

= (n− 2)2
n−1

2 .

uq3,561 < 1 < 7�149 E 7G�U1 E < ) G A E 143 ��9 < ��9:1P561 < D := D( n+1
2
,n−1

2
,1) L 3,5 L := Res

Sn+1

Sn
(D)

b Z )
D < 1P5 L6S 9:1 < E 1x W �N90/a3 )DE L6< + L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6< −− A )DE ; /a90- E [L : D( n+1

2
,n−3

2
,1)] = 2

�m14/2143E� )DE S V b ! b Q b Z )
n− 1 ≡ 2 (mod 4)

9:7 E ; O +.-0/ E 3 L 3 ) L 7(561 < \Y3,5 L CFE 9:+.3,7>k2+ < ) L 7�7�1 E SPL 36/

dim(D) = dim(L) ≥ 2 dim(D( n+1
2
,n−3

2
,1)) = 2(n− 2)2

n−3
2 = (n− 2)2

n−1
2 .

�F+ K 9 E 9:7 E�) L G A � 90k  &�!1+��9:1P7M143 b
uq-:7(5c9 < 1 CNE 1 �,+.-0/21 <>L 36/ ) L 7(+5�690/21 K [ 1 KoK ) 1 <>A ) - E 143'��9 < -
����������� & � �P(
	'( 	+( #&% %)(.*

n ≥ 9 4 5 (.4.- (.4 %)(.* D = D( n+1
2
,n−3

2
,1) 8 8 ;5F�F % n =�-"?H(.4 ;?AH( *P%76�8 =@-BA

D =

D( n
2
,n−2

2
,1) 8 8 ;5F�F % n ?H(+4 ;?A�( *P%76 4
= ;5-�- ?5*�FA6CB

dim(D) = g(n) :=





(n− 3)2
n−2

2
8 8 ;5F/F %

n ≡ 0 (mod 4)

(n− 4)2
n−3

2
8 8 ;5F/F %

n ≡ 1 (mod 4)

(n− 2)2
n−2

2
8 8 ;5F/F %

n ≡ 2 (mod 4)

(n− 2)2
n−3

2
8 8 ;5F/F %

n ≡ 3 (mod 4).

p 9 < �!1 S 149:G A 3,143 �m149 E 1 <>A 903 K 9 E Rn(m)
5c9:1 SPL p 14/a90363�5c9:1P7�1P7 � ) = 9 E 14-:7b149036/21 O%" A6< E 1C�'- ) 7M7�1�9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 <

FSn W � +F5 L -03 O%" < n,m ∈ N, n ≥ 1
b Z ) 363V/a90- E O*+.-0/2143,561 < � )DE S -

�'&���� �)( 	+(�� ( #&% %)(.* (.-
m,N ∈ N

�3*�6
N ≥ 9 4 5 (+49- (+4 %�(.* f : N −→ N

(.*�- ( 5 =�-���6J*JDK-�8�N&(+F ����( A5* (8 D5F ?�(.-BAH(.- O (�A5*�-�?5=@-�?H(.- (+4 8:9 F�FN6 4
D *FE�#�%I*P%76

f(n) > f(n− 1)
8'9 4

n ≥ N + 1
=�- A

2f(n− 2) > f(n)
8:9 4

n ≥ N + 2 4
D *�*GE 5 9 4 n ∈ {N,N + 1}

F *,(K?L6 ��(�AH(.43*/4.4�(�A5= �+* 
 FS( FSn CKJ D�AK=�F D *�-
Rn(m) ∪ {D(n)}

8 D�A�(.4$(.% */%:6
dim(D) > f(n) 4

D *�*�*GE 5 9 4 ;5F�FS( n ≥ N + 1
*/%:6

g(n) > 2f(n− 1)
8 N D 
 (+* g A5*,( 5 =@-���6J*,D5- ;5=�% D 
 * ?H( � 03D54�D5F�FN;K4G%)(.* 4

D *�� E 5 9 4 ;5F�FS( n ≥ N =�- A
D ∈ Rn(m+ 2) \ Rn(m)

*P%76
dim(D) > f(n) 4

= ;5-M- ?H(��@25476 8'9 4@;5F/FL(
n ≥ N

��(�AH(+4 *�4.4�(�AK= �)* 
 FL( FSn CKJ D�AK=�F D �)=
Rn(m) ∪ {D(n)}

8ID�AH(.4�(.% */%:6
dim(D) > f(n) 4
O (.N&(.*/% 4 p 9 < �U1+�B149:7M143 5c9:1 u L 7M7 ) /21 5 L6< G A \ 3,5 L CFE 9:+.3 3 ) G A n b pw14/2143 p 1P5c9036/ L 36/ � 909� �/a90- E 7�9:1]903
56143 � �D-0-:143

n = N, n = N + 1
b p 9 < C  .363,143 ) -:7�+ ) � n 1 E S E n ≥ N + 2

) 363,1 A6K 143 b X 7�7�149B5 ) 363
D
14903l9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 < FSn W � +F5 L - K 9 E D 6∈ Rn(m) L 3,5 D 6∼= D(n)

b p 9 <@K ",7�7M143 S 1490/2143 ; 5 ) 7M7@5 ) 363
dim(D) > f(n)

/a90- E b
! b � ) -0- -

L := ResSn

Sn−1
(D) ∼= e0(D)⊕ e1(D)

9:7 E < 1P5 L6S 9S�U14- b



���������
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� ! b !! -

L
�!1P7>9 E S E K 903,561P7 E 143,7 S �B149<�q+ Ko= +a7�9 E 9:+.3,7jO )DCFE + < 143 561 < Z@9 K 143,7>9:+.3 ≥ f(n − 1)

b Z ) 363 9:7 E
dim(D) = dim(L) ≥ 2f(n− 1) > 2f(n− 2) > f(n)

3 ) G A � 9� b
� ! b o  -

L
�!1P7>9 E S E A  FG A 7 E 143,7(14903,143d��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCFE + < 561 < Z@9 K 143,7>9:+.3 ≥ f(n− 1)

b p 1P7�9 E S E L /2143 ) L14903,143w7M+.-:G A 143 ��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCFE + < D̃ ;`L 3,5 C + KoK E 5c9:1P7�1 < 9 K �F+NG C 14-�k2+.3
L
k2+ < ; 7�+ C  .363,143��9 < ) 363,1 A6K 143 ; 5 ) 7M7@1 < 9 K �F+FG C 14-�k2+.3

e0(D)
k2+ < C + KoK E b Z ) 363l9:7 ER) -:7�+ D̃ ∼= Soc(e0(D)) ∼=

Hd(e0(D)) ;cL 3,5 �B14/2143 [e0(D) : D̃] = 1
O +.-0/ E

e0(D) ∼= D̃
3 ) G A � )DE S V b ! b o � 909� L 3,5'� )DE S V b ! b Q� 9� b Z )

L < 1P5 L6S 9S�U14-c9:7 E ; 9:7 E 903 5c9:1P7�1 K � ) -0-
e1(D) 6= 0 ; L 3,5�1P7J/a90- E dim(Soc(e1(D))) < f(n−1)

b
h') �U143 ) -0-:1 ��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < 143 k2+.3 L Zq9 K 143,7�9:+.3,143 < f(n− 1) ; 7�+�/a90- E 5c9:1P7m903,7��U1P7�+.3,561 < 1O%" < 5c9:1 n 143690/2143 9 K �F+NG C 14- b \ 3 n 1P561 K � ) -0- �U1P7>9 E S E L 14903,143 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143 � 3 E 1 <>K +N5 L - D̂ 561 <Z@9 K 143,7>9:+.3 < f(n−1)

b �F+ K 9 E 9:7 E D SPL 14903,1 K ��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < k2+.3 IndSn

Sn−1
(D̂)

9:7�+ K + <>=6AQ;
L 3,5 3 ) G A \ 3,5 L CNE 9:+.3 /a90- E D̂ ∈ Rn−1(m) ∪ {D(n − 1)}

b \ K � ) -0-
D̂ ∈ Rn−1(m)

9:7 E
D ∈

Rn(m+ 1) ; �B+ < ) L 7 dim(D) > f(n)
3 ) G A � 90k  BO +.-0/ E b

\ K � ) -0-
D̂ = D(n− 1)

/a90- E 3 ) G A [ 1 KoK ) s b o b ! -

D ∼=

{
D( n+1

2
,n−3

2
,1) ; O ) -0-:7 n L 36/21 < ) 561

D( n
2
,n−2

2
,1) ; O ) -0-:7 n /21 < ) 561 b

uq-:7�+o1 <>A ) - E 143���9 < dim(D) = g(n) > 2f(n− 1) > 2f(n− 2) > f(n)
3 ) G A ��+ < +.-0- ) < s b o b o ; � 9� 

L 3,5 � 90909� b

o b � ) -0- -
L := ResSn

Sn−1
(D)

9:7 E 9 <>< 1P5 L6S 9S�!14- b Z ) 363 9:7 E�) -:7�+ L ∼= Dµ O%" < 14903 µ ∈ Pn−1,2
b

\ 3 n 1P561 K � ) -0-Q9:7 E 3 ) G A ;RQ � a ;6[ b Qv) �U1 < L̃ := ResSn

Sn−2
(D) ∼= e0(D

µ)⊕ e1(D
µ) < 1P5 L6S 9S�U14- b

� o b !! -
L̃ A )DE K 903,561P7 E 143,7 S �m149��q+ Ko= +a7�9 E 9:+.3,7jO )DCFE + < 143 561 < Z@9 K 143,7>9:+.3 ≥ f(n−2)

b Z ) 363�9:7 E
dim(D) =

dim(L̃) ≥ 2f(n− 2) > f(n)
3 ) G A � 9� b

� o b o  -
L̃ A )DE A  FG A 7 E 143,7J14903,143 ��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCFE + < 561 < Zq9 K 143,7�9:+.3 ≥ f(n−2)

b p 9:1^9 K � ) -0- � ! b o  !O*+.-0/ E
5 ) 363 ; 5 ) 7M7m14903]9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 < � 3 E 1 <>K +F5 L - D̂ ∈ Rn−2 ∪ {D(n− 2)}

k2+.3
L̃
1 kF9:7 E 9:1 < E ; 7�+�5 ) 7�7 D) -:7C��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < k2+.3 IndSn

Sn−2
(D̂)

) L O E < 9 E>E b \ K � ) -0-
D̂ ∈ Rn−2(m)

9:7 E
D ∈ Rn(m+2) ;

L 3,5 1P7^O +.-0/ E dim(D) > f(n)
3 ) G A � 90k  b p 9 < C  .363,143 ) -:7�+ D̂ = D(n− 2)

) 363,1 A6K 143 b Z ) 363 9:7 E) �U1 < ) L G A L 9:7�+ K + <>=6AlSPL 14903,1 K ��+ Ko= +a7>9 E 9:+.3,7jO )DCNE + < k2+.3 Ind
Sn−1

Sn−2
(D̂)

b>P ) G Al[ 1 KoK ) s b o b !��9:7M7�143'��9 < ; 5 ) 7�7 ) -:7M+v143 E �B1P561 < L ∼= D(n− 1)
+N561 <

L ∼=

{
D( n−1

2
,n−3

2
,1) ; O ) -0-:7 n L 36/21 < ) 561

D( n
2
,n−4

2
,1) ; O ) -0-:7 n /21 < ) 561

9:7 E b \ K � ) -0-
L ∼= D(n− 1)

9:7 E �B14/2143
D 6∼= D(n) L 3,5 [ 1 KoK ) s b o b !G��9:1P561 <>L6K

D ∼=

{
D( n+1

2
,n−3

2
,1) ; O ) -0-:7 n L 36/21 < ) 561

D( n
2
,n−2

2
,1) ; O ) -0-:7 n /21 < ) 561 ;

5 b A b dim(D) = g(n) > 2f(n − 1) > 2f(n − 2) > f(n)
3 ) G A ��+ < +.-0- ) < s b o b o L 3,5 � 9� b \ K) 3,561 < 143�� ) -0-T9:7 E dim(D) = dim(L) = g(n− 1) > 2f(n− 2) > f(n)

3 ) G A ��+ < +.-0- ) < s b o b o L 3,5� 9� b
\ 3 n 1P561 K � ) -0-Q/a90- E�) -:7�+

dim(D) > f(n) ;cL 3,5V561 < � )DE S 9:7 E �!1+��9:1P7M143 b
 0/"121 & �)( 	+(��5(�#&% %�(.*,(+-

n ∈ N
� *�6

n ≥ 12
=@-BA

g
A5* ( 5 =@-���6J*,D5- ;5=�%<03D54 DKF/F ;54�� 4��.4��"4�5 (.4.- (.4 %)(76�� (.-N *�4

h(n) := n4 − 14n3 + 47n2 − 34n− 24 4�= ;5-�- */%:6 %767(76�%

12g(n) > h(n− 1) = n4 − 18n3 + 95n2 − 174n+ 72.



���������
	�����������������	����	�����	���������	������/� ��	�� sas

O (.N&(.*/% 4���� 143�� ) < /a90- E 5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/vO%" < n = 12, . . . , 19
b Z L6< G A 14903,1Rr�+ L E 903,1 < 1PG A 3 L 36/ O +.-0/ E 5c9:1

p 1 A ) L6= E L 36/vO%" < n ≥ 20
5 ) 363V903,5 L CFE 90k b

 0/"121 & �)( 	+(��+(O#�% %�(.* (.-
N := 17

=@-BA
m := 3 4�5 (+49- (+4G%)(76�� (.-EN */4

f(n) :=
n4 − 14n3 + 47n2 − 34n− 24

248:9 4<;5F�FL(
n ∈ N 4>= ;5-M-@?5*�FA6CB

D *FE�#�%I*P%76
f(n) > f(n− 1)

8'9 4
n ≥ 18

=@-BA
2f(n− 2) > f(n)

8:9 4
n ≥ 19 4

D *�*GE���%76
n ∈ {17, 18}

=@-BA
D

(.*�-$*/4.4�(�A5= �+* 
 FS(+4 FSn CCJ D�A5=@F 8B%)D F * ( ?L6 D (.-�6JN&(�AH(.4<*/-
Rn(m)∪{D(n)}

8
D>AH(.4 (.% */%:6

dim(D) > f(n) 4
D *�*�*GE 5 9 4 ;5F�FS( n ≥ 18

*/%:6
g(n) > 2f(n− 1)

8 N D 
 (.* g N * (�AH(.4 AK*,( 5 =@-���6J*,D5- ;5=�% 0 DK4 D5F�F ;54 � 4 �"4 � %�(.* 4
D *�� E 5 9 4 ;5F�FS( n ≥ 17

=@-BA
D ∈ Rn(m+ 2) \ Rn(m)

*/%:6
dim(D) > f(n) 4

O (.N&(.*/% 4 Z@9:1vu L 7M7 ) /21 � 9� A ) �U143 ��9 < �!1 < 149 E 7�903 [ 1 KoK ) s b ! b !Q�U1+��9:1P7�143 b pw149 E 1 < 9:7 E f(17) = 1155
L 3,5 f(18) = 1580

b Z@9:1 p 1 A ) L6= E L 36/ � 909� _O +.-0/ E 5 ) 363 ) L 7 p 1 K 1 < C L 36/�s b x b o b u L 7�7 ) /21 � 90909� QO +.-0/ E 5c9 < 1 CFE) L 7 [ 1 KoK ) s b o b V b p 9 <�S 1490/2143V3 L 3 3,+NG A � 90k b X 7(7�149Q5 ) SPL n ≥ 17
b

� )  p 9 < �!1 E < ) G A E 143 SPL 1 < 7 E 56143�� ) -0-
Dλ ∈ Rn(4) \ Rn(3) ; 5 b A b ) -:7M+ λ ∈ {(n − 4, 4), (n − 4, 3, 1)}

b
Z ) 363 O*+.-0/ E 5c9:1Ru L 7M7 ) /21 ��9:1d9 K � ) -0-

p = 3
) L 7(56143 Z@9 K 143,7>9:+.3,7jO*+ <>K 14-03V903 ;RQ � aXb X 7�/a90- E 3�� K -09:G A

dim(D(n−4,4)) ≥
n4 − 14n3 + 47n2 − 34n

24
= f(n) + 1 > f(n),

dim(D(n−4,3,1)) ≥
2n4 − 28n3 + 118n2 − 140n− 48

24
> f(n).

���  X 7�7�149 n 1 E S E Dλ ∈ Rn(5) \ Rn(4)
b Z ) 363 9:7 E

λ ∈ {(n− 5, 5), (n − 5, 4, 1), (n − 5, 3, 2)}
b Z ) 5c9:1

p 1 A ) L6= E L 36/vO%" < n = 17, 18
7 E 9 KoK E ; C  .363,143 ��9 < n ≥ 19

) 363,1 A6K 143 L 3,5V5c9:1 p 1 A ) L6= E L 36/e903,5 L CFE 90k
S 1490/2143 b
λ := (n− 5, 5)\ 7 E
n L 36/21 < ) 561 ; 7�+ A )DE λ < 1P5 L6S 9:1 < E 1 x W �N90/a3 )DE L6< + + + L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6< −− ; 7�+l5 ) 7�73 ) G A � )DE S V b ! b Q [ResSn

Sn−1
(Dλ) : D(n−1−4,4)] = 2 L 3,5 5 ) A 1 < dim(Dλ) ≥ 2 dim(D(n−1−4,4)) >

2f(n− 1) > f(n)
3 ) G A � )  BO*+.-0/ E b

\ 7 E
n
/21 < ) 561 ; 7�+i9:7 E ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= Dµ K 9 E µ := (n − 1 − 5, 5)

b u L 7"56143 � �!1 < -:14/ L 36/2143 O%" <56143 � ) -0- ; 5 ) 7M7 n /21 < ) 561 9:7 E ; O*+.-0/ E 3 L 3 [ResSn

Sn−2
(Dλ) : D(n−2−4,4)] = 2

b � 9 E � )  e1 <>A ) - E 1431��9 <
dim(Dλ) ≥ 2 dim(D(n−2−4,4)) > 2f(n− 2) > f(n).

λ := (n− 5, 4, 1)\ 7 E
n L 36/21 < ) 561 ; 7�+ A )DE λ < 1P5 L6S 9:1 < E 1 x W �N90/a3 )DE L6< − L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6< + + +− ; 7�+l5 ) 7�7

ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−4,4) ⊕ D(n−1−5,4,1) 3 ) G A � )DE S V b ! b o /a90- E b P ) G A \Y3,5 L CFE 9:+.3,7>k2+ < ) L 7�7M1 E SPL 36/

L 3,5 � )  m1 <>A ) - E 143���9 < dim(Dλ) > 2f(n− 1) > f(n)
b

\ K � ) -0- ; 5 ) 7�7 n /21 < ) 561@9:7 E ;2A )DE λ < 1P5 L6S 9:1 < E 1dx W �N90/a3 )DE L6< −−− L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1�! W �N90/a3 )DE L6< ++++
b

P ) G A � )DE S V b ! b Q 9:7 E 5 ) A 1 < [ResSn

Sn−1
(Dλ) : D(n−1−4,4)] = 3 ;�L 3,5 1P7oO +.-0/ E �m14/2143 � )  ) L G A A 9:1 <

dim(Dλ) > 3f(n− 1) > f(n)
b

λ := (n− 5, 3, 2)pw14363
n L 36/21 < ) 561(9:7 E ; 5 ) 363 A )DE λ < 1P5 L6S 9:1 < E 1@x W �N90/a3 )DE L6< +++ L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1<! W �N90/a3 )DE L6< +−−− ;7�+R5 ) 7M7
[ResSn

Sn−1
(Dλ) : D(n−1−4,3,1)] = 3

3 ) G A � )DE S V b ! b Q L 3,5e7M+ K 9 E dim(Dλ) > 3f(n−1) > f(n)3 ) G A � )  BO +.-0/ E b
\ 7 E 7�G A -09:1 � -09:G A n /21 < ) 561 ; 5 ) 363 A )DE λ < 1P5 L6S 9:1 < E 1Ix W �N90/a3 )DE L6< + +− L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6< +−

b
X 7'9:7 E 903w5c9:1P7�1 K � ) -0- ) -:7M+

ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−5,3,2) ⊕D(n−1−4,3,1) ;!L 3,5l3 ) G A \Y3,5 L CFE 9:+.3 L 3,5� )  �1 < /a9S� E 7�9:G A dim(Dλ) > 2f(n− 1) > f(n).Z ) K 9 E 9:7 E 5 ) 7 [ 1 KoK ) �U1+��9:1P7�143 b
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 0/"121 & �)( 	+(L!'(O#�% ?K*/FN6CB
D *FE��� 5 ;5F�F n ≡ 3 (mod 4)

*P%76
D(n−2,2) ∼= S(n−2,2) 4
5 (.4.- (.4%?5*/FN6CB

dim(D(n−2,2)) =





1
2(n2 − 5n+ 4)

8 8 ;5F/F %
n ≡ 0 (mod 4)

1
2(n2 − 3n− 2)

8 8 ;5F/F %
n ≡ 1 (mod 4)

1
2(n2 − 5n+ 2)

8 8 ;5F/F %
n ≡ 2 (mod 4)

1
2(n2 − 3n)

8 8 ;5F�F %
n ≡ 3 (mod 4).

D *�*GE���� 5 ;5F�F n ≡ 1 (mod 4)
*P%76

D(n−3,3) ∼= S(n−3,3) 4
5 (.4.- (.4%?5*/FN6CB

dim(D(n−3,3)) =





1
6(n3 − 9n2 + 14n)

8 8 ;5F�F %
n ≡ 0 (mod 4)

1
6(n3 − 6n2 + 5n)

8 8 ;5F�F %
n ≡ 1 (mod 4)

1
6(n3 − 9n2 + 20n− 12)

8 8 ;5F/F %
n ≡ 2 (mod 4)

1
6(n3 − 6n2 − n+ 6)

8 8 ;5F�F %
n ≡ 3 (mod 4).

D *�*�*GE���� 5 ;5F�F n ≡ 0 (mod 2)
*P%76

D(n−3,2,1) ∼= S(n−3,2,1) 4
5 (.4.- (.4%?5*/FN6CB

dim(D(n−3,2,1)) =





1
3(n3 − 6n2 + 8n)

8 8 ;5F�F %
n ≡ 0 (mod 2)

1
6(2n3 − 15n2 + 25n)

8 8 ;5F�F %
n ≡ 1 (mod 4)

1
6(2n3 − 15n2 + 25n− 6)

8 8 ;5F/F %
n ≡ 3 (mod 4).

O (.N&(.*/% 4 Z@9:1vu L 7M7 ) /2143 � 9� L 3,5 � 909� qO*+.-0/2143 ) L 7 ; s.x a ; � b V b o b Q ; �q+ < b V b o b V ; � b V b o b s L 3,5 ��+ < b V b o b � bp 9 <�S 1490/2143 � 90909� b
X 7�7�149 ) -:7M+ λ := (n−3, 2, 1)

b \ K � ) -0-
n ≡ 0 (mod 2)

9:7 E
Dλ p -:+NG C O%" A6< 1 < 14903,1P7 p -:+NG C 7�k2+.3 FSn K 9 E� 1+��9:G A E n−6

2 L 3,5 o W �d1 < 3 (3, 2, 1) ; 5 b A b L 3 E 1 < ) -0-:143]H ) < E 9 E 9:+.3,143 ; 5c9:1 SPL 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143q�8+N5 L -03]5c9:1P7�1P7
p -:+NG C 7�/21 A  < 143 ; 9:7 E λ 5c9:1q-:1 kc9 C +./ < ) =6A 9:7�G A / <  � E 1 b Z'1 K 3 ) G A /a90- E Dλ ∼= Y λ 3 ) G A ; s.x a ; � b V b Q b ! ; ) -:7�+) L G A Dλ ∼= Sλ ;cL 3,5V5c9:1 h')DC 143cO + <>K 14-_-09:1 O 1 < E

dim(Dλ) =
n!

(n− 1)(n− 3)(n− 5)! · 3
=
n(n− 2)(n− 4)

3
=
n3 − 6n2 + 8n

3
.

\ K � ) -0-
n ≡ 1 (mod 2) A )DE λ < 1P5 L6S 9:1 < E 1Ix W �N90/a3 )DE L6< − L 3,5 < 1P5 L6S 9:1 < E 1 ! W �N90/a3 )DE L6< + + +−

b X 7(9:7 E) -:7�+
ResSn

Sn−1
(Dλ) ∼= D(n−1−2,2) ⊕D(n−1−3,2,1)

b u L 7(+5�690/2143 � �U1 < -:14/ L 36/2143 L 3,5 � 9� BO*+.-0/ E 5 ) 363

dim(Dλ) = dim(D(n−1−2,2)) + dim(D(n−1−3,2,1))

=

{
1
6(2n3 − 15n2 + 25n) ; O ) -0-:7 n ≡ 1 (mod 4)
1
6(2n3 − 15n2 + 25n− 6) ; O ) -0-:7 n ≡ 3 (mod 4).

��/�12/��������� � � ��� � � � & � �P( 	+( �)( � 9� � " < n ≤ 14
C 14363,1433��9 < 5c9:1 e 1 < E 9 S 1P7��D-0-:1 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�U14-03 FSn W���F5 L -03V903 ?BA � < � CFE 1 < 9:7 E 9 Cdo � 7>9:1 A 1 � b !! b � " < n = 15, 16

7>903,5V5c9:1R9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:143 FSn W ���F5 L -03561 < Zq9 K 143,7�9��.3 ≤ 1000
/2143�� L 5c9:1 SPL 56143 H�� < E 9 E 9��.3,143 (15), (13, 2), (12, 2, 1), (11, 4), (8, 6, 1) ;

(14, 1), (12, 3), (8, 7)
�U1 S 9:1 A L 36/27��m149:7�1 (16), (15, 1), (14, 2), (9, 7), (13, 3), (13, 2, 1), (12, 4)

b
� 909� ]u L 7 �	� E S s b o b Q L 3,5 [ 1 KoK �ns b o b f O
�.-0/ E ; 5��.7�7�O%" < n ≥ 17, p = 2

n 1P561 < 9 <>< 1P5 L6S 9S�6-:1 FSn W���F5 L -�903 Rn(3) ∪ {D(n)}
-09:14/ E �F561 < Z@9 K 143,7>9��.3� !L! faf A � E b Zq9:1/���F5 L���� 9 � Rn(1)

7>9 � 5��� < ��� � D(n) L�� � D(n−1,1)
b Z ����� ��e ��� E�� S ����� � � � � E � E � � � � Z � O � CFE ��� L� � � � � ���!� � E �  ��� G A � � � � �

p �  FG C ��" � L�� ��� � K ��� ��� n = 4
b Z � � e ��� E�� S ��� k�� � D(3,1) � � � � C � � n L � � ��� E SPL Q4

b
� �����  X � � � E dim(D(n)) = 2

n−1
2
" � � ��� n L�� ����� ��� � L�� � dim(D(n)) = 2

n−2
2
" � � ��� n ����� ��� � � � E b�#� K �0E O
� � � E dim(D(n)) > 1000

O%" � n ≥ 21
b



���������
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� � k � ��� � ��� � � E D(n−2,2) ∼= S(n−2,2) � K ��� ��� n ≡ 3 (mod 4) L�� � D(n−3,3) ∼= S(n−3,3) � K � � ��� n ≡ 1
(mod 4)

b Z � � e ��� E�� S ��� � � ������� ���#� L���� � � � ��� � � � � �.G A p � K ��� C L�� � f b V b Q � � C � ��� E b � � � � � � � � �
Sn SPL Pn−4 × P

2
2

� � S � � ANL�� ��� � � � � � SPL Pn−6 × P
2
2

C � � n L � � ��� E b Z � � Z � K � � � � � � � O
� � K � ��� � L ��5� � ��� K [ � KoK � S � � ��� � O ��� � ��� dim(D(n−2,2)) > 1000
O%" � n ≥ 48 L�� � dim(D(n−3,3)) > 1000O%" � n ≥ 21

b
� k Z ��� ���#� L�� D(n−3,2,1) � � E � �.G A �5� � ��� K	[ � KoK � � � � K � �  6AVSPL6K �  � G A E K �#� L�� S(n−3,2,1) " O � ��� �

n ����� ��� � � � E "�� � ��� ��� � � � e ��� E�� S ��� ��� ��� � �.G A p � K ��� C L�� � f b V b Q � � C � ��� E � � � � b � � � � � � � � �
Sn SPL Pn−5

C � � n L � � ��� E b \ � E n L�� ����� ��� ��" � � � � � E D(n−1−2,2)|ResSn

Sn−1
(D(n−3,2,1)) L�� � � L G A

D(n−3,2,1)| IndSn

Sn−1
(D(n−1−2,2))

b �#� K �0E � � � � � � � � ����� K ��� ��� � � � e ��� E�� S ��� k�� � D(n−1−2,2) � L G A
e ��� E�� S ��� k�� � D(n−3,2,1)

b
� k �  � � ��� � n L�� ����� ��� � � � E " � � � E D(n−3,3)| IndSn

Sn−2
(D(n−4,2)) L�� � � L G A D(n−4,2)|ResSn

Sn−2
(D(n−3,3))

b
u � � � � � � � � � � e ��� E�� S ��� k�� � D(n−4,2) ��� ��� � L G Aje ��� E�� S ��� k�� � D(n−3,3)

b
� k ���  Z � � ���#� L���� D(n−2,2) K �0E n ≤ 20

� � S � � ANL�� ��� � � � ��� D(n−3,3) K �0E n ≤ 14
� L � � � � � ����� �0E �

� � ; s.x a L�� E ����� L G A E b Z � ��� � A � � � � " K �0E u L � � � A6K � � ��� � ����� �0E � � � � �����  ��� ��� A�� E � � � �>� � � � ������#� L���� D(3,2), D(4,3) L�� � D(5,3) " � E � E � � � � o W ��� � �>� ��� L� � � � k�� � Sn
� � � e ��� E�� S ��� b p � �0E ���

A � � � � D(3,2) L�� � D(4,3) e ��� E � k Q4
" L�� � D(5,3) A � E e ��� E � k Q8

b
� k �����  � K �NL�� � � � � � � � e ��� E�� S ��� � ��� ��� � ����� � L6S � � � � � ��� � L���� � � KoK � E � � � G A ��� � � L� � � � � �]?BA � � � CFE ��� � W� E��0Cfo � ��� Z � K � � � � � � ≤ 1000 SPL � ��� E�� KoK � � " K " ��� � � � � � � �NG A O � � ��� � � � ���#� L���� � � E � �.G A E � � -

•D(11,4), D(8,6,1), D(12,4),

•D(n−3,3) O#" � n ∈ {16, 18, 20},
•D(n−2,2) O#" � n ∈ {21, 22, 24, 25, 26, 28, 29, 30, 32, 33, 34, 36, 37, 38, 40, 41, 42, 44, 45, 46},

•D(8,7) = D(15), D(9,7) = D(16), D(9,8) = D(17), D(10,8) = D(18), D(10,9) = D(19),

D(11,9) = D(20).

Z � � e ��� E�� S ��� k�� � D(8,6,1) � � � � � � S15
C � � n L � � ��� E SPL � � � � � k�� � D(8,6) " ��� ResS15

S14
(D(8,6,1)) ∼=

D(8,6) ⊕D(7,6,1) � � � E L�� � D(7,6,1) ��� � � E�� k S8 W  � � n � CFE�� k � � E " D(8,6,1) ��� ������� � � � G A E b p � �0E ��� � � E
D(11,4) ∼= S(11,4) L�� � A � E � � K �0E e ��� E � k P 3

4 × P2 � �.G A p � K ��� C L�� � f b V b Q b Z ��� ��� � L�� D(12,4)

� � ��� E � K h � L� E � � �FG C k�� � FS16
" L�� � ? � K  6L E ��� � ����� G A�� L�� ��� �iS � � ��� � " ��� ��� ��� � � S " � � � G A C � � W

� ��� � ��� K �Zk � K � � � � � � E ������� L� � � � k�� � P16
" � � � G A � ��� � � � E S � � E � � � � � � ����� � � � � P16

� � � � "	��� � � E�� k
 � � n � CFE�� k � � E b ��� � � � � G A A � E ��� � � � o W ��� � ��� ��� L� � � � k�� � S16

� � � e ��� E�� S ��� bZ � � e ��� E�� S ��� � ��� ���#� L���� D(n−3,3) O%" � n = 16, 18, 20 � �>� � � � � � � ��� ��� � L���� D(n−2,2) O%" �
n = 21, . . . , 41, 45

� L � � � � � � ��� CNE K �0E � � �t? � K  6L E ���  � � ��� � KoK � � � L � ; s.x a � ����� G A�� � E b X �
A � � � � � E � � G A � � � ��� � � ����� � � � ��� � �VL6K � � � Z � O � CNE ��� L� � � � � ��� � � E �  ��� G A � � � � � p �  NG C � b

p � � � � E � �.G A E � � � L�� � � � ���#� L���� D(40,2), D(42,2), D(44,2) " L�� �wO%" � n ≥ 41
� � S � � G A�� � � � � � K �0E

Vn
n � � � � � � � � � � ��e ��� E � k k�� � D(n−2,2) K �0E Vn ≤ Pn

b � ��� � ��� � � � E � K ��� ��� n ≡ 0 (mod 2) � E � E �
ResSn

Sn−1
(D(n−2,2)) ∼= D(n−1−2,2) L�� � � � K �0E Vn−1 ≤Sn Vn

b Z � K �0E ��� A � � E � � � � � �NL�� -

•
\ K � � ��� n = 42

� � E P32 × P8 = V41 ≤S42 V42 ≤ P32 × P8 × P2
b Z �

D(40,2) � � G A E ��� � � E�� k
S41 W  � � n � CFE�� k � � E " O
� � � E V42 = P32 × P8 × P2

b
•
\ K ��� ��� n = 44

� � E P32 × P4 × P
3
2 = V43 ≤S44 V44 ≤ P32 × P8 × P4 = P44

b p � �0E ��� � ��� �0E S E
P44

� � � ������� �0E � ��� � � L � � � � � � S44 SPL P32
C � � n L � � ��� E � � � E ������� L� � � � �.G A p � K ��� C L�� � �Q� � � � ��� � �Q b ! b TIL�� � � � � ����������� �0E ����� � � L Q ! � � � n L � � E�� � � � C � � ����� � K �Zk � K � � ��� � � E ������� L� � � � " � � � G A � P32� � E A � � E � � b ? � K  6L E ��� � ����� G A�� L�� ��� � S � � ��� � " ��� ��� D(42,2) � � S " � � � G A C � � � ��� � � ������� K �Zk � K � � � �� � E ������� L� � � � ��� � � E�� k  � � n � CNE�� k � � E b �#� K �0E O
� � � E V44 = P32 × P8 × P4 = P44

b
•
\ K � � ��� n = 46

� � E P32 × P8 × P4 = V45 ≤S46 V46 ≤ P32 × P8 × P4 × P2
b Z �

D(44,2) � � G A E��� � � E�� k S45 W  � � n � CNE�� k � � E " O � � � E V46 = P32 × P8 × P4 × P2
b
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�#� K �0E A � � � � � E ��� � � G A � � � � � � e ��� E�� S ��� � L G A � � � � ��� � � � � ��� � � n � � � � � � L6K � � � o W ��� � �>� ��� L� � � � k�� �
Sn

" � � � � L6K � � � Z � O � CFE ��� L� � � � � ��� h � L� E � � �NG C � b
�FG A�� � � ��� � G A � ��� E�� KoK � � � � � � �FG A � � � e ��� E�� S ��� � ��� �  � �6K �#� L���� D(15), . . . , D(20)

b \ K p � � � � � k�� �
[ � KoK �os b o b ! A � E>E � � � � � � ����� �0E � ������� A � � " ��� ��� D(n)

� K ��� ��� n ≡ 1 (mod 4) ��� � L6S � ��� E � ! W � � � � � E L �
++ L�� � � K ��� ��� n ≡ 3 (mod 4) ��� � L6S � ��� E � ! W � � � � � E L � −− A � E b � � � � L ��� � � � E e(2)1 (D(n)) ∼= D(n−2)� K � � ��� n ≡ 3 (mod 4) � �>� � � f (2)

1 (D(n)) ∼= D(n + 2)
� K � � ��� n ≡ 1 (mod 4)

b �#� K �0E A � � � �
D(4m+ 1) L�� � D(4m+ 3)

O#" � � ��� � m ∈ N∗ � E � E � � � � � � ��� K � � � � � K � �/e ��� E � k b
X � � � � � � � L�� n ∈ {15, . . . , 20} L�� � P ≤ Pn � � � e ��� E � k]k�� � D(n)

b ? � K  6L E ��� � ����� G A�� L�� ��� �lS � � ��� ���� ��� " ��� ��� ��� � ��� � � ��� � � � ES-

P =





Q16
O#" � n = 16, 17

P18
O#" � n = 18,

Q20
O#" � n = 20.

u L � �5� � ��� � � � ��� � ��� L�� ��� �IL�� � � � � X ����� � � � ����� � � L � ; s.x a " � �  b sBO � � � E ��� ��� � G A�� � � ��� � G A P = Q8×Q4� K ��� ��� n = 15 L�� � P = Q16
� K ��� ��� n = 19

b

#%$ � ( 	 	 ����� ������� � �
	 ��� ������*),+�� 	������ � 	�� ������
p > 3

uO� � G�� � � � � � � � � � E � �.G� E � � � � � � � � ��� ��� p > 3
b Z � ��� � � � E

 0/"121 & �)(��'(�3�����"�� �  ( 3)(
	���!*( #�%G%)(.* (.-
n ≥ 13

=@-BA
F

(.*�-'0325476�(.4$AH(.4����";54 ; ��67(.4.*/%:6J* �
p 4�5 (+49- (+4%)(+*

D
(+*/- *�494�(�A5= �+* 
 FL(.4 FSn CKJ D�A5=@F 4�= ;5-M-EF *,( ? 6 D *�-

Rn(2)
8�D>AH(.4 (.%I*P%76

dim(D) ≥
n3 − 9n2 + 14n

6
.

��/�12/��������� �P(�� ( 	+( � � � ����� [ � KoK � S � � �#" � � � � " ��� ��� O#" � n ≥ p2 n � � ��� � ����� � L6S � � � � FSn W ���#� L��� � Rn(2) � � ���#" �#� ��� Z � K � � � � � � > 1000
��� " b Z � � e ����" � S ��� � ��� ��� � L���� � L � Rn(2) � � � � � �%$� ; s.x a

�	� " S V b o b TVL�� ���	� " S V b ! b V ��"���"�� � � � Z � O ��&'"���� L� � � � � ��� � � "��  ��� $� � � � � � p �  '$ &�� b \ K ��� ��� n < p2

� � � " � � ��� O%" � � ��� � � ����� � L6S � � � � � FSn W ���#� L���� b �#� K � " � � � � � � � e ����" � S ��� � ��� � ����� � L6S � � � � � ���#� L����� � KoK ��"�� � � $�� ��� � � L� � � � � �)( ��� � � &'"���� � ��" � & p > 3 " � ����� � Z � K � � � � � � � � ≤ 1000 � � � � " ��"���"�� � � �Z � O ��&*"���� L� � � � � ��� SPL ��� �- � � ��� � p �  *$ &�� b
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\	� ��� � ��� � � � � � � � � � ��"���"�� G � � � � � ��
  � ��
 � � F � � � �! �  ��� � � " char(F ) = p > 0
b \ � ;��� a � � " � � $ &�� ���"���� b c � ��� ��� � � ��� � � � � ��� � � � � � " ��� 
�����
�� e ����"�� k � ����� $� � 
 � ��
 � � ��� � ��� ��� ����� FG � ���#� 
 ��� b�� ��� ��� �� �!� � ��� \	�  �� � � � � " � ����
 � � � � � � ��" � � � � ��
 � � � � ��� � ��� � � � � ��� � � � � ��� ��� � � � � � " � 
�� $� ���! "�� ��"�� �

( ���  
�"���� � ����� $�� � 
 � ��� � b � ��� ��� � � � ����& � ��� � � ������� � � � � � � " ��� 
��" " � ���#� 
 ��� ��� � � ��� � � � � � � � � � � � � 
���  � � $�� ���  �� � "������ " � � � � � � � ��" � � $�� " � � � � � � ����&'" � � ��� � � � � ��" � ��� � � � b cB� � � � ��� h � 
  "  � �5� � � � � ��"�� ���
� � � � � � � ����� � c 
�� �#��� � � ��� � � ��� �%$ � � � $� � � � &�� � k�� � FG � ���#� 
 ��� � 
� � � "���������
  � � � k�� � G 
 � ���� �'&�����" � ��� � � � ���(
 � � ��� � ��� ��� ��� � � � ����&*"�� � � 
 ��� � � � � � � � � $�� ����$ � � � $�� � � � &)
 � ��� � ��� � b p � � � ��� �� � � ��� � ��� � � � � ��� e ���* � � ��� � ��� � � 
�"���� � " � � � $� � ������� �  � � � $�� � � " � � ��� ���,+�� �5� � � � ��
-
 � ��� � � � b�� � � � �� ��� � � � � � � � � � "���� � � � � ��� � " � � � ����" � � $� � �.� 
�� � � ��� �  " ��/ � � &	� � �#� 
 ���  � � � 
 � � ����� � " � � � n � � � � � � ��� �
� � � � � � " ��� � � �  � "���� n � ���'$� � � "��  ��� $�� � � �  " �'� � $�� "�� � � � 
 ��� � �  �� � � � � " � ����� � b

0 $'& 1 ��32�� ��� � � � ��� � 	 � � ��� � 	 � 	 � ��	 � ��� � 	54 �7686 � � ��� � 6 � �:9<; �>=��@?3A>+ � �
B �"C ���@9 � ?

��/�12/���������:D (�3)( 3)( $�� ��� � P � � � � p �FE � "���������
  � � k�� � G b�G ��� � ��� ��� � M � � � ��� � � " � k P �  � � n ��&*" � k ���
 � � ��� � ���IH � ����� FG � ���#� 
 � � � " e ����"�� k Q ≤ P
b \ ��"�J!� � "���� ResGP (M) = M1 ⊕ · · · ⊕Mr

� � "%
 � � ��� �
� ���IH � ��� � FP � ���#� 
 ��� M1, . . . ,Mr

"K
 � � � ��" Qi ≤ P � � � e ����"�� khk�� � Mi
 " � i = 1, . . . , r " � � � � � "

� �%$��.L	� "�� o b o b ! � ��� ��� Qi ≤G Q  " � i = 1, . . . , r 
 � � Qj ∼G Q  " � � � � j ∈ {1, . . . , r} b � � ��� "� � � � � � � � � � e ����" � � ��� � ��� L 
 ��� � � � � � M1, . . . ,Mr
"�� � &�� ��� " � � � � 
 $���� � � e ����" � � ��� k�� � M bM� � �

 � � n ��&'" � k � � L 
 ��� � � � � � Mi
&  ��� � � H � � � ����&������ $�� � 
 � � k�� � Q k ��� � �%$�� �ON ��� � �#"�J!��� � � � b� ��� � �%$�  � � ��� � � � � � � � � � " ��� 
�� � � � � " ��� ��
 " ��� � � 
 � � ������
 � � ��� � ���IH � ��� �  � � n ��&*" � k � � L 
 ��� � � � � �k�� � ResGP (M)

� H���
��  � � "�� � " �%� � � � � � ����� �#� "�� c ��� � ���I
 � � ResGP (M) = M1 ⊕ · · · ⊕Mr
� k  �� � � � "%��
H ����� $�� � � � b�� � H � � H � �%$� "�� � � � " ��� ���P " ��� � � � � FP � ���#� 
 � N ��"���"�� G � � ��� � � ����� � � " - \ ��" x ∈ N "Q
 � �� ��" dim(FPx) = |P | = dim(FP ) "#� � � ��" � � � � H�H � � � 
 � � FP −→ FPx, g 7→ gx � � � \ � ��� � �  � � � � 
��k�� � FP � ���#� 
 ��� bRG � � � � � $�� � ��" FPx � � �  � � n ��&*" � k ��� E � "���� � �#� 
 � k�� � N 
 � � � �%$�� &�� � ����&)
 � � o b o b Q��� ��� � � � � � � � � � � ����&'"���� L 
 ��� � � � k�� � N b

S � ������TVUXW�1 �<YIZ +�� � n L 
 ��� � � � �
• $ � � � � H � - � � � � p � � ��
  � � P 
 � � � � � FP � ���#� 
 � N "[J!� � $�� ����
 � � ��� � ���IH � ���  � � n ��&'" � k � L 
 � �� � � � � � N1, . . . , Nl

 " � � � � l ∈ N
��� "

• � 
���� � H � - � � � ��
 N/(N1 ⊕ · · · ⊕Nk)
� � ��� � �  � ��� FP � ��� � 
 �  " � � � � k ≤ l

•
G � ��� � dim(N) > 0

� ��" "QJ N � � � � � � $ � � � � � " x ∈ N ��
� N ��� � �7
 � � H ����� $�� � � � � � ���Pk�� � ����� �\
��#"�� �
FP �FE � "���� � � � 
 � FPx k�� � N b

•
G � ��� � dim(FPx) = |P |

� ��" "!����"�� � N := N/(FPx) 
 � � ��" � ��"�� � ��� � � � � � � " ��� 
�� � � "� � ��� � � � �\
�� � ��� � 
 � N b
• � � � ��� �  � ��� ��H � � � H�" N 
 � k ��� N � � ����" "]
 � � � ��� � � � � � � " ��� 
���J � � � J � � � ��� ��� � " b

^ o
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� ��� � � � � � � " ��� 
�� ��" �  � " "  � ��� � dim(N) = 0
� ��" " �#� ��� "  � ��� � � �%$� ! � e ������
 $�� � � &�� � � $ � � �� � � " x ∈ N � � " dim(FPx) = |P | ���! 
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 $� � � � " ���%� ���p � � ��� $� � � ��� � $�� &�� � " b
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 $��
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� � � " � � ���% " � � ��� � � ����� � 
 �� � H � � � ���#� 
 ��� � � & �  *$ &�� � k���� � �! ��&*" > 1
b � � � ��� J!��� � � � J � � � � � �3N $� ��"���� � � � � � � � � � � � " ��� 
��� � "	J � $ &�� ��� " J � � $�� ���>
 � � ��� � ���IH � ��� � � ����&'"�� L 
 ��� � � � � � � � � ��� FP � ���#� 
 � � � H��  � � "���" " � � � ���'& � � � $� �

e ����" � � ��� ��� H � � b p � ��"������ � � ��
 �3N $�� ��" J � � � ��� � � � � ��� e � � " H ��� � ���I
 � ��� � b
� � ��
 H ��"�� �%$�� "�� � J � � � � � � � �  �  ��� K "�� � � � � ��
  � � H 
 � � � � � � &)
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E : 0 −→ L
ι
−→ N

ν
−→ N/L −→ 0

k�� � KH � ���#� 
 ��� b[� � H � � � � � � � L � � � E � "���� � �#� 
 � k�� � N " ι � � � \ � & � 
�� � � � � � H�H � � � 
 � � 
 � � ν � ���
& � � � � � � $�� � $  � � � �  � � � � 
�� b�P �%$� ; !L! a " m ��� b ! b f b ^ � ���* N ��� " � � � L ��� 
�� � � E ��� � � 
 ��� ��� "�J!� ���
N ∼= L⊕ (N/L) � � � " b
L � � � � 
 � K = F " H = P " C = 〈c〉 � � � � ���*& � � � $�� � E � "���������
  � � k�� � P � � J � � L = IndPC(X)  " � � � � � �� H�� � � 
�",
 � � ��� � ���IH � ��� � FC � ��� � 
 � X " � � � ��" L � �%$�� L	� "�� o b o b !L! �\H � �  � ��� � � H�� � � 
�",
 � � ��� � ���IH � �,
 � ���� "'���*& � � � $�� � e ����" � � ��� b � 
������ � � � � ��" L ��� � � " � k C �  � � n ��&*" � k b P �%$�� L	� "�� o b o b ! � ���* N ��� " � � � L ��� 
�� � �
E
� � � � ��� � � 
 ��� ��� "�J!� ��� � � � & 
���� � � k�� &*"�� L ���Q
�� � �

E ′ : 0 −→ ResPC(L) −→ ResPC(N) −→ ResPC(N/L) −→ 0

k�� � FC � ��� � 
 ��� � ���* N ��� " b,� � � ��
� � � ��� � ��" L ��� � � 
 ��� ��� � � � � � ����&*"���� L 
 ��� � � � k�� � N "PJ!� ���
ResPC(N) ∼= ResPC(L) ⊕ ResPC(N/L) � � � " b L � � � J!� � "���� ∆ � � � � k�� � ResPC(N) 
 � � Γ � � � � k�� �
ResPC(L) ⊕ ResPC(N/L)

� � � 
�� � ����"�� � � "�� � k	��� ����"�� ��� 
 � � k�� � FC " � � � ��" L ��� � � 
 ��� ��� � � � � � ����& �"���� L 
 ��� � � � k�� � N "�J!� ��� ∆(c) 
 � � Γ(c) N � ��� � $�� � � � � b
� � � &#����"�� &������ $� � 
 � ��� � � � � ��� � " ��� ��� � � �7
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&'"�� � L 
 ��� � � � � � k�� � N � � " ���'& � � �� $� � � e ����"�� k C � � � ���'� ����� � � � ��� � �  � ��
 � + ��� � 
�" � " � � � � � �#� 
 � IndPC(FC) � � � � b p � ��H ��"�� �%$� "�� ���� � ��� n ��"�� " � � � L  �\� � � �  � ��� X = FC

b � � ��� � � � " HomFP (IndPC(FC), N) ∼= NC � � � � F �Ne ��&'" � ��� N 
 � �! bh � ����H � � H �\� � � $�� � � NC � � � � � � ��� � ��� ��� G � k  
 � &'"�� k�� � N 
 � "���� � ���#"  ��� � " � � � k�� � C
b \ ��" � 
 �

x ∈ NC � � " dimF (FPx) = |P : C| = dimF (IndPC(FC)) "�� � � ��" FPx � � � ��
 IndPC(FC)
� � ��� � �  � ���

E � "���� � �#� 
 � k�� � N b
S � ������TVUXW�1 �<YIZ ( � $ � � $ e ����"�� k3L 
 ��� � � � �
• $ � � � � H � - � � � � p � � ��
  � � P 
 � � � � � FP � ��� � 
 � N "XJ � � $�� ���  " � � � � l ∈ N 
 � � ��� � ���IH � ��� � � ����&*"��L 
 ��� � � � � � N1, . . . , Nl

� � "'���'& � � � $� � �je ����" � � ���'H ��� � "�� "
• � 
���� � H � - � � � ��
 N/(N1 ⊕ · · · ⊕Nk)

� � ��� � �  � ��� FP � ��� � 
 �  " � � � � k ≤ l
• N := + � � n L 
 ��� � � � � (P,N) $

• &������ $�� � � � �  � N ��� � " � � "�� � C1, . . . , Cm
 " � � � � � � � n 
�� � " � � � ��& � � ��� � � ���*& � � � $� ��� E � "���������
  � � �k�� � P � � " |Ci| > 1  " � i = 1, . . . ,m

b
•
L ��"�� � i := 1

b
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•
L ��"�� � C := Ci

b

∗
G � ��� � dim(N) ≥ |P : C|

� ��" -
• &������ $�� � � NC

b
•
L ��"�� "�� j := 0

b
◦
p N � � � � � � $ � � � � � " x ∈ NC ��
� N ��� � ��"�
 � � H ����� $�� � � FPx b

•
\ ��" dim(FPx) = |P : C| " "�����"���" � H ResPC(FPx) ⊕ ResPC(N/(FPx)) ∼= ResPC(N)� ��" b
•
G � ��� � n � "�� ��"�� � N := N/(FPx) "M
 � � J � � � ��� ��� � � ∗ � � " � � ����� � � �\
�� � ���#� 
 � b

• � � � ��� �  � ��� � ��� �- %� � i 
 � ! b
•
\ ��" j < 10 "�����"�� � j := j + 1 "�
 � � ��� � �>��
 ◦ b

• � � � ��� �  � ��� � "���� �- %� � i 
 � ! b
∗ � � � ��� �  � ��� � ��� �- %� � i 
 � ! b

P �%$���� � �  " � � ��� � i = 1, . . . ,m ����"�����"���" J(
�� � ��" � H N � � � � � ��
 IndPCi
(FC)

� � ��� � �  � � � � � ����&*"�� �L 
 ��� � � � � � H ��� � "�� " "�J � � � � ���(H ����� $� � ��"�� G � &*" � � � � � 
 � k�� � N ��
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 � "���� � ����� � � "�� � � � � ��
 IndPCi
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 ��� � � � � � k�� � N ��
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� � � � � � " ��� 
�� " � "�� N $�� � � $� � ��� �>
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � k�� � N � � "'���*& � � � $�� � �de ����" � � ���
��� � ��" b &���� � "�� " n � ���'$� N  " �!� � � � ���*& � � � $� � � ��
  � � Ci � � � � � ��
 IndPCi

(FCi
)
� � ��� � �  � � � L 
 ��� � ���� � � "�� � � k � ��" � ����" � 
 $�� � � � x ∈ NCi "�J � � $�� ��� � � ����� � ����� �\
��#" b]� 
�� $�� c 
� � ��� ���@
 $�� � ��� � ��" � � � � � � $�� � � x � � " ���%� ��� p � � ��� $�� � � ��� � $� &�� � " b� ��� � � � � � � " ��� 
���� ( � $ � � $ e ����"�� k3L 
 ��� � � � ��� �  � � "���" ��
 &���� � ��� � � "�"�� � ���F+�� � n L 
 ��� � � � ��� 
 � � ��� �

� ���IH � ���  � � n ��&*" � k � L 
 ��� � � � � � 
 � � � � � $�� � � � ��� � � 
 � � ��� � ���IH � ��� L 
 ��� � � � � � � � " � � $�� "�"�� � k � � � � ����*& � � � $� � �je ����" � � ��� � H b
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	�@4�
����� �94 
 � �  � ����� � � � � ���  " �>J � $�� " � ��� �
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���� � ��� � � 
�� ; f V a 
 � � ; faf a ��
�� �#��� � � "� � � � 
 � � ����� � � � ����� n � ���*$��  " ��/ � � &	� � �#� 
 ��� b \ � � � ����� �c 
�� �#��� � � ��� � � J!��� � � � J � � � � � � ��� & � "���� � � � � � " � � � ����" � � $�� � � 
���� � ��� � H � � 
�"�� � � b,G " � � � � � ��" � � � �k ����J!� � � � � J � � � 
� ; o aXb

��/�12/���������.D ( 	'( 3)( c 
 �3N $�� ��" ��� � � � K � � � �  �  ��� " A � � � � K �F� � ���\H�� � 
 � � e � � � \ � � �  � "�� � " � �
A
b]� � H � � � � � ��� � J � � � 
 $� char(K) = 0 ��
 bMG ��� � ����H �\� � � $� � � � J � � � � " A � 1 ��� � � � � � "���� � � � � � ���

A � / � � &#� � �#� 
 ��� b3� � ��� ��� � N � " � � � � � � � � ����� � " � k � � "�� k�� &'"�� � G 
 � &'" � �
Ce : A � 1 ���

−→ eAe � 1 ���
� � " Ce(M) := eM 
 � � Ce(f) := f|eM

 " � � ��� � A � ��� � 
 ��� M 
 � � N � � J � � � ��� � f ∈ HomA(M,N)
b

� � ������� G 
 � &*" � � � � � �#"�� �)4 
	�:4�
����� �)4�
���� 4���� ��� H �\� " � � � $�� e "�
 � � � � � eAe � ���#� 
 � eM H �\� � � $�� � ��"� � � � � � � �)4 
	�:4�
���� ���!�:4#" � 
�� 0 b
� ��� ����� � " � k � G 
 � &*" � �

Ae⊗eAe? =: Ue : eAe � 1 ���
−→ A � 1 ���

� � " Ue(f̃) = idAe⊗f̃
 " � � ��� � eAe � ��� � 
 ��� M̃, Ñ 
 � � � ��� � f̃ ∈ HomeAe(M̃, Ñ)

� � � �#"%$ 4&� �)4 
	�:4�'

����� �94�
���� 4��(� ��� H �\� " � � � $� e b \ ��" M̃ � � � eAe � ���#� 
 � "�� � H �\� � � $� � ��" � � � � � � A � ���#� 
 � Ue(M̃)

� � �
� 4�� �94 
	�@4�
���� ���!�@4 ��� � 
 � b)� ��� G 
 � &*" � � Ue � ��" n � ���*$�� � � � ����� � � � "��%��
 Ce � � � ��� ��� � � � � � � � � $�� "� k�� &'" b
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\ ��" I � � � � �  � N ��� � " � � "�� � � �#��"�� �  " � � � � \ � ��� � �  � � ��& � � � ��� � � ����� � 
�� � H � ��� A � ���#� 
 ��� " � � H � � � ��"
{eD|D ∈ I 
 � � eD 6= 0} � � � � �  � N � � � " � � "�� � � �#��"�� �  " � � � � \ � ��� � �  � � ��& � � ����� � � ����� � 
�� � H � ��� eAe ���� � 
 ��� b \ ��" M � � � A � ��� � 
 � � � " � ����$ � ��� � � $����  " " ��� ��� &�� � � ��� ��� � � ��� � ���  � � � " � � � �* � &*" � ��� � k�� � e� ��� 
 ��� � ����">J � � � " � � � � � � EndA(M) 
 � � EndeAe(eM)

� � � K �F� � ���\H���� � � � ��� � �  � b \ � ��H ��� � � � ����� � ��"� � � � ��� � � G � ��� � ��� A � ���#� 
 � M ��� � � 
 ��� ��� � � H�� � � 
�"  
 � � ��� � ���IH � ��H �\� � � � 
 � ����J � � ��� � � H�� � � 
�"  � ����� �� 
�� � H � � "XJ � ��� � ��� eAe � ���#� 
 � eM � � H�� � � 
�"  K
 � � ��� � ���IH � � H �\� � � � 
 � ���@J!� � ��� � � H�� � � 
�"  � ����� � 
�� � H � � � ��" b
G � ��� � eD 6= 0  " � � ��� � D ∈ I � � � " "�� � � ��" � ��� G 
 � &*" � � Ue � k�� &*" b�G ��� � ��� ��� � N � " � � � � � � � � G � ��� � � �" " � � � $�� ��� � 
 � k�� � � � � � � Ce◦Ue ∼ \ � eAe � $���� 
 �

�
Ue◦Ce ∼

\ �
A � $����

b G � � � � � $�� � � � � � � � F �F� � ���\H���� � A
 � � eAe ��� � � " � �	N �Q
 � k�� � � � " b \ � ��H ��� � � � ����� � ��" ��� ��� EndA(M) ∼= EndeAe(eM)  " � n � � � � A � ��� � 
 �
M " 
 � � ��� � � � " Ue(Ce(M)) ∼= M � � J � � Ce(Ue(M̃)) ∼= M̃  " � n � � � � A � ���#� 
 � M 
 � � n � � � � eAe ���� � 
 � M̃ b
p � ��H ��"�� �%$�� "�� � � 
 � � � � G � ��� K = F 
 � � A = FG

b]G " � � � � � E � "���������
  � � H k�� � G � � " p - |H|� ��"
e := eH :=

1

|H|
·
∑

h∈H

h ∈ FH

��� � h � 
  "�H � �'$ & � � � �  � "�� � " � � FH 
 � � ���#� � " � � �@H ��� � � � ����� � � � \ � � �  � "�� � " � � FG
b(G " � � � �� � "��  ��� $�� � � � � � � � � � � � � � " � � � �* 
 � &*" � � Ce 
 � � n � � � � FG � ���#� 
 � M � ��" ��� ���

Ce(M) = eM = MH ,

J � H � � MH � � � � � � ��� � ��� ��� G � k  
 � &'"�� k�� � M 
 � "���� � ��� "  ��� � " � � � k�� � H � � � b � � � �  � � $�� " ��� � ���� 
 $�� k�� ��� �
	 � � 4��(� � �)4 
	�:4�
����� �)4 H �\� " � � � $�� H bG ��� � ��� � � � " dimF (eM) = [ResGH(M) : FH ]
b \ � � ��� � ����� � H ��"�� N �#" � � ����� � � � � � � � � � ��"	J � 1/|H| ·

dimF (M)
b

��/�12/��������� D ( 	+( 	+( p � ��J!��� � � � ��� � e ���* � � ��� � � ��� G � k  
 � &'"�& � � � � � � � " � � � ��� ��
 H � � 
�"�� � � "	� � � � �
FG � ��� � 
 � M H �\� " � � � $�� � � � ��� �  � � � $�� ��" ��� � ��� � p′ �FE � "���������
  � � H k�� � G ��
 & � � � � � � � ����� � b � ���& � � � � � � � ����"�� ���#� 
 � eM ��� " "3J � � � H � � ����J N � � " " ��� ��� � � � � � �\
�" � � $�� ����� � � ������� � � � � � � � � � � � � M b
� � ��� ��� " 
 � "���� � � � ����� � ��
�� G � � ����" ��� ��� 
 � � ��� � ���IH � ��� � � ����&'"�� L 
 ��� � � � � � � ��� eFGe � ���#� 
 � �
eM ����� � � � "7H ����" � ��� " J ��� � � � &  ��� � � " � � � ����� � � � "�� ��
 � � � � � � ��� FG � ���#� 
 � � M ��� � H���" b[� � �� � ��� " � � � � ����
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � k�� � eM �ON ����" ��� ��� � �%$� � H � ��� �� H ��� � ���I
 � ��� �J � � � ����
 � � " $ &	� $�� � " � ��� � 
� � � �%
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � k�� � M ��
 b
G " � � � � & � � � � � � � ����"�� � ���#� 
 � M̃ := eM

��� H � � J � � ��"���"�� � � � � $ � � H ��"�"�
 � � ι : M̃ −→ M
b \ ��"

 ��� � ��� Ñ � � � eFGe �FE � "���� � �#� 
 � k�� � M̃ "�� � � k � ��" � ����" � 
 $�� � � � ��$ � � H ��"�"�
 � � ι̃ : Ñ −→ M̃
b"� ���


 � & � � � � � � � ����"�� ���#� 
 � Ue(Ñ )
� ��" ��� ��� � ��� & � � � � ��"�� FG �FE � "���� � � � 
 � k�� � M " J!� � $�� ��� im(ι ◦ ι̃)� � " � N � " b &�� � 
 � ������� � & � � &#����"�� � &������ $�� � 
 � ��� � J!��� � � � � � � $ � � H ��"�"�
 � ��� � ι 
 � � ι̃ � k  �� � � � " �������\H � ���� � � bM� � ���(J � � � 
 � � ��� ��� J � � � ����
 � ��� �  � � � $�� � � " � � � 
 � & � � � � � � � ����"�� � ���#� 
 � Ue(Ñ) " � "�� N $� � � $��� � � E � "���� � �#� 
 � k�� � M ��
 & � � ��"���
 � ����� � b

\ �  � � &*" � � $�� � � � � J � � � 
 � ��� � ����� � H�" � � $�� � ��� ��� � � � ��� ��� �7+ � � H � � � " ��� ��� � � � � � � � � ���\H�� � eFGe��� � H���" � k � � "�
�� ��� � � $�� " � k  �� � � � " & � � ��"���
 � ����� � & � ��� b p � �>J!��� � � � ��� � ��� ��" � "�" � ������� �  " � � � � $���� �\
 ���� � � � � � �	��"�� � G k�� � G � � � k�� � � � � $ � � � � � "�� � ege � � " g ∈ G ����� �\
��#"�� F �F� � ���\H�� � B & � � ��"���
 � ����� � bG ��� � ��� � ��H � � "�� � J � � ��� ��� � � " ReseFGeB (eM)
� � L "�� ��� � k�� � eM b�� � H � � & � ��� B � 
�� $���� 
�� � � � � � $� �"�� E � "���� � � ���\H�� �Vk�� � eFGe ��� � � b � 
�� � ��� E � � ��� � ���IH � ��&�� � " k�� � ReseFGeB (eM) ��
 � & � � �  � � �  � � �#"n � ���'$� J � � "���� � � � � � � k�� � eM

b G ��� � ��� &  ��� � � J � � � 
 $� � �%$�� J � � k�� �7��
 � � � � � E � "���� � �#� 
 � Ñk�� � ReseFGeB (eM)
� � � � � "��  ��� $�� � � � � � 
 � & � � � � � � � ����"�� � ��� � 
 � � � � E � "���� � �#� 
 � k�� � M & � � & ����"& � � ��"���
 � ����� � b L#��� � " � � �! ����" � 
 $� � � � � � � � �	��� � ��� B � ���#� 
 � � ReseFGeB (eM)

\ �  � � � � " � � � � � " H ��� � � �L "���
�&*"�
�� � ��� � 
���� � � ��� � �#� 
 � � M b
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��� 	 �����	��	���
 �����	�� �
	�����	��
	������������ ^ T
0 $�� � � � ? 	 ����� � ?��
L*$�� � � � � � � $� H ��"�� �%$� "�� � J � ��� � � e ���* � � ��� � ")J!� � $� ��� ��� �  � � � $�� " ") " ��� � � � � 
 � � ��� � ���IH � ��� � FG � ���#� 
 �
M � 
���� � ��� � ��� � " H ������
 "������ � � " � H � � � �>H ����" � ��� "�� � � � � � � " � � � H � � � $�� � E � "���������
  � � E k�� � G � �� � � � � e ����"�� k]k�� � M � � " ��� � "�� � ��� � � � 
�� � b � 
� � � ����� p � � ��� & � ��� ��� ���  " � ���\J � � ��� E � "���������
  � � �k�� � G ����
 � � � N "�� � � $�� � 
�������� $�� � � ����� � J!��� � � � " ��� ��� � � � " H ��� ��� 
  " � � � e ����" � � ��� k�� � M

� � G � � ���
& ����� � � b p � � � � ��� � � ��� H � � � H n ��"�� " � � " ��� ��� � ��� �  �  ��� F ⊃ Fp

� � ���\H�� � � � $� � H������ $� � � ����� � � ��" b� � ��� ��� ��� � "�� � J � � -
�0/"121 & D (	� ( 3)(�
�����������

n ∈ N∗ � V �����
n ��� � ��������������;�� �"!

Fp ��# � ��6���!�! ;%$ � �&��6 O ;'���(�
{b1, . . . , bn}$)� � α1, . . . , αn ∈ F

�*���+� ;�!�$)�M;-,�.)/���?�� ? 9 ,0�"!
Fp 4 �1�:6 8 ��!��+��!

U ⊂ V
�����2�03�.�64��!

Fp �65 ��64��! �'� ��6��%!7! ;�$��
�8���

V � �"� ?��9�N6CB
x := α1 ⊗ b1 + · · ·+ αn ⊗ bn 6∈ F ⊗Fp U.

O ��:���9� 4 p � � � � ��� � � � � " ��� ��� U ⊂ V � � � � $�� "���� Fp �FE � "���� k ��&*" � ��� � 
 � k�� � V � ��" "�J!� � $� ��� ��� � � H � �� � ��� � ����"��%$ � � � � � " x � � " � N � " b�G ��� � ��� ��� � � � dimFp(U) = m 
 � � {u1, . . . , um}
� � � � Fp � & � � � � k�� � U b� � ��� � k � ��" � ����� � $ � � � � � "�� β1, . . . , βm ∈ F

� � " x = β1 ⊗ u1 + · · ·+ βm ⊗ um
b � 
������ � � � �ON ����" � � $�

ui
 �;�� n � � ��� i ∈ {1, . . . ,m} � � � ��� G � � � ui =

∑n
j=1 γijbj

� � " ���\J � ��� � � γij ∈ Fp
� $� ��� � H � � b L#��� � "� ��"

n∑

j=1

αj ⊗ bj =

m∑

i=1

βi ⊗ ui =

m∑

i=1

n∑

j=1

βi ⊗ γijbj =

n∑

j=1

m∑

i=1

γijβi ⊗ bj.

G ;�� j = 1, . . . , n
� ��"  � � � � � $� αj =

∑m
i=1 γijβi ∈

∑m
i=1 Fpβi.

p ����� � m < n
� ;�� ��� � α1, . . . , αn��� � ��� � � � � � � � H � N � � � �<;�H ��� Fp

��� � � " � � p � � �����  ��
 $� ��
�� e � � � 
�������"���
 � ��" 
 � � � � ��&�� ��� 
  "�
 � � � � �#" b
=?> U�@ D?A � A 	 ���CB�� ! A 
D�E���������

G
�����+�GFH!�$6IJI���$�� � M �����K$)�)L8��!7�	� ?-, ;�!M�"!

FG �CJ � � $)� �&��6 # ��!764�MN
P 4

5 �"!7�+�"!O�����P�"�
E := 〈g1, . . . , gn〉 ≤ G

�����+�<���	� ������6K;�! ;-,0�"�Q�R3�.S�TFH!7$6IJI�� � ��!KUD! � �V$)��?
pn

8:9 !W�����
n ∈ N∗ �E��6

E �G P
�R��:X���

α1, . . . , αn ∈ F
�C�9�+� ;�!�$)�M;-,7.)/%��?�� ? 9 ,0��!

Fp 4
= ;��V�@?����A6CB
D �FE

ResFGF 〈u〉(M)
�9�:6 8 !0��� 4�= ;�,0���Y�����

〈u〉 � ��� �8���
u := uα := 1 +

∑n
i=1 αi(gi − 1) ∈ 1 + J(FE) ⊆

U(FE)
�"!ML8��$ ? 64��L"Z �6�C�(�R3�.S� �'��!7�"3�.S�-,0���+� 5 ��64�"!�?�!�$6IJI�� �8�%�

FE 4
D ���GE

dimF ((u− 1)p−1 ·M) = dimF (M)/p 4
O ��:���9� 4 � ��� FP �4[ � � 
 � L � � � � � � �]\ 
�� ��� � k�� � M b�� � ��� � ��" � � � � M | IndGP (L) 
 � � � ��� � "

ResGE(M)|ResGE(IndGP (L)) ∼=
⊕

EgP∈E\G/P

IndEE∩gPg−1(ResgPg
−1

E∩gPg−1(
gL))

� �%$�� L	� "�� o b ! b Q b p ����� � E �G P � k � ��" � ����� � � � � � � � � r ∈ N∗ " � �Zk � � � � � E � "���������
  � � � Ei k�� � E
 � � FEi �4[ �#� 
 ��� Ni
 �;�� i = 1, . . . , r

� � "

ResGE(M) =

r⊕

i=1

IndEEi
(Ni). (∗)

� � � � H�H � � � 
 � �
f : F ⊗Fp E −→ J(FE)/J(FE)2 , β ⊗ g 7→ β(g − 1) + J(FE)2

� ��" � � � \ � ��� � �  � � � � 
�� k�� � F �Ne ��&*" � ��� N 
 � � � b P �%$�� / � ��� � ^ b Q b ! � ��" � 
������ � � � α1 ⊗ g1 + · · · +
αn ⊗ gn 6∈ F ⊗Fp U

 �;�� n � � � � $�� "�� E � "���������
  � � U k�� � E
b L � � � � � � � i ∈ {1, . . . , r} 
 � � Ei =

〈x1, . . . , xn−1〉
� � � � � ��� � �Zk � � � � � � E � "���������
  � � � k�� � E � 
�� (∗) "�� � � � � " -

(u− 1) + J(FE)2 = α1(g1 − 1) + · · ·+ αn(gn − 1) + J(FE)2 6∈
n−1∑

j=1

F [(xj − 1) + J(FE)2].



���������
	����
��� 	 �����	��	���
 �����	�� �
	�����	��
	������������ ^ 

� � � ��
� � � ��� � ��" {(x1 − 1) + J(FE)2, . . . , (xn−1 − 1) + J(FE)2, (u − 1) + J(FE)2} � � � � F � & � � � �k�� � J(FE)/J(FE)2
b�� � � � 
��' � � �#" " ��� ��� FE = FẼ  �;�� � � � � � � � � � " � � � H � � � $�� � E � "���������
  � � Ẽ :=

〈x1, . . . , xn−1, u〉
k�� � 1 + J(FE) � � � " b \ � ��H ��� � � � ����� � ��" � � � � |Ẽ| = pn 
 � � Ẽ = Ei〈u〉

bP� �#� � "
��� ��� � "�� � J � � � 
 �

IndEEi
(Ni) = FE ⊗FEi

Ni = FẼ ⊗FEi
Ni = IndẼEi

(Ni)


 � �

ResFEF 〈u〉(IndEEi
(Ni)) = ResFẼF 〈u〉(IndẼEi

(Ni)) ∼= Ind
〈u〉
〈u〉∩Ei

(ResEi

〈u〉∩Ei
(Ni)) = Ind

〈u〉
1 (ResEi

1 (Ni)).

� � ��� � ��" � � �  
��� � ��� F 〈u〉 �4[ � � 
 � "3
 � � J!����� �

ResFGF 〈u〉(M) = ResFEF 〈u〉(ResFGFE(M)) ∼=

r⊕

j=1

ResFEF 〈u〉(IndEEj
(Nj))

� ��" � 
 $� ResFGF 〈u〉(M)  ��� � bK� � � ��� � ��" � � � � ResFGF 〈u〉(M) ∼= t · F 〈u〉 = F 〈u〉 ⊕ · · · ⊕ F 〈u〉︸ ︷︷ ︸
t ���������	��
����

� � " t :=

dimF (M)/p
b

L*$�� � � � � � � $� H ��"�� �%$�� "�� � J � � � � � F � � � � � � ��� � H�H � � � 
 � �

F 〈u〉 −→ F 〈u〉, x 7→ (u− 1)p−1x = 〈u〉+x.

� � ����� ��� "%& � � � (u − 1)p−1F 〈u〉 = J(F 〈u〉)p−1 " � � � � � � � � ! � �%$�� !L! a "3/ b V b T b ! "3
 � � � � � � � � 
�� � ����"� � � � F � � � � � � ��� � H�H � � � 
 � � t · F 〈u〉 −→ t · F 〈u〉
k���� � � � � t b � �#� � "% � � �#" � 
 $�� &�� ��� 
  "�
 � � � ���  "
 � � � ��� L	� "�� � ��"(H �\J � ����� � b

��/�12/��������� D A � A � A � ��� L	� "���� � � �#" � � � � " ��� ��� P  �;�� � � � G � ��� " ��� � � ResFGF 〈u〉(M) � � $� "� ��� � � ��" " � � � ���
 E & � � n 
�� � ����"�� E � "���������
  � � k�� � G � � " ��� � "�� � � 
���� b [ � " � � � &��\� � � $�� � 
 � ��� � � 
�� o b T H � � �\
�"���"��� �'J � � � ����
 � " ��� ��� E � � � � � � � e ����"�� kVk�� � M � � " ��� � "�� � � � � � � 
���� "� � ��� � � � � α = (α1, . . . , αn) ∈
V r
E(ResGE(M)) � k � ��" � ����" "�� � ��� ��� α1, . . . , αn � � � � � �'
 � � H � N � � � ��;�H ��� Fp

� � � � b
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\ � � � � � �%$��  � � ��� � � � � m � H � ��� � �  � ����� � J � ��
 � ������� $ �����\H � � � ����;�H ��� � � � � ����� � 
�� � H � � � FSn �4[ �#� 
 ���� � ( ��� � � &'"���� � ��" � & 2 
 � � 3 ��
�� �#��� � � "�J � � $�� � � � " � � � ( ���  
�"����'
 � "�������
 $�� "'J(
�� � � � bM� � H � � � � � �� � � � ����� � 
�� � H � � � [ �#� 
 ��� � 
�� $�� � � ����
���� ��� � � ��� � p � �����I
 �ON ��� � + � ��" � " � � � � �  � � �#� ��"�� � � � ����" 
 � � n �\J!� � � �
� �%$�� & � �*$ &�� � � � ��" � ����" b�� � � ��� & � �*$ & J � � � ����
 � � ��" � 
�� $�� � � � � � � p ��� ��� �  � � �#� ��"�� � � � ����"��L "�� � � � ��J � � + � ��" � " � � � � � � �\H � � � � � � � � ��� " � � � � � � � � ����� [ 
 ��� � � �\
 k � & � � n 
�� � ����"�� � � � m � H � ��� � � � � " ���� � "�� �  �;�� n � � � � � ����� � 
�� � H � � �W[ �#� 
 �  
��� � ��� � ������� � � � � � � � � � � " � � � � � �! 
��&*"�����
  � � ��� � � ���>& � �*$ &	� "� � � � � e ����"�� k � � J � � � � � � � � � � � � � � � � � ��� \ 
�� ��� ��"�� �  ��� � � � ��� ��H ����� $� � ��"�J!��� � � � & � ��� "���� \ ��" � � �� 
� 
��� � � ��"���"���� � ����� � 
�� � H � ��� [ � � 
 � � 
������ � � � ��
 ���\J � ����� � L  � $�� " � � � 
 ��� � � ��� � �  � " � � H ��� � � ��� � "���"� � � L  � � "�� � L  � $�� "�� � � �(��
���� ��� � � ��� � + � ��" � " � � � � � � � ������� L  � $�� " � �#� 
 ��� � � � �'&������ $� � 
 � ��� � J(
�� � � ���
 �3N $�� ��" ��"���"���;�H ��� � � � + � � � & � �  ��� � F2

H �\� � � � 
 � ���@J!� � ��� F3
� 
�� $�� ���! �; � ��"�� L "�� � � �  �;�� p = 2

� �� � � ��� c � � � �7��J � � � � � � � � � � � ��J ����"�� � ���]\ 
�� ��� � � � � � ��� [ �#� 
 � � " � � � ��" � ��� ������"�� � � � � � � � � � � � � � ���
\ 
�� ��� � � ;�H ��� F2

� � ���%��J!� � "�� � ��" � � � � � � � � � � � � � ��� \ 
�� ��� � � ;�H ��� F4
� � ��� F8

" J!� � $� � ��� ��� ��"���"��
� H�� � � 
�"'
 � � ��� � ���IH � � � � � � �G � ��� �7J � � � � $�� " � k  �� � � � " ��"	J � � � � � ������� k�� � � 
�� ����"�� � � ""J � � � ��� � � $�� H � � � � � � � �  ��� F � � � � ��� � �
� �  � "�� � ��"���"���
 � � � � + � � � & � �  ��� Fp

 �;�� p = 2, 3 
 � � H � � � ��� � � [ �#� 
 ��� 
 ��� /��#W U Y�1 ��� �����
��� � � � ��� �

 $'& B �"C ���@9 � ?)� C]C������ 9 ��� = �"C"! 	 ��� =�� �� ),+�� C � � � �"C �@? ����� �

\ �  ��$# J(
�� � � � H ����� � "�� � � � e ����" � � ��� � ��� ��� � ����� � 
�� � H � � � [ � � 
 ��� � � ( ��� � � &'"���� � ��" � & 2 H � � n = 12 � � J � �
� � � � � � � � � � � � � � � ��� \ 
�� ��� � � H � � n = 11 H ����� $�� � ��"��

n = 1, . . . , 5

n & � �*$ & � �! %� + � ��" � " � � � � � � � e ����"�� k \ 
�� ��� � L  � $� "!
(1)

!
(1)

! ! !
(1)o

∅ P2 (2)
!

P2
!

(2) (12)Q
(1) P2 (3)

!
P2

!
(3) (13)

(2, 1)
!

(2, 1)
o ! !

(2, 1)V
∅ P4 (4)

!
P4

!
(4) (14)

(3, 1)
o

Q4
!

(22)f
(1) P4 (5)

!
P4

!
(5) (15)

(3, 2)
V

Q4
V�& o � �

(2, 1) P2 (4, 1)
V

P2
!

(4, 1) (2, 13)

^I^
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n = 6, . . . , 11

n & � �'$ & � �! � + � ��" � " � � � � � � � e ����"�� k \ 
�� ��� � L  � $� "
T ∅ P6 (6)

!
P6

!
(6) (16)

(5, 1)
V

P6
V � �

(4, 2)
V

P6
V � �

(3, 2, 1)
!

(3, 2, 1)
! T ! !

(3, 2, 1)
(1) P6 (7)

!
P6

!
(7) (17)

(5, 2)
!7V

P 3
2

!
(5, 2) (22, 13)

(4, 2, 1)
oI�

P6
V � �

(2, 1) P4 (6, 1) T P4
!

(6, 1) (2, 15)
(4, 3)

^
Q4

V�& o � �^
∅ P8 (8)

!
P8

!
(8) (18)

(7, 1) T P8 T � �
(6, 2)

!7V
P8

!7V � �
(5, 3)

^
Q8

V � �
(4, 3, 1)

V �
Q8

oI� � �
(3, 2, 1) P2 (5, 2, 1) T V P2

!
(5, 2, 1) (3, 2, 13)

�
(1) P8 (9)

!
P8

!
(9) (19)

(7, 2)
o T P8

o T � �
(6, 2, 1)

 ^
P8

!7V � �
(5, 4)

! T Q8
^ � �

(5, 3, 1)
V �

Q8
oI� � �

(2, 1) P6 (8, 1)
^

P6
!

(8, 1) (2, 17)
(6, 3)

V ^
P 3

2

!
(6, 3) (23, 13)

(4, 3, 2)
! T � Q4 × P2

V�& o � �! �
∅ P10 (10)

!
P10

!
(10) (110)

(9, 1)
^

P10
^ � �

(8, 2)
o T P10

o T � �
(7, 3)

V ^
P10

V ^ � �
(6, 4)

! T P10
! T � �

(6, 3, 1)
! � ^

P10
�� � �

(5, 3, 2)
oI�I�

P10
oI�I� � �

(3, 2, 1) P4 (7, 2, 1)
! T � P4

!
(7, 2, 1) (3, 2, 15)

(5, 4, 1)
! o ^

Q4
V�& o � �

(4, 3, 2, 1)
!

(4, 3, 2, 1)
 T ^ ! !

(4, 3, 2, 1)!L!
(1) P10 (11)

!
P10

!
(11) (111)

(9, 2)
VLV

P4 × P
3
2

!
(9, 2) (22, 17)

(8, 2, 1)
! ^ T P10

o T � �
(7, 4)

! T V P10
oI� � �

(7, 3, 1)
! � ^

P10
�� � �

(6, 4, 1)
!7VLV

P10
! T � �

(5, 4, 2)
V�! T P10

� T � �
(2, 1) P8 (10, 1)

! �
P8

!
(10, 1) (2, 18)

(8, 3)
! �I�

P8
o T � �

(6, 5)
Q1o

Q8
^ � �

(6, 3, 2)
^ V ^

P4 ×Q4
^ � �

(5, 3, 2, 1)
!L! T ^ Q8

oI� � �
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n = 12

& � �*$ & � �! � + � ��" � " � � � � � � � e ����"�� k \ 
�� ��� � L  � $�� "
∅ P12 (12)

!
P12

!
(12) (112)

(11, 1)
! �

P12
! � � �

(10, 2)
VLV

P12
VLV � �

(9, 3)
! �I�

P12
! �I� � �

(8, 4)
! T V P12

! T V � �
(8, 3, 1)

f ��
P12

Q !7V � �
(7, 5)

Q1o
Q12

Q1o &"! T � �
(7, 3, 2)

! � V T P12
f Q V � �

(6, 5, 1)
o ^I^

Q12
o ^I^ &"!7VLV � �

(6, 4, 2)
V�! T P12

V�! T � �
(5, 4, 2, 1)

oLQ T ^ Q12 � �
(3, 2, 1) P6 (9, 2, 1)

Q1oI�
P6

!
(9, 2, 1) (3, 2, 17)

(7, 4, 1)
!7V � ^

P 3
2

!
(7, 4, 1) (3, 22, 13)

(5, 4, 3)
!  � o

Q4 × P2
V�& o � �

(4, 3, 2, 1) P2 (6, 3, 2, 1)
f T Q1o P2

!
(6, 3, 2, 1) (4, 3, 2, 13)

� � � e ����" � � ��� � ��� � ����� � 
�� � H � � � FS12 �4[ � � 
 ��� J(
�� � � � "]J � � H ����� � "�� ����J N � � " " � �  ��$# H ����" � ��� "�� [ � "
� 
�� � � ��� � � ��� [ �#� 
 � � D(5,4,2,1) & � ��� "�� � � � " � � � ( ���  
�"���� � 
 $�� � � � \ 
�� ��� � � � ��� [ �#� 
 ��� � �
h � 
  "�H � �'$ & H ����� $�� � ��" J!��� � � � � G ��� � ��� � ��" � ��� & � �'$ & � � " 2 ��� ��� � (3, 2, 1)

L*$��  ��� �	N � 
 � k�� � � � " ��
 �& � �'$ & k�� � FS9
� � " 2 ��� ��� � (2, 1) � L#� & ����� � � � � � � � "��  ��� $�� � � � � � \ 
�� ��� � � � � � � � � � � � � � ��
���" � � � ���� ��� [ � � 
 � D(6,3,2,1) � ��" � � � L  � $� " � �#� 
 � 
 � � ��� " � ��� � " "�� � k � � � �]\ 
�� ��� ���

n = 13

& � �'$ & � �! � + � ��" � " � � � � � � � e ����"�� k \ 
�� ��� � L  � $�� "
(1) P12 (13)

!
P12

!
(13) (113)

(11, 2) T V P12
Q1o � �

(10, 2, 1)
Q T V P12

VLV � �
(9, 4)

Q T V P12
! Go � �

(9, 3, 1)
f ��

P12
Q !7V � �

(8, 4, 1)
! f Go

P12
! T V � �

(7, 6) T V Q8 ×Q4
Q1o &"! T � �

(7, 5, 1)
o ^I^

Q12
o ^I^ &"!7VLV � �

(7, 4, 2)
o f.! �

P12
^ V T � �

(6, 4, 3)
o1oI� ^

P12
V�! T � �

(5, 4, 3, 1)
^ VLV ^

Q12 � �
(2, 1) P10 (12, 1)

! o
P10

!
(12, 1) (2, 111)

(10, 3)
oI� ^

P4 × P
3
2

!
(10, 3) (23, 17)

(8, 5)
f T � P10

oI� � �
(8, 3, 2)

o ^ V ^
P6 ×Q4

V�& o � �
(6, 5, 2)

! Go ^
Q8 × P2

^ � �
(7, 3, 2, 1)

^ �I� ^
P10

�� � �
(6, 4, 2, 1)

Q1oI�I�
P10

� T � �
p � � H ��"�� �%$� "�� � ��
�������" � � � & � �*$ & � � " o ��� ��� � (2, 1) � [ � " � � � &��\� � � $�� � 
 � ��� � � 
�� V � ! 
 � � i = 1��� ��� � "�� � J � � ��� ��� ��
 �3N $�� ��" -

(8, 5)←→ (7, 4), (7, 3, 2, 1) ←→ (7, 3, 1), (6, 4, 2, 1) ←→ (5, 4, 2).

L#� & ����� � � � � � � 
���� � ��� � ;�H ��� e ����" � � ���>
 � � \ 
�� ��� � � � ��� � � "��  ��� $� � � � � � [ �#� 
 ��� ��
���" � � � ���p � � "���� � � � � D(12,1) 
 � � D(10,3) � ����� � 
�� � H � � L  � $� " � �#� 
 ��� ��
 o � �����I
 �ON ��� � + � ��" � " � � � � � " ��� H � � � � � �
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"�� � k � � � �E\ 
�� ��� � � � � � � � 
�� � � ��� � ;�H ��� � � ��� e ����" � � ���� � � ��� � � 
���& � � ����&)
 � � f � V � Q � � � � e ����" � � ��� 
 � �\ 
�� ��� � � � ��� H � � � � � ;�H�� � ��� � � ����� � 
�� � H � � � [ �#� 
 ��� � � ������� & � �*$ &	� J(
�� � � � � � " � � � ( ���  
�"���� H � ���� $�� � ��"��
G ;�� � � � h � 
  "�H � �'$ & � � � " � � " i = 0

-

(10, 2, 1) ←→ (10, 2), (9, 3, 1) ←→ (8, 3, 1), (8, 4, 1) ←→ (8, 4),

(7, 5, 1) ←→ (6, 5, 1), (6, 4, 3) ←→ (6, 4, 2).
� � � � 
��" � � ��� � � � � � 
���� � ��� � ;�H ��� e ����" � � ��� 
 � � \ 
�� ��� � � � ��� ��
���� ��� � � ��� � [ �#� 
 ��� � � � � e ����" � � ��� 
 � �\ 
�� ��� � � � ��� ������" � � $�� � � � ����� � 
�� � H � � �2[ � � 
 ��� � � ������� & � �'$ &#�(J(
�� � � � � � " � � � ( ���  
�"�����H ����" � ��� "��� � H � � J(
�� � � � � ��H ��� � � � ����� � ��� [ �#� 
 � D(5,4,3,1) � ��� � � � � � � � � � ^ VLV ^ � 
� P12

� � � ����� $�� � N � &*"�� � ���
� � � � � � " ��� 
�� � 
��[&�� � ����&)
 � � ^ � ! � ! ��� � ��" � ��� � � � �\H � � 
 � � ��� � ���IH � ��� �  � � n ��&'" � k � � L 
 ��� � � � � � � � �������$ � � � $� � N � & 
 � ��� � ��� G � &'" � � � �#� 
 � � �%$� � � ��� � � ��� " � � � � � � � � � ! o ^ � 
 � � H ��� � "�� "!� � � � � 
 � � ��� � ���IH � ���� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � � ��� � � � � � � � � � ! �1o V�� � " e ����"�� k Q12

�

n = 14

& � �*$ & � �! � + � ��" � " � � � � � � � e ����"�� k \ 
�� ��� � L  � $�� "
∅ P14 (14)

!
P14

!
(14) (114)

(13, 1)
! o

P14
! o � �

(12, 2) T V P14 T V � �
(11, 3)

oI� ^
P14

oI� ^ � �
(10, 4)

Q T V P14
Q T V � �

(10, 3, 1)
! QI�I�

P14
V � V � �

(9, 5)
f T � P14

f T � � �
(9, 3, 2)

Q V�! ^
P14 � �

(8, 6) T V P14 T V � �
(8, 5, 1)

V f  T P14 � �
(8, 4, 2)

o f.! �
P14

!7V ^ T � �
(7, 5, 2)

oI� ! T P14
� � o � �

(7, 4, 2, 1)
! � o V �

P14 � �
(6, 5, 3)

V �� V
P14

!L! oI� � �
(6, 4, 3, 1)

!L! T V ^ Q14 � �
(3, 2, 1) P8 (11, 2, 1)

f T � P8
!

(11, 2, 1) (3, 2, 19)
(9, 4, 1)

Q ^ � ^
P8

o T � �
(7, 6, 1)

 T ^ Q8
^ � �

(7, 4, 3)
! � ^I^ �

P4 ×Q4
^ � �

(5, 4, 3, 2)
Q f ^ V �

E8
! o &�V � �

(4, 3, 2, 1) P4 (8, 3, 2, 1)
oLQ1o � T P4

!
(8, 3, 2, 1) (4, 3, 2, 15)

(6, 5, 2, 1)
! QLQ ! o

Q4
V�& o � �

� ���(& � �*$ & � � " o ��� ��� � (4, 3, 2, 1)
� ��" L*$��  ��� �	N � 
 � k�� � � � "(��
 � & � �'$ & k�� � FS10

� � " o ��� ��� � (3, 2, 1) �
G ;�� � � � & � �'$ & � � " o ��� ��� � (3, 2, 1) 
 � � i = 0 � � � " -

(11, 2, 1) ←→ (10, 1), (9, 4, 1) ←→ (8, 3), (7, 6, 1) ←→ (6, 5),

(7, 4, 3) ←→ (6, 3, 2).
� �#� � " ��� ��� � "�� � J � � � � � e ����" � � ����
 � � \ 
�� ��� � � � ��� � � "��  ��� $� � � � � �W[ �#� 
 ��� � p � ��
 � "������@
 $�� � � � � �
[ � � 
 � D(5,4,3,2) =: D

� ��� � � � � � � � � � Q f ^ V � � P �%$�  oR # " ( � ��� Q � o ! � ��" D ∼= D(8,6) ⊗ D(9,5) � p � �
� $� � N � &�� � H � � � � G � &*" � ��� � � 
� F2S8

� � � 
 � � ��� ��� � "�� � ResS14
S8

(D(8,6)) ∼= 4M1

 � � ResS14

S8
(D(9,5)) ∼=

6M2⊕4M3
� � � H � � � � � � M1,M2,M3


 � � ��� � ���IH � � � � " dim(M1) = 16, dim(M2) = 48, dim(M3) =
68 � p � � "���� � ��" ResS8

P8
(M1⊗M2)  � � n ��&*" � k " 
 � � ResS8

P8
(M1⊗M3)

H ��� � "�� " � � �\H � � 
 � � ��� � ���IH � ���  � � �n ��&'" � k � L 
 ��� � � � � � � � ��� G � &'" � � � �#� 
 � � �%$�� � � ����� � ��� � M � $ � ��� " � � � � � � � � � ! � o " � ��"P
 � � ��� � ���IH � �



���������
	����
��� 	�� �
	�����	��
	������������ 	�� � o

;�H ��� F2

 � � ��� " e ����"�� k E8

")J � H � � E8
� � � � � � � � � � " � � � H � � � $� ��� ��
  � � � ��� " � � � 
 � � ^ � ��" ")J!� � $�� ������I
 �ON � � 
� � � ��� � � � � � 1, . . . , 8

�  ��� � ����"�� L#��� � " ��� " � 
 $�� D e ����"�� k E8
� p � �(H ����" � ��� � � � �'$� � � �� � � � � � � � � � � � ��� \ 
�� ��� � k�� � D � � � � $ � � � $�� � N � &)
 � � ResP8

E8
(M) H ��� � "�� " ! o 
 � � ��� � ���IH � ���  � � n ��&'" � �k � L 
 ��� � � � � � � � J � � �%$�� "  ��� ��J � � ��� � � $� " � � ��� � �  � � ! o � � � � � � � � � � � � ��
 � � ��� � ���IH � ��� L 
 ��� � � � � � "J!� � $� � � ��� � E8

� � � e ����"�� k ��� H � � � � 
������ � � � � ��" n � � ��� � � ������� L 
 ��� � � � � � ��J � �%
 � � ��� � ���IH � ��;�H ���
F2

"]� ���* N ��� " n � ���'$� ;�H ��� F8
� � � � � � � � ����&*"�� L 
 ��� � � ��� � ��� � H�� � � 
�"%
 � � ��� � ���IH � ����� V � � � � � � � � � � � � ���

[ � � 
 ��� � L#��� � " ��� ��� � "�� � J � � � � � � � � � � � � � � � ��� \ 
�� ��� � � k�� � D �
L*$�� � � � � � � $� H ��"�� �%$�� "�� � J � � � � � h � 
  "�H � �*$ & � � � � � 
�� � � ��� � ;�H ��� D(14) � � � � & � � � " 
 � �  �;�� D(13,1)

 � � ��� � � � � � 
��  ��$# " L	� "�� V � ! � f "M/ � V � ! � ! Q � [ � " i = 1 � � � "( ��� � ��� -

εi((12, 2)) = 1, ei(D
(12,2)) ∼= D(11,2),

εi((10, 4)) = 1, ei(D
(10,4)) ∼= D(9,4),

εi((9, 3, 2)) = 1, ei(D
(9,3,2)) ∼= D(9,3,1),

εi((8, 4, 2)) = 1, ei(D
(8,4,2)) ∼= D(7,4,2).

G ;�� λ ∈ {(12, 2), (10, 4), (9, 3, 2), (8, 4, 2)} H ��� � "�� " � � � � ResS14
S13

(Dλ) ��"���"���� � � � � � ����� � 
�� � H � � � � � ����& �"�� � L 
 ��� � � � � � � � " e ����"�� k P12
� � � |P14 : P12| = 2 
 � � Dλ � � $�� " ��� � � " � k S13 �  � � n ��&*" � k � ��" " � 
�� �� � � � Dλ � � � � ����� � G N ��� � � � � � o � L � � � J ����
  � � � k�� � S14

� � � e ����" � � ��� ��� H � � �
� ��� [ �#� 
 � D(6,4,3,1) � ��" ��� � � " � k A14 �  � � n ��&'" � k " ��� (6, 4, 3, 1) � � � � S � + � ��" � " � � � � ��"�� � 
������ � � �� ��" ε1((6, 4, 3, 1)) = 1 
 � � e1(D(6,4,3,1)) ∼= D(5,4,3,1) � L#��� � " � ��" Q12

� � � � � � � e ����"�� kVk�� � D(6,4,3,1)

� � " ��� � "�� � � � � D(6,4,3,1) � � $�� " ��� � � " � k S13 �  � � n ��&*" � k � ��"�
 � � |Q14 : Q12| = 2 � � � " " � ;������ � � � � e ��� �" � � ��� k�� � D(6,4,3,1) � � � � � � S14
��
 Q14

& � � n 
�� � ����" ��� � � �
� � � e ����" � � ��� � ���!������" � � $� � � [ �#� 
 ��� � � J � � � � � � � � ��� � G N ��� � � � 
 $�� � � ��\ 
�� ��� � � J(
�� � � � � � " � � �

( ���  
�"���� H ����� $�� � ��"�� � � H � � & � ��� "�� � � � � e ����" � � ��� � ��� [ � � 
 � � D := D(7,4,2,1) � ��� � � � � � � � � � ! � o V �
� � $�� " � � " � � � ;�H � � $�� � �2[ ��" ��� � � � J � � $ � � � $� � N � &�� � � 
� ����� � � � ��"�� E � "���������
  � � � 
 � � � H��  � � "�� �
 � � n ��&'" � k ��� L 
 ��� � � � � � H ����� $� � ��"�J ��� � � � � h � ���(J!� � � � � J � � ��� � � � � � � � � � " � � � � k ���* � � ��� � � � �

� � ��
 � � � � � P ≤ P14 = P8×P4×P2
� � �fe ����"�� kvk�� � D � � J � � D1 := D(8,4,2) 
 � � D2 := D(13,1) �

� 
 �3N $�� ��"(H ��"�� �%$� "�� � J � � � � ����� [ �#� 
 ��� J � � � ��� ;�H ��� � � � � � �  ��� F2
� ( ���  
�"�����H ����� $� � 
 � ��� � � � � ���� � ��� ��� " ��� � � D1⊗D2

∼= D⊕D(7,4,3) � � � "�� p � �,J � ����� � H ����� � "�� " ��� ��� � ��� [ �#� 
 � D(7,4,3) � � � � � � �& � �'$ & k���� o � � �\J � $� " V � � ���#"�
 � � e ����"�� k P4 ×Q4
��� "�� p � �'H ����� $�� � � ��� 
 � � � � $ � � � $� � N � & 
 � ��� �k�� � D1


 � � D2
� 
� � � ��� � 
 � � �FE � "���������
  � � S(8,6)


 � � ��� ��� � "�� � -$�� � ��" ResS14
S(8,6)

(D2)
� H�� � � 
�" 
 � � ��� � ���IH � � " 
 � � ��� � � � " ResS14

S(8,6)
(D1) = M1⊕M2

� � " � H�� � � 
�"P
 � � ��� �
� ���IH � ��� � F2S(8,6) �4[ �#� 
 ��� M1


 � � M2
� ��� � � � � � � � � � � � !7V ^ T H �\� � � � 
 � ���@J!� � ��� ! �1o V � � 
������ � � �� ��" M2

��� � � " � k S(8,4) �  � � n ��&*" � k " D1
��� ������� � ��� " e ����"�� k P14

� P �%$���L	� "�� o � o � ! � � ��" � ��� � " P14
� � �ge ��� �"�� kvk�� � M1

"R
 � � P � ��" e ����"�� k � � � ���,
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&'"�� � L 
 ��� � � � � � k�� � M1⊗ResS14
S(8,6)

(D2)
�

� � � ( ���  
�"�����H ����� $�� � 
 � ��� � � � � ��� � � 
������ � � � " ��� ����
 � � ��� � ���IH � ��� F2S(8,4) �4[ � � 
 ��� N1

 � � N2� � " N1|Res

S(8,6)

S(8,4)
(M1)


 � � N2|ResS14
S(8,4)

(D2)
� ��� � ��"�� k � ��" � ����� � " ��� � � N1⊗N2

� � � � � 
 � � ��� � ���IH � ��� �
� � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � � � " e ����"�� k P8 × P2

H ��� � "�� "�� � � � � ��� " ��� ��� ResS14
S(8,4)

(D1 ⊗D2)

 � �����#� � "

� 
 $�� ResS14
S(8,4)

(D) � � � � � 
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � � � " e ����"�� k P8×P2
� L#��� � " ��� ��� � "�� �J � � P8 × P2 ≤S14 P ≤ P8 × P4 × P2

�� � � 
������ � � � CP14(P ) = Z(P ) ��� � "�� � � 
�� � " � ��" P � � � � � ���� � � ��� � � � � k � ��� E � "���������
  � � � k�� � P14
-

P8 × P4 × P2, P8 × (P2)
3, P8 × 〈(9, 11, 10, 12)〉, P8 ×Q4 × P2.

p � � H ��"�� �%$�� "�� � � 
 � � � � � � � � � � " � � � H � � � $�� ��� ��
  � � E := 〈g1, . . . , g7〉 = (P2)
7 k�� � P14

� � "
gi := (2i − 1, 2i)  �;�� i = 1, . . . , 7 � � 
������ � � � J N � � � � J � � � � � � P � � � � � H � � � � λ1, . . . , λ7

k�� � F128;�H ��� F2

 � � � ��"�� � � u := 1 +

∑7
i=1 λi(gi − 1) � � � ��� � � � � � � J �%� � ResF128S14

F128〈u〉
(DF128

2 )
� � � � 
 $��



���������
	����
��� 	�� �
	�����	��
	������������ 	�� � Q

Res
F128S(8,6)

F128〈u〉
(MF128

1 ) � � $�� "� 
��� � � G � � ��� � J � � n ��"�� " D1

 � � D2

� � � [ �#� 
 ��� ;�H ��� F := F128
� 
� 
 � �k ����J!� � � � � J � � � ��� � � ��&��\� � � $�� � 
 � ��� � � 
�� � � ��� � " � � � o � T � o " � � ��� ��� � "�� � J � � ��
�� �#��� � � � � " L	� "��o � T � V G � � ��� � � ��� - $���� k � ��" � ����� � � � � 
 � � ��� � ���IH � ����� � � ����&*"���� L 
 ��� � � � X k�� � ResFS14

FE (D1)
� � J � � � � �
 � � ��� � ���IH � ����� � � ����&'"���� L 
 ��� � � � Y k�� � ResFS14

FE (D2)
" � � ��� ��� (λ1, . . . , λ7) ∈ V

r
E(X) ∩ V r

E(Y ) =
V r
E(X⊗Y ) � � � "�� P �%$� L	� "�� o � T � V � k � ��" � ����" � � � � � � � 
 � � ��� � ���IH � ����� � � ����&'"���� L 
 ��� � � � Z k�� � X⊗Y "
� ������� � $ � � � $� � N � & 
 � � � 
� F 〈u〉 � � $�� "� 
��� � � ��"�� [ � " L	� "�� ^ � Q � o  � � �#" ��� � � 
���J � � � ����
 � " ��� ��� (P2)

7
� � � � � � � e ����"�� khk�� � Z � � " ��� � "�� � ��� � � � 
������ � � � ��
� � � ��� � � " � N � " ��� ��� � 
 $� � ��� e ����"�� k P k�� �
D � � � � � � S14

��
 (P2)
7 & � � n 
�� � ����"�� E � "���������
  � ��� � ��� ��� � H � ��" � � "	J!� � ��� P = P8 × P4 × P2

�#� ���
P = P8 × (P2)

3 � p � ��J � ��� � � � � �>��J � � "�� [ � � � � $�� &�� � " � 
���� $�� � � � ��� � �
� � ��
 H ��"�� �%$�� "�� � J � � � � � F2S(8,6) �4[ � � 
 � M := ResF2S14

F2S(8,6)
(D) 
 � � 
 � "�������
 $�� � � � ������� � 
 ���� ��� � ���IH � ��� � � ����&'"�� L 
 ��� � � � � � " J!� � $� � � � h � 
  "�H � �*$ & k�� � F2S(8,6) �

� ����� � � E � "���� � � ����� � � k � ��" � ����"
�3N � � � $�� � � � ��� " � ������� � e ����" � � ��� � 
 $�� e ����" � � ��� k�� � D � � � � �
[ � " h � �  � � ��� G � � � � ��� � 
�� gf Q$# H ����� $� � � � J � � ��� ��
 ��� � h � 
  "�H � �*$ & � � � �  � "�� � " k�� � F2S(8,6)

� H � �� � � � 
 � ���@J!� � ��� � ����� � � "  ��� � " � � � � 
� M  � � J � � � � � F2S(8,6) �4[ �#� 
 � Me � � � ��� � ��" � ���%$ � ��� � � � 
 �� ��� F2 � � � � � � ��� ��� H�H � � � 
 � � M −→ M, m 7→ me ��
 � $ � ��� � J ����" ! 
 � ����� " � � � � � � � � � � �I�I� �
� 
������ � � � � ��" Me

� � � � � ����&*"�� L 
 ��� � � ��� ���>
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � k�� � M " J � � $�� �� � h � 
�"�H � �'$ & k�� � F2S(8,6) �
� ����� � �

� � � �3N $� ��"����%
 � "������@
 $�� � � J � � � � � e ����" � � ��� � ���%
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&'"�� � L 
 ��� � � � � � k�� � Me � � 
� � ����� � � J � $ &�H ����� $�� � � � J � � L := Res
F2S(8,6)

F2C
(Me)  �;��

C := 〈(1, . . . , 8), (1, 2), (9, 10), (9, 11, 13)(10, 12, 14)〉 ∼= S8 × (P2 o C3)


 � � & � � � � � � � ����� � L H �\�R;�� � � $�� � ��� E � "���������
  � � H := 〈(1, 5, 4)(2, 6, 7)〉
k�� � C � [ � " � � � &��\� � � $�� �

� 
 � ��� � � 
�� � H�� $� � � "�" ^ � o � � � " ��� ��� SeH 6= 0  �;�� � ��� � � ���  � � � " � � � �* � &*" � ��� � S k�� � L � G � � � � � $��� � � � � � � F2 �F� � ���\H���� � EndF2C(L) 
 � � EndeHF2CeH
(LeH)

� � ��� � �  � � p � � H ����� � "�� � � &�� � ����& 
 � �^ � o � ! ����J N � � " " �ON ����"!� � $�� � � � � � ���\H�� � eHF2CeH
� k � � "�
�� ��� � � $�� " � k  �� � � � " & � � ��"���
 � ����� � � L " � "�" � ��� ��� �& � � ��"���
 � ����� � J � � � � � F2 �FE � "���� � � ���\H�� � A k�� � eHF2CeH

"KJ � � $�� � k�� � � � � $ � � � � � "�� � eHgeH
� � "

g ∈ {(1, . . . , 8), (1, 2), (9, 10), (9, 11, 13)(10, 12, 14), (1, . . . , 7)} ����� �\
��#" J � � � " � � J � � � � � A �4[ �#� 
 �
ReseHF2CeH

A (LeH) =: L̃ � � � ������� ��� " � � � � � � � � � o � � o 
 � � H ��� � "�� " ��� � � 
-��J � � � H�� � � 
�"�
 � � ��� � ���IH � ���� � ����&*"�� L 
 ��� � � � � � � ��� � � � � � � � � � � � ! f Q T 
 � � !7V f T � � � A � � � � � $� ����J!� � ��� � � � � � $�� "�� E � "���� � ������\H�� � k�� � eHF2CeH
� ��" " & � ��� "�� LeH 
 � � ���#� � " � 
 $� L � 
�� $��� 
��'
 � � ��� � ���IH � � � � � � �p � � 
 � & � � � � � � � ����� � � 
 � H � � � � L 
 ��� � � � � � k�� � L̃ 
 � � ��� ��� � "�� � E � "���� � �#� 
 ��� L1


 � � L2
k�� �

L
� � " dim(L1) = 4392 " dim(L2) = 4608 � G ��� � ��� � ��" L1 + L2 = L 
 � � L1 ∩ L2 = 0 � � � � ��� � � � "

L = L1 ⊕ L2
� � �#� � "( � � �#" � 
 � � 
 $�� " ��� � � L1


 � � L2
� H�� � � 
�"'
 � � ��� � ���IH � � � � � � �

� H�� $�� � � � ��� � � � � ��� � � J � � P = P8 × (P2)
3 � � 
 � � ����"�� � �

G := 〈(1, . . . , 8), (1, 2), (9, 10), (9, 11, 13)(10, 12, 14), (9, 11)(10, 12)〉 ∼= S8 × (P2 oS3).

� � ��� � ��" � � � � P ≤ C ≤ G
� � " |G : C| = 2 
 � � NS(8,6)

(P ) ≤ G � G ��� � ��� H ��� � "�� " Me � � � � � 
 ���� ��� � ���IH � ��� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � � � � � � � " e ����"�� k P ")
 � � � � ������� � ��" � � ��H ��� � � � ����� ��� � � " � k G �  � � n ��&*" � k �G � ��� � � 
 � Res
S(8,6)

G (Me)
� H�� � � 
�"(
 � � ��� � ���IH � � � ��" "	� ����� " Res

S(8,6)

G (Me) � �%$�� L	� "�� o � o � ! � �\H � �  � ��� �
e ����"�� k P " � ��" � � � � � � ��H ��� � � � ����� ��� � � " � k C �  � � n ��&*" � k "�J � � � 
��

Res
S(8,6)

G (Me)| IndGC(Res
S(8,6)

C (Me)) ∼= IndGC(L1)⊕ IndGC(L2)

 � � �#"�� P �%$� L	� "�� o � o � !L! 
 � � � H � ��� � &������ $�� � 
 � ��� � � � � � � H ��� IndGC(L1)

 � � IndGC(L2)

� H�� � � 
�"(
 ���� ��� � ���IH � � � ��� � � � � � � � � � � � ^  ^ V H �\� � � � 
 � ����J � � ��� � o ! T � p � � �����  ��
 $� �� � � ��
� � � ��� � ��" Res
S(8,6)

G (Me) � � $� " � H�� � � 
�" 
 � � ��� � ���IH � � "(
 � � ��� ��� � K|F2
� � � � � � � � � $�� � � � � �

 ��������J!� � "�����
 � � � � " � ��� $ � ��� � � $����  " " ��� ��� � ��� � 
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&'"�� � L 
 ��� � � � � � � ��� KG �
[ � � 
 � � Res

S(8,6)

G (Me)K
� H�� � � 
�" 
 � � ��� � ���IH � � � � � � � � � � � H � ��� � & ����� $� � 
 � ��� � � � � ��� � " ��� ��� ��� ���

Res
S(8,6)

G (Me)K
� � � � � ����&'"�� L 
 ��� �%��J � � ��� � H�� � � 
�"�
 � � ��� � ���IH � ����� [ � � 
 ��� U1


 � � U2
� ��� � � � � ���� � � � � � V Q � o H �\� � � � 
 � ����J!� � ��� V T � ^ ��� � � � 
�� ��� G ��� � ���%H ��� � "�� " � � � ��� k�� � H � � � � � e ����"�� k P " � ��" � � � �



���������
	����
��� 	�� �
	�����	��
	������������ 	�� � V

� 
 $�� ��� � � " � k C �  � � n ��&'" � k � � � � & ����� $� � 
 � ��� � 
 � ��L	� "�� o � o � !L! � � � ��� � n � ���'$� " ��� � � IndGC(ResGC(U1))
 � � IndGC(ResGC(U2))
� H�� � � 
�" 
 � � ��� � ���IH � � � � � � 
 � � � � � � � � � � � � � ^  ^ V H �\� � � � 
 � ����J!� � � � � o ! T ��� �H � � "�� � ��� ��� Ui - IndGC(ResGC(Ui))

 �;�� i = 1, 2  � � �#"�� p � � �����  ��
 $�� �
p � � ��� H � � � 
 � � $�� � � � � � � $� ���\� � � �#" " ��� ��� P &�� � � e ����"�� k � � � ���P
 � � ��� � ���IH � ��� � � � ����&*"�� � L 
 ��� � ���� � � k�� � M 
 � � � ��� � " � 
 $� &�� � � e ����"�� k k�� � D � ��"�� � � � � � � � " P = P8 × P4 × P2

�

n ≥ 15

G ;�� n ≥ 15 J(
�� � � � � �*$�� � � � e ����" � � ��� � ��� n � � � ��� � � ����� � 
�� � H � � � FSn �4[ �#� 
 ��� H ����" � ��� " " J!� � $�� �� � � � � � � � � � � ≤ 1000
��� H � � � p � �P � ����� � � � � � � "��  ��� $�� � � � � � $������\H � � ����� � � � ��� � �%$�  � � ��� � � � � m � �H � ��� �%��
�� �#��� � � � � � H � �  �; � ��� � J � �' �;�� n ≥ 17

� � � [ � � 
 ��� D(n) 
 � � D(n−1,1) � � $�� " � � � � � 
� �

n & � �*$ & � �! � + � ��" � " � � � � � � � e ����"�� k \ 
�� ��� � L  � $� "! f
(1) P14 (15)

!
P14

!
(15) (115)

(13, 2)
� �

P8 × P
3
2

!
(13, 2) (22, 19)

(12, 2, 1) T o V P14 T V � �
(11, 4)

�.! �
P 3

4 × P2
!

(11, 4) (24, 111)
(8, 6, 1)

^ Q1o
P14 T V � �

(2, 1) P12 (14, 1)
!7V

P12
!

(14, 1) (2, 113)
(12, 3)

QLQ T P12
VLV � �

(8, 7)
! o ^

Q8 ×Q4
Q1o &"! T � �! T ∅ P16 (16)

!
P16

!
(16) (116)

(15, 1)
!7V

P16
!7V � �

(14, 2)
� �

P16
� � � �

(13, 3)
QLQ T P16

QLQ T � �
(12, 4)

�.! �
P16

�.! � � �
(9, 7)

! o ^
Q16 T V � �

(3, 2, 1) P10 (13, 2, 1)
^ � T P10

!
(13, 2, 1) (3, 2, 111)! 

(1) P16 (15, 2)
!L! ^

P16
!L! ^ � �

(9, 8)
o f T Q16

! o ^ � �
(2, 1) P14 (14, 3)

f VLV
P8 × P

3
2

!
(14, 3) (23, 111)! ^

∅ P18 (16, 2)
!L! ^

P18
!L! ^ � �

(10, 8)
o f T P18

o f T � �
(15, 3)

f VLV
P18

f VLV � �! �
(1) P18 (17, 2)

! f o
P12 × P

3
2

!
(17, 2) (22, 115)

(2, 1) P16 (16, 3)
 ^ �

P16
!L! ^ � �

(10, 9)
f.! o

Q16
! o ^ � �oI�

∅ P20 (18, 2)
! f o

P20
! f o � �

(11, 9)
f.! o

Q20
f.! o & o f T � �

(17, 3)
 ^ �

P20
 ^ � � �

\ � � � � G N ��� � � 21 ≤ n ≤ 48 J(
�� � � � n �\J � � � � � �*$�� � � � e ����" � � ��� � ��� � ����� � 
�� � H � � � FSn [ �#� 
 � � D(n−2,2)

H ����" � ��� "�� p � ��H ����� � "�� � � & � � ����&)
 � � & � � � � ��� � �  � o �  ����J N � � " " ��� � � � � " ��� � � $�� ��� H � � ��"���"���
 � � � �o � L � � � J ����
  � � � k�� � Sn
"���� � � � � � ��� "���� � ��" n ≡ 3 (mod 4) � � � ��� � ��" �3N � � � $�� D(n−2) ∼= S(n−2,2)


 � � ��� " ��� � ��� e ����"�� k Pn−4 × P
2
2
�

G ;�� n = 21, . . . , 27 J(
�� � � � � $� � � � � � � $�� � 
 $�� � � � e ����" � � ��� � ��� FSn � L  � � � �#� 
 � � D(n) H ����� $�� � ��"��&��\� � � $�� � � � J � � n �\J!� � � � � � " P � � � � �de ����"�� k k�� � D(n)
� � " P ≤ Pn

"M
 � � � ��" n =
∑sn

i=0 αi(n)2i
� � �



���������
	����
��� 	�� �
	�����	��
	������������ 	�� �af

o � ��� � � $� � $ � "FJ � $ & � 
 � � k�� � n "�� � � � � " � � � � ����� � G N ��� � � -

P =





Qn
") � ��� � n ≡ 0 (mod 4)∏sn

i=0(Q2i)αi(n) ") � ��� � n ≡ 1, 3 (mod 4)

Pn
") � ��� � n ≡ 2 (mod 4).

 $�� B �"C ���@9 � ?)� C]C������ 9 ��� = �"C"! 	 ��� =�� �� ),+�� C � � � �"C �@? ����� �
\ �  �� # J(
�� � � �  �;�� p = 3 H � � � 
� � � � � � 
�� � � ��� ��H ����� � "�� � � � e ����" � � ��� � ��� ��� � ����� � 
�� � H � � � FSn �
[ � � 
 ���  �;�� n ≤ 11 H ����� $� � ��" " n � ���'$� &�� � � �]\ 
�� ��� � � �

n = 1, . . . , 8

n & � �'$ &�� � �! %� + � ��" � " � � � � � � � � � e ����"�� k \ 
�� ��� � L  � $� "!
(1)

!
(1)

! ! !
(1)o

(2) (12)
!

(2) (12)
! ! !

(2) (12)Q
∅ P3 (3) (2, 1)

!
P3

!
(3) (13)V

(1) P3 (4) (22)
!

P3
!

(4) (14)
(3, 1) (2, 12)

!
(3, 1) (2, 12)

Q ! !
(3, 1) (2, 12)f

(2) (12) P3 (5) (3, 2)
!

P3
!

(5) (15)
(22, 1) (4, 1)

V
P3

!
(2, 13) (4, 1)

(3, 12)
!

(3, 12) T ! !
(3, 12)

T ∅ P 2
3 (6) (32)

!
P 2

3

!
(6) (16)

(5, 1) (3, 2, 1)
V

P 2
3

V �
(4, 12) T P 2

3 T �
(4, 2) (22, 12)

!
(4, 2) (22, 12)

� ! !
(4, 2) (22, 12)

(1) P 2
3 (7) (4, 3)

!
P 2

3

!
(7) (17)

(5, 2) (3, 2, 12)
! Q

P 2
3

V �
(4, 2, 1)

oI�
P 2

3

!
(4, 13)

(3, 1) (2, 12) P3 (6, 1) (32, 1) T P3
!

(6, 1) (2, 15)
(3, 22) (5, 12)

! f
P3

!
(3, 14) (5, 12)^

(2) (12) P 2
3 (8) (42)

!
P 2

3

!
(8) (18)

(5, 3) (3, 22, 1)
o ^

P 2
3

!
(5, 3)∗ (23, 12)

(5, 2, 1) (4, 22)
Q f

P 2
3

!
(5, 13) (4, 14)

(4, 3, 1) (7, 1)


P 2
3

!
(2, 16) (7, 1)

(32, 12) (6, 2)
! Q

P 2
3

V � �
(3, 12) P3 (6, 12) (32, 2)

o !
P3

!
(6, 12) (3, 15)

(4, 2, 12)
!

(4, 2, 12)
� � ! !

(4, 2, 12)

G ;�� n ≤ 5 � � � � � ��� � � ����� � 
�� � H � � � FSn �4[ �#� 
 ��� � 
 $�� L  � $� " � �#� 
 ��� " ��� H � � � � � � "�� � k � � � �]\ 
�� ��� � � �
� � � $ � � � $� � N � & 
 � ��� � k�� � D(5,1) 
 � � D(4,12) � 
� P 2

3
� � � � � H�� � � 
�" 
 � � ��� � ���IH � ��� � ��� p � � "������ �� � � " D(5,1)|ResS7

S6
(D(5,2)) 
 � � D(5,2)| IndS7

S6
(D(5,1)) � � J � � ResS8

S7
(D(6,2)) ∼= D(5,2) � L#� ��� ��� � "�� �J � � � � � \ 
�� ��� � � � ��� � ����� � 
�� � H � � � [ �#� 
 ��� ��
 � � � + � ��" � " � � � � � (5, 1), (4, 12), (5, 2), (6, 2) 
 � � � ����� �

[ 
 ��� � � �\
 k � & � � n 
�� � ����"�� � � � � � ������" � � $� � � FSn �4[ �#� 
 ��� � � � �  �;�� 6 ≤ n ≤ 8
L  � $�� " � � � 
 ��� " ��� H � �� � � � "�� � k � � � �]\ 
�� ��� � � �



���������
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�
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	�����	��
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�T

n
=

9
n

=
1
0

� �� � ��� � � �
	 �� � � � � ��� � � � � � � 	 �� � � �� ��� � � � � ��� � � � �
∅ P9 (9) (5, 4)

�

P9

�

(9) (19)
(8, 1) (42, 1)

�

P9

� �
(7, 12) (4, 3, 2)

 �

P9

 � �
(6, 3) (32, 2, 1)

! �

P9

! � �

(6, 2, 1) (5, 22)

"#

P9

"# �

(4, 2) (22, 12) P3 (7, 2) (4, 3, 12)

 �

P3

�

(7, 2) (22, 15)
(4, 22, 1) (5, 2, 12)

�$ %

P3

�
(4, 2, 13) (5, 2, 12)

(5, 3, 1) (3, 22, 12)

�

(5, 3, 1) (3, 22, 12)

�&  � �
(5, 3, 1) (3, 22, 12)

� �� � ��� � � �
	 �� � � � � ��� � � � � � � 	 �� � � �� ��� � � � � ��� � � � �

(1) P9 (10) (52)

�

P9

�

(10) (110)
(8, 2) (42, 12)

" !

P9

� �

(7, 3) (4, 3, 2, 1)

! �
P9

! � �

(7, 2, 1) (4, 32)
$ !

P 3
3

�

(7, 13) (4, 16)
(6, 2, 12) (5, 22, 1)

  !
P9

"# �

(3, 1) (2, 12) P 2
3 (9, 1) (5, 4, 1)

%

P 2
3

�

(9, 1) (2, 18)
(6, 4) (32, 22)

%'

P 2
3

�

(6, 4) (24, 12)
(6, 22) (5, 3, 2)

�  &

P 2
3

�

(6, 14) (5, 15)
(42, 2) (8, 12)

"&

P 2
3

�

(3, 17) (8, 12)
(32, 2, 12) (6, 3, 1)

 � %

P 2
3

! � �

(5, 3, 12) (4, 22, 12)

�

(5, 3, 12) (4, 22, 12)

# & � � �

(5, 3, 12) (4, 22, 12)

���$ �� � $��N� &
� ����
���� ������ �
�� �H� ��2[

��
���
����)( �
 "�H� �'$&#� k���

F
S

9 �
� 
P

9 � �� ��
���� � �H�� ��

� 
�"�
� ����� ���IH ���� ��� ������ �
�� �H� ��<[
��
���

���� �� ������� &� �'$&�� k���
F

S
9 � �� �L � $��" ��#�
��� 
� �

���H��
�������"�� �k ��� �]\
����� �� �

G;��
n

=
10 ���" ����P&� �'$& � �"+*��� ����

(3,1) L*$�� ����	N �
 �k��� �� ",��
 �
( �
 "�H� �'$& k���

F
S

8 "I
� �����
&� �'$& � �",

*��� ����
(2,1

2) ���" L*$�� ����	N �Q
 �k��� �� "��
 �
�� "����� ������� ��� &� �'$& k���

F
S

8 �&���"�� �%$��"���
J �� ���

( �
 "�H� �'$&"� �� �� " � �"
i
=

0 -

(8,2)
←
→

(8,1),
(7,3)

←
→

(6,3),
(6,2,1

2)
←
→

(6,2,1).

��#� �"��� �N� " ��� � ��\
����� �� ���� ������ �
�� �H� ��][
�#�
��� ��
 � ������� + ���" �" ��� �� 
� ��������][ 
��� �� �\
/.�

& ��10 
�� �����"��� �
���������"� �$����

������ �
�� �H� ��
F

S
1
0 �4[

�#�
���
� �� �L � $��" ���
��� �



���������
	����
���	����
	�����	��
	�������������	�� � 

n = 11

& � �*$ &�� � �! � +�� ��" � " ��� � � � � � � � ������"�� . \ 
������� L   $�� "
(2) (12) P9 (11) (6, 5) ! P9 ! (11) (111)

(8, 3) (42, 2, 1) ! � � P9 " ^ � �
(8, 2, 1) (42, 3) ! " � P 3

3 ! (8, 13) (4, 17)
(7, 3, 1) (4, 3, 2, 12) * " � P9 # ! � �
(6, 3, 12) (5, 22, 12)

 � ! P9
* f � �

(52, 1) (10, 1) ! � P9 ! (2, 19) (10, 1)
(5, 4, 12) (9, 2) * # P9

 � �
(5, 32) (7, 22) " ! � P 3

3 ! (5, 16) (7, 14)
(5, 3, 2, 1) (6, 22, 1)

 ! # P 3
3 # � �

(4, 3, 22) (7, 4) ! * ! P9 # ! � �
(3, 12) P 2

3 (9, 12) (5, 4, 2) # f P 2
3 ! (9, 12) (3, 18)

(6, 4, 1) (32, 22, 1) $ � * P 2
3 ! (6, 4, 1) (3, 23, 12)

(6, 3, 2) " f " P 2
3 ! (6, 15)

(4, 2, 12) P3 (7, 2, 12) (4, 32, 1)
f%� # P3 ! (7, 2, 12) (4, 2, 15)

�'&  ( &�) � &�*  )+&�,-,  /.�
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←
→

(7,4,2),
(6,4,2

2)
←
→

(6,4,2,1).
�� ,�#
�4G ,-* \H7 )4 &� 5. & � 
�464=� * );�H� ,�2 ,� &�3 /4
 ).<\
� ����� ).0 ,��
 * 5�� ,-&�* )[ �.�
0� )
 ).(.0 ,
.��#��


[ 
0��� &�) \
/.� 	 � )0 
 *%& ,�6 )�� ���� �JD &�6 , )&�,-, /.�
�� &H0�� )
[ �.�
0� ). & /46 /4&� �

��	A44 &�). LC9 �� 5
� � ��

.�
0� )��

(@�

	� )9� ,� &� &� ) )� � , )�2 ,� &�3 /4 ,5�<���6 )J &�,J & /.0 ,�#
�4'& � ,	
 )0*$ �! �! �
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L � 5 � &  �%� & � 5 H7 �� , ��� 5 �6 ) J &�, .0 ) ('�#
 9 ��H0� � ��	 � �'&  � 
�4=4=� *  ) ;�H� , .0 ) 	 � ) 0 
 *%&  , �6 ) &D� � �
	  � � *  )
.�� )0) J &  /.0 , 4 �  � , ��� [ & � i = 1

*%& ��� 5 &  , -
(10, 3, 1) ←→ (10, 3), (9, 3, 12)←→ (9, 2, 12), (8, 5, 1) ←→ (7, 5, 1),

(8, 4, 12)←→ (7, 4, 12), (7, 3, 22)←→ (7, 3, 2, 1), (62, 12)←→ (6, 5, 12),

(6, 32, 2)←→ (6, 32, 1), (52, 22)←→ (52, 2, 1), (5, 4, 3, 2) ←→ (42, 3, 2),

(4, 32, 2, 12)←→ (4, 32, 2, 1).

L � 	 � ���  ) �2 , � & �3 /4�
 ) . \ 
� ����� ) .0 ,  ) �64 9 ,  �� 5  ) .0 ) [ � .�
0� ) ��
�4��=� ) .0 ��
�  *  ) Y (11,3) ∼= S(11,3) ∼= D(11,3) 5 � � D(11,3)

) ��� 5 &  �  , 	 
 )0* f �* �* �2 , �6 . P 4
3

 ) . � ,-& k & �<�� 

\ 
� ����� ) ��'&  &�,-,  /.�
�� & H0�� ) [ � .�
0� ) D(11,2,1), D(8,32), D(14), D(7,6,1) 
 ) . D(52,4) 4 &�) . LC9  �� 5 � � � .�
0� ) ��

(@� 	� ) 9 � , � & � & � )  ) � � � � & �  � � *  ) . &  � 
�464=� *  ) ;�H7 , & 5 ,  �2 , � & �3 /4 J &  /.0 , �#
�4P&  �  , 	 
 )0* $ � ! � ! �  ! ��'&  [ � .�
0� ) D(5,42,1) 
 ) . D(5,32,2,1) 5 �#H� ) P12

�<��4'�2 , �6 . 1 .�� & 5 ,  � & �  ) 4 & � )  ) )0& � 5 �G.�
 , � 5
* �6 & � H�� , 4 &�) . ��'&  �2 , � & �3 /47
 ) . �'& �  ) 4 & � )  ) .0 , \ 
� ����� ) .0 , ,  /4��-� & � 5  ) H7 & .0 ) [ � .�
0� ) .0 /4 (@�#
 9 ��H0� � ��	A4
4 � J &  G. &  �'& �  ) 4 & � ) .0 , \ 
� ����� ) k � ) D(5,42,1) J(
 , .0 ) 4
� 5 � &  �%� & � 5 � & �B.0 � � � ��9 
��6 , H� ,  �� 5 )  ����
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! �*

n
=

1
5

� �� � ��� � � �
	 �� � � � � ��� � � � � � � 	 �� � � �� ��� � � � � ��� � � � �

(4, 2) (22, 12) P9 (13, 2) (7, 6, 12)

%'

P9

�

(13, 2) (22, 111)
(10, 5) (52, 3, 2)

� # !$

P9

 $ � �

(10, 22, 1) (52, 4, 1)

� �   

P 3
3

�

(10, 2, 13) (5, 2, 18)
(7, 5, 3) (4, 32, 22, 1)

! " ! % � � �

(7, 5, 2, 1) (5, 32, 22)

& � !  #

P 3
3

�

(7, 5, 13) (5, 24, 12)
(7, 4, 3, 1) (8, 32, 1)

� % "' #

P 3
3

�

(7, 2, 16) (8, 2, 15)
(7, 32, 12) (7, 32, 2)

"  & �'

P 3
3

! � �

(6, 5, 3, 1) (11, 2, 12)

 %  #

P9

�

(4, 2, 19) (11, 2, 12)
(52, 3, 12) (10, 3, 12)

$ �& "

P9
� � �

(42, 3, 22) (8, 5, 12)

 & % " �

P9
! � � �

(5, 3, 1) (3, 22, 12) P 2
3 (11, 3, 1) (6, 5, 2, 12)

 $ "#

P 2
3

�
(11, 3, 1) (3, 22, 18)

(8, 6, 1) (42, 32, 1)

� � # $ "

P 2
3

�

(8, 6, 1) (3, 25, 12)
(8, 3, 22) (6, 4, 3, 12)

! !# # '

P 2
3

�

(8, 3, 14) (6, 22, 15)
(5, 42, 2) (9, 22, 12)

 ! % !$

P 2
3

�

(5, 3, 17) (9, 22, 12)
(5, 32, 2, 12) (7, 4, 2, 12)

� # % "  �
P 2

3

! � �

(6, 4, 2) (32, 22, 12) P3 (9, 4, 2) (5, 4, 22, 12)
  � � "

P3

�

(9, 4, 2) (32, 22, 15)
(6, 4, 22, 1) (6, 3, 22, 12)

  � � "'
P3

�

(6, 4, 2, 13) (6, 3, 22, 12)

�'& &�,-, /.�
�� &H0�� )
[ �.�
0� )&�).0 )&D� �

��	� )k ��
*� �@ \J &� 5

�! 4 &�). &�,-, /.�
�� &H0�� LC9 �� 5
� � �.�
0� )� �'& 

&D� �
�
	� k ��

*� � \J &� 5
�" 4 &�). L

� �9 /4�	N �
 &k�<�� )
����
 �

(@�#
 9
��H0� �

��	H7 \� & 5
 )0*4�JD &46 ��
 �
�<���6 ,-)0& �

, ).0 )&D� �
�
	 k � )

F
S

8 � L � ,5�<���6 )J &�,0  \J &��4. & � 
�464=� * );�H� ,. & \
� ����� ).0 ,&�,-, /.�
�� &H0�� )
[ �.�
0� ). & /46 ,&� �

��	� ��
L ����3 )J &�,

i
:=

0 14 � *%&���( �; ,.0 )&D� �
�
	 � &�*���  ,-)

(4,2)-

(13,2)
←
→

(12,1),
(10,5)

←
→

(9,4),
(10,2

2,1)
←
→

(9,2
2),

(7,5,2,1)
←
→

(6,4,2,1),
(7,4,3,1)

←
→

(6,4,3),
(7,3

2,1
2)
←
→

(6,3,2,1
2),

(6,5,3,1)
←
→

(6,5,2),
(5

2,3,1
2)
←
→

(5,4,2,1
2),

(4
2,3,2

2)
←
→

(4
2,2

2,1).

� 
� 
. & /4= 
� &46 ; ,5�<���6 )J &�,. & B�2 ,� &�3 /4P
 ).\
� ����� ).0 ,0  \JD &� &�* )[ �.�
0� )� �'& � 
�464=� * );�H7 ,



���������
	����
���	����
	�����	��
	�������������	�� ! � #
. &  &�,-,  /.�
�� & H0�� ) [ � .�
0� ) .0 /4 	 � ) 0 
 *%&  , �6 ) &D� � �
	E4 � & � �  ,-) (22, 12)  � � *  ) .�� )0) J &  /.0 , 4 �  � , ���

&D� � ��	� �  ! %� +�� , � & � & � )  ) �'& � � �2 , �6 . \ 
� ����� LC9  �� 5 �
∅ P15 (15) (8, 7) ! P15 ! (15) (115)

(14, 1) (72, 1) ! * P15 ! * �
(13, 12) (7, 6, 2)

 ^
P15

 ^ �
(12, 3) (62, 2, 1) * *  P15

� # �
(12, 2, 1) (62, 3) " ^ $ P15 " ^ $ �
(11, 4) (6, 5, 22)

f $ � P15
* !  �

(11, 22) (6, 5, 4)
 ! f P15

 ! f �
(10, 4, 1) (52, 22, 1)

f  * " P15 �
(10, 3, 2) (7, 42) ! " ^  P15 �
(9, 6) (5, 4, 32) ! # " ^ P15 # f $ �
(9, 5, 1) (5, 4, 3, 2, 1) * f $ " P15 �
(9, 4, 12) (5, 42, 12) ! f * $ f P15 �
(9, 32) (8, 4, 3) !  !3$ P15 �
(9, 3, 2, 1) (6, 42, 1) ! � f ^ " P15 �
(8, 5, 2) (42, 3, 2, 12) ! � * $ � P15 �
(8, 4, 2, 1)(6, 32 , 2, 1) "<# !%! # P15 �
(8, 3, 2, 12)(6, 4, 3, 2) " � ! � $ �
(7, 4, 22) (7, 3, 22, 1) * ^ $%$A! P15 �

L � 5 � &  �%� & � 5 H7 �� , ��� 5 �6 ) J &�, .0 ) (@�#
 9 ��H0� � ��	 � �'&  � � .�
0��� ,  ) & , � ) � 5 &�)0* � �B *  �� ) � &  ! > ,-) .�� )0) ��
 �) N � 5 4�� -
ResS15

S14
(D(9,6)) ∼= D(8,6) ⊕D(9,5),

ResS15
S14

(D(8,4,2,1)) ∼= D(8,4,12) ⊕D(7,4,2,1),

ResS15
S14

(D(7,4,22)) ∼= D(6,4,22) ⊕D(7,3,22).

L &�) . �<��4 � λ ∈ {(9, 6), (8, 4, 2, 1), (7, 4, 22 )} 
 ) . P  &�) �2 , �6 . k � )
Dλ � & � P ≤ P15

1 4 � & 4�
P12 ≤S15 P15

� � � Dλ
)0& � 5 � ,  ���� � & k S14 � 9 , � 0  �	�� & k & 4���
 ) . |P15 : P12| = 3

*%& ��� 1 5 � � Dλ
&�) �<���

. &  /46 ) G N ���� ) �2 , �6 . P15
�

�  , [ � .�
0� D(13,12) 5 � � ) ��� 5 &  �  , 	)
 )0* $ � " � # �2 , �6 . P15
� � � ��9 
��6 , H7 ,  �� 5 ) 
 )0*  ) �3 &�*  )

�#
��� , .0 � 1 .��:4=4 ResS15
P15

(D(13,12)) �#H�4 � � 
��'
 ) �3 , �� * H�� , & 4���
� ��� 5 /� ��� � $ �* �* 
 ) . � � , � ����� , $ �* � $ *%& ����  ,-)  , D(10,3,2) = D(10,15)R ∼= D5

4 � J &  D(9,32) =
D(9,16)R ∼= D6

�)$ 4 46 & ) 
 ) P  &�) �2 , �6 . k � ) D5
� & � P ≤ P15 = P9 ×P

2
3
� � ��� 5 /� ��� � $ � " �  J & 4 �46 ) J &�,31 .��:464� ) �FJ  /.0 , P = P15

� .0 , P = P 5
3

*  ����6 ) � 
�4=4�� � &�,
)  5��  ) � )�1 .��:464 P = P 5
3

*%& ����� � � )0)
 . & 4� &  , �; &�)  ���
 S3 oC5

& 4 � � � , 905  E ) �6 ,-*%, 
 909  K k � )
S15

� & � P EK 
 ) . |K : P | = 25 · 5 6≡ 0
(mod 3) � � � ��9 
��6 , H7 ,  �� 5 ) 
 )0*  ) �3 &�*  )   ,-)  ,31 .��:464 ResS15

K (D5)
�#H�4 � � 
��-
 ) �3 , �� * H�� , & 4����&  �

� , ��� 5 �6 ) J &�, ) 
 ) D5
�<��4 F3S15 �4[ � .�
0� 1 4 � & 4� �<��4 � .0 , F3S15 �4[ � .�
0� ResS15

K (D5)

 ) �3 , �� * H�� , � [ & �

� � , � ����� , " � # � $  , 5 �<���6 ) J &�, .�� , �#
�4;.0 ) � & .0 , 4 9 , 
 � 5 P 5
3 ∈ Syl3(S15)

� �  � ��
� � � *  5 � � D5
�2 , �6 .

P15
�

� 
 ) 46 & Q  &�) �2 , �6 . k � ) D6
� & � Q ≤ P15

� � ��� 5 � � , � ����� , $ � ! �  & 4� .�� )0) (P3)
4 <S15 Q ≤ P15

�
�  *  ) Z(P15) ≤ Q  � � * � � & � /� ��� � * � ! � " 
 ) . &  �  , 	)
 )0* & � � , � ����� , * � ! � $ 4 �  � , � 1 .��:464G�#
 � 5 &�)
. &  /46 � G �<���� ) �FJD /.0 , Q = P15 = P9 × P

2
3

� .0 , Q = P 5
3

& 4��� � &�,B)  5��  ) Q = P 5
3
� )�1 
 ) . K 46 &

J &  /.0 , . &  � H &�*  E ) �6 ,-*%, 
 909  k � ) S15
� � � ��9 
��6 , H7 ,  �� 5 ) 
 )0*  ) �3 &�*  )�1 .��:464��#
 � 5 ResS15

K (D6)�#H�4 � � 
��,
 ) �3 , �� * H�� , ��&  �� , ��� 5 �6 ) J &�, �<��4 � D6
�<��4 F3S15 �4[ � .�
0� 1 4 � & 4� �#
 � 5 .0 /464= ) $ &�) 4�� 5 , N ) 	 
 )0*�#
� K 
 ) �3 , �� * H�� , & 4��� � 
�4 � � , � ����� , " � # � $  � � * � .�� )0)  ,-)  \
�� .0 , � & .0 , 4 9 , 
 � 5 P 5

3 ∈ Syl3(S15)
�G � � * � & � 585 � � D6

 \H7 )  >�<����4;�2 , �6 . P15
�G  ,-)  , 4 &�) . . &  $ &�) 4�� 5 , N ) 	 
 )0*  ) k � ) D(10,3,2) 
 ) . D(9,32) �#
� P15 0  \J  & ��4'�#H�4 � � 
��'
 ) �3 , �� * H�� , ��'&  ,  /4�-� & � 5  ) [ � .�
0�E.0 /4 (@�#
 9 ��H0� � �
	E4 1 � & � � 
�4 ) � 5��  k � ) D(8,3,2,12) 
 ) . D(6,4,3,2)

1 4 &�) .� ) �	J  /.0 ,



���������
	����
���	����
	�����	��
	�������������	�� ! � f

[ 
0��� &�)  \
/. � 	 � ) 0 
 *%&  , �P��
  &�)  � .0 , H� ,  & �642 , J N 5 ) �6 ) [ � .�
0� ) � .0 , 5 �#H� ) �'& �  ) 4 & � )  )�1 . &  )0& � 5 �
.�
 , � 5 * �6 & � H�� , 4 &�) . � G � � * � & � 585 �#H7 ) �<����. &  /46 [ � .�
0� ) �#
 � 5 �2 , �6 . P15

�

n ≥ 16

G ; , n ≥ 16 J(
 , .0 ) &�)  , 4��6 , / &�)0&  . &  [ � .�
0� ) Dr =
∧rD(n−1,1) � & � n ≡ 0 (mod 3) 
 ) .

0 ≤ r ≤ n − 2 
 ) �6 , 4�
 � 5 ��� �'&  ) ��� 5  � � *  ) .0 ����#H� �����  ) � 5 N ����. &  $ ,-*  \H )0& 4=46 � �; , n ≤ 27 � \ ) �<���
. &  /46 ) G N ���� ) 5 � ) .0 ����� /4�4 & � 5 H7 & .0 ) �2 , � & �3 /4�.0 , [ � .�
0� ) Dr 0  \JD & ��47
 � . &  * � L �C� � J *%, 
 909  )k � )

Sn
� � �#H7 & 	� )0) �3 & � 5 )  ) . &   &�)0*  , � 5�� �6 ) $ &�) � , N *  . &  0  )0&�*  ) �2 , � & �3 /4 1 . &  )0& � 5 � �#
�4 .0 )

� 5  � ,  �� & 4�� 5  ) $ ,-*  \H )0& 4646 )�&�) � � 9 & �6 �� $  � � *  )�1 4 � ) .0 ,-) � & � .0 � � � ��9 
��6 , H7 ,  �� 5 )  �� J(
 , .0 ) � �'&  *%, �#
 5 &�) �6 , �� * �6 ) $ &�) � , N *  	� )0) �3 & � 5 )  ) . &  D�2 , � & �3 /4 1 . &  ,��
 [ � .�
0� )�*  5�� ,  )�1 .0 ,  )�� & �  ) 4 & � )  ))0& � 5 � .�
 , � 5 * �6 & � H�� , 4 &�) . �
� � � ��� ��� � D �	� �VB ��


n/r

P3 P6 P9 P12 P15 P18 P21 P24 P27 �
P3 P6 P9 P12 P15 P18 P21 P24 P27

�

P6 P9 P12 P15 P18 P21 P24 P27
�

P6 P9 P12 P15 P18 P21 P24 P27
�

P6 P9 P12 P15 P18 P24 P27
B

P9 P12 P15 P18 P27
�

P9 P12 P15 P18 P27
�

P9 P12 P15 P18 P27



P12 P15
D

P12 P15 P18 P21 P24 P27
�

P12 P15 P18 P21 P24 P27
�
�

P15 P18 P24 P27
��

P15 P18 P24 P27
���

P15 P18 P24 P27
�)�

P18
��B

P18 P27
���

P18 P21 P27
���

P21
��


P21 P24 P27
� D

P21 P24 P27
���

P24 P27
�
�

P24 P27
���

P24 P27
��

P27
�V�

P27
��B

P27
��



� �������	��
����

����� ����� 	�� � � � ��
 	��	���� ���

� &�, JD , .0 ) � ) . &  /46 , L �6 ����� ) 
 ) �#H�4�� 5 � &  �� ) .( &�)0&�*  .0 ,@& � �2 , ���#
� D. &  /46 , � , H� & �@ ) �64�=� ) .0 )  )�2 , � 
���
 )0*  ) 
 ) . � �
 ) *  \H0� &  \H� )  )-G0, � *  ) ��
�4=� ���  )  �:4646 ) � � �#��
 46 &  ) J &  /.0 , p  &�)  '+ ,-& � � � 5 � 1
F  &�) � � , 9  , .0 , � 5 � , � 	��6 ,-& 4� & 	 p 
 ) . n ∈ N∗ �
�����������������������! "���#�
$ ) /� ��� � # �* � " 5 �#H7 ) J &�, . &  � , 
 909  ) .0 , " , . ) 
 )0*  ) ≤ p3 H� /4�� & ��� � 1 J  �� � 5  9 � �6 ) � &  ����B�<��4
�2 , � & �3 /4 &�,-,  /.�
�� & H0�� , FSn �4[ � .�
0� ) &�) G�, � *  	 � ���  ) � $ ) . &  /4= � � 
�4 � ���  ) 5 � )0* 	:� �  ) . &  � ��� ��  ) �=� , �#H7 ���4�� 5  ) � , 
 909  ) Ep2 ≤ Pp2


 ) . Ep3 ≤ Pp3
.0 , " , . ) 
 )0* p2 H7 \� &  5 
 )0* 4�JD & 46 p3 k � , �� �#H� & � 9  ,-&  , � Ep2 ,  * 
0� N , �#
� {1, . . . , p2}

1 
 ) . Ep3 � 9  ,-&  , � ,  * 
0� N , �#
� {1, . . . , p3} �G ; , p = 2 	 � )0) �6 ) J &�,  > ,-)  ,  . 9 � & � & � � )0*  \H� )�1 JD �� � 5  � , 
 909  ) �#
 � 5 �=� �64 N � 5 � & � 5 �<��4��2 , � & �3 /4&�,-,  /.�
�� & H0�� , FSn �4[ � .�
0� ) �#
� � ,  ��6 ) � E ) �6 , � ) .0 ,  � & 4�� E4 = Q4
�2 , �6 . .0 /4 &�,-,  /.�
�� & H0�� ) FS4 �

[ � .�
0��4 D(3,1)
1 
 ) . E8

& 4�� �2 , �6 . .0 /4 &�,-,  /.�
�� & H0�� ) FS14 �4[ � .�
0��4 D(5,4,3,2) �
� ��� *  �  &�)  ) � 5 N ���  �; , H7 �� &  \H &�*  /4 p ∈ P

1
k ≥ 1 
 ) . n = (p2k+1 − p2k + pk+1 + pk)/2 .0 , &D� � �
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*%& ����� [ & � [ 2 4 ) � 5 1  
.0 /4 G �<����4 r = p − 1
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n = xp

20) . x ≡ 1 (mod p) 	� )0)  ) J &�, . &  �2 , � & /3 /4 .0 , [ � . 2 � ) Dr
1 & �

r < p �%'& >)(�* Z�� �:4646 ) 4 & � 5 N 5 ) � & � 5  [  �� 5 � .0 ) J &  . &  &�) L � �3/ $ � " � fVk  , J  ) .0 ��6 ) � ) .0 )�1�2 1 � 2 � 5 . &  
�2 , � & /3 /4'.0 , [ � . 2 � ) Dp−1

6 ; , .0 ) G �<��� n = xp
20) . x ≡ 1 (mod p) / 2 H� /4�� & 1^1  ) ,.- � )0) J N ,  ). &  �2 , � & /3 /4 .0 , &�,-,  /. 2 / & H0�� ) [ � . 2 � ) / 2 ('� 	� ) 9 � , � & � & � )  ) k � ����4� N ) . &�* 	E���:464 & � / &  , ���

F H7KUG9���CV 
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	E���:464 & � / &  ,  )�1 JD �� � 5  &�) " < 8 � � ��	� ) k � 1 �@ \J & � 5 � # � &  *  ) �
G ; , p = 3 	� )0)  ) J &�, . &  L � � 9  /4 < � ���:4=46 ) k � ) 8 � � �
	� ) k � 1 �@ \J & � 5 � ≤ 2 � � ��� 5  " b # � &  6  ,-) . &  6 � � *  ) .0 ) 8 � � �
	� G &�)'&  9 , N 46 ) �=� ) �6 ) 4 �A4�6 01 6 ; , . &  L � � 9  /4 < � ���:4646 ) k � ) * < 8 � � �
	� ) k � 1 �@ \J & � 5 �* -
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! * (3, 1)

! * (2, 12)

! # (3, 12)

! f (4, 2)

! f (22, 12)

! � (5, 3, 12)

! � (4, 22, 12)

" f (6, 4, 22, 12)

�  )0) � 1 � ) . &  8�2 , � & /3 /4 .0 , &�,-,  /. 2 / & H0�� ) [ � . 2 � ) &�) .0 ) � H &�*  ) 8 � � ��	� )�1 4 � 	� )0) � 1 � ) ) ��� 58  01  , 	 20)0* # � " � f . &  �2 , � & /3 /4 �<���� ,�&�,-,  /. 2 / & H0�� ) [ � . 2 � ) 4 � 1^1  �� ,-& 4�� 5  , � ,32 909  )�1 JD �� � 5  &�) * <8 � � �
	� ) k � 1 �@ \J & � 5 � * � &  *  ) � - �#H7 & H� /4 & �3/�� FSn
6 ; , n ∈ {11, 13, 15, 19} 0  \JD & ��4_/�JD & 8 � � ��	� 
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k � 1 �@ \J & � 5 � * 1 JD �� � 5  0  /. � � 5 	 � ) 0 20*%&  , �^/ 2  &�) � ) .0 , 4 &�) . � - &  &�,-,  /. 2 / & H0�� ) [ � . 2 � ) &�) . &  /46 )8 � � �
	� ) H� /4 & �3/3 ) �<��4 � 0  \J  & ��4 . &  /46 �� H7 ) �2 , � & /3 /4 � [ 2 �� , .0 01 *  ) ; * �  /4 4 � * � ,31 . &  �2 , � & /3 /4 .0 ,&�,-,  /. 2 / & H0�� ) FSn < [ � . 2 � ) 6 ; , n ≤ 15 / 2 H7 /4� & 1^1  ) � � &  /.0 , 5 � ���6 /4 [B) J  ) .0 ) .0 , 1 � . 2 ��� ,  )8 , � ) � 5 &�)0* < &  *  �� ) � &  6  , � ) N 1�� & � 5 G � � *  ) .0 /4 - L &�) . n ≥ 16
20) . Dλ  &�) &�,-,  /. 2 / & H0�� , FSn < [ � . 2 �

� 2 4B &�)  01 8 � � �
	 k � 1 �@ \J & � 5 � * 1 4 �  . & 4� &  ,  )  &�) m ≤ 15
20) .  &�) &�,-,  /. 2 / & H0�� , FSm < [ � . 2 � Dµ

� 2 4; &�)  01 8 � � ��	 k � 1 �@ \J & � 5 � * 1 4 � .��:464 Dλ| IndSn

Sm
(Dµ)

20) . � 2 � 5 Dµ|ResSn
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(Dλ)

*%& �����
E 1 6 ; , p = 3

) 20) . &  B�2 , � & /3 /4;.0 ,D&�,-,  /. 2 / & H0�� ) [ � . 2 � ) 4 � 1^1  �� ,-& 4�� 5  , � ,32 909  ) &�) 8 � � ��	� ) k � 1
�@ \J & � 5 � * 	C���:464 & � / &  ,  ) / 2 	 � )0)  )�1 1 ;�464= ) �<��4 � ) 20, ) � � 5 . &  �2 , � & /3 /4�.0 /4 &�,-,  /. 2 / & H0�� ) FS15 <
[ � . 2 ��4 D(7,5,3) H7 /4� & 1^1 ��J  , .0 ) � - &  /4= , & 4� ) ��� 5 � H &�*  , �2 , 1 2 � 20)0*  &�) � � ) . & .�� � 6 ; ,  &�)  )&�,-,  /. 2 / & H0�� ) [ � . 2 �91 & � �2 , �6 . E9

� [ H7 , � 2 � 5 1 JD )0) D(7,5,3)
)0& � 5 � �2 , �6 . E9

5 � � 1 J ; , .0 F. &  
�  )0) � )0& 4 .0 , �2 , � & /3 /4 k � ) D(7,5,3) 	C� N ,  )�1 � H E9

� .0 ,  &�)  .0 , H� & .0 )  . � , �:4 9  0/ &  ����� ) � ,32 909  )
� 2 4 �  01^1 � # �* � " �=� �64 N � 5 � & � 5 20) �6 , .0 ) �2 , � & /3 /42.0 , &�,-,  /. 2 / & H0�� ) [ � . 2 � ) 4 � 1^1  �� ,-& 4�� 5  , � ,32 909  )&�) � 5 � , � 	��6 ,-& 4� & 	 * k � , 	 � 1^1 ���
FEG ���O�LK�MONP���
$ 1 � 20*  .0 , � � 1 9 2 �6 , H7 ,  �� 5 ) 20)0*  ) J 20, .0 20) �6 , � ) .0 ,  01 .0 , FSn < LC9 &�) 1 � . 2 � D(n)

&�) � 5 � <, � 	��6 ,-& 4� & 	 " 20) �6 , 4 2 � 5 ��� - &  /46 , & 4�B. 20, � 5 . &  _=�� , � & � & � ) (n2 + 1, n2 − 1)
& 1 G �<��� 2|n

20) . . 20, � 5 . &  
=�� , � & � & � ) (n+1

2 , n−1
2 )

& 1 G �<��� 2 - n
9 � , �]1  �� ,-& 4 &  , ��� G ; , n ≤ 27 � &  6  ,-) . &  8  ,  �� 5 ) 20)0*  ) G � � *  ) .0 /4 -L &�) . P  &�) �2 , �6 . k � ) D(n)

20) . n =
∑sn

i=0 αi(n)2i . &  " < �:. & 4
� 5  _: ) �FJ & �
	C� 20)0* k � ) n 1 4 � *%& ��� -

P ∼Sn





Qn
1 6 �<����4 n ≡ 0 (mod 4)∏sn

i=0(Q2i)αi(n)
1 6 �<����4 n ≡ 1, 3 (mod 4)

Pn
1 6 �<����4 n ≡ 2 (mod 4).

- �#H� & J 20, .0 ) . &  G N ���� n ≤ 15 H� ,  & �64 &�)  �@b # H7 5 � ) .0 ������> * &@?BAKUCAED ( Z - &  @�2 , � & /3 /4 .0 /4 FSn < LC9 &�) 1 � . 2 ��4 5 �#H� ) 4�6 ��64;. &  � H7 ) � )0*  *  \H� )  G � , 1 �
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� !3$ 1 "  !%! ^
� ! f 1 *  f #%#� ! f 1 " 1 !  ! * #%#� ! # 1 #  ! f ^ "� ! * 1 f  * ^ b ^
� ! # 1 * 1 !  � ! * 1 " 1 !  ≥ 1792
� ! " 1 $  #%# ^I^� !cb 1 ^  " f $� !%! 1 �  $ f " ^� ! * 1 # 1 !  � ! " 1 *  ≥ 2016
� ! * 1 * 1 "  � ! " 1 * 1 "  $ � ! * 1 * 1 !  ! � ! "<#� ! " 1 f 1 !  � !%! 1 # 1 !  ≥ 21504
� � 1 ^ 1 !  # b � $� !%! 1 $ 1 !  � !cb 1 f  ≥ 7728
� � 1 f 1 #  � ^ 1 f 1 #  $ � � 1 f 1 *  ! �@b # � #� � 1 $ 1 *  � ^ 1 f 1 "  ≥ 192192
� ^ 1 $ 1 #  � � 1 $ 1 #  faf ^ b ^
� ^ 1 � 1 " 1 !  � � 1 $ 1 !  ≥ 18432
� !cb 1 f 1 " 1 !  � � 1 # 1 !  ≥ 91392
� !cb 1 # 1 * 1 !  � !cb 1 # 1 " 1 !  $ � � 1 # 1 * 1 !  # � " * ^ $� � 1 $ 1 " 1 !  � ^ 1 f 1 " 1 !  ≥ 532480
� � 1 f 1 * 1 !  � ^ 1 f 1 * 1 !  "%" f �:$5b� � 1 $ 1 # 1 !  � $ 1 f 1 # 1 !  ≥ 442368
� ^ 1 $ 1 * 1 !  � ^ 1 $ 1 " 1 !  $ � � 1 $ 1 * 1 !  " b " * $ ^� � 1 # 1 * 1 "  � ^ 1 * 1 " 1 !  ≥ 559104
� ^ 1 f 1 # 1 !  � � 1 # 1 *  ≥ 261120
� $ 1 f 1 # 1 *  � f 1 # 1 * 1 "  ≥ 860160
� � 1 $ 1 * 1 "  � $ 1 f 1 " 1 !  ≥ 319488
� ^ 1 f 1 * 1 "  � � 1 # 1 * 1 "  ≥ 1003520
� � 1 f 1 # 1 "  � $ 1 f 1 # 1 "  $ � � 1 f 1 * 1 "  f � #%# $ #� ^ 1 # 1 * 1 " 1 !  � ^ 1 # 1 " 1 !  ≥ 145560
� $ 1 f 1 # 1 " 1 !  � f 1 # 1 * 1 " 1 !  ≥ 1757184
� � 1 f 1 * 1 " 1 !  � $ 1 f 1 * 1 !  ≥ 139776
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20) .
m ∈ {14, 15, 16}

&�) LC9 �<���6 � m �  &�)  =�� , � & � & � ) µ ∈ Pm,2 1 4 � *%& ��� (n − m)!Dµ|ResS18
Sm

(Dλ)
) ��� 5
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Sm

(Dλ) ∼= Dµ � H� 0/ &  5 20)0* 4�J  & 4= ResS18
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%�AED�� UXT�
 D[YCD > ? * Z������������������! �"
#%T D ( >%$P* Z  &�)  ) .A� & � 5  , � � , 9  , � 20) .  &�)  [ � � ,-& .'& �)( 1 & � : &�) � , N *  ) � 2 4

Z
� .0 ,  &�)  01 �� & ��	 � , 9  , k � ) �S A[Y ( >%$�* Z  &�)  [ � � ,-& . 1 & � : &�) � , N *  ) � 2 4 � 1 . &  � 2 4*& �)( .��:. 20, � 5  ) �64�6 5 � 1 .��:464;. &  

: &�) � , N *  / 20) N � 5 4� 176 �<����4 ) � � &�*�1 1 � . 2 � � p ,  /. 2 / &  , � 20) .8� ) 4�� 5 � &  �� ) .�<��4 : �� 01  ) �6 &�) � � 276 *  6 �:4=4�(J  , .0 )S A�+�&]A+@Z �����������������! �"-,.�0/ & ��(2143
%�AED�� UXT�
 D[YCD > ? * Z65�7��%89�!(!:%;�"�<� ��
#>= D ( >%$P*�?  &�)  9 � 4 & � & k  ) � �M; , � & � 5  � � 5 � � 1  &�)  Z= ,-& 1^/ � 5 � 7 20) .  &�)  =�� , � & � & � )  !� &�@ "�� k � ) �A A�B ( >%$�*�? .0 , FpSn <DC 9  �� 5 �31 � . 2 �E/ 20, =�� , � & � & � )  !� &�@ "��A A�+�&]A+ ? 5�7��%89�!(!:%;�"�<� ���,.�0/E7F/. �� &�@ "���1G3
%�AED��IH9=�
 D�BCD > ? *J?LK!M ;!N�5)< &!& �)��"�O#>= D ( >%$P*�?  &�)  p < � ,32 909  >P 20) .  &�) FH < [ � . 2 � : 1�Q �)R  & p  &�)  Z= ,-& 1^/ � 5 �20) . F  &�)  ) .A� & � 5  , � � , 9  , 1 & � char(F ) = p 46 &  ) � -  , [ � . 2 � MR  /4 & �3/3 m 20) /3 , �� * R � ,  9 , � 0  �	�� & k  C 2 1^1 � ) .0 ) M1, . . . ,Mm6 ; ,  &�) m ∈ N �A A�B ( >%$�*�? .0 ,TS � 	�� � , 1 � . 2 � M/(M1 ⊕ · · · ⊕Ml)

6 ; ,  &�) l ≤ mA A�+�&]A+ ? K!M ;!N�5)< &!& �)��"�OG, P /U:I1G3
%�AED��IH9=�
 D�BCD > ? *J? ��VJ8� ��!8XW�� M (���Y�5�< &!& �)��"%O#>= D ( >%$P*�?  &�)  p < � ,32 909  K 20) .  &�) FP < [ � . 2 � : 6 ; ,  &�)  )

 ) .A� & � 5  ) � � , 9  , F 1 & � char(F ) = pA A�B ( >%$�*�?  &�)ZS � 	�� � , 1 � . 2 � M/N
1%Q �)R  & N  &�)  G. &�,  �	��6 C 2 1^1  20) /3 , �� * R � ,  ,[ ) �6 , 1 � . 2 � ) k � ) M & 4� 1�Q  �� � 5  /]\�	E� & 4�� 5  @�2 , � & /3 /4 5 � R  )A A�+�&]A+ ? ��VJ8� ��!8XW�� M (���Y�5�< &!& �)��"%OG, K /E:^1G3

%�AED��IH9=�
 D�BCD > ? *J?L_ Y!(%� M ��; M�K ;a`�� M
#>= D ( >%$P*�?  &�) FG < [ � . 2 �Gb 6 ; ,  &�)  )  ) .A� & � 5  ) � � , 9  , F20) .8 &�)  � ,32 909  G 4 � Q &   &�)  ) � �M; , � & � 5  � � 5 �I&A A�B ( >%$�*�? .0 , FG < [ � . 2 � ∧mWA A�+�&]A+ ? _ Y!(%� M ��; M�K ;a`�� M , b / & 143
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%�AED��IH9=�
 D�BCD > ? *J? 5�7J�X� & ;�"�<% !����"!"#>= D ( >%$P*�?  &�)  ) � �M; , � & � 5  � � 5 �G& ≥ 1A A�B ( >%$�*�? .0 ,B&�,-,  /. 2 / & R �� F2S2m+1 < [ � . 2 ��/ 20, =�� , � & � & � ) (m+ 1,m)A A�+�&]A+ ? 5�7J�X� & ;�"�<% !����"!"-, & 143
%�AED��IH9=�
 D�BCD > ? *J? 5�7J�X� & ;�"�<% !� _�� ���#>= D ( >%$P*�?  &�)  ) � �M; , � & � 5  � � 5 �G& ≥ 2A A�B ( >%$�*�? .0 ,B&�,-,  /. 2 / & R �� F2S2m < [ � . 2 �'/ 20, =�� , � & � & � ) (m+ 1,m− 1)A A�+�&]A+ ? 5�7J�X� & ;�"�<% !� _�� ���-, & 1G3
����� �������! �"#��$&%'��$)(+*-,'.��,

/ ���%�)�������J�)�! �"1032�4�<��J8X(J�);��-, ��/ & �)(^1
5 M 06287�< &�@ � M �94�:�;a`2OG, & �)(^1G3
; 8�06287�< &�@ � M �94���;! �< & ��OG, & ��(21G3
< �%�a`=032?>@> & ��(=> �BA?>EN8ADC9�)�%��, �J1E0 N �X�F> /�G@G 8BA@AH0Z� �X�F> /�G@G M A@A�3
I M �)(!< M � :%��( M �9Y-,.���)`^1G3
J �)��"K4!<!�289(J��;)�F3

���ML NO.P��Q
R&%TSH��UWV)X�$

Y * ? * &a��A+D ( YZ � Z � Z :24 46 &  ) n ∈ N∗, g ∈ Sn
20) . λ ` n [ - � )0) R  ,  �� 5 )  �� . &  ]\ [_^ \ [ <S)20) 	�� & � ) 5�V &!& �)( M �!8B:���7 M ��O����!(���(J��;)�-,  !� &�@ "�� / �J1 . &  `\ � � ,-& . ∆(g−1)T

1%Q �)R  & ∆  &�)  k � 1 QSn <
C 9  �� 5 �31 � . 2 � Sλ &�) . 2 / &  , �6 =\ � � ,-& .A.�� , 4�6 ���� 20)0* k � ) QSn

& 4�� [ S  ,-)  , 4 &�) . . &  O: &�) � ,�a<*  k � ) ∆(g−1)T4�6 ��64 * � ) /X/ � 5 � &�* [ � &�, 	8b )0)  ) . &  /46 �<��4 � 1 & ��6 ���4B.0 ,TS)20) 	�� & � ) ���%�)�������J�)�! �" 1 � . 2 � � p ,  /. 2 / &  ,  )20) .? , 5 �<���6 ) 4 �  &�)  c\ � � ,-& . ∆(g−1)T 1 & � : &�) � ,�a<*  ) &�)
Fp [ C  ��3/3 ) Q &�,�)420)

Γ(g) := ∆(g)
1 4 �

� &  6  , � 20) 4G.��:4G &�)  k � 1 FpSn <DC 9  �� 5 �31 � . 2 � Sλ &�) . 2 / &  , �6 d\ � � ,-& .A.�� , 4��6 ���� 20)0* Γ
k � )

FpSn [ - &  ) ��� 5 6 � � *  ) .0 S)20) 	�� & � ) 5�7��%89�!(!:%;�"�<� �� 	 � ) 4�� ,320&  , � *  ) � 2 � 276 . &  /46 �  & 46 8. &  R  & .0 ) \ � � ,-& /3 )
Γ((1, . . . , n))

20) . Γ((1, 2))
20) . *%& R �B.0 ) FpSn <DC 9  �� 5 �31 � . 2 � Sλ / 20,fe ��	 [

/ 5)7%��89��(�:�;�"�<% !�g062�4!<!�289(J��;)��, �0/D70/  !� &�@ "��%1G3
5 h 062�5�V & , �2143ji�i _�Mlk �)<���� M O��9��" h?Gm/ 2-, / / G�G@G /D�21 <!��" h?GM5 2 , / / 5 1
; �?062 h � ,.721G3
< ���)��O�062=>E5)V &!& �)( M �!8B:��)7 M ��O��)��(���(J�);��-,  !� &�@ "�� / h?G ��1n0 � �9�!> /oG�Gp5 A�A03
I ���)��O�062=>U���%�)�������J�)�� �" , ��/ ���)�JO�> �BAJ1E0 � �9�!> /oG�GM5 A�A03
J ���)��O�062=>rq M �)�JOX7�;�O��,.������O�>.�BA�s@t / 1o0Z� �9�!> /oG�Gp5 A�A03
u 5g062 h :%;�"�<� ���, h /D���)�JO�1G3
v M �)(!< M � 5 3
w �)��"K4!<!�289(J��;)�F3
Y * ? * &a��A+D ( YZ � Z � Z \ & ��6 ���4�.0 , \ [_^ \ [ < S 20) 	�� & � ) ��;)�JOX(J�X(!<%�)�!(JO b �9(!�!:�<% )(J�X7� %�!8!�X(J����OG, 5%1 	8b ) <)  ) Q &�, . &  Wx � 1 9 � 4 & � & � ) 4 6 � 	�� � ,  ) k � ) 5 20) . .0 ,  ) � &  �� 6 ��� 505  & �6 ) R  /4� & 1^1  ) [ [ 276 . &  /46 �  & 46 
 , 5 �<���6 ) Q &�, �<��4 � . &  &�,-,  /. 2 / & R �� ) FpSn < \ � . 2 � ) Dµ

1Q  �� � 5  `/ 2 x � 1 9 � 4 & � & � ) 4 6 � 	�� � ,  ) k � ) Sλ& 4 � 1 � , 905 4 &�) . [
���6y z�{}|D.}~+Xp%'��$�.),
�?�D��(&%T"f�+��,�NOV}SFSH~+$WU)��$

- &  ) ��� 5 6 � � *  ) .0 S)20) 	�� & � ) R �:4 &  , ��� 276 .0 01 [ � * � ,-& � 5 1 2 4+/ 2 1 [ R 4 9 �<���6 )Z20) /3 , �� * R � ,  , 9 , ���  �	�� & k  ,
C 2 1^1d� ) .0 ) � 2 4 8  01  , 	 20)0*� [�!9[�!9[
/ K!M ;�N�5)< &!& ����"�O�062@4�<��J89(2�);��-, P /U:I1
5 �J�) 841032�( M <��-3
; `��J�� !� �J�� 94 �9� ( M <�� "�;
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I ��062��-3
J @ ;!;� �062@4��� �O��-3
u `��J�� !� @ ;�;! �9��4��� �O�� "�;
v � �%8�062�:�����"�; & , :^1G3
w (���OX(?032%Oa< @�� :�� � ��8�� 3
/ � ��4��2� & �)��O��);��-, (%��Oa(21 �9� � M "�� M , P 1 (������ i@i �%�)�!���!OX( (���OX( ���X�

i@i)7 M ;�N�� !�(J� � � M "�� M ��!!(�� M
i@i!5�< &!& �)��" � ;)� : G

/�/ :=062@��<%; � :"� � ��8 �-3
/B5 @ ;!;� �032�( M <��-3
/ ; �� ��B4 �  )( / � (������
/ < ��062 �$# / 3
/ I �� �O��
/BJ �J�) 841032�4��� �O�� 3
/ u @ ;!;� �032�( M <��-3
/ v �)��" ��4�3
/Bw ����" `��2�) �� 3
5 � �! �O��
5D/ �2�) 841062@4��� �O��-3
5�5 �)��" �B4�3
58; �)��" `��J�) �� 3
59< M �)(�< M � : 3
5 I �)��"�4!<!�J8X(J��;)�03

���&% z�{}|D.}~+Xp%'��$EVW$) ���,TX��('-{W~+,T��, U)"#,T��( %'��, N�VWSFSH~+$WUW��$ SH"p%  �) (�X#"�|�Q
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* ��,'%'"# ���|

-,+.-"/ ���10 632 465 -7/	89- S)2 /9:�;<+ 2 / R � = +.-7><; � 276 89- 1 [�465?2 ><+6; 0)1 2 = / 2 1 [ R =<@�� 4 ;A-7/ 2 / / -7> 4 - 5 R � >A-7> C 2 1^1d� / <89-7/ 1 +6; /]\ : 4 + =1BA0 -7/DCE-7><;<+ / - = � 2 = 8 - 1 -7><: 2 / 5� [ � [GF [
/ ��VJ8� ���89W�� M (%�)Y�5�< &�& �)��"%O�062�4!<!�289(J��;)��, K /E:^143
5 :=062 K�M ;�N�5�< &�& �)��"%O4, K /E:^143
; 89VJ8�062���VJ8� ���8)5)< @ � M ;)<�7�O4, K 143
< 89VJ8�062=> YIH OX< @ � M ;)<�7?0'Y �X��89VJ8(� Y(H ; M "�� M �!( / A�3
I 4�; M N �9�!> /�G�GKJ 8XVJ8BA "�;
J 8X���)�JO�062 h ����� M �)(%; M O4, 8XVJ8�>EN8A21G3
u 4�; M � �X��8X������O "�;
v ��4 � M "�� M ,.�J1 �8� � M "�� M ,]89V28�>UN�AJ1 (!�%�)�
w �g032%OX< @�� 89VJ8�>UN�AL� ��� 3
/ � ����" �B403
/�/ �)��"�4�; M 3
/B5 8�032l� M "�� M , K 1�i@� M "�� M , �J1G3
/ ; M 032���;!�94@4���8!�)���!(@:J�9��� , :^1G3
/ < 7?032������ M ��8X(�� M ��Oa(J�!8G, M 1G3
/ I �B4��2� & ����O��);)��,D:I1 ��� 8 (����)�
/BJ M ��O ��<�;g062�:���Oa( M �!89(2�);��-,D: / �J1G3
/ u �%89(JO���<%;�032?NJ8X(J��;)� h �)�%� M ��(�; M OG, M ��O���<%;%143
/ v �2�) 841062!( M <�� 3
/Bw `��J�� !� �J�� 94 �9� ( M <�� "�;
5 � �B4��J� & ����O���;)��,D:^1 ��� 8 (!�%�)�
5D/ �%89(�O�062���89(JO��!<�; 3
5�5 4J�9Y?032 _ �X������Oa7���8���, ��89(JO�> / A�/ / 143
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58; ��062
��3
59< @ ;!;! g062@4��! �O��-3
5 I `��J�) �� @ ;!;� �9�K4��! �O�� "�;
5�J � ��8�062�:��)��"�; & ,f4J�9Y^1G3
58u OX< @ 062�OX< @9� :"� � �%8 �-3
58v �B4��J� & �)�JO���;)�-, OX< @ 1 �9� 8 (!����� i�i �����!����Oa( Oa< @ ��O�; & ; M 7�� k <��9��"����Ds K ,.�J1 G
5�w �1032��!<�; � :�� OX< @ � 3
; � M ��O��!<�;�0328:%��OX( M ��89(J��;)��,f��/.��143
;�/ M ��O!Oa< @ 0328:%��OX( M ��89(J��;)��, OX< @ /.��1G3
;@5 OX< & 032?�J� M �%89(�5�< & , M ��O!Oa< @ / M ��O���<%;%143
;�; ��8X(�O�OX< & 062 NJ89(2�);�� h ����� M �)(%; M OG, Oa< & 1G3
;8< �B4��!O�5�� & �� !� M , �%89(�O�> / A�/.�%89(JO!OX< & > / AJ1 �9� ( M <�� (����)� i@i �%�)��� �!OX( OX< @ �%�9�

i�i�"�� M � !�(�� M 5)< &!& �)��"
i�i � ;)� : G

; I �%89(JO���<%;�032?NJ8X(J��;)� h �)�%� M ��(�; M OG, M ��O���<%;%143
;@J : 062@��3
;�u @ ;!;� �062!( M <�� 3
;�v �! �O��
;@w �2�) 841062@4��� �O��-3
< � @ ;!;� �062!( M <�� 3
<'/ �)��" �B4�3
<l5 �! ���4 �  �( / � (!�����
<@; ��062J� # / 3
<�< �! �O��
< I �J�� 94?062�4��! �O�� 3
<lJ @ ;�;! g062�( M <%� 3
<@u �)��" ��4�3
<@v ����" `��2�) !�-3
<lw �! �O��
I � �2�) 94?062@4��! �O��-3
I / �)��" ��4�3
I 5 ����" `��2�) �� 3
I ; �)��" �B4�3
I < �)��"�4�; M 3
I�I M �)(�< M � : 3
I J �)��"�4!<!�J8X(J��;)�03
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Y * ? * &a��A+D ( YZ� Z���Z :E= = -7+.-7/ F -7+6/ x_b > @ -7> 2 /	8 V -7+6/ F < CE-7:
; 2 ><> � 2 1 89-7> -�+ 1 -7/ = + 2 / n 1 +6; F <8 � = + = {b1, . . . , bn} [ S -7></	-7> = -7+ f ∈ HomF (V, V ) [ - � /9/ + = ; � 4 = 2 f(br) =
∑n

i=1 airbi
1 +6; -7+6/	89- 2 ;<+ 5R - = ;<+ 1^1 ;A-7/ x 2 -�� / +.-7/ ;A-7/ air ∈ F

6 e > � 464 - i, r = 1, . . . , n [ S�e > m ∈ N
R -7;<> � B10 ;A-7/ Q +6> / 2 / 8�+.-

F < 4 +6/	- � >A- [ R%R + 4 8 2 / 5 ∧m f :
∧m V −→

∧m V, v1 ∧ . . . ∧ vm 7→ f(v1) ∧ . . . ∧ f(vm) [ 8 -7: � /9/
; 4 + BA0+ = ; dim(
∧m V ) =

(n
m

)
=: d � 2 /	8 B := {br1 ∧ . . . ∧ brm |1 ≤ r1 < . . . < rm ≤ n} + = ;�-7+6/	- F < 8 � = + =� 2 / ∧m V [�� -7+6;A-7> 5 + 4 ;��

(

m∧
f)(br1 ∧ . . . ∧ brm) = f(br1) ∧ . . . ∧ f(brm) =

(
n∑

i1=1

ai1r1bi1

)
∧ . . . ∧

(
n∑

im=1

aimrmbim

)

=

n∑

i1,...,im=1

ai1r1 · · · aimrm(bi1 ∧ . . . ∧ bim)

=
∑

1≤i1<...<im≤n

∑

σ∈S({i1 ,...,im})

aσ(i1)r1 · · · aσ(im)rm(bσ(i1) ∧ . . . ∧ bσ(im))

=
∑

1≤i1<...<im≤n

∆f (i1, . . . , im; r1, . . . , rm)(bi1 ∧ . . . ∧ bim).

- � R -7+ = -7+ ∆f (i1, . . . , im; r1, . . . , rm) := det((aikrl)k,l=1,...,m) [
� +6> Q=a 0 4 -7/ / 2 / -7+6/	- 8 + � -7:
;<+ 2 /

ϕ : {1, . . . , d} −→ {(i1, . . . , im) ∈ Nm|1 ≤ i1 < . . . < im ≤ n}, x 7→ (ϕ(x)1, . . . , ϕ(x)m)

2 /	8 = -7; / -7/ cx := bϕ(x)1 ∧ . . .∧ bϕ(x)m

6 e > � 464 - x = 1, . . . , d [ - � /9/ + = ; {c1, . . . , cd} -7+6/	- F < 8 � = + = 6 e >∧m V � 2 /	8 6 e > y = 1, . . . , d
5 + 4 ;

(

m∧
f)(cy) =

d∑

x=1

∆f (ϕ(x);ϕ(y))cx.

[�4 = 2 + = ; (∆f (ϕ(x);ϕ(y)))x,y=1,...,d
8�+.- \]� ;<><+�� � 2 / ∧m f

R - / e95�4 + BA0 89-7> 8 � = + = {c1, . . . , cd} [
:E=L= -7+	/ 2 / / 2 = a ; / 4 + B10 G = 〈g1, . . . , gk〉

-7+6/	- ^ > 2 @9@ - � 2 /	8 V = -7+ -7+6/ FG < \ 2 8 294 [ :E= = -7+.-7/ � 2�� -7>A89- 1
Γ : FG −→ Mat(n, F ) 8�+.- � 2 / V

R - / e95�4 + BA0 89-7> 8 � = + = {b1, . . . , bn} +6/	8 2 / +.-7><;A- \ � ;<><+���8 � > = ;A- 4 <4 2 / 5 � 2 / FG = 2 Q +.- fl : V −→ V, bi 7→ glbi =
∑k

j=1 Γ(gl)jibj
6 e > l = 1, . . . , k 8�+.- � - Q -7+ 4 + <5 - F < 4 +6/	- � >A- [ R%R + 4 8 2 / 5 [ \ +6; 2 R + 5 -7/ 8 - / -7+ B10 / 2 / 5 -7/�-7> 0�� 4 ;A-7/ Q +6> 8 � /9/ -7+6/	- � 2 / ∧m V

R - / e95 <4 + BA0 89-7> 8 � = + = {c1, . . . , cd} +6/	8 2 / +.-7><;A- \]� ;<><+��98 � > = ;A- 464 2 / 5 ∆ : FG −→ Mat(d, F ) 1 +6; ∆(gl) =
(∆fl

(ϕ(x);ϕ(y)))x,y=1,...,d

6 e > l = 1, . . . , k [: /
; =<@ >A- BA0 -7/	8 4 a =A= ; = + BA0 � 2 BA0 6 e > -7+6/	-7/ FG < & - B10 ; =31 2 8 294 W 89-7> FG < & - B10 ; =31 2 8 294 ∧mW : 2 / <= ;<> 2 +.-7>A-7/ [ -,+.- / � B10 632 465 -7/	89- S)2 /9:�;<+ 2 / _ Y�(�� M �); M�K ;a`%� M ; 2 ; 5 -7/ � 2 8�+.- = [
/ _ Y!(�� M ��; M�K ;a`�� M 032�4!<!�J8X(J��;)�-, b / & 1G3
5 h 062 h M ;�<!7-, b 143
; b ���)�JO�032?NJ8X(J��;)� h �)�%� M ��(�; M OG, b 143
< b ���)�JO�032?>rq M ����OX7%;�O���, Y^1o0'Y��9� b ���)��O A�3
I h  !�)����(��?062 J b ���)�JO�3
J �=062?�2� & �)��O��);��-, b 1G3
u "?062��2�9�%; & ���! , �0/ & 143
v �?062��%��O�� :J�X���-, b 143
w : 062�� /�G@G ���-3
/ � 5g062�5�< @ O��)(JOG, :F/ & 1G3
/�/ 7��J��032?>@>E��0 � �9� @ A10 @ �X� 59A�3
/B5 ���)��O�062=> A�3
/ ; 4�; M M �9�!> /oG�G6h  !������(��@A "�;
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/ < � M 032���� M ;):%��( M �XY-, ��/D"0/D"21G3
/ I 4�; M Y��9�!> /�G�GKJ 7��J�BA "�;
/BJ 4�; M V �X�!> /�G@G J 7!�J��A "�;
/ u k 062���� M ;a:��)( M �9Y�,.��/ & / & 1G3
/ v 4�; M !��X�F> /�G@G & A "�;
/Bw 4�; M  �9�!> /oG�G & A "�;
5 � k > !lA?>D 9A1032 b ���)�JO�> M A?> 7!�2��> VlA?>&!@A�A=> 7��J��> Y@A=>E 9A@A�3
5D/ ����"�4�; M 3
5�5 �)��"K4�; M 3
58; � M > Y@A?> V@A?062?�%�)(%� M & �9�%�)�!(�, k 1G3
59< �)��"�4�; M 3
5 I �)��"�4�; M 3
5�J N�7!7�����"-,��a���)�JO�/D� M 143
58u ����"�4�; M 3
58v q=062 h :%;�"�<� ���, h /D���)�JO�1G3
5�w M �)(!< M ��q03
; � ����"�4�<��J89(2�);��03

����� NO.}"#$WSH��UWVWX#$�"#$
	 RW~-,T~+(&%T��,T"#|D%'"f( L

Y * ? * &a��A+D ( YZ�� Z��'Z -,+.- R -7+.89-7/ / � BA0 6 2 465 -7/	89-7/ = > 2 5 > �]1^1 - 8�+.-7/	-7/ 8 �]/ 2 � 8�+.- C @ +6/ 1 2 8 294 /�+6/� 0�� <> � :�;A-7><+ = ;<+6: F / 2 : 2 / = ;<> 2 +.-7>A-7/ [�� +6> � -7> Q -7/	89-7/ 0 +.-7> 6 e >L8 � = +6/�� � ��� � : � [ � [ � R - =AB10 ><+.- R -7/	-,CE-7> 6 �$0 >A-7/ [S -7></	-7> = -7+.-7/ F -7+6/ x_b > @ -7> 89-7>� 0�� > � :�;A-7><+ = ;<+6: F�� n ≥ 3
2 /	8 D(n) 89-7> FSn <DC @ +6/ 1 2 8 294 [ - [ 0 [ D(n)+ = ; 89-7> +6><>A- 8 2 / + R 4 - FSn < \ 2 8 294 / 2 > =�� ><;<+6;<+ 2 / (m + 1,m) � 6 � 464 = n = 2m + 1 + = ; � R - / +.- 0 2 / 5 = Q -7+ = -

(m+ 1,m− 1) � 6 � 464 = n = 2m + = ; � 6 e > -7+6/ m ∈ N [� 2 -7> = ; R -7;<> � B10 ;A-7/ Q +6>,89-7/ S � 464 n = 2m + 1
6 e > -7+6/ m ∈ N [ [ 2�� -7>A89- 1 = -7; / -7/ Q +6> σi := (i, i + 1)6 e > i = 1, . . . , n − 1

2 /	8 E := 〈σj |j ∈ {1, . . . , n − 1}, j ≡ 1 (mod 2)〉 [ - � /9/ + = ; E -7+6/	- - 4 - <1 -7/ ; � > � R - 4 =AB10 - F < ^ > 2 @9@ -�89-7>���>A8�/ 2 / 5 2m � 2 /	8 89-7> >A- 55294 a >A- FE < \ 2 8 294 R - = +6; / ; -7+6/	- F < 8 � = + = 89-7>S	2 > 1
B := {1, σi1σi2 · · · σit |i1, . . . , it ∈ {1, 3, . . . , 2m− 1}, t ∈ {1, . . . ,m}}.S�e > 2 / 5 -7> � 89- i ∈ {1, . . . , n − 1}

2 @ -7><+.-7><; 8 � /9/ � 4 = 2 σi +6/ / � ; e > 4 + B10 -7> � -7+ = - � 276 FE [ S�e > r ∈
{1, . . . ,m− 1}

2 /	8 i = 2r = -7; / -7/ Q +6>

(σi1 · · · σit)σi :=





σi1 · · · σit � 6 � 464 = 2r − 1, 2r + 1 ∈ {i1, . . . , it}

σi1 · · · σit(σ2r+1 + 1) � 6 � 464 = 2r − 1 ∈ {i1, . . . , it}2 /	8 2r + 1 6∈ {i1, . . . , it}

σi1 · · · σit(σ2r−1 + 1) � 6 � 464 = 2r − 1 6∈ {i1, . . . , it}2 /	8 2r + 1 ∈ {i1, . . . , it}

σi1 · · · σit(σ2r−1 + σ2r+1 + 1) � 6 � 464 = 2r − 1, 2r + 1 6∈ {i1, . . . , it}

= 29Q +.-

(σi1 · · · σit)σ2m :=

{
σi1 · · · σit � 6 � 464 = 2m− 1 ∈ {i1, . . . , it}

σi1 · · · σit(σ2m−1 + 1) � 6 � 464 = 2m− 1 6∈ {i1, . . . , it}.
� � BA0 � � ��� � � [ � [�� Q +6>A8 FE � 276 8�+.- = - � -7+ = - / 2 -7+6/	- 1 FSn < \ 2 8 294 � Q - 4 BA0 -7>"+ = 2 1 2 > @90a/ 2 D(n) + = ; [
� +6> Q=a 0 4 -7/ / 2 / -7+6/	- 8 + � -7:
;<+ 2 /

ψ : {1, . . . , 2m} −→ P({1, 3, . . . , 2m− 1}),
Q 2 R -7+ P({1, 3, . . . , 2m− 1}) 8�+.- = 2 ;A-7/ /X1 -7/ 5 - � 2 / {1, 3, . . . , 2m− 1}

R - / -7+ BA0 /	- [ [;276 8�+.- = - � -7+ = -
: b /9/	-7/ Q +6> 8�+.- 8 � = + = - 4 - 1 -7/ ;A- � 2 / D(n) 1 +6; 89-7/���-7+ 4 1 -7/ 5 -7/ � 2 / {1, 3, . . . , 2m−1} +.89-7/ ;<+�� / +.-7>A-7/ [- � R -7+L-7/ ; =<@ >A- B10 -7/ ∅ 89- 1 8 � = + = - 4 - 1 -7/
; 1

2 /	8 {i1, . . . , it} ⊆ {1, 3, . . . , 2m − 1} 1 +6; t ≥ 1 89- 18 � = + = - 4 - 1 -7/
; σi1 · · · σit [
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/ 5�7J�9� & ;�"�<� �����"!"1032�4!<!�J8X(J��;)�-, & 143
5 M 062����X�J�9(%���J�)�! �" , 5 1G3
; �?062 5 C & # / 3
< :=062�� /oG�G �Tt 5 � 3
I 4�; M � �9� : "�;
J �B4��!O _8� �)��, �%1 �8� ( M <%� (����)�
u :=032�: "���4�4 �!� � 3ji�i "���� :%�)����� � / / ; / G�G@G / 5 & t / �
v �)��" �B4�3
w �)��"�4�; M 3
/ � 5�062�5)< @ O���(�O4,D:^143
/�/ 7�O���062=> ������0 � �9� @ ����0 @ �9� 59A03
/B5 & �)(JO�032?> A03
/ ;  �062 / 3
/ < & �)(=062���� M ;a:��)( M �9Y�, M / 5 s & / 5 s & 1G3
/ I 4�; M M �X�!> /�G@G J 7�O���A "�;
/BJ ��032�7�O���> M A�3
/ u �B4  �9��� (!�%�)�
/ v � 032 � "���4�4 ���� �� �-3
/Bw �! �O�� � 032 � N�;%�9� ���� �� �-3
5 � �)��" ��4�3
5D/ 4�; M (��X�F> /�G@G J 7JO���A "�;
5�5 �B4 � �9� 7�O���> (@A (!�����
58; & ��(=> M A?> (@A1032 / 3
59< �)��" ��4�3
5 I �)��"K4�; M 3
5�J ����"�4�; M 3
58u N!7!7%�)��" ,�� & ��(�O�/ & ��(21G3
58v 4�; M  �9�!> 5�G�G �'t 5 A "�;
5�w (���Oa(?032���� M ;):%�)( M �XY-, M / 5 s & / 5 s & 1G3
; � �B4��!O9��"�" ,  %1 �9� ( M <�� (!�%�)�
;�/ 4�; M M �9�!> /oG�GKJ 7�O��BA "�;
;@5 ��032�7�O���> M A�3
;�; �B4  �9��� (!�%�)�
;8< � 032 � "���4�4 ���� �� �-3
; I �! �O�� � 032 � N�;%�9� ���� �� �-3
;@J �)��" ��4�3
;�u 4�; M (��X�F> /�G@G J 7JO���A "�;
;�v �B4 � �9� 7�O���> (@A (!�����
;@w (���OX(=> M A=> (@A?062 / 3
< � �)��" ��4�3
<'/ �)��"K4�; M 3
<l5 ����"�4�; M 3
<@; �! �O��
<�< 4�; M M �X�!> /�G@G J 7�O���A "�;
< I ��032�7�O���> M A�3
<lJ �B4  t / �9��� �)��"  �# / �9��� (!�����
<@u 4�; M (��9�!> /�G�GKJ 7JO��BA "�;
<@v (���OX( > M A=> (lA1062��-3
<lw �)��"�4�; M 3
I � �� ��B4  Dt / �9��� �)��"  ?# / ��;�(J�9��� (!�%�)�
I / � 062 � N�;��X� �! �# / �-3
I 5 4�; M ( �X�!> /�G@G J 7�O���A "�;
I ; �B4 � �9� 7JO���> (@A (!�%�)�
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I < (���OX( > M A=> (lA1062 / 3
I�I �)��" �B4�3
I J �)��"�4�; M 3
I u �� ��B4  Dt / ��;�(J�9��� �)��"  ?# / �9��� (!�%�)�
I v � 062 � N�;��X� �! t / �-3
I w 4�; M (��9�!> /�G�GKJ 7JO��BA "�;
J � �B4 � �9� 7JO���> (@A (!�%�)�
JD/ (���OX( > M A=> (lA1062 / 3
J�5 �)��" �B4�3
J8; �)��"�4�; M 3
J9< �� �O�� �T/ 032 � N�;%�9� �! t / �-3
J I � 5 032 � N�;%�9� �! �# / �-3
J�J 4�; M (��X�F> /�G@G J 7JO���A "�;
J8u ��4 �T/ �9� 7�O���> (lA (������
J8v (%��OX( > M A?> (lA1032 / 3
J�w ����" �B403
u � �)��"K4�; M 3
u�/ 4�; M (��X�F> /�G@G J 7JO���A "�;
u@5 ��4 � 5 �9� 7�O���> (lA (������
u�; (%��OX( > M A?> (lA1032 / 3
u8< ����" �B403
u I �)��"K4�; M 3
u@J ����" �B403
u�u �)��"�4�; M 3
u�v 4�; M (��9�!> /�G�GKJ 7JO��BA "�;
u@w (���OX( > (@A=> (lA1062!(���OX(=> (@A=> (@A
# / 3
v � �)��"�4�; M 3
v�/ �)��" ��4�3
v@5 & �)(=062!(���Oa(DC & �)(F3
v�; �)��"�4�; M 3
v8<  �062!�'t / 3
v I (���Oa(?032���� M ;):%�)( M �XY-, M / 5 s & / 5 s & 1G3
v@J 4�; M M �X�!> /�G@G J 7�O���A "�;
v�u ��032�7�O���> M A�3
v�v �B4  t / ��;)(2�9��� (!�����
v@w � 062 � N�;��9� ���� t / ��� 3
w � 4�; M (��9�!> /oG�G J 7�O��BA "�;
wD/ �B4 � �9� 7�O���> (lA (������
w9< (���Oa(=> M A?> (@A?062 / 3
w I ����" �B403
w�J ����"�4�; M 3
w8u �)��" ��4�3
w8v �)��"�4�; M 3
w�w 4�; M ( �X�!> /�G@G J 7�O���A "�;
/ �
� (%��Oa(=> (lA?> (@A1032�(%��OX( > (lA?> (lA # / 3
/ � / �)��"�4�; M 3
/ � 5 & ��(?032�(���OX(�C & ��(03
/ � ; N!7!7%�)��" ,�� & ��(�O�/ & ��(21G3
/ � < & ;�"!<� g062 h :%;�"�<� ���, 5)V & , �^1G/ > & ��(�O�> 5 A0/ & ��(�O�> / A@AJ143 i@i "�� M ��� 5 5 �)�'t)5)72�9� & ;�"!<� �-, �^1
/ � I M �)(�< M � & ;�"!<� 3
/ � J �)��"�4!<!�J8X(J��;)�03
Y * ? * &a��A+D ( YPZ���Z�� Z�$ / 89-7/ � -7+ 4 -7/ ��� < F � Q +6>A8�8�+.- � @ -7> � ;<+ 2 / � 2 / σ1 := (1, 2) � 276 D(n)

R -7>A- BA0 /	-7; [$ /�89-7/ � -7+ 4 -7/ F � < � b�F Q +6>A8 = 2 : / - =A= + � -L8�+.- � @ -7> � ;<+ 2 / 89-7> σi 6 e > i = 2, . . . , n−1 � 276 D(n)
R -7>A- BA0 /	-7; [
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- � R -7+ + = ; 8�+.- \ � ;<><+�� & �)( / � BA0 89- 1 i < ;A-7/ C BA0 ><+6;<; 8�+.-D8 � > = ;A- 464 -7/	89- \]� ;<><+�� � 2 / σiσi−1 · · · σ1 =
(1, . . . , i) [ [ 1 : /	89- -7> 0 a$4 ; 1d� / = 2 � 4 = 2 8�+.- 8 � > = ;A- 464 -7/	89- \ � ;<><+�� � 2 / (1, . . . , n) [ - -7> C @ +6/ 1 2 8 294
D(n) + = ;"8 � /9/ 89-7>"+6/ � -7+ 4 - � b � : 2 / = ;<> 2 +.-7><;A- F2Sn < \ 2 8 294 & ;�"�<% [
Y * ? * &a��A+D ( YZ�� Z�� Z � +6> R -7;<> � BA0 ;A-7/ / 2 / 89-7/ S � 464 n = 2m

6 e > -7+6/ m ≥ 2
2 /	8 R - / -7+ B10 /	-7/ 89-7/

FSn <DC @ +6/ 1 2 8 294 Q +.- 89-7> 1 +6; D(n) [ -�+.- 1 2 8 294 � >A-7/ 8 > � / B10 +6/ 5 < & - 5 - 4 / � 2 = [ R =ABA0 /9+6;<; � [ � 4 +.- 6 -7></
8 � /9/

Res
Sn+1

Sn
(D(n+ 1)) = Res

Sn+1

Sn
(D(m+1,m−1)) ∼ D(n) +D(n).

� +6> : 2 / = ;<> 2 +.-7>A-7/ 8 �$0 -7> Res
Sn+1

Sn
(D(n + 1)) � +6/	89- 1 Q +6> 8�+.-�� @ -7> � ;<+ 2 / � 2 / (1, 2)

2 /	8 (1, . . . , n)� 276 D(n+ 1) 1 +6;<;A- 4 = 89- = 2 R + 5 -7/ CE-7> 6 �$0 >A-7/ = R -7>A- B10 /	-7/ [ [ / =ABA0 4 +.- � -7/	8 R - = ;<+ 1^1 -7/ Q +6>�8�+.- R -7+.89-7/
/ 2 D(n) + = 2 1 2 > @90 -7/ x 2 1 @ 2 = +6;<+ 2 / = 6 � :
; 2 >A-7/ � 2 / Res

Sn+1

Sn
(D(n+ 1)) [

/ 5�7J�9� & ;�"�<� �� _�� �)�=062@4�<!�289(2�);)��, & 1G3
5 M 062����X�J�9(%���J�)�! �" , 5 1G3
; !?062 5 C & 3
< �?062 5 C & # / 3
I :=062�� /oG�G �Tt 5 � 3
J 4�; M � �9� : "�;
u �B4��!O _8� �)��, �%1 �8� ( M <%� (����)�
v : 062�: "J�B4@4 �����-3
w �)��" �B4�3
/ � �)��"�4�; M 3
/�/ 5�062�5)< @ O���(�O4,D:^143
/B5 7�O���062=> ������0 � �9� @ ����0 @ �9� 59A03
/ ; & �)(JO�032?> A03
/ <  �062 / 3
/ I & �)(=062���� M ;a:��)( M �9Y�, M / 5 s & / 5 s & 1G3
/BJ 4�; M M �X�!> /�G@G J 7�O���A "�;
/ u ��032�7�O���> M A�3
/ v �B4  �9��� (!�%�)�
/Bw � 032 � "���4�4 ���� �� �-3
5 � �! �O�� � 032 � N�;%�9� ���� �� �-3
5D/ �)��" ��4�3
5�5 4�; M (��X�F> /�G@G J 7JO���A "�;
58; �B4 � �9� 7�O���> (@A (!�����
59< & ��(=> M A?> (@A1032 / 3
5 I �)��" ��4�3
5�J �)��"K4�; M 3
58u ����"�4�; M 3
58v N!7!7%�)��" ,�� & ��(�O�/ & ��(21G3
5�w 4�; M  �9�!> 5�G�G �'t 5 A "�;
; � (���Oa(?032���� M ;):%�)( M �XY-, M / 5 s & / 5 s & 1G3
;�/ �B4��!O9��"�" ,  %1 �9� ( M <�� (!�%�)�
;@5 4�; M M �9�!> /oG�GKJ 7�O��BA "�;
;�; ��032�7�O���> M A�3
;8< �B4  �9��� (!�%�)�
; I � 032 � "���4�4 ���� �� �-3
;@J �! �O�� � 032 � N�;%�9� ���� �� �-3
;�u �)��" ��4�3
;�v 4�; M (��X�F> /�G@G J 7JO���A "�;
;@w �B4 � �9� 7�O���> (@A (!�����
< � (���OX(=> M A=> (@A?062 / 3
<'/ �)��" ��4�3
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<l5 �)��"K4�; M 3
<@; ����"�4�; M 3
<�< �! �O��
< I 4�; M M �X�!> /�G@G J 7�O���A "�;
<lJ ��032�7�O���> M A�3
<@u �B4  t / �9��� �)��"  �# / �9��� (!�����
<@v 4�; M (��9�!> /�G�GKJ 7JO��BA "�;
<lw (���OX( > M A=> (lA1062��-3
I � �)��"�4�; M 3
I / �� ��B4  Dt / �9��� �)��"  ?# / ��;�(J�9��� (!�%�)�
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= -7+6; G - E > J � > F5b5b � X�+ =A= -7/ =AB10 � K ; 4 + B10 - � +6; � > E -7+6;A-7><+6/ � C � � ; 0 - C � ;<+ =AB10 -7/x|K/ = ;<+6; J ;

89-7> G ><+.- 8�><+ BA0 L¦^ B10 + 464 -7>~L ' /9+ � -7> = +6;��$; � -7/ �

� -7/ � � � b � � F � F5b5b � ^ J = � /9/	- \ � /H¡
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