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Kapitel 1
Einleitung

Wir sind wie Zwerge, die auf den Schultern eines Riesen sitzen.

Wir sehen mehr und weiter als die Alten; aber es liegt nicht an der Schdrfe
unserer Augen und nicht an unserer grofien Statur, sondern daran, dass sie
uns tragen und wir ithre Griofle nutzen dirfen.

BERNHARD VON CHARTRES, Kanzler der Schule von Chartres

1.1 Von Newton zu Einstein. Auf der Suche nach

der Theorie der Gravitation

Schon seit Jahrtausenden versuchen Menschen, die Gesetze zu ergriinden, die dem
Lauf der Sterne und Planeten zugrundeliegen. In Zeiten, in denen das menschliche
Auge das wichtigste Instrument der Beobachtung war, bestimmten kulturelle und
religiose Rahmenbedingungen noch stirker als heute das Bild des Menschen vom
Universum [36]. So ist es zu verstehen, dass sich in der Antike trotz verschiedentlich
schon bestehender Uberlegungen zu nicht-geozentrischen Weltmodellen — genannt sei
hier das Weltbild des Aristarch! — schliellich das Ptoleméische Weltbild? durchsetz-
te. Dieses Weltbild, das die Erde ins Zentrum des Universums setzte, passte perfekt
in das sich entwickelnde christliche Weltverstédndnis und sollte fiir mehr als andert-
halb Jahrtausende unangefochten bleiben. Dabei gab es durchaus Beobachtungen,

die sich mit auf Kreisbahnen um die Erde laufenden Planeten nicht vereinbaren lie-

! Aristarchos von Samos, ca. 310 - ca. 230 v.u.Z., wurde von den Menschen seiner Zeit als der
Mathematiker bezeichnet. Sein grofiter Verdienst war die Berechnung der Grofien und Entfernungen
von Sonne und Mond. (Ein guter Uberblick iiber die griechische Astronomie bis zur Zeit Aristarchs
findet sich bei [41].)

2Claudios Ptolemaios, ca. 100 - ca. 170.



Ben — z.B. die z.T. retrograde Bewegung der Planeten. Um sie zu erkléren, bediente
man sich komplizierter, in ihren Grundziigen von Apolonnios® entwickelter Epizy-
klentheorien. Erst N. Kopernikus* wagte es Anfang des 16. Jh., das geozentrische
Welthild in Frage zu stellen — ein Ansatz, der auf den heftigsten Widerstand der
romisch-katholischen Kirche stiefl. Religioser Dogmatismus, verbunden mit der Wei-
gerung, sich neuen wissenschaftlichen Erkenntnissen zu 6ffnen, zwangen G. Galileo®
zum Widerruf und fiithrten dazu, dass selbst nach der Entdeckung der Keplerschen
Gesetze durch J. Kepler® noch lange am Ptoleméischen Weltbild festgehalten wurde.
Dieser Blick in die Geschichte lehrt uns, dass unser Versténdnis von der Welt stets
auch davon abhéngig ist, inwieweit wir bereit sind, alte Vorstellungen zugunsten
neuer Erkenntnisse aufzugeben.

Alle bis ins 17. Jh. entwickelten Weltbilder vermochten die Bewegung der Him-
melskérper mehr oder weniger gut zu beschreiben, konnten jedoch keine Antwort
auf die Frage nach der Ursache der Bewegung geben. So war es Sir I. Newton” vor-
behalten, eine Theorie der Wechselwirkung massenbehafteter Korper zu entwickeln.
Die nach ihm benannte Newtonsche Gravitationstheorie® besagt, dass zwischen zwei

Massen m; und ms eine anziehende Kraft

Gm1m2

F12 = (I‘l — I'Q), (].].)

- [ty —raf
wirkt, deren Stérke indirekt proportional zum Quadrat des Abstands zwischen den
Massen ist. Diese Theorie erlaubte es, die Bewegung der Himmelskorper des Son-
nensystems mit hoher Genauigkeit zu beschreiben. Weder im 18. noch im 19. Jh.
kamen jemals Zweifel an ihrer Allgemeingiiltigkeit auf — obwohl die Bewegung des
Merkur eine Anomalie aufwies, die sich einer offensichtlichen Erkldrung entzog. Wie
die anderen Planeten zeigt auch der Merkur eine Periheldrehung. Beobachtet wird

ein Wert von ca. 5600 Bogensekunden pro Jahrhundert. Davon sind ungeféhr 5026

3 Apollonios von Perge, ca. 262 - 190 v.u.Z.

4N. Kopernikus (1473-1543): In seinem Werk Commentariolus (ca. 1510-1514) setzt er die Sonne
in den Mittelpunkt des Universums. Sein Hauptwerk De revolutionibus orbium coelestium wurde
erst nach seinem Tod veroffentlicht.

°G. Galileo (1564 - 1642) unterstiitzte das Kopernikanische Weltbild.

6J. Kepler (1571 - 1630): In dem 1596 erschienen Buch Mysterium Cosmographicum verteidigt
er die Kopernikanische Lehre. In den Harmonices Mundi libri V formuliert er 1619 das dritte
der nach ihm benannten Keplerschen Gesetze, nachdem er die ersten beiden bereits 1609 in der
Astronomia Nova verdffentlichte.

"I. Newton (1643 - 1727), verdffentlichte das nach ihm benannte Newtonsche Gravitationsge-
setz und die Newtonschen Bewegungsgleichungen 1687 in der Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica.

8lat: gravis = schwer



Bogensekunden auf die Prizession der Aquinoktien zuriickzufiihren, und auch die
Storung durch die anderen Planeten des Sonnensystems tréagt zur Periheldrehung
des Merkur bei [81]. Dennoch blieb, wie Le Verrier? 1859 darstellte, selbst nach Ab-
zug aller im Rahmen der Newtonschen Theorie erfassbaren Korrekturen ein kleiner
Restbetrag von 42.7 Bogensekunden pro Jahrhundert ohne theoretische Erkléarung.
Es wurden verschiedene Modelle entwickelt, um diese anomale Periheldrehung des
Merkur zu verstehen: So postulierte man z.B. die Existenz eines weiteren sonnenna-
hen Planeten Vulkan, der fiir die anomale Stérung der Merkurbahn verantwortlich
sein sollte [88], [85]. Letztendlich scheiterten jedoch alle diese Erkldarungsmodelle.
Erst die Allgemeine Relativitétstheorie lieferte die Losung des Rétsels, doch bis zu
ihrer Formulierung sollten noch viele Jahre vergehen. Ende des 19. Jahrhunderts
ging man davon aus, dass die Newtonsche Theorie die gravitative Wechselwirkung
massenbehafteter Objekte umfassend beschreibt. Es gab in der Tat trotz der oben
genannten Schwierigkeiten bei der Interpretation der Merkurbewegung im Grunde
genommen keinen Anlass, an der Newtonschen Theorie zu zweifeln, denn die in un-
serem Sonnensystem auftretenden Gravitationsfelder sind sehr schwach. Deutliche
Abweichungen von der Newtonschen Theorie werden aber erst bei starken Gravita-
tionsfeldern sichtbar®®.

Zeit ist im Rahmen der Newtonschen Theorie eine absolute Grofle. Ausserdem fin-
det die Bewegung in einem flachen, dreidimensionalen Raum statt. Beide Annah-
men miissen im Rahmen der Allgemeinen Relativitatstheorie (ART) fallengelassen
werden; eine Vorstellung, die dem sogenannten ,,gesunden Menschenverstand® zuwi-
derlduft und daher zunéchst stark angefeindet wurde. Aus heutiger Sicht wére es nur
ein kleiner Schritt gewesen, von den Ergebnissen des Michelson-Morley Experiments
auf die Relativitit der Zeit zu schlieBen!! . Doch es blieb Einstein vorbehalten, die
Konsequenzen dieser Beobachtungen zu erkennen: Unter der Annahme einer kon-
stanten Vakuumlichtgeschwindigkeit kann die Forderung nach einer absoluten Zeit

nicht mehr aufrechterhalten werden. Zeit ist vielmehr abhéngig vom jeweiligen Be-

9U. Le Verrier (1811-1877), franz. Mathematiker und Astronom. Seine Berechnungen fiihrten
1846 zur Entdeckung des Neptun.

100Uber die mégliche Existenz zusitzlicher Dimensionen und die damit verbundene Modifikation
des Newtonschen Gravitationsgesetzes soll hier nichts gesagt werden, da dies Phiéinomene sind, die
nur auf sehr kleinen Absténden wirksam werden wiirden.

NUm die Ausbreitung des Lichtes zu erkliren, wurde in der zweiten Hilfte des 19. Jh. die
Existenz eines ,,Athers postuliert. Weder im Michelson-Morley Experiment noch bei spiteren
Experimenten gelang es jedoch, diesen Ather nachzuweisen. Vielmehr zeigte es sich, dass die Vaku-
umlichtgeschwindigkeit eine Konstante ist. Ein einfaches Gedankenexperiment beweist, dass daraus
sofort die Beobachterabhingigkeit der Zeit folgt — doch das Festhalten am bekannten Erfahrungs-
horizont machte es Michelson, Morley und anderen Forschern unméglich, diesen fiir die damalige
Zeit revolutionéren Schluss zu ziehen.



zugssystem. Dies war eine der wesentlichen Aussagen der von Einstein im Jahre 1905
verOffentlichten Speziellen Relativitatstheorie. Auch sie geht noch von einer flachen
Raumzeit aus. Es sollte weitere zehn Jahre dauern, ehe Einstein im Jahre 1915 jene
Theorie verdffentlichte, die wir heute als Allgemeine Relativitétstheorie kennen [31].
Ihre Grundaussage steht so im Widerspruch zu unserer Alltagserfahrung, dass sie
im November 1919 die Titelseiten fithrender Tageszeitungen in aller Welt fiillten.
Was war geschehen? Am 6. November 1919 wurden die Beobachtungsergebnisse der
Sonnenfinsternis vom 29. Mai 1919 verdffentlicht!?. Die bei dieser Gelegenheit ge-
messene Lichtablenkung des Sternenlichts am Sonnenrand ( Af=1.75 arcsec) [40]
stimmte mit den Vorhersagen der ART iiberein und galt als erster wichtiger Be-
weis fiir die Richtigkeit der ART [94]. Raumzeit und Materie sind demnach nicht

unabhéngig voneinander, sondern Materie kriimmt die sie umgebende Raumzeit,

1 G
R, — égWR =—"T,. (1.2)

oA
Dabei ist g,,, der metrische Tensor, R, und R reprisentieren den Ricci-Kriimmungs-
tensor und den Ricciskalar, wihrend 7}, der Energie-Impuls-Tensor der betrachteten
Materiekonfiguration ist. Die linke Seite von Gl. (1.2) beschreibt die Kriimmung der
Raumzeit, als deren Quelle die durch den Energie-Impuls-Tensor 7T, beschriebe-
ne Materie auftritt. Aus den Einsteinschen Feldgleichungen (1.2) folgen als unmit-
telbare Konsequenz die Divergenzireiheit des Energie-Impuls-Tensors, 7", = 0,
und damit letztendlich die Bewegungsgleichungen der Materie. Mit anderen Wor-
ten: Materie kriimmt die sie umgebende Raumzeit, und umgekehrt beeinflusst die
Kriimmung der Raumzeit die Bewegung der Materie.

Fiir schwache Gravitationsfelder gehen die Einsteinschen Feldgleichungen in die
Newtonschen Gleichungen iiber. Mit anderen Worten, die Newtonsche Theorie stellt
einen Grenzfall der Einsteinschen Theorie fiir schwache Gravitationsfelder, d.h. im

flachen Raum, dar.

12 Die Auswertung der Beobachtungsdaten wurden von dem berithmten Astronomen A. S. Ed-
dington vorgenommen. In jiingerer Zeit kam immer wieder Kritik an seiner Vorgehensweise auf;
so der Vorwurf, Daten, die nicht den Vorhersagen der ART entsprachen, einfach weggelassen zu
haben. Dass die Geschichte dieses fiir den Durchbruch der ART so entscheidenden Experiments
wesentlich vielschichtiger ist, zeigte D. Kennefick in einer kiirzlich erschienenen Arbeit [49].



1.2 Post-Newtonsche Approximationsverfahren

Nur in sehr wenigen Spezialfillen war es bisher moglich, eine analytische Losung der
Einsteinschen Feldgleichungen zu finden'®. Selbst das Zweikérper-Problem der Him-
melsmechanik kennt noch keine vollstandige allgemein-relativistische Losung. Bei
den meisten astrophysikalischen Problemstellungen'* ist die durch die Materievertei-
lung verursachte Kriimmung der Raumzeit jedoch nur schwach; das gilt insbesondere
auch in kompakten Binédrsystemen bei hinreichend grofien Relativabstinden. Hier
setzen die auf einer Entwicklung der Metrik um die Minkowski-Metrik aufbauenden
post-Newtonschen Naherungsverfahren an. In einer flach gekriimmten Raumzeit ist
es namlich moglich, auf lokaler Ebene Koordinaten einzufiithren, in denen sich die
Metrik nur wenig von der einer flachen Raumzeit unterscheidet. Ein solcher Ansatz
fithrt auf eine linearisierte Form der Einsteintheorie.

Neben der Bedingung einer lediglich schwach gekriimmten Raumzeit setzt die post-
Newtonsche Approximation voraus, dass alle beteiligten Geschwindigkeiten klein
gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit sind, und dass die innere Energie der gravi-
tierenden Materie viel kleiner als die Ruheenergie ist. Unter diesen Annahmen ist

2n

es moglich, eine Entwicklung in Potenzen von (v/c¢)*" so durchzufithren, dass die

Beitrige der ART als Korrekturen der Ordnung (v/c)?*" zu den Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen erscheinen!®.

Die Grundlagen der post-Newtonschen Approximation wurden bereits kurz nach
der Veroffentlichung der ART gelegt. So betrachtete des Sitter bereits 1916 ein
Vielteilchensystem im Rahmen der ersten post-Newtonschen Néherung [79]. Den-
noch sollten viele Jahre vergehen, bis der Schritt zur Herleitung der zweiten post-
Newtonschen Approximation gelang.

Das Auftreten post-Newtonscher Korrekturen in den Bewegungsgleichungen ist fiir
eine Reihe von Effekten verantwortlich, die im Rahmen der Newtonschen Theorie
unbekannt sind. So tritt z.B. in erster post-Newtonscher Ordnung eine relativisti-
£16

sche Periastrondrehung in Binérsystemen auf'®. Formal ebenfalls bereits in erster

post-Newtonscher Ordnung, aufgrund der Kleinheit des Spins (S o v/c¢) jedoch ef-

13Es handelt sich um die berithmte Schwarzschild-Losung eines ungeladenen, nicht-rotierenden,
sphérisch symmetrischen Schwarzen Loches, die Kerr-Losung des rotierenden Schwarzen Loches,
die Kerr-Newman-Lésung des geladenen, rotierenden Schwarzen Loches (vgl. u.a. [65]) und die von
Neugebauer und Meinel gefundene Losung fiir eine unendlich diinne Staubscheibe [67].

14 Ausnahmen betreffen z.B. das Innere kompakter Sterne oder Schwarze Locher.

15Es hat sich eingebiirgert, bei einer Entwicklung bis (v/c)?" von der n-ten post-Newtonschen
Approximation zu sprechen.

6Dasselbe gilt auch fiir die Planeten in unserem Sonnensystem, wobei die anomale Periheldre-
hung fiir den sonnennahen Merkur am stérksten ist.



fektiv erst ab O(c™2), tritt mit der relativistischen Spin-Bahn-Kopplung eine weitere
Erscheinung auf, die in der Newtonschen Theorie unbekannt ist!7.

Sind alle Korrekturen bis zur zweiten post-Newtonschen Ordnung konservativer Na-
tur'®, so tauchen in der 2.5pN-Ordnung erstmals auch dissipative Terme auf. Sie sind
eine Folge der Riickwirkung des Gravitationsstrahlungsfeldes auf die Quelle, d.h. das
betrachtete System verliert Energie. In Bindrsystemen bedeutet das eine allméhliche

Abnahme der Bahnperiode, also ein Zusammenspiralen der beiden Komponenten!®.

1.3 Die Vorhersagen der Allgemeinen Relativitéts-

theorie

Wie bereits erwihnt, sagt die ART eine Reihe von Effekten voraus, die im Rah-
men der Newtonschen Theorie unbekannt sind. Zugleich dient der experimentelle
Nachweis dieser Effekte auch als Test fiir die Richtigkeit der Allgemeinen Relati-
vititstheorie?®. Stellvertretend fiir die im Rahmen der ART auftretenden Phino-
mene sollen hier nur die relativistische Periastrondrehung (in Binérsystemen) bzw.
die relativistische Periheldrehung (im Sonnensystem), die Lichtablenkung im Gravi-
tationsfeld, der Shapiro Zeitverzogerungseffekt und der Lense-Thirring-Effekt kurz
vorgestellt werden. Der Hauptteil dieser Arbeit beschéftigt sich mit einem weiteren
Effekt, der bisher jedoch nur indirekt nachgewiesen konnte: dem Einspiralen von
Binérsystemen aufgrund des Energieverlusts durch Emission von Gravitationsstrah-
lung.

Die Lichtablenkung im Gravitationsfeld gehort historisch gesehen zu den wichtigsten
Vorhersagen der ART. Thr Nachweis wihrend einer Sonnenfinsternis am 29. Mai 1919
verhalf der ART zum Durchbruch. Doch die Frage, ob und wenn ja in welchem Mafle
Licht im Gravitationsfeld abgelenkt wird, stellten sich Vertreter der Korpuskular-
theorie des Lichts schon im 18. Jahrhundert. In der Tat leitete Cavendish bereits um

1784 eine Formel fiir die Ablenkung eines Lichtstrahls im Gravitationsfeld der Sonne

1"Unter anderem ist der weiter oben erwihnte Lense-Thirring-Effekt auf die Spin-Bahn-Kopplung
zuriickzufiithren.

18Generell gilt, dass Korrekturen der Ordnung O(c~2") konservativ sind, withrend in der 2.5pN,
3.5pN ... Ordnung dissipative Effekte auftreten.

Y Erstmals wurde die Abnahme der Bahnperiode bei dem Doppelpulsar PSR 1913+16 beobach-
tet.

20Neben der ART gibt es noch andere metrische Gravitationstheorien, so z.B. die Brans-Dicke-
Theorie. Nur das Experiment vermag letztendlich dariiber zu entscheiden, welche dieser Theorien
die richtige Theorie der Gravitation ist. Alle bisherigen Tests stimmen im Wesentlichen mit den
Vorhersagen der ART iiberein.



ab; sein Ergebnis stimmte jedoch nicht mit dem beobachteten Wert iiberein?!. Ei-
ne post-Newtonsche Néherung verschiedener metrischer Gravitationstheorien zeigt,

dass ein von einem weit entfernten Stern emittierter Lichtstrahl am Sonnenrand um
1
Al ~ % - 1.7505arcsec.

abgelenkt wird [88]. Speziell fiir die ART muss v = 1 gelten. Die Beobachtungser-
gebnisse der Sonnenfinsternis von 1919 waren im Rahmen der Messgenauigkeit mit
diesem Wert vertriiglich??, was als experimentelle Bestitigung der ART galt. Die
Bedeutung dieser Messungen fiir die allgemeine Anerkennung der ART als Theorie
der Gravitation kann gar nicht hoch genug eingeschéitzt werden, denn das Kon-
zept einer gekriimmten Raumzeit widersprach allen bisherigen wissenschaftlichen
Erkenntnissen. Diese Idee war sogar so revolutionér, dass die Veroffentlichungen der
Beobachtungsergebnisse der Sonnenfinsternis im November 1919 die Tageszeitungen
der Welt fiillten 2* [94].

In den vergangenen Jahrzehnten hat sich die Genauigkeit, mit der die Lichtablen-
kung gemessen werden kann, enorm verbessert. So ermoglichen Radiointerferome-
trie und VLBI** Messgenauigkeiten von weniger als 100 parcsec. Alle bisher durch-
gefithrten Messungen bestétigten den von der ART vorausgesagten Wert von ~.
Beispielsweise ergab die Analyse von mehr als zwei Millionen VLBI Daten v =
0.99992 + 0.000023 — eine hervorragende Ubereinstimmung mit der ART [76].
Ebenfalls bereits in schwachen Gravitationsfeldern tritt der Shapiro-Zeitverzoge-
rungseffekt auf. Dieser von Shapiro 1964 im Rahmen der post-Newtonschen Pa-
rametrisierung der ART berechnete Effekt besagt, dass Radarwellen, die von der
Erde zu einem Objekt im Sonnensystem geschickt werden und dort reflektiert wer-
den, bei ihrer Riickkehr auf die Erde einem Zeitverzogerungseffekt unterliegen [75].
Bei bisherigen Experimenten zum Nachweis des Effekts wurden Radarwellen entwe-
der zu Merkur und Venus oder zu Satelliten®® geschickt. In all diesen Messungen
stimmte der aus der Zeitverzogerung ermittelte Wert des post-Newtonschen Para-
meters v im Rahmen der Messgenauigkeit mit den Vorhersagen der ART iiberein:
So erhélt man beispielsweise aus der Radarverfolgung der Cassini-Sonde einen Wert
von v — 1 =(2.142.3)-107° [11].

Die anomale Periheldrehung des Merkur wurde an anderer Stelle schon besprochen.

21Sjehe dazu z.B. [87].

22Giehe auch Fufinote 12. Die Messgenauigkeit lag damals allerdings nur bei etwa 30 %.
23In der Folgezeit fand die ART auch aulerhalb der Physik ein groes Echo.

24VLBI = very long baseline interferometry

25Zum Beispiel nutzte man die Viking Marssonden oder in letzter Zeit die Cassini-Sonde.



Heutige Messungen von A@psergur Sind sehr gut mit den im Rahmen der ART vor-
hergesagten 42.98 Bogensekunden pro Jahrhundert vertrédglich. In Bin&rsystemen
spricht man in diesem Zusammenhang von der relativistischen Periastrondrehung.
Sie ist umso grofer, je kleiner der Abstand der Sterne eines Binérsystems ist. Bei
ausgedehnten Objekten (z.B. Hauptreihensternen) fithren Rotationsdeformation und
Gezeitenwechselwirkung jedoch zu weitaus gréfleren Apsidenbewegungen, so dass
hier die Newtonschen Effekte in der Regel dominieren. Bei kompakten Bin&rsyste-
men mit kleinen Relativabstdnden hingegen ist die relativistische Periastrondrehung
sehr grof}: Fiir den 2003 entdeckten Doppelpulsar JO737-3039A,B z.B. betriagt Ap
16.88 Grad pro Jahr [18]!

Erst in der Ordnung O(c™3) der post-Newtonschen Approximation tritt der Lense-
Thirring-Effekt auf. Sein Nachweis war eines der Hauptziele der Gravity Probe B
Mission [88]. Es handelt sich um einen Mitfiihreffekt (frame-dragging) im Gravi-
tationsfeld rotierender Massen. Unter Annahme schwacher Gravitationsfelder lasst
sich der metrische Tensor in der Form g,, = 1, + hu + O(h?) darstellen, wobei
h,. die Abweichung von der Minkowski-Metrik 7,, beschreibt. Dann folgt fiir die
Bewegungsgleichung eines Testteilchens im Gravitationsfeld einer rotierenden Masse

[33]

d*x 2

- —%Vhoo +Oxx%, Q= gv xh,  (h);=ho. (1.3)

Vergleicht man mit den aus der Elektrodynamik bekannten Beziehungen, so fallt
eine starke Ahnlichkeit der rechten Seite von Gl (1.3) mit der Lorentzkraft auf,
wobei die Winkelgeschwindigkeit €© dem Magnetfeld und (ch/2) dem Vektorpo-
tential A entsprechen. In Analogie zur Elektrodynamik nennt man daher € das
gravitomagnetische Feld. Lense und Thirring zeigten, dass sich aus Gl. (1.3) fur
ebene Bahnen im Feld einer rotierenden Kugel zwei Effekte ergeben: Zum einen
findet man, dass sich die Lénge des aufsteigenden Knotens eines sich im Schwe-
refeld der Erde bewegenden Satelliten dndert. Zum anderen &dndert sich auch die
Lange des Perizentrums der Satellitenbahn. Beides wird als Lense-Thirring-Effekt
zusammengefasst [62], [83]. Dariiberhinaus zeigt sich, dass die Achse eines Kreisels
im Gravitationsfeld eines rotierenden Korpers eine Prizessionsbewegung ausfiihrt.
Das ist der sogenannte Schiff-Effekt, der oft ebenfalls als Lense-Thirring-Effekt be-
zeichnet wird. Beide Effekte sollten mit Hilfe des Gravity Probe B Experimentes

nachgewiesen werden. Bis zum Start der Sonde am 20. April 2004 waren mehr als



30 Jahre Vorbereitungszeit vergangen®®. Leider traten jedoch in der heliumgekiihl-
ten Niob-Beschichtung der Kreisel unerwartete Storeffekte auf, die dazu fiihrten,
dass die erreichte Messgenauigkeit um den Faktor 100 niedriger lag als erwartet. Die
Auswertung der gewonnenen Daten ist zum gegenwirtigen Zeitpunkt noch nicht
abgeschlossen, doch schon jetzt lédsst sich sagen, dass die gemessene geodétische
Prézession sehr gut mit den Vorhersagen der ART iibereinstimmt. Aufgrund der
oben angerissenen Probleme ist aber die Messgenauigkeit méglicherweise zu gering,

um den Lense-Thirring-Effekt nachzuweisen [34].

1.4 Gravitative Strahlungsdiampfung

1.4.1 Doppelpulsare — der Schliissel zum indirekten Nach-

weis von Gravitationswellen

In der Newtonschen Mechanik werden isolierte Binédrsysteme als konservative Sy-
steme behandelt. Im Rahmen der ART kann diese Annahme nicht mehr aufrecht-
erhalten werden, denn die Emission von Gravitationsstrahlen fiithrt zu einem Ener-
gieverlust. Analog zur Elektrodynamik, wo bewegte elektrische Ladungen Quellen
elektromagnetischer Strahlung sind, sind bewegte Massen Quellen von Gravitati-
onsstrahlung. Um das Strahlungsfeld im asymptotisch flachen Raum?’ zu berech-
nen, kann wie in der Elektrodynamik eine Multipolentwicklung des Strahlungsfel-
des durchgefiihrt werden. Dabei zeigt sich jedoch ein grundlegender Unterschied zu
elektromagnetischer Strahlung: wihrend diese in fithrender Ordnung den Charakter
einer Dipolstrahlung aufweist, ist die Gravitationsstrahlung in fiihrender Ordnung
eine Quadrupolstrahlung?®.

Der Nachweis von Gravitationswellen gilt als der letzte noch ausstehende entschei-
dende Test fiir die Richtigkeit der ART, gestaltet sich jedoch aufgrund der geringen
Amplitude der Gravitationswellen? als sehr schwierig. Einen indirekten Nachweis
stellt die erstmals bei dem Doppelpulsar PSR 1913416 beobachtete Abnahme der
Umlaufzeit dar. Dieses nach seinen Entdeckern Hulse-Taylor Pulsar genannte System

besteht aus einem Pulsar und einem bisher nicht identifizierten Begleiter, beide mit

26Dje Datenaufnahme wurde im April 2005 beendet.

27d.h. weit entfernt von der Quelle

28Vom Standpunkt der Feldtheorie betrachtet sind Photonen Spin-1, Gravitonen Spin-2 Teilchen.

29Giehe GI. A.1 im Anhang. Das Strahlungsfeld ist in fithrender Ordnung proportional zu O(c—%)
und nimmt mit wachsendem Abstand zur Quelle ab. Auch die Bewegung der Planeten in unserem
Sonnensystem oder die Oszillationen der Sonne erzeugen Gravitationswellen, doch deren Amplitude
liegt weit jenseits der Grenzen heutiger Messgenauigkeit.



einer Masse von ca. 1.4 Mg, die mit einer Periode von 7.75 h den gemeinsamen
Schwerpunkt umlaufen [43]. Hulse und Taylor beobachteten eine Abnahme dieser
Periode, die mit den Vorhersagen der ART {ibereinstimmt3®. Galt diese Entdeckung
damals als Sensation, so ist PSR 1913+16 heute nicht mehr der einzige Doppelpulsar,
fiir den die Abnahme der Bahnperiode bestimmt wurde. Die erfolgversprechendsten
Kandidaten sind enge Doppelpulsare mit Bahnperioden unter einem Tag®'. Die bis-
her genauesten Messungen gelangen im Fall des 2003 entdeckten Binédrpulsars JO737-
3039A,B [18]. Mit nur 2.4 h ist seine Bahnperiode kleiner als die aller bekannten
Doppelpulsare®?. Das bedeutet zugleich, dass er sich in einem spiteren Stadium des
Einspiralvorgangs befindet, und somit die Abnahme der Periodendauer bereits nach
kurzer Beobachtungszeit sehr gut bestimmbar ist33.

Anders als der indirekte Nachweis der Gravitationswellen steht ihr direkter Nachweis
noch aus. Erste Detektoren wurden bereits in den 1960er Jahren gebaut, beginnend
mit dem von Weber konstruierten Weber-Zylinder aus dem Jahre 1962. Weber-
Zylinder nutzen das Prinzip resonanter Massen. Thre Sensitivtit ist mit Al/l > 1071
jedoch zu gering, um Gravitationswellen wirklich nachweisen zu kénnen®*. Bessere
Chancen bieten die heutigen, auf Laserinterferometrie basierenden Detektoren, de-
ren Planung und Entwicklung in den spiiten 1980er Jahren ihren Anfang nahm?®. Es
handelt sich um den Geo600 in Hannover, den italienischen VIRGO-Detektor, TA-
MA in Japan und um die beiden LIGO-Interferometer in den USA3%¢. LIGO kénnte
beispielsweise Gravitationswellen mit Frequenzen zwischen ca. 10 und ca. 500 Hz
nachweisen®”. Mit dem geplanten Weltraum-Laserinterferometer LISA kénnte das
beobachtbare Frequenzband auf 107! bis ca. 10~* Hz ausgeweitet werden®®, mit ei-
ner maximalen Sensitivitit von 1072,

Zu den vielversprechendsten Quellen fiir die heutige Generation von Gravitations-

30Fiir diese Entdeckung erhielten R. Hulse und J. H. Taylor im Jahre 1993 den Physik-Nobelpreis.

31Fiir eine aktuelle Ubersicht siehe [63], [82].

32Als Doppelpulsare werden hier Biniirsysteme bezeichnet, in denen nur eine Komponente ein
Pulsar ist. Im Gegensatz dazu sind Binérpulsare Systeme aus zwei Pulsaren.

33Dennoch werden die Komponenten von J0737-3039A B erst in ca. 85 Millionen Jahren zusam-
menstofBen.

34Es sei denn, die Quelle ist sehr nahe.

35Kleinere Vorldufer dieser Laserinterferometer wurden bereits seit Anfang der 1970er Jahre
gebaut, besalen aber wie die Weber-Zylinder eine viel zu geringe Sensitivitét.

36Die Armlingen der Interferometer schwanken zwischen 300 m (TAMA) bis zu vier Kilometern
(LIGO). Der bei Hannover gebaute Geo600 Detektor hat eine Armlénge von 600 m.

3"Die Untergrenze von 10 Hz wird durch das seismische Rauschen, die Obergrenze von ca. 500
Hz durch das Photonenrauschen bedingt. Die maximale Empfindlichkeit von Al/l ~ 10722 liegt
bei etwa 100 Hz.

38Derzeit ist der Start der LISA-Satelliten fiir das Jahr 2016 geplant. Ob dieser Zeitplan jedoch
eingehalten wird, ist eher zweifelhaft.
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wellendetektoren gehdren kompakte Bindrsysteme in einem sehr spiten Stadium des
Einspiralvorgangs®. Um die von diesen Systemen abgestrahlten Gravitationswellen
nachweisen zu konnen, ist eine sehr genaue Kenntnis der zu erwartenden Wellenfor-
men notig. Insbesondere miissen auch post-Newtonsche Korrekturen hoherer Ord-
nung mit berticksichtigt werden. Die Berechnung solcher Templates wird gegenwértig

unter anderem im Rahmen des SFB/TR 7 vorangetrieben.

1.4.2 post-Newtonsche Bewegungsgleichungen und Gravi-
tationsstrahlung kompakter Bindrsysteme — gegenwirti-

ger Forschungsstand und Ziel dieser Arbeit

Mit Ausnahme der sich erst in den letzten Jahren eroffnenden Moglichkeiten der
Numerischen ART stellen post-Newtonsche Néherungsverfahren das einzige Mittel
dar, um die Dynamik einspiralender kompakter Binérsysteme mit hoher Genau-
igkeit zu beschreiben. Dabei ist es weder moglich noch sinnvoll, die auftretenden
post-Newtonschen Korrekturen der Bewegungsgleichungen bis in beliebig hohe Ord-
nungen explizit zu berechnen?. Die dissipativen Anteile des Hamiltonians bzw. der
Bewegungsgleichungen sind heute bis zur 3.5pN-Ordnung bekannt, die konservativen
Beitrége bis zur dritten post-Newtonschen Ordnung. Letztere wurden in den 1990er
Jahren unabhéingig voneinander von Damour, Jaranowski und Schéfer [25], [26] und
Jaranowski, Schéfer [45], [46] im Rahmen des ADM-Formalismus und von Blanchet
und Faye in der harmonischen Eichung [14]-[16] abgeleitet*! ; die Aquivalenz beider
Formulierungen wurde u.a. in [6], [27] gezeigt.

Fiir den konservativen Teil der Bewegungsgleichung von (spinlosen) Punktteilchen-
binédrsystemen gelang es, eine analytische Losung bis zur Ordnung 3pN abzulei-
ten [64]. Weitaus komplizierter sind Szenarien, in denen zusétzlich die in 1.5 pN-
Ordnung auftretende Spin-Bahn-Kopplung oder gar die erstmals in zweiter pN-
Ordnung auftretende Spin-Spin-Kopplung beriicksichtigt werden soll. Sowohl Spin-
Bahn-Kopplung als auch Spin-Spin-Kopplung fithren zu einer Prézession des Spin-
vektors, bei der die Orbitalebene in der Regel nicht erhalten bleibt. Eine analytische

39Weder PSR 1913416 noch J 3037-0339A,B kommen als Quellen in Frage. Selbst fiir J 3037-
0339A,B wird der Einspiralvorgang noch etwa 85 Millionen Jahre dauern; mit heutigen Detektoren
beobachtbar wiren aber nur die letzten ca. zehn Minuten.

49Tm sogenannten ,,skeleton-approach® ist letzteres tatsichlich gelungen. Dieser Zugang basiert
auf einer konform flachen Ndherung der Raumzeit, wobei Gravitationsstrahlung und ein Teil der
Energie des Gravitationsfeldes unberiicksichtigt bleiben [32].

41 Ab der 4. post-Newtonschen Ordnung treten sogenannte , Tail-Effekte“ auf. Um die entspre-
chenden Integrale zu berechnen, miisste die Losung der 4pN Bewegungsgleichungen bereits bekannt
sein.
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Losung der post-Newtonschen Bewegungsgleichungen unter Beriicksichtigung der
Spin-Bahn-Kopplung war bisher nur in wenigen Spezialfiallen méglich [51].

Alle oben genannten Arbeiten gingen von Binérsystemen punktférmiger Objekte
aus. Reale astrophysikalische Objekte aber haben eine endliche Ausdehnung. Den-
noch ldsst sich diese Annahme zumindest fiir Bindrsysteme kompakter Objekte wie
etwa Schwarzer Locher oder Neutronensterne unter bestimmten Bedingungen recht-
fertigen. In der Tat konnen namlich Effekte, die auf der endlichen Ausdehnung
der Komponenten des Bindrsystems beruhen, unter der Annahme der Giiltigkeit
des starken Aquivalenzprinzips vernachlissigt werden, wenn der Relativabstand der
Objekte ausreichend grof ist.

Im Rahmen dieser Arbeit soll die dynamische Entwicklung und Gravitationswellene-
mission kompakter Bindrsysteme ausgedehnter Objekte im Vordergrund stehen. Die
bei nicht-punktféormigen Komponenten auftretende Kopplung stellarer Freiheitsgra-
de der Rotation und Oszillation an die Bahnbewegung fiihrt zu einer Modifikati-
on der Dynamik und damit auch des Gravitationswellenmusters. Es kommt daher
u.a. zu einer schon in Newtonscher Ordnung auftretenden Periastrondrehung, die
in Konkurrenz zu der relativistischen Periastrondrehung tritt. Beobachtungen en-
ger Hauptreihenstern-Binarsysteme zeigen, dass die durch Gezeitenwechselwirkung
und Rotationsquadrupoldeformation induzierte Periastrondrehung haufig grofer ist
als die relativistische Periastrondrehung (siehe z.B. [22]). In Binédrsystemen kom-
pakter Objekte (insbesondere Weifler Zwerge oder Neutronensterne) sind die Kopp-
lungseffekte kleiner, kénnen aber durchaus an die Gréflenordnung der ersten post-
Newtonschen Ordnung heranreichen und sollten daher bei der Berechnung der Gravi-
tationswellenformen beriicksichtigt werden. Auch akkumulieren sich die durch Kopp-
lung an interne Freiheitsgrade verursachten sidkularen Effekte iiber lange Beobach-
tungszeitraume hinweg. So ist neben einer Phasenverschiebung die Beeinflussung
des Einspiralvorgangs zu beobachten. Insbesondere bei oszillierenden Objekten kann
dabei ein weiteres Phdnomen auftreten, das als Gezeitenresonanz bezeichnet wird
(siche Kap. 2 und 3).

Im Rahmen dieser Arbeit wird die interne Dynamik der Sterne jeweils nur in Newton-
scher Ordnung betrachtet*?, wiithrend die Punktteilchendynamik des Orbits maximal

bis zur ersten post-Newtonschen Ordnung beriicksichtigt wird*®. Um den Einspiral-

42In erster post-Newtonscher Ordnung miissten Probleme wie z.B. die Frage nach dem Massen-
mittelpunkt im Unterschied zum geometrischen Mittelpunkt behandelt werden. Die entsprechenden
Korrekturen in den Kopplungstermen wiren allerdings deutlich kleiner als 1pN und werden daher
vernachléssigt.

432pN-Terme bringen qualitativ nichts Neues, verkomplizieren aber die Rechnungen enorm bzw.
machen sie z.T. sogar unmoglich, da dann aus Konsistenzgriinden auch post-Newtonsche Korrek-
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vorgang zu untersuchen, wird zusétzlich der fiihrende dissipative Anteil der Bewe-
gungsgleichungen in den Berechnungen mitgenommen. In Kapitel 2 und 3 wird die
Auswirkung der Gezeitenkopplung auf Bahnbewegung, Einspiralvorgang und Gra-
vitationswellenabstrahlung fiir zwei Modelle untersucht: fiir ein Bindrsystem aus ro-
tierender, oszillierender Staubscheibe und punktférmigem stellarem Objekt (Kap. 2)
und fiir Riemann-S Binédrsysteme (Kap. 3). Aufgrund der besonders einfachen Struk-
tur der Materie (bei der Staubscheibe) bzw. aufgrund spezieller Annahmen iiber die
Dichteverteilung innerhalb der Sterne (Riemann-S Ellipsoide) ist es moglich, die Be-
wegungsgleichungen in analytischer Form anzugeben und mit geringem numerischem
Aufwand zu l6sen. Kapitel 4 ist der Untersuchung des Einflusses der Rotationsdefor-
mation eines Sterns auf die Dynamik des Binérsystems und die Gravitationswellen-
formen gewidmet. Dabei wird die Bahnbewegung bis zur ersten post-Newtonschen
Approximation beriicksichtigt, und auch die Gravitationswellenformen werden bis

zur ersten post-Newtonschen Ordnung angegeben.

turen zur internen Dynamik der Sterne beriicksichtigt werden miissten.
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Kapitel 2

Ein Binirsystem aus Schwarzem
Loch und Staubscheibe

2.1 Einleitende Bemerkungen

Einspiralende Binérsysteme kompakter Objekte gehoren zu den vielversprechend-
sten Quellen heutiger Gravitationswellendetektoren. Da eine vollstédndige Losung
des allgemein-relativistischen Zweikorper-Problems noch immer ein Desiderat der
Forschung darstellt, war man bei der Untersuchung der Dynamik und Gravita-
tionswellenabstrahlung dieser Systeme bis vor kurzem fast ausschlieBlich auf post-
Newtonsche Naherungsverfahren angewiesen. Erst seit wenigen Jahren ermoglicht
die Numerische Relativitétstheorie, Zusammenstofl und Verschmelzen zweier Schwar-
zer Locher zu simulieren. Dariiberhinaus gelang es in den vergangenen zwei Jahren,
die numerische Berechnung auf die letzten Umlédufe vor dem Verschmelzen auszu-
dehnen (siehe z.B. [17]). Numerische Simulationen existieren auch fiir Modelle von
NS-NS und NS-BH Systemen. Dabei zeigte sich, dass innere Freiheitsgrade nicht nur
wéahrend des Verschmelzungsvorgangs, sondern schon weitaus friiher eine grofle Rol-
le fiir das Verstdndnis der Dynamik und Gravitationswellenabstrahlung spielen. Die
Notwendigkeit der Einbeziehung stellarer Freiheitsgrade in semi-analytische, post-
Newtonsche Berechnungen wird damit umso deutlicher, zumal es ein gemeinsames
Ziel analytisch und numerisch arbeitender Forscher sein muss, die auf den verschie-
denen Wegen erzeugten Wellenformen einander anzupassen.

Auflerhalb der letzten stabilen Kreisbahn stellen post-Newtonsche Naherungen noch
immer die beste Moglichkeit zur Beschreibung des Einspiralens kompakter Binérsy-
steme dar. Dabei wird meist davon ausgegangen, dass die Komponenten des Binérsy-

stems punktformige Objekte sind. Storungen der Bahnbewegungen aufgrund von Ro-
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tationsdeformation oder stellaren Oszillationen werden in der Regel vernachléssigt.
Fiir BH-BH Binéarsysteme zeigt sich in der Tat, dass die Komponenten des Systems
bis zum Erreichen der letzten stabilen Kreisbahn und damit im gesamten Giiltig-
keitsbereich der post-Newtonschen Mechanik als Punktmassen betrachtet werden
kénnen. Im Falle von Neutronensternen oder Weiflen Zwergen lésst sich diese Aus-
sage jedoch nicht ohne Weiteres verallgemeinern. Die vorliegende Dissertation wird
sich daher vor allem der Untersuchung des Einflusses von Spin und stellaren Os-
zillationen auf Dynamik und Gravitationswellenstrahlung widmen. Dazu werden
verschiedene Modelle entwickelt, die eine weitgehend analytische Beschreibung der
Bewegung zulassen.

Allgemein fithrt die Kopplung der Bahnbewegung an interne Freiheitsgrade der Ro-
tation und Oszillation zu einer komplizierten Dynamik. Dabei kann es unter ande-
rem zu Gezeitenresonanzen kommen, in denen der Austausch von Bahnenergie und
Oszillationsenergie besonders intensiv ist!. Die Auswirkung dieser Effekte auf den
Einspiralvorgang und die Form der Gravitationswellenstrahlung in Doppelneutro-
nensternsystemen wurde von Schéfer und Kokkotas [52] und spéter von Lai und Ho
[42] untersucht. Die Autoren fassten die stellaren Oszillationen als kleine Stérungen
des thermodynamischen Gleichgewichts auf und behandelten sie im Rahmen einer
linearen Stérungstheorie. Die internen Freiheitsgrade des Sterns werden dabei mit
Hilfe einer Hamiltonfunktion beschrieben, die sich als Superposition harmonischer
Oszillatoren verschiedener Eigenfrequenzen ergibt. Die Untersuchung der Dynamik
und Gravitationswellenabstrahlung solcher Binérsysteme erfordert allerdings einen
erheblichen rechnerischen Aufwand, da zusétzlich zur Bahnbewegung die Eigenfre-
quenzen und Eigenwerte der stellaren Oszillation mit Hilfe der linearisierten hydro-
dynamischen Gleichungen bestimmt werden miissen. Ziel der vorliegenden Arbeit
ist es hingegen, Modelle zu entwickeln, die eine weitgehend analytische Behandlung
der Newtonschen Storungen erlauben. Diese Modelle sollen einerseits alle interes-
sierenden Eigenschaften komplizierterer Systeme beinhalten, andererseits aber so
einfach sein, dass die Bewegungsgleichungen vollstéindig analytisch darstellbar sind.
Zu diesen Modellen gehoren Binérsysteme, die aus einer rotierenden, oszillierenden
Staubscheibe und einem Schwarzen Loch bestehen. Sie sollen im Mittelpunkt dieses

Kapitels stehen.

Von einer Gezeitenresonanz spricht man, wenn die Frequenz der Bahnbewegung der n-te Bruch-
teil einer Eigenfrequenz des oszillierenden Sterns ist. n ist dabei eine natiirliche Zahl.
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2.2 Staubscheiben in der ART

Staubscheiben gehoren zu den einfachsten axialsymmetrischen Konfigurationen, die
dennoch bereits wesentliche Eigenschaften der ART aufweisen. Insbesondere konnen
sie im Laufe ihrer zeitlichen Entwicklung Gravitationswellen emittieren und unter
Umstanden sogar zu einem Schwarzen Loch kollabieren. Schon seit langem sind
Staubscheiben daher Gegenstand von Untersuchungen im Rahmen der ART. Sta-
tionére, rotierende, relativistische Staubscheiben wurden erstmals von Bardeen und
Wagoner untersucht [7]. Thre Losung der starr rotierenden Scheibe in Form einer
Reihenentwicklung ist jedoch jenseits der zweiten post-Newtonschen Approxima-
tion leider nur numerisch zugénglich. Unter Verwendung von Methoden der Inversen
Streutheorie gelang es schliefilich Neugebauer und Meinel, eine exakte Losung der
starr rotierenden Staubscheibe in Form ultraelliptischer Funktionen herzuleiten [67].
Diese Neugebauer-Meinel Losung zéhlt zu den wenigen bekannten exakten Losungen
der Einsteinschen Feldgleichungen. Aber weder ihre Losung noch die von Bardeen
und Wagoner erlauben die Emission von Gravitationswellen, denn diese kann nur
bei nicht-stationdren Staubscheiben auftreten. Es war C. Hunter, der sich erstmals
solchen starr rotierenden, nicht-stationdren Staubscheiben zuwandte [44].

Auch die Staubscheiben in diesem Kapitel sind nicht-stationédr. Es handelt sich um
unendlich diinne, rotierende, oszillierende MacLaurin-Staubscheiben, die man als
Grenzfall von MacLaurin-Sphéroiden erhélt. Fiir die MacLaurin-Scheibe ist eine
analytische Losung bis zur ersten post-Newtonschen Approximation bekannt [50].
Auf Newtonscher Ebene ist dabei die strukturelle Ahnlichkeit der sich ergebenden
Bewegungsgleichungen mit dem bekannten Kepler-Problem der Himmelsmechanik
auffillig. Die fiihrende Ordnung der Gravitationsstrahlung der isolierten MacLaurin-
Scheibe wurde von Kley und Schéfer berechnet [72].

Bei ihrer Herleitung der 1pN-exakten Losung gingen Kley und Schifer von ei-
ner isolierten MacLaurin-Scheibe aus, deren Schwerpunkt sich in Ruhe befindet.
Eine Ubertragung der 1pN-exakten analytischen Losung auf bewegte Staubschei-
ben, wie sie in Bin&rsystemen vorliegen, ist leider nicht moglich, da in erster post-
Newtonscher Naherung geometrischer Mittelpunkt und Massenmittelpunkt der Schei-
be nicht mehr iibereinstimmen. Gerade diese Ubereinstimmung wird aber benétigt,
um das Gravitationspotential im Inneren der Staubscheibe zu berechnen. Um den-
noch ein konsistentes Modell zu entwickeln, beschrinken wir uns auf die Newtonsche
Dynamik des Binérsystems. Der durch Emission von Gravitationswellen verursachte
Energieverlust wird durch Hinzunahme der fiihrenden dissipativen Anteile der Be-

wegungsgleichungen beriicksichtigt.
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Im folgenden soll zunéchst die analytische Losung der Newtonschen MacLaurin-
Scheibe skizziert werden. Die Oszillation der Scheibe fithrt zu einem zeitlich verander-
lichen Massenquadrupoltensor, d.h. die Scheibe emittiert Gravitationswellen. Der
damit verbundene Energieverlust wird durch Einfiihrung eines zeitabhéngigen Ha-
miltonians direkt in den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen beriicksichtigt. Im
zweiten Teil dieses Kapitels betrachten wir die rotierende, oszillierende Staubscheibe
als Komponente eines kompakten Binérsystems. Insbesondere soll dabei der Einfluss
der Staubscheibenoszillationen auf die Dynamik und damit die Gravitationswellen-

formen untersucht werden.

2.3 Die rotierende, oszillierende Staubscheibe in

der Newtonschen Theorie

In der Physik wird Staub als Materiekonfiguration mit verschwindendem Druck de-
finiert. Mehrere Autoren untersuchten speziell die rotierende, oszillierende Staub-
scheibe (vgl. z.B. [44], [50], [78]). Ausgangspunkt ihrer Uberlegungen waren dabei
die Gleichungen der Hydrodynamik in der Eulerschen Formulierung. Fiir eine axial-

symmetrische Staubkonfiguration in der z = 0 Ebene? sind diese durch

I NE)

ot U"ar r Or
2

v, %_3_U_U_w:0 (2.1)

gegeben. Dabei ist X(r, t) die Oberflichendichte, wéhrend v, und v, radiale und azi-
muthale Geschwindigkeitskomponenten innerhalb der Staubkonfiguration beschrei-
ben. Das Gravitationspotential der Scheibe ergibt sich als Losung der Poissonglei-

chung

AU = —47GX(r, t)d(2). (2.2)

’Es werden Zylinderkoordinaten verwendet. Der Ursprung des Koordinatensystems fillt mit
dem Schwerpunkt der betrachteten Materieverteilung zusammen.
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Im vorliegenden Fall wird der Ansatz fiir 3, v, und vy gerade so gewédhlt, dass die
Oberflachendichte ¥ der einer MacLaurin-Scheibe entspricht, d.h.

v (r, t) = —rf(t), vy (r,t) = rQ(t), (2.3)

mit o(t) als der zeitabhéngigen Oberflachendichte im Zentrum der Scheibe und r4(¢)
als zeitlich verénderlichem Scheibenradius. €2(¢) ist die Winkelgeschwindigkeit der
starr rotierenden Scheibe. Mit diesem Ansatz ist es moglich, die hydrodynamischen
Gleichungen (2.1) analytisch zu l16sen. Fiir Punkte innerhalb der Scheibe lésst sich
auch das Gravitationspotential in einer geschlossenen Form darstellen. Mit der in
Ansatz (2.3) angenommenen Oberflichendichte ergibt sich aus der Poissongleichung
[72]

2 2
Ulr,t) = Ga(t)rd(t)% [2 - <Td%) ] . r<rg z2=0. (2.4)
Durch Einsetzen von Gl. (2.3) und (2.4) in die hydrodynamischen Gleichungen (2.1)
erhélt man fiir die Funktionen o, f, €2 und den zeitabhéngigen Scheibenradius r,; das

folgende Differentialgleichungssystem erster Ordnung:

o—2fo=0,
7;d+f7'd:07
Q-2fQ=0,
. 2
e 8T ey (2.5)
27“d

Die Losung des Systems (2.5) soll den Randbedingungen f(0) = 0 und r4(0) = Ty

geniigen. Die ersten beiden Gleichungen in (2.5) fithren auf

(L)) = 5= Mo (26)

wobei M, die Masse der Staubscheibe bezeichnet. Die dritte Gleichung in (2.5) er-
gibt eine Beziehung zwischen momentaner Winkelgeschwindigkeit und momentanem

Scheibenradius 74(t), ndmlich gerade

Q(t)ra(t) = QY2 = const., Qo = Q(0). (2.7)
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Damit folgt fiir die letzte Gleichung in (2.5)

2C  h?
i - =0 2.8
mit den Definitionen
272 3 2 2 2~nd
C .= GO’(t)Td(t) Z = gGMd, h* = 205 Td = QOTCD (29)

und dem iiber die Winkelgeschwindigkeit

20¢?
02 = —>
0 Tg

(2.10)
eingefithrten Parameter . Bemerkenswert ist, dass Gl. (2.8) dieselbe Struktur wie
die Differentialgleichung des berithmten Keplerproblems der Himmelsmechanik auf-
weist. Analog zum dortigen Vorgehen kann man daher die Losung von Gl. (2.8) in

parametrisierter Form angeben:

2
rq(t) = aq(1 — ecosuy), Fﬂt = ug — €sinuy — 7. (2.11)
d
Dabei sind a4 und € als
Ty
= d =1-¢
aq T+ c un € &

definiert.

2.4 Die isolierte Scheibe im Hamiltonschen For-

malismus

2.4.1 Die Newtonsche Staubscheibe

In Vorbereitung auf den zweiten Teil dieses Kapitels soll im folgenden der Hamilton-
sche Formalismus fiir die isolierte Staubscheibe entwickelt werden. Bei der Bestim-
mung der Hamiltonfunktion der Staubscheibe lisst sich die Analogie von Gl. (2.8)

zum Keplerproblem ausnutzen. Fasst man nédmlich r; als generalisierte Koordinate
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auf, so lautet der Ansatz fiir die auf Gl. (2.8) fiihrende Lagrangefunktion

i, O 7] (2.12)

L=« [ +—+
2 T4 rd
mit a, 3 und v als noch zu bestimmenden Konstanten. Letzteres geschieht, indem

man die sich aus dem Ansatz (2.12) ergebende Euler-Lagrange-Gleichung

d oL 0L ., B 2y
L9e Y et |
dt Ory (97°d ™ Ta 2 * r3

mit Gl (2.8) vergleicht. Daraus folgt sofort

B =2C und T=-g = —CY4€%;

einzig die Konstante o wird erst spéater bestimmt. Der zu r; kanonisch konjugierte
Impuls ist per definitionem durch
oL i
= — =anr,.
DPr (97“0[ d
gegeben. Mit diesem Wissen ist es moglich, die Legendretransformation von L in GI.
(2.12) explizit durchzufiihren. Die Hamiltonfunktion der rotierenden, oszillierenden

Staubscheibe lautet somit

1 P> 2C«
HN = — |p2 42| - 222 2.13
d 2& |:p7‘ + 7.3 rd ) ( )

mit der Definition pi = 2020 4€2.
Was bleibt, ist die Bestimmung des Parameters «, von dem intuitiv klar ist, dass
er eng mit der Masse der Scheibe zusammenhéngen muss. Da die Hamiltonfunktion

(2.13) konservativ ist, sollte sie in der Tat identisch mit der Energie

P, 5 2C
Ey= | d®25(? —U) = ——My(&* -2
d / x 2(U U ) 5T, d(f )
der Staubscheibe sein. Insbesondere muss diese Forderung auch fiir ¢ = 0 gelten.
Andererseits verschwindet der generalisierte Impuls p,(t) bei ¢ = 0 aufgrund der
Anfangsbedingungen r4(0) = T4, 74(0) = 0. Damit ist
P20 2

7N(0) = (g —2);5—Tde(g -2) o~ a=:M,
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2.4.2 Strahlungsriickwirkung in fiihrender Ordnung

Die Gravitationsstrahlung einer Materiekonfiguration wird in fiihrender Ordnung
durch die zeitliche Variabilitit des STF-Massenquadrupoltensors Z;; bestimmt? .
Der damit verbundene Energieverlust kann durch einen zeitabhéngigen Anteil des
Gesamthamiltonians beschrieben werden, der im folgenden mit H,.,.(t) bezeichnet

werden soll (vgl. auch Kap. 4). Dabei gilt fiir beliebige Fliissigkeitskonfigurationen

Hyeaolt) = giz”( t) / & [ pi” + 4; UL | (2.14)
mit den bei Schifer definierten Funktionen p,,m; und U, [74]. Jenseits der fiihren-
den Ordnung ist das in Gl. (2.14) auftretende Integral in der Regel auBerordentlich
kompliziert. Wir aber sind lediglich an der fiihrenden Ordnung von H,...(t) inter-
essiert und konnen daher p,,m; und U, durch die Massendichte p, die Impulsdichte
pv® und das Gravitationspotential U der Scheibe ersetzen. Unter Verwendung der
Kontinuitatsgleichung und der Bewegungsgleichungen ldsst sich aulerdem zeigen,

dass fiir beliebige Materieverteilungen

1.
/d3 [pvvj%—m@UaU 21]

gilt. Verwenden wir diese Beziehung zur Berechnung des Hamiltonians (2.14), so

ergibt sich in fithrender Ordnung

Hreac(t) 5G5 IZ]( )Im(pa Q) (215)

Wichtig ist, dass Z-j (p,q) im Gegensatz zur dritten Zeitableitung des Massenqua-
drupoltensors als Funktion der generalisierten Koordinaten und Impulse aufgefasst
wird. Speziell fiir unsere Staubscheibe ist also

G ) td
HD.(6) = 515 (VI (0, q). (2.16)

Es ist moglich, diese Gleichung noch weiter zu vereinfachen, indem man die Dia-

gonalgestalt des Massenquadrupoltensors der Staubscheibe ausnutzt*. Insbesondere

3In fithrender Ordnung gilt Z;;(t) = [ p [m ) — 15”@} dv.
1Es gilt I( ) = 719 . diag(1,1,-2)
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gilt fiir die zweite Zeitableitung

.. 11 P2 2C«
I (p.q) = {E (pf + —Z’) — } : (2.17)

3 rs T4

und damit fiir den dissipativen Anteil der Hamiltonfunktion

1 2 2
- (pi + p—f) — ﬂ} : (2.18)

2G ..
Hﬁg()zc(t) 5 5111 ( )

2.4.3 Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

Unter Beriicksichtigung der dissipativen Effekte fithrender Ordnung lautet der Ge-

samthamiltonian der isolierten Staubscheibe

H(d) _ H(N) +H(d)

total — reac ( )

Die Kenntnis dieser nicht-autonomen Funktion geniigt, um die Dynamik der Staub-

scheibe mit Hilfe der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen

(d)
a]{toml
p;

(d)
p‘ — a]—Itoml
3 aqz Y

i

zu beschreiben. Vorsicht ist dabei allerdings bei der expliziten Durchfithrung der
partiellen Ableitungen angebracht: Wahrend der Differentiation darf Iij) (t) micht
als Funktion von p, und r; aufgefasst werden; die im Anhang angegebene Abhéngig-
keit Igl) (ra, pr) darf erst nach der partiellen Ableitung eingesetzt werden. Auf diese

Weise findet man die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen in der Form

. pr 8 GC p, . P, 2aC 8 GC p. [P )
Ta=—|1l=2%—F% 75| Dr="37""23 5 4 —Ca7|,
« 15 ¢ r3 ary rs 15 ¢ ary | rq
Dy 8 GC p, .
_ 1— - b = 0. 2.19
¥ ar? [ 15 & r2]’ Py (2.19)

Es sei an dieser Stelle noch einmal betont, dass die Gravitationsstrahlung und die
damit verbundenen Energieverluste in dieser Betrachtungsweise explizit ihre Beriick-
sichtigung in den Bewegungsgleichungen finden. Es féllt sofort auf, dass p, auch
in fithrender Ordnung der Strahlungsriickwirkung eine Erhaltungsgroflie ist, nicht
jedoch die Energie der Staubscheibe. Das war aufgrund der Axialsymmetrie der
Staubscheibe auch zu erwarten. Wie sich spéter herausstellen wird, ist py, die einzige

Erhaltungsgrofie in einem Binédrsystem aus rotierender, oszillierender Staubscheibe
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und punktformigem Objekt, in dem sowohl Bahndrehimpuls als auch Gesamtenergie

des Binérsystems mit der Zeit abnehmen.

2.4.4 Die Gravitationsstrahlung der isolierten Staubscheibe

in fiihrender Ordnung

Im asymptotisch flachen Raum, d.h. in hinreichend groler Entfernung von der Quel-
le, kann man geeignete Koordinaten so einfiihren, dass sich das Strahlungsfeld hiTjT
in Form einer Multipolentwicklung darstellen lisst®. Es zeigt sich dabei, dass die
Gravitationswellen in fiihrender Ordnung den Charakter einer Quadrupolstrahlung
besitzen. Nutzt man anstelle der Z;; eine Darstellung I*™, die irreduzibel zur Ro-
tationsachse der Scheibe ist, so misst ein Beobachter im Abstand D > X\ von der
Quelle fiir das Strahlungsfeld

2mE2,2m
hil = c4D Z rPrTiAm e, o) (2.20)

(siehe Anhang, Gl. (A.6)). Die hier eingefiihrten 77; £22m sind die Komponenten der
irreduziblen Spin-2 sphérisch-Harmonischen elektrlscher Paritét, deren Definition im
Anhang angegeben ist. Ebenfalls im Anhang zu finden ist die Beziehung zwischen

den beiden Darstellungen Z;; und I*™ des Massenquadrupoltensors. Speziell ist

[3m 127 |27
120 = 4 5 1-33, [21 = —4 5 (1-13 — 21-23) [22 = 2 5 (Ill — 1-22 — 221-12).

Offenbar verschwinden I?! und I?? aufgrund der speziellen Symmetrie des Mas-
senquadrupoltensors, so dass das Strahlungsfeld in fiihrender Ordnung durch 7%

vollsténdig beschrieben wird. Mit

.. 211 P2 2C«
I(d) e 2 (T
33 3 {04 (pr + r2 rq

T |1 pi 2C«
20.0=-8)— |- (p+=) - . 2.21
disk — 8 15 |:O[ (pr + Tg) 4 ( )

Svgl. dazu Kapitel 4 und Anhang

folgt daher®

E22m .

Die Polarisationszustinde h, und hyx erhilt man, indem man T;; in der im Anhang angege-

benen Form darstellt. i, und h sind dann gerade die (O ®©— <I>®<I>) bzw. (O®d+d®O)-Anteile
von Gl. (2.20).
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In Abb. 2.1 ist die zeitliche Entwicklung der von der Staubscheibe emittierten Gra-
vitationswellen fiir ein Beispiel dargestellt.
Gl. (2.21) gibt die Quadrupolstrahlung der Staubscheibe in Abhéngigkeit von ge-
neralisierten Koordinaten und Impulsen an. Mit Hilfe der parametrischen Losung
(2.11) lisst sich 72° auch in analytischer Form angeben. Mit

aC T,

Ed:—T—d(l—i—e), und 7y = aq(l — ecosuy) = T+ e

(1 —ecosug)

folgt némlich aus Gl. (2.17)

. 2 aC 2 1
I(d) _z E(N) 1 =ZF, 1= -
1 3 [ a T T4 d 1 — ecosuy

und somit

) 1
2= 16/ ~Ey |1 - ——— | 2.22
d 5 1 — ecosuy ( )

0.25 T T T T

02} -
015 | -
01t -
0.05 r
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Abbildung 2.1: Das Strahlungsfeld einer isolierten Staubscheibe in fiihrender Ord-
nung. Dargestellt ist I fiir eine durch die Anfangswerte & = 0.9 und Y4(0) =
10 Ga/c?* definierte Staubscheibe.

2.5 Die Bahnbewegung im Hamiltonschen Forma-

lismus

Das Zwei-Korperproblem der Himmelsmechanik gehért zu den bekanntesten Model-

len der klassischen Mechanik. Dabei vernachléssigt man die endliche Ausdehnung
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der Systemkomponenten, d.h. die Sterne werden als Punktmassen modelliert. Die

Hamiltonfunktion lautet in einem solchen Fall

2
o~ 1 [, P GMu
HY = — |p24 2| - 228 2.23

orb 2u|: R+R2:| R ’ ( )

mit M und p als Gesamtmasse bzw. reduzierter Masse und R als Relativabstand.

Fiir den Strahlungshamiltonian (2.14) hingegen findet man [52]

(2.24)

reac 5

G iy, - [PP; RIRI
HO = =7@) lTj - GMup 7 ]

Bei der Bestimmung der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen ist wieder zu
beachten, dass die dritte Zeitableitung des Massenquadrupoltensors in Gl. (2.24)
wéhrend der Differentiation nach den generalisierten Koordinaten bzw. Impulsen
als Funktion der Zeit aufgefasst werden muss; die explizite Abhéangigkeit Iij)(P, Q)

darf erst danach substituiert werden. Man erhilt auf diese Weise

2
R= % _%Rf—:@ {QP}%JrG%} :
v = /5;2 B 2055224 Prle,
2
- SERLLO0 )
e -G SEBG B

mit v := pu/M (vgl. auch Kap. 4). Vor allem bei der numerischen Auswertung dieses

Gleichungssystems ist es giinstiger, skalierte Variablen

: —G/;/l R, Pr =: uc]sR, P, =: GMMEP, t=: G./::/l
c C

R:

- T (2.26)

zu verwenden, in denen G = M = 1 gilt. Wir werden spéter noch darauf zuriick-
kommen.

Binérsysteme zweier als Punktmassen gedachter Objekte sind Quellen einer Gravita-
tionsstrahlung, die in fithrender Ordnung durch Gl. (2.20) gegeben” ist. Identifiziert

man die Bahnebene mit der § = 7/2 Ebene, so lauten die nichttrivialen Beitrige

"Siehe dazu auch Kap.4.
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20 22
Iorb und ]orb

zum Strahlungsfeld

22 _ _7T —2ip P_2 P2 _ GMyp _ QiPRPso
orb = \/ 5 uR? R LR
1

) -
12 o, ~ PrP,
=4 ?e 2212 P}%_%_E_QZ RW ,
und
/ Pz 1
j20 _ g KRSy _<p_T

Alternativ ist es moglich, die Beitrdge zum Strahlungsfeld in Abhéngigkeit von
Bahndrehimpuls, Exzentrizitit und Gesamtenergie E,,;, anzugeben®. Ausgangspunkt

ist dabei die Kepler-Parametrisierung

2 2 GM
R =a(l —ecosu), —t=n-t=u—ecosu, n=-—=1/—,
( ) P P a3
mit ¢ und u als wahrer bzw. exzentrischer Anomalie, die auf Newtonscher Ebene

durch den Zusammenhang

= 2arct
%) arctan % 5

1
te tan E]

miteinander verkniipft sind. Die zeitliche Anderung von ¢ ergibt sich damit zu

V1 —e? B nyv1 — e?

1—ecosu (1 —ecosu)?’

Die Newtonsche Energie des Orbits ist durch Gesamtmasse und grofie Halbachse
des Systems bestimmt, d.h. es gilt F = ,uCQE mit F = —1 /2a. Fiir die fithrenden
Beitrage zum Strahlungsfeld findet man daher

2 .
iz — g [ Femepep i - L A=) eVl - sinu].
° Fu) © F(u)? F(u)?
~ 1
72 — 16 K 2511 —
orb \/;/,LC F(u) ,
SVgl. Kap. 4.
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mit F(u) := 1 — e cosu. Insbesondere verschwindet die 2%-Komponente fiir Kreis-

orb~

bahnen.
Zum Abschluss dieses Abschnitts soll noch die Dissipationsrate bzw. , Leuchtkraft®

der Gravitationsstrahlung angegeben werden. In fithrender Ordnung ist

G (&I
©5ed \ dt3

Die Mittelung von L iiber eine Bahnperiode ergibt fiir den Energieverlust pro Umlauf

32 GIM3u? 3, 37
N rdt = 14+ 2624 2l
< > / £ 5P ad(1 — e2)72 [ * 246 T 56° ] ’

wahrend man fiir die Abnahme der Exzentrizitat

de 1 v GM\* e
— )y =—— 4+ 121€?).
<dt> 15 GMe? ( a ) (1 — e?)5/2 (304 + 121¢7)

findet.

2.6 Das Binirsystem

Besitzt eine Komponente eines Binérsystems eine endliche Ausdehnung, so kommt
es unter anderem aufgrund von Gezeitenwechselwirkung zu einer Kopplung stellarer
Freiheitsgrade an die Bahnbewegung. Eines der mathematisch einfachsten Model-
le, das andererseits bereits wesentliche Eigenschaften realistischerer und deutlich
komplizierterer Binédrsysteme aufweist, ist ein Binérsystem aus rotierender, oszillie-
render Staubscheibe und Schwarzem Loch. Bei der folgenden Untersuchung wird da-
von ausgegangen, dass der Relativabstand der Systemkomponenten deutlich grofier
ist als der Roche-Radius der Scheibe. Mit anderen Worten, die Form der Scheibe
bleibt wihrend der zeitlichen Entwicklung des Systems erhalten. Um die Rechnung
moglichst einfach zu halten, wird dariiberhinaus angenommen, dass Staubscheibe
und Orbit in der z = 0 Ebene liegen, also der Spinvektor der Scheibe parallel zum
Vektor des Bahndrehimpulses ist. Eine solche Annahme ist in der Tat nicht un-
berechtigt, streben doch Binédrsysteme danach, den Zustand minimaler Energie zu
erreichen. Mit der Zeit wird sich daher die Rotationsachse der Scheibe parallel zum

Bahndrehimpuls ausrichten, selbst wenn das urspriinglich nicht der Fall war.
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2.6.1 Die Beschreibung der Gezeitenwechselwirkung

Das Newtonsche Wechselwirkungspotential einer beliebigen Materieverteilung ist

durch
/
¢ //Md%dgx’ (2.27)
2 v — /|
gegeben; in unserem Fall gilt speziell

_ G [ [ ) D) 0D

v — |

Liasst man die Selbstwechselwirkungsterme unberiicksichtigt, so ergibt sich fiir das

eigentliche Wechselwirkungspotential

Im Rahmen des hier behandelten Modells wird eine der Komponenten des Binérsy-
stems als punktformiges Objekt mit der Dichte p,(r) = M,d(r — R) beschrieben.

Damit reduziert sich das zu losende Integral auf

Ui = —GM, / | If) d_(rf)ﬂd%, (2.29)

mit pu(r) = §(2)X(r, t) als Massendichte der Staubscheibe. Nach einer Koordinaten-
transformation, die den Ursprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der
Scheibe verschiebt, erhalten wir fiir das Wechselwirkungspotential die Integraldar-

stellung

2 rq 1 — r2 2
Ui = —GM,o(t) / do [ gL
0 0

V12 + R2 — 2rRcos ¢
= T 5(1) ], (2.30)

mit der Definition

. = (/P
J_/ dgp/ \/1 T/R —2(r/R)cosp (2:81)
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Leider war es nicht moglich, eine analytische Losung dieses Integrals fiir R > r; zu

finden®. Eine Zerlegung des Integranden in Legendrepolynome fiihrt jedoch auf

/ dcp/ drr 1—(—) Z( )Plcosgo)

Z( )/O dipPy(cos p) / V1— a2t de. (2.32)

=0

Definieren wir nun noch
I'(1+
Q= / W1 — 22dx \/_ (
0

so ist J durch
J=r] g <—rd)l Q /27r Py(cos p)dy
d R ! 0 !

gegeben. Das Integral fo% Py(cos p)dp verschwindet fiir ungerade [; fiir [ = 2n ldsst

es sich mit der Substitution y = cos ¢, dp = ——2— auf
) /l_y2

1
P
14/ 1 —9?

umformen. Das ist ein Spezialfall der allgemeineren Beziehung [35]

2w
/ Pap(cos p)dp = 2
0

! Al pp 2erC(A+ B T(A — &)
=yt = i g ey

2 2

die fiir RA > 1Ry erfiillt ist. Mit A = %, 4 = 0 und v = 2n erhélt man

b Py m[(3)? N 2 1 2
11 —y F(1+n) r(l-n2 (n!F(% —n)) = 2/0 Py (cos @)dp.

Damit nimmt das Wechselwirkungspotential die folgende Form an:

o=~ (7)W= 1R () m e

= U + Utidah (234)

9Fiir R < ry siehe z.B. [50].
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mit

[ gerade (2.35)

und W; = 0 fiir ungerade [. Der [ = 0 Beitrag entspricht dabei gerade dem Wechsel-
wirkungspotential zweier Punktmassen
3GM,M,; m/? GMup

U = —— = — = orb- 236
"I R TOMQE R b (2.36)

Die Gezeitenwechselwirkung hingegen wird durch

Usia = —5% (Td) (2.37)

beschrieben, ist also in niedrigster Ordnung eine Quadrupolkopplung [66]. Sie fiihrt
unter anderem zu einer Newtonschen Apsiden- oder Periastrondrehung!® (siche z.B.

[60]).

2.6.2 Energiedissipation in fiihrender Ordnung

Der dissipative Anteil H,¢..(t) der Hamiltonfunktion eines fluiden Mediums wird in
fithrender Ordnung durch Gl. (2.15) beschrieben. Anders als man zunéchst anneh-
men konnte, lasst er sich also nicht einfach als Summe der entsprechenden Anteile
der Hamiltonfunktionen von Scheibe und Orbit schreiben. Aufgrund der Additivitét

des Massenquadrupoltensors gilt vielmehr

G o
Hreaolt) = £ |20 + T )] |29 (50, P) + 2 0, pa) . (2.38)
mit den Bezeichnungen IZ(]O ) und Ii(f ) fiir die STF-Massenquadrupoltensoren der
Staubscheibe bzw. des Orbits, R’, P; als den kanonisch konjugierten Variablen der
Bahnbewegung und 2%, p; den kanonisch konjugierten Variablen der Staubscheibe
relativ zu deren Zentrum. Es tritt also zusétzlich zu den in Gl. (2.18) und (2.24) ge-

gebenen dissipativen Hamiltonfunktionen Hfh(t) und Hica? (t) noch ein Mischterm

10ygl. dazu auch Kap. 4
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auf, der a priori nicht weggelassen werden darf. Fiir das Binérsystem ist daher

G d a (o (d a
Hicaclt) = HQ(t) + HO(0) + o5 | T (O (R, ) + T3 (O (2% pa) |,

(2.39)

wobei die beiden letzten Terme die Kopplung zwischen den Massenquadrupolmo-
menten der Bahnbewegung und der Staubscheibe beschreiben. Beriicksichtigt man
schliefllich noch die Diagonalgestalt von IZ(] ), so ergibt sich

3G
Hreac(t) = H7(‘e()zc( ) + Hﬁg()w( ) 5¢ =5

T O @ pa) + T OL (R P
(2.40)

Auf die schon skizzierte Art und Weise erhélt man daraus den dissipativen Anteil

der Bewegungsgleichungen

8 GC pT 4 GPM p, Py

(Fa)reac = 15 ac® ra 15 0405 R?’
et T 15 aed rd 15 acd R?r2’

. 8 GC p il 4 GPM Py ot

r)reac — - . 02__ T 02__7
(pr) 15 & ard [ @ rq + 15 ac® R?*r? @ rq
(pzb)reac = 07

B 16GM P 1.,] 8 GCpPg

(F)reac = 5 udR? | R2 3R 15pud 2

o SCMPP, 8 GOpP,

3 pu® RE 15 pc® R?r%’
. 2M P 4 P?
(PR)reac = - BEM Rl [—W - _GM,LL:| GO Pr |:GM/,L — 2’u—<pj| s

3 ¢ RY'|uR 15 & riR? R
: 8G*M P, GMyu? _F?
P)reac = - P2 -2 22|
(Fe) 5 pucd R3{ R RQ]

Auch hier wird deutlich, dass die durch Gezeitenwechselwirkung verursachte Kopp-
lung zwischen Bahnbewegung und Staubscheibe formal schon in der fithrenden Ord-
nung der Strahlungsriickwirkung auftritt. Numerische Rechnungen zeigen jedoch,
dass dieser Beitrag effektiv kaum eine Rolle spielt und daher in der Regel ver-

nachléssigt werden kann.
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2.6.3 Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen des Gesamt-

systems

Unter Beriicksichtigung der Gezeitenwechselwirkung und des Energieverlusts in fiithren-

der Ordnung lautet die Hamiltonfunktion des Binérsystems
ngs = H( ) + Hérb) + thdal + Hreac( )

mit den konservativen Anteilen

2
(N) 1 9 P@ GMu
H ., =—|P = - —
orb 2M l R R2:| R Y
1 P2 2C«
HQN’z—{%—fj}— ,
2c 5 T4

Hyiga = —§%Z<m> W,

und dem die Strahlungsriickwirkung beschreibenden Anteil H,...(t). Die Hamilton-
schen kanonischen Gleichungen gelten in der iiblichen Weise. Nur bei der Bestim-
mung der Dampfungsterme (G),cac DZW. (Pi)reac aus Hyeao(t) muss darauf geachtet
werden, dass [ ;;(t) wihrend der Ableitung nach den jeweiligen generalisierten Ko-
ordinaten und Impulsen konstant gehalten wird (vgl. Abschnitt 2.6.2).

Es ist an dieser Stelle giinstig, skalierte Variablen einzufiihren, in denen G = M =1
gilt. GL. (2.26) gibt die Skalierungsvorschrift fiir die Variablen des Orbits. Analog

findet man fiir die Scheibenvariablen

_ GMy _ GM _
Pr = WCPr, Py = Pyr  Ta=—5Ta
c c
Definiert man noch
¢ 3 Md a 2M
A= d Bi=—=_-"—
aM - s m " © - 5M,
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so ergibt sich fiir die Bewegungsgleichungen schliefilich

s . 16v |P?2 1= 8 Av
R=Pr— —— |2 +_P2 5, P 2.41
S R|RTS R] 15 2 (241)
P P, |Pr Ap
o= Sl AD) (2.42)
R2 3R |R2 572
s Sub, |4 2 P2
5w TR TR 28
;P21 31 S P 8 v 8 v -
p :—cp—,w———,w— l 1 — W —_— P2 —_— P
R s 2 432;:;( )(R> ! 3R5R¢+15R4R
4 Av p2
— " l1-2-2|5,, 2.44
+15RQf2 R]p ( )

B3 72 —~ \R 15 7 B 7y

e [0 55 o
)= é % - 1—85{11/1%1% 145 R;pr ~R] ; (2.46)
7y é l@ - %Ayﬁ—; = %; 7 153] , (2.47)
Py = 0. (2.48)

Bei gegebenen Anfangsbedingungen beschreiben diese Differentialgleichungen die
Dynamik des Binérsystems in fithrender Ordnung. Die Wahl geeigneter Anfangs-
bedingungen stellt sich dabei als entscheidender Faktor heraus, denn hier tritt ein
Aspekt auf, der in Punktteilchen-Binédrsystemen unbekannt ist: Verschiedene An-
fangsbedingungen entsprechen unterschiedlichen Phasendifferenzen der Winkelva-
riablen von Staubscheibe und Orbit am Beginn der Integration.

Wir wollen annehmen, dass der Periastrondurchgang bei ¢ = 0 erfolgt. Dann gilt
RO)=d(1—e), ©0)=0,  Pr0)=0,  P,0)=+/a(l—e?).

Um die Anfangsbedingungen der Staubscheibe festzulegen, fordern wir, dass der

Newtonsche Hamiltonian der Staubscheibe zur Zeit t = 0 gerade der Anfangsenergie
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der Staubscheibe entspricht, d.h.

,(0) = - [@(0)2 n

B ps(0)*]  24B AB
2B

02| 70 = F,(0) = —T—d(l +¢€) (2.49)
wobei e die Elliptizitit der Staubscheibe zur Zeit ¢ = 0 ist und T4 den maximalen
Scheibenradius bezeichnet. Falls insbesondere 7¢(0) = T4 gewihlt wird, verschwin-
det der kanonische Impuls p,(0) zu Beginn der Integration; im Allgemeinen ist aber
Pr(0) # 0. Der zu v kanonisch konjugierte Impuls ist eine Konstante der Bewegung
und durch

G2M2 2 ~ ~ "
pi =20°0CY &% = Tupi = Py(0) = By/2AY 4(1 —¢)

gegeben. Mit Hilfe von Gl. (2.20) ergibt sich dann

72(0) = 2B%A | ——
p,(0) 7 =N Fao

l+e 1—ec- 2]

2.6.4 Diskussion

Anders als im Fall realistischerer Sternmodelle reichen zwei Freiheitsgrade bereits
aus, um Rotation und Ostzillation der hier betrachteten Staubscheibe vollstindig zu
beschreiben. Die Zahl der zu beriicksichtigenden Freiheitsgrade ist also sehr gering.
Das macht ein Binérsystem aus Scheibe und Schwarzem Loch zu einem der einfach-
sten Modelle, mit deren Hilfe der Einfluss von Effekten endlicher Grofie untersucht
werden kann. Andere Arbeiten zu diesem Thema stammen u.a. von Kokkotas und
Schéfer [52] sowie von Lai und Ho [42]. Sie untersuchten Dynamik und Einspiralver-
halten kompakter Binérsysteme nicht-rotierender Neutronensterne. Die durch Ge-
zeitenwechselwirkung angeregten Eigenschwingungen der Sterne wurden in diesen
Arbeiten im Rahmen einer linearen Storungstheorie beriicksichtigt. Man betrachtet
dabei im Prinzip unendlich viele Oszillationsmoden, deren Gesamtenergie jedoch
klein gegeniiber der Bahnenergie ist. Auch Rathore et al. widmete sich der Un-
tersuchung des Einflusses stellarer Oszillationen auf die Dynamik eines kompakten
Binérsystems [70]. Sein Modell bestand aus einem nicht-rotierenden Weilen Zwerg
und einem Schwarzen Loch. Energiedissipation aufgrund von Gravitationswellenab-
strahlung wurde in dieser Arbeit als sidkularer Effekt betrachtet, der Einfluss der
Gezeitenwechselwirkung auf den Orbit nur qualitativ diskutiert.

Das hier vorgestellte Modell ist gegeniiber den oben genannten Systemen eine deutli-
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che Vereinfachung. Vor allem besitzt die oszillierende Staubscheibe nur eine Schwin-
gungsmode!!, deren Amplitude aber beliebig groff sein kann — zumindest so lange
der Roche-Radius der Scheibe nicht iiberschritten wird. Die spezielle Symmetrie des
Binédrsystems aus Staubscheibe und kompaktem Objekt ermoglicht es nicht nur,
die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen in einer vollstéindig analytischen Form
anzugeben, sondern auch den Einfluss der Gezeitenwechselwirkung auf die Bahn-
bewegung und damit auf die Form der emittierten Gravitationswellen sehr gut zu
untersuchen (siehe Abb. B.2 und B.1). Ein wichtiger Unterschied zu den oben ge-
nannten Arbeiten ist auBlerdem, dass es sich sowohl bei den Neutronensternen in [52]
und [42] als auch bei der WD-Komponente in Rathores Modell um nicht-rotierende
Sterne handelte. In unserem Fall ist die Rotation sogar essentiell, um die Scheibe zu
stabilisieren. Die einzige Eigenmode der Staubscheibe entspricht in gewisser Weise
der f-Mode in einem storungstheoretischen Zugang.

Das Modell erlaubt es, den Einfluss der Gezeitenwechselwirkung auf die Dynamik
und die Form der abgestrahlten Gravitationswellen sehr genau zu studieren. Bei ge-
eigneter Wahl der Anfangsbedingungen kann die zeitliche Entwicklung des Systems
iiber hunderte oder gar tausende von Umldufen verfolgt werden. Dabei tritt un-
ter Umsténden ein Phénomen auf, das als Gezeitenresonanz bezeichnet wird (siehe
Abb. B.3). Im Rahmen der Newtonschen Theorie wird die Gezeitenkopplung zwi-
schen interner Dynamik eines Sterns und der Bahnbewegung besonders stark, wenn
die Frequenz einer stellaren Eigenmode gerade dem n-fachen der Bahnfrequenz ent-

t12

spricht™®. Dabei kommt es zu einem besonders intensiven Austausch von Energie und

Drehimpuls zwischen Stern und Bahnbewegung — meist wird Energie aus dem Orbit
in die Oszillationsbewegung gepumpt und so der Einspiralvorgang beschleunigt!s.
Abb. B.3 zeigt die Gezeitenresonanz an einem Beispiel. Wie stark eine Gezeitenre-
sonanz den Einspiralvorgang beeinflusst, héngt nicht nur von n, sondern auch vom
Verhéltnis von Oszillationsenergie und Bahnenergie ab. Bei den von Kokkotas und
Schéfer bzw. Lai und Ho untersuchten NS-NS Systemen wurden die Oszillationen
als kleine Storungen eines Gleichgewichtszustandes aufgefasst, d.h. die Oszillations-
energie war sehr viel kleiner als die Bahnenergie. Bei der rotierenden, oszillierenden
Staubscheibe als Komponente eines Binérsystems ist das nicht immer der Fall. In
der Tat kann die Oszillationsenergie der Staubscheibe von der gleichen Gréfenord-

nung wie die Energie der Bahnbewegung sein. Das fiihrt dazu, dass die 2:1 Resonanz

1 Ein weiteres Modell, in dem nur eine stellare Schwingungsmode beliebiger Amplitude vor-
kommt, wird im néichsten Kapitel vorgestellt.

12y ist dabei eine natiirliche Zahl.

I3 Am stérksten ist dieser Effekt fiir die 2:1 Resonanz.
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bei einer realistischen Wahl des Massenverhéltnisses von Scheibe und Punktmasse
so stark wird, dass das Binérsystem sofort in sich zusammenstiirzt und die numeri-
sche Analyse zusammenbricht. Hohere Resonanzen hingegen kénnen bei geeigneter
Parameterwahl ohne Probleme untersucht werden.

Das hier vorgestellte Bindrsystem aus Staubscheibe und Schwarzem Loch sollte in
erster Linie als eine Art Spielzeugmodell aufgefasst werden. Mit seiner Hilfe lassen
sich in Bindrsystemen ausgedehnter Objekte auftretende Erscheinungen weitestge-
hend analytisch bzw. mit nur geringem numerischen Aufwand untersuchen. Die Dy-
namik des Systems kann dabei iiber mehrere hundert Umlédufe verfolgt werden. Die
rotierende, oszillierende Staubscheibe kénnte dariiberhinaus als Modell fiir diinne,
mehrere hundert Kilometer durchmessende Staubscheiben dienen, die sich mogli-
cherweise nach dem Verschmelzen zweier Weiler Zwerge bilden.

Zum Abschluss seien noch einige Bemerkungen zur Giiltigkeit des Modells erlaubt.
Es beruht auf der Annahme, dass die Staubscheibe durch die Gezeitenwechselwir-
kung nicht zerstort wird und dass die Dichtednderungen innerhalb der Staubscheibe
einzig aus den Oszillationen der Scheibe resultieren. Insbesondere soll keine Mas-
senakkretion auf den kompakten Begleitstern stattfinden. Das bedeutet, dass die
Staubscheibe selbst bei Durchlaufen einer Gezeitenresonanz noch deutlich innerhalb
ihres Roche-Radius liegen muss. Mit anderen Worten, der maximale Scheibenradius
muss zu allen Zeiten wesentlich kleiner sein als der Abstand zwischen dem Zentrum

der Staubscheibe und dem punktférmigen Objekt im Periastron.
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Kapitel 3

Riemann-S Binirsysteme

3.1 Gezeitenresonanzen und stellare Oszillationen

Sterne in Binédrsystemen erfahren aufgrund der Gezeitenwechselwirkung eine Stérung
ihrer Gestalt. Dadurch kommt es zur Ausbildung dynamischer, d.h. zeitabhéngiger,
Gezeitenkriifte, die nichtradiale Oszillationen der Sterne anregen'. Es entsteht ein
Spektrum, das aus unendlich vielen Eigenmoden besteht, von denen die wichtigsten
die p- und g-Moden sowie die Grundmode, die f-Mode, sind. Diese Eigenschwin-
gungen werden als kleine, adiabatische Stérungen des thermodynamischen Gleich-
gewichts behandelt, so dass die linearisierten Gleichungen der Hydrodynamik zur
Anwendung kommen. Grundlegende Arbeiten auf diesem Gebiet stammen von Le-
doux und Walraven [61], Dziembowski [30] und Cowling [24]. Press und Teukolsky
entwickelten eine Technik, die es erlaubt, Normalmoden nicht-radialer stellarer Os-
zillationen in Anwesenheit von Gezeitenkréften zu berechnen [69]. Das Auftreten
von Gezeitenresonanzen und die aufgrund der Gezeitenwechselwirkung induzierte
Periastrondrehung in Bin&rsystemen wurde unter anderem von Smeyers und Wil-
lems [80] untersucht.

Wiéhrend die Existenz resonant angeregter Eigenmoden in der Theorie bereits seit
langerem bekannt ist, gestaltet sich ihr astrophysikalischer Nachweis schwierig. Mitt-
lerweile sind jedoch einige Sterne bekannt, deren beobachtete Frequenzen ganzzah-
lige Vielfache der Orbitalfrequenz sind. Zu diesen Sternen gehort auch HD 77581,
dessen Begleiter der bekannte Vela X-1 Pulsar ist [90].

Auch in kompakten Binérsystemen von Neutronensternen oder Weiflen Zwergen

'Liegt eine Synchronisierung von stellarer Rotation und Orbitalbewegung vor, entsteht ein
Gleichgewichtszustand, der mit statischen Gezeiten verbunden ist. Davon soll hier nicht ausgegan-
gen werden.
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kommt es zur Anregung stellarer Oszillationen. Die durch sie induzierten Stérungen
der Bahnbewegung sind wesentlich kleiner als im Falle von Hauptreihensternen, ak-
kumulieren sich jedoch iiber langere Zeiten und fiihren zu einer Phasenverschiebung
der Gravitationswellen. Deutlich stérker werden die Abweichungen von der Punkt-
teilchendynamik, wenn das System eine Gezeitenresonanz durchlauft. Diese Moglich-
keit bleibt bei Argumentationen, die eine Vernachlassigung stellarer Freiheitsgrade
bis zum Erreichen der letzten stabilen Kreisbahn favorisieren, unberiicksichtigt. Zu
den wenigen, die die Dynamik und Gravitationswellenemission von NS-NS-Systemen
bei Anwesenheit stellarer Oszillationen untersuchten, gehorten Kokkotas und Schéfer
[52]. Unter der Annahme polytroper Zustandsgleichungen studierten sie die dyna-
mische Entwicklung eines NS-NS Systems in fithrender Ordnung. Auch Lai und Ho
untersuchten das Einspiralverhalten polytroper NS-NS Binérsysteme und wiesen

insbesondere auf die Moglichkeit der Gezeitenresonanz hin [42].

3.1.1 Warum Riemann-S Ellipsoide?

Im Gegensatz zu den oben genanntenn Sternen besitzen Riemann-S Ellipsoide nur ei-
ne einzige Eigenmode, deren Amplitude jedoch beliebig grof§ sein kann. Es sind in der
Tat durchaus Situationen vorstellbar, in denen die lineare, adiabatische Storungs-
theorie versagt. Dazu gehort zum Beispiel das im vorigen Kapitel behandelte System
aus rotierender, oszillierender Staubscheibe und punktférmigem Objekt (vgl. auch
[37]). Wihrend die Staubscheibe jedoch stark modellhafte Ziige trigt, ist das von
Carter und Luminet entwickelte ,affine stellare Modell“ fiir polytrope, ellipsoide
Fliissigkeitskonfigurationen realistischer [19]. Es basiert auf der Annahme, dass die
Oberflachen gleicher Dichte innerhalb des Sterns homologe Ellipsoide darstellen.
Das Modell erméglicht es, durch Gezeitenwechselwirkung angeregte Oszillationen
beliebiger Grofle zu untersuchen, fithrt jedoch bei kleinen Oszillationen zu falschen
Ergebnissen, da nur eine Mode angeregt wird, die in gewisser Weise der f-Mode
entspricht (siche dazu auch [53]). Lai und Shapiro erweiterten dieses Modell auf
Riemann-S Binédrsysteme [55]. In ihrer Arbeit gibt es jedoch einige Widerspriiche
hinsichtlich der Formulierung der Bewegungsgleichung und der Berechnung der Gra-
vitationswellenformen, die von mir aufgezeigt werden konnten.

Im n#chsten Abschnitt werden zunéchst die Grundlagen der von Lai und Shapiro
entwickelten Lagrangeschen Formulierung der Dynamik von Riemann-S Binérsyste-
men aufgezeigt [55], [58], [59]; anschlieBend erfolgt der Ubergang zum Hamiltonschen
Formalismus. Die kompakten Sterne werden dabei als rotierende und oszillierende,

dreiachsige Ellipsoide mit polytroper Zustandsgleichung modelliert. Um die Berech-
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nungen moglichst einfach zu halten, beriicksichtigen wir die Gezeitenwechselwirkung
nur in fithrender Ordnung.

Die Gravitationsstrahlung des Binérsystems steht in einem weiteren Abschnitt im
Vordergrund. Wie in Kapitel 2 beschrinken wir uns auch hier auf die fithrende
Ordnung des Strahlungsfeldes. Fiir den Spezialfall axialsymmetrischer Riemann-S
Ellipsoide werden die Hamiltonschen Gleichungen numerisch gelost und an diesem
Beispiel der Einfluss der Zustandsgleichungen auf Bahnbewegung, Einspiralvorgang
und Gravitationswellenmuster untersucht?. Mehrere Autoren argumentierten in der
Vergangenheit, dass die Zustandsgleichungen keinen Einfluss auf die Gravitations-
strahlung von NS-NS Binérsystemen haben (vgl. u.a. [56]). Jiingste numerische Si-
mulationen zeigen jedoch ein anderes Bild. Gerade in der Spétphase des Einspiral-
vorgangs ist eine genaue Kenntnis der thermodynamischen Zustandsgleichungen fiir
die Erstellung hochgenauer Templates essentiell. In fritheren Stadien des Einspira-
lens ist der Einfluss der stellaren Freiheitsgrade geringer, aber dennoch présent, wie

wir im Verlaufe dieses Kapitels sehen werden.

3.2 Riemann-S Binidrsysteme im Lagrange For-

malismus

Die Thermodynamik von Neutronensternen wird gegenwirtig am besten durch ta-
bellierte Zustandsgleichungen beschrieben. In vielen Féllen ist es jedoch moglich,
stattdessen mit einer polytropen Zustandsgleichung zu arbeiten. In der Tat konnen
sowohl Weifle Zwerge als auch Neutronensterne néherungsweise als polytrope Fliissig-
keitskonfigurationen aufgefasst werden [77]. Diese Annahme liegt auch den hier zu
behandelnden Riemann-S Ellipsoiden zugrunde. Lai und Shapiro gingen in ihren
Arbeiten von dem von Carter und Luminet eingefiihrten ,,affinen, stellaren Modell“
[19], [59], [58], [55] aus. Thre Bindrsysteme bestanden aus ellipsoiden Sternen der

Massen m und m’, die jeweils durch eine polytrope Zustandsgleichung
P = Klerl/n’ P = K/p/lJrl/n/ (31)

beschrieben wurden. Dabei sind K und K’ Konstanten, die durch die Gleichge-
wichtsradien nicht-rotierender, kugelsymmetrischer Polytrope der Massen m und

m’ bestimmt werden, und n bzw. n’ bezeichnen die Polytropenindizes.

2Eine Erweiterung auf 1pN und dreiachsige Ellipsoide entstand im Rahmen einer Zusammen-
arbeit mit D. Voukantsis. Eine entsprechende Publikation ist in Vorbereitung.
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Abbildung 3.1: Riemann-S Binérsysteme. Die xi-Achse des mitrotierenden Koordi-
natensystems fallt mit der Verbindungsachse der Mittelpunkte von m und m' zusam-
men und schlieft mit der X-Achse des Inertialsystems den Winkel ¢ ein. Gestrichelt
eingezeichnet sind die Achsen des korperfesten Systems.
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Per definitionem ist ein Riemann-S Ellipsoid durch die Winkelgeschwindigkeit 2 =
Qej des Ellipsoids um die Hauptachse und die interne Vortizitat ¢ = (e3 vollstandig
charakterisiert. Dazu wird gefordert, dass die Vortizitdt uniform ist, und dass die
Oberflachen konstanter Dichte innerhalb der polytropen Konfiguration homologen
Ellipsoiden entsprechen. Unter diesen Bedingungen treten an die Stelle der unend-
lich vielen Freiheitsgrade in den hydrodynamischen Gleichungen fiinf Variablen, die
ausreichen, ein Riemann-S Ellipsoid vollstédndig zu beschreiben: die drei groflen Halb-
achsen aq, as, ag des Ellipsoids sowie zwei Winkel ¢ und 7.

Betrachten wir zunéchst einen Stern der Masse m, der die obigen Annahmen erfiillt.
Gegeben seien ein Inertialsystem und ein korperfestes Koordinatensystem, deren
Ursprung jeweils im Schwerpunkt des Ellipsoids verankert sein soll. Verglichen mit
seiner im Inertialsystem gemessenen Geschwindigkeit muss die Geschwindigkeit ei-
nes Massenelements in dem mit Q = Qe; rotierenden korperfesten System (€2 = )

dem Ansatz

u, = Q172€1 + Q271 €9, Q1, Q2 = const. (3.2)

geniigen. Die Koordinaten x; beziehen sich dabei auf das korperfeste System. Der
Grund fiir die Einfithrung eines korperfesten Systems ist, dass der Trégheitstensor

©;; = [ px;x;dV in ihm eine besonders einfache Gestalt hat, némlich gerade

nIm

5 Lgn 4d
O, = /pxixjdv = %a?&ij, mit ._ _fo £ d¢

i = 220 > 3.3
3 (3:3)

0 und ¢ sind hier die dimensionslosen Variablen der Lane-Emden-Gleichung (siehe
Anhang). Die Geschwindigkeit in Gl. (3.2) erfiillt die erste der oben genannten For-
derungen automatisch. Die zweite Forderung legt die Konstanten (; und @), fest.
Man findet

2 2
aj a asy a2

Q1 =— (=—A und Q.= (=——A
aj + a3 as aj + a3 a

mit ¢ als Vortizitit im korperfesten System und A = 1) als Winkelgeschwindigkeit
der inneren Bewegung der Fliissigkeit.
Bei der Bestimmung der Rotationsenergie des Ellipsoids beriicksichtigen wir, dass

die Geschwindigkeit eines Massenelements im Inertialsystem durch

us=u.+Q2Ar (3.4)
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gegeben ist. Damit erhalten wir

1

Trot = 5 /PUIS . uISdV

2
= S + (N + ) = Zramanea S .

Im Falle eines axialsymmetrischen Ellipsoids® reduziert sich die Rotationsenergie auf

Kpm

Trot =

(Q — A)2a2. (3.6)

Beriicksichtigt man aulerdem die Oszillationsfreiheitsgrade des Sterns, so lautet die

kinetische Gesamtenergie eines triaxialen Riemann-S Ellipsoids

Kpm

Ty ==
10

3
2 Knm )
(a2 4 a3) (2 + A?) — glinmalagAQ + 10 E az. (3.7)
i=1

In die Lagrangefunktion gehen neben der kinetischen Energie auch die innere Energie

U und die gravitative Selbstwechselwirkungsenergie W des Ellipsoids gemaf

Li=T,—-U-W (3.8)
ein. Fiir letztere findet man [55]
P 1
U= /n—dm =k Kmp/™  mit k= "("77”51]9’1] (3.9)
p 5—n
und
W8 Gm (3.10)
- 5-n2RT ‘

Die hier eingefiihrte Grofle R = (&1@2@3)1/ 3 ist der geometrisch gemittelte ,, Radius®

des Ellipsoids und J héngt mit den groflen Halbachsen iiber die Beziehung
j = Q%Al + G%AQ + G§A3

zusammen. Die Koeffizienten A; wurden von Chandrasekhar eingefiihrt und sind im

Anhang angegeben [21].

Nach diesen einfithrenden Uberlegungen wenden wir uns nun Riemann-S Binérsy-

3d.h. fiir a; = as
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stemen zu. Wie sich zeigen wird, entsprechen Systeme triaxialer und axialsymmetri-
scher Riemann-S Ellipsoide verschiedenen physikalischen Modellen*. Im folgenden
werden erstere als Typ-I Systeme, letztere als Typ-II Systeme bezeichnet.

Die Lagrangefunktion des Gesamtsystems setzt sich aus den Lagrangefunktionen
der beiden Sterne, dem Newtonschen Wechselwirkungspotential zweier Punktmas-
sen und der Gezeitenwechselwirkung zusammen. Letztere wird nur in fithrender Ord-
nung beriicksichtigt — eine Annahme, die in guter Ndherung gerechtfertigt ist, da die
niichstfolgende Ordnung der Gezeitenwechselwirkung bereits proportional zu 1/r°
ist. Der Anteil der Bahnbewegung an der Lagrangefunktion des Systems lautet also

o r? o,

Lorb - §T + 790 - VVintv (311)

mit dem Wechselwirkungspotential

GMp  GMupuk,

Wint = — [af(3cos® a — 1) + a3(3sin* o — 1) — aj]

r 1073
GMuk;, :
SRR [a?(3cos® o’ — 1) + af (3sin® o’ — 1) — af] . (3.12)

Die Bedeutung des Winkels o := ¢ — v kann aus Abb. 3.1 erschlossen werden.
Ein Binérsystem triaxialer Riemann-S Ellipsoide wird durch die aus der Lagrange-

funktion

2

.y pre . GMp  GMupk, .
L= 57"2 + 7<p2 + . + = (a3 (3 cos® a — 1) + a3(3sin® a — 1) — aj]
GMukl,

1073

Kpm

10

- [a?(3cos? @ — 1) + a7 (3sin’ o — 1) — af] + (a3 + a3)(A* + Q%)

2 Knm 3 3 Gm?
_“ n -2 1/n v
5/<anma1a2AQ + 10 g a; lempC + 55 oRs J

=1

VY 2 Iyt 3
4 Ko 1TV (a/12 4 a/QQ)(Q/Q 4 A/2) _ —ﬁ;m'alla’QA’Q’ + Ry 11 (.122
10 5 10 ZH
/ 3 Gml2
rgt 1 11/n /
— Ky K'm/p,, +5—n’ QR/SJ' (3.13)

abgeleiteten Lagrangeschen Bewegungsgleichungen beschrieben. Bei ihrer Berech-

nung muss beriicksichtigt werden, dass die Dichte p. im Zentrum des Sterns m

4Das ergibt sich bereits aus der Zahl der Freiheitsgrade: zwolf fiir ein System triaxialer Riemann-
S Ellipsoide, nur acht im Fall axialsymmetrischer Sterne.
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proportional zu 1/(ajasas) ist. Ausserdem gilt (vgl. Anhang A.4)

0 1
agi = a_i(j —a’Ay). (3.14)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten dann

. Gm 2 2 5]€1 Pc 1 3Gm CL1A1
i) = &1(3008 a—1)+a; (27 + A7) — 2a,AQ + (nﬁnﬁ) PR 5 2R
(3.15)
.. Gm/ ) 5k1 P.\ 1 3Gm  as A,
= 3sin’ o — 1 Q° + A?) — 2a;AQ =) =-
ds s-az(3sin” a — 1) + aa(Q° + A%) — 244 +(7mnpc) 5 n(l—1) 2R
(3.16)
. Gm’ 5]{31 Pc 1 3G'm (l3A3
— — ) — - 3.17
as 3 az + (min Pc) s Rn(l — %) OR3 ( )
. 1 [3Gm/
¢ =A= 3 3 ;n a1a9 sin 2 — 2A(a1d1 — (lgdg) — 29([11@2 — CL1d2)j| s
(3.18)
- 1 [3Gm/
"7'/ = = a% — a% - 2;;7 (a% + CL%) sin 2a0 — 29(@1@1 — (lgdg) - 2A((l1d2 - dlag):| s
(3.19)
G 3G
P =rg?— r/;/l ) r/:/l [/@n {ai(3cos*a — 1)+ a3(3sin® a — 1) — a3}
+ K, {af(3cos® @’ — 1) + aF(3sin’ o — 1) — af } (3.20)
o 3G
G = ol m /;/l [(a% a3)ky sin 20 + (af — aff)k!, sin 20/}, (3.21)
r r

und entsprechend fiir die internen Variablen des zweiten Sterns m/’.

Es ist offensichtlich, dass diese Gleichungen nur gelten, so lange alle Hauptachsen
voneinander verschieden sind. Fiir axialsymmetrische Riemann-S Ellipsoide ist das
jedoch nicht erfiillt5. An die Stelle der Lagrangefunktion (3.13) tritt daher bei Typ-1I

®Insbesondere sind die Gl. (3.18) und (3.19) offenbar gar nicht definiert. Das deutet darauf hin,
dass die Winkel ¥ und + keine linear unabhéngigen Variablen sind, d.h. es sind keine generali-
sierten Koordinaten mehr. Die Forderung nach Axialsymmetrie der Ellipsoide fiithrt daher streng
genommen auf ein vollig neues Modell.
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Systemen

2 GM GM /inm
L= gTQ + ,u2 O+ . s 10T?:M [/ﬁn(af —a3) + K (af —af)| + a?3?
Kk m/ Klm' . .
+ ”5 32 10 (2 +a3) + 7110 (20 + @) — ky Kmp/™
3 G 3 Gm”?
. k/K/ /pll/n + m j—i— m j/. (3'22)

5—n 2R3 5—n' 2R3

Anstelle der generalisierten Variablen ¢ und v wurde hier eine neue Variable § :=
v — 1 eingefiihrt. Die Zahl der Freiheitsgrade reduziert sich von 12 auf 8, was die
damit zusammenhéngenden numerischen Rechnungen deutlich vereinfacht. Dennoch
weisen Typ-II Systeme alle wesentlichen Eigenschaften auf, die auch Bin&rsysteme
dreiachsiger Riemann-S Ellipsoide besitzen. Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

in diesem Fall

. Gm/ - 5k P.\ 1 3Gm  a Ay
- o) = - 3.23
. Gm/ 5]€1 PC 1 3Gm &3143
= — — 3.24
s PRI + (nnn pc) as /in(l — %) 2R3’ ( )
GM 3 GM
. .9 2 9
e T |:I€n(a1 —a3) + K (af —af)], (3.25)
%
= -2 3.26
2 (3.26)
f=—225 (3.27)
ay

In beiden Modellen ist die Lagrangefunktion explizit zeitunabhéngig, d.h. die Ener-
gie des Binédrsystems ist auf Newtonscher Ebene eine Erhaltungsgrofie. Auflerdem
hédngt die Lagrangefunktion des Modells I nicht explizit von dem internen Winkel
1 ab, wohl aber von (. Das bedeutet, dass der zu v kanonisch konjugierte Im-
puls erhalten ist, der Bahndrehimpuls des Systems jedoch nicht®. Ganz anders bei
Modell II. Sind beide Ellipsoide axialsymmetrisch, so hangt die Lagrangefunktion
weder von (3 noch von ¢ explizit ab. Auf Newtonscher Ebene sind daher sowohl der

Bahndrehimpuls als auch der zu 8 kanonisch konjugierte Impuls erhalten.

6Explizit zeigt sich das in den entsprechenden Hamiltonschen kanonischen Gleichungen.
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3.3 Hamiltonscher Formalismus

Die Hamiltonsche Formulierung der Mechanik ist dem Lagrange-Formalismus dqui-
valent, erweist sich aber in manchen Féllen als geeigneter, so z.B. in der ADM-
Eichung. Mit Hinblick auf eine mogliche Erweiterung der hier durchgefiithrten Un-
tersuchungen auf post-Newtonsche Approximationen wollen wir daher den Hamil-
tonschen Formalismus fiir Riemann-S Binérsysteme auf der Newtonschen Ebene
ableiten. Dabei ist es wieder wichtig, zwischen Typ-I und Typ-II Systemen zu un-
terscheiden.

Die Lagrangefunktion (3.13) enthélt als Gibbsfunktion alle zur Beschreibung der
Dynamik von Typ-I Systemen notwendigen Informationen. Die daraus abgeleiteten

generalisierten Impulse p; = dL/9¢" lauten

Pr=pt, =t pa =~ (3.28)
KpM i . KpM . .
Dy = 5 (a3 + a3)yh — 2a1a9%|, Dy = 5 (a3 + a3)y — 2a1a9v)|.

Sind die Hauptachsen a; und as verschieden, so kann man aus diesen Gleichungen
die generalisierten Geschwindigkeiten ¢; in Abhéngigkeit von den generalisierten

Koordinaten und Impulsen bestimmen. Ausgehend von Gl. (3.28) findet man

7= ) 90 = o az - Pa; s (329)
Il pir K
. 5 |: CL% + CL% a1a9 :|
Y= +2 Y|
am | (af —a3)?"" " (af — a3)?
5 2 2
Y = |: a21 i a22 o Py 2 2a1a22 2 ’Y:| )
ko | (af — a3) (af 5)

sowie die entsprechenden Gleichungen fiir a;, vy’ und 7. Es ist offensichtlich, dass py
und p., im Falle axialsymmetrischer Riemann-S Ellipsoide keine linear unabhingigen
Variablen sind”.

Setzt man die generalisierten Geschwindigkeiten (3.29) in die Legendretransforma-

"Das kann man bereits aus Gl. (3.28) leicht erkennen.
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tion der Lagrangefunktion (3.13) ein, ergibt sich die Hamiltonfunktion als

2w 2ur? 2k,m (a? — a3) g

3
5 /2 CL/12 + CL/22 /2 /2 all a/2 /!
" o [Z Pt iz —app W TP T gt
yn 3 Gm? 3 Gm” _, GMy
¢ 5—n 2R3 5—n' 2R3 r

p? I 5 > ) a+ai ., ajas
P B O S Sy e

+ ki Kmp T + K K'm/ pl/™ —

GMuk, :
BRI [a%(S cosa — 1)+ a3(3sin*a — 1) — ag}
G /!
- % [a'f(?) cos’a’ — 1) + a5 (3sin*a’ — 1) — a:ﬂ . (3.30)

Die daraus folgenden Hamiltonschen kanonischen Gleichungen

) ) |
Q’L_ ap,L? pl_ aqz

liefern eine den Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalente Beschreibung der Newton-
schen Dynamik. Die generalisierten Geschwindigkeiten sind bereits in (3.29) ange-

geben; fiir die Zeitableitungen der generalisierten Impulse findet man mit Hilfe von
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2 | 2
G/;;;ﬁn(?)cos o~ Ty — 5%% (3.31)
b = {aiga—%ég)(@” W% ' 4 o
+ %(3 sin a — 1)ay ~ f C;:; azAs, (3.32)
Pag = l:;:;fc 5 E n C;g; azAs — G/;/;Kna:aa (3.33)
po =0, (3.34)
Py = 130%@ — a3) sin 2a, (3.35)
pT:_G':Z"u %—%Gi\fﬂ [/@n{a%(SCOSQQ—1)+a§(381n2a—1 — a3}
+r{a?(3cos’ o' — 1) + a7 (3sin® o’ — 1) — af }, (3.36)
o= o T (0 — a3)sin 20+ ) (0 — o) sin 20 (3.37)

Hinzu kommen natiirlich noch die entsprechenden Gleichungen fiir die fiinf Frei-
heitsgrade des Sterns m/.

Fiir Systeme axialsymmetrischer Riemann-S Ellipsoide sind die Hamiltonschen Glei-
chungen (3.29) und (3.31)-(3.37) nicht anwendbar. Aufgrund der durch die Annahme
der Axialsymmetrie bedingten Reduktion der Freiheitsgrade beschreibt die Lagran-
gefunktion (3.22) ein vollig anderes physikalisches System. Fiir die verallgemeinerten
Impulse und die daraus folgenden generalisierten Geschwindigkeiten der stellaren

Variablen findet man in diesem Fall

2 . KpMm . 2 .
Pay = ThpMmay, Pas = as, Pbp = _K/nma/%ﬁv (338)
) ) )
und damit
5 5) d Ps Dr Dy
a; = s a3 = s = = -
1 2,%” DPa, 3 Koy Pas ﬁ 2/£nm &% [ 2 /1/7“2

48



Die zugehorige Hamiltonfunktion lautet

5 [pa . o DB Vi , o p, P5] . P07
"= 2K, m [7 TPt 52 26im! | 2 T Pa 2af? * 2 2ur?
3 Gm? , 3 Gm"™ GMu
kK 1/n _ EK'm' 1/n" -
Tl g R o Re r
G
— 16\/? [Hn(@% —a3) + K, (af — a:’f)]. (3.40)
.

Wie bereits erwihnt, sind 3, ' und die Bahnvariable ¢ zyklische Koordinaten, d.h.
die ihnen zugeordneten verallgemeinerten Impulse sind Konstanten der Bewegung.
Die Dynamik des Modells II wird daher durch die Gln. (3.39) sowie durch

5 D3 G/\/l,u/-ina kym P. 3 Gm?

_— rg 2 _¢_ —— a1 Ay, 3.41
Pay 2k,m a3 58 * na; p. H—n R3 i (3.41)
GMuk, kim P, 3 Gm?
R Te As, 3.42
Pas 5r3 s nas p. H—n 2R3 4343 ( )
. GMu  p5 3 GMuyu
R | Y
P = s = 0 (3.44)

und die entsprechenden Gleichungen fiir p,. und pj; beschrieben.

3.4 Gravitationsstrahlung und Strahlungsriickwir-

kung in fiihrender Ordnung

Auch in Binérsystemen nicht-punktférmiger Objekte sind Gesamtenergie und Ge-
samtdrehimpuls in Newtonscher Ordnung Erhaltungsgréfien®. Erst im Rahmen einer
allgemein-relativistischen Beschreibung tritt ab der Ordnung 1/¢ ein Energieverlust
aufgrund der Emission von Gravitationswellen auf. Es gibt verschiedene Moglichkei-
ten, diese Energiedissipation zu beschreiben. In den Kapiteln 2 und 4 geschieht das
durch die Einfiihrung einer zeitabhingigen Hamiltonfunktion H,...(t). Ist sie be-
kannt, konnen die Hamiltonschen kanonischen Gleichungen in der gewohnten Form
verwendet werden, d.h. es gilt nach wie vor p; = —90H/dq' und ¢' = OH/0p;. In
diesem Kapitel wollen wir in Anlehnung an die Arbeiten von Lai und Shapiro einen

anderen Weg einschlagen und verallgemeinerte Krifte einfithren [55]. Dies geschieht

8Das bedeutet nicht, dass Bahnenergie- und Drehimpuls ebenfalls erhalten sind. Aufgrund der
Kopplung an die stellaren Freiheitsgrade kann ein Energie- und Drehimpulsaustausch zwischen
orbitalen und stellaren Freiheitsgraden stattfinden.
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mit Hilfe des Burke-Thorne Strahlungsriickwirkungspotentials
— 192025, (3.45)

wobei z; Koordinaten in einem mit dem Binérsystem mitrotierenden Koordinaten-
system bezeichnen (vgl. z.B. [65]).

Im Wesentlichen reduziert sich die Berechnung des Strahlungsriickwirkungspotenti-

als (3.45) auf die Berechnung der fiinften Zeitableitung des STF-Massenquadrupoltensors
im mitrotierenden System. Aufgrund der in Newtonscher Ordnung geltenden Addi-
tivitdt des Massenquadrupoltensors ist es moglich, die Beitrdge der Sterne und des

Orbits separat zu berechnen. Dennoch wird sich zeigen, dass die allgemeine Form

von Ié?

eine quasi-statische Ndherung beschrinken.

recht kompliziert ist. Fiir explizite Berechnungen werden wir uns daher auf

3.4.1 Der stellare Beitrag: Zeitableitungen des stellaren Mas-

senquadrupoltensors

Um die fiinfte Zeitableitung des stellaren Massenquadrupoltensors im mitrotieren-
den System zu berechnen, betrachten wir eine Koordinatentransformation, die den
Ursprung des mitrotierenden Systems fiir den Augenblick in den Mittelpunkt des
Sterns m riickt. Auflerdem fithren wir ein Inertialsystem {X,} ein, dessen Ursprung
mit dem Zentrum des Sterns zusammenfallt. Die Beziehungen zwischen den Koordi-
naten X, des Inertialsystems, den Koordinaten z, des korperfesten Systems und den
Koordinaten x; kénnen aus Abb. 3.1 abgelesen werden. Zwischen den Koordinaten

X4, x5 und x, vermittelt jeweils eine Rotation, also
T = Top(7) Xy und xg = Tap(0) X, (3.46)
wobei T;; eine Drehung um die 3-Achse beschreibt, also
cosp sing 0

Tup(p) = | —sinp cosp 0 | . (3.47)
0 0 1
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Wie bereits erwéihnt, nimmt der STF-Massenquadrupoltensor des Sterns im korper-

festen System Diagonalgestalt an, d.h es ist

3
n 1
I = “57" [af -3 > az] 3. (3.48)
k=1

Die Transformation, die den Massenquadrupoltensor aus dem korperfesten System

ins Inertialsystem iiberfiihrt, lautet
I1S,s s
705 = T NaT ()3T

Doch nicht IZ(]I S’S), sondern die Zeitableitungen des Massenquadrupoltensors im mit-
rotierenden System sind gesucht. Um sie zu berechnen, konnte man zunéchst die
Zeitableitungen im Inertialsystem bestimmen und dann in einem zweiten Schritt
gemif?
5 5,18

Ty = Taa(@)Ty(0) 25" (3.49)
die Transformation ins mitrotierende System durchfiihren. Allerdings sind die sich
durch das sukzessive Einsetzen der Newtonschen Bewegungsgleichungen ergeben-
den Beziehungen recht unhandlich. Wir wéhlen daher eine von Chandrasekhar vor-

geschlagene Strategie und kombinieren die oben genannten Schritte in geeigneter

Weise [21]. Dann finden wir zunéchst

d5
T = Taal)Tip() 75 | T ()T, ()T
5 m
5 d>m m dm—p d

- <m> T > (p ) Taa) s TH )| |Tl) G 0]

5 m

5 dsm
g ( ) <m> {d S—WL‘J} Rai "R (3.50)
m=0 p=0 m p ¢
mit der Definition
v 4

R, = Taa(w)@Tm-(v)-

Waihrend die Berechnung der Matrizen RL; keine Probleme bereitet, stellt sich die

Lage bei der Berechnung der Ié? anders dar. Ohne zusétzliche Annahmen ergeben

9Im folgenden wird der Index (s) weggelassen, wenn eindeutig ist, dass es sich um eine auf den
Stern bezogene Grofle handelt.
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sich relativ komplizierte Ausdriicke (siehe Anhang A.6). Es ist jedoch gar nicht nétig,
alle Terme in Gl. (3.50) mitzunehmen. Die innerhalb des Sterns auftretenden Ge-
schwindigkeiten und Beschleunigungen sind vergleichsweise klein, so dass es moglich
ist, eine quasi-statische Naherung auf die stellaren Freiheitsgrade anzuwenden. Auch
Lai und Shapiro [55] bedienten sich dieser Annahme, verwendeten die quasi-statische
Approximation jedoch ohne Begriindung auch auf die Bahnbewegung. Letzteres ist
allerdings nur dann gerechtfertigt, wenn man die Dynamik des Systems lediglich iiber
wenige Bahnperioden hinweg verfolgen will oder wenn es sich um Kreisbahnen han-
delt. Fiir exzentrische Bahnen hingegen fiihrt die Anwendung der quasi-statischen
Néherung auf » und ¢ zu einer rasch anwachsenden Phasenverschiebung gegeniiber
dem ungendherten Ergebnis. Daher wird die quasi-statische Ndherung hier nur auf
die stellaren Freiheitsgrade angewendet. In dieser Naherung werden bei der Berech-

nung von Ié? alle Terme der Ordnung O(d;) und O(Q2) vernachlissigt und Terme

proportional zu O(a;) und O(2) nur in linearer Ordnung beriicksichtigt. Auflerdem

verwenden wir |a;| < |Qa;|. Mit diesen Annahmen vereinfacht sich Gl (3.50) zu

5 4
5 ) 4
IO ~ 1, (p) RLR)P 4+ Ty (p) RERE™. (3.51)
p=0 p=0

Insbesondere gilt in dieser Niaherung Z,, &~ 0. Nach einigen algebraischen Umfor-

)

mungen zeigt sich, dass die nichtverschwindenden Komponenten von Ié‘z in der

quasi-statischen Naherung durch

) _

? 5 = (IH - IQQ) |:16QS sin 2a + 80939 COS 20éi| + 4094(:2:11 - jgg) COS 20[,
7O = (Ty) — Tnp) [1695 cos 20 — 8093 sin 2a] — 4004 (L), — Do) sin2a,  (3.52)

©®
22
1

gegeben sind. Insbesondere verschwindet die 33-Komponente in der quasi-statischen

Approximation. Fiir axialsymmetrische Riemann-S Ellipsoide ist daher Ié‘z) in die-
ser Naherung trivial. Das bedeutet, obwohl der Massenquadrupoltensor zeitlich
nicht konstant ist, emittiert ein axialsymmetrisches Riemann-S Ellipsoid in quasi-

statischer Niherung keine Gravitationsstrahlung!®.

00hne die stark einschrinkenden Annahmen der quasi-statischen Approximation gilt das
natiirlich nicht — siche Anhang A.6.
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3.4.2 Der Beitrag der Bahnbewegung zu Iég)

Um I{;g)’orb im mitrotierenden System zu bestimmen, berechnen wir zunéchst die
fiinfte Zeitableitung des Massenquadrupoltensors der Bahnbewegung im Inertialsy-

stem und transformieren anschliefend geméfl
5 5),(IS
Z5 = Tua(9) Tip(0) 255 " (3.53)

in das im gemeinsamen Schwerpunkt verankerte mitrotierende System. Die dabei

verwendeten Bewegungsgleichungen sind die eines Systems zweier Punktteilchen!!,

G .
= /2” vrg?, =27 (3.54)
r r
Auf diese Weise ergibt sich
8G - [ G
7P =~ M7 N OM L g2 1g2g2]
3 r
2G - [.G
7y = M7 SEM i 4os1p22]
3 r
(5),0rb QGMIU/ r GM .2 2.2
or G .G . .
I%’)’ b_ g /\;lu(p {2 M 492 _ 67"2@2} ' (3.55)
r r

3.4.3 Das Strahlungsfeld in fiihrender Ordnung

Aus der klassischen Mechanik ist bekannt, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen
bzw. die Hamiltonschen Gleichungen bei Anwesenheit dissipativer Kréfte in ihrer

herkémmlichen Form keine Giiltigkeit mehr besitzen!?, sondern geméis

d oL oL
79 =gt (3.56)

" Genaugenommen miisste man dabei in den Bewegungsgleichungen gemiif} (3.20) und (3.21) die
Gezeitenwechselwirkung mit beriicksichtigen. Dies wiirde jedoch die Analyse stark verkomplizieren.
AuBerdem sind die dadurch entstehenden Zusatzterme mindestens um den Faktor 1/r? schwicher
als die Beitrige der Punktteilchenbewegung und kénnen daher vernachlassigt werden.

12Tn den Kapiteln 2 und 4 wird dieses Problem durch die Einfiihrung eines die Strahlungsriick-
wirkung beschreibenden Anteils des Hamiltonians gelost.
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bzw.

, OH . OH
=5, D=t (3.57)

abgedndert werden miissen (vgl. z.B. [54]). Die hier auftretenden verallgemeinerten
dissipativen Krifte F,, ergeben sich auf einfache Weise aus der Energiedissipations-

rate

W= — / V- VU, qep dV (3.58)
als Fi = OW/0q".
Modell I

Um den Beitrag eines triaxialen Riemann-S Ellipsoids der Masse m zur Gesamtener-
giedissipationsrate des Binérsystems zu bestimmen, zerlegen wir die Geschwindigkeit

v eines Fliissigkeitselements in einen Anteil u

ay a2 ay Qs ag
u=[—A-90Q Tro€q + ——A -+ Q ri1€9 + —xr1€e1 + —I9es + —x3es3
5) ay ay 5) as

relativ zum Mittelpunkt des Sterns und einen Anteil
Uyrp = —Tm€1 — Tm(;beia

der gerade der Bahngeschwindigkeit des Sternenschwerpunkts entspricht. Die Vekto-
ren e; und e; sind die Einheitsvektoren im korperfesten bzw. mitrotierenden System.

Die Komponenten des Ortsvektors in beiden Systemen sind durch die Rotation
TT = X1 COSQ+ Tysina — 7y, T3 = —I Sina + 5 oS xz=u1x3 (3.59)

miteinander verkniipft (vgl. Abb. 3.1). Setzt man diese Beziehung in Gl. (3.58) ein

und verwendet [ pr;z;dV = “’;)m@?(sij, so ergibt sich der Beitrag des Sterns m zur
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Energiedissipationsrate des Systems als

2G Ky, , _ _ . .
Wi = 5 /15m [(hal (Iﬁ) cos® a + Iég) sin? v — Ii(g) sin 2a) + asaq (Ii(?) sin? o
c
1
—l—Iég) cos® a + I%) sin 2a0) + Q(a2 — ag)(I%) cos 2a + 5(1%? — Iég)) sin 2a)
5 - 2Gm .75 (5
+28)asiy | - 7 i+ r2GTS) . (3.60)

Bei der analogen Berechnung von W,,, ersetzt man ungestrichene durch gestrichene
Groflen und berticksichtigt, dass die Bahngeschwindigkeit des zweiten Sterns durch
u, , =7 er+ 1 pe; gegeben ist. Beide Beitriage addieren sich zur Energiedissipati-
onsrate des Bindrsystems. Mit mr,,7,, +m/r] 7/ = prr finden wir schliefllich, dass

der Energieverlust des Systems in fithrender Ordnung durch
26 kum
5¢® b
1
+735 cos® o + I3 sin 20) + Qa — a3) (7} cos 20+ (T ~ I3 sin 2a)

11 22
2G / /!
G [ (19 costof + 3 i of — T sin2)
C

W:

[aldl(lg) cos? o + Iég) sin? o — Ii(g) sin 2a) + azaq (Ig) sin? o

"‘I?()g) &3&3]

+ a5l (I%’) sin® o’ + IQ(‘;’) cos® o + I%’) sin 2a)

1
+ (a2 — a) (I%) cos 2a’ + 5(1%’) — Ii(‘;)) sin 2a’) + I:;Eg) agdg]
_ 2Gp
5¢d

(5 (5
(TT’I%) + TQ@I%)) (3.61)

beschrieben wird. Per definitionem sind die verallgemeinerten generalisierten Kréfte
die partiellen Ableitungen der Energiedissipationsrate YV nach den verallgemeinerten

Geschwindigkeiten. Fiir triaxiale Riemann-S Ellipsoide ergibt sich also
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Fo, = ?g H"5 [I%’) cos® o + IQ(‘;’) sin® o — I%’) sin 204] as,
Foy = gg KU% [I@ sin? o + Ié(g) cos® o + I(Q sin 2a] as,

F, = —g—g KU% (a2 — a3) [1(5) cos 2a + ;(ZS) — Ié(g)) sin 2a] ,

Fyp =0,

Fyp= 25(? IS ", (3.62)

und entsprechend fiir die generalisierten dissipativen Kréfte des zweiten Sterns. Da-
mit lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen eines Binérsystems triaxialer

Riemann-S Ellipsoide

2G
=[Gl (3.15)] — 5—(1(5-’) cos® o +I£—) sin o — IE—) sin 2a)ay,
2G
=[Gl (3.16)] — 5—(1@ sin® o —1—1'—(— cos® o —i—l’—(? sin 2a)ay,
. 2G
iz = [GL (3.17)] — =5 33 as,
—1 . . . ,
A= (ﬂ—@) [—2 (ﬂ—@)/\—z(@——)ﬁ 3G sin 2
a9 aq a2 aq a1 a2
2G
o5 (211(2) cos 2a + (I%) — Iég)) sin 204)} )

oo (0) [a( ) e (a2
as a a as az a1

3Gm/ 2G 1
+ (% + %) {— ™ Sin2a — —(I%) cos 2a + —(IS) —Ié?)sinQa)H :

as  ay 2 73 5¢P 2
G 3G
P =r¢?— r/2\/l m r/:/l [/in (af(3cos®*a — 1) + a3(3sin® a — 1) — a3)
! 12 3 ! 1 2 3 si 2 1 2 QGI(E))
+/~in(a1( cos’ @’ — 1) + a5 (3sin® o’ — )—a3)]—§ﬁr,
G = —2% — 10?5/[ [ﬁn(a% — a3)sin 2a + K, (af — @) sin QQ} — ﬁlg), (3.63)

dazu kommen die entsprechenden Gleichungen fiir a;,+" und ¢’. In dieser Form

setzt das Differentialgleichungssystem (3.62) die quasi-statische Naherung noch nicht
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voraus. Sie findet erst bei der expliziten Berechnung der Zeitableitungen des STF-

Massenquadrupoltensors ihre Anwendung.

Modell IT

Die Berechnungen fiir Typ-II Systeme erfolgen in gleicher Weise wie oben dargestellt.
Dank der geringeren Zahl an Freiheitsgraden reduziert sich der Arbeitsaufwand dabei
im Vergleich zu Typ-I Systemen erheblich. In einem axialsymmetrischen Stern m ist

die Geschwindigkeit eines Fliissigkeitselements relativ zum Zentrum des Sterns durch

) . a a
u = —frse; 4 friey + — (101 + 20€5) + — 2303
ai as
gegeben, wihrend die Bewegung des Schwerpunkts wieder durch u,,, = 7,,e1—rpes3
beschrieben wird. Die Bestimmung der Dissipationsraten W,,, und W/ aus Gl. (3.58)

ergibt fiir die Energiedissipationsrate des Binérsystems

2G k,m 7T . 5 5 .5 2GKlm' [, . 5 5 5
W=t [alal(zg + 70y + agagzgg] —— [@’1(1’1 (T9 + 7)) + ahal, 7
26 .
- 56“(7’7“1@ + 7“24,011(;)). (3.64)

Deutlich einfacher stellen sich auch die verallgemeinerten dissipativen Kréften dar.
Aus Gl. (3.64) findet man

2G k,m

_ (5) (5) _ (5)
Fay = “55 5 (Trr + I35 )an = 55§ I35 ar, (3.65)
2G kpm_(5)
Far = =555 Las 9
2G 1 (5) 2Gu (5
fﬁ—o, fT:—ﬁzu, f;o: 55I
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Die modifizierten Euler-Lagrange-Gleichungen fiir Systeme vom Typ II lauten somit

. Gm . 5]{31 Pc 1 3Gm CL1A1 G (5)
— ) — - —T.

=gt (n pc) @ m(1-3) 20 58

. Gm i 5]€1 Pc 1 3Gm CL3A3 2G
i3 = — a — | — - - —

3 r3 Nkn pe) as  kn(l—%) 2R®  5cP 33 4

. a1 -

j= _Qa_iﬂ’ (3.66)

. ) GM 3 GM 2G5

P =r’ — 2 10 4 [/@n(af — az) + iy (af —af)| - Be 5If1)7“

o 2G
p=—22 - =10 (3.67)

Es muss nochmals betont werden, dass der stellare Beitrag zu IS—))

in der quasi-
statischen Niherung verschwindet!?. Die innere Dynamik der Sterne beeinflusst das
Strahlungsfeld nur indirekt — iiber die Kopplung an die Bahnbewegung.

Im Hamiltonschen Formalismus erfordert die Einfiihrung verallgemeinerter dissipa-
tiver Kriifte eine Modifikation der Hamiltonschen kanonischen Gleichungen gemif3*4
Gl. (3.57). Die Gleichungen fiir die ¢’ sind unverdndert durch die Gl. (3.41)-(3.44)
gegeben. Modifiziert werden hingegen die Gleichungen, die die zeitliche Entwicklung

der kanonischen Impulse beschreiben. Man findet

, 5 p5  GMurk, kym P. 3 Gm? 2G’ Mk, (5)
ar — g 2 - = 2 1, )
P 2mk,, a3 53 * na; p. H—n R3 “ 5 55 5 @
. GMpky, kym P. 3 Gm? 2G m/{nI( )
g = — a —° - asAs — — ,
Pas 53 0 nag pe  H—n 2R3 3BT 55 5 T s
By =0, (3.69)
QGM (5),.2
Dy = 505 w5 Lz
. GMp  p3 3 GMp 2GH_5)
o= O P DOty 4o )] - 22 (309

13Vgl. Gl. (3.52))

14In den anderen Kapiteln wurde die Strahlungsriickwirkung durch einen zeitabhiingigen, dissi-
pativen Anteil der Hamiltonfunktion beriicksichtigt, wihrend die Form der Hamiltonschen kano-
nischen Gleichungen invariant blieb.
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Die Komponenten von IS—)) lauten in quasi-statischer Niherung!®

8GMp, [ GM _p? I
70 = 2y 3 182
1 3 r [ r + + ,u 7“2 ’
2G M GM p? p
(6) _ Pr @
2
5 2GMp, [ GM p? 2
12 = — |8 6— —
33 3 7“4 |: r + :U’ M2T2 ?
5 4GM GM pT P2

3.4.4 Numerische Untersuchungen

Um die numerischen Rechnungen moglichst einfach zu halten, beschrinken wir uns
im folgenden auf Typ-II Systeme. Wie in Kapitel 2 ist es auch hier zweckméfig, in
geeigneter Art und Weise eine Skalierung durchzufiihren, so dass in den so definierten
Variablen G = M =1 gilt. Die Transformation

GM ) B GMM~ GM,U/,,
t=—5T Pr = HCPr, Pa; = HPas» P = = 7 Pe» e
GM _ GM _
a; = ——aj, r= r
c? c?

erfiillt diese Forderung. Nun muss noch der in den Bewegungsgleichungen auftreten-
de Ausdruck P./p. durch andere, leichter zugénglichere Variablen ersetzt werden.
Um das zu erreichen, vergleicht man ein Riemann-S Ellipsoid der Masse m mit ei-
ner entsprechenden nicht-rotierenden, kugelsymmetrischen Fliissigkeitskonfigurati-
on gleicher Masse. Bezeichnet Ry den Gleichgewichtsradius der kugelsymmetrischen

Konfiguration, so ergibt sich

P 2 3/
kmFP __ Gm <R0> (3.71)

n p. (B—n)Ry \ R

5Diese bezieht sich nur auf die stellaren Freiheitsgrade.
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M

Definiert man nun noch C) := 27 = % und Cy :
zierten Hamiltonschen Gleichungen die folgende Gestalt an:

5 P ma GG

Par = 5 Ci @ T 58 T 5—n |k

75 Cyr4
5 ﬁg /i;l (~l/1 02 / 01

</ vp 1

4n~ ~7‘ 8 ~ .
. ‘“p[ 6p2—9jf—;’},
T T

Poy = 55 ~13 =3 / 0
— ~/ /
2k Cy af 57 5—n" [a\R)

4k 3 pr [8 L, Do
n P2y 62— 9m2
75 Oy il [f+ br= 52 |

Pos =75 T 50 |asky \ R
P

Akp a3 Dy [8 2
_LEP_{T 63_9%,

~ /n’
o cye | 1 ()T
as 57  5—n' |&R) \ R
~9
S A G b8 g gPel
7 Cy AT 72
ﬁﬂ_ﬁ/ﬁ: 5
8Uup, [2 P>
pgo_?%; [t+9pf—6f—§},
2 1 ﬁi 3 2 2
Pr="m "% " 100 [“”(“1 “
sowie
p 5
1_2/{%011)(117
i 5
S_K_Inclp(lB?
) 5 p
h= 5 B
2k, CY ay

_ M _m

B 3/n
_nis  Ci/Cy | 1 <i>

, so nehmen die modifi-

(3.73)



Bei Annahme geeigneter Anfangsbedingungen ldsst sich dieses Differentialgleichungs-
system numerisch 16sen. Wir wollen voraussetzen, dass zur Zeit ¢ = 0 gerade das
Periastron durchlaufen wird. In diesem Fall lauten die Anfangsbedingungen der or-

bitalen Variablen

H0)=do(l—e0).  @(0)=0,  5.(0)=0,  §p(0) = /do(l —e}),

wobei cio und eg groe Halbachse und Exzentrizitat des Orbits zur Zeit ¢ = 0 sind. Die
Bewegung innerhalb der Sterne wird im Rahmen einer quasi-statischen Naherung
beschrieben, d.h. alle beteiligten Relativgeschwindigkeiten und Beschleunigungen
werden als kleine Groflen angenommen. Insbesondere darf der geometrisch gemittelte
Radius R nur langsam mit der Zeit variieren. Diese Forderung ist sicher dann erfiillt,
wenn R(O) = 0 ist, was gleichbedeutend mit 2a1(0)ay(0)az(0) + a,(0)%az(0) = 0
ist. Damit ist es moglich, eine Beziehung zwischen den zu a; bzw. as gehorigen
verallgemeinerten Impulsen herzustellen:

DO baw (0 = -2 0,

ﬁas (O) ==

Bei Vorgabe geeigneter Werte fiir @;(0), @, (0) und 3(0) bzw. 3'(0) bleibt nun noch die
Festlegung der Gleichgewichtsradien R, und R{) der nicht-rotierenden Vergleichspo-
lytrope mit Polytropenindex n bzw. n’. Unter der Annahme, dass sich der rotierende
Stern bei ¢ = 0 im thermodynamischen Gleichgewicht befindet, gilt die von Dong et
al. hergeleitete Gleichgewichtsrelation zwischen dem geometrisch gemittelten Radius

R eines rotierenden Polytrops und dem Radius Ry des nicht-rotierenden Polytrops!®
[29],

€0 g3 egoparcsineg

n/(3—n)
3 arcsi 1 122
Ry = R(0) | 220 (4 2y1/6 (1 A 75())] L (3.74)

wobei g 1= /1 — (a3(0)/a;(0))? die Exzentrizitéit des rotierenden Ellipsoids be-
zeichnet. Diese Beziehung ist fast immer giiltig; Ausnahmen betreffen den Limes

inkompressibler Fliissigkeiten (n = 0) und den relativistischen Limes (n = 3).

16Das heisst natiirlich nicht, dass der Stern nach Beginn der Integration weiterhin im thermo-
dynamischen Gleichgewicht bleibt. Letzteres wire nur bei statischen Gezeiten der Fall.
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3.4.5 Gravitationswellenformen in fithrender Ordnung

Das Gravitationsstrahlungsfeld einer Quelle ist in fithrender Ordnung durch den
symmetrisch spurfreien Massenquadrupoltensor bzw. dessen zeitliche Variation ge-

geben und lésst sich, wie bereits in Kapitel 2 erwéhnt, in der Form

W= S P - e )

darstellen'”. Hier sind die I?™ wieder die Komponenten des im Schwerpunktsystem
definierten STF-Massenquadrupoltensors in einer Darstellung, die irreduzibel in Be-
zug auf den Bahndrehimpuls ist. Die Beziehungen zwischen den beiden Darstellun-
gen des Massenquadrupoltensors sind im Anhang zu finden.

Da wir nur die fithrende Ordnung des Strahlungsfeldes berechnen wollen, geniigt
es, die zweite Zeitableitung des Massenquadrupoltensors in Newtonscher Ordnung
zu bestimmen. Das erlaubt es uns, die Beitrdge von Bahnbewegung und Sternen
separat zu berechnen. Um fi‘}rb zu ermitteln, leiten wir die Komponenten von Iiofb

zweimal nach der Zeit ab und setzen die Newtonschen Bewegungsgleichungn (3.25)

17Siehe dazu auch Kapitel 4 und Anhang.
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und (3.26) ein. Das fiihrt auf

G
LR = —2uripsin2e + /?f(l + 3 cos 2¢p) [7'“2 - —M} + %(1 — 308 2¢) ¢
T
GM
_ 10r ;1/(1+3COS2SO) |:/{n( 2 _ )‘i‘/i (al _a32)i|
T 1 G 2
= 2]9 Ly sin 2¢ + —(1 4+ 3 cos 2¢) p Mp? + Py (1 - 3cos2)
KT 3# T 3/”“2
G
- 16\:5 (1+ 305 2¢) (e} — a) + %, (0 — )] (3.75)
2

. e
FISerb _ o i sin 2 + ’;(1 — 3cos 2¢) [r - TM} + %(1 + 3c0820)

— %(1 — 3 cos2¢p) [/@n(a% a3) + K, (aff — a?)}
= oPrPe iy 20 + i(l — 3 cos2p) {pr GME } + P, (1+ 3cos2¢p)
o 31 r 3pur?
— Ci'é\:gl(l — 3 cos 2@)[ W(ad —ad) + K (a? — a?)} (3.76)
I3y = %u [Gi\/l r?¢ ] + kin(a? — a3) + iy, (o — a;’f)}

2 {GM,M o8 2] G/\/lu

- - Bl 2 [nnmf—a%)m;(af—a;?ﬂ, (3.77)

r 72

7 GM
I{QS,orb = 2ury cos 2¢ + {7'«2 — T _ ngbQ

3GM
o {lin(af a3) + k) (aff — ag)}} fsin 2¢
2 2
— oPrPe o 20 + {& _ p_<%’2 _ GMpu
pr pooopr r
3G
_ 1(;::5)” {Fm(af —a3) + k), (af — a:’f)}} sin 2¢p. (3.78)

Bei der Herleitung dieser Gleichungen wurde die quasi-statische Naherung fiir die
stellaren Freiheitsgrade noch nicht vorausgesetzt. Daher treten in (3.75-3.78) zusétz-
lich Terme auf, die die Gezeitenwechselwirkung beschreiben. Wendet man die quasi-
statische Naherung an, so verschwinden diese Terme; iibrig bleiben die aus der
Punktteilchentheorie bekannten Ausdriicke. In der Tat zeigt sich, dass die durch
die Zusatzterme verursachten Beitrdge zum Strahlungsfeld sehr klein sind und zu-
mindest fiir elliptische Bahnen und fiir die Zs-Komponente vernachléssigt werden

kénnen. Nur die Zs3-Komponente bedarf einer gesonderten Betrachtung: In einem
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Punktteilchen-Biniirsystem verschwindet sie fiir Kreisbahnen'®. Erst durch die Ge-
zeitenkopplung besitzt 745" selbst fiir Kreisbahnen eine kleine, aber endliche Am-
plitude.

Zur Berechnung der stellaren Beitrdge betrachten wir einen durch ein Riemann-S
Ellipsoid modellierten Stern der Masse m und ein Inertialsystem {X;}, dessen Ur-
sprung im Zentrum des Sterns verankert ist. Gl. (3.46) gibt den Zusammenhang
zwischen den Koordinaten X; im Inertialsystem und den Koordinaten x, im korper-
festen System an. Die Transformationsvorschrift des stellaren Massenquadrupolten-

sors hingegen lautet
IS,s s
5% = TL)Ts(nZ3,

wobei Ic(fﬂ) die Komponenten des Massenquadrupoltensors im korperfesten System

sind. Die fiir ein triaxiales Riemann-S Ellipsoid geltenden Beziehungen

I1S,s 1 s s 1 s s s
Ifl ) = 5(1—;1) - 152)) cos 2y + 6(1—;1) + 152) - QIzgg))a
1S,s 1 s s 1 s s s
1';2 )= _5(1&) - 1';2)) cos 2y + 6(1?1) + 1';2) - 21?53))7
1
1S,s s s s
I:§3 ) = _5(1—{1) +I§2) - QIzgg))a

1
I1S,s s s .
IS = 5(Ifl) — 73)) sin 2y (3.79)

reduzieren sich fiir axialsymmetrische Konfigurationen auf

1
18,s 18,s IS,s
Ifl ) = 1—52 )= _51353 )-

Ohne Annahme der quasi-statischen Naherung lauten die zweiten Zeitableitungen

=(IS,s 1 s (s s S)\ - (s —(8)\ -
Ifl )= {5(1&) - 1—52)) - Q(Ifl) - 152))72] cos 2y — |:2(I£1) - 152))7
o O . 1 . o (g (g
+(I£1) - 1—2(2))”7} sin 2y + 6(151) + 1—52) - 21—3()3))7
=(IS,s 1"3 (s s S)\ - (s —(8)y -
152 ) = — {§(I£1) - 1-52)) - Q(Iﬁ) - 152))72 cos 27y + [Q(Ifl) - 152))7

s S ) 1 . s (s (s
+(I£1) - Ié;)ﬂ sin 2y + 6(1?1) +Ié2) - 21:&?3);

8Das sieht man am besten in der analytischen Darstellung der Z-j; vgl. dazu Kapitel 4.
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(IS8 1) s ..S
Iz(a:s ) = _g(ﬁl) +I§2) - QIzgg))a
=(IS,s 1 - s s S)\ - .
B = |30 - 2) -2 - 7552 sn2y
2 I(S) . I( I(S) . I(S) Ny 2
+12(Zy; 29 )Y + (213 59 )| cos 2.

In der quasi-statischen Néherung verschwinden jedoch die zweiten Zeitableitungen

)

des Massenquadrupoltensors im koérperfesten System, d.h. IZ(JS ~ 0, so dass

I(IS s) _ 555 ,8) (380)
— 27 — T80 cos 2 — [2(1( — o+ (¥ 152))9] sin 2,

7S — oz _ 702 sin 2y + [Q(I'ﬁ) 790+ (ZV Ig‘;))ﬂ] cos 27.

Nun ist aber fiir axialsymmetrische Riemann-S Ellipsoide Z\% = Z$. Aus GI. (3.80)
folgt daher sofort, dass IZ(]I %) fiir solche Konfigurationen in der quasi-statischen
Néherung verschwindet. Das bedeutet jedoch nicht, dass die Gravitationsstrahlung
vollig unabhéngig von den inneren Freiheitsgraden der Sterne ist. Letztere koppeln
ja an die Bahnbewegung und modifizieren so auch das Gravitationswellenmuster.
Fiir Binédrsysteme vom Typ II ist das Strahlungsfeld in fithrender Ordnung daher

im Wesentlichen durch

3 2/1 , P 1
120 = ?/,LC2 |:§ (; — z — r—g) ﬁ{/‘in(a% — G%) + /‘i/ (CL/12 — a?}} ,
/8 P | 3 i
R(I*?) = pc? [{2 ( 2 — f_i — ;) — 5~3(K,n(&% a3) + wl(af — @:’32))} cos 2
—4pr?¢ sin 290] ,
T
. /8 21 3
I(1%?) = — §MC2 HQ (]33 — ];—g — %) — ﬁ(lﬁn(@% —a3) + k. (af — a?))} sin 2¢
4Pl og 2(,0} : (3.81)
T

bzw. Linearkombinationen dieser Ausdriicke gegeben.

3.5 Diskussion

Neutronensterne und Weifle Zwerge konnen zumindest nidherungsweise mit Hilfe
polytroper Zustandsgleichungen mit n = 0.5...1 (NS) bzw. n ~ 1.5 (WD) be-
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Abbildung 3.2: Oszillationen eines Riemann-S Ellipsoids mit Polytropenindex n = 1.
Dargestellt ist die Oszillation der Halbachse a; des Sterns m in einem Typ II-System.
Anfangsparameter a,(0) = 10, a3(0) = 8, 3(0) = 0.01 und a,(0) = 0.02.

schrieben werden. In den Arbeiten von Kokkotas und Schifer [52] und Lai und
Ho [42] wurde die Dynamik und Gravitationsstrahlung von Binérsystemen nicht-
rotierender Neutronensterne in fithrender Ordnung untersucht. In ihrem Zugang
waren die durch Gezeitenwechselwirkung angeregten stellaren Oszillationen kleine
Storungen des Gleichgewichtszustands. Die daraus folgende Linearisierung der hy-
drodynamischen Gleichungen fiihrt auf ein diskretes Spektrum von Eigenmoden. In
beiden Arbeiten wurde jedoch davon ausgegangen, dass die Sterne keine Eigenrota-
tion aufweisen und damit exakt kugelférmig sind.

Nicht-rotierende Sterne sind aber eher die Ausnahme. Die Rotationsdeformation
fithrt zu einer Abweichung von der Kugelsymmetrie — ein Umstand, dem das Modell
,Riemann-S Ellipsoid“ Rechnung tragt. Dieses erstmals von Carter und Luminet
verwendete Modell besitzt nur eine einzige Schwingungsmode, fordert aber nicht,
dass deren Amplitude klein sein muss und geht damit in dieser Hinsicht iiber die
Beschriinkungen der adiabatischen Stérungstheorie hinaus'®. Die Oszillation der a;-
Achse eines Riemann-S Ellipsoids wird in Abb. 3.4.5 dargestellt.

Riemann-S Binérsysteme konnen unter bestimmten Bedingungen als Modell fiir
Binérsysteme von Neutronensternen oder Weiflen Zwergen dienen. Wie bereits erwahnt,
besitzen Riemann-S Ellipsoide nur eine einzige Schwingungsmode, die ungefdhr der
f-Mode im Rahmen einer adiabatischen Storungstheorie entspricht. In gewisser

Weise modellieren also Riemann-S Binérsysteme Systeme, in denen alle hcheren

9Die Schwingungsmode des Riemann-S Ellipsoids entspricht in etwa der f-Mode der linearen,
adiabatischen Stérungstheorie

66



Eigenmoden unterdriickt sind. Damit wird zugleich auch eine entscheidende Ein-
schrankung des hier vorgestellten Modells deutlich: es versagt, wenn ein Grofteil
der Oszillationsenergie in hoheren Eigenmoden gespeichert ist. Andererseits zeigen
Untersuchungen im Rahmen der adiabatischen Storungstheorie, dass die f-Mode der
Haupttréiger der Oszillationsenergie ist, wenn der Relativabstand nicht zu grof}, aber
auch nicht zu klein ist. In diesem Bereich liefert das Modell ,,Riemann-S Binérsy-
stem® eine gute Beschreibung der Dynamik und des Strahlungsfeldes von NS-NS
Binédrsystemen. Sein Vorteil liegt in der mathematischen Einfachheit der zu losen-
den Differentialgleichungen — inshesondere dann, wenn die Langzeitentwicklung von
NS-NS Binérsystemen untersucht werden soll. Dabei geht es vor allem um die Frage,
ob und in welchem Umfang die Zustandsgleichungen die Gravitationsstrahlung des
Systems beeinflussen.

In der Literatur wird die Annahme punktformiger Objekte als Bestandteile kom-
pakter Bindrsysteme oft damit begriindet, dass die Zustandsgleichung der stellaren
Materie im Giiltigkeitsbereich der post-Newtonschen Approximation keinen Einfluss
auf die Form der Gravitationswellen besitzt (siehe z.B. [56]). Wihrend das fiir BH-
BH Systeme durchaus zutrifft, ist die Argumentation fiir Bindrsysteme von Neutro-
nensternen oder Weiflen Zwergen schwieriger. Da die Kopplung der Bahnbewegung
an innere Freiheitsgrade der Rotation und Oszillation bereits auf Newtonscher Ebe-
ne kleine, aber dennoch existente Stérungen der Bahnbewegung verursacht, konnen
innere Freiheitsgrade nach Meinung der Autorin nur vernachléssigt werden, wenn le-
diglich wenige Orbitalperioden betrachtet werden. Im Laufe vieler Umlaufe zeigt sich
in den Templates im Vergleich zum Punktteilchen-Modell eine zunehmende Phasen-
verschiebung. Diese ist abhédngig von der Rotationsgeschwindigkeit der Sterne und
von den stellaren Zustandsgleichungen.

In den numerischen Rechnungen dieser Arbeit wurden axialsymmetrische Riemann-
S Ellipsoide angenommen, da sie bereits wesentliche Eigenschaften von Systemen
triaxialer Riemann-S Ellipsoide aufweisen, mathematisch jedoch bedeutend einfacher
zu handhaben sind. Die Bewegungsgleichungen (3.72) sind mit zwei Ausnahmen fiir
beliebige Polytropenindizes giiltig. Im Grenzfall inkompressibler Fiissigkeiten (n=0)
muss Gl (3.71) durch

P, _P
M F (3.82)
NKn Pc Pe
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ersetzt werden?. Im relativistischen Limes (n — 3 bzw. I' — 4/3) hingegen wird die
numerische Integration instabil. Zudem ist die in Gl. (3.74) angegebene Beziehung
zwischen dem Gleichgewichtsradius einer nicht-rotierenden, polytropen Fliissigkeit
und dem gemittelten ,Radius“ R einer entsprechenden rotierenden Konfiguration
fiir n = 3 singular.

In Abb. B.2 wird die Entwicklung des Orbits fiir ein leicht elliptisches (ey = 0.4)
Binérsystem gleicher Massen in Abhéngigkeit vom Polytropenindex n’ dargestellt.
Wie erwartet kommt es aufgrund der Gezeitenkopplung bereits auf Newtonscher
Ebene zu einer Periastrondrehung, die umso stiarker wird, je kleiner n’ ist, d.h. je
weniger ,,zentriert® der Stern ist. Auch der Einspiralprozess wird von den Zustands-
gleichungen, speziell vom Polytropenindex, beeinflusst. Bei festem n fithren kleinere
Werte von n’ (d.h. groBere I"-Werte) zu einem schnelleren Einspiralen. In Abb. B.2
ist deutlich zu sehen, dass der Einfluss der Zustandsgleichung selbst fiir modera-
te Relativabstdnde nicht vernachléssigt werden darf, wenn man an einer korrekten
Langzeitentwicklung des Systems interessiert ist. Fiir Kreisbahnen macht sich die
durch Gezeitenwechselwirkung induzierte Modifikation des Gravitationswellenfeldes
am stirksten in der I2°-Komponente bemerkbar, aber auch in der 22-Komponente
ist eine signifikante Phasenverschiebung bei unterschiedlichen n’ erkennbar (siehe
Abb. B.7). In der 20-Komponente sieht man den Einfluss der Gezeitenkopplung am
deutlichsten, denn diese Komponente wiirde bei einem Punktteilchen-Binérsystem
fiir Kreisbahnen verschwinden, wiahrend in einem Binérsystem mit Gezeitenkopp-
lung selbst fiir g = 0 eine nicht-triviale Amplitude von 120 auftritt.

Abb. B.6 zeigt, dass unterschiedliche Zustandsgleichungen sich auch bei gréfleren Re-
lativabstdnden nach einigen Dutzend Umléufen in Form von Phasenverschiebungen
deutlich bemerkbar machen. Man kann also festhalten, dass die durch Gezeitenkopp-
lung induzierte Phasenverschiebung der Gravitationswellen umso grofler ist, je klei-
ner der Polytropenindex ist, d.h. je weniger kondensiert die Sterne sind. Den grofiten
Einfluss wiirde man daher im Limes inkompressibler Fliissigkeiten (n=0) erwarten.
Ob und wenn ja inwieweit sich diese Ergebnisse auch dann bestétigen, wenn post-
Newtonsche Korrekturen der Bahnbewegung beriicksichtigt werden, miissen weitere,

zur Zeit noch nicht abgeschlossene Untersuchungen zeigen.

20Eine explizite Beziehung zwischen P./p. und den stellaren Freiheitsgraden ist in [55] angegeben.
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Kapitel 4

Post-Newtonsche Dynamik und
Gravitationsstrahlung kompakter

Binirsysteme mit Spin

4.1 Einleitung

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Dynamik und Strahlungsfeld der vorge-
stellten Binédrsysteme nur in fithrender Ordnung berechnet und als einzige post-
Newtonsche Korrektur die Strahlungsdémpfung in der 2.5 pN-Ordnung beriicksich-
tigt. Bei diesen Untersuchungen kénnen grundlegende Erscheinungen kompakter
Binérsysteme ausgedehnter Objekte analysiert werden, doch fiir die Erstellung hoch-
genauer Templates reicht es bei weitem nicht aus, lediglich die fiihrende Ordnung
zu betrachten. Zudem ist bekannt, dass die Newtonsche Theorie in jener Phase des
Einspiralvorgangs, die mit heutigen, erdgebundenen Detektoren erfasst werden kann,
keine Giiltigkeit mehr besitzt. In diesem Bereich ist die Mitnahme post-Newtonscher
Korrekturen zweiter oder dritter Ordnung essentiell, um die Dynamik mit hinrei-
chender Genauigkeit zu verfolgen.

Die Untersuchung der post-Newtonschen Dynamik kompakter Bindrsysteme be-
schrinkte sich bisher meist Binédrsysteme Schwarzer Locher. Die endliche Ausdeh-
nung kompakter Sterne wurde vernachléssigt, Storungen der Bahnbewegung auf-
grund von Rotationsabplattung und Gezeitenwechselwirkung wurden als irrelevant
angesehen. Betrachtet man nur den Einfluss der Rotationsdeformation, so zeigt eine
unter Beriicksichtigung der 2.5pN-Strahlungsddmpfung auf der Grundlage der New-
tonschen Theorie durchgefithrte Abschitzung, dass die durch die Abplattung eines

rotierenden Neutronensterns in einem NS-NS oder NS-BH System hervorgerufenen
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Storungen selbst fiir den Fall maximaler Rotation sehr klein sind (vgl. z.B. [12]).
Dabei wird jedoch iibersehen, dass diese Stérungen durchaus die Grofenordnung
der ersten post-Newtonschen Korrekturterme erreichen kénnen. So wéchst erst in
letzter Zeit, bedingt vor allem durch Fortschritte auf dem Gebiet der Numerischen
Relativitédtstheorie, das Interesse an der Beriicksichtigung stellarer Freiheitsgrade
bei der Untersuchung kompakter Bin&rsysteme.

Auflerhalb der Numerischen Relativitédtstheorie wurde die Dynamik in den meisten
bisherigen Arbeiten, die stellare Freiheitsgrade innerhalb kompakter Bindrsysteme
zulieflen, nur in fithrender Ordnung betrachtet. Als einzige post-Newtonsche Korrek-
tur wurde die 2.5pN Strahlungsdampfung beriicksichtigt (vgl. z.B. [52], [42], [56]).
In diesem Kapitel steht der Einfluss der Rotationsdeformation auf die Bahnbewe-
gung und damit auf das Gravitationsstrahlungsfeld jenseits der fiihrenden Ordnung
im Zentrum des Interesses. Ausgangspunkt der Uberlegungen ist die Arbeit von N.
Wex, dem es gelang, eine quasi-Keplersche Losung fiir ein Bindrsystem aus rotie-
rendem Hauptreihenstern und kompaktem Objekt herzuleiten [86]. Wahrend Wex
sich jedoch auf die Newtonsche Ebene beschriankte, werden in diesem Kapitel post-
Newtonsche Korrekturen erster Ordnung zur Bahnbewegung beriicksichtigt. Kon-
sequenterweise werden dann auch bei der Berechnung des Strahlungsfeldes hohere
Multipolbeitrage mitgenommen. Vorausgesetzt wird dabei, dass der Hauptbeitrag
der Newtonschen Stérungen durch die Rotation einer Komponente des Binédrsystems
verursacht wird. Unter der Annahme, dass diese Storungen von derselben Gréfien-
ordnung wie die 1pN-Korrekturen zur Bahnbewegung sind, wird eine 1pN-exakte,
quasi-Keplersche Losung hergeleitet, die bis zur linearen Ordnung im Deformations-
parameter ¢ giiltig ist. Im néchsten Schritt wird der Ubergang zum Hamiltonschen
Formalismus vollzogen. Ein zeitabhéngiger Anteil der Hamiltonfunktion beriicksich-
tigt dabei die Strahlungsddampfung. Schliellich werden die zur Berechnung des Strah-
lungsfeldes jenseits der fithrenden Ordnung benétigten zeitlichen Ableitungen der
Strom- und Massenmultipolmomente angegeben. Die Polarisationszustinde h, und
hy werden sowohl in Abhéngigkeit von den generalisierten Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten als auch in Abhéngigkeit von den generalisierten Koordinaten und

Impulsen berechnet.
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4.2 Astrophysikalische Relevanz der Quadrupol-
kopplung

Bei der Behandlung kompakter Bindrsysteme im Rahmen post-Newtonscher Nihe-
rungen wird oftmals von der Punktformigkeit der kompakten Objekte ausgegangen,
selbst wenn diese einen Spin besitzen. Streng genommen gibt es jedoch gar keine
rotierenden Punktteilchen, da der Eigendrehimpuls eines massenbehafteten Objekts
immer eine Mindestausdehnung senkrecht zur Spinachse induziert (vgl. u.a. [73]).
Allgemein hat man es daher im Fall rotierender Sterne immer mit einer Rotations-
abplattung zu tun. Das nicht-verschwindende Quadrupolmoment des deformierten
Sterns koppelt an die Bahnbewegung und fithrt zu einer nicht-relativistischen Apsi-
denbewegung.

H. Russell erkannte als erster, dass die Groéfle der Apsidendrehung Riickschliisse
auf die Dichteverteilung innerhalb des rotierenden Sterns zuldsst [71]. Seine Ar-
beiten wurden u.a. von Cowling aufgegriffen und entscheidend erweitert [23]. Die
auf dieser Grundlage gewonnenen theoretischen Vorhersagen konnten in den letz-
ten Jahrzehnten an einer Reihe enger Bindrsysteme von Hauptreihensternen durch
Beobachtungen bestiitigt werden!. Dabei zeigte sich, dass der Beitrag von Rota-
tionsdeformation und Gezeitenkopplung an der gesamten Apsidenbewegung Ay
in diesen Féllen mindestens genauso grof3, meist aber bedeutend grofler ist als die
relativistische Periastrondrehung.

Die Binérsysteme in den oben genannten Beispielen bestanden aus zwei Hauptrei-
hensternen. Fiir uns interessanter sind jedoch Binédrpulsare, d.h. Systeme, die aus
einem Pulsar und einem begleitenden Hauptreihenstern bestehen — zum Beispiel
PSR 1259-63 mit einem Be-Stern als Begleiter [47], oder PSR J0045-7319. Wie Lai
et al. zeigten, sind die durch Rotationsdeformation des Hauptreihensterns indu-
zierten Storungen der Bahnbewegung in beiden Systemen deutlich grofier als die
relativistische Periastrondrehung? [57].

Die fiir heutige Gravitationswellendetektoren als Quellen in Frage kommenden Binérsy-
steme bestehen aus zwei kompakten Objekten, d.h. aus Schwarzen Loéchern, Neu-
tronensternen oder Weilen Zwergen. Die Rotationsabplattung ist in diesen Fillen
wesentlich weniger ausgeprigt als bei Sternen mit , weicher® Zustandsgleichung. In
der Tat konnten Cutler und Bildsten zeigen, dass die aufgrund der Rotationsab-

plattung eines mit maximaler Winkelgeschwindigkeit rotierenden Neutronensterns

ISiehe dazu zum Beispiel [3], [4], [2], [93]. Fiir eine aktuelle Ubersicht siehe Claret und Willems
[22].
2Vgl. dazu auch [86].
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in einem NS-NS-System wéhrend des beobachtungsrelevanten Abschnitts des Ein-
spiralprozesses® auftretende Phasenverschiebung nur etwa 27 betrigt [12]. Dennoch,
und dies sei hier nochmals betont, darf dieser Beitrag bei der Erstellung hochgenau-
er Templates nicht vernachléssigt werden.

Mit der Inbetriebnahme des LISA-Detektors wird sich der der Beobachtung zuging-
liche Frequenzbereich in den niederfrequenten Bereich bis hinab zu etwa 10~*Hz
erweitern. Damit riickt eine neue Klasse von Quellen ins Blickfeld des Interesses: ga-
laktische Bindrsysteme Weiler Zwerge. Wie Wiseman et al. in zwei kiirzlich erschie-
nenen Artikeln argumentieren, ist es durchaus moglich, dass neben WD-Binérsyste-
men mit kreisformigem Orbit auch exzentrische WD-WD Binérsysteme existieren
[91], [92]. Letztere konnten sich durch gravitative Wechselwirkung in globularen Clu-
stern bilden. In derartigen System wéren die durch Rotationsdeformation und Ge-
zeitenwechselwirkung induzierten Beitrige zur Periastrondrehung in dem fiir LISA
relevanten Frequenzbereich z.T. sogar viel grofler als die relativistische Periastron-
drehung. Bei der Auswertung der LISA-Daten wiirde ihre Vernachlassigung zu einer
Uberschitzung der beteiligten stellaren Massen fithren. Mehr noch, WD-WD Syste-

me konnten sogar filschlicherweise als NS-NS Systeme interpretiert werden [92].

4.3 Eine 1pN-exakte quasi-Keplersche Lésung un-
ter Beriicksichtigung der Quadrupolkopplung

Im Jahre 1985 gelang es Damour und Deruelle, eine 1pN-exakte Losung fiir ein
Binérsystem zweier Punktmassen anzugeben [28]. Wichtig bei der Herleitung dieser
aufgrund ihrer bemerkenswerten Ahnlichkeit mit der bekannten Kepler-Parametri-
sierung als quasi-Keplersche Losung bezeichneten Form ist, dass die post-Newtonschen
Terme lediglich kleine Korrekturen zu den Newtonschen Gleichungen darstellen.
Auch die Kopplung des nicht-verschwindenden stellaren Quadrupolmoments an die
Bahnbewegung liefert nur kleine Korrekturen zu den Newtonschen Bewegungsglei-
chungen des Punktteilchensystems. In der Tat lésst sich die von Damour und Deruel-
le entwickelte Strategie auf die Konstruktion einer quasi-Keplerschen Losung fiir ein
Newtonsches Binédrsystem aus Pulsar und rotierendem Hauptreihenstern anwenden

[86]. Die auf diese Weise von Wex gefundene Losung ist bis zur linearen Ordnung

3Gemeint ist hier jenes Stadium, in dem die Orbitalfrequenz des Systems von ca. 10 auf ca.
1000 Hz ansteigt.
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des Deformationsparameters ¢ exakt. Der als [9]

mq = 1/dV’p(r') [7? —=3(5-1")%] = AI (4.1)

2
definierte Parameter ¢ ist ein Maf fiir die Rotationsabplattung des Sterns und direkt
proportional zur Differenz Al der Tragheitsmomente parallel und senkrecht zur
Spin-Achse. Fiir starr rotierende Fliissigkeiten gilt (vgl. z.B. [57])

2

. . Q
0= kR, Q=

/Gm/R?’

wobei k die Konstante der Apsidenbewegung ist. Mit R, {2 und m werden der po-

(4.2)

lare Radius, die Masse des Sterns und seine Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Die
Konstante der Apsidenbewegung héngt stark von der Dichteverteilung innerhalb
des rotierenden Sterns ab: Insbesonders verschwindet sie fiir punktformige Massen,
wiahrend sie bei einer starr rotierenden, homogenen Kugel ihren maximalen Wert
kmaz = 0.75 annimmt.

Fiir unsere Zwecke sind vor allem polytrope Zustandsgleichungen interessant, da
Neutronensterne und Weifle Zwerge zumindest ndherungsweise durch polytrope Zu-
standsgleichungen mit Index n = 0.5...1 (NS) bzw. n ~ 1.5 (WD) beschrieben

werden konnen. Die Konstante der Apsidenbewegung lésst sich in diesem Fall durch
1
b= 5 (A(n) = 1)

ausdriicken, mit der von Chandrasekhar definierten, vom Polytropenindex abhéngi-
gen Funktion Ay (n) [20].
Die Kopplung des nicht-verschwindenden Quadrupolmoments an die Bahnbewegung

wird im Hamiltonschen Formalismus durch [8], [9]

H

qi 27,3 = ]'7 2 (43)

r2

_ GMpg; {3@@ : 1“)2 o 1} ’ i

beschrieben?. Hierbei ist §; der Spin-Einheitsvektor des i-ten Sterns und und ¢; des-
sen Quadrupolmoment®.

Im Allgemeinen ist die Spinrichtung keine Erhaltungsgrofie, so dass die Bahnebene

4Das verwendete Koordinatensystem ist hier wieder das Schwerpunktsystem, d.h. r bezeichnet
den Relativabstand, M die Gesamtmasse und u die reduzierte Masse.

5Im folgenden soll angenommen werden, dass nur eine Komponente des Binsirsystems rotiert,
so dass der Index ¢ weggelassen werden kann.
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eine Prizessionsbewegung ausfiihrt®. Nur wenn der Spin parallel zum Bahndrehim-
puls und damit senkrecht zur Bahnebene orientiert ist, bleibt seine Richtung erhal-
ten. Dieser Fall entspricht gerade dem Zustand niedrigster Energie, den Binérsyste-
me bekanntlich anstreben. Daher soll im folgenden stets davon ausgegangen werden,
dass § senkrecht zur Bahnebene steht. Die Hamiltonfunktion (4.3) vereinfacht sich

dann zu

g, = GMua

1 23

(4.4)

Weiterhin wird angenommen, dass der von H, gelieferte Beitrag zu den Bewegungs-
gleichungen in der Groéflenordnung der 1pN-Bahnkorrekturen liegt. Um diese An-
nahme zu motivieren, betrachten wir ein kompaktes Bindrsystem mit kreisférmigem
Orbit mit Radius ry. Vernachléssigt man die g-Kopplung, so ist die reduzierte Bahn-

energie’ des Systems in erster post-Newtonscher Niherung

GM T—vG*M?
+

2

Eoy = —
o 210 8 rgc?

= EN + EpN-
Ein Vergleich der post-Newtonschen Korrektur zur Bahnenergie £y mit dem Bei-
trag der ¢-Kopplung F zeigt, dass beide fiir

qNGM:

=Ts.
c2

To

von derselben Gréflenordnung sind. Ist das Verhéltnis ¢/ro wesentlich groBer als rg,
so dominiert die Quadrupolkopplung, ist umgekehrt ¢/ry < rg, werden die Stérun-
gen der Keplerschen Bahnbewegung hauptséchlich von relativistischen Korrekturen
verursacht.

Welche Werte kann der Parameter ¢ iiberhaupt annehmen? Wie wir gesehen ha-
ben, hingt ¢ von der Winkelgeschwindigkeit € des rotierenden Sterns und (iiber
die Konstante k) von dessen Dichteverteilung ab. Die Winkelgeschwindigkeit aber
kann nicht beliebig grofl werden ohne dass der Stern zerreifit. Im Rahmen der New-
tonschen Theorie ist der maximale Wert €1, gerade die Winkelgeschwindigkeit,
bei der ein am Aquator befindliches Massenelement Fluchtgeschwindigkeit erreicht.

Fiir einen polytropen Stern der Masse m kann man zeigen, dass dieser Maximalwert

6Das folgt aus der ab der 1.5pN-Ordnung auftretenden Spin-Bahn-Kopplung.

"In diesem Abschnitt werden durchgiingig reduzierte Grofen verwendet, sowohl fiir die Energie
als auch fiir den Bahndrehimpuls. Explizit ist £ := E'/p und J := J'/u. Man beachte, dass
E' =H.
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durch

92\ 3/2
Dz = (g) C;—?, R ...polarer Radius

gegeben ist[77]. Damit wird der Parameter ¢ fiir polytrope Sterne durch

2 2\*
= 2t = (2)
begrenzt. Betrachten wir als Beispiel das Modell eines rotierenden Neutronensterns
mit Polytropenindex n = 1 und einem polaren Radius von R = 10 km. Maximal
zuldssige Winkelgeschwindigkeit fiihrt in einem solchen Fall auf ¢4, = 5.1 km?. Fiir
einen Weilen Zwerg mit n = 1.5 und einem Radius von 1000 km hingegen ist ¢4z
wesentlich groBer, ndamlich ¢q = 28563 km? (vgl. [39]). Die Begrenzung des Pa-
rameters ¢ bleibt nicht ohne Folgen fiir die Gréfe der durch Rotationsdeformation
induzierten Periastrondrehung. Wie gezeigt wurde, ist Ag,,; von der Groéfenord-
nung der relativistischen Periastrondrehung, wenn q/ro ~ GM/c? ist. Der Rela-
tivabstand kann aber nicht beliebig klein werden, da ddie post-Newtonsche Néhe-
rung nur auflerhalb der letzten stabilen Kreisbahn anwendbar ist. Auflerdem soll
kein Masseniibertrag stattfinden, und auch diese Bedingung gibt eine untere Grenze
fiir den Relativabstand der Komponenten des Biniirsystems vor®. Zusammengefasst
zeigt sich daher, dass fiir enge NS-BH und NS-NS Binérsysteme der Beitrag der g-
Kopplung selbst bei maximaler Rotation mindestens um den Faktor 100 kleiner ist
als die erste relativistische Korrektur zur Bahnbewegung. Andererseits kann dieser
Beitrag aber wesentlich grofler als die néchstfolgenden post-Newtonschen Korrektu-
ren sein. Im Falle von WD-WD Binérsystemen liefert der Beitrag der ¢-Kopplung
unter Umsténden sogar die dominierende Korrektur zur Bahnbewegung (vgl. auch
[92]).

Diese Voriiberlegungen zeigen, dass es enge Binérsysteme geben kann, in denen die
durch die Rotationsdeformation induzierte Periastrondrehung Ay,,; von derselben
GroBenordnung wie die relativistische Periastrondrehung ist. Damit wird die An-
nahme gerechtfertigt, dass der ¢-Term in den Bewegungsgleichungen formal von
der GroBlenordnung O(c™?) ist. Das wird bei der Herleitung der quasi-Keplerschen
Losung von entscheidender Bedeutung sein.

Um die quasi-Keplersche Losung fiir ein Bindrsystem mit ¢-Kopplung zu bestimmen,

8Ist sie nicht erfiillt, miissen die vollstéindigen Gleichungen der Hydrodynamik gelost werden,
um die Dynamik des Binérsystems zu beschreiben.
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gehen wir von der erhaltenen Gesamtenergie des Systems aus. Nach Einfiihrung der
reduzierten Energie £ := E’/p und des reduzierten Bahndrehimpulses J = J'/u
lautet die Gesamtenergie des Bindrsystems in erster post-Newtonscher Approxima-

tion

B =

2
% GM[ q}+c—12[§(1—3y)v4+—GM {(3+u)v2+w’«2+GMH.

2r T
(4.5)

Laut Voraussetzung ist der Spin parallel zum Bahndrehimpuls ausgerichtet, so dass
die Orbitalebene erhalten bleibt. Es liegt daher nahe, in der iiblichen Weise Polar-
koordinaten r und ¢ einzufiihren. Durch Einsetzen von v? = 72 4+ r?¢? in Gl. (4.5)

findet man die 1pN-exakten Bewegungsgleichungen fiir » und ¢ in der Form

2B C D
"2
. J E GM
pi=3 ll —(1- 3u)§ 2 (4-2v)]. (4.7)
Die Konstanten A, B, C' und D sind dabei durch
3 E
A=2F {1—1— 5(3V— 1);} ,
E
B=GM |:1+(7l/—6)g:| ,
1
C=-J*+ = [2(1 = 3v)J’E + 5(v — 2)G°M?]
51 q 8—3v
D=GMJ {ﬁ + 2 ] . (4.8)

gegeben. Damour und Deruelle 16sten dieses Gleichungssystem fiir Binédrsysteme oh-
ne Spin, d.h. fiir ¢ = 0. Dann ist D von der Ordnung O(c2), d.h. der entsprechende
Term in Gl. (4.6) stellt nur eine kleine Korrektur zur bekannten Keplergleichung
dar. In unserem Fall hangt D zusétzlich noch von ¢ ab. Geméaf der obigen Annahme
ist aber § := ¢q/J? ~ ¢ 2, so dass wir den Losungsweg von Damour und Deruelle

anwenden konnen. Die so gefundene quasi-Keplersche Losung

r=a.(1—e.cosu), u—epsinu = n(t —ty), (4.9)
1

¢ = 2(k + 1)arctan [ T tan E] (4.10)
1 —e, 2
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ist bis zur ersten Ordnung in ¢ exakt. Die in Anlehnung an die bekannte Keplerlsung

eingefithrten Konstanten n, a,, e,, e; und e, sind dabei definiert als

B C 2A GM D
O N [ S (o ) | H e
DA A BD
€r = €4 |:1—m:|, €t:\/1—§|:0+?:| (412)
und n = y/—A3/B?, wihrend die post-Newtonsche Grofie x durch
3G2M? [ 1 q
R = T |:§ + 2—(]2:| (413)

gegeben ist. Haufig ist es jedoch zweckméfiger, die grofie Halbachse a, und die
Exzentrizititen e,, e,, ¢; in Abhingigkeit von ¢ = ¢/J? und der 1pN-Energie anzu-

geben. In diesem Fall ist

GM GM GM
5 " 2 0t =7

e = e, l1+E{5+8_23V}],
c

a, =

e, =€ [1—E{5+%H,
n? = —Giij\; l1 — (v — 15)2—52} : (4.14)

4.4 2.5pN Strahlungsriickwirkung im Hamilton-

schen Formalismus

Prinzipiell kann der Energieverlust aufgrund der Abstrahlung von Gravitationswel-
len auf verschiedenen Wegen beriicksichtigt werden. Eine Moglichkeit ist es, die
Emission von Gravitationsstrahlung als sdkularen Effekt aufzufassen und die Bewe-
gungsgleichungen unverédndert zu lassen. Bei dem hier verwendeten Zugang hingegen
finden die erstmals in 2.5pN-Ordnung auftretenden Strahlungsriickwirkungsterme
direkt Eingang in die dynamischen Gleichungen. Wir betrachten dazu das System
zunachst auf der Ebene der ersten post-Newtonschen Approximation und fiigen in

einem zweiten Schritt einen zeitabhédngigen Hamiltonian hinzu, der die Abstrahlung
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in fithrender Ordnung beschreibt?.

Im Schwerpunktsystem ist der 1pN-exakte Hamiltonian durch!®

1 P2 GMp q
H=— |p?+ 2| - Z7H [1 —} 4.1
2H |:pr + ’]"2:| ’ + 27"2 ( 5)
2 2
L|3v—1/(, 1) GM p? 2 G2 M2
= ) 2 (B 3102 .
+ c? [ 83 (pr + 7“2) 2r (3+2v) 1 +(@3+v) ur? + 272
(4.16)

gegeben. Die zweite post-Newtonsche Ordnung bringt keine wesentlichen, neuen Ef-
fekte ins Spiel und wird daher hier nicht beriicksichtigt. Neu hingegen ist der ab der
2.5pN-Ordnung erstmals auftretende, durch die Strahlungsriickwirkung verursachte
Energieverlust. Dieser kann, wie bereits erwdhnt, durch eine zeitabhéngige Hamil-
tonfunktion H,.q.(t) beschrieben werden, die fiir eine beliebige Materieverteilung in
fiihrender Ordnung die folgende Form annimmt: [74]:

2G 75 1
Hyeac(t) = ﬁfff’)(t)/dvl pﬂ + gdUuoU| - (4.17)

Dabei ist Z;; der symmetrisch-spurfreie Massenquadrupoltensor der Materiedistri-
bution, mit 7; und p werden Impulsdichte und Dichte bezeichnet, und das Gravi-
tationspotential U geniigt der Poissongleichung mit Quellterm p. Da wir die Strah-
lungsddmpfung nur in fithrender Ordnung in den Bewegungsgleichungen beriicksich-
tigen wollen, kénnen wir bei der Berechnung von H,...(t) von einem System zweier

Massenpunkte ausgehen. Im Schwerpunktsystem finden wir

2G (3 DiP; xixd
Hyeac(t) = @Iz(j)(t) 73 — GMp

|- (4.18)

Entscheidend bei der Bestimmung der dissipativen Anteile der Bewegungsgleichun-

gen im Sinne der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

. aHreac . o afIreac
(pz)reac - aqz ) (Qz)reac - apz

ist es, Iz(f ) (t) erst mach der partiellen Ableitung als Funktion der generalisierten

Koordinaten und Impulse ¢* und p; aufzufassen. Man findet auf diese Weise [52],

9Dabei vernachlissigen wir Terme der Ordnung O(c=?) und O(c™*), da es sich bei ihnen eben-
falls um konservative Beitridge handelt.
19Dabei ist Hip,ny = B = pFE.
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[39]

8 G?p, [GM3v p?p 8 G2p<p 2GM31? P2
.7‘ reac — o - . ) reac — T ¢ 2_¢_ 2 )
(pr) 3 ricd [ 5 vr () 5vrdcd r + rz  Dr
8 G? P> 8 G%p,p
’ reac — T T - 2 2 6_§D : reac — T & d 1,0'
(") 15 vr2cd l Prt r2 |’ (%) 3 vrich

Wie in den vorangegangenen Kapiteln fithren wir fiir numerische Rechnungen ska-

lierte Variablen

_ GMy _ GM _ -~ G M? _
Pr=tHCPr, Py =i Dy T =i—gh H=ipdH,  q=1———q

C

ein, in denen G = ¢ =1 gilt. Damit erhalten wir

L s 3u—1(, Py 3+2] 16v [, P}
=l i — = |PF+3=5 4.19
P [ T {pr—i_ﬁ} I } 15 72 {ijL 72| (4.19)
i . "~
B[, 3v=1[, B\ _3+v] 8Svip,
=2 |} 2 - 4.20
f2 |: + 2 {pr+ 7,:2} /f 3 7:4 , ( )
~:ﬁ_ﬂ2"_i 1+3q~ 3’/_115_3: -9 p_i _3+2V~2
B R 27 9 | 2 or2 Ir
3 P21 Sup [1 P
BRI i =l s 421
2(+V>774+7*3+3f4{5 Pl (4.21)
. Svp, [2 Do
BN R 4.22
To5 [f+ 72 P (4.22)

Diese Gleichungen beschreiben die Dynamik eines kompakten Binérsystems in néchst-
fithrender Ordnung unter Beriicksichtigung der Quadrupolkopplung und der Strah-
lungsriickwirkung. Wie man aus Gl. (4.22) leicht sieht, nimmt nicht nur die Gesam-
tenergie ab — auch der Bahndrehimpuls ist nicht mehr erhalten.

Die zeitliche Entwicklung des durch die Gln. (4.19-4.22) beschriebenen Binérsystems
ist vollstdandig festgelegt, wenn grofle Halbachse a,, Exzentrizitit e, und g zur Zeit
t = 0 bekannt sind. Definieren wir ¢t = 0 als Zeitpunkt des Periastrondurchgangs

©(0) = 0, so sind die Anfangswerte fiir  und p, einfach
r(0) =ro = a,(0)(1 —€:(0)),  pr(0) =0.

Um den Anfangswert von p,, zu bestimmen, nutzen wir die Tatsache, dass die Energie

des Systems zu Beginn der Integration durch den konservativen Teil der Hamilton-
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funktion gegeben ist. Man erhélt dann aus Gl. (4.15)

1
po(0)* = 21§ Bypn + 2G Mg [1 + 2%] + 5 [0 = 3v)rd ()’
0

+4(1 = v)GMroEY + (6 — v)GPM?] |

wobei Ej,y und E{? die reduzierte 1pN-Energie des Systems bzw. die Newtonsche

Energie des Punktteilchensystems (ohne Spin) sind.

4.5 Jenseits der Quadrupolstrahlung

Im asymptotisch flachen Raum lésst sich die Gravitationsstrahlung einer isolierten
Quelle in Form einer Multipolentwicklung angeben (siche Anhang A, Gln. (A.1) und
(A.6)). In fithrender Ordnung dominiert der Anteil des Massenquadrupoltensors,
d.h. anders als die elektromagnetische Strahlung ist die Gravitationsstrahlung einer
beliebigen Materieverteilung in fithrender Ordnung eine Quadrupolstrahlung.

Im folgenden wollen wir uns wieder auf kompakte Binédrsysteme beschranken. Die
Einbeziehung post-Newtonscher Korrekturen in die Dynamik bedeutet, dass auch
in der Multipolentwicklung (A.1) bzw. (A.6) hohere Glieder beriicksichtigt werden
miissen'!. In unserem Fall betrifft das die Massenmultipolmomente bis [ = 4 und
die Strommultipolmomente bis [ = 3. Unter Vernachléssigung aller Terme hoherer

Ordnung reduziert sich die Multipolentwicklung des Strahlungsfeldes dann auf

2 3 2
G 1
T _ (2)2mprE22m |+ (3)3mmE2,3m (2)2m~B2,2m
7 = g | 3 e L S gy 3 e ]
m=—2 m=—3 m=—2
1 4 3
+§{ Z [(4)4m7-;?'2,4m_‘_ Z 8(3)3m11i]j32,3m} ’ (4.23)
m=—4 m=—3

wobei I'™ bzw. S die sphirisch-Harmonischen Massen- und Strommultipolmo-

mente und 7TF2/B2im

die von © und ® abhéngigen irreduziblen Spin-2 Tensor-
Harmonischen elektrischen (Paritit (—1)) und magnetischen Typs (Paritét (—1)1)
sind. Diese Harmonischen sind orthonormal auf der Einheitskugel; durch Einfiihren
von Einheitsvektoren © und & ist es moglich, sie in Komponenten proportional zu
(OO0 -d®d) und (O ® &+ P ® O) zu zerlegen. Damit gibt die Darstellung des

Strahlungsfeldes (4.23) sozusagen automatisch die Polarisationszustinde hy und hy

1Tn der Literatur ist das nicht immer der Fall, was streng genommen eine Inkonsistenz in der
Néherung bedeutet.
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wieder, wobei hy der (O ® © — & ® ®)-Komponente und hy der (6 ® & + & ® ©)-
Komponente entspricht.
Offensichtlich lasst sich das Strahlungsfeld ebenfalls in einer Art post-Newtonschen

Entwicklung der Form?!?
hew = b + 1h(1) + 1 h? 4.24
+,X +,x E —+,x 2 +,% ( : )

angeben. hf}x entspricht dabei gerade der fiihrenden Ordnung, d.h. einer Quadru-
polstrahlung, wahrend hi&?x und hf}x Korrekturen zu dieser Ordnung sind.
Gliicklicherweise ist es nicht nétig, alle Multipolkomponenten der Entwicklung (4.23)
bis zur ersten post-Newtonschen Ordnung zu bestimmen. Letzteres ist nur fiir die
Zeitableitung des Massenquadrupols erforderlich; in allen anderen Féllen kann man
sich auf die Newtonsche Ebene beschréanken.

Im Schwerpunktsystem sind die hier bendtigten STF Massen- und Strommultipol-

momente eines Zwei-Korper-Systems durch

Tij = pxgajy |1+ %(1 — 31/)2—2 2 _781/ CZ\Q/{
+ /1(121;023]/) [11r2v<ivj> —12(r - V):1:<Z-vj>] +Z7, (4.25)
Tijk = —umx@xﬁm, (4.26)
Tijr = (1 = 3v)z 2002y, (4.27)
Jij = —uV1 — dvea iz q vy, (4.28)
Tijke = (1 — 3V)€apre i ) Ta Vs (4.29)

gegeben [48], [13]. Die Klammern bezeichnen jeweils den STF- Anteil der entspre-
chenden Tensoren'®. An dieser Stelle ist es nétig, den Beitrag des Massenquadrupol-
tensors des rotierenden Sterns 77 etwas genauer zu betrachten'*. Die Berechnung
der zeitlichen Ableitungen seiner Komponenten erfordert die Kenntnis der Materie-
verteilung innerhalb des Sterns. Andererseits ist der Beitrag von Ifj zur Gravitati-
onsstrahlung des Systems sehr klein, falls die Oszillationsenergie des Sterns nicht in
der GroBenordnung der Bahnenergie liegt und falls sich das System nicht in einer
Gezeitenresonanz befindet. Beides wollen wir im folgenden ausschliefen und ver-

nachlédssigen daher Ifj

12Von nun an lassen wir den Index T'T weg.

13 Anhang B gibt die allgemeine Formulierung eines symmetrisch-spurfreien Tensors an und spe-
zialisiert auf die hier bendtigten STF-Tensoren dritter und vierter Stufe.

14Ifj muss nur in Newtonscher Ordnung berechnet werden.
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Zur Berechnung der Zeitableitungen der | = 3 und [ = 4-Multipolmomente sowie des

Stromquadrupols verwenden wir die Newtonsche Bewegungsgleichung in der Form

GM

r3

r. (4.30)

vV=—

Nur fiir fl-j kommt die die post-Newtonsche Bewegungsgleichung

vz—GMr[Hﬂ} LM [{Gi\/l(4+2y)+%(r'v)2 —02(1+3u)}r

73 272 r3c2 72

(4 — 20)(r - v)v] (4.31)

zur Anwendung. Einsetzen in Gl. (4.25-4.29) ergibt nach lingerer Rechnung!®

2
@ 9 v® B4y — 25 GM GM 25+ 9v
Il-j = 200405 {1 + ﬂ(l — SV)E —o7 + 2ux vy —— 5.2 (r-v) -
GM 3q 61+ 48vv? 2 (r-v)> GM
— gy — (241 2LV 2T 2 gy 0—1)],
HEGTh) r3 { { + 27“2} * 21 2 7( ) r2c? rc? (1 V)
(4.32)
GM GM
Ig’,z = —puv1—4v [9 = (r-v)rgrjag — 21T—3U<Z’l‘jxk> + 6U<ivjvk>:| ) (4.33)
GM GM
Iff,il = 4p(1 - 3v) |:6U<ivjvkvl> - 48Tv<ivjxkxl> + 42 e (r- v)vaz;za
GM GM  _v? (r-v)?
"‘TJZ'@'.T]'.T]C.T[) { 3 + 3ﬁ —15 A s (434)
G
jf? =uv1—4v Meab< )T q Vb, (4.35)
G .
j(k =2u(1 — 3v) M;I;avb [31‘—2V€ab<kxixj> — 4€ab<kxivj)i| . (4.36)
r3 r

Aufgrund der von uns getroffenen Annahmen tritt die ¢-Kopplung nur in der Zeita-
bleitung des Massenquadrupols auf.

Giinstiger ist es, anstelle der Z;; und J;; jene Darstellung zu verwenden, in der die
Multipolmomente irreduzibel zur Drehachse definiert sind. Unter Verwendung der

im Anhang angegebenen Beziehung zwischen den beiden Klassen von Multipolmo-

5Fiir die hoheren Multipolmomente vgl. auch [48].
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menten findet man

4 37 GM 3 1 (G2 M? 9
(220 _ FH O | 2 q 4 _ J _ 4
I 3 \/ 7 { 2{1} . (1+2r2)}+ > { (v 10)+7(31/ 1)

GM (3T—20v , , 15+32y
+ " ( ¢ H (4.37)
1@ =, (4.38)
1222 — \/8%#62"“" [2 {7" —r?¢? — —GM (1 + 3_q2) — 2@'7"7@}
r 2
1 G2PM?  GM (15+320 , 11+156v , ,
10 — - ———— 77 4.
+02{(0 ) 72 * r ( 7 21 T(p) (4.39)
9 .. (10 GM 18
+7(1—31/)(7’ — o) —irrg (i(5+27y) . + 7(1—3y) )H,
I®30 = 32 — ¢ (4.40)

IO — 4y (my — ma)y/ %e‘i‘p [7'“ {QG;\A } +irg {U — gGi\/l }} , (4.41)
1833 = 2p(my —my)y /%e‘3w [2 {7'2 — Q—GM — 3r2¢2} 7
r

+ire {7GM — 67 + 2r2¢2H , (4.42)
r

2 M G
@10 _ 2/;(1 3y )\[3 {7 TJQW M {18r +13r2%p }+6v4} : (4.43)
T — [ — (4.44)
W92 = —V63” (1 — 3v)e~2% {—7 TJQW M — {1877 37"} + 6r'p" — 61

G
+3ir 7 {4v2 _ oM H , (4.45)
T

2 T i [, GPM? GM : .

[0 = 5 (=3 e [7 3 {51r°9* — 1872} + 67
G
—36r%2%7 + 611" +ir i {54—M - 247"+ 24r2¢2H : (4.46)
r
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und

S@0 _ g@22 _ (4.47)
8 /2 .
S@21 — 3 %(ml — mg) GMuvpe ™, (4.48)
S®30 — _y 1i05(1 — 30) G My, (4.49)
S@3L — 533 — (4.50)
(3)32 2 [2m L L\ 26
S92 = 3 7(1 — 3V)GMpup(r — dirg)e =%, (4.51)

Dabei wurde /1 —4v = (m; — mgy)/M verwendet. Zur h)-Korrektur tragen of-
fenbar nur S®?1, 131 ynd 1433 bei. Diese Zeitableitungen verschwinden aber fiir
Binérsysteme gleicher Massen, d.h. in solchen Systemen tritt die erste Korrektur zu
hif)?x erst in der Ordnung 1/¢* auf.

Ausgehend von obigen Gleichungen ist es moglich, auch eine analytische Darstel-
lung fiir die Zeitableitungen der Massen- und Strommultipolmomente I'™ bzw. S™
in Abhéngigkeit von der Exzentrizitdt e,, der Energie F und dem Parameter § an-
zugeben. Die entsprechenden Ausdriicke finden sich im Anhang.

Die Polarisationszustédnde des Strahlungsfeldes i und hy erhélt man durch Einset-
zen der Beziehungen (4.37)-(4.51) in die Multipolentwicklung (4.23). In fiihrender
Ordnung ergibt sich

Dc?

G =

(1 + cos*O)u {cos 2(® — ) {7’“2 —r?? — % (1 + ;—:2) } + 2rip sin(2(P — @))]

— psin? © l?ﬁ +7r2p? — % (1 + 23—;]2)} , (4.52)

Dct o) _ . . 0 .. GM 3¢

?hx = pcos© l4r7’<p0052(¢) — @) —2sin2(P — ¢) {r B A 1+ 52 .
(4.53)

Hierbei wurde der Kopplungsbeitrag in der fithrenden Ordnung mit aufgefiihrt, um

den urspriinglich Newtonschen Charakter dieses Terms zu unterstreichen. Die Kor-
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rekturen zur fiihrenden Ordnung lauten im Fall der h,-Komponente

DS g 1
?th) (my —mg)vsin© lgG./\/lgo sin(® — )
2 —
+ seos O 1 {(2GM — 112) 7 cos(® — ) — (1)2 — Z—GM> rosin(d — gp)}
2 r 6 r
2
_Lheos© - © {27"0053(@ — ) (ﬁ — 373" — 2GM)
r
—r@sin3(® — @) (7% — 672 + 2r2¢2) H , (4.54)
Dc® 1+ cos?© G*M? 9
o h =k lcosQ(@—gp){(lO—u) p +7(1—3u)(r —rtoh)
LGM (1543, 1141560 ,
r 7 TR
—i—? sin2(® — ) {130(5 + 27v) oM + 18v%(1 — SV)H
sin® © G*M? 9 . GM (371—-20v , ., 15+32v ,
+ u[(u—l()) = —?(1—31/)1}%— . { - Tgo—frH
_ 2 42
1 563V”(7 cos* © —8cos? O + 1) [7GT/2M - Gq{w (1872 + 13r%¢p?) + 61}4}
! ;231//1(7 cos*© — 6cos’ O + 1) |:COS 2(® — @){6(7“4@4 —7)

2 2
Jr%(l&'«2 — 3r?¢p?) — 7G /;/l } —ripsin2(® — @) { GM H
T T

GQM

1—

Syu sin® (1 + cos® ©) {cos 4(® — ) {

+%(51r2¢2 — 187’*2)} — i sind(® — ) {5 GM
.,

1 — 3v
3

+ 67 — 36r%2p% + 611t

gl

———(2c08” O — 1) GMpup[4r cos 2(P — @) — 7 sin2(P — )], (4.55)

wahrend die Korrekturen zu hy durch

De® ) sin2@ 5GM 9

G ——h, 5 (my —mo)v {Tcpcos(fb ©) {2 v }
+ 7 sin(® — @) {UQ—QGTM} + 7sin 3(P — @){ — 3r2p® — QG;\/{}
+% cos 3(® — ¢) {7% Sy 27«2@2}} (4.56)
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und

Dc5 10

?h(ﬁ) = 1cos © [# cos2(® — ) {3(5 + 27v) Gi\/l + 18v*(1 — 31/)}

G*M? +GM (15+32u'2 11 + 156v 2_2)

r

—sin2(@—<ﬁ){(10_V) 7 21

—i—%(l —3v)(#* — 7"4gb4)H + (1 —3v)ucos© l—%GM%gb sin® ©

72 r

3cos? O — 1
+%GM¢{¢0%2(@ — )+ 4rpsin2(d - )}
in® O G
- {mb cos 4(® — ) (54—M — 242 + 247%2)
r

G GQ 2
+5in d(® — ) (67 + 6rp* — 36r%7% + M (510207 — 18%) 4 79 )}
r T

20 —
_ Teow ©75 {37"7'“@ cos2(P — o) (41}2 — QGM) (4.57)
42 r
2 2
+sin2(® — ) (—7GT/2M + G:,M (1872 — 3r%p?) + 6rip* — 67"4) H (4.58)

gegeben sind. Die entsprechenden Gleichungen fiir die Polarisationszustinde des
Strahlungsfeldes in der Hamiltonschen Formulierung finden sich im Anhang.

Die hier hergeleiteten Beziehungen sind giiltig fiir kompakte Binédrsysteme mit einer
rotierenden Komponente, beispielsweise fiir BH-NS oder NS-NS Binérsysteme. Es
ist jedoch auch moglich, die Anwendung auf Bindrsysteme Weifler Zwerge auszudeh-
nen oder auf Binédrpulsare wie PSR 1259-63, in denen die rotierende Komponente
ein Be-Stern ist. Dann allerdings geben die Gleichungen die Gravitationswellenfor-
men nur in fithrender Ordnung richtig wieder, da die Annahme, dass die Newtonsche
Kopplung in der Grolenordnung der ersten post-Newtonschen Korrektur zur Bahn-

bewegung liegt, nicht mehr zwingend erfiillt ist.

4.6 Der Einfluss der Rotationsdeformation auf Gra-

vitationswellenformen und Einspiralvorgang

Die Modellierung der Sterne als punktférmige Objekte vereinfacht die Rechnungen —
sowohl auf Newtonscher Ebene als auch im post-Newtonschen Regime — deutlich. Es
werden dabei jedoch alle Effekte vernachléssigt, die auf die endliche Gréfle der Ster-
ne zuriickzufiithren sind. Insbesondere induzieren Rotationsabplattung und stellare

Ostzillationen eine Drehung der Apsidenlinie, die unter Umsténden bedeutend grofer
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sein kann als die relativistische Periastrondrehung. Aus astrophysikalischen Beob-
achtungen ist die totale Apsidendrehung Ay, mittlerweile fiir eine ganze Reihe von
Hauptreihenstern-Binédrsystemen bekannt. Ein Vergleich dieses Wertes mit der von
der ART vorhergesagten relativistischen Periastrondrehung A¢p,..; zeigt, dass in allen
untersuchten Systemen die Newtonschen Stérungen den dominierenden Beitrag zur
Periastrondrehung liefern (siehe z.B. [22]). Die Ursache dafiir ist in den ,,weichen*
Zustandsgleichungen zu suchen, der die Materie in Hauptreihensternen geniigt.
Ganz anders die Situation in kompakten Binérsystemen: Hier werden die Newton-
schen Storungen oftmals vernachléssigt bzw. allenfalls in numerischen Simulationen
beriicksichtigt, die erst wenige Umléufe vor dem Verschmelzen der Sterne beginnen.
In diesem Kapitel wurde jedoch gezeigt, dass der Beitrag der Rotationsdeformation
eines Neutronensterns zwar kleiner als die 1pN-Korrekturen zur Bahnbewegung ist,
aber dennoch bedeutend grofier sein kann als die Korrekturen der néchstfolgenden
post-Newtonschen Ordnung. Diese Newtonschen Storungen sollten daher im Rah-
men post-Newtonscher Rechnungen mit berticksichtigt werden, zumal es wihrend
des Einspiralprozesses zur Akkumulation der nicht-relativistischen Phasenverschie-
bungen kommt. Die Abbildungen B.10 und B.11 zeigen dafiir Beispiele. Die Wichtig-
keit der Mitnahme post-Newtonscher Korrekturen in der Strahlungsformel wird in
Abbildung B.9 demonstriert. Dort werden die auf der Grundlage von Gl. (4.52) und
(4.53) berechneten Wellenformen mit jenen verglichen, die sich bei Beriicksichtigung
der hoheren Multipolmomente ergeben.

Die Stérung der Bahn durch die Deformation des rotierenden Sterns fiihrt nicht
nur zu einer grofleren Periastrondrehung im Falle elliptischer Bahnen, sondern be-
schleunigt auch den Einspiralvorgang. Fiir NS-NS und NS-BH-Systeme macht sich
das allerdings erst {iber lange Zeitrdume oder im letzten Abschnitt des Einspiralens
deutlich bemerkbar. Daher wurde in Abb. B.3 der Parameter ¢ kiinstlich iiberhoht,
um den Effekt besser sichtbar zu machen.

In der bisherigen Diskussion wurde stets betont, dass die Beriicksichtigung der Rota-
tionsdeformation wichtig fiir die Erstellung hochgenauer Templates ist, die wiederum
bei der Suche nach Gravitationswellen unentbehrlich sind. Ein weiterer Aspekt wird
vor allem mit der Inbetriebnahme des LISA-Interferometers an Bedeutung gewin-
nen. Wie bereits erwahnt, wird dieser Detektor im Niederfrequenzbereich arbeiten
und somit auch Bindrsysteme Weiler Zwerge detektieren kénnen. Willems et al.
wiesen in einer kiirzlich erschienen Arbeit darauf hin, dass die Vernachléssigung
von Storungen, die durch stellare Oszillationen (inkl. Gezeitenwechselwirkung) und

Rotationsdeformation hervorgerufen werden, zur Uberschiitzung der aus der totalen
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Phasenverschiebung Ay, bestimmten Gesamtmasse des Systems fithrt. Bindrsyste-
me Weiler Zwerge mit elliptischem Orbit konnten dadurch falschlicherweise als Dop-
pelneutronensterne identifiziert werden [92]. Die totale Phasenverschiebung Ay
héngt iiber den durch die g-Kopplung induzierten Anteil Ay,,; sowohl von der Ma-
terieverteilung innerhalb des rotierenden Sterns als auch von dessen Radius und
Winkelgeschwindigkeit ab. Damit eroffnet die Messung von Ay, theoretisch die
Moglichkeit, mehr iiber den inneren Aufbau des Sterns zu erfahren. Allerdings wird
es schwieriger, aus den gemessenen Werten der Periastrondrehung astrophysikalische
Informationen abzuleiten, da zu viele unbekannte Parameter in den Beobachtungs-
wert eingehen. Weitergehende Arbeiten mit dem Ziel, den Einfluss der stellaren
Ostzillationen und der Rotationsdeformation auf das Gravitationsstrahlungsfeld des
Gesamtsystems besser zu modellieren, sind daher dringend erforderlich. Die in die-

sem Kapitel vorgestellten Rechnungen kénnen nur ein Schritt in diese Richtung sein.
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Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

Die Suche nach Gravitationswellen ist eine der aufregendsten Herausforderungen der
Physik des beginnenden 21. Jahrhunderts. Wéahrend mit der bei Bindrpulsaren wie
z.B. PSR 1913+16 beobachteten Abnahme der Bahnperiode bereits seit mehreren
Jahrzehnten ein indirekter Beweis ihrer Existenz vorliegt, gestaltet sich der direkte
Nachweis von Gravitationswellen schwierig. Das liegt in der extrem kleinen Ampli-
tude der Gravitationsstrahlung begriindet: A]" nimmt nicht nur proportional zur
Entfernung von der Quelle ab, sondern ist selbst in fiihrender Ordnung proportional
zu G/c'. Neben einer erst mit heutigen Gravitationswellendetektoren erreichbaren
Messgenauigkeit braucht es daher sehr starke Quellen — oder Quellen in unserer kos-
mischen Nachbarschaft. Vielversprechende Kandidaten sind Supernovae, vor allem
aber kompakte Binérsysteme in der letzten Phase des Einspiralvorgangs. In der Li-
teratur werden sehr unterschiedliche Abschétzungen fiir die mogliche Zahl der pro
Jahr detektierbaren Ereignisse diskutiert. Insbesondere verschmelzende BH-BH Sy-
steme scheinen laut Belczynski et al. weitaus seltener zu sein als bisher angenommen
[10]. Die Autoren berechnen fiir Advanced LIGO Detektionsraten von ca. zwei ver-
schmelzenden BH-BH Systemen pro Jahr, aber immerhin ca. 20 verschmelzenden
NS-NS Systemen pro Jahr.

Heutige, erdgebundene Detektoren arbeiten bei Frequenzen von ca. 10 Hz bis ca.
500 Hz!. Keiner der heute bekannten Doppelpulsare erreicht diese Frequenzen auch
nur anndhernd, denn das beobachtbare Frequenzband entspricht nur den letzten
Minuten des Einspiralprozesses. Mit Hilfe des noch in Planung befindlichen, welt-
raumgebundenen LISA-Detektor wird sich das &ndern. Sein Messbereich soll bei
107! bis 10~* Hz liegen und somit ganz neue Quellengattungen erschlieBen. Mit LI-

SAs Hilfe werden nicht nur wesentlich frithere Stadien des Einspiralprozesses von

'Die obere Grenze ist durch das Photonenrauschen bedingt.

89



Bindrsystemen Schwarzer Locher oder Neutronensterne fassbar, sondern die Sensi-
tivitdt sollte auch hoch genug sein, um galaktische Binarsysteme Weifler Zwerge zu
beobachten.

Fiir die Suche nach Gravitationswellen in den von den Detektoren aufgenommenen
Daten ist die prizise Kenntnis der zu erwartenden Wellenformen entscheidend. Die
Berechnung hochgenauer Templates stellt eine wichtige Aufgabe fiir Relativitéts-
theoretiker sowohl auf analytischem wie auch auf numerischem Gebiet dar. Die
spiaten Stadien des Einspiralprozesses liegen auflerhalb des Giiltigkeitsbereichs der
Newtonschen Mechanik. Ohne die Beriicksichtigung post-Newtonscher Korrekturen
erhélt man ein vollig falsches Bild von der Dynamik des Systems vor dem Zusam-
menstof. Aber auch die post-Newtonsche Nédherung ist nicht in allen Stadien des
Einspiralens anwendbar. Nur die Numerische Relativitéitstheorie kann die komple-
xen Vorgidnge wihrend des Zusammenstolens und Verschmelzens der kompakten
Objekte beschreiben.

Lange Zeit wurden bei der post-Newtonschen Analyse lediglich punktférmige Objek-
te beriicksichtigt. Erst in den letzten Jahren setzte sich — forciert vor allem durch die
Ergebnisse der Numerischen Relativitédtstheorie — die Erkenntnis durch, dass stellare
Freiheitsgrade einen nicht vernachléssigbaren Einfluss auf den Einspiralprozess und
damit auf die Gravitationsstrahlung besitzen (siehe z.B. [5]). Damit ergeben sich
neue Schwierigkeiten bei der Erstellung von Templates und der Dateninterpretati-
on, doch gleichzeitig 6ffnet sich auch ein vollig neues Fenster ins Universum?. Anders
als elektromagnetische Strahlung enthalten Gravitationswellen ndmlich Informatio-
nen iiber die Massen der Sterne und deren interne Struktur. Um dieses Wissen aus
der gemessenen Gravitationsstrahlung zu extrahieren, muss bekannt sein, wie die
Zustandsgleichungen das Muster der Gravitationswellen verdndern.

Diese Uberlegungen bildeten die Grundlage der vorliegenden Arbeit. Strenggenom-
men miissten zur Beschreibung der Sterne kompakter Binédrsysteme die relativisti-
schen Gleichungen der Hydrodynamik gelost werden. Neben den zu {iberwindenden
numerischen Schwierigkeiten steht diesem Ziel auch der extrem hohe Rechenzeit- und
Speicherbedarf entgegen. Die Motivation dieser Dissertation war es deshalb, Model-
le einspiralender kompakter Bindrsysteme ausgedehnter Objekte zu entwickeln, die

mathematisch einfach sind und dennoch wesentliche Eigenschaften komplizierterer

2Die Bedeutung der Gravitationswellenastronomie fiir die Kosmologie ist gar nicht hoch genug
einzuschétzen. Da die Gravitationsstrahlung bereits wesentlich frither als die elektromagnetische
Strahlung entkoppelte, konnten wir mit ihrer Hilfe viel weiter in die Frithzeit des Universums
blicken als es mit einer auf Photonen basierenden Astronomie moglich ist. Bis zur Entwicklung von
Detektoren mit einer entsprechenden Messgenauigkeit werden aber noch Jahrzehnte vergehen.
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Systeme enthalten. Im Mittelpunkt stand dabei stets die Frage, wie sich der Einfluss
der stellaren Freiheitsgrade auf die Dynamik und die Gravitationswellenemission des
Systems auswirken. In Kapitel 2 und 3 lag das Hauptaugenmerk auf den Freiheits-
graden der Oszillation und deren Kopplung an die Bahnbewegung. Das System aus
rotierender, oszillierender Staubscheibe und Schwarzem Loch aus Kapitel 2 besitzt
nach Meinung der Autorin vor allem den Charakter eines Spielzeugmodells, erlaubt
aber die Verfolgung der Langzeitentwicklung des Systems ohne hohen rechnerischen
Aufwand. Das u.a. aus [52] bekannte Phénomen der Gezeitenresonanz konnte auch
fiir dieses sehr vereinfachte Modell nachgewiesen werden. Dabei zeigte sich, dass
in einer Gezeitenresonanz unter Umstidnden so viel Energie aus dem Orbit in die
Scheibe transferiert werden kann, dass das Binirsystem zusammenbricht?.

In Kapitel 3 wurden die Sterne durch Riemann-S Ellipsoide modelliert, d.h. durch
polytrope Fliissigkeitskonfigurationen, die bestimmten Bedingungen geniigen. Auch
in diesen Systemen konnte das mit einem sehr starken Energieaustausch zwischen
Orbit und Sternen verbundene Phédnomen der Gezeitenresonanz beobachtet werden.
Wie erwartet fiihrte die Beriicksichtigung der inneren Freiheitsgrade zu einer vom
Polytropenindex abhéngigen Periastrondrehung und damit zu einer Phasenverschie-
bung der Gravitationswellen. Diese war umso gréfler, je weniger kompressibel der
Sternmaterie war.

Im vierten Kapitel wurden zusétzlich post-Newtonsche Korrekturen erster Ordnung
in der Bahnbewegung beriicksichtigt. Die Oszillationsfreiheitsgrade sollten in die-
sem Fall vernachléssigt werden, d.h. es wurde angenommen, dass der dominierende
Beitrag der Newtonschen Storungen von der Rotationsabplattung des rotierenden
Sterns ausgeht. Die Untersuchungen dieses Kapitels konnen auf eine weite Grup-
pe enger Biniirsysteme® angewendet werden, so z.B. auf Binidrsysteme mit einem
schnell rotierenden Neutronenstern, oder, im Newtonschen Limes, auf Bindrpulsare,
deren zweite Komponente ein rotierender Hauptreihenstern ist. Die grofite Relevanz
besitzen sie nach Meinung der Autorin aber fiir exzentrische Bindrsysteme Weifler
Zwerge.

Zusammenfassend lésst sich sagen, dass die Beriicksichtigung der endlichen Grofie
kompakter Sterne in engen Binérsystemen einen wichtigen Faktor bei der Berech-
nung hochgenauer Templates darstellt. Aus der Astrophysik ist bekannt, dass auch
Neutronensterne und Weifle Zwerge iiber ein Spektrum von Eigenmoden verfiigen.

Eine Untersuchung der Kopplung dieser Eigenmoden an den Bahnbewegung jen-

3Das geschieht dann, wenn die Oszillationsenergie der Scheibe von derselben Gréfenordnung
wie die Bahnenergie ist.
4Zur Argumentation siehe Kapitel 4
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seits der Newtonschen Ebene wiirde sich als Fortsetzung der Analyse aus Kapitel
4 anbieten. Insbesondere wire es von Interesse, der Frage nachzugehen, wie sich
das in fiihrender Ordnung auftretende Ph&nomen der Gezeitenresonanz darstellt,
wenn in der Bahnbewegung Terme bis zur ersten post-Newtonschen Ordnung mit

berticksichtigt werden.
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Anhang A

Anhang

A.1 Multipolentwicklung des Gravitationsfeldes

Analog zur Elektrodynamik, in der zeitlich verdnderliche elektrische Ladungsver-
teilungen Quellen elektromagnetischer Strahlung sind, treten in der ART zeitlich
verénderliche Massenverteilungen als Quellen einer Gravitationsstrahlung auf. Im
asymptotisch flachen Raum, d.h. weit entfernt von der Quelle, lasst sich deren Gra-

vitationsstrahlung in Form einer Multipolentwicklung darstellen (vgl. z.B. [84])

G > 14 /1\72 ) 8l 1\ 0
§ : l l
hz;T - D—&szkm(N) [ﬁ (7) IkmAlf2NAl72 + (lTl)' (E) €pq(kjm)pAlszqNAl*2
=2

(A.1)

Die symmetrisch-spurfreien Massen- und Strommultipolmomente 74, und J4, liegen
in einer kartesischen Basis vor und hingen von der retardierten Zeit t—D /c ab, wobei
D der Abstand des Beobachters von der Quelle ist. Mit A; = ay---a; (a; = 1,2,3)
werden Multiindizes bezeichnet, N ist der von der Quelle in Richtung Beobachter
weisende Einheitsvektor (N = D/D) und IXZ) bezeichnet die [-te Zeitableitung von
Zy,. Schliellich bewirkt der Projektionsoperator

1
-Pijk:m(N) = (6zk — Nsz:)((;]m — Nij) — 5((2] — NZN])((;km — NkNm) (AQ)

die TT-Projektion orthogonal zur Ausbreitungsrichtung N der Gravitationswellen.
In allen im Rahmen dieser Arbeit behandelten Modellen ist die Achse des Ge-
samtdrehimpulses erhalten. Es bietet sich daher an, anstelle kartesischer Koordi-
naten sphirische Koordinaten zu verwenden und in eine Darstellung I bzw. S'™

(m = —I,...,1) zu gehen, in der die Multipolmomente irreduzibel beziiglich der
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Gesamtdrehimpulsachse des Systems sind. Zwischen den Darstellungen der Multi-

polmomente bestehen die Beziehungen [48]

167 (I+1)(1+2)

Im(t) = Gy O\ ai—1n o Y4,
I 32ml (I+1)(1+2) I
SO = @ o\ eg oo YA (4-3)

wobel Y}‘T fiir m > 0 wie folgt definiert ist:

2041
Ar(l —m)!(l +m)!

(8L, +i6%) (8L +id2 )82 03

(il Tm-+1

Yim = (=1)"(2l — 1)!!\/
(A.4)

Die eckigen Klammern bezeichnen dabei den symmetrisch-spurfreien Anteil des Ten-

sors. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass
ij‘l—m — (_]‘)mY/llT*u Ilm* — (_1)mll—m’ Slm* _ (_1)m5l—m (A5)

In dieser Darstellung ist das Strahlungsfeld durch

o) l 1—2 -1
G 1 1
T DimmE2,lm DimmB2,m
W __DC4§ 3 [(E) (O (g ) 4 (E) SOmTIAM (0, D)

=2 m=—1

(A.6)

gegeben (vgl. z.B. [84], [48]). TF/B%m gind hier die sogenannten irreduziblen Spin-
2 Tensor-Harmonischen elektrischen bzw. magnetischen Typs (Paritit (—1)! bzw.
Paritdt (—1)"') und die Winkel © und @ beschreiben ein beobachterabhingiges
Koordinatensystem auf der Kugeloberfldche. Die Tensor-Harmonischen erfiillen die

Beziehung

TE2/B2,lm* _ (_1)mTE2/BQ,lfm

Fiihrt man beobachterabhéngige Einheitsvektoren ® und © ein, so lassen sich die

TE2/B2lm in eine Darstellung bringen, die genau den beiden Polarisationszustinden

des Strahlungsfeldes entspricht. Genauer gesagt, ist hy x (@ ® © — & ® ®) und
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hy x (@ ®®+ ® ® O). Mit den Definitionen
Y, =020 -02d), YT, =0Ocd+d20)

lauten die in dieser Arbeit benotigten irreduziblen Spin-2 Tensor-Harmonischen [84]

l=2:
TE222 _ 0 e [(1 4 cos® ©) Y, + 2icos OY |
1287 ! -
TE20 — ”64—71' sin? O, (A.7)
5
7822 — | / *sinOiY — cosOY ],
(A.8)
[=3:
TE2,33 21 3i® Sin @ |:(1 + COS2 @)T+ + 27/ COS @Tx}
2567 ’
TE231 55 *sin®© [(3 cos’® — 1)Y 4 + 2icosOY }
256W
7.
TB232 — _ e ®[2i(2cos*© — 1)Y, — cosO(3cos® O — 1) Y],
128W
1
T5%30 — 05 61, O Osin” O, (A.9)
l=4:
TE244 _ N/ ®sin® O[(1 + cos® ©) Y1 + 2icos O],
9
TE242 — | | 158 2@ (Tcos*©® —6cos O + 1)Y 4 +icosO(Tcos? © — 5)Y ]
.
TE2A — ,/ (Tcos*©® —8cos?© +1)Y . (A.10)
2567T
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A.2 Post-Newtonsche Entwicklung des Strahlungs-

feldes im Hamiltonschen Formalismus

Im folgenden werden die Beitrdge zu den Polarisationszustdnden h, und h, des
Strahlungsfeldes bis zur ersten post-Newtonschen Ordnung angegeben. Diese Bezie-
hungen sind giiltig fiir die in Kapitel 4 vorgestellten kompakten Binérsysteme mit
g¢-Kopplung. In Abhéngigkeit von den generalisierten Koordinaten und Impulsen

erhélt man fiir die A -Komponente des Gravitationsstrahlungsfeldes:

D¢t 2 pi GM 3q
?th = pu(1 + cos® ©) lcos2(<1>—g0){——2—w— (1""2—73

2 2
2P in o (@ — go)] — jusin® © {p—T ;e GM (1+ ﬁ)] , (A1)
o

e 2 " 22 - 92
Dés , G2M? 530 — 1) AN
?h_,’_ = ﬁ Sln2 @ 7 7“2 (V — 10) — T (pz + T_g) (A12)
G 2
+ ?/l {3(23+8u)p2 (121+8y)&H
pr r?
§ ) G M? 6<3v— V(4 Py
1 2(d — 10 — S - —
+ 14( + cos” ©) cos 2(P — ¢) l? 2 (10 — v) + P
2
+Gé\/l {—3(23+8y)p2 7 21 -T2 H
w2
1+ cos? . 1 227 —
N + cos @sin2((I>—<p)p Py {5(31/ ) ( +p_) o227 91/GM]
ur 3 T
1-3v ., ) GPM?2  GM N
+ op At O(1 + cos” O) |:COS4((I)—(,0) {7 R 2 18pr—51_

6 4 2ps2o pi _ PrPy GM 24 2
+E (pr - 6prﬁ + 7“_4 ,LLQ’I“ Sln4(¢) 90) 54 MQ 7’2 — D,
2

1-— 2 A 42
+ 3Vu(? cos* © — 6cos? O 4 1) |cos 2(P — ) G M GM 18p% — 3p_
42 ,u2r r2

4 P2
—i—% (Z)—j —pf)} — pg% sin2(® — ¢ { ( Dy _eo) — 27GM H
ut A\ r WA r

2 2
1—3v A ) GPM? 6 [, D GM R
- p(7cos"© —8cos"© +1) |7 o +E Prtg e 18pr—|—1374—2
1-3 G
_ V(Q cos’© — 1) /1/7\;1 l4 - cos 2(® — ) — prpysin2(P — cp)}
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und fiir hy

Dct . p2 pr GM 3q DrPy
o = hY =24 cos© [st(@ — ) {,UQiQ — e + . (1 + ) +2—=* 2 cos2(® — )|,

(A.13)

DS (9 5(1-3v) [, Py\  GM
?h = pcos© {51112(@ @){T (pr—ﬁ> + 2 (7(23+8y)

241 — T2v P G* M? Pep 10(3v — 1) p?
ot T TTIe ) 10 — T b — b St (e T 2
21 7’2) ol ) W2 ( 2 Tu? prt r?

r

2 GM 1—3vpp GM P> p?
22279 - % sin2 @ cos d(® — ) {54 poq (e Pr
21( ) r } 12 plr sin” © cos 4( ?) { r i (/ﬂr? w?

1-3 G 6 3 2 4
— v sin? O sin 4(® — ¢) { 2\/{ (51 18p?) +— (pf — 619_]}0 + &)
(2 7

12 r 4
G2 M? 1—3v ) DDy 12, P GM
+7 - }— o (7 cos @_5){p2r cos2(® — ) (E(pr+r—§)—27 . )
. GPM>  GM . PR\ 6 (P,
+s8in2(P — ) {—7 2 + 2 (18]97, — 37“_2> + . (T—4 —pr)] }
1-3v . o GMpp, 1-3v 9 GM [ ppy
—— sin © R + 5 (3cos“© — 1) . 2 s2(® — )
2
+4M2i2 sin 2(® — go)H . (A.14)

hi&?x verschwindet fiir gleiche Massen (vgl. Kap. 4) und ist mit Am = m; — my

allgemein durch

Db Am [p, AGMp2  3cos?© —1 (TGMp® P
—h{ —sin(® — ) < = - —pr—
G My [ sin ?) {3 r * 2 6 r o2
209 1 2 2
+ 80 con(e ) {2 1
2 r r?
1 2 . 2
_Lheos® 2p, cos 3(® — ) [ p? — sle _ QGM'M
4 r? r
GMy? :
—% sin3(® — o) (7 ./\;l,u — 6p? + 2%) }} (A.15)
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und

D¢ o 1. Am | p, 5 GM 2 9 pz,
?hx _§Sm2@/\/l,u2 [7008(613—@) SR i

2 2 9 2
G
+ p,-sin(® — @) pf+&—2 My —l—&cos?)(@—(p) 7 My —6z+2&
r2 r r r2
2 2
G
+p,sin 3(® — ) {pf — 3p_§ o GMu H (A.16)
r r

gegeben.

A.2.1 Analytische Formulierung der Zeitableitungen von '™
und S™

Unter Verwendung der quasi-Keplerschen Parametrisierung und mit der Abkiirzung

F(u) :=1— e, cosu erhilt man

1=2:
32 |7 1 —e?
g@21 _ 2% [T _ _E)3/2 _r A.17
JCCCI T oNy (il PR P S G
15 F(u) 202 F (u)? F(u)
E 51y — 115 2(19v — 4) 1—e?
— 938 —1) — 4(v — 26 - A.18
i {0 - S e g e ] o
2 in2 -
@2 _ /8—7Te*2w,uE 14 _pGrsinu 22,er\/l—e%smu
5 Flu) — F(u)? F(u)?
n 5q B 3 +4e%sin2u_2ier\/1—efsinu ercosu_1+e$
202F (u)3 F(u) F(u)? F(u)? F(u) 1—e?
v —11 42 —25) — 18¢2 -1
N 9(3v— 1) — 3(51lv 5) (8v — 25) — 18eZ(3v — 1)
42¢2 F(u) F(u)?
1—é? e, Sin U
—4(111v — 254 L+ 24 . —171v 4+ 253 — 3(23v — 87)e, cosu
( ) F(u)® /T —€2F(u)3 ( ( )
+(213v — 505)e2 + 9(3v — 1)e? cos u) }] (A.19)
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Fu)?
8 [2 wV1—€ ez
g®3)32 _ 2 _ﬂ(l - 31/)ME2€*2W7€T [er sinu — 4iy/1 — 6%} ; (A.21)
3V 7 F(u)?
IO = 8y i_gl/(ml —my)(—E)¥2e i |2 e {1 . }

i
27 , e, sinu 4(1 —€?)
333 — g, /2L _ Y AR Pt L I it Sy B I S oA
21 vl —ma)(=E)"e 1 —e.cosu * F(u)?

F(u)  F(u)

H% {3 - 2F5(U) - 4(;(;)65) }] ’ (429
1=4:
@10 — 2% %(1 _ 3u)uE? l—667;&s)“ - (1)2 + 5(; (;)63'2“) } , (A.24)
[ _ 6%\/%(1 Sy Bt [66%0(05)“ T - (11526 Ly 3(; (; ;3)
_32'6“/?5’2”2%“ {4+ qu)} : (A.25)
[ g\/g (1 — Bu)pE2e l—667;(05 )“ + 43F_($8262 = 27;,1(;)36 0
+48(;(;;3)2 6¢€T\/ﬁ8in“ {4+ F(lu) + 8(;(;;3)} (A.26)

A.3 Symmetrisch spurfreie Tensoren

Ein beliebiger Tensor p-ter Stufe wird durch die Summation aller méglichen Index-

permutationen symmetrisiert, d.h.

symm 1

" Permut.
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Schwieriger ist es, den entsprechenden symmetrisch-spurfreien Tensor zu bestimmen.

Fiir einen allgemeinen Tensor p-ter Stufe gibt Pirani die folgende Vorschrift an [68]

[p/2]
T<111p> = ai(s(ilig e 5i2k—1i2kY;ZZTﬁ.ip)alal...akak7 (A28)
k=0
mit
o pl (=1)*2p— 2k — 1)!! (A.29)
Fo@p-D (p—2k)!(2k)! '
Insbesondere gilt fiir STF-Tensoren zweiter, dritter und vierter Stufe
1 1
Tiapy = §(Tab + Tha) — ngk, (A.30)
1
T(abc) = T(abc) - g[aabT(cii) + 5bcT(aii) + 5acT(bii)]7 (AS]')
1
T{abcd) = T(abcd) - ? [5abT(cdii) + 5acT(bdii) + 5adT(bcii) + 5bcT(adii) + 5de(acz'i)
1
+0cdT(abity] + == [0abOed + OacOba + Saddbe) Tiiijj)- (A.32)

35

A.4 Lane-Emden Gleichung

Die hydrodynamischen Gleichungen eines kugelsymmetrischen Polytrops sind durch

dP  Gm(r)p(r) dm 9
o= 3 ) o = dmp(r)r (A.33)

gegeben und kénnen zu einer einzigen Gleichung kombiniert werden:

;dr

1 d [(r®dP
r2dr

) — —47Gp. (A.34)

Durch Einfiihren der durch

1 _191/2
(n+1)Kpe "

A.
e (A-39)

p = pcen’ ri= a0€7 Qg =
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definierten dimensionslosen Variablen £ und 6 erhilt man die berithmte Lane-Emden-

Gleichung

1d df n . 1N
o (gd_g) — ", eO0)=1,  0(0)=0. (A.36)

Fir n < 5 fillt die Losung der Lane-Emden-Gleichung monoton und hat im Endli-
chen eine Nullstelle &;. Diese ist durch verschwindenden Druck und verschwindende

Dichte charakterisiert und repréasentiert daher die Oberfliche des Sterns.

A.5 Die Chandrasekhar-Koeffizienten A; und J

Fiir ellipsoide Gleichgewichtskonfigurationen definiert Chandrasekhar [21] die Grofien
J und A; als

&0 du
J = aiaqas A.37
/o V(@ T )@ + u)(@ + ) (4.57)

und

© du
/o (a 4+ u)y/(a? + u)(a + u)(a3 + u)

Ai = a1a9o0as3

. (A.38)

Man kann sich leicht von der Giiltigkeit der folgenden Beziehung zwischen 7 und

den Chandrasekhar-Koeffizienten A; iiberzeugen:
._7 = G%Al + angQ + &§A3. (A39)

Aus der Definition (A.37) erhélt man auBlerdem

9F _ i(j —a2A), (keine Summation) (A.40)

a(li a;

bzw. fiir axialsymmetrische Ellipsoide mit a; = as

07 2 o7 1
T _Zg_aeay, YT _Lig_pza (A41)

8—a1 N aq 8—(13 B as
In dem hier betrachteten Modell war a; = as > a3. In diesem Fall ist es moglich,

die Integrale in Gl. (A.38) explizit zu l6sen und eine analytische Losung anzugeben.
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Man findet

mit

A.6 Jenseits der quasi-statischen Néherung: 7

V1—¢2 ) 1 — g2
arcsin e —

g3 g2’
2 2v/1 — &2 .

Az = 5 — ——5— arcsing,
€ €
2
a
€= 1——3.
ay

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(5).5
b

In Kapitel 3 wurde zur Berechnung der fiinften Zeitableitung des stellaren Massen-

quadrupoltensors im mitrotierenden System die quasi-statische Naherung angewen-

det. Dabei werden alle im Inneren der Sterne auftretenden Geschwindigkeiten und

Beschleunigungen als kleine Gréflen angesehen. Lésst man diese Annahme fallen,

erhélt man einen deutlich komplizierteren Ausdruck fiir Ié?’s. Es ergibt sich

11

22

IO = (T, — T3,) [(1695 — 40922 — 600202 + Q@) sin 20

+(8092%Q — 2000 — 10Q®)Q) cos 204]

(T3 — 13 [(4094 — 3092 — 40Q62) cos 2a — (12002 — 50P) sin 2a

(33, - T3) [(10(’2 — 409®) sin 2a — 60Q0 cos 2a]
+ 10(18)’8 — 1'2(;)’3) [—292 cos 2a + Qsin 204}

S S N 1 S S 1 S
+ QW — I8%) sin 2a + i(zﬁ” — T*) cos 2a + 51{?’ ,

T — (75— 75) [(169° — 40926 — 60992 + Q@) sin 2a
11 22

+(8092%Q2 — 2000 — 10Q®)Q) cos 204]

— (T3, — T3 [(4094 — 3002 — 40062) cos 2a — (12092 — 503) sin 2a]

(33— T3) [(10(’2 — 400®) sin 2a — 6006 cos 204}
—10(Z®* — ) [—292 cos 2a + 2 sin 204}

S S . 1 S S 1 S
= 5T — T sin 20+ S (T — I5") cos 20 + ST,
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T
7 = 19 — (T3, - T3,) [(1695 — 409%) — 60002 + QW) cos 2
— (809232 — 2092 — 102Q) sin 204}
(T3, - T3) [(4094 — 3002 — 4000) sin 2a + (120029 — 503) cos 20
+ (33— 13) [(10(’2 — 409°) cos 20 + 600 sin 2a]
+10(ZP — 78 [292 sin 2 + 2 cos 204}

S S 1 S S .
+ 59(1'8)’ — T ) cos2a — i(Iﬁ)) — 7 ) sin 2av.

A.7 Der Massenquadrupoltensor der Staubschei-
be

Da wir uns in Kapitel 2 auf die Gravitationsstrahlung in fiihrender Ordnung be-
schrinken, miissen der symmetrisch-spurfreie Massenquadrupoltensor der MacLaurin-
Staubscheibe und seine Zeitableitungen nur in Newtonscher Ordnung berechnet wer-

den. In dieser Ndherung ist
ig L oog
L = p(xxj—gr o).

Nun ist die Massendichte der Scheibe p; auf die z = 0 Ebene beschrinkt und nur
von der Radialkoordinate r abhédngig. Aus Symmetriegriinden miissen daher die

Nichtdiagonalelemente von Ii(;l ) verschwinden und man erhilt

Mar a
7@ d
fl) 15 : 6 ri
Auflerdem gilt aus Symmetriegriinden Iﬁi) = ;;l), und damit Iég) = —QIﬁl). Zur

Berechnung der zweiten und dritten Zeitableitung wird die Bewegungsgleichung fiir

rq in der Form

. 2E, 4C  p? i} Pl 20
=t sy ound i = 2w3__2
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verwendet. Man findet damit

~(d e
I§1) -5

3(7“6214‘7“(17“(1) =

und
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f22 [MCQ}

Anhang B

Abbildungsteil

B.1 Abbildungen

§R(_’f22)

f22 [MCQ}

zu Kapitel 2

S T S

§R(_’f22)

Abbildung B.1: Real- und Imaginirteil der 1?2~ Komponente eines Binérsystems
gleicher Massen, bestehend aus Scheibe und punktférmigem Objekt — rechts mit,
links ohne Gezeitenwechselwirkung. Anfangsparameter: e(0) = 0,a(0) = 10, 74(0) =

Td:3a€:1/10.
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Abbildung B.2: Einfluss der Gezeitenwechselwirkung auf Bahnbewegung und Einspi-
ralvorgang eines leicht elliptischen (e(0) = 0.3) Binérsystems mit a(0) = 19,74(0) =
Y, =6, M, = M, =1/2,e =0.1 Bei t = 0 ist das Frequenzverhiltnis w,/w, = 7.05.
Dargestellt sind Newtonsche Bahnbewegung ohne Kopplung (oben links), Newton-
sche Bahnbewegung mit Kopplung (oben rechts), sowie der Einfluss der Gezeiten-
wechselwirkung auf den Einspiralvorgang. Unten: Strahlungsddampfung in fiithrender
Ordnung ohne Kopplung (links) und mit Kopplung (rechts).
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Abbildung B.3: [?°-Komponente der Gravitationswellenstrahlung. Dargestellt sind
der Beitrag der Staubscheibe (links oben), der Beitrag der Bahnbewegung (rechts
oben) und 120 des Gesamtsystems aus Scheibe und punktférmigem Objekt (m, =
mg). Die Integration beginnt bei wg/wy = 4.95. Anfangsparameter: a(0) =

100, €(0) = 0.3,€(0) = 0.1, 74(0) = T4 = 40.
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B.2 Abbildungen zu Kapitel 3
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Abbildung B.4: Bahnbewegung und Periastrondrehung in Abhéngigkeit vom Po-
lytropenindex n’. Dargestellt ist ein elliptisches Binérsystem (e(0) = 0.4,d(0) =
50) axialsymmetrischer Riemann-S Ellipsoide. Anfangswerte: a;(0) = a}(0) =
10, as(0) = a4(0) = 8, B(0) = F(0) = 0.01, a.(0) = 0.02, @ (0) = 0.01. Stern
m hat Polytropenindex n = 1, der Polytropenindex von m’ ist n’ = 0.2 (oben links),
n’ = 0.5 (oben rechts), n’ = 1 (unten links) und n’ = 1.5 (unten rechts).
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Abbildung B.5: §R(I ?2)-Komponente eines Riemann-S Binérsystems mit kreisformi-
Die Anfangswerte (mit Ausnahme von e(0)) sind die gleichen wie in Abb. B.4.

0.2

-0.15

0.15

-0.15

56

54

52

50

10

t/P,

n =02

n =02

0.4) Binédrsystem vom Typ II.

1 (feste Linie) und n' = 0.2 (gestrichelte Linie).

(0)

Abbildung B.6: R(1%?) fiir ein elliptisches (e(0)
Anfangswerte: d(0)

Dargestellt ist (1?2 fiir n’

= 20, as(0) = a4(0) = 19, a,(0)

(0)

~/
1

100, a,

0.002.

sowie 3(0) = —3'(0)
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Abbildung B.7: 1*-Komponente der Gravitationsstrahlung fiihrender Ordnung fiir
ein System vom Typ II mit kreisformigem Orbit bei ¢ = 0 in Abhéngigkeit vom
Polytropenindex n’ des zweiten Sterns. Die Anfangswerte sind die gleichen wie in

Abb. B.2.
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Abbildung B.8: Einfluss des Polytropenindizes n’ auf (R(1%?) fiir ein elliptisches
System vom Typ II. Bahnexzentrizitit zur Zeit ¢t = 0 ist e(0) = 0.4, alle anderen
Anfangswerte sind dieselben wie in Abb. B.7.
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B.3 Abbildungen zu Kapitel 4
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Abbildung B.9: h,- und hy-Komponente der Gravitationsstrahlung eines ellipti-
schen Binérsystems (@, = 40, e, = 0.3) nicht-rotierender kompakter Objekte glei-
cher Massen. Verglichen wird jeweils die sich aus der Quadrupolformel ergebende
Wellenform mit der 1pN-korrekten Wellenform. Als beobachterabhéingige Winkel
wurden in dieser und allen folgenden Abbildungen gew#hlt: ® = 7/2, 0 = /4.
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Abbildung B.10: Einfluss der ¢-Kopplung auf die Gravitationsstrahlung eines kom-

pakten Bindrsystems. Verglichen wird die 1pN-exakte h,-Komponente eines exzen-

trischen Bindrsystems nicht-rotierender kompakter Objekte mit der A -Komponente
eines NS-NS-Bindrsystems mit ¢ = 4. Die Bahnparameter sind in beiden Féllen

:m2:3:1.

40 und e, = 0.3, das Massenverhaltnis ist my
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Abbildung B.11: Einfluss der ¢-Kopplung auf die Gravitationsstrahlung eines

Binérsystems gleicher Massen. Verglichen wird ein System nicht-rotierender kom-

aufweist. Grofle Halbachse und Exzentrizitidt sind in beiden Féillen @, = 40 und

pakter Objekte mit einem System, dessen eine Komponente einen Wert von ¢ = 4
e, = 0.6.
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Abbildung B.12: Einfluss der ¢g-Kopplung auf den Einspiralvorgang. Dargestellt ist
ein Bindrsystem mit a, = 25,e, = 0. Die Orbitalbewegung ist jeweils nur in New-
tonscher Ordnung beriicksichtigt. Oben links: ¢ = 0. Oben rechts: ¢§ = 10. Unten:
q = 20.
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