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Vorwort

Die urspriingliche Problemstellung, die die Theorie zu dominierenden Mengen in
Graphen motiviert hat, geht auf C.F. DE JAENISCH zuriick. Dieser verdffentlichte
im Jahr 1862 eine Abhandlung, in der er iiber die folgende Aufgabe nachdenkt:

,Wie viele Damen benétigt man mindestens (an welchen Positionen), um auf einem
(n x n)-Schachbrett jedes Feld in maximal einem Zug erreichen zu kénnen.

Graphentheoretisch wurde dieses Thema dann erstmals 1958 von C. BERGE [§]
und 1962 von O. ORE [31] formuliert und veroffentlicht. Deutet man nédmlich in dem
,2Damenproblem® jedes Feld des Schachbrettes als einen Knoten und verbindet man
zwei Knoten jeweils dann durch eine Kante, wenn eine Dame sich durch einen Spiel-
zug von einem der zugehorigen Felder zum anderen bewegen kann, dann sind das
Bestimmen der Anzahl und der Positionen der benotigten Damen und das Finden
einer kleinsten dominierenden Menge in dem so konstruierten Graphen aquivalent.

Das so entstandene Problem der Dominanz in Graphen — das heifit zu einem ge-
gebenen Graphen GG eine minimale Menge D von Knoten zu suchen, so dass jeder
Knoten, der nicht zu D gehort, mindestens einen Nachbarn in D besitzt — gehort
mittlerweile zu den meist untersuchten Problemen in der Graphentheorie. Dieser
Umstand ist vor allem der Fiille von Anwendungen fiir diese Aufgabe zu verdanken.
So kann man sich neben dem ,Damenproblem“ mit Fragestellungen zur Uberwa-
chung von Netzwerken, zur Ubermittlung von Informationen innerhalb dieser und
zu Depots in Versorgungsnetzen beschéftigen und kommt immer wieder auf Domi-
nanzprobleme.

Allerdings ist das zugehorige Entscheidungsproblem DOMINATING SET (DS)
DS : {(G,k)| G besitzt eine dominierende Menge D mit |D| < k},

das zu einem Graphen G und einer natiirlichen Zahl k£ die Aussage liefert, ob es
in G eine dominierende Menge D einer Méchtigkeit kleiner oder gleich k gibt, NP-
vollstandig. Das bedeutet, fiir einen beliebigen Graphen kann nicht ,schnell“ be-
stimmt werden, wie grof§ eine kleinste dominierende Menge ist, es sei denn P=NP
wiirde gelten. Dies ist jedoch das grofie offene Problem der Komplexitétstheorie,
wobei vermutet wird, dass die Gleichheit nicht gilt.



In der Literatur findet sich daher bereits eine Fiille von Arbeiten, die sich mit
Néherungsmethoden zum Auffinden oberer Schranken fiir die Méachtigkeit ., guter*
Dominanzmengen in Graphen beschéftigen. Die Resultate lassen sich dabei grob in
zwei Gruppen aufteilen:

1. Schranken, die durch ,konstruktive“ Methoden gefunden wurden.
2. Unter Nutzen der probabilistischen Methode gefundene Schranken.

Insbesondere die Kombination der beiden Vorgehensweisen liefert zudem neue Er-
gebnisse. Die in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Konzepte nutzen im Wesent-
lichen die probabilistische Methode, die — mit Algorithmen kombiniert — heuristische
Methoden liefert zum Finden guter dominierender Mengen, zum Aufstellen neuer
Schranken, usw.

Eine wesentliche Rolle fiir diese Arbeit spielt im Hinblick auf spezielle Graphen-
klassen die Tatsache, dass das Entscheidungsproblem DS NP-vollstindig bleibt,
wenn die Eingabe auf bipartite oder reguldre Graphen beschrankt wird.

Die in dieser Arbeit entwickelten neuen Methoden werden fiir allgemeine und
insbesondere fiir bipartite Graphen vorgestellt, wobei die erzielten Ergebnisse fiir
bipartite Graphen erwartungsgeméf besser gegeniiber den allgemeinen Ergebnissen
sind.

Damit stellen die Ergebnisse fiir allgemeine Graphen lediglich eine Bereicherung
der bereits umfangreich untersuchten Sachlage dar. Fiir bipartite Graphen jedoch
sind die Resultate in dieser Richtung sehr sparlich und der Beitrag zu dieser spezi-
ellen Aufgabenstellung ist der Hauptzweck der Arbeit.

An dieser Stelle mochte ich mich bei all denen bedanken, die mir bei der Erstellung
der vorliegenden Arbeit mit Rat und Tat zur Seite gestanden haben. Insbesondere
meinem Betreuer Prof. Dr. J. Harant sowie meinen Kollegen Dr. Anja Pruchnewski
und Prof. Dr. D. Rautenbach fiir ihre tatkréftige Unterstiitzung und erfolgreiche
Motivation. Fir fruchtbare Diskussionen mit Prof. Dr. I. Schiermeyer und Dr. F.
Goring auf dem Cs-Workshop in Rathen 2007 bin ich ebenfalls dankbar.

Ich widme diese Arbeit meiner Familie, die immer an mich geglaubt hat, und
meinem Verlobten Dennis, der stets an meiner Seite ist.

Sie bilden gemeinsam die Menge, von der ich mein Leben gerne dominieren lasse.
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1 Einleitung

Um ein einheitliches Verstdndnis der Bezeichnungen fiir den Verlauf dieser Arbeit
aufzubauen, werden zunéchst einige begriffliche Grundlagen der Graphentheorie wie-
derholt (Kapitel 1.1), anschliefend wird das behandelte Problem der Dominanz in
Graphen vorgestellt (Kapitel 1.2) und ein grundlegendes Verfahren zur Herange-
hensweise prasentiert, das wir in dieser Arbeit nutzen werden (Kapitel 1.3). Danach
wollen wir in dieser Einleitung bekannte Ergebnisse anfiihren (Kapitel 1.4) und einen
kurzen Uberblick iiber die folgenden Kapitel geben (Kapitel 1.5).

1.1 Graphentheoretische Grundlagen

Den Behandlungsgegenstand dieser Arbeit bilden ungerichtete und schlichte Gra-
phen G = (V, E) mit der Knotenmenge

V =A{v1,v9,...,0,}
und der Kantenmenge
E C {vv; | vi,vj € V,u; # v,}.
Dabei bezeichnen |V| =n die Ordnung und |E| = m die Grifie des Graphen G.

Auf dieser Grundlage wollen wir nun einige Begriffe aus der Graphentheorie ein-
fithren, die im Verlauf der vorliegenden Arbeit verwendet werden. Mit den iiblichen
Bezeichnungen nach [15] ist die Nachbarschaft eines Knoten v; € V' im Graphen G
die Menge N¢(v;) = N(v;) = {v; € V | vjv; € E}, das heifit die Menge aller Knoten,
mit denen v; durch eine Kante verbunden ist. Die abgeschlossene Nachbarschaft von
v; beinhaltet zusatzlich v; selber, also Ng[v;| = Ng(v;) U {v;}.

Fiir eine Menge U C V sei Ng[U] = UU N¢[v;] und Ng(U) = Ng[U]\ U.
v; €

Sind zwei Knoten v; und v; — ggf. iber weitere paarweise verschiedene Kno-

ten vg,,...,v;, — miteinander verbunden, so bezeichnet man die Folge von Kno-
ten und Kanten v; = vk, €k, Uk, €hys Uy - - 5 Ukys Chyyy s Ukyyy = V2 Mt €g, = Vg, Vg,
i =0,...,1,als Weg zwischen v; und v;. Sind v; und v; identisch und lduft der Weg

durch mindestens drei Knoten, so handelt es sich um einen Kreis im Graphen G. Die
Linge eines Weges oder Kreises ergibt sich als die Anzahl der enthaltenen Kanten.
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Entsprechend dieser Definition bezeichne P; einen Weg (engl. path) mit j Kanten
und j + 1 Knoten. Als die Léange eines kiirzesten Kreises in einem Graphen, ist die
Taillenweite (engl. girth) g definiert.

Wahlt man in einem Graphen G einen kiirzesten Weg, der zwei Knoten v; und v;
(1 # j) verbindet, so bezeichnet man dessen Léange als Abstand (engl. distance) von
v; und v;, formal diste(v;, v;).
Auf Grundlage dieses Begriffs konnen wir die s-te Nachbarschaft von v; definieren.
Diese wird mit Ny(v;), s € NU{0}, bezeichnet und beschreibt die Menge aller Knoten
v;, fiir die distg(v;,v5) = s gilt.

Die Valenz eines Knoten wv; in G ist die Anzahl seiner Nachbarn
dg(v;) = d(v;) = |N(v;)|. Dabei nennt man die kleinste Valenz in einem Graphen
die Minimalvalenz §(G) = § = melg d(v;) und die grofite Valenz die Mazimalvalenz

AG)=A= max d(v;) von G. Es gilt trivialerweise § < d(v;) < A fiir alle v; € V(G)

und man sieht leicht, dass gilt
> d(v;) = 2m. (1.1)

Die Durchschnittsvalenz d eines Graphen berechnet sich demnach als d = 27’"

Nachdem wir verschiedene Begriffe in Graphen definiert haben, wollen wir nun
versuchen, Klassen von Graphen durch die Forderung bestimmter Eigenschaften zu
bilden. Wir beschranken uns dabei auf die Klassen der reguldren und bipartiten
Graphen, da wir mit diesen im weiteren Verlauf arbeiten werden.

Besitzt jeder Knoten v; € V' die gleiche Valenz d(v;) = r, so heifit der Graph
r-requldr. Mit der Klasse der regulédren Graphen beschéftigen wir uns in Kapitel 2.1.

Ein Graph heifit bipartit, wenn sich seine Knotenmenge V' so in zwei disjunkte
Teilmengen V; und V5 aufteilen léasst, dass fiir jede Kante e € E ein Endknoten
in Vi und einer in V5 liegt. Die beiden Teilmengen der Knotenmenge werden auch
Partitionsklassen genannt. Bipartite Graphen werden uns in den Kapiteln 3.2 und
4.2 begegnen.

Besitzen alle Knoten innerhalb der Partitionsklasse V; die Valenz r und alle Kno-
ten in V5 die Valenz s, dann heifit der bipartite Graph r-s-reguldr.

Wenn alle Knoten eines Graphen paarweise durch eine Kante verbunden sind, so
heifit der Graph wvollstindig. Der vollstindige Graph mit n Knoten wird mit K,
bezeichnet. Vollstindig bipartit heifit ein bipartiter Graph, wenn jeder Knoten der
Partitionsklasse V; mit jedem Knoten der Partitionsklasse V5 benachbart ist. Sind
|Vi| = ny und |V5| = ny die Méachtigkeiten der beiden Partitionsklassen, so heifit der
zugehorige vollstandig bipartite Graph K,

1,12
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1.2 Das Dominanzproblem in Graphen

Diese Arbeit widmet sich einem ganz bestimmten Graphenparameter — der Domi-
nanzzahl. Wir wollen diese im Folgenden definieren, das zugehorige Entscheidungs-
problem aufstellen und dessen Komplexitat untersuchen. Zudem werden die gingigen
Herangehensweisen fiir diese Problemstellung zusammengetragen.

Eine Menge D C V von Knotenpunkten in einem Graphen G heifft dominierend,
falls jeder Knoten v; € V'\ D einen Nachbarn in D besitzt. Die minimale Méachtigkeit
einer solchen dominierenden Menge D wird mit der Dominanzzahl (G) bezeichnet.

Dies fithrt zu dem Entscheidungsproblem DOMINATING SET (DS)
DS : {(G,k) | G besitzt eine dominierende Menge D mit |D| < k},

das zu einem Graphen G und einer natiirlichen Zahl k£ die Aussage liefert, ob es
in G eine dominierende Menge D einer Machtigkeit kleiner oder gleich k gibt. Die-
ses Problem ist NP-vollstandig (vgl. [17], S.190) und bleibt es auch fir spezielle
Graphenklassen wie die von uns betrachteten regulédren oder bipartiten Graphen
(vgl. [9]). Folglich ist es in diesem Sinne schwer, v(G) zu bestimmen.

Aus diesem Grund beschéftigt man sich damit, Schranken fiir 7(G) zu finden und
Néherungsalgorithmen zum Bestimmen ,kleiner® Mengen D zu entwickeln.

Dank vielfaltiger Anwendungsgebiete in der Praxis findet sich in der Literatur
bereits eine Fiille von Arbeiten zur Dominanz in Graphen. Die Resultate zu oberen
Schranken fiir 7(G) lassen sich grob in zwei Gruppen aufteilen:

1. Schranken, die durch ,konstruktive“* Methoden gefunden wurden
(z.B. KOSTOCHKA und STODOLSKY [28], ARNAUTOV und PAYAN [3,32] oder
LIN und Sun [29]).

2. Unter Nutzen der probabilistischen Methode (vgl. Kapitel 1.3) gefundene
Schranken (z.B. ALON und SPENCER [2], CARO und RopITTY [12] oder
HARANT, PRUCHNEWSKI und VOIGT [21]).

Im Gegensatz zum Vorgehen der ersten Gruppe erhélt man die Resultate der
zweiten Gruppe, indem zuféllige dominierende Mengen konstruiert werden und der
Erwartungswert ihrer Machtigkeit eine obere Schranke fir v(G) bildet. Ohne auf
diesem Weg sofort eine konkrete Menge D in die Hand zu bekommen, lassen sich
Schranken fiir v(G) und spéater auch ,realisierende“ Algorithmen fiir diese Schran-
ken finden. Dabei kann man den Erwartungswert oft als multilineare Funktion in
noch zu definierenden Wahrscheinlichkeiten schreiben. Das bedeutet diese Funktion
ist linear in jeder Variablen, wenn die iibrigen Variablen fixiert werden. Es gelingt
oft zu zeigen, dass v(G) gleich dem Minimum dieser Funktion ist, genommen tiber
die Intervalle [0, 1] fir die Wahrscheinlichkeiten.
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Insbesondere die Kombination der beiden Vorgehensweisen liefert zudem neue
Ergebnisse. In den Kapiteln 2 und 3 werden wir auf diese Weise neue Schranken fiir
7(G) entwickeln.

Bei den Uberlegungen zur Dominanz tritt haufig auch eine ahnliche Eigenschaft
auf, die Unabhéngigkeit. Eine Knotenmenge I C V heiit unabhdingig (engl inde-
pendent), falls keine zwei Knoten aus [ in G benachbart sind. Die maximale Méch-
tigkeit einer unabhéngigen Menge ist die Unabhdngigkeitszahl a(G) von G. Auch
diese Aufgabenstellung lasst sich als Entscheidungsproblem formulieren, dass sich
als NP-vollstédndig herausstellt (vgl. [17], S.194f.). Daher geben wir eine einfache
untere Schranke fiir die Unabhéngigkeitszahl nach CARO [11] und WEI [38] an. Sie
zeigten, dass gilt

a(G) > > d(v;+1 (1.2)

v, €V

Verallgemeinert sei I, eine Menge von Knoten im Graphen G, die paarweise
einen Abstand grofler oder gleich h haben. Wir nennen eine solche Menge auch
h-unabhdngig.

Bilden wir das Maximum tiber die Méachtigkeiten aller moglichen Mengen [, in G
zu einem festen h, so soll dieses mit o, (G) = max |11, bezeichnet werden. Mit diesen
h

verallgemeinerten unabhangigen Mengen arbeiten wir in Kapitel 2.

Dominierende und unabhangige Mengen gehoéren zu den am besten untersuchten
Objekten der Graphentheorie. Die Literatur allein zum Thema Dominanz wurde
1998 in den zwei Biichern von HAYNES, HEDETNIEMI und SLATER [23,24] zusam-
mengefasst und beschrieben.

Natiirliche Herangehensweisen fiir den Erhalt oberer Schranken fiir die Dominanz-
zahl nutzen die Ordnung der betrachteten Graphen und die Valenzen der Knoten
oder lediglich die Minimal- und/oder Maximalvalenz des Graphen.

Obwohl es viele Ergebnisse fiir eine kleine Minimalvalenz gibt (s. [30,31,36]), kon-
nen die asymptotisch besten Schranken in Abhéngigkeit von der Ordnung und der
Minimalvalenz mit sehr einfachen, probabilistischen Argumenten erhalten werden.
Diese werden in Kapitel 1.3 ausfiihrlich vorgestellt.

Da wir uns in Kapitel 4.2 mit Dominanz in bipartiten Graphen mit Taillenweite
grofler gleich sechs beschéaftigen, ist es notig zu zeigen, dass das Entscheidungs-
problem DS auch unter diesen Einschrankungen der Graphenklasse NP-vollstandig
bleibt. Erst dann ist es sinnvoll, iiber Schranken fiir v(G) nachzudenken. Zudem
konnen wir an diesem Beispiel aufzeigen, wie ein Beweis der NP-Vollstandigkeit
aussehen kann.
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Theorem 1.2.1. DOMINATING SET (DS) bleibt NP-vollstindig auf bipartiten
Graphen mit Taillenweite grofier oder gleich sechs.

Beweis. (Fiir die Beweisidee tiber 3-SAT verweisen wir auf [25].)

Zunéchst konnen wir sagen, dass das Entscheidungsproblem DS fiir bipartite Gra-
phen mit Taillenweite mindestens sechs in NP liegt, da eine positive Losung in
Polynomialzeit verifiziert werden kann. Um zu zeigen, dass es NP-vollstandig ist,
wollen wir nun das NP-vollstdndige 3-SAT-Problem in unser Entscheidungsproblem
iiberfiithren.

Dazu gehen wir wie folgt vor: Zu einer gegebenen 3-SAT-Formel F konstruieren
wir im ersten Teil des Beweises einen bipartiten Graphen Gz mit Taillenweite sechs,
dessen Ordnung polynomial in der Grofle (Anzahl der Klauseln und Variablen) von F
beschrankt ist. Damit die NP-Vollstandigkeit gilt, miissen wir im zweiten Teil zeigen,
dass die Erfiilllbarkeit von F eine dominierende Menge D mit |D| < k = k(F) liefert,
und im dritten Teil sicherstellen, dass eine dominierende Menge D mit |D| < k die
Erfillbarkeit von F impliziert.

Teil 1 Beginnen wir mit der Konstruktion des Graphen Gz zu einer gegebenen
Formel F.

1. Fiir jede boolesche Variable x;, die in F vorkommt, enthalte der Graph einen
Cs = C¢ mit den benachbarten Knoten z; und 7;.

2. Fur jede Klausel Fj in F enthalte G'r einen Cp = Yy, in dem wiederum zwei
benachbarte Knoten F; und F}; gekennzeichnet sind.

Kommt nun in der Formel F eine Variable z; in einer Klausel Fj vor, so wird der
Knoten z; in C§ durch einen P, (einen Weg mit vier Kanten) mit dem Knoten Fj
in ¢}, verbunden. Analog wird im Fall, dass z; negiert in F; auftritt, 7; mit F;
verbunden.

Bemerkung: Alle genutzten Kreise sind bipartit. Wenn wir die Knoten den zwei
Partitionsklassen zuordnen wollen, ist nach Definition der Verbindungen der Cg mit
den Cf sichergestellt, dass die z; und Fj in der einen und die z; und E in der
anderen Partitionsklasse liegen. Bei der Konstruktion entstehen zudem keine Kreise
mit einer Lange kleiner sechs.

Teil 2 Nehmen wir nun an, die Formel F enthalt s Variablen und ¢ Klauseln mit
jeweils genau drei Literalen (Variablen oder negierte Variablen). Da fiir jede Variable
sechs Knoten, fiir jede Klausel zehn Knoten und fiir jeden P;-Weg drei (zuséatzliche)
Knoten benétigt werden, wobei fiir jede Klausel drei Wege in dem Graphen Gz
erzeugt werden, ist die Ordnung des Graphen genau 6s + 10t + 3 - 3t = 6s + 19¢. Sei
nun k = k(F) = 2s + 6t.

Zunéchst nehmen wir an, F ware erfiillbar und zeigen auf, wie man zu einer do-
minierenden Menge D der Ordnung 2s+ 6t in Gz kommt. Wir wéhlen eine beliebige
erfiillende Belegung fiir /. Wird darin eine Variable x; mit Eins belegt, so nehmen
wir den Knoten z; € V(C%) und den im Abstand drei im entsprechenden C§ zu D
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hinzu. Wird ein z; mit Null belegt, werden hingegen Z; € V(C{) und sein Nachbar
im Abstand drei aus dem betreffenden C} gewihlt. Insgesamt nehmen wir in diesem
Schritt also 2s Knoten zu D.

Alle Wege, die von einem bereits gewahlten Knoten x; oder Z; ausgehen, werden
in der Form dominiert, dass der Knoten im Abstand drei zu x; bzw. T; auf dem Pj;-
Weg hinzugenommen wird. Erfiillt die Variable z; die Klausel F}, so wird auf diese
Weise der Knoten Fj € V(CYy) — bzw. wenn 7; die Klausel F ; erfiillt, der Knoten
F; € V(CY,y) — bereits von dem Knoten des P, dominiert. Auf den iibrigen Wegen
wahlen wir jeweils den mittleren Knoten aus, damit alle inneren Knoten dominiert
sind (vgl. Abbildung 1.2.1 fiir ein Beispiel).

Es kommen demnach fiir jeden P, ein und damit insgesamt 3¢t Knoten zu D hinzu.

Abbildung 1.2.1: Graph Gg zu F = (x1 VT3 V a3) A (1 V 22 V T3) mit den Partitionsklassen
sschwarz® und ,weifs* und der dominierenden Menge (hervorgehoben durch die Markierungen) zu
r1 =1, 29 =1 und 3 = 0.

Da nach Voraussetzung jede Klausel fiir die gewahlte Belegung der x; wahr ist,
wird in jedem Cf, entweder der Knoten F; oder der Knoten F; (oder sogar beide)
von einem P, aus dominiert. Die iibrigen neun Knoten im C’fo kénnen durch die
Wahl von drei weiteren Knoten ebenfalls dominiert werden. Damit werden fiir jeden
der t Cy¢ drei zusétzliche Knoten zu D gewéahlt und somit D zu einer dominierenden
Menge in G erweitert.

Fassen wir die Anzahl der Knoten, die in den einzelnen Schritten gewahlt werden,
zusammen, so hat D die Machtigkeit |D| = 2s + 3t 4+ 3t = 2s + 6t = k womit die
erste Richtung gezeigt ist.

Teil 3 Nehmen wir nun an, wir haben eine dominierende Menge des bipartiten
Graphen G mit |D| < k gegeben. Zum Dominieren der Cs werden aus dieser Menge
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genau zwei (bei s Cy also 2s Knoten) und zum Dominieren der inneren Knoten eines
Weges genau ein Knoten (bei 3t Wegen also 3t Knoten) bendétigt. Damit bleiben
noch 3t Knoten, mit denen die t (' dominiert werden. In jeden C'q liegen also drei
Knoten aus D. Um alle Knoten des Kreises zu dominieren, muss also in jedem Cg
ein Knoten von ,auflen dominiert sein. Dafiir muss auf (mindestens) einem der drei
von ihm ausgehenden P;-Wege der zu F; oder F; benachbarte Knoten ebenso in D
liegen wie der am anderen Ende des Weges liegende Knoten x; bzw. ;.

Waiéhlen wir nun fiir eine Variable x; die Belegung 1, wenn der Knoten z; zu D,
und die Belegung 0 wenn Z; zu D gehort, so erhalten wir eine verifizierende Belegung
der Variablen in F. Damit ist auch die zweite Richtung gezeigt und Theorem 1.2.1
bewiesen. a

1.3 Die probabilistische Methode und
wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

1.3.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Wir wollen in diesem Kapitel die probabilistische Methode vorstellen, die eine wich-
tige Basis fiir die vorliegende Arbeit bildet. Dazu wiederholen wir zunéchst einige
einfache Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die wir in den néchsten
Kapiteln nutzen wollen.

P bezeichne dabei das Wahrscheinlichkeitsmafs und E den Erwartungswert. Es
gilt:

e Sei N eine feste, endliche Menge und M C N zufillig. Dann ist

E(IM|) = 3 P(n € M). (1.3)

neN

e Der Erwartungswert ist linear, das heifit mit den Zufallsgréen A und B sowie
den Konstanten ¢; und ¢, gilt

E(cy-A+co-B)=1c;-E(A) + ¢ - E(B). (1.4)
e Sei A eine Zufallsgrofie, dann gilt

P(A < E(A)) > 0. (1.5)
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Zusatzlich bendtigen wir in Kapitel 4 den Begriff der bedingten Wahrscheinlich-
keit. Auch dazu wollen wir einige Regeln angeben:

e Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist definiert durch

P(AN B)

P(A|B) := B(D)

& P(ANB) =P(A | B) - P(B).

Die Unabhdngigkeit zweier Ereignisse A und B ist weiter charakterisiert durch

P(AN B) = P(A) - P(B).

e Es gilt die Multiplikationsformel: Seien Aj,..., A, FEreignisse und
P(A;N...NA,) >0, dann gilt

P(Alﬂ. . ﬂAn) = ]P(Al)]P)(AQ | Al)P(Ag | AlﬂAg)'. . P(An | AiN.. .ﬂAnfl). (16)

Diese und weitere Aussagen konnen unter anderem in [26] nachgelesen werden. Da sie
aber nur Hilfsmittel und nicht Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit sind, wollen
wir die angegebenen Regeln nicht ausfiihrlicher darlegen und kommen stattdessen
zur probabilistischen Methode.

1.3.2 Die probabilistische Methode

Wie bereits in Kapitel 1.2 angedeutet, liegt die Idee der probabilistischen Metho-
de darin, eine Menge mit einer ausgewéhlten Eigenschaft zuféllig zu wahlen und
mit Hilfe des Erwartungswertes der Méachtigkeit dieser Menge Schranken fiir den
zugehorigen Parameter zu entwickeln.

Wir wollen die Methode hier direkt am von uns untersuchten Graphenparameter
vorstellen. Dafiir wahlen wir zufillig eine dominierende Menge und leiten daraus
Schranken fiir die Dominanzzahl v(G) her.

Wihlen wir aus V' = {vy, ..., v,} eine zufillige Menge X aus, in der jeder Knoten
v; mit einer Wahrscheinlichkeit p; in X enthalten ist, und vereinigen wir diese Menge
mit der Menge R aller Knoten, die von X nicht dominiert werden, R = V' \ N[X],
so erhalten wir eine dominierende Menge D = X U R.

Ermittelt man mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten p; den Erwartungswert der
Méchtigkeit ebendieser Menge, so gilt zunéchst wegen Gleichung (1.3) (s. S.8)

E(X) = > p und E(IR) = > 1 (1-p))

v, €V v; EV UjGNg[vi}
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Aufgrund der Linearitat des Erwartungswertes (vgl. Gleichung (1.4), S.8) und da
X und R disjunkt sind, gilt weiter E(|D|) = E(|X U R|) = E(|X]) + E(|R|) und
damit

E(|D]) = > (pﬂr 11 (1—pj)) =: f(p1,...,Dn)- (1.7)

v, €V ’UjGNG[’Ui]

HARANT, PRUCHNEWSKI und VOIGT konnten zudem zeigen, dass mit dieser Funk-
tion f gilt

Theorem 1.3.1 (HARANT, PRUCHNEWSKI, VOIGT [21]).

Y(G) = min_ f(p1,p2y...,Pn)- (1.8)

0<p;<1

Werden alle Knoten mit einer einheitlichen Wahrscheinlichkeit p € [0,1] zu X
gewahlt, so erhalt man mit

7(G) < min (n~p+ > —p)d(”i)“) (1.9)

1
O<ps v eV
K2

ein eindimensionales Optimierungsproblem. Wir schatzen d(v;) nach unten mit der
Minimalvalenz § und (1 — p) nach oben durch e ab und berechnen dann mit

einfachen analytischen Methoden das Minimum von 7 - (p + e*p'(‘”l)). Es liegt bei

_ In(5+1)
T 6+1

. Damit erhalt man als Schranke fur die Dominanzzahl

Theorem 1.3.2 (ALON, SPENCER [2]).

In(d+1)+1

<
(@) < S+ 1

(1.10)

Diese Schranke ist asymptotisch best moglich, wie von ALON und SPENCER in [2]
und auch von POGHOSYAN und ZVEROVICH in [34] mit Verweis auf eine Konstruk-
tion von ALON in [1] beschrieben wird.

Viele Zufallsverfahren zum Bilden dominierender Mengen liefern im Wesentlichen
eine Schranke fiir die Dominanzzahl in Form einer multilinearen Funktion, die von
den zugehorigen Wahrscheinlichkeiten abhangt. Weitere Beispiele werden auch im
nachsten Teil als bekannte Schranken angegeben.
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1.4 Bekannte Schranken fiir die Dominanzzahl

Nachdem wir die Grundlagen der vorliegenden Arbeit zusammengefasst und er-
lautert haben, wollen wir den einleitenden Teil abschliefen, indem wir bekannte
Ergebnisse fiir allgemeine, bipartite und reguldre Graphen vorstellen.

Schranken fiir allgemeine Graphen
Wir werden zunéchst drei Ergebnisse zu Schranken fiir die Dominanzzahl in allge-
meinen Graphen angeben, die konstruktiv gewonnen wurden.

Theorem 1.4.1 (ORE [31]). Sei G ein Graph ohne isolierten Knotenpunkte, dann
qilt

v(G) < (1.11)

n
5
Theorem 1.4.2 (REED [36]). Sei G ein zusammenhdangender Graph mit Minimal-

valenz 0 > 3, dann gilt

v(G) < -n. (1.12)

ol w

Theorem 1.4.3 (ARNAUTOV [3], PAYAN [32]). Sei G ein Graph ohne isolierte
Knotenpunkte, dann gilt

~(G) < <5i1 Zé ]1) n. (1.13)

Kommen wir im Folgenden zu Resultaten, die aus probabilistischen Uberlegun-
gen abgeleitet wurden, so gehoren natiirlich zunéchst die bereits in Kapitel 1.3.2
vorgestellten Theoreme 1.3.1 und 1.3.2 zu den Schranken fiir die Dominanzzahl in
allgemeinen Graphen.

Lasst man auf Seite 10 bei dem Schritt von Gleichung (1.9) zu Gleichung (1.10)
das Abschétzen von (1 — p) durch e™? weg, so erhilt man

Theorem 1.4.4 (CARO, RODITTY [12]). Sei G ein Graph der Ordnung n mit Mi-
nimalvalenz §, dann gilt

+(G) < (1 —5 ((&1)%) . (1.14)
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Versuchen wir die Schranken von ALON /SPENCER (vgl. Theorem 1.3.2; kurz AS)
und CARO/RODITTY (vgl. Theorem 1.4.4; kurz CR) miteinander zu vergleichen, so
gilt aufgrund der Abschiatzung 1 — p < e™? auch CR<AS.

Auch das folgende Resultat gehort zu der Klasse von Ergebnissen, die probabilistisch
gezeigt wurden.

Theorem 1.4.5 (GORING, HARANT [19]). Sei G ein Graph der Ordnung n mit
Minimalvalenz 0 und Mazimalvalenz A, dann gilt

7(G) < pren[(iﬁ] <p (1 —p(1— p)) + (1 —p)**t <1 — H—lA(l — p)A(A—1)>> n. (1.15)

Alle hier aufgezdhlten Schranken hidngen von der Ordnung n des Graphen, teil-
weise von der Minimalvalenz ¢ und in einem Fall zusétzlich von der Maximalvalenz
A ab. Da auch wir Ergebnisse in diesen Parametern prasentieren wollen, wurde die
obige Auswahl wie angegeben zusammengestellt.

Schranken in bipartiten Graphen

Zu oberen Schranken fiir die Dominanzzahl bipartiter Graphen in Abhéngigkeit von
den Minimalvalenzen ¢, d, in den beiden Partitionsklassen V7, V5 und dem Anteil
p der Partitionsklasse V; an der Gesamtknotenmenge gibt es unseres Wissens nur
wenige Arbeiten. In [20] und [22] werden jedoch Schranken in diesen Parametern
angegeben:

Theorem 1.4.6 (HARANT, PRUCHNEWSKI [20]). Sei G ein bipartiter Graph auf
der Knotenmenge V. = Vi U Vo mit den Minimalvalenzen 6, und 6o sowie den
Mdchtigkeiten ny und ny der beiden Partitionsklassen Vi und V,. Weiter gelte
0102 > 1, 61ny > ng und dang > ny. Dann gilt mit 0 < p; = In(w) 01 In(v) <1

5102—1
__ In(v)—d2 In(u) s, _dono—ng _ _dinj—no
und 0 < py = 55,1 <1, wobei u = 35D und v = (i3

YG) S mpr+nape+ > (L—p)(1 —p2)™™ + 3" (1= p2)(1 —p)™™.  (1.16)

v € 1% v; €V

Theorem 1.4.7 (HARANT, RAUTENBACH [22]). Sei G ein bipartiter Graph auf der
Knotenmenge V' = Vi U Vo mit Minimalvalenz § und |Vi| = p|V|.

Mit der eulerschen Zahl e gilt fir ﬁi(&—l—l) <p< %

gl 1 p 6(1—p)—p op—(1=p)
|V|§5+1+52—1(1ﬂ< 02— 1)p >_51n<(52—1)(1—p)>)

(1-p) op— (1 —p) 6(l—p)—p
e (1“<<52_1><1_p)> ~om (", ))
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Vergleichen wir die Ergebnisse aus Theorem 1.4.6 (kurz HP) und Theo-
rem 1.4.7 (kurz HR) miteinander, so gilt: Wegen 1 — p < e7? folgt, dass
HP< min{y(p,q) = pp + (1 — p)g + pe P29 + (1 — p)e®2" | 0 < p,q < 1}.
In [22] wird gezeigt, dass fiir spezielle Werte p, § € [0, 1] gilt HR= v (p, §) und damit
auch HP<HR.

Schranken in reguliaren Graphen
Die besten bekannten Schranken fiir regulédre Graphen sind folgende

Theorem 1.4.8 (KOSTOCHKA, STODOLSKY [28]). Sei G ein 3-reguldrer Graph mit
n > 10, dann gilt

4
1(G) < (1.17)

Theorem 1.4.9 (LN, SUN, [29]). Sei G ein 4-requldrer Graph, dann gilt

4
1(G) < (1.18)

Fir r-regulare Graphen mit r > 5 sind keine scharferen Schranken als die bereits
angegebenen allgemeinen (mit § = r) bekannt.

1.5 Aufbau der Arbeit

In den Kapiteln 2 und 3 versuchen wir von einer Schranke fiir die Dominanzzahl v(G)
in Form einer multilinearen Funktion kommend konstruktive Verbesserungsschritte
auszufithren, um die ,, Ausgangsschranke“ weiter zu verbessern. In beiden Kapiteln
erhalten wir zum Teil realisierende Mengen fiir die entwickelten Schranken.

In Kapitel 2.1 entwickeln wir fiir regulare Graphen eine Operation, die in Kapitel
2.2 auf beliebige Graphen tibertragen wird. Diese Operation arbeitet mit einer fest
gewahlten multilinearen Funktion und auf einer Teilmenge der Knotenmenge V' des
Graphen.

Verallgemeinert wird dieser Ansatz in Kapitel 3, wo der dort vorgestellte Algorith-
mus nicht nur auf einzelnen Knoten, sondern auf der gesamten Knotenmenge arbeitet
und zudem auf verschiedene multilineare Funktionen angewendet werden kann. Das
Prinzip wird in diesem Fall auf allgemeinen Graphen entwickelt (Kapitel 3.1) und
anschlieffend wird (in Kapitel 3.2) versucht, fiir bipartite Graphen — durch Ausnut-
zen der speziellen Eigenschaften dieser Graphenklasse — weitere Verbesserungen zu
erzielen.
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In Kapitel 4 versuchen wir den probabilistischen Ansatz von ALON und SPENCER
(vgl. Kapitel 1.3.2) zu verallgemeinern. Anstatt wie dort direkt nach der Wahl einer
zufilligen Menge zu stoppen, wollen wir auswerten, welche Ergebnisse zu erzielen
sind, wenn das Verfahren iiber mehrere Runden iteriert wird. Auch diesen Ansatz
entwickeln wir zunachst auf allgemeinen Graphen und iibertragen das Konzept dann
auf bipartite Graphen, auf denen erneut bessere Ergebnisse erzielt werden kénnen.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse in Kapitel 5 bildet den Abschluss der vor-
liegenden Arbeit.



2 Kontrollierte Abstiege

In diesem Abschnitt wollen wir die in Kapitel 1.3 vorgestellte probabilistische Me-
thoden nutzen, um einen guten Ansatz einer neuen Schranke fiir v(G) zu erhalten,
und diesen anschliefend mithilfe konstruktiver Methoden weiter verbessern.

Unsere Verfahrensweise stiitzt sich dabei anfinglich auf bereits bekannte Resulta-
te. Im zweiten Schritt werden im Wesentlichen die Verbesserungen bei geschicktem
Abéandern jeweils einer Koordinate im Vektorargument einer multilinearen Funktion,
welche durch die Struktur des Graphen festgelegt ist, bestimmt.

Beliebige obere Schranken fiir v(G), die durch probabilistische Methoden unter
Zuhilfenahme multilinearer Funktionen konstruiert worden sind, konnen auf diese
Weise verbessert und zugehorige ,realisierende® Algorithmen entwickelt werden. Wir
demonstrieren das Verfahren am Beispiel der multilinearen Funktion aus Theorem
1.3.1 (s. S.10). Aus diesem Grund sei auch im gesamten Kapitel 2 die Funktion f
wie in Gleichung (1.7) angegeben. Andere multilineare Funktionen, die mit diesem
Prinzip bearbeitet werden kénnen, findet man unter anderem in [19].

Hier sei angemerkt, dass es sich bei den Inhalten von Kapitel 2.1 um eine Zusam-
menfassung der Ergebnisse aus [4] handelt. Diese soll dazu dienen, an einer einfachen
Graphenklasse das Vorgehen anschaulich zu erliutern, dessen Ubertragung auf allge-
meine Graphen in Kapitel 2.2 zu neuen bisher unveréffentlichten Ergebnissen fiihrt.

2.1 Kontrollierte Abstiege in regularen Graphen mit
groBer Taillenweite

Wie eben bemerkt, fasst dieses Kapitel die Ergebnisse aus [4] zusammen und legt
damit die Grundlage fiir die Ubertragung auf allgemeine Graphen in Kapitel 2.2.
Dabei konnen wir unser entwickeltes Prinzip am Beispiel reguldrer Graphen an-
schaulich gut darstellen. Auch wenn die bereits bekannten guten Schranken fiir 3-
und 4-reguldre Graphen (vgl. Theorem 1.4.8 und Theorem 1.4.9 auf S.13) hierbei
nicht verbessert werden, kann das Verfahren auf jeden r-reguldren Graphen G mit
r > 3 angewendet werden. Dabei sind mit guten ,Ausgangsmengen®, die in diesem
Kapitel noch erklart werden, Verbesserungen gegeniiber den bekannten Schranken
fir allgemeine Graphen (vgl. Kapitel 1.4) zu erwarten.
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2.1.1 Verbesserung mit einer vorgegebenen unabhangigen
Menge I;

Zu einem gegebenen Graphen GG wahlen wir fiir jeden Knoten v; € V' einen Wert
pi € [0,1]. Dann sei f die folgende Funktion aus Theorem 1.3.1 (s. S.10) iiber
cm=10,1]"

For o) = 3 (pﬁ I <1—pj))-

v eV v; €N [v4]
Setzen wir alle p;, = p firt =1,...,n, so gilt

Beobachtung 1. Ein lokales Minimum von f(p,...,p) =np+ f: (1 — p)d@d+l im
i=1
Intervall [0, 1] existiert und dieses p erfillt die Gleichung

n

n = 3(d(v;) + 1)(1 - p)". (2.1)

i=1

Fiir einen r-regulédren Graphen ergibt sich daraus

f(p77p) =n- (p+(1 _p)T—H)
und p kann mit p = 1 — (/Fll direkt angegeben werden, womit in diesem Fall
1= (r+1)(1—p) gilt.

Wir definieren die Funktion verb = verb(l) mit | € N, die eine in den folgenden
Lemmata 2.3 (s. S.19) und 2.4 (s. S.20) noch zu erklérende ,Verbesserung® angibt:

2rp(1 —p)", falls | = 1;
verb(l) :== ¢ rp(1 —p)r_l(Z(l —p)+(r—1)(1— 2p)), falls [ = 2; (2.2)
verby, falls I > 3

mit
! !
verby = 2p(1—p)" (?" + Z Kl(s)> +p(1 —p)"(3 —2p) Z: Ky(s)

!
p(1—py(1 - 2p) (r(r 4y K2<s>) |

s=3
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wobel fir s > 3

(rar —5) + 5= (2- 1)) r (2252’
(4r =5)(r + 1)(1 = /5 —4r)
. (r(4r—5)+M‘(T_Q))T(HQ\;%)S

T+1(r—1)3— (4r = 5)(r + 1)(1 + /5 — 4r) ’
Ko(s) = Ky(s—1)und
Ki(s) = Ko(s—1)-(r—1).

+

Dann lasst sich zeigen

Theorem 2.1.1 (ARTMANN [4]). Seien ! > 1 und r > 3 natirliche Zahlen, G ein r-
requldrer Graph mit der Knotenmenge V(G) = {v1,vs,...,v,} und der Taillenweite
g > 20+ 3. Iy 3 sei eine gegebene Menge von Knoten, die paarweise einen Abstand
grofier oder gleich 2l + 3 in G haben, undp =1 — \’"/MI1 Dann gilt mit vorstehender
Definition fir verb(l):

(i) v(G) < f(p;p, .-, p) — [Larys| - verb(l) =: B

(ii) Es gibt einen O (|Igl+3|rl +7“22’"n> -Algorithmus, der zu gegebenen I, G und
I3 eine dominierende Menge D mit |D| < By findet.

Die ausfiihrliche Beweisfithrung fiir dieses Theorem ist in [4] zu finden. Zum Ver-
stindnis der Uberlegungen mit Hinblick auf die Ubertragung auf allgemeine Graphen
in Kapitel 2.2 werden wir hier jedoch die Beweisidee und damit die Herleitung der
im Theorem 2.1.1 auftretenden Funktion verb(l) grob skizzieren.

Beweisidee. Unser Ziel ist es, nach und nach die Koordinaten des n-dimensionalen
Vektorarguments der Funktion f, ausgehend von (p,...,p), auf Null oder Eins zu
andern. Dabei bezeichne ¢; fiir einen Knoten v; diesen neuen Wert. Um das genaue
Vorgehen zu definieren, fithren wir eine Operation O(v;,t) mit ¢ € N ein. Zunéchst
zeigen wir jedoch eine einfache Struktureigenschaft der betrachteten Graphenklasse
auf und geben zwei weitere Definitionen an.

Aufgrund der Taillenweite von G liegt in den betrachteten reguléren Graphen
eine nahezu reguldre Baumstruktur von einem Knoten v; bis in seine (4| — 1)-ste
Nachbarschaft vor, wie Lemma 2.1 beschreibt.
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Lemma 2.1. Seiv; € V(G), dann gilt |[N1(v;)| = 7 und firs=1,2,...,|%] -2

e v; € Ny(v;) = |N(vj) N No_1(v3)| =1, [N(v;) N Ns(v;)] =0 und
[N (vj) N N (v3)| =7 — 1,
wobei |N(v;) N Ny_1(v;)| = 1 auch noch fiir s = 5] —1 gilt;

o [N,(v)|=7r-(r—1)1
Der Beweis des Lemmas nutzt lediglich, dass GG ein r-reguldrer Graph ist und
keine Kreise der Léange kleiner g enthélt.
Zur Erleichterung der alsbald folgenden Beschreibungen legen wir fest:

Definition 1. Fiir einen Knoten v; aus der s-ten Nachbarschaft von v; sei
F(v;) = N(vj) N Ngy1(v;) der von v; aufgespannte Ficher. Den eindeutigen Knoten
v, € N(v;) N Ny_1(v;) bezeichnen wir als Vorgdnger von v; (vgl. Abbildung 2.1.1).

F(v;)

Abbildung 2.1.1: Vorganger vy, von v; und von v; aufgespannter Ficher F(v;)

Definition 2. Ein Knoten v; € V heifit t-zuldssig mit 3 < ¢t < [9] + 1, falls
Vug € No(v;) U Ny(v;) U ... U Ni(v;) der Wert g noch nicht definiert ist.

Fiir einen t-zuldssigen Knoten v; € V' definieren wir nun die Operation O(v;, 1)
im Graphen G, die fiir vx, € No(v;) U...U N;_o(v;) den Wert g definiert.

Operation O(v;, t) :
O1. ¢ =1
Os. qr = 0 Yo, € Ni(v;).
Fir s =2,...,t — 2 und fir alle v, € Ny(v;) sei
Os. q; =0, falls ¢g; = 1 fiir den Vorgénger v; von vy.
O4. g, =0, falls ¢; = 1 fiir das eindeutige v; € Ny_o(v;) N Nao(vy).

Os. qi = 1, falls ¢;, = 0 fiir den Vorgéanger v;, von vy, ¢;, = 0 fiir das eindeutige
vj, in Ny_o(v;) N Na(vy) und fir alle v; € F(vj,) das ¢; noch nicht definiert ist.

Oe: qr = 0, falls ¢;, = 0 fiir den Vorgéanger v;, von vy, g;, = 0 fiir das eindeutige
vj, in Ny_o(v;) N No(vg) und Juj, € F(vy,), fir das bereits ein ¢;, mit g;, =1
definiert ist.
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@)
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o= O
O
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O
O
O
O
O

Abbildung 2.1.2: Ausschnitt eines Ergebnisses von O(v;,t) fir einen 4-reguliren Graphen

So wird bei dem Beispiel in Abbildung 2.1.2 durch die Operation O(v;,t) den
weiflen Knoten der Wert Eins zugewiesen und den schwarzen Knoten der Wert Null.

Fiir den Beweis der folgenden Lemmata 2.2 und 2.3 sei erneut auf [4] verwiesen.

Lemma 2.2. Mit O(v;,t) wird fir alle vy € No(v;) U ... U Np_o(v;) der Wert gy
eindeutig definiert.

In Lemma 2.3 bezeichne f,, die partielle Ableitung der Funktion f nach der k-ten
Koordinate.

Lemma 2.3. Sei k € {l,...,n} und seien @ = (ay,as,...,a,) und b =
(b1,ba, ..., by) zwei [0, 1]-Vektoren, die sich nur in der k-ten Koordinate unterschei-
den. Dann gilt:

- -

f@ = f0)+ fp,(0) - (ar — b). (2.3)

Mithilfe dieser beiden Lemmata kann man nun die Verbesserung W; in jedem Teil-
schritt O; fiir j € {1,...,6} der Operation O(v;,t) berechnen. Anschlieflend lassen
sich die in den Teilschritten auftretenden Verbesserungen zur Gesamtverbesserung
verb(l) bei Ausfihrung der kompletten Operation O(v;,t) zusammenfiihren.
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Um Lemma 2.3 anwenden zu konnen, sei eine komplette Operation O(v;,t) bereits
ausgefithrt und seien @ = (aq,...,a,) und b = (by,...,b,) wie folgt gewahlt

R falls i bereits definiert und vy & No(v;) U ... U Np_o(v;);
71 p, sonst,

T falls g bereits definiert;
7 p, sonst.

Dann ergibt sich fiir die erzielte Verbesserung im Ubergang von @ zu b unter
differenzierter Betrachtung der Zwischenschritte:

Lemma 2.4 (ARTMANN [4]).

-,

f@) = f(b) = verb(t —2),

wobei
2rp(1 —p)", falls t = 3;
verb(t —2) =< rp(l1 —p)™! (2(1 —p)+(r—1)(1—- 2p)>, falls t = 4;
verb;_o, fallst > 5
mit

verbi_o = 2p(l —p)" (r + tig[ﬁ(s)) +p(1—p)"'(3-2p) 2[(0(5)

p(1—p)i (1= 2p) (m NS K2<s>)

und

Ky(s) = (7"(4r—5)+\/m.(g_r)w(l_z\;%)s

2(s) = (4r —5)(r + 1)(1 — /5 — 4r)
+ ( _1)3_(T(4T—5)+m.(r_2))r(l+2\/52i7r>s
r+1r (47 —5)(r + 1)(1 + /5 — 4r) 7

Ko(s) = Ks(s—1) und
Ki(s) = Ko(s—1)-(r—1).

Zusammengefasst bedeutet dies, dass eine Operation O(v;, t) angewendet auf einen
Knotenpunkt v; einen Vektor @ (,vor der Operation O(v;,t)*) zu einem Vektor b
(,nach der Operation O(v;,t)“) abandert und f(@) sich um verb(t — 2) zum Wert
F(b) verringert. Da nach @ auch b € C™, gilt v(G) < f(b) (vgl. Theorem 1.3.1).
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Die ausfiihrliche Herleitung der Funktion verb(l) tiber die Verbesserungen in den
Teilschritten kann in [4] nachvollzogen werden.

Soll nach der Operation O(v;,t) die Operation O(v;,t) durchgefithrt werden, so
muss (No(v;) U... U Ni_o(v;)) N (No(vy) U ... U N(v;)) = 0 erfiillt sein. Betrégt der
Abstand zwischen v; und v; mindestens 2t — 1, so sind die betrachteten Nachbar-
schaften disjunkt. Damit gilt auch, dass dieser Knotenpunkt v;, der vor O(v;,t)
t-zuléssig war, nach O(v;,t) immer noch ¢-zuléssig ist. Das heifit Operation O(vj, t)
kann durchgefithrt und dabei erneut eine Verbesserung verb(t — 2) geméfl Lemma
2.4 erzielt werden.

Es gilt also bei |I_1|-maliger Anwendung von Lemma 2.4

YG) < f(pps -+ p) — [Lae-a] - verb(t — 2)

und mit ¢t = [ + 2 ist Aussage (i) von Theorem 2.1.1 bewiesen.

Auf den kurzen Beweis von Aussage (i7) in Theorem 2.1.1 verzichten wir an dieser
Stelle. Er kann in [4] nachgelesen werden. Da wir den Algorithmus jedoch der Voll-
standigkeit halber angeben wollen, erlautern wir zunéchst einen darin verwendeten
Algorithmus von HARANT, PRUCHNEWSKI und VOIGT (vgl. [21]).

In [21] wird auf Seite 549 ein Algorithmus angegeben, der fir eine multilineare
Funktion f zu der Eingabe eines beliebigen Vektorarguments p'= (p1,...,p,) € C,
einen Vektor ¢ = (q1,...,q,) € {0,1}" ausgibt mit f(q) < f(p), wobei {v; | ¢ = 1}
dominierend in G ist.

Algorithmus A(G)
INPUT: Ein r-reguldrer Graph G, der Vektor = (p,...,p) mit p =1 — (/:11, eine
natiirliche Zahl [ und eine Menge I3 C V(G).

a) S1. Setzet:=1+ 2.
S2. Wahle einen Knoten v; aus Iy 3 und fithre die Operation O(v;,t) aus.
S3. Wiederhole S2 fiir alle Knoten aus Io;y3.

p, falls g, nicht definiert;

¢ sonst der Vektor nach S3.
ks

Sei @ mit Koordinaten {
b) Fithre mit @ den Algorithmus aus [21] (s. S. 549) durch. Dabei entstehen

7= (q1,q,---,q,) mit ¢; € {0,1} und die dominierende Menge

D:{UZ€V|(]Z:1}

Der Funktionswert von f erhoht sich dabei nicht, es gilt also f(q) < f(a).

OutpuUT: Eine dominierende Menge D von G mit |D| < B;. O
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Es folgt sofort, wenn Theorem 2.1.1 fiir jede 2/ + 3-unabhéngige Menge I, 3 gilt,
dann auch fiir eine solche mit maximaler Machtigkeit ag3(G).

Folgerung 2.1. Mit den Voraussetzungen von Theorem 2.1.1 gilt:

Y(G) < f(®s -+, p) — auys(G) - verb(l)

Bemerkung: Betrachtet man nur die von uns ausgewahlte Graphenklasse, der
reguldren Graphen mit grofler Taillenweite und setzt man die in diesem Kapitel
ermittelte Verteilung der Knoten mit Wert Eins in den TeilbAumen des Graphen
voraus, so erhdlt man relativ schnell eine dhnliche obere Schranke fiir die Domi-
nanzzahl, wie wir sie gefunden haben.

Unser Ziel war es in diesem Teil, an einer gut tiberschaubaren Graphenklasse (re-
guldr und grofle Taillenweite) ein allgemeines Prinzip (Abstieg (vgl. Lemma 2.4)
gemaf einer multilinearen Funktion) zu entwickeln und darzustellen. Dieses Prinzip
soll auch fiir beliebige Graphenklassen, fiir die nicht unmittelbar kleine Dominanz-
mengen konstruiert werden kénnen, ebenso nutzbar sein und zu guten realisierbaren
oberen Schranken fiir (G) fithren (vgl. Kapitel 2.2).

2.1.2 Verbesserung mit Schranken fiir a,(G)

Dieses Unterkapitel ist nicht Kernpunkt der Arbeit und die hier bewiesenen Aus-
sagen werden als Grundlage fiir die Anwendung dieses Verfahrens auf allgemeine
Graphen nicht benotigt. Der Vollstandigkeit halber werden wir die entsprechenden
Ergebnisse aus [4] hier jedoch kurz angeben, um zu demonstrieren, wie man die
entwickelte Theorie fiir konkrete Graphenklassen ausbauen kann. In Kapitel 2.1.3
werden wir noch einmal auf vorbereitende Uberlegungen fiir den Ubergang zu be-
liebigen Graphen zurtickkommen.

Man tiberlegt sich leicht, je grofler [ wird, desto kleiner wird die Méachtigkeit einer
maximalen Menge [y, 3. Andererseits wird fiir einen geringen Abstand der Knoten
in Iy.3, also fur kleines [, ag 3 grofer, aber dafiir verb(l) kleiner. Es stellt sich
somit die Frage nach dem ,optimalen“ [, also nach dem [, fiir welches das Produkt
ag43(G)-verb(l) groBtmoglich und damit die obere Schranke fiir v(G) kleinstmaoglich
wird.

Um dieses Problem anzugehen, suchen wir zunéchst untere Schranken fiir a(H) =
as(H) zu einem Graphen H mit V(H) = V(G) = {vy,v,...,v,} und versuchen
daraus eine Schranke fiir ay,(G) herzuleiten.

Lemma 2.5. Fir einen (nicht vollstindigen) Graphen H mit n Knoten und Maxi-
malgrad A = A(H) > 3 gilt

a(H) = ay(H) = [ 1.

b=
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Beweis. Nach dem Theorem von BROOKS (vgl. [15], S.103) ist H mit A(H) Farben
farbbar. Man nehme die grofite Farbklasse als unabhéngige Menge, diese beinhaltet
nach dem Schubfachprinzip mindestens %z Knoten. |

Bemerkung: Fiir diese Schranke gibt es einen effizienten Algorithmus, das heifit,
es ist moglich eine unabhéangige Menge der angegebenen Machtigkeit in einem Gra-
phen H mit Hilfe eines Algorithmus in polynomial beschréankter Zeit zu finden.

Wir versuchen nun die maximale Machtigkeit einer 2/ 4+ 3-unabhangigen Menge
im von uns untersuchten regularen Graphen G méoglichst gut abzuschatzen.

Theorem 2.1.2 (ARTMANN [4]). Seien | > 1 und r > 3 natirliche Zahlen
und G ein r-regqulirer Graph mit Taillenweite g > 2l + 3 und der Knotenmenge
V =A{v1,v9,...,v,}. Dann gilt

n(r —2)
N (RP——

Oégl+3(G) > = BU = BU(Z,T’, n)

Beweis. Sei G = (GG; r-regular.
G4y1 entstehe aus G, indem alle Knoten mit Abstand 2 in G zusétzlich durch eine
Kante verbunden werden.

Dann koénnen wir die beiden folgenden Lemmata zeigen. Die einfachen Beweise
finden sich wiederum in [4].

Lemma 2.6. Seien v;,v; € V.. Dann gilt

d
distg,(vi,v;) =d = distg,,, (v, v;) = {2—‘ :
Lemma 2.7. Ist eine Knotenmenge Iy, in G h-unabhdngig, das heifst, die Knoten in
I}, haben paarweise einen Abstand grofier oder gleich h, so ist sie in G4 2-unabhdngig,

falls s = s(h) = [logy h].

Damit entspricht Theorem 2.1.2 Folgendem:

Fir h > 2 besitzt Gog, s eine unabhéngige Menge mit einer Méchtigkeit von min-
destens By.

Sei v; ein beliebiger Knoten im Graphen GG, dann gilt wegen der Regularitat von G:

257

L)< Aa= UMl =r- (Z =),

|
k=1 k=0
o 1)2“0g2 h1-1 _ 1

-
Ag, = Ag,(h,r) = 7"-( —
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Aufgrund der grofien Taillenweite von G besitzt jeder Knoten v; in G die gleiche
Valenz, solange h < [£] — 1. G, ist dann reguldr vom Grad Ag, = Ag;,, ;-

Fir h = 20 + 3 folgt weiter a(G;) > nr2) : O

7’(7‘—1)2 [loga (2143)]—1 _r

Mit Folgerung 2.1 (s. S.22), Theorem 2.1.2 und verd(l) aus Gleichung (2.2) (s. S.16)
gilt

Theorem 2.1.3 (ARTMANN [4]). Seien I > 1 und r > 3 natirliche Zahlen, G ein
r-requldrer Graph mit Taillenweite g > 2l + 3. Dann gilt

(Z) ,V(G) < f(p’ s 7p) - T(T_I)QUZE;(_513)}71_T : Ue?”b(l) =: Bs.

(ii) Es gibt einen Polynomzeit-Algorithmus, der zu gegebenen | und G eine domi-
nierende Menge D mit |D| < By findet.

Beweis. (i) gilt wegen Folgerung 2.1 und Theorem 2.1.2.

Fir (ii) nutzen wir den Algorithmus zum Theorem von BROOKS, um eine unabhén-
gige Menge in G zu finden, deren Méachtigkeit die in Lemma 2.5 genannte Schranke
realisiert.

Mit der so erhaltenen Menge fithren wir in G den Algorithmus A(G) aus. a

Um mit den gewonnenen Schranken eine moglichst gute Verbesserung zu bestim-

men, muss —2C=2vebQ solichst grof sein. Man iiberlegt sich, dass dieser Term
9 T(T71)2[10g2(21+3)'| _r y

bei festem 7 in O ((r — 1)1? liegt und somit monoton fallend in [ ist. Die grofite
Verbesserung wird demnach fiir ein [ am unteren Intervallrand erzielt. Da wir immer
[ > 1 angenommen haben, werten wir das Produkt beispielhaft fiir [ = 1 aus:

Folgerung 2.2. Sei r > 3 eine natirliche Zahl und G ein r-reguldrer Graph mit
Taillenweite g > 5. Dann gilt

n(r—2)-2rp(1—p)"
r(r—1%—r ’

Aus dem selben Grund liefert auch Theorem 2.1.1 fiir kleine [ die groBite Verbes-
serung, also die kleinste obere Schranke fiir v(G).
Nun ist es aber gar nicht einfach, aus einer gegebenen Menge [}, eine verhaltnismafig
grofle Menge [;,_; zu konstruieren. Theorem 2.1.1 hat also seine Berechtigung, wenn
eine gute (d.h. grofie) Menge [, fest vorgegeben ist.

Theorem 2.1.1 und die Bemerkung zur Monotonie von By geben trotzdem Anlass,
nach einer Menge [, mit kleinem A (z.B. mit [ = 1 und damit /5) zu suchen.
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Dieser Idee kommt Theorem 2.1.4 entgegen:

Theorem 2.1.4. Seien h > 6 und G ein r-regulirer Graph mit Taillenweite g > %h
und gegebener Menge Iy,. Weiterhin seien t = L%J und s = (%ﬂ + 1. Dann besitzt G
eine Menge I; mit |I;| = (1 4+ r(r — 1)*"Y|1},|, und es gilt damit

a(G) > (1+r(r — 1) Han(G).

Fiir den Beweis wollen wir erneut auf [4] verweisen. Hier sei lediglich erwéihnt,
dass die im dortigen Beweis angegeben Konstruktion auch bestmoglich ist, wie ein
Kreis mit 18 Knoten, g mit |Ig| = 3 und s = ¢t = 2 zeigen. Es kann also durchaus
passieren, dass beim Ubergang von I, (h gross) zu I; (¢ klein) die Menge I; gemif
Theorem 2.1.4 die beste ist.

2.1.3 Minimierung der oberen Schranke iiber p

Vorbereitend fiir den Ubergang zu beliebigen Graphen, wollen wir nun andeuten,
wie bei einem kleinen ,Verbesserungsradius® die Bestimmung der Minimalstelle
p € (0,1) erst nach den Verbesserungsschritten erfolgt. Dazu fithren wir folgende
Uberlegung:

Sei p € (0,1) beliebig, wir arbeiten mit [ = 1 und demnach mit I5. Da wir den
Schritt, f(p,...,p) =n-p+n- (1 —p)" nach p zu minimieren, in diesem Kapitel
weglassen wollen, gilt die Gleichung 1 = (r + 1)(1 — p)” hier zunéchst nicht.

Es sei aber bekannt, dass G eine Menge I5 mit |I5| > a - n mit a € (0, 1) enthlt.
Dann gilt mit obigen Uberlegungen:

WG < fp,-op) —a-n-(fp(p,-. . p)p—=1) +rfp(p,-.., L., p)(p—0))
<f,.-p)—a-n- (L= (+DI=p))p—1)+r1-(—1)1-p))p)
=n-(p+0-p) —a- (A= +1D)A=p))(p=D)+r(1=(r=1)(1—-p))p))
=n-(A=alr+ D) (p+ 1 =p)*") +a- 1 +rp(r—1)(1-p)))
=n- far(p)

und damit folgt

Theorem 2.1.5 (ARTMANN [4]). Seien a,p € (0,1), G ein r-requlirer Graph mit
Taillenweite g > 5 und I5 eine unabhdngige Menge von G, deren Knoten paarweise
einen Abstand grofier oder gleich 5 haben, mit |I5| > a - n.

Dann gilt

YG) <n- for(p) mit

far@) = (1= alr+ 1)) (p+ (1= p) ™) +a- (14 rp(r —1)(1 —p)").
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Das Minimum von f,,(p) ist in der Regel nicht so leicht zu berechnen. Fiir spezielle
Werte r und a kann es jedoch numerisch bestimmt werden. Dieses fallt dann aber
mindestens so gut aus wie Theorem 2.1.3 (s. S.24) fir | = 1 bzw. Folgerung 2.2 (s.
S.24).

2.1.4 Zusammenfassung und Auswertung

Wir haben in Kapitel 2.1 einige Sétze bewiesen, die jeweils eigenstandige Resultate
bilden.

Zunéchst behandelt Theorem 2.1.1 (s. S.17) den Fall, dass wir zusétzlich zu einem
Graphen eine (moglichst gute, das heifit moglichst grofie) h-unabhéngige Menge I,
gegeben haben. Mit Hilfe der Operation O(v;, t) kénnen wir um jeden Knoten aus I,
die grofitmogliche Verbesserung erzielen. Gerade dann, wenn eine unabhéngige Men-
ge gegeben ist, deren Méchtigkeit viel grofier als die von uns betrachtete Schranke
fiir diese ist, liefert Theorem 2.1.1 sehr gute Ergebnisse.

Da nicht fiir jeden Graphen eine grofie unabhangige Menge vorgegeben ist, ha-
ben wir in den darauf folgenden Satzen die maximale Méachtigkeit einer Menge I},
abgeschatzt (vgl. Theorem 2.1.2 (s. S.23)).

Nach dem Bestimmen der unteren Schranke By fiur g 3(G) konnte man er-
kennen, dass das Produkt verd(l) - By monoton fallend in [ ist. Mit Hilfe einer
Konstruktion haben wir deswegen von guten unabhéangigen Mengen eines grofien
Abstands kommend versucht, grofle unabhiangige Mengen eines kleinen Abstands zu
bilden (vgl. Theorem 2.1.4 (s. S.25)). Am Beispiel konnten wir zeigen, dass unsere
gewihlte Konstruktion bestmoglich ist.

Alle Resultate des Kapitel 2.1 wurden konstruktiv gezeigt. Mit Algorithmus A(G)
konnen die gezeigten Schranken nach eventuellen Vorarbeiten (Bestimmung oder
Erweiterung der unabhéngigen Menge) effizient realisiert werden.

Am Ende des Kapitels haben wir fiir [ = 1 und I5 angedeutet, inwiefern sich
die Schranke fiir v(G) bzw. die Berechnungen verkomplizieren wiirden, falls die
Bestimmung der Minimalstelle p nicht vor (vgl. p* in Tabelle 2.1.1 auf S.27) sondern
nach (vgl. ppi, in Tabelle 2.1.1) den Verbesserungsschritten erfolgen wiirde.

Fur groflere [ und h wird dieser Prozess immer komplexer. Aufgrund der hohen
Rechenzeit wurde die Berechnung der p- und f, ,-Werte in Tabelle 2.1.1 und Tabelle
2.1.2 (s. S.28) fiir r > 30 bereits auf r = 35 beschrénkt.

Fir die folgenden Tabellen gilt p* =1 — (/ﬁ, und p,.in ist die Stelle, an der die
Funktion f,,(p) ihr Minimum annimmt. Dabei bezeichnet f,,(p) wieder den Faktor

vor n und damit den Anteil der Knoten des Graphen in der ermittelten Schranke
fur v(G) (vgl. Theorem 2.1.5 (s. S.25)).
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Ausgewertet haben wir die Funktion bei einer Verbesserung bis in die erste Nach-
barschaft und der Schranke a -n = ﬁ fiir eine unabhéngige Menge I5. Es gilt
somit

, 1—-(r+1)1-p)")p—-1)+r(1—-(r—-1)(1—-p)")p
fa’r(p):er(l_p)H_( (r+ 1)@ -p))p-1) g ( )g )")p.
r+r(r—1)+r(r—1>24+r(r—-1)
Tabelle 2.1.1 zeigt, dass mit wachsendem r die Differenz der beiden p-Werte kleiner
wird. Noch stérker féllt jedoch die Differenz f, , (pmin) — for(p*). Fr r > 16 weichen
die Funktionswerte nur noch in der neunten Nachkommastelle voneinander ab, fiir

r > 23 sogar erst nach der zehnten (vgl. Tabelle 2.1.2).

Pmin

*

p

*

0,376132581
0,333835078
0,302464488

0,370039475
0,331259695
0,301172881

0,006093106
0,002575383
0,001291607

0 J O U = W=

9
10

0,277703920
0,257442326
0,240447666
0,225927835
0,213341011

0,276979973
0,257002855
0,240164314
0,225736317
0,213206558

0,000723947
0,000439470
0,000283351
0,000191518
0,000134453

11
12
13
14
15

0,202299987
0,192518741
0,183780386
0,175916884
0,168795680

0,202202605
0,192446345
0,183725359
0,175874255
0,168762104

0,000097382
0,000072397
0,000055027
0,000042630
0,000033576

16
17
18
19
20

0,162310577
0,156375352
0,150919167
0,145883214
0,141218215

0,162283745
0,156353633
0,150901384
0,145868504
0,141205933

0,000026832
0,000021719
0,000017783
0,000014710
0,000012282

21
22
23
24
25

0,136882529
0,132840699
0,129062323
0,125521171
0,122194477

0,136872189
0,132831926
0,129054829
0,125514728
0,122188904

0,000010340
0,000008772
0,000007494
0,000006443
0,000005573

26
27
28
29
30

0,119062376
0,116107450
0,113314353
0,110669509
0,108160858

0,119057530
0,116103215
0,113310634
0,110666229
0,108157953

0,000004846
0,000004235
0,000003719
0,000003280
0,000002905

35

0,097320849

0,097319181

0,000001668

Tabelle 2.1.1: Minimierung iber p im ersten oder zweiten Schritt

Sei fur = f(p,...,p). Dann wird die maximale Verbesserung (fur — far(Dmin))
mit den gegebenen Schranken demnach auch von f, ,.(p*) mit steigendem r immer
starker angenédhert. Zu beachten bleibt, dass wir fiir eine gute unabhangige Menge
(mit einer Méchtigkeit >> a - n) schnell bessere Ergebnisse erzielen kénnen.
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fa,r (pmin)

fa,r(p*)

falt

fa,r(p*) — fu,r (pmm)

falt — fa,r (pmin)

0,515117790
0,461676239
0,416457155

0,515194957
0,461695159
0,416462998

0,527529606
0,465007756
0,417644068

0,000077167
0,000018920
0,000005842

0,012411816
0,003331517
0,001186912

0 J O U = W3

0,379759109
0,349628522
0,324456656
0,303085298
0,284685846

0,379761259
0,349629426
0,324457077
0,303085511
0,284685960

0,380268549
0,349877499
0,324590502
0,303162686
0,284733234

0,000002150
0,000000904
0,000000421
0,000000213
0,000000115

0,000509440
0,000248976
0,000133846
0,000077387
0,000047389

11
12
13
14
15

0,268655322
0,254545594
0,242016742
0,230806103
0,220707323

0,268655388
0,254545633
0,242016766
0,230806118
0,220707333

0,268685721
0,254565857
0,242030690
0,230815971
0,220714472

0,000000065
0,000000039
0,000000024
0,000000016
0,000000010

0,000030399
0,000020262
0,000013948
0,000009868
0,000007149

16
17
18
19
20

0,211555885
0,203218894
0,195587738
0,188572714
0,182099030

0,211555892
0,203218899
0,195587742
0,188572716
0,182099032

0,211561172
0,203222875
0,195590785
0,188575078
0,182100889

0,000000007
0,000000005
0,000000003
0,000000003
0,000000002

0,000005287
0,000003981
0,000003047
0,000002365
0,000001859

21
22
23
24
25

0,176103792
0,170533697
0,165343246
0,160493349
0,155950218

0,176103793
0,170533698
0,165343247
0,160493349
0,155950218

0,176105271
0,170534886
0,165344211
0,160494139
0,155950870

0,000000001
0,000000001
0,000000001
0,000000000
0,000000000

0,000001479
0,000001189
0,000000965
0,000000790
0,000000652

26
27
28
29
30

0,151684487
0,147670503
0,143885747
0,140310364
0,136926776

0,151684488
0,147670503
0,143885747
0,140310364
0,136926776

0,151685029
0,147670957
0,143886129
0,140310688
0,136927052

0,000000000
0,000000000
0,000000000
0,000000000
0,000000000

0,000000542
0,000000454
0,000000382
0,000000325
0,000000276

35

0,122393515

0,122393515

0,122393648

0,000000000

0,000000134

Tabelle 2.1.2: Vergleich der Funktionswerte fir a =

Bis jetzt haben wir die Verbesserung im zweiten Teil des Algorithmus A(G) nicht
genauer betrachtet. Hier wissen wir bis jetzt, dass sich keine Verschlechterung erge-
ben kann. An den meisten Knoten v, wird jedoch sogar eine weitere Verbesserung

beim Zuweisen von ¢ erzielt, so dass die Méchtigkeit der durch A(G) bestimmten

Menge immer unterhalb der ermittelten Schranke liegt.

Einige der Resultate fiir allgemeine Graphen haben wir in Kapitel 1.4 bereits vor-

gestellt (vgl. REED [36], ARNAUTOV [3] und PAYAN [32] oder ALON und SPENCER
[2]). Um neue Ergebnisse fiir diese Klasse von Graphen zu erhalten, wollen wir in

Kapitel 2.2 zeigen, wie das eben beschriebene Prinzip auf nicht reguldre Graphen
iibertragen werden kann. Dabei tritt das Problem auf, dass p schon bei der Mini-
mierung in Schritt 1 nicht genau bestimmt werden kann und wir als Ausweg mit
einer oberen und unteren Schranke arbeiten miissen. Aus diesem Grund wird auch
die Verbesserung nur innerhalb eines Intervalls angegeben werden konnen.
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2.2 Kontrollierte Abstiege in beliebigen Graphen

Nachfolgend wollen wir die in Kapitel 2.1 entwickelten Strategien aus [4] auf beliebige
Graphen iibertragen und dadurch neue Schranken entwickeln.

Den Knotenpunkten sollen wieder — nach noch zu entwickelnden Kriterien — aus-
gehend von einem einheitlichen p die Werte Null und Eins zugewiesen werden. Dabei
treten zusétzliche Schwierigkeiten auf, da das p, welches f(p, ..., p) minimiert, nicht
allgemein fiir jeden Graphen bestimmt, sondern nur abgeschétzt werden kann.

Da wir hier ebenfalls die Funktion f aus Theorem 1.3.1 (s. S.10) nutzen wollen,
bezeichne p erneut das im Intervall [0, 1] eindeutige p, das Gleichung (2.1) 16st. Diese

sei kurz wiederholt: .

n =Y (dw) + (1= p)")

Fiir einen beliebigen Graphen G kénnen wir damit Folgendes zeigen:

Theorem 2.2.1. Sei G ein zusammenhdngender Graph mit der Knotenmenge

V = {uvi,v2,...,v,} und |E| = m. Weiter sei d = 2* die Durchschnittsvalenz der
Knoten in V(G) und C = TI (d(v;) +1)7.
v, EV
Dann gilt
1 n 1 d(v;)+1
v(G) < n-(1——7= + ( > >
@ = -2 0+3 (g
20 (1—(d+1)77)?
A (1-(d+1)75)7

Bevor wir zum Beweis tibergehen, wollen wir ein paar kurze Bemerkungen zum
Aufbau der folgenden Abschnitte, die den Rahmen fiir den zu liefernden Nachweis
bilden, anschlieSen.

Zunéachst ldsst sich p fir allgemeine Graphen nicht als geschlossener Ausdruck,
sondern nur als Losung der Gleichung (2.1) numerisch berechnen, da die Valenzen
in der Regel nicht einheitlich sind, wie es bei regularen Graphen der Fall ist. Mit
Hilfe bekannter Ungleichungen kénnen wir aber ein Intervall fiir p bestimmen. Dieser
Aufgabenstellung widmet sich Kapitel 2.2.1. Die sich ergebenden Schranken fiir p
kénnen wir nicht nur nutzen, um den Wert von f(p,...,p) einzugrenzen, sondern
wir konnen sie auch fiir Abschatzungen in Kapitel 2.2.2 heranziehen.

Auf Grundlage der gewonnen Schranken fiir p ermitteln wir in Kapitel 2.2.2 Kri-
terien, nach denen einem Knotenpunkt v; der Wert ¢; € {0, 1} zugewiesen wird, und
bestimmen eine minimale einheitliche Verbesserung pro durchgefiihrter Anderung.
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Beweis. Der Beweis von Theorem 2.2.1 wird sich, wie eben angedeutet, durch die
Unterkapitel 2.2.1 und 2.2.2 ziehen und am Ende von Kapitel 2.2.2 abgeschlossen
sein. Wir wissen bereits, dass gilt

Y(G) < f(p1,p2, - ipn) = D (me I -p; )
]

v; €V v;ENv;
mitpi e0,1] furi=1,...,n,
bzw.  (G) < f(p,....p)=np+ > (1—p At mit p € [0, 1].

v, €V

Insbesondere sei nun p als die Losung der Gleichung (2.1) auf Seite 16 gewéhlt.
Versuchen wir in Kapitel 2.2.1 zunéchst Schranken fiir dieses p zu bestimmen.

2.2.1 Schranken fiir p

Da die nun betrachteten Graphen nicht regular sind, ist es — wie schon gesagt —
schwierig einen geschlossenen Ausdruck fiir die Losung der Gleichung (2.1) anzuge-
ben. Wir kénnen jedoch fiir dieses p ein Intervall bestimmen, in dem es liegt, wie das
folgende Theorem zeigt. Und dann arbeiten wir im Weiteren nicht mit p, sondern
mit den Réndern des Intervalls als obere und untere Schranken fiir p.

Theorem 2.2.2. Sei p die eindeutige Losung von n = i (d(v;) + 1)(1 — p)@®) im
i=1

Intervall (0,1), dann gilt mit der Durchschnittsvalenz d = 22 und C = 1 (d(v;)+1)w
i=1

- Ly A (2.4)
J— < p < — — .

Ve Jd+1
bzw

1 1

<1- —. (2.5)

Jd+1 Ve
Bemerkung: Setzt man diese Schranken in f(p,...,p) ein, so erhilt man zunéichst

als obere Schranke (vgl. Theorem 2.2.1)

d(v))+1
f(p,-..,p)én-(l—\/ﬁJr;( ) .

Beweis. Bereits in [4] wurde fiir den allgemeinen Fall gezeigt, dass die Losung von
Gleichung (2.1) eindeutig ist. Lediglich dieser kurze Beweis soll als Ergebnis aus [4]
in diesem Kapitel angegeben werden.
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Beweis. (der Eindeutigkeit von p nach [4])
Annahme: Es gibt zwei Losungen pq, ps € [0, 1] mit p; < pe. Dann folgt

Il=p1>1=p22>0
V2N (d(v;) + 1)(1 — pp)2®) > (d( D)+ 1)(1 — py)dd), Yu; € V(G)

n

& n= (dv)+ 1)1 —p)hd) > Z (v;) + 1)(1 = o)) = n.

i=1

Dies ist ein Widerspruch, daher gilt die Behauptung, dass Gleichung (2.1) eine ein-
deutige Losung in [0,1] hat. O

Widmen wir uns nun fiur den weiteren Beweis von Theorem 2.2.2 zunichst einmal
der oberen Schranke 1 — % von p.
d+1

Da d(v;) + 1 monoton wachsend und (1 — p)¥*) monoton fallend in d(v;) sind,
kénnen wir die TSCHEBYSCHEFFsche Ungleichung (vgl. [10], S.32) auf Gleichung
(2.1) anwenden. Damit folgt

n= () + 1)1 - p)") < <i< W ) (Z )

i=1

Weiter ist (1 — p)%¥) < (1 — p)? fiir alle v; € V und damit

n<(d+1)-n-(1-p).

Umgestellt nach p ergibt sich

| 1 1
1_p26ﬁ = pﬁl—a, ) (2.6)
d+1

womit die obere Schranke bewiesen ist.
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Kommen wir zum Beweis der unteren Schranke 1 — % von p.

Schétzen wir das arithmetische gegen das geometrische Mittel ab, so ergibt sich

o8

n

i 1<d(w) +1)(1 — p)dtv) (

Il
3
~
— =
oS
QU
—~
&
SN—
+
[u—
N—
—
—_
|
=)
~
ﬂ‘ 3
3=

Mit C = ﬁ (d(v;) + 1) folgt fiir p somit
i=1

i1 1

Damit ist der Beweis von Theorem 2.2.2 abgeschlossen. O

Der Wert C' kann fiir einen konkreten Graphen G mit gegebenen Valenzen leicht
berechnet werden. Im Folgenden wollen wir aber zusétzlich eine untere Schranke fir
C beweisen, fiir die nicht alle Valenzen des Graphen bekannt sein miissen. Mit dem
Optimierungsproblem P versuchen wir zu bestimmen, wie grof§ C' mindestens ist.

P: J[(d(v;)+1) = min, Nebenbedingungen: » d(v;) =2m, § <d(v;) <A

i=1 =1

In Lemma 2.8 untersuchen wir, fiir welche Kombination von Valenzen das zu
optimierende Produkt minimal wird, und berechnen anschlieSend diesen minimalen

Wert.

Lemma 2.8. (dy,...,d,) lose P, das heifst ﬁ (d(v;) + 1) = min.
i=1
Dann gilt: Es existiert hichstens ein i mit 6 < d(v;) < A.
Beweis. Annahme: 34,5 : 0 < d(v;) < d(vj) < A, 0.B.d.A. v; = vy, v; = vy

= [I(d(w) +1) = (di + 1) (dz+ 1) - [T(d(vi) + 1)

=1 1=3
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Dann ist aber (dy — 1,ds + 1,ds, ..., d,) ebenfalls zuldssig, da mit

n n n

2m =Y d(v;)) =di +do+ Y d(v;) = (dy — 1) + (do + 1) + Y _ d(v;)

=1 =3 =3

und 0 < d; — 1 < A bzw. § < dy +1 < A die Nebenbedingungen weiterhin erfiillt
sind.

Da allgemein ﬁ (d(v;)+1) > 0 gilt und unter der gestellten Annahme d; < ds+ 1
i=3
ist, folgt

(= 1)+ 1) ((ds+ 1)+ 1) [ @) + 1)
=di - (d2+2)- ﬁ(d(vz) +1)
<d1\+’c-l;+1i:3

<(di+1)- (d2+ 1) - [[(d(vi) +1)

=3

= I (dw)+1)

v; €V (G)

im Widerspruch zur Annahme, dass P fir (d,ds, .. .,d,) minimal war. a

Nachdem wir die Struktur der Losungen des Optimierungsproblems P kennen,

versuchen wir jetzt den Wert von  []  (d(v;)+1) fiir ein Element der Losungsmenge
’L)Z'GV(G)

abzuschéatzen. Wir wissen: r Knoten haben die Valenz § und s Knoten die Valenz

A und fiir hochstens einen Knoten ist die Valenz x unklar (6 <z < A). Es gilt also

n=r-+s+1.

Aus und
2m =10 + sA +x 2m =rd + sA +

>nd + s(A —9) <nd+s(A—90)+A—-4§
N <2m—n5 N >2m—n5_1

SETA S TETA S
folgt
[Idw)+1) > (+1)T(A+1)°
i=1

= ((+1)"(A+1)
2m 2m—nd

> (61 ER A )
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Damit gilt

Folgerung 2.3. (dy,...,d,) lose P, dann gilt mit 6 <z < A, r+s+1=n und
r-d+s-A+x=2m

[Idw)+1) =@+ 1) (A+1)°(x+1)

i=1

und weiter .

(5 4+ 1)"HA5 (A 4+ 1) 5 1‘[ (v) +1).

Mit Lemma 2.8 und dieser Folgerung ist Lemma 2.9 gezeigt.

Lemma 2.9.

2m n§

C= [ (dw)+1)> G+ 1)+ A

v; €V (G)

F(A4+ 1) (2.8)

Mit ¢, = 22:3“5 folgt daraus

n

n=3(dv)+1)-(1=p)"™ zn-(1-p)" G+ 1" (A1)

=1
. 1
= (1 - p)d < 12w n3
o+ 1)" (A4 1)
B 1
DR (A )R
1

= p =z 1-— = Uz

Jo+ )5 (a5
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Ein anderer Weg zu einer unteren Schranke fiir p zu gelangen, wére die direkte
Abschatzung

(1—p)%) > (1-p2 VYo eV.
Hiermit folgt

n=3(d) + D1 -p) 1 > (1-p)> Y () + 1)

=1

1
= l—p < H—0l
P= Vi
1
p > 1—— =: Uug3.
Vd+1

Vergleichen wir uz aber mit der ersten unteren Schranke u;, bedeutet folgendes
Theorem, dass die direkte Abschéatzung den kleineren und damit als untere Schranke
schlechteren Wert liefert.

Theorem 2.2.3 (THIERFELDER [37]). Fir Zahlen ay,as,...,a, > 1 mit
Umaz = Max{ay,...,a,} gilt die Ungleichung:

b2 < (i)

Wir geben hier den Beweis nach [37] an:

Beweis. Bekanntlich ist die Funktion f(z) = =z - In(x) (streng) konvex
(f"(z) = % > 0). Deshalb gilt aufgrund der JENSENschen Ungleichung (vgl. [27],
S.351) und der Tatsache In(a;) > 0

(1 Zai> In <1 Zai> < 1 Zai In(a;) < amaz (1 Zln(a») e [ H a; | .
N3 nu4 N3 nia i=1

Die Anwendung der e-Funktion liefert das Ergebnis. Die Ungleichung gilt sogar
streng, falls nicht a; = ... = a,. |

Die Ungleichung ug < wu; folgt fiir a; = d(v;) fir nicht reguldre Graphen.

Anmerkung: In Kapitel 2.2.2 arbeiten wir mit den Schranken u; fiir p aus Theo-
rem 2.2.2. Analoge Betrachtungen kénnen aber auch mit us und wuz durchgefithrt
werden.
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2.2.2 Verbesserungen

Nachdem wir ein Intervall fiir p festlegen konnten, wollen wir nun Kriterien bestim-
men, die angeben, welcher Wert ¢; € {0, 1} einem Knoten v; — ausgehend vom Vektor
(p,...,p) — zugewiesen werden soll. In Kapitel 2.1 haben wir dazu ausgewertet, ob
fp; fur den aktuellen Vektor p’ grofer, kleiner oder gleich Null ist. = (p1,...,pn)
beschrieb dabei die momentanen Werte der Knoten v; € V.

Da fiir p nur Schranken bekannt sind, kann auch die Nullstelle von f,, nicht
exakt bestimmt werden. Demnach gestaltet sich die Fragestellung, ob f,, (p) positiv,
negativ oder gleich Null ist, im allgemeinen Fall schwierig.

Um diese Problematik zu umgehen, wihlen wir zwei feste Zahlen ¢, ¢, € RT und
definieren die Operation Q(v;) fur einen 3-zuldssigen Knoten v;.

Operation Q(v;):

Q1. ¢ =0, falls f,, > ;.

Q2. ¢ =1, falls f,, < —co.

Qs. ¢; = 1 und g; = 0 Yo; € N(vy), falls f,,, f,, € [—co;c1] Yv; € N(v;).

Q4. Falls —cy < f), < cy,

) 1, falls fy, < —c¢
9= 0, falls f,, > c1;
mit fpj € [—62,61].

2 fiir ein(!) beliebiges v; € N(v;)

Bemerkung: Wie man leicht sieht, wird beim Ausfiihren der Operation Q(v;) immer
nur eine der vier Unteroperationen (); bis (), ausgefiihrt.

Seien @ und b € C" wie in Kapitel 2.1 zwei Hilfsvektoren, wobei fir alle
ke{1,2,... n} gt

R 1 falls g, vor Q(v;) bereits definert ist;
71 p, sonst;

P falls g nach Q(v;) definert ist;
71 p,  sonst.

Bemerkung: Fiir ()1, ()5 und Q)4 unterscheiden sich @ und b nur in einer Koordinate,
fir Q3 in hochstens A + 1 Koordinaten.

Versuchen wir nun auf dieser Grundlage eine minimale einheitliche Verbesserung
bei Ausfithrung eines jeden Verbesserungsschrittes ()1 bis ()4 zu berechnen.
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Lemma 2.10. Fir k € {1,2,3,4} sei Wy, die Verbesserung, die das Ausfihren von

=

Q. bewirkt. Dann gilt f(b) = f(a@) — W mit

e (1— =), falls k = 1;
W, > Q-ﬁ, falls k = 2;
c-(p—1)+0-p-(—ca+2(1—p)»), fallsk=3;

W17

. 0
Wy, falls eine Anderung auf 1 erfolgt.

und Wy = {
Beweis. Zunéchst wollen wir die minimale Verbesserung fiir £ = 1 und k£ = 2 zeigen.
In @y wird ¢; = 0 gesetzt, so folgt mit Lemma 2.3 (s. S.19) und den Schranken fir p

Wiz (=0 fB)>p-cr>e (- m).

3

Analog ergibt sich fiir (o

Wo=(p=1)fp) = (1=p) 2200 —.
d+1

Je nachdem, ob in Q)4 ein v; € V auf Null oder auf Eins gedndert wird, erzielen
wir die gleiche Verbesserung wie in ()1 bzw. ()2. Da v; 3-zuléssig ist, ist folglich auch
in der ersten und zweiten Nachbarschaft eines Knoten v; € N(v;) nur der Wert p
vorhanden.

Abschlieend wollen wir bestimmen, welche Verbesserung durch Q)3 erwirkt wird.
Dazu betrachten wir einzeln die Anderung von v; und die seiner Nachbarn. Dabei
beschreibe — wie auch in den anderen Fallen — @ den Zustand vor Ausfithrung der

Operation. by sei der Zwischenschritt nach Andern von p; und b der Vektor am Ende
des Operationsschrittes.

Untersuchen wir als erstes welche Auswirkung das Andern des Wertes ¢; zu Eins
auf den Funktionswert von f hat.

Sei W3, die durch Zuweisen von ¢; = 1 verursachte Veranderung. Es gilt

Wy = (p—1) fru(B) > (0 — 1) - ex(< 0),

wobei die Veranderung des Funktionswertes von f durch eine (geringe) Verschlech-
terung abgeschétzt wird.
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Betrachten wir nun die Anderung der p; von p auf Null fiir v; € N(v;). Diese soll
mit W3, bezeichnet werden. Fiir alle v; € N(v;) vergrofiert sich durch den ersten
Schritt der Wert von f,.. Es gilt

fo (@) + wi = f,, (1)
mit
w, > [ Q=pe)+0=-p)- JI @Q-m)

vLEN (v5) v €N (vi)\{v;}
= (1=p)" ™ + (1 =p)-(1=p)™7" = (1= p)) 4 (1 - p)"™,

denn die Subtraktion der in w; zusammengefassten Terme fillt beim Ubergang von
fp; (@) zu [, (br) weg.

Vergleiche:
foy(@) =1 - (I=p)— > (Q-=p)- I (Q=m),
kGN('Uj) 'UkGN('Uj) ’UZGN(vk)\{”Uj}

fo, () =1-0-— > (=) I a-m).

vR €N (v;)\{vi} v €N (vk)\{v;}

Die beiden Summanden in w; sind genau dann grofler Null, wenn alle Knoten in der
ersten und zweiten Nachbarschaft von v; einen Wert ungleich Eins besitzen. Dies ist
durch die Forderung 3-zulédssiger Knoten als Eingabe fiir Q(v;) erfillt. Hierin liegt
begriindet, dass die Knoten v; € V| mit denen die Operation Q(v;) durchgefithrt
werden soll, mindestens den Abstand 5 besitzen miissen.

Fiir fpj(fz) gilt also

—co+w; > —cy + (1 — p) ) 4 (1 — )4
—cy +2(1 — p)~.

fou(@)

>
>

Die Verbesserung beim Andern des Wertes p; fiir ein v; € N(v;) ist folglich

Wi, > (p—0) - (—c2 +2(1 = p)?).
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Fassen wir die gewonnenen Erkenntnisse zusammen und beriicksichtigen, dass v;
mindestens 0 Nachbarn hat, so tritt bei Ausfithrung von ()3 mindestens die Verbes-
serung W3 auf.

W3 > Wi +6-Ws, >(p—1)-c14+0-p-(—c2+2(1—p)?)
O

Um die Ergebnisse kompakt darstellen und auswerten zu konnen, fordern wir jetzt,
dass bei jeder Ausfithrung von Q(v;) die gleiche minimale Verbesserung erfolgt. So
konnen wir zum Einen leicht die minimale Gesamtverbesserung berechnen und zum
Anderen ¢; und ¢, allgemein bestimmen.

Lemma 2.11. Die minimale Verbesserung W bei Ausfihren der Operation Q(v;)
betrdgt

25 (1—(d+1)"%)2

— A—1 —

(d+1)77 - (C—fz 51— (d+ 1)_§)2> :

Beweis. Setzen wir zunéchst die Verbesserungen W; und W5 in ()7 und (), gleich,
dann muss gelten
c-p=cy-(1—p) & 02:01-L.

lL—=p
Damit erzielt dann nach Definition auch )4 diese Verbesserung. Dieser Zusammen-
hang liefert in W3 eingesetzt

W3Z(p—l)'01+5'p‘(—02+2(1—p)A)
2
P
1—p”

= 20p(1—p)® —cs(1—p+4d-

Da auch diese Verbesserung den gleichen Wert haben soll, wie W} und W5, konnen
wir die Werte fiir ¢; und ¢, wie folgt bestimmen

2
cop = 25p(1—p)A—cl-(1—p+51p_p)
20p(1 — p)»
L, = 2 6p229)
1+ 3%
20p%(1 — p)»
ey = . P _20(—p)

l—p 1—p+p?
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Mit den so gewonnenen Zahlen ¢; und ¢, haben alle Unteroperationen in Q(v;)
die gleiche Verbesserung zur Folge. Es reicht daher, diese an einem Beispiel (hier
()1) zu berechnen.

Neben ¢; und ¢y setzen wir die Schranken fiir p bei der Berechnung der Verbesse-
rung ein.

W>ep = ——5p*(1—p)°

vV

Damit ist Lemma 2.11 bewiesen. |

Theorem 2.2.1 folgt, wenn wir Operation @Q(v;) fir jeden Knoten einer
5-unabhéngigen Menge I5 ausfithren. Die Gesamtverbesserung dabei ist [I5| - W
und Theorem 2.2.1 ist gezeigt. O

Die Diskussion von Schranken fiir |/5| lassen wir in diesem Kapitel weg. Bereits fir
reguldre Graphen gestaltete sich diese aufwandig, fiir allgemeine Graphen fiihrten
mehrere Ansitze zu keinen bedeutenden Ergebnissen. In Kapitel 3 wird nun aber
ein verallgemeinerter Ansatz der Idee dieses Kapitels vorgestellt, der gute neue und
vor allem darstellbare Ergebnisse liefert.



3 Abstiegsverfahren

Wie im vorangegangenen Kapitel soll auch hier eine gute Ausgangsschranke in Form
einer multilinearen Funktion durch ein Abstiegsverfahren verbessert werden. Anders
als bisher wollen wir jedoch keine feste Operation an einer vorgegebenen Menge von
Knoten ausfithren, sondern einen allgemeinen Algorithmus fiir alle Knoten definie-
ren, der ihre Werte auf Null bzw. Eins édndert.

Zudem behandeln wir in diesem Kapitel einen verallgemeinerten Ansatz, der fiir
verschiedene multilineare Funktionen f, die Schranken fiir die Dominanzzahl bil-
den, angewendet werden kann. Am Beispiel einer festen Funktion werden die so
erhaltenen neuen Schranken analysiert.

Zunéachst entwickeln wir in Kapitel 3.1 das Abstiegsverfahren fiir allgemeine Gra-
phen und versuchen anschliefend in Kapitel 3.2 fiir bipartite Graphen weitere Ver-
besserungen zu erzielen. Die prasentierten Ergebnisse wurden in [5] (allgemeiner
Fall) und [6] (bipartiter Fall) publiziert bzw. zur Veréffentlichung eingereicht.

3.1 Abstiegsverfahren in allgemeinen Graphen

Wie bereits in Kapitel 1.4 beschrieben, gibt es fiir jeden Graphen G obere Schranken
in Form verschiedener multilinearer Funktionen f(py,...,p,) fur die Dominanzzahl
7(G). Es gilt in diesen Féllen

Y(G) < min  f(p1,...,Pa)- (3.1)

(pl ----- pn)ecn

Auf Grundlage einer solchen multilinearen Funktion und ihrer partiellen Ableitungen
fp; nach den Koordinaten p; kénnen wir einen Algorithmus A,(p) angeben, der nach
noch zu erlduternden Kriterien die Werte p; der Knoten v; € V auf Null oder
Eins abéndert. Wir legen zudem die Parameter p € (0,1) und b > 0 fest, die vom
Algorithmus verwendet werden.
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Algorithmus A(p):
INpUT: f:C" - R, pe (0,1) und b >0

1. For i from 1 to n do: p; := p.
2. For i from 1 to n do: Wenn f,, (p1,...,pn) > —b, dann p; := 0, sonst p; := 1.
3. For ¢ from 1 to n do: Falls f,,(p1,...,pn) < —b, dann p; := 1.

OUuTPUT: (p1,...,Pn)-

In diesem Abschnitt soll der Algorithmus dahingehend analysiert werden, dass
die erzielten Verbesserungen abgeschitzt werden konnen. Es gelingt uns in [5] zu
beweisen, dass folgendes Theorem gilt.

Theorem 3.1.1 (ARTMANN, GORING, HARANT, RAUTENBACH,
SCHIERMEYER [5]). Sei G = (V,E) ein Graph mit der Knotenmenge
V = {v,ve,...,v,} und Minimalvalenz 6. Weiter sei f(p1,...,pn) eine mul-

tilineare Funktion, fir die Gleichung (3.1) gilt.

Der Algorithmus Ay(p) gebe fir ein b > 0 und jedes p € (0,1) einen Vektor
(p1, P2y - -+, Pn) aus mit der Eigenschaft, dass aus p, = 0 fir alle 1 < k < n mit
v, € N{v;] U Nv;] mit v;,v; € V folgt distg (v, v;) > 3.

Dann gilt

7(G) < min

) b(dp + 1)
pel0 ] \ (1 +b)+b

Bemerkung: Gegeben sei die Situation nach Ausfiihrung des Algorithmus Ay(p),
wie sie in Theorem 3.1.1 vorausgesetzt wird. Wir nennen einen Knoten v; € V
kritisch, falls p, = 0 fiir alle v, € NJv;]. Die im Theorem beschriebene Eigenschaft
besagt dann, dass der Algorithmus A,(p) einen Vektor (pi,ps,...,p,) ausgibt, in
dem alle kritischen Knoten paarweise einen Abstand grofier oder gleich drei haben.
Besitzt die Funktion f — die zum Graphen G assoziiert ist — diese Eigenschaft, so
sagen wir f besitzt die Eigenschaft Py.

Mit dieser Sprechweise wollen wir nun die Aussage des Theorems beweisen.

Beweis. Da wir fordern, dass f multilinear ist, gilt fir alle py,...,p,, hp; € R

f(1, - pic1, i+ hpis Dig1s - ) =
f(p17 «e oy Pi—1,Dis Pit1y - - - 7pn) + fpi(ph ce ey Pi—15Diy Pit1y - - - 7pn) : hpZ (32)
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Im weiteren Verlauf dieses Kapitels sei (pi,...,p,) die Ausgabe von A,(p) unter
Nutzung des ausgewéhlten p € (0,1). Wie im Algorithmus beschrieben, gilt

piE{O,l} fir 1 <i<n.

Wir fassen die Knoten, denen der Wert Eins zugewiesen wurde, in der Menge M
zusamimen.

Demnach ist ein Knoten v; genau dann kritisch, wenn N{v;] N M = () gilt.

Da v(G) nach Gleichung (3.1) das Minimum der Funktion f tber C™ ist, gilt fur
jedes p € [0,1], dass 4(G) < £(p......p).

Schauen wir uns nun die einzelnen Schritte des Algorithmus A,(p) genauer an.
e Am Ende von Schritt 1 gilt (p1,...,pn) = (p,-.-,p).

e Wird im zweiten Schritt fir ein p; der Wert p durch Eins ersetzt, soist f,, > —b,
und es folgt nach Gleichung (3.2), dass der Funktionswert von f um mindestens
b(1 — p) sinkt. Analog gilt, dass in dem Fall, wenn p; im zweiten Schritt von p
auf Null gedndert wird, der Wert von f um hochstens bp steigt.

e Betrachten wir Schritt 3, und wird dort ein p; = 0 durch Eins ersetzt, so
wurde es im zweiten Schritt von p auf Null gedndert. Summiert man die beiden
Effekte aus Schritt 2 und 3 fiir diesen Knoten auf, so ergibt sich, dass der
Funktionswert fiir f insgesamt um mindestens b(1 — p) sinkt.

Wir erinnern uns an die Definition der Menge M in Gleichung (3.3) und daran,
dass ihre Méchtigkeit die Anzahl der Knoten mit Wert Eins angibt. Damit wurde
(bei Ausfithrung von A,(p)) |M| Knoten der Wert Eins zugeordnet und dabei jeweils
die Verbesserung mindestens b(1 — p) erzielt. Zudem erhéhten (n —|M|) Knoten den
Funktionswert von f um jeweils hochstens bp, als ihnen der Wert Null zugeordnet
wurde. Es folgt also

f(p1-o o on) < f(p,-- -, p) = b(1 — p)| M| + bp(n — [M])

und damit

v(G) < f(p,...,p) — b|M| + bpn. (3.4)

Sei k die Anzahl kritischer Knoten nach Ausfithrung des Algorithmus A,(p), also
aller Knoten, deren abgeschlossener Nachbarschaft der Wert Null zugeordnet wurde.
Weiter definieren wir die Menge D als Vereinigung aller kritischen Knoten mit M.
Offensichtlich ist D eine dominierende Menge in GG, und es gilt

1G) < |D| = |M[ + k. (3.5)
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Damit lasst sich (G) durch geschickte Aufspaltung wie folgt abschétzen

(@) _ (1—1H) + 1-be> 7(G)
G4 ) 1ib(f — b| M| + bpn) + 1_bH)|D|
(35) 11+b(f_b(|D|—k)+bpn)+1L)|D|
- 141er”r 1ib(k+Pn)- &0

Da f die Eigenschaft P, besitzt, sind die abgeschlossenen Nachbarschaften der
kritischen Knoten disjunkt. Sei K die Menge der kritischen Knoten von GG, dann gilt

1G) < [VAN(K)| < n— ok, (3.7)

da die Menge V' \ N(K) dominierend ist und hochstens n — 6k Elemente besitzt.

Mit 5(51(}%21) + 50 fb) —; = 1 fiihrt eine Konvexkombination der Gleichungen (3.6)
und (3.7) zu
S(1+0) 1 b b
< —(k —(n — 0k
19 < ST m o <1+bf(p’ AN +pn)> RIS A
B ) b(ép+1)
= sazo o PP s o™

Da p beliebig aus [0, 1] gewahlt war, gilt die Aussage auch fir das Minimum der
rechten Seite. Also folgt die Aussage von Theorem 3.1.1. |

Dieses allgemeine Resultat wollen wir nun auf eine konkrete multilineare Funktion
anwenden. Die hierzu présentierten Ergebnisse sind ebenfalls in [5] zu finden. Dafir
geben wir eine obere Schranke fiir die Dominanzzahl in Form einer multilinearen
Funktion an und zeigen, dass diese Funktion die Eigenschaft P, fiir ein b > 0 besitzt.



3 Abstiegsverfahren 45

Behauptung 3.1.2. Sei G = (V,E) ein Graph mit der Knotenmenge
V =Av1,...,v,}, dann gilt
G)=  min U 3.8
1G) = wmin_  f(pr-pn) (3.8)
mit

f(plw"apn):zn:(pi‘l' H (1_pj)_1+1d(vi) H pj)- (3.9)

=1 v; €ENv;]

Des Weiteren hat [ die Eigenschaft P;.

Ahnliche Schranken fiir v(G) kénnen in [19] gefunden werden.

Beweis. Um zu beweisen, dass diese Funktion eine Schranke fur v(G) darstellt,
nutzen wir die probabilistische Methode.

Sei (p1,...,pn) € C™ und X C V eine Teilmenge der Knotenmenge von G, die jedes
v; € V unabhingig mit einer Wahrscheinlichkeit p; enthalt. Dieser Schritt erfolgte
analog zum Vorgehen von ALON und SPENCER. Weiter wahlen wir eine Menge

X' ={v; € V| N[v;] C X},

das heifit die Menge aller Knoten, deren abgeschlossene Nachbarschaft komplett zu
X gewdhlt wurde. Im von dieser Knotenmenge X’ induzierten Untergraphen G[X']
sei I eine maximum unabhangige Menge.

Wenn — wiederum analog zu ALON und SPENCER — alle von X nicht dominierten
Knoten in der Menge Y zusammengefasst werden,

Y ={v; € VIN[v;] N X = 0},
dann ist (X \ I) UY eine dominierende Menge in G und es gilt

1(G) <E[XII+E[Y]] - E[].

Wie bereits in Kapitel 1.3 gezeigt, ist E [| X]|] = Z piund E[|Y]] = I[1 (1—pj).
1= 1vj€N[vl}
Mit Hilfe der CARO-WEI Ungleichung (1.2) [11,38] lasst sich auch die Méchtigkeit
einer maximum unabhéngigen Menge in G[X’] abschétzen:

E() > v§,1+d;w ) >§V1+1d< jPlveX]

n

B Zl%—d(vz H Py

v; EN[v]
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Fassen wir die drei Erwartungswerte zusammen, so gilt

Si(pi‘{' H (1_pj 1+d(vl H p])'

v;ENv;] v;€Nv;]

Es bleibt noch zu zeigen, dass das Minimum dieser Funktion in C™ tatsachlich
gleich (@) ist. Sei dafiir D eine kleinste dominierende Menge, das heifit |D| = v(G).
Dann gilt aufgrund der Dominanz von D fiir jeden Knoten v; € V', dass N[v;]ND # (.
Da D eine kleinste dominierende Menge ist, gilt weiter N[v;] N D # N[v;] Vv; € V.

. 1 v; € D
Setzen wir nun p; = , dann folgt
0 V; € \% \ D

IN

™M= M=

7(G)

S (s T 0=y 11 5)

v EN[4] v; EN[v;]

(pi +0-0) =D =~(G),

=1

also Gleichheit und der Beweis von Gleichung (3.8) ist abgeschlossen.

Fiir Behauptung 3.1.2 miissen wir weiter zeigen, dass f die Eigenschaft P; besitzt.
Dafir sei p € (0,1) und (py,...,p,) die Ausgabe des Algorithmus A;(p). AuBerdem
seien v; und v,, zwei kritische Knoten. Nach Definition miissen diese einen Abstand
von mindestens drei besitzen, damit die Eigenschaft P; vorliegt.

Um einen Widerspruchsbeweis zu fiihren, nehmen wir an, dass der Abstand der
beiden Knoten kleiner drei sei, daraus folgt N[v;| N N[v,,] # 0.
Man kann sich leicht iiberlegen, dass dann nach der Ausfithrung des zweiten Schritts
in A;(p) die p; fir alle v; € N[v;] U N[v,,] gleich Null sind und dies vor allem auch
wahrend der Ausfithrung des dritten Schritts bleiben, da v; und v, kritisch sind.

Also schauen wir uns an, wie in Schritt 3 entschieden wird, ob fiir einen Knoten
der Wert auf Eins geéndert wird. Dies geschieht, wenn f,, (p1,...,pn) < —b bzw.
in unserem Fall < —1 gilt. Allgemein ist die partielle Ableitung von f nach p; fir
1< <n

1
Joi(P1s o spn) =1 — 1—pp)+ ——— . 3.10
oo =1= £ (T e Ton)o oo

v EN[v;] [v;]\{vi} v €N [v;]\{vi}
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Zunéchst bemerken wir, dass alle Terme in der Summe in Gleichung (3.10) positiv
sind. Einen Widerspruch zu der Annahme, dass in Schritt 3 keine Anderungen an
den Werten der Knoten in N[v,,] U N[v;] vorgenommen werden, erhalten wir, sobald
wir zeigen konnen, dass diese Summe mindestens zwei ist.

1. Fall: Sei der Abstand zwischen v, und v; gleich eins also 0.B.d.A. v,, € N(v;).
Dann gilt in Schritt 3

Jom(P15- -, pn) <1 — 1T (1—pw) — 1T (1 —pe) =—1,

v EN[om]\{vm} vREN[om]\{vi}
Widerspruch!

2. Fall: Sei der Abstand zwischen v,, und v; gleich zwei. Dann existiert ein
v; € N(v) N N(vy,), fir das wéhrend der Ausfithrung von Schritt 3 gilt

fpj(pla"'vpn)gl_ H (1_pk)_ H (1_pk):_1>

vrEN[v]\{v;} vR EN[vm]\{v;}

Widerspruch!

In beiden Fallen wird im dritten Schritt von A;(p) der Wert eines Knoten aus
N[v) U N[vy,| auf Eins gesetzt, wodurch vy, vy, oder beide nicht mehr kritisch sind,
im Widerspruch zu der Voraussetzung. Treten zwei kritische Knoten nach dem Al-
gorithmus auf, so miissen diese demnach im Abstand mindestens drei liegen. O

Theorem 3.1.1 und Behauptung 3.1.2 implizieren sofort das folgende Ergebnis fiir
b=1.

Folgerung 3.1 (ARTMANN, GORING, HARANT, RAUTENBACH, SCHIERMEYER
[5]). Sei G = (V,E) ein Graph mit der Knotenmenge V. = {vy,vq,...,v,} und
Minimalvalenz 6, dann gilt

1G) € 5 ((zap TR ((1 ) ;(Ui)pd@i)“)) (3.11)

v; EV
fir alle p € (0,1).

Wenn wir im Folgenden ¢ > 3 voraussetzen, kénnen wir die Summe in Gleichung
(3.11) weiter abschétzen. Es gilt dann

Folgerung 3.2 (ARTMANN, GORING, HARANT, RAUTENBACH, SCHIERMEYER
[5]). Sei G ein Graph der Ordnung n mit Minimalvalenz § > 3. Dann hat die Glei-

chung (§ + 1)(1 — p)° + p° = 2 eine eindeutige Lisung py € [0, %}, mit der gilt

(@) < ((25p0 1) 46 ((1 L 5+1)) . B,

20 + 1 14670
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Beweis. (von Folgerung 3.2) Wir wollen zunéchst zeigen, dass der Anteil eines
einzelnen Knoten an der rechten Seite in Gleichung (3.11) mit steigender Valenz
monoton fillt, wenn p innerhalb eines festen Bereichs liegt.

Behauptung 3.1.3. Fird >4 >3 und p € [5%, %} gilt

1
il < (1- p)6+1 _ S+1

1 — d+1 s
(1-p) !

1+d

Beweis. (von Behauptung 3.1.3) Fird > d+1>4und p € {6%, %} gentugt es

1

7pd+1 < (1 _p)d _ 8pd

1_ d+1_
(1-p) T A

zu zeigen. Dies ist jedoch equivalent zu

d
L R (1-p) ’
d 1+d P

da (1—p)™' = (1-p)*=p(1-p

Ljgt 0=2)% > 9d ynqd es ist hinreichend zu zeigen, dass & < p2¢ fiir

Mlt p S 3 pd d
d >0+ 1 >4 gilt. Diese Forderung ist fiir p > 5%, > d%, > d—;d erfullt und der Beweis

somit abgeschlossen. O

Mit Behauptung 3.1.3 ergibt sich aus Folgerung 3.1 fiir p € [5%, %]

1(6) < 55— (@ + 1)+ (=) = ) (3.12)

und wir versuchen, die rechte Seite von Gleichung (3.12) im Bezug auf p € {i l}
zu minimieren. In diesem Zusammenhang definieren wir

h(p) = (0 +1)(1 = p)° +p°.

Mit dieser Bezeichnung gilt
© (145 (1= = ) ) =62 - b))
dp 1+0
Behauptung 3.1.4. Die Funktion h(p) ist streng monoton fallend fir p € [O, %}
mit h (6%) > 2 und h (%) < 2.

5—1
Beweis. (von Behauptung 3.1.4) Da g—;lh(p) < 0 equivalent zu (ﬁ) <o+1

ist und l%p < 1firp< % gilt, ist die Funktion h(p) streng monoton fallend fiir
pE [O, %}
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Offensichtlich ist h (%) > 2 genau dann, wenn (0 + 1) (1 — 6%,)6 + (%)6 > 2.

Dies kann fiir 3 < § < 5 leicht gezeigt werden. Fiir die iibrigen Werte von 0 ist es

1)
hinreichend zu zeigen, dass (1 — %) > J—QTI' Da (1 — %)5 > 2% fir 0 > 3 erfullt ist,

ist die letzte Ungleichung fiir 6 > 6 wahr.

Fir 6 =3 ist h (%) < 2 leicht nachzurechnen und fir § > 4 folgt

1 2\° /1\° 2\°
h(=) = 1() () 2(5 1() <2
(3) (0+1) 3 + 3 <20+1) 3/ =
womit Behauptung 3.1.4 gilt. a

Nach Behauptung 3.1.4 gibt es ein eindeutiges py € {0, %} mit h(py) = 2, welches

1 1

im Intervall {6—3, g} liegt, und der Beweis ist abgeschlossen. O

Die folgende Tabelle enthélt einige numerische Ergebnisse zur Schranke Bj in Fol-
gerung 3.2 und die jeweiligen Werte von py. Zudem wird sie durch f(po,...,po) fir
die Funktion f aus Gleichung (3.9) (s. S.45) ergénzt. Dadurch kénnen wir die mit
dem hier vorgestellten Algorithmus erzielte Verbesserung der Schranke B3 gegen-
tiber f(po,...,po) herausstellen. Das Resultat von ARNAUTOV und PAYAN (kurz
AP, vgl. Gleichung (1.4.3), S.11) bildet eine sehr attraktive obere Schranke fiir die
Dominanzzahl in Graphen. Die Verbesserung, die wir ihr gegentiber erzielen kdnnen,
soll durch die zusétzliche Angabe dieser Schranke in der Tabelle aufgezeigt werden.

[ 6] Po \ B | AP [ f(po,---.po) |
3 |[ 0.207482786 | 0.4895676537 | 0.520833 | 0.601508
4 || 0.204904569 | 0.4344421097 | 0.456667 |  0.522590
5 || 0.197282429 | 0.3918579884 | 0.408333 |  0.464805
6 || 0.188440488 | 0.3578840276 | 0.370408 |  0.420308
7 || 0.179664998 | 0.3300593960 | 0.339732 |  0.384748
8 || 0.171393348 | 0.3067865527 | 0.314330 |  0.355528
9 || 0.163748973 | 0.2869859624 | 0.292897 |  0.330999
10 | 0.156735668 | 0.2699010113 | 0.274534 |  0.310056

Tabelle 3.1.1 Numerische Ergebnisse zu Folgerung 3.2
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3.2 Abstiegsverfahren in bipartiten Graphen

Analog zu Kapitel 3.1 soll nun ein allgemeines Verbesserungskonzept fiir biparti-
te Graphen aufgestellt werden. Wir lehnen uns dabei an die Ergebnisse und das
Vorgehen des vorherigen Abschnitts an, versuchen aber die speziellen Eigenschaften
bipartiter Graphen bestmoglich auszunutzen, um die vorherigen allgemeinen Ergeb-
nisse flir diese Graphenklasse deutlich zu verbessern. Dieses Kapitel gibt dabei die
Inhalte aus [6] wieder.

Bipartite Graphen zeichnen sich dadurch aus, dass alle Nachbarn eines Knoten in
der anderen Partitionsklasse als dieser liegen. Dadurch ist es moglich, den Knoten
der beiden Partitionsklassen im ersten Schritt zwei unterschiedliche Wahrscheinlich-
keiten p fiir V; und ¢ fiir V5 zuzuordnen.

Dann sieht der neue Algorithmus Ay(p, q) gegentiber A,(p) wie folgt aus.

Algorithmus Ay(p, q):
INPUT: f:C™" - R, p,q € [0,1] und b > 0

1. For i from 1 to n do: p; := p wenn v; € V sonst p; := q.
2. For ¢ from 1 to n do: wenn f,, (p1,-..,pn) > —b, dann p; := 0, sonst p; := 1.
3. For i from 1 to n do: wenn f, (p1,...,pn) < —b, dann p; := 1.

OUTPUT: (p1,...,Pn)-

Ubertragen wir Theorem 3.1.1 mithilfe des neuen Algorithmus auf bipartite Gra-
phen, dann gilt

Theorem 3.2.1 (ARTMANN, HARANT [6]). Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph
auf der Knotenmenge V.= V3 U Vy = {v1,v9,...,0,}, |Vi| = ny, [Va| = ne und mit

Minimalvalenz §. Sei f(p1,...,pn) eine multilineare Funktion, fir die gilt
(G) < min__ f(pi, ..., pn)- (3.13)
(pl ----- pn)EC”

Weiter gebe der Algorithmus Ay(p,q) fir ein b > 0 und jedes Paar p,q € [0,1]
einen Vektor (p1,pa,...,pn) aus mit der Eigenschaft, dass aus py, = 0 fir alle vy, €
Nv| U N{vy,| mit v, v, € V' folgt distg(vy, vy,) > 3.
Fiir p,q € [0,1] sei z; = p wennv; € Vi, firi=1,...,n.

qg wennv; € Vo
Dann gilt

, ) b(dp + 1) b(dg+1)
< _ ey Zn .
WG) < min (5(1 o G m s s 1
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Die Definitionen fiir kritisch und die Figenschaft Py ibernehmen wir aus Kapitel
3.1.

Beweis. (von Theorem 3.2.1) Seien G, b und f wie in Theorem 3.2.1 gefordert. Da
f multilinear ist, gilt auch im bipartiten Fall die Gleichung (3.2) von Seite 42.
Ebenso kénnen wir die Menge M genau wie in Gleichung (3.3) (s. S.43) definieren.

M = {v; € Vlp; = 1}

Zuséatzlich lasst sich M jetzt aufspalten in den Teil, der in V; liegt und den Teil in
V5. Wir wollen diese Mengen mit M; und My bezeichnen, wobei M = M; U M.

In den folgenden Uberlegungen kommen nun die speziellen Eigenschaften biparti-
ter Graphen zum Tragen. Die , bipartite Formulierung® von Gleichung (3.4) (s. S.43)
lautet damit

Behauptung 3.2.2. 7(G) < f(z1,...,2,) — b|M| + bpny + bgna.

Beweis. Da auch dieser Beweis dhnlich dem allgemeinen Fall verlauft, stellen wir
vor allem die Differenzierung fiir bipartite Graphen heraus. Nach Gleichung (3.13)
gilt v(G) < f(z1,- .., 2n), und wir verfolgen darauf aufbauend die Schritte des Algo-
rithmus Ay (p, ¢). Der Vektor (py, ..., p,) bezeichne hier jeweils die aktuelle Belegung
der Werte der Knoten mit 0, 1, p oder gq.

Nach dem ersten Schritt gilt (p1,...,pn) = (21, ..., z,). Falls im zweiten Schritt ein

P = {p durch Eins ersetzt wird, dann féllt nach (3.2) der Wert von f(p1,...,pn)
q

- D).

) ) Ebenso steigt, wenn im zweiten Schritt ein p; = {p
—4q) q

um mindestens {

durch Null ersetzt wird, nach (3.2) der Wert von f(ps, ..., p,) um hochstens )
q.
Weiterhin gilt, falls wihrend Schritt 3 ein p; = 0 durch Eins ersetzt wird, dass

P = P im zweiten Schritt durch Null ersetzt wurde, und die Summe der Effek-
q
te der beiden Verdnderungen an p; den Funktionswert f(pi,...,p,) um insgesamt

b(1 —p)
b(1 —q)

Insgesamt gilt somit
for, - pn) < f(z1,. 005 20) = b(1 = p)[My| + bp(ny — | M)

= b(1 = q)[Mo[ + bg(n2 — [Ms])
= f(zh . '7Zn) o b|M‘ + bpnl + bqn27

verringern.

mindestens {

womit Behauptung 3.2.2 bewiesen ist. O
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Bezeichne k wiederum die Anzahl kritischer Knoten und D die (dominierende)
Vereinigung aller kritischen Knoten mit M. Mit v(G) < |D| = |M|+k aus Gleichung
(3.5) (s. S.43) und Behauptung 3.2.2 folgt analog zu der Entwicklung von Gleichung
(3.6) (s. S.44) aus v(G) = (1 + 12)7(G)

T+ T T+4b
1 b
1 b
= mf(zl,...,zn)+m(k+pn1+qn2). (3.14)

Auch Gleichung (3.7) (s. S.44) behélt fur bipartite Graphen ihre Giltigkeit. Sei K
wiederum die Menge der kritischen Knoten, dann gilt

v(G) < |[VA\N(K)| <n—ok.

Eine Konvexkombination der Gleichungen (3.14) und (3.7) mit dem gleichen Ansatz
wie in Kapitel 3.1 fithrt fiir bipartite Graphen damit zu

5(1+b)

1 b
< i) F —— - _(n-
WO < 5ty (T () + g+ pm - ana) ) + 5 (n =)
B ) b(dp+1) b(dg+1)
= saxn e ) Y s e T s e 0
Da aber p und ¢ beliebig aus [0, 1] gewahlt wurden, folgt Theorem 3.2.1. O

Es ist leicht zu sehen, dass fiir feste p und ¢ die oberen Schranken fiir v(G)

) b(dp + 1) b(dg+1)
T0) = ——— oy Zp) F _—

O =sarp /" s T sa s 0 10
und f(z1,...,z,) fir b = 0 bereinstimmen, und dass T'(b) streng monoton fallend
in b ist, wenn f(21,...,2,) > ‘W%ZJm. Sei by (falls es existiert) das groite b, so
dass f die Eigenschaft P, besitzt. Ist f(z1,...,z,) groB, das heifit keine besonders
gute Schranke fir v(G), dann ist — wegen der erwahnten Monotonie — T'(by) eine

attraktive Schranke fir v(G).

Wéhlen wir auch in diesem Kapitel die Funktion

f(plw--)pn):i(pi+ II (1—1%‘)—”;(01.)

=1 v €N [v;]

11 pj>

v; EN[v;]

aus Gleichung (3.9) (s. S.45), so wissen wir bereits, dass diese die Eigenschaft P,
besitzt.
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Aus diesem Umstand und Theorem 3.2.1 ergibt sich sofort das folgende Ergebnis fiir
b=1.

Folgerung 3.3 (ARTMANN, HARANT [6]). Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit
der Knotenmenge V.= Vi U Vo = {v,09,... 0.}, [Vi| = ny, |Va| = ng und der
Minimalvalenz 9, dann gilt

Y(G) < 25%( (26p + 1)ny + (20q + 1)ny

1
+6 ) < )1 —q)" — pqd(”)
vev, 1 +d(v)
1
Wy (a- aw L d@))
1;2 < D) T+ da(0) "

fir alle p,q € [0,1].

Stellen wir die Schranke fiir v(G) etwas um, schreiben pn fiir ny bzw. (1 — p)n fir
no, lassen die Subtrahenden weg und schitzen wir die Summen ab, indem wir die
Valenzen durch die Minimalvalenz ersetzen, so gilt offensichtlich

Folgerung 3.4 (ARTMANN, HARANT [6]). Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit
der Knotenmenge V.=V, U Vy = {vy,v9,...,v,}, den Minimalvalenzen 6, und dy in
den Partitionsklassen Vi und V,. Weiter gelte 0.B.d.A. 6; < dy und sei p € [0,1] so
gewdhlt, dass |Vi| = p|V].

Dann ist v(G) < h(p,q) -n < g(p,q) - n fir alle p,q € [0, 1], mit

_201pp +201g(1 — p) + 1+ 81p(1 = p)(1 — )" + 61 (1 — p)(1 — g)(1 — p)*™

und
o(p.q) = 20wp+ 2001 = p) +1+61p(1 - Q)" +61(1—p)(1 —p)*™

201 +1

Da diese Abschétzungen eher grob sind, versuchen wir fir Folgerung 3.5 im Fal-

le p,q € |0, %] etwas feiner abzuschétzen. Wir konnen dann zeigen, dass auch die

nachste Aussage gilt.
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Folgerung 3.5 (ARTMANN, HARANT [6]). Sei G = (V, E) ein bipartiter Graph mit
der Knotenmenge V.=V, U Vy = {v1,va,...,v,}, den Minimalvalenzen von V; und
Va 81 und 69. Sei weiter 0.B.d.A. 0y < 0y und p € [0, 1] so gewahlt, dass |Vi| = p|V|.
Dann gilt fir alle p,q € [0, 3]

Y(G) < o(p,q) - n,

mit

Beweis. (von Folgerung 3.5) Von Folgerung 3.3 kommend wollen wir die dort ge-
gebene Schranke fiir v(G) weiter abschatzen. Dafiir beweisen wir zunéchst folgende
allgemeine Behauptung, die wir anschliefend zum Abschéatzen der Summen in der
Schranke aus Folgerung 3.3 nutzen konnen.

Behauptung 3.2.3. Fir 0 <p,q < % (p und q reelle Zahlen) und m > 1 (m und l
natirliche Zahlen) gilt

1
pg" < (1—p)(1—q) — ——pd.

(1-p(A—-qg)" - 1

m—+1

Beweis. (von Behauptung 3.2.3) Fir p = 0 oder ¢ = 0 ist nichts zu zeigen. Sei
daher p,q > 0. Dann gilt fiir den Spezialfall m =k + 1, =k und k > 1

1
1)1 — ) — = < (1= p)(1 = q)F — —— g
(1-p)(1—q) ol <(1-p)(1—-q) L

Dies ist mit (1 — p)(1 — ¢)*™ = (1 — p)(1 — ¢)* — (1 — p)q(1 — ¢)* dquivalent zu

1 1—p 1—q 1
< _—
q(k—i—l)_( P ) q ) +k+2

Fiir p < % ist auflerdem 1%’ > 1, daher geniigt es zu zeigen, dass
1 k

1 1—¢q
v < =Gy

Da aber % >2und (k+1)(z — 1)k — 2 fiir 2 > 2 und k£ > 1 monoton wachsend in z
ist, gilt diese Aussage. Wenn die zu beweisende Aussage aber fiir zwei aufeinander

folgende Zahlen m = k + 1 und [ = k gilt, dann gilt sie auch allgemein fir m > [,
und damit ist Behauptung 3.2.3 gezeigt. O

(3.15)
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Fir 0 <p,q < % folgt aus Behauptung 3.2.3 und Folgerung 3.3 sofort

(G) < 251+1< (26p + 1)ny + (20q + 1)ny + oy ((1 —p)(1—¢q)" — ! pq‘”)

+0n2 <(1 —q)(1-p)” 1 Ji52 qp&Q) )

Setzen wir noch ny = p|V|, na = (1 — p)|V| und § = 9 ein, so steht Folgerung 3.5
da. a

Wir wollen nun versuchen die drei Schranken fir 7(G) aus den letzten beiden
Folgerungen vergleichbar zu machen. Da die Minima der Schranken sich nicht in
allen Féllen leicht bestimmen lassen, gehen wir wie folgt vor:

Wie  definieren  allgemein  fir  eine  Funktion  f(p,q) iiber C%
min(f) = min{f(p,q) | 0 < p,q¢ < 1}. Dann kann in unserem Fall der Wert
min(g) mithilfe analytischer Methoden leicht berechnet werden (vgl. z.B. [20]). Es

gilt min(g) = g(p*, ¢*) mit

und

* — max 40,1 ( 2p )521_
=max{ 0,1 - ( ——— .
! 51— p)

Diesen Wert konnen wir auch in die Funktion A einsetzen. Fir 6; > 1 und
25711 < 1;,)” < 2 gilt weiter p*, ¢* < %, und wir kénnen die fiir g(p,q) ermittel-
ten Minimalstellen zudem auch in ¢ auswerten.

Weil die Funktionen sich sehr dhnlich sind, bilden die Minimalstellen von g gute

Néaherungen fiir die Minima von h und ¢.

Folgerung 3.6 (ARTMANN, HARANT [6]).

1(G)

R < h(p*,q")
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Da iiberdies sowohl V; als auch V5 dominierend sind, folgt 7|(7G|) < min{p,1 — p}.

Fir 2‘5711 > 1_7” oder 1_7” > % > % — wenn also die Voraussetzungen fiir den zweiten
Teil von Folgerung 3.6 nicht erfiillt sind — gilt min{p, 1 — p} < 51i1251 und fiir den

2G)
i

Fall, dass d; gro$ ist, ist min{p, 1 — p} eine attraktive Schranke fiir

Numerische Berechnungen zeigen, dass haufig die triviale obere Schranke
min{p, 1 — p} kleiner ist als min(h) oder min(¢). Daher fassen wir alle diese Er-
gebnisse in einer Schranke B, zusammen

By := min{min(h), min(¢), p, 1 — p}. (3.16)

Als Abschluss des Kapitels wollen wir nun einige numerische Ergebnisse fur B,
mit einigen Werten fiir p, ; und o anschliefen, wobei wir d; < d5 voraussetzen
(s. Tabelle 3.2.1). In Tabelle 3.2.2 auf Seite 57 werden diese mit den Schranken
AP,CR, B3 und HP (vgl. Kapitel 1.4 und fiir By Folgerung 3.2 auf S.47) verglei-
chen. Dabei hangen AP,C'R und Bjs nicht von der Wahl von p und ¢, ab, denn
diese Schranken sind fiir allgemeine Graphen giiltig. Der Vergleich soll hier lediglich
deutlich machen, wie grof§ die Verbesserungen in der ausgewahlten Graphenklasse
gegentiber den allgemein giiltigen Resultaten sind.

Es zeigt sich im Vergleich von HP und B, dass beide Schranken ihre Berechtigung
haben und in manchen Fallen die eine bessere Schranken liefert, in manchen Féllen
jedoch die andere.

P [0 =3[0 =506 =10]6 =200 =40
0.1 3 0.1 - - - -

30 0.1 0.1 0.1 0.0831 -
60 0.1 0.1 0.1 0.0788 | 0.0606
100 0.1 0.1 0.0989 | 0.0769 | 0.0576

0.3 3 0.3 - - -
30 || 0.2927 | 0.2498 | 0.1961 | 0.1443 -
60 || 0.2837 | 0.2403 | 0.1826 | 0.1286 | 0.0896

100 || 0.2796 | 0.2360 | 0.1760 | 0.1213 | 0.0818

0.5 3 || 0.4890 - - -
30 || 0.3761 | 0.3012 | 0.2164 | 0.1564 -
60 || 0.3609 | 0.2835 | 0.1964 | 0.1349 | 0.0949

100 || 0.3535 | 0.2746 | 0.1862 | 0.1240 | 0.0835

0.7 3 0.3 - - -
30 0.3 0.2721 | 0.1932 | 0.1411 -
60 0.3 0.2549 | 0.1728 | 0.1191 | 0.0859

100 0.3 0.2455 | 0.1621 | 0.1075 | 0.0739

0.9 3 0.1 - - -
30 0.1 0.1 0.1 0.0857

60 0.1 0.1 0.1 0.0777 | 0.0574
100 0.1 0.1 0.1 0.0714 | 0.0503

Tabelle 3.2.1: Werte von By fiir verschiedene Wahlen 61, do und p
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pldoi] & Bs | HP [ AP | CR | Bs |
01] 3] 30] 01 [ 0.1 [0.521[0.528 [ 0.490
01| 3] 60| 01 | 0.1
01| 3]100| 0.1 | 0.1
0110 30 01 [ 0.1 [0275[0.285 [ 0.270
0.1 10| 60| 01 | 0.1
0.1 | 10 | 100 || 0.099 | 0.1
0.1]20] 301 0.083]0.092|0.174 [ 0.182 [ 0.174
0.1 20| 60 | 0.079 | 0.087
0.1 | 20 | 100 || 0.077 | 0.085
0.1]40 [ 60 [ 0.061 [ 0.065 | 0.105 | 0.111 | 0.107
0.1 | 40 | 100 || 0.058 | 0.062

05] 3| 301 0376 | 0.360
05| 3| 60 0.361 | 0.339
0.5 ] 3| 100 || 0.353 | 0.329
0.5 ] 10| 30| 0.216 | 0.214
0.5 ] 10 | 60 || 0.196 | 0.189
0.5 | 10 | 100 || 0.186 | 0.177
05120 | 30| 0.156 | 0.160
0.51]20 | 60 0.135 | 0.133
0.5 ] 20 | 100 || 0.124 | 0.121
0.5 140 | 60 | 0.095 | 0.097
0.5 | 40 | 100 || 0.084 | 0.084

09| 3| 30 0.1 0.1

09| 3| 60 0.1 0.1

0.9 | 3| 100 0.1 0.1

09|10 30 0.1 | 0.095
0.9 |10 | 60 0.1 | 0.081
0.9 | 10 | 100 0.1 | 0.071
0.9 120 | 30| 0.086 | 0.085
0.9 120 | 60| 0.077 | 0.067
0.9 | 20 | 100 || 0.071 | 0.056
0.9 | 40 | 60 || 0.057 | 0.057
0.9 | 40 | 100 || 0.050 | 0.046

Tabelle 3.2.2:Vergleich von By mit ausgewdhlten Schranken
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Nachdem wir in den beiden vorigen Kapiteln analysiert haben, wie man bekannte
Schranken fiir die Dominanzzahl in Graphen, die iber die probabilistische Methode
entwickelt wurden, mit Hilfe von konstruktiven Methoden in Form von Operationen
oder Algorithmen weiter verbessern kann, wollen wir uns nun abschlieBend noch
einmal mit der probabilistischen Methode an sich beschéaftigen und neue Schranken
durch Verallgemeinerung des Ansatzes von ALON und SPENCER gewinnen.

Die Grundidee ist die Folgende: Im Gegensatz zu ALON und SPENCER, die direkt
nach der Auswahl einer zufélligen Menge diese mit allen noch nicht dominierten Kno-
ten zu einer dominierenden Menge vereinigen, wollen wir nun Knoten in mehreren
Runden auswéahlen.

Eine erste natiirliche Herangehensweise wére es, auch hier zunéchst eine zufallige
Knotenmenge zu wéhlen, im zweiten Schritt dann eine zuféllige Menge an Knoten
aus den nicht durch die erste Menge dominierten Knoten zu wahlen, im dritten
Schritt wiederum eine zuféllige Menge aus den nicht von den ersten beiden Mengen
dominierten Knoten zu wéhlen usw. Das Problem bei diesem Vorgehen ist jedoch,
dass die betroffenen Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte aufgrund der be-
dingten Wahrscheinlichkeiten schwer zu analysieren sind.

Ein realisierbarer Ansatz soll in den beiden folgenden Kapiteln fiir allgemeine
(Kapitel 4.1) und bipartite (Kapitel 4.2) Graphen dargestellt werden. Die Ergebnisse
wurden bereits in [5] und [7] verdffentlicht.

4.1 Iterationsverfahren in allgemeinen Graphen

Wir wahlen k& unabhéngige, zuféllige Knotenmengen Xy, ..., X} mit Wahrschein-
lichkeiten py, ..., px, das heiit P(v € X;) = p; fir alle v € V', und setzen Y; fiir jedes
1t =2,...,k gleich der Menge von Knoten aus X;, die noch nicht durch X U---UX;
dominiert werden. Demnach sind die Mengen Y; den in der Kapiteleinleitung be-
schriebenen Mengen #dhnlich. Um Abhéngigkeiten zu vermeiden, fiigen wir zu Y;
eine Menge Z; hinzu, um sicher zu stellen, dass (Y, U Z;)U--- (Y; U Z;) alle Knoten
dominiert, die auch durch X; U--- U X; dominiert werden.

Um diese Untersuchung zu ermoglichen, miissen wir zudem annehmen, dass der
Graph keine Kreise der Lange kleiner fiinf enthélt, das heiffit dass seine Taillenweite
mindestens fiinf ist.
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Bemerkung: In diesem Kapitel sind die p; nicht wie bisher die Einzelwahrschein-
lichkeiten der Knoten v; zu einer Menge zu gehoren, vielmehr werden alle Kno-
ten in jeder der £ Runden mit einer jeweils einheitlichen Wahrscheinlichkeit p; fiir
1 =1,...,k ausgewahlt. p.; sei die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knoten bereits in
einer der ertsen ¢ — 1 Runden gewéhlt wurde.

Dieses Konzept liefert uns in der Auswertung das folgende Ergebnis.

Theorem 4.1.1 (ARTMANN, GORING, HARANT, RAUTENBACH, SCHIERMEYER
[5]). Sei G = (V, E) ein Graph mit Mazimalvalenz A und Taillenweite mindestens
fiinf. Fir ein k € N seien pl, ..,k €10,1].

Mitpey =0 und po; =1 — H (1 —p,) fir2 <i<k gilt dann
‘]_

"G < Y (sz (1= pey) Y

UEV
—1)\4®)
+z (1= pe) “0 - (1= pi) - (1= pil1 = pe) @)™ = (1))

) )
+(1 = pai) D (1= ) - (1= i1 = per)@7Y) ) :

Beweis. Fiir 1 <1 < k sei X; — wie bereits erwahnt — die Teilmenge von V', die ent-
steht, wenn jeder Knoten von G zufillig und unabhéngig mit der Wahrscheinlichkeit
p; gewihlt wird. Es gilt Y7 = X; und Z; = 0. Fiir 2 < i < k seien weiter

i—1
X=X
j=1

Yi=X; \ NV [X]

und

Die folgende Grafik soll dies etwas veranschaulichen. Man sieht darin insbesondere,
dass die Menge Z; dadurch gekennzeichnet ist, dass sie nur Nachbarn in X\ (Y;UX ;)
und auflerhalb von N[X_;. ;] besitzt.
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Abbildung 4.1.1: Charakterisierung der Menge Z;

Sei abschliefflend

J=1

R:V\N[(}Xj]

Behauptung 4.1.2.
NXjU---UX;))CN(MVUuZ)U---u(Y,uZy)l firl <i<k.

Beweis. (von Behauptung 4.1.2) Wir beweisen diese Behauptung durch Induktion.
Fir ¢ = 1 ist die Aussage trivial, da X; = Y; U Z;. Sei nun ¢ > 2. Nach Induktions-
voraussetzung gilt N[ X.;] C N[(Y1UZ;)U---U(Y; U Z;)] und es ist hinreichend zu
zeigen, dass N[X;] C N[(Y1UZ)U---U(Y; U Z;)]. Sei dafiir v € N[X;].

1. Fall: Sei v € X;. Dann gilt entweder v € Y; oder v € N[X_]. In beiden Féllen
sind wir fertig.

2. Fall: Sei v € N(X;). Dann gilt entweder v € N[X_;] oder v € N[Y}], oder — per
Definition — v € Z;. Auch hier sind wir in allen Féllen fertig, womit der
Beweis der Behauptung abgeschlossen ist.

O

Mit Behauptung 4.1.2 ist sichergestellt, dass die Vereinigung der Mengen

Yi,..., Y, und Z,,...,Z, alle Knoten dominiert, die auch durch O X dominiert
j=1

sind. Damit folgt aus Behauptung 4.1.2 und der Definition von R, dass die Menge

k
D=RU|J(Y;UZ)

=1

eine dominierende Menge in G ist.
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Um die Machtigkeit der Menge D abschétzen zu konnen, bestimmen wir nun die
Erwartungswerte der beteiligten Mengen Y;,Z; und R. Beginnen wir mit Y;. Hier
gilt E(|Y1|) = pin. Betrachten wir weiter 2 < ¢ < k. Da die Mengen X,..., X; 4
unabhéangig gewéhlt werden, kann man auch die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knoten
in X_; liegt angeben mit

i—1

pa=Pe Xy =Ppe UXj] =1-Plv §ZUXJ'] =1-]10 -p)).

j=1
Daraus folgt

PlveY]=PveX,AVwe Nuv]: weX.]=p;-(1—pe) @+
fir allev € V.

Etwas schwieriger zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knoten v € V
zu Z; gehort. Es gilt v € Z; genau dann, wenn v ¢ N[X_;], v ¢ X; und wenn es
eine nicht leere Menge U C N(v) gibt, fiir die gilt (N(v) N N(X-;) N X;) = U und
Nw)Nn(V\X;)=N(w) \U.

Fiir eine feste solche Menge U lassen sich die d(v) Nachbarn eines Knoten v € Z;
aufteilen in

N(U) \ U= {017/027 <o 7vd(v)—l}

und

U= {Ud(v)fl+17 Vd(v)—1+425 - - - ,Ud(u)}-

Die folgenden Berechnungen werden beeinflusst durch die Unabhéngigkeit der Wahl
der Elemente der Menge X; (gekennzeichnet durch ,(i)“) und die Taillenweiten-
bedingung (gekennzeichnet durch ,(g)“). Zudem nutzen wir die Definition der be-
dingten Wahrscheinlichkeit im unabhéngigen und nicht unabhéngigen Fall (vgl. Ka-
pitel 1.3.1).

Weil wir zundchst die Wahrscheinlichkeit Plv € Z;] fur eine feste Menge U mit
|U| = [ untersuchen wollen, gilt

Plove Z| (Nw)N(N(X;)NX;)) =U)AN(N@w)N(V\X;)=N(w)\U)
d(v)—1 d(v)
=P |(v &€ NX]) A (v & X)) A ( A (v gZX,-)) A ( AN (v e N(X) ﬁXi))] 7

j=1 j=d(v)—1+1



4 Iterationsverfahren 62

da die X; unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit p;, gewahlt werden, koénnen wir die
beiden ersten Terme aus der Wahrscheinlichkeit herausziehen (als Bedingung fiir die
restliche Wahrscheinlichkeit bleiben sie jedoch teilweise erhalten):

—~

D1 = py)@@+D (1 ) - (1 = p;)@)-D

d(v)
-P |:< (Uj GN(X<l)ﬁXz)>
j=d

(v)—1+1

v ¢ N[X<Z]] s

wenden wir nun die Multiplikationsformel (vgl. Kapitel 1.3.1) an, so folgt weiter:

=(1 — pey)@WHD (1 — p,;)d@)=+D)

d(v) j—1
11 PkweNm@m&)( A (WGNM@Q&OAngWMJ,
j=d(v)—Ii+1 r=d(v)—I+1

da v; € X; unabhéngig gewéhlt und Plv; € X;] unabhangig vom Laufindex, gilt

—~

2(1 — pep) [ AOHD (1 )@@=
d(v) j—1
I[[ P|eNXqy) N (W eNXy) | AweENXL)|,
j=d(v)—l+1 r=d(v)—1+1

aufgrund der gegebenen Taillenweitenbedingung sind die Ereignisse v; € N(X;)
untereinander unabhéngig und es gilt

d(v)
D1 — pe)d@+) (1 — p)d@=tD it [ Py € N(X<i)) o & N[Xoi]
j=d(v)—i+1
weiter
d(v)
(:)(1 — pep)AOHD (1 )@@= 11 (1 (- p<i)(d(vj)—1)) :
j=d(v)—I+1

und letztlich schitzen wir die Valenzen der v; nach oben mit A ab

l
(1= pe) O (1= p) OOl (1 - (1= pe) BV )

Fiir eine feste Aufteilung der Nachbarschaft von v kénnen wir also Plv € Zj]
bestimmen. Nun kénnen in U jedoch nicht nur [ sondern ein bis d(v) Knoten aus
N (v) liegen. Hinzu kommt die Auswahlmoglichkeit, welche der Nachbarn in U liegen.
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Bringen wir diese beiden Uberlegungen mit ein, so gilt allgemein fiir einen Knoten
veV

Plv € Zj]

d(v)
(1- p<i)(d(v)+1 (1—p) 1

(1 —pey) @D (1 — p,)

l

=1
— i)+ pi (1 — (1= pai )(A‘”))d(v) - (1- pﬂ‘“”’)

A ;
(1= pilt = pe) @)™ = (1= p)).

/\\/—\

Damit kénnen wir E [|Y;|] und E [|Z;]] bestimmen. Uberlegen wir uns schliefilich
noch, dass fiir alle v € V gilt

Plv € R =Plv ¢ U X, = H(l — p;)d@+D,

Aus der Linearitat des Erwartungswertes (vgl. Gleichung (1.4), S.8) folgt

1(G) < E[D]]
k
= E[RI]+>_ (E[Yil] +E[Z]])
i=1
k k
< X (H(l —p) O 43y (1= pey) OV
veV \i=1 i=1
- RCGISID (a-1))4®) d(v)
"’Zl_ (1—pi)- (1—Pi(1—P<z‘) ) —(1—p)
k
= > (sz (d(v)+1)
UEV
1))\ 9
+ Z (1= pe) 0 (=)« (1= pil1 = pe) @)™ = (1= )
v _1)\d®)
+(1 —P<k)(d( ay (1 —pg) - (1 — (1 _p<k>(A 1)) )
und der Beweis ist vollstandig. O
Theorem 4.1.1 gibt keine Auskunft, wie man zu guten Werten fiir pi,...,px

kommt. Mit tiblichen Verfahren der numerischen Optimierung kann man solche Pro-
bleme jedoch angehen. Um dieses Ergebnis beispielsweise mit der Schranke aus Glei-
chung (1.10) von ALON und SPENCER (kurz AS) zu vergleichen, geben wir einige
numerische Ergebnisse fiir r-reguldre Graphen und verschiedene Rundenzahlen an.
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Tabelle 4.1.1 gibt den numerisch optimalen Wert der Schranke fiir %GP in Theorem

4.1.1 fir 3 < d < 10 und 1, 2, 3 und 11 Runden an. Zum Vergleich fithren wir
ebenfalls die Werte von AS auf.

Anzahl Runden

r || DAL 1 2 3 11

3 1 0.59657359 || 0.52752960 | 0.46398402 | 0.45378488 | 0.45258151

4 || 0.52188758 | 0.46500775 | 0.40965805 | 0.40614010 | 0.40609337

5 || 0.46529324 || 0.41764406 | 0.36881380 | 0.36756994 | 0.36756737

6 || 0.42084430 || 0.38026854 | 0.33667455 | 0.33620842 | 0.33620824

7 1| 0.38493019 || 0.34987749 | 0.31055501 | 0.31037371 | 0.31037370

8 || 0.35524717 || 0.32459050 | 0.28880727 | 0.28873522 | 0.28873522

9 || 0.33025850 || 0.30316268 | 0.27035398 | 0.27032500 | 0.27032500
10 | 0.30889957 || 0.28473323 | 0.25445619 | 0.25444447 | 0.25444447

Tabelle 4.1.1 Numerische Ergebnisse fiir Theorem 4.1.1

Fiir die Ergebnisse mit 11 Runden fithren wir die numerisch optimalen p;s in Tabelle
4.1.2 auf.

Valenzen der Regularitét r
3 \ 4 \ 5 \ 10
0.1580249527086 | 0.1796128208332 | 0.1762584372015 | 0.1361362120038
0.2675813028920 | 0.3447571201572 | 0.3694498828858 | 0.3725521673790
0.3772827463357 | 0.4553092715827 | 0.4780207234806 | 0.4999988578039
0.4363945542355 | 0.4855741147773 | 0.4999950191440 | 0.4999999999999
0.4578931324876 | 0.4999612573102 | 0.4999999966091 | 0.5000000000000
0.4646370670097 | 0.4999998578250 | 0.4999999999967 | 0.5000000000000
0.4994614512562 | 0.4999999994491 | 0.4999999999999 | 0.5000000000000
0.4999916903905 | 0.4999999999978 | 0.5000000000000 | 0.5000000000000
0.4999998706163 | 0.4999999999999 | 0.5000000000000 | 0.5000000000000
0.4999999980111 | 0.5000000000000 | 0.5000000000000 | 0.5000000000000
0.4999999999999 | 0.5000000000000 | 0.5000000000000 | 0.5000000000000

— O © 00O Uik WK -

—_

Tabelle 4.1.2 Optimale Werte fiir die p;s
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4.2 lterationsverfahren in bipartiten Graphen

Wir versuchen nun die in Kapitel 4.1 vorgestellte Methode auf bipartite Graphen
zu tbertragen. Die erzielten Ergebnisse wurden in [7] veréffentlicht.

Wir wéhlen wiederum £ zufillige unabhéngige Mengen X1, ..., X;. Auch die Men-
gen Y; und Z; sind analog definiert. Da die zugrunde liegenden Graphen in die-
sem Kapitel bipartit sind, konnen wir jede zu betrachtende Menge M zerlegen in
MNVi=M"und MNVy=M"

Um die Analyse der erwarteten Méchtigkeiten durchzufiihren, brauchen wir erneut
die zusatzliche Annahme, dass der Graph keine Kreise einer Lénge kleiner als fiinf
enthélt. In bipartiten Graphen bedeutet dies, dass seine Taillenweite mindestens
sechs ist. Dass das Dominanzproblem auch in diesem Fall NP-vollstiandig ist, haben
wir in Theorem 1.2.1 in Kapitel 1.2 gezeigt.

Theorem 4.2.1 (ARTMANN, PRUCHNEWSKI [7]). Sei G = (V4, Vs, E) ein biparti-
ter Graph mit den Maximalvalenzen AV und A2 in Vi bzw. Vo und Taillenweite
mindestens sechs. Fir k € N seien D1y .- Pe UNd qq, ... ,qk e [0,1].

Mitpay =qa1=0,p;=1— H(l p;) und qo; =1 — H(l—q])fur2<2<kgzlt

Jj=1 Jj=1

k k
V(G)§Z<H1_pz 1_% +Z[ (1 —p<i)- (1_Q<i)d(v)+

=1 =1

(1 a0 _p<i)(AV2_1))d(v) - qi)d(v)>:| )

k k
Z ( 1 - Qz 1 - pz + Z [ Q<z (1 _p<i)d(v) +
1

veVy =1

(1—gei)- (1= pei)™™ - (1 - q,) ((1 —pil1 - q)@ ) —p»"“’))] )

(1—pi) - (1= qe)™™ - (1 —py) -

1=

.

Beweis. Auch in diesem Kapitel werden wir zunéchst k zuféllige Mengen X1, ..., Xy
wahlen. Da der Graph bipartit ist, konnen wir zum einen X; aufspalten in XZ-V ! sowie
X» und zum anderen die Knoten aus V; mit einer anderen Wahrscheinlichkeit wih-
len als die aus V5. (Im Gegensatz zu Kapitel 4.1 arbeiten wir hier also mit 2k statt
k Wahrscheinlichkeiten.) Da alle Knoten aus V; nur Nachbarn in V5 haben und um-
gekehrt, bleiben die Uberlegungen und Rechnungen iiberschaubar. Demnach gilt:
Firr 1 < i < k sei X;* (X/?) eine Teilmenge von Vi (V3), die entsteht, wenn je-
der Knoten aus V; (V4) zufillig und unabhéngig mit der Wahrscheinlichkeit p; (¢;)
gewahlt wird.

Analog zu Kapitel 4.1 bilden wir Mengen X_;, Y; und Z; jedoch nun mit Ein-
schrankung auf die beiden Partitionsklassen.
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Wir definieren ¥} = X", V" = X2 und Z}* = Z)> = 0. Fiir 2 < i < k seien
i1 i1
1% 1% 1% 1%
xh=Uxn x&Z=x"
j=1 =1

v =X\ (XGUN(XE)), YR=X0\ (XEUN(XD))

und
28 = N9\ (XG UV UN (X5 UY))

7

z/* =N\ (XZuy»un (xLuyh)).

7

AbschlieBend kénnen wir auch die ,Rest“menge aufspalten in R"* = RNV, und
RY> = RN Vy:

RV =V \ (OX}“UN(OX]V?)), R =V, \ (OXX?UN(OXXI)).

Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
Behauptung 4.2.2. Fir 1 <i: <k gilt
N(XPu-uxt)ux o u X
CYFUZ U U UZEUN (WuZiyu- oy uZl)) @)
und
N(XPPu-uXP)uxfu-uX)
cYVuzZu- U UZUN (VruZ) e Uy uZ®)). (42)

Beweis. (von Behauptung 4.2.2) Wir beweisen hier lediglich Gleichung (4.1) durch
Induktion. Gleichung (4.2) folgt analog. Fiir i = 1 gilt

NXPUXPINY C (VY UZB UNEY U ZY)
s XPUNGE) c(WhuziuNy2uz?

wie man leicht sieht, da X}" = ¥} U Z}" und X? = Y}» U Z)2. Fiir i > 2 gilt nach
Induktion

N(XP U uxt ) ux U uXE
C YUz U U UZUN (WU zlh U U uZh)
und es geniigt zu zeigen, dass

XPUN(X!) € (FRUZI)U- - UPUZE)UN (VS u Z) U u (7 0 23))
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1. Fall: Sei zunichst v € X}, dann gilt entweder v € Y;*> oder v € N(XY)u X2
In beiden Fallen sind wir fertig.

2. Fall: Sei nun v € N(X;*), dann gilt entweder v € N(X%) U X2 oder
v € Y, U N(Y;"") oder — nach Definition — v € Z}>. Wieder sind wir in
allen Féllen fertig und der Beweis ist abgeschlossen.

O
Damit ist auch im bipartiten Fall gesichert, dass die Vereinigung der Mengen Y;

und Z; alle Knoten dominiert, die auch durch U X; dominiert werden. Damit und
nach der Definition von R"* und R" ist die Menge

Ea

k
D=R"UR»uU((JY"uz")u(Jy"?uZz?)
=1

=1
eine dominierende Menge in G.

Fiir diese wollen wir nun die erwartete Méchtigkeit berechnen. Wir beginnen mit
den Mengen, die in V] liegen, und darin mit den Mengen Y;"*. Fiir Y} ist E(]Y,"]) =
p1|Vi| = ping. Sei nun 2 < i < k. Da die Mengen X7, ..., X; ; unabhingig gewahlt
werden, entsteht die Menge X! o, indem jeder Knoten aus G unabhangig mit der
Wahrscheinlichkeit

i—1

Pi =1— H(l _pj)

J=1

gewahlt wird. Weiter gilt

Ploe¥t] = Poe X/ Avg X4 AN ¢ X2
Vi (v
= Di- (1 —p<7;) ) (1 —Q<z‘)d ©
fiir jedes v € V7.
i—1

Analog erhalten wir E(|Y}"?|) = q:|Va| = qina, sowie qo; = 1 — IT (1 —¢;) und

j=1
Va (v
Ploe Y] =q-(1—qe)-(1—pey)” ™
fiir jedes v € V5.
71 wenn v € XU v & N(XD)

und v ¢ X" und wenn es eine nicht leere Menge U C N(v) C V; gibt mit den
Eigenschaften N(v) N (N(XX) N X;?) = U und N(v) N (Vy\ X?) = N(v)\ U.

Weiter liegt ein Knoten v € V; genau dann in Z)"
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Wir wéhlen zunéchst eine beliebige feste Menge U mit |U| = [, so dass gilt
N(U) \ U= {1}17/027 s 7’Ud(v)fl}

und
U = {Vaw)—1+1, Vd(w)—1425 - - - » Vd(w) }-

Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit P[v € Z;] ist analog zu der in Kapitel 4.1
aufgebaut. Auch die Umformungen bei dieser Berechnung geschehen auf die gleiche
Weise, sie werden hier nur kurz wiederholt.

Blve 2 n(N(0) N N(XY) N X2 = U) A (N(0) N (Vo | X)) = (N(0) \ U)]

d(v)—l
=P <v¢XZ;>A<U¢N<X2>>A<U¢XZVI>A( A (vjaxﬁ))

j=1

dVl(v)
A ( A (v eN(Xg)ﬂXi‘@))],

j=dV1 (v)—I+1

aufgrund der Unabhéngigkeit der Ereignisse, kénnen wir die beiden ersten Terme
aus der Wahrscheinlichkeit herausziehen:

(:z)(l —pai) (1= qe)™™ - (1= py) - (1 — g;) ™7

P [( d}() (v; € N(x1) m&)) (v X8 v ¢N<XZ%>)] ,
j=d

(v)—i+1

wir wenden auch hier die Multiplikationsformel (vgl. Kapitel 1.3.1) an:

21— pe) - (L= <) D - (1= py) - (1= i) (40

d(v) j—1
11 IP’[ (v; € N(X¥) N x}?) ( A (venEi)n XX?))
Jj=d(v)—l+1 r=d(v)—I+1

A (v gXUAv¢ N(X‘f;))] ,
erneut kann die Unabhéangigkeit der Wahl der v; ausgenutzt werden:

D= pei) - (1= qe)™™ - (1= p) - (1= g) 40 g

d(v) j—1
11 P{(weN(XE))( A weN(XZ;))A(v¢XZ;Av¢N<XZz>)],
=d(v)—l+1

j=d(v)—I+1
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durch die Taillenweitenbedingung ist auch hier Unabhéngigkeit gegeben:

—~

D1 —poi)- (1= gei)¥® . (1= pi) - (1 = ) @®O-D . gl

d(v)
[I P[(oeNED)|wexhneg NxXE))],
j=d(v)—I+1
weiter gilt
) d(v)
L0 -pa)(1 - )™ —p) (1 -0 T (1- @ —p) V)
j=d(v)—1+1

und letztlich schitzen wir die Valenzen der v; € V, nach oben mit A2 ab.

l
< —p<i) (1 =g)™™ - (1=p) - (1= )" gl (1= (1= p) @7 7V)

Beziehen wir alle moglichen Machtigkeiten von U und alle Wahlmoglichkeiten,
welche der d(v) Nachbarn von v in U liegen und welche nicht, mit ein, so ergibt sich

allgemein fiir alle v € V:

Plv € 2]
d

—~

v)

<(1=pei) - (1= qei)™™ - (1= p;) - <d(lv)> (1= )0 gl (1 - —P<i)(AV271))Z

N
Il
R

(1 pe) (L= g™ (1) - (((
3

A/—\

) :
=(1—pei) - (1= qei) @ - (1 —pp) - [ (1= qs(1 — pei) @ 1)) — (1 —g)% )>

und symmetrisch dazu

@) ;
(1—q) +qz 1—(1—p<i)(AV2 1))) —(1—g)% )>

Plv € Z%] < (1—q<i)'(1—P<i)d(v)'(1—%‘)'((1 —pi(1— Q<i)(AV171))d(v) —(1- pz’)d(v)> .

Letztlich gelten

k
Bl € R = [T(1 —p)(1 - 4™

und k
Plo € R = [](1 - g)(1 —pi)"

fir allev € V.
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Aufgrund der Linearitdt des Erwartungswertes, erhalten wir

7(G) <E[D]]
k k
= B[RV || + E[R" () + Y (BN, + EIY,*) + X (EllZ[) + E1Z*]))

=1 =1
k

k
<X (H 1—p;) (1—qz)()+Z[pi-(l—p<z‘)‘(1—Q<i)d(”)+

veVy =1 =1

(1—pai) - (1= qe)™™ - (1= p;) - ((1 —q(1 *p<i)(AV2_1)>d(v) -(1- qz’)d(v))] )

k
Z(Hl_qz Pz —i—Z[ (1—q<) - (1_p<i)d(v)+

i=1 =1
v _1)\4@) v
(1-gc) (1= pe)™ - (= a) - (151 = gc) @)™ = (1 1) )
und der Beweis ist vollstandig. a

Fiir r-s-regulédre Graphen wollen wir dieses Ergebnis abschlieend numerisch dar-
stellen. Wir wahlen dabei den Ansatz tiber zwei Runden und stellen die gewonnene
Schranke dem Resultat aus Kapitel 4.1 gegeniiber. Als Vergleichsschranken werden
die Ergebnisse von ALON und SPENCER (kurz AS) fir allgemeine Graphen und
von HARANT und PRUCHNEWSKI (kurz HP, vgl. hierzu Kapitel 1.4) fiir bipartite
Graphen angegeben.

allgemeine Graphen bipartite Graphen
AS \ 2 Runden | HP \ 2 Runden
0,84657359 | 0,650898 | 0,333333 | 0,333333
0,573343 | 0,25 0,25
0,464088 | 0,166666 | 0,166666
1 0,323649 | 0,090909 | 0,090909
0,69953743 | 0,596325 | 0,5 0,426062
0,541691 | 0,4 0,37984

0,457228 | 0,285714 | 0,285714
0,337451 | 0,166666 | 0,166666
0,59657359 | 0,499870 | 0,5 0,367340
0,432477 | 0,375 0,320023
0,333735 | 0,230769 | 0,230769
0,465293245 | 0,385762 | 0,417649 | 0,292534
0,311052 | 0,319350 | 0.244798
0,30889957 | 0,256895 | 0,285899 | 0,203927

—_
GO U WO LW O Ut W N|wm

OO T W W WN NN - = -
—_

—_
==
oo

Tabelle 4.2.1: Numerische Ergebnisse

Insbesondere stellt sich heraus, dass im Falle r = s — also fiir reguldre und bipar-
tite Graphen — bereits viel kleinere Schranken erreicht werden kénnen als mit dem
Vorgehen in Kapitel 4.1 fiir beliebige r-regulare Graphen.



5 Zusammenfassung

Grundlage fiir die Resultate dieser Arbeit bildete immer wieder die probabilistische
Methode. Mit welchen Ansatzen wir diese bearbeitet haben, war in den einzelnen
Kapiteln hingegen sehr unterschiedlich.

In Kapitel 2 haben wir versucht, diejenigen Verbesserungen zu bestimmen, die
bei dem in [21] eingefithrten Abstiegsverfahren erzielt werden. Unter verschiedenen
Vorgaben konnten wir fiir regulare Graphen neue Ergebnisse erzielen, die jedoch
teilweise (z.B. bei der Verwendung von Schranken fiir die Méachtigkeit der Mengen
I5) im Vergleich mit bereits bekannten Schranken schlechtere Ergebnisse lieferten.

Die Ergebnisse fiir reguldre Graphen dienten in erster Linie als Vorbereitung fiir
das Ubertragen des Konzeptes auf allgemeine Graphen und lieferten fiir grofle vor-
gegebene Mengen I5 auch gute neue Schranken.

Ein verallgemeinerter Ansatz fiir die Bestimmung der Verbesserung von Schranken
fir v(G) durch Abstiegsverfahren wurde in Kapitel 3 entwickelt. Der dort beschrie-
bene allgemeine Algorithmus kann fiir jede multilineare Funktion, die eine obere
Schranke fiir die Dominanzzahl bildet und die Eigenschaft P, erfiillt, angewandt
werden und liefert in jedem Fall neue, verbesserte Ergebnisse gegeniiber der Aus-
gangsschranke. Fiir eine gewisse Funktion wurden der Fall b = 1 explizit ausgefiihrt
und numerische Ergebnisse vorgestellt.

Fiir bipartite Graphen konnten mehrere Resultate gezeigt werden, die die Ergeb-
nisse fiir diese Graphenklasse gegeniiber allgemeinen Graphen weiter verbessern.

Die Flexibilitdt dieses Ansatzes, durch die Moglichkeit mit verschiedenen multi-
linearen Funktionen zu arbeiten, bietet dariiber hinaus weitere Forschungsansétze.
So liefle sich zusétzlich untersuchen, ob fiir eine , bessere” Ausgangsschranke dhnli-
che Verbesserungen erzielt werden konnen, oder ob sogar eine ,verbesserte groflere
Ausgangsschranke das starkere Gesamtergebnis liefert.

Abschlieflend stellten wir einen ganz anderen neuen Ansatz vor. Durch die Verall-
gemeinerung der Methode von ALON und SPENCER konnten direkt bessere Schran-
ken fiir die Dominanzzahl erreicht werden. Dabei bleibt die Zahl der Argumente in
der entstehenden multilinearen Funktion beschrankt.

Beim Schritt zu bipartiten Graphen verdoppelt sie sich und bringt dadurch noch
mehr Variabilitdt und liefert somit weitere Verbesserungen fiir diese Graphenklasse.
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Das Hauptziel dieser Arbeit, neue Schranken fiir die Dominanzzahl in bipartiten
Graphen zu finden, haben wir in einigen konkreten Ergebnissen tiber Abstiegsver-
fahren und durch einen neuen probabilistischen Ansatz erreicht. Die Ergebnisse zu
Dominanz in allgemeinen (und reguléren) Graphen stellen zudem eine Erweiterung
der bereits vorhandenen, ausfiihrlichen Diskussion dar.
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Unabhangigkeitszahl
Maximalvalenz in einem Graphen
Minimalvalenz in einem Graphen
Dominanzzahl

Erwartungswert
Wahrscheinlichkeitsmafl
Eigenschaft in Kapitel 3
Algorithmus in Kapitel 2
Algorithmus in Kapitel 3
Schranke fir v(G), vgl. S.17
Schranke fir v(G), vgl. S.24
Schranke fur v(G), vgl. S.47
Schranke fiir v(G), vgl. S.56
Schranke fiir a(G), vgl. S.23
n-dimensionaler Einheitswiirfel
eine dominierende Menge

Valenz eines Knoten v in GG
Abstand der Knoten v; und v; im Graphen GG

Kantenmenge



Symbolverzeichnis 74

Jpi

Vi, Vo
Vi, U

|E| =m
V|=n

AP

AS

CR

Ableitung der Funktion f(pi,...,p,) nach der i-ten Koordinate
Graph

Taillenweite eines Graphen (engl. girth)

s-te Graphenpotenz

eine unabhdngige Menge (engl. independent set)

natiirliche Zahlen

Menge der Knoten mit Wert 1 nach Algorithmus A,(p) in
Kapitel 3

Nachbarschaft eines Knoten v in G
s-te Nachbarschaft eines Knoten v in G
Operationen in Kapitel 2.1 und 2.2
Wahrscheinlichkeiten

Weg der Lange j

Regularitatsgrad

Knotenmenge

Partitionsklassen bipartiter Graphen
Knoten

Anzahl Kanten, Grole des Graphen
Anzahl Knotenpunkte, Ordnung des Graphen

Abkiirzung fiir die Schranke von ARNAUTOV und PAYAN, Theo-
rem 1.4.3, S.11

Abkiirzung fiir die Schranke von ALON und SPENCER, Theorem
1.3.2, S.10

Abkiirzung fiir die Schranke von CARO und RODITTY, Theorem
1.4.4, S.11
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HP Abkiirzung fiir die Schranke von HARANT und PRUCHNEWSKI,
Theorem 1.4.6, S.12

HR Abkiirzung fiir die Schranke von HARANT und RAUTENBACH,
Theorem 1.4.7, S.12
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