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Risikomafle gewinnen zunehmend an Bedeutung. Sie finden zum einen in der Berechnung
von Eigenkapitalhinterlegungen durch die Bestimmungen Basel II und Solvency II' und zum
anderen bei Entscheidungsprinzipien?, bei denen die Risikoeinstellung beriicksichtigt werden
soll, Anwendung. Die Risikoeinstellungen werden dabei durch eine bestimmte Wahl von Risi-
koparametern festgelegt.

Die Verwendung von Risikomafien im Rahmen von Entscheidungsprinzipien wird Gegenstand
dieser Arbeit sein. Ziel dabei ist es, Riick- bzw. Erstversicherungsvertrige mit hybriden Ent-
scheidungsprinzipien zu modellieren, um mit Hilfe der Risikoparameter die Risikoeinstellung
von Erstversicherern zu bestimmen. Hauptanliegen dabei ist, eine Entscheidungsunterstiit-
zung fiir Erstversicherer zur Verfiigung zu stellen, wobei mit der bestimmten Risikoeinstel-
lung Empfehlungen fiir Deckungsgrenzen von Riickversicherungsvertrigen getroffen werden

kénnen®.

Im Folgenden soll ein Uberblick iiber die Verwendung verschiedener Entscheidungsprinzipien
im Versicherungsgeschift gegeben werden. In diesem Zusammenhang wird auf das Erwartungs-
wert-, Erwartungsnutzen-, py-o-, Value at Risk- und Conditional Value at Risk-Prinzip einge-
gangen. Zunichst wird auf die Verwendung des Erwartungswertes im Versicherungskontext
Bezug genommen.

Das Erwartungswertprinzip wird unter anderem im Bereich der Personenversicherung als auch
im Bereich der Riickversicherung angewendet*. Dies geschieht jedoch nur in den Fillen, in
denen der Erstversicherer eine risikoneutrale Einstellung bzgl. seiner Handlungsalternativen
aufweist. Dabei ist festzustellen, dass der erwartete Schaden kleiner als die Versicherungspra-
mie ist® und somit ein risikoneutraler Entscheider die Versicherung ablehnt®. Ebenso priferiert
ein risikofreudiger Entscheider die Versicherung nicht.

Im Fall eines risikoneutralen Entscheiders im Bezug auf eine Versicherungspramie, die kei-
nen Gewinnaufschlag des Versicherers beriicksichtigt, ist der Versicherungsnehmer indifferent
in der Entscheidung zwischen der Wahl und der Ablehnung der Versicherung. In diesem Fall
spricht man von einer “fairen Versicherung bzw. fairen Priamie””. Der Aspekt der fairen Priamie
ist jedoch rein von entscheidungstheoretischer Bedeutung, da ein Versicherungsunternehmen
immer Verwaltungsaufwand hat und somit eine faire Priamie nie anbieten wird.

Ein risikoaverser Entscheider zieht dagegen unter gewissen Umstéanden® die sichere Alternati-

'Vgl. zu Basel IT BaFin (2008a) und zu Solvency IT BaFin (2008b).

2Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S.100 ff.

3Dazu muss eine Schadensverteilung angenommen werden, welche der Erstversicherer bzgl. seiner Schiden in
Zukunft erwartet.

“Vgl. Liebwein (2000a), S. 232.

®Vgl. Stocker, Strobach (2003), S. 116 f.

5Vgl. auch Adam (1996), S. 228 sowie Schulenburg (2005), S. 224.

"Vgl. Stocker, Strobach (2003), S. 116.

8Im Fall einer fairen Versicherungsprimie priiferiert ein risikoaverser Entscheider die Vollversicherung. Bei
einer Versicherung mit Gewinnaufschlag seitens des Versicherers konnen risikoaverse Entscheider die Versi-
cherung sowohl priferieren (Teilversicherung) als auch ablehnen. Dies ist abhéingig vom Gewinnaufschlag des
Versicherers und der Stérke der Risikoaversion des Versicherungsnehmers.
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ve (die Versicherung) der unsicheren Alternative (keine Versicherung) vor?. Dies kann jedoch
nicht mit dem Erwartungswertprinzip modelliert werden. Damit stellt der Erwartungswert
“keine generell verwendbare BeurteilungsgroBe”!? im Versicherungskontext dar.

Zur Losung dieses Problems kann das Erwartungsnutzenkriterium!! fiir risikoaverse Entschei-
der angewendet werden, welches “die Einstellung des Individuums zum Risiko beriicksich-
tigt”'2. Der Erwartungsnutzen wird dabei mit Hilfe einer Nutzenfunktion ermittelt. “Verlauft
die Nutzenfunktion konkav,|...] beschreibt dies Risikoaversion. [...] Risikofreude wird hingegen
durch eine strikt konvexe Nutzenfunktion angezeigt”'3. Ein risikoneutraler Entscheider besitzt
dagegen eine lineare Nutzenfunktion. Dabei wird der risikoneutrale Entscheider keine Versi-
cherung wihlen, da der erwartete Nutzen ohne Versicherung grofier als der erwartete Nutzen
mit Versicherung ist'*. Ebenso ist bei Risikofreude (konvexe Nutzenfunktion) der erwartete
Nutzen ohne Versicherung grofler als der erwartete Nutzen mit Versicherung, so dass auch ein
risikofreudiger Entscheider keine Versicherung nachfragt.

Bzgl. einer konkaven Nutzenfunktion (Risikoaversion) kénnen zwei Situationen auftreten. Zum
einen kann ein risikoaverser Entscheider die Versicherung préferieren und zum anderen ableh-
nen'®. Die Entscheidung fiir die Versicherung ist abhingig von der Nutzenfunktion sowie der
Versicherungspréamie. Des Weiteren bevorzugt ein risikoaverser Entscheider bei einer fairen
Primie die Vollversicherung'®. Damit ist das Bernoulli-Prinzip, d. h. die Maximierung des
Erwartungsnutzens, ein “aus normativer Sicht verniinftiges Entscheidungskriterium ”17.

Ausfiihrungen zur Verwendung des p-o-Prinzips im Versicherungskontext finden sich bei Lieb-
wein!®. Seine Ausfiihrungen beziehen sich dabei auf den speziellen Sachverhalt der Riickver-
sicherung, indem ein Erstversicherer durch Wahl des Risikoparameters des p-o-Prinzips den
Einfluss der Standardabweichung regulieren und somit nicht nur Risikoneutralitéit, sondern
auch Risikofreude und Risikoaversion in seine Entscheidung einflieflen lassen kann. Einen ex-
pliziten Sachverhalt rechnet dabei der Autor jedoch nicht vor. Es bleibt allein bei theoretischen
Uberlegungen. Ansonsten ist das pu-o-Prinzip im Versicherungskontext nur spérlich behandelt.

Die néchsten Ausfithrungen seien der Verwendung des Value at Risk (VaR) bzw. dem Con-
ditional Value at Risk (CVaR) gewidmet. Verwendet werden diese Risikomafle zur Betrach-

9Vgl. Stocker, Strobach (2003), S. 116 f.

19%gl. Schulenburg (2005), S. 224.

1y gl. Schulenburg, Greiner (2007), S. 37 f. Das Erwartungsnutzenkriterium ist nach seinem Entdecker Daniel
Bernoulli (1700 - 1782) auch als Bernoulli-Prinzip bekannt. Vgl. bzgl. Bernoulli-Prinzip im Versicherungs-
kontext Wagner (2000), S. 48 sowie Ritter (2006), S. 23. Vgl. bzgl. der Anwendung des Erwartungsnutzen-
kriteriums mit Riickversicherung u. a. Guerra, Centeno (2008), Kaluszka, Okolewski (2008), Samson (1986)
sowie Samson, Thompson (1983).

12ygl. Schulenburg, Greiner (2007), S. 37.

13vgl. Schulenburg, Greiner (2007), S. 38.

14Vgl. Rosenkranz, Missler-Behr (2005), S. 62 f.

15y gl. Gries, Sieg, Strulik (1996), S. 71 f.

16ygl. Wiese (2005), S. 39.

17V gl. Wiese (2005), S. 33.

18y gl. Liebwein (2000), S. 232.
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tung von Einzelrisiken' bzw. zur “Bestimmung der Eigenmittelanforderungen einer Versi-
cherung”. Die Grundlage fiir die Berechnung des Eigenkapitals anhand dieser RisikomaBe
bilden die Regularien Solvency II?'. Hauptkritikpunkt am Value at Risk?? ist, dass dieser eine
Einpunktbetrachtung der Verteilung der Zufallsvariable ist und die Ausprigungen auflerhalb
des Sicherheitsniveaus unbeachtet lisst. Auerdem ist der VaR kein kohirentes Risikomaf?3.
Der VaR ist bei der Risikomessung?* damit als adsiquates Maf abzulehnen. Der Conditional
Value at Risk bietet dagegen den Vorteil der Kohérenz, fithrt aber zu einer hoheren Komple-
xitét der Berechnungen und zur Erhohung des Eigenkapitalbedarfs?>. Ausfithrungen bzgl. des
Risikomanagements und der Eigenkapitalhinterlegung der Versicherungsunternehmen sind in
der Literatur zahlreich vertreten®, beschriinken sich hiufig jedoch auf theoretische Betrach-
tungen von Risikomaflen und lassen meist das Instrument der Riickversicherung aufien vor.

Des Weiteren werden diese Risikomafle zum Beispiel fiir die Minimierung des Insolvenzri-
sikos eines Erstversicherers in Verbindung mit Riickversicherungsvertrigen®’ sowie fiir die
Bestimmung der optimalen Schadensfunktion eines Erstversicherers?® angewendet. In ande-
ren Fillen wird nur das Riickversicherungsgeschift betrachtet und dessen Kosten mit diversen
Risikomafen und Primienstrukturen minimiert?.

Die Verwendung des Conditional Value at Risk zur Priferenzmessung bzgl. der Gewinnfunk-
tion eines Erstversicherers ist in der Literatur nicht zu finden. Dies gilt ebenfalls fiir hybride
Entscheidungsprinzipien basierend auf den CVaR3?. Diese Entscheidungsprinzipien finden je-
doch bereits unter anderem im Bereich des Supply Chain Managements3' Anwendung.

Die vorliegende Arbeit hat zum Ziel, Deckungsgrenzen fiir Versicherungsvertrige, welche die
Risikoeinstellung des Versicherungsnehmers beriicksichtigen, mit den Entscheidungsprinzipi-
en aus dem Supply Chain Management zu berechnen. Zentrale Aufgabe ist daher die Model-
lierung von Versicherungs- bzw. Riickversicherungsvertrigen unter Verwendung des CVaR-

19y gl. Koryciorz (2004), S. 102 f. Zur Verwendung des Value at Risk im Bankensektor siche Gritzmann (1998),
S. 191 bzw. Albrecht (2001), S. 1 ff.

20vgl. Vollmer (2007), S. 12.

21Vgl. BaFin (2008b).

22Vgl. unter anderem Hartung (2007), S. 110 ff.

#Vgl. Hartung (2007), S. 112 f.

24ygl. bzgl. Risikomessung mit dem Value at Risk im Versicherungskontext auch Albrecht, Koryciorz (1999),
S. 5 ff. bzw. Albrecht, Bahrle, Konig (1997), S. 1 ff.

#5Vgl. Hartung (2007), S. 117.

26ygl. unter anderem bzgl. Risikomessung in einem Versicherungsunternehmen und Solvabilititsregulierung
Molinari, Nguyen (2009), Nguyen und Molinari (2009), Vollmer (2007), Milliman (2007), bzgl. Personen-
versicherung Herrmann (2006), bzgl. des Kapitalanlagegeschiifts eines Versicherungsunternehmens Arneth,
Sauka (2008) und bzgl. Riickversicherung Schubert, Stienen, Kraft (2007). Eine empirische Untersuchung
zum Aspekt Risikomanagement und Solvency II findet sich bei Capgemin (2004). Zur Verwendung interner
Risikomodelle in Versicherungsunternehmen vgl. Osetrova, Schmeiser (2005).

2"Vgl. Bernard, Tian (2009) fiir den VaR S. 2 ff. und bzgl. CVaR S. 7ff.

28Vgl. Cai, Tan, Weng, Zhang (2008).

2Vgl. fiir die Anwendung der Varianz Gajek, Zagrodny (2000), fiir allgemeine Risikomafe Balbds, Balbds,
Heras (2009) bzw. Gajek, Zagrodny (2004), fiir die Verwendung des Erwartungswerts in Kombination mit
der Varianz Kaluszka (2004) und fiir den VaR und CVaR Cai, Tan (2007). Einen genereller Uberblick findet
sich bei Centeno, Simées (2009).

30Vgl. Jammernegg, Kischka (2005).

31Vgl. Chopra, Meindl (2004).
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Prinzips bzw. von hybriden Entscheidungsprinzipien basierend auf den CVaR. Hauptaugen-
merk liegt dabei auf der Modellierung nicht-proportionaler Riickversicherungsvertrige. Die
Entscheidungsprinzipien werden in diesem Zusammenhang auf die Gewinnfunktion des Erst-
versicherers angewendet, welche das Erst- und Riickversicherungsgeschéft beinhaltet.

Die Ergebnisse des Erstversicherers bzgl. seiner Riickversicherungswahl sind dabei auf den
Sachverhalt eines Privatkunden bzgl. einer vom Erstversicherer angebotenen Versicherung
iibertragbar. Dies gelingt, da im letztgenannten Fall der Kunde der Versicherungsnehmer
bzgl. einer Versicherung ist, der Erstversicherer dagegen der Versicherungsnehmer bzgl. der
Riickversicherung.

Zunichst wird in Kapitel 1 eine Einfithrung in die Riickversicherung gegeben. Es wird die
Klasse der proportionalen und nicht-proportionalen Riickversicherung vorgestellt und die
Funktionsweise der jeweiligen Vertragsarten besprochen. Besondere Aufmerksamkeit liegt in
diesem Rahmen bei der nicht-proportionalen Riickversicherung, auf die spéter die hybriden
Entscheidungsprinzipien angewendet werden.

In Kapitel 2 werden die Grundlagen zur Modellierung von Entscheidungsprinzipien gelegt
und die verwendeten Prinzipien vorgestellt. Dabei wird auf den Aspekt der Risikoeinstellung
und Risikomessung eingegangen sowie auf den Begriff der Kohérenz. Fortfithrend wird die
Erwartungsnutzen- und die duale Nutzentheorie beleuchtet und die Konsistenz der Entschei-
dungsprinzipien zu den jeweiligen Nutzentheorien gezeigt.

Kapitel 3 stellt das Newsvendor Modell, ein Modell des Supply Chain Managements, vor,
fiir welches die hybriden Entscheidungsprinzipien bereits Anwendung gefunden haben, um
spéter auf Analogien zwischen diesem Modell und dem Riickversicherungsmodell eingehen zu
kénnen.

Im darauf folgenden Kapitel 4 werden dann fiir das Riickversicherungsproblem die unter-
stellte Gewinnfunktion des Erstversicherers und die verwendeten Schadensverteilungen vor-
gestellt, mit denen im weiteren Verlauf die zwei Deckungsgrenzen der nicht-proportionalen
Riickversicherung optimiert werden. Die grundlegenden Fragen sind dabei:

e Bei welcher Risikoeinstellung wird ein Erstversicherer die Riickversicherung préferieren?

e Wenn ein Erstversicherer die Riickversicherung préferiert, welche Deckungsgrenzen be-
vorzugt er?

e Welchen Einfluss hat der Gewinnaufschlag des Riickversicherers?
e Wie dndern sich die préferierten Deckungsgrenzen mit der Zunahme an Risikoaversion?
e Wann ist der Erstversicherer indifferent in seiner Entscheidung?

Inhalt des Kapitel 5 bzw. des Kapitel 6 ist dabei die Optimierung der Gewinnfunktion ei-
nes Zedenten mit hybriden Entscheidungsprinzipien bzgl. der unteren bzw. der oberen De-
ckungsgrenze eines nicht-proportionalen Riickversicherungsvertrages. Des Weiteren werden
die Analogien zwischen den beiden Riickversicherungsmodellen und dem Newsvendor Modell
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beleuchtet und auch die Moglichkeit der Bestimmung der Risikoeinstellung des Erstversiche-
rers bzgl. eines gewéhlten Riickversicherungsvertrages vorgefiihrt.

Aus der Wahl eines konkreten Riickversicherungsvertrages wird dabei fiir das jeweilige Ent-
scheidungsprinzip die Risikoeinstellung abgeleitet. Mit der festgestellten Risikoeinstellung des
Erstversicherers ist es wiederum moglich, Handlungsempfehlungen bzgl. zukiinftiger nicht-
proportionaler Riickversicherungsvertrige, unter Annahme einer Schadensverteilung und ei-
nes Gewinnaufschlages des Riickversicherers, zu geben.

Anschlieend wird in Kapitel 7 das Modell fiir beide Deckungsgrenzen optimiert. Zusétz-
lich wird das Modell in der Situation der Entscheidung unter Ungewissheit betrachtet. Des
Weiteren werden verschiedene Kenngroflen des Erstversicherers mit Hilfe der stochastischen
Dominanz untersucht.

Im Kapitel 8 wird das Erst- und das Riickversicherungsgeschéft simultan optimiert. Zentrale
Fragen dabei sind:

e Welchen Deckungsschutz bzgl. der Riickversicherung préferiert der Erstversicherer?

e Welche Erstversicherungspramie sollte der Versicherer von seinen Privatkunden verlan-
gen?

e Beeinflussen sich das Erst- und Riickversicherungsgeschift gegenseitig?

Fiir dieses Modell werden insbesondere Abschéitzungen bzgl. der Primie gegeben. Den Ab-
schluss der Arbeit bildet ein Fazit sowie ein Forschungsausblick.
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Kapitel 1

Riickversicherungstheorie

1.1 Einfiihrung

Jeder mochte sich vor Risiko schiitzen, so auch eine Versicherung. Denn wéhrend eine Ver-
sicherung die Schiden ihrer Kunden versichert, wird sie gleichzeitig immer auch von dem
Risiko bedroht, sich bei einem extrem hohen Schaden finanziell zu iiberfordern. Um dies zu
verhindern, schlieffen Versicherer im Privatkundenbereich, auch Erstversicherer oder Direkt-
versicherer genannt, Versicherungen bei Riickversicherern ab. Eine Riickversicherung ist somit
in ihrer einfachsten Definition die Versicherung eines Versicherungsunternehmens.

Eine Riickversicherung dient somit zur Abgabe eines Teils der Schéiden des Erstversicherers
aus seinem Privatkundengeschift. Der Riickversicherer erhélt fiir die iibernommenen Sché-
den eine Riickversicherungspréimie. Die Uberwilzung dieser Schéden erfolgt mittels Versiche-
rungsvertragen aufgrund gesetzlicher Bestimmungen. Ziel der Riickversicherung ist damit die

Risikobegrenzung und Risikoverteilung des Erstversicherers'.

Das Ausmafl der benétigten Riickversicherung liegt dabei im unternehmerischen Ermessen
des Erstversicherers. Entscheidende Faktoren hierfiir sind unter anderem Risikobereitschaft,
Grofle des Zedenten, finanzielle Kapazitit und Reservekraft des Erstversicherers. Eine ab-
solute Sicherheit vor finanzieller Uberforderung gibt es nicht. Unternehmen kénnen mittels
Riickversicherungsvertrigen lediglich die Wahrscheinlichkeit eines Existenzverlustes verrin-
gern.

Eine Riickversicherung hat demnach zwei grundsétzliche Aufgaben: erstens, die jéhrlichen
Schwankungen der Schadenslast des Erstversicherers einzuschrinken und zweitens, fiir den
Katastrophen-, das heit den Extremfall gewappnet zu sein?. Letzteres soll die Solvabilitiit
des Versicherungsunternehmens auch im Extremfall sicherstellen.

Unter Solvabilitéit eines Versicherungsunternehmens versteht man in diesem Zusammenhang
die “Fahigkeit von Versicherungsunternehmen, die durch den Abschluss von Versicherungs-

'Vgl. Schwepcke (2001), S. 14, Grossmann (1990), S. 7 bzw. Mack (1997), S. 323. Vgl. auch Straub (1988),
S. 68 bzgl. der Vorgehensweise im Riickversicherungsgeschéft. In diesem Zusammenhang geht er auch auf
Retrozession (Versicherung eines Riickversicherers) ein.

2Vgl. Schweizerische Riickversicherungs-Gesellschaft Ziirich (2002), S. 9.

16
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vertrigen eingegangenen Verpflichtungen erfiillen zu kénnen.”.

Die Funktionen, die eine Riickversicherung dabei fiir die Erstversicherer erfiillt, sind vielfiltig
und meist von Fall zu Fall verschieden. In der Regel richten sie sich nach den Bediirfnissen der
Zedenten?, wie zum Beispiel deren Spezialisierung, regionale Ausrichtung, Vertriebsweg, Fokus
auf Kundengruppen und der jeweilig in Anspruch genommenen Leistungen. Die Hauptfunk-
tionen der Riickversicherung sind erstens in der Ubertragung und damit Teilung von Risiko,
zweitens in der Finanzierung von Risiko und damit verbunden der Unterstiitzung von Zeden-
ten bei der Ubernahme von Leistungen, die oberhalb eigener finanzieller Mdglichkeiten liegen
und drittens in Beratung und Support des Zedenten zu sehen®. Die Serviceleistungen sind
insgesamt vielfiltig und von Kundenbediirfnissen als auch Marktgegebenheiten abhiingig®.

Bedeutende Erstversicherer nach Marktkapitalisierung stellen dabei unter anderem Axa, Alli-
anz und Generali’, die groBten Riickversicherer weltweit nach Netto-Riickversicherungsbeitr-
gen im Jahr 2005 die Swiss Re, Miinchener Riick, Berkshire Hathaway Re, Hannover Riick,
Lloyd’s und XL Re® dar.

Aufsteiger Die grofiten Versicherer

Die gréBten Riickversicherer nach Netto- nach Marktkapitalisierung
Riickversicherungsbeitragen 2005 in Mrd $ am 17.3. 2006 in Mrd. €

Swiss Re* | Schweiz Alc [N 146,62
I 270 0 g
---------------------------------------------------------------- Axa - 55,00

Miinchener Riick | Deutschland s e B T s e
I ¢ Alianz [ 54,67

Berkshire Hathaway Re | USA g Paul+.-52 65':‘;*_};‘3‘*,:’_'} )
B 100 Zurich financial

Hannaver Ruc:lzDeutschIand aviva+ I 52,45 2937 2309)
_ % Prudential

Lloyd's | GroBbritannien =
- She——

XL Re |Bermuda % - -

e e PRSI

Scor | Frankreich + Converium | Schweiz  E

mm 4,5 * inklusive der 2006 libernommenen

GE Insurance Solutions (6,7 Mrd. )

Abbildung 1.1: Die grofiten Erst- und Riickversicherer im Jahr 2005, Financial Times Deutsch-
land (2007).

3Vgl. Dillmann (2007), S. 5.

4Ein Erstversicherer wird auch Zedent genannt.

5Vgl. Schwepcke (2001), S. 23.

5Sie reichen von Produktentwicklungen, Aufbauhilfe, Bestands- und Schadensanalyse bis zu Mitarbeiteraus-
bildung und Schadensmanagement. Neben umfassendem Branchenwissen bieten Riickversicherungen auch
langjéhrige Erfahrungen an.

"Vergleich der grofiten Versicherer siehe Abbildung 1.1.

8Vergleich der groBten Riickversicherer siche Abbildung 1.1.
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Die grofiten vier Riickversicherer decken in diesem Rahmen iiber 35 Prozent des Marktes
ab?. Neben den weltweit agierenden Riickversicherern gibt es zusitzlich auch zahlreiche re-
gional agierende beziehungsweise auf verschiedenste Sparten spezialisierte Anbieter.

Typische Versicherungssparten stellen dabei fiir Erst- und Riickversicherer die Lebensver-
sicherung, Krankenversicherung, Unfallversicherung, Allgemeine Haftpflicht, Kraftfahrtversi-
cherung, Feuerversicherung, Sachversicherung, Transport- und Luftfahrtversicherung und die
Kreditversicherung dar.

Die ersten Anfiinge der Riickversicherung sind im 14. Jahrhundert mit dem Abschluss des ers-
ten Riickversicherungsvertrages zu suchen. Die professionelle Riickversicherung wurde dabei
im Rahmen der industriellen Revolution begriindet und hat sich seither stetig fortentwickelt.
Es lésst sich nunmehr die traditionelle als auch nicht-traditionelle Riickversicherung unter-
scheiden. Erstere soll hier betrachtet werden. Diese lisst sich anhand von Formen und Arten
weiter unterteilen.

Fortfolgend sollen wesentliche Formen von Riickversicherungsvertriagen im Allgemeinen er-
ortert werden. Dies geschieht unabhéngig von speziellen Riickversicherungsunternehmen.

1.2 Formen der Riickversicherung

Traditionelle Riickversicherungsvertrige lassen sich in zwei grundlegende Ansétze unterteilen.
Einerseits wird unterschieden nach Versicherungsformen und andererseits nach Versicherungs-
arten. Erstere geben Informationen iiber die Gestaltung von Versicherungsvertrigen, letztere
iiber die Methode der Risikoabdeckung. Die Ansétze sind kombinierbar.

Im Folgenden sollen die Formen der Riickversicherung néher betrachtet werden. Die Riickver-
sicherungsform charakterisiert die Ausgestaltung des Riickversicherungsvertrages. Dabei ist
entscheidend, ob die Risikoiibernahme bindend oder freiwillig geschieht. Sind beide, der Erst-
und der Riickversicherer, an die Risikoiibernahme gebunden, spricht man von obligatorischer
Riickversicherung, sind beide frei in ihrer Entscheidung von fakultativer Riickversicherung.
Ist nur eine Vertragspartei gebunden und die andere frei, spricht man von semiobligatorischer
Riickversicherung!©.

Es lassen sich als Versicherungsformen, die obligatorische, fakultative als auch semiobliga-
torische Riickversicherung festhalten. Diese sollen im Weiteren kurz erldutert werden.

1.2.1 Obligatorische Riickversicherung

Das Wesen der obligatorischen Riickversicherung ist die vertragliche Einigung des Erstversi-
cherers mit dem Riickversicherer auf alle Risiken eines bestimmten Bestandes. Die Ubergabe
bzw. die Ubernahme der Risiken ist dabei verpflichtend!'!. Diese Vertragsart wird auch Ver-

9Vgl. Schweizerische Riickversicherungs-Gesellschaft Ziirich (2002), S. 15.
19ygl. Schwepcke (2001), S. 107.
"ygl. Grossmann (1990), S. 74.
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tragsriickversicherung genannt.

Die Einzelrisiken werden in der Regel dem Riickversicherer nicht bekannt gegeben. Alle im
Rahmen der vereinbarten Annahmerichtlinien versicherten Risiken fallen automatisch unter
den Geltungsbereich des Riickversicherungsvertrages. Dies bringt fiir den Zedenten vor allem
eine Vereinfachung der Administration, fiir den Zessionir'? jedoch Nachteile durch die ver-
minderten Kontrollmoglichkeiten und die eingeschriinkte Chance, sich vor extremen Risiken
zu schiitzen.

Die obligatorische Riickversicherung setzt zudem ein hohes Vertrauen der Vertragspartner
voraus, da diese Vertragsform eine automatische Kaptitalbereitstellung fiir den Erstversiche-
rer vorsieht, indem der Riickversicherer laut Vertragsbedingungen zur Ubernahme der Risiken
verpflichtet ist!3.

Ein typisches Beispiel hierfiir ist der Kraftfahrzeugsversicherungsbestand eines Erstversiche-
rers, wobei jedes im vereinbarten Vertragszeitraum im Bestand befindliche Kraftfahrzeug
automatisch riickversichert ist.

1.2.2 Fakultative Riickversicherung

Das Wesen der fakultativen Riickversicherung im Vergleich zur obligatorischen Riickversiche-
rung besteht in der fallweisen Ubertragung einer oder mehrerer Schiden auf den Zessionir.
Da beide Vertragsparteien nicht an die vertraglichen Abmachungen gebunden sind, wird sie
auch als freiwillige Riickversicherung bezeichnet!.

Ein Erstversicherer hat hierbei die freie Wahl des Riickversicherers sowie die Moglichkeit
zu entscheiden, ob und in welcher Hohe er sein Risiko decken lassen will. Der Riickversicherer
dagegen hat nach Priifung aller relevanten Informationen die Wahl, ob er sich tatséichlich und
in welcher Hohe an dem Risiko beteiligen méchte. Der daraus entwickelte Vertrag bezieht sich
auf die Deckung von Einzelrisiken und endet mit dem Enddatum der Police. Eine Verldnge-
rung liegt im Ermessen beider Parteien.

Waéhrend man die obligatorische Riickversicherung oft auch als Generalriickversicherung be-
zeichnet, da ein Portfolio von Risiken verpflichtend versichert wird, werden fiir fakultative
Formen auch oft die Ausdriicke Einzel- oder Spezialriickversicherung verwendet!'®, da diese
individuelle Einzelrisiken tangieren. Im Vergleich hiefle dies also, dass sich bei der fakultativen
Riickversicherung die Vertragspartner auf die Versicherung eines bestimmten Risikos, bei der
obligatorischen Riickversicherung auf die Versicherung aller Risiken, einigen.

Die fakultative Riickversicherung wird hiernach entweder fiir Sonderrisiken verwendet, die
in keinem obligatorischen Riickversicherungsvertrag erfasst sind oder fiir Spitzenrisiken, die
iiber den Umfang bestehender obligatorischer Riickversicherungsvertrége hinaus fiir den Erst-

12Ein Riickversicherer wird auch Zessionéir oder Zessionar genannt.
13y gl. Schwepcke (2001), S. 109.
14ygl. Grossmann (1990), S. 73.
15y gl. Grossmann (1990), S. 73.
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versicherer entstehen.

Ein typisches Beispiel fiir eine fakultative Riickversicherung stellt die Versicherung eines gro-
Beren Gebdudes, zum Beispiel einer Fabrik, dar.

1.2.3 Semiobligatorische Riickversicherung

Uber die fakultative und die obligatorische Riickversicherung hinaus gibt es Mischvertriige
aus beiden Formen. Sie umfassen den fakultativ-obligatorischen'® als auch den obligatorisch-
fakultativen'” Riickversicherungsvertrag!®.

Die fakultativ-obligatorische Riickversicherung ist auch unter dem Begriff “Open Cover” be-
kannt. Die Zession eines Risikos bleibt bei dieser Form im Ermessen des Erstversicherers. Der
Erstversicherer stellt damit das fakultative Element des Vertrages dar. Der Riickversicherer
hingegen muss jede Zession akzeptieren und ist somit das obligatorische Element des Vertra-
ges.

Bei der obligatorisch-fakultativen Riickversicherungsform dagegen ist der Erstversicherer zur
Zession bestimmter Risiken verpflichtet, wihrend die Annahme der Zession im Ermessen des
Riickversicherers liegt. Der Erstversicherer stellt in diesem Fall das obligatorische, der Riick-
versicherer dagegen das fakultative Element des Vertrages dar.

Da die semiobligatorischen Vertragsformen sehr verwaltungsaufwendig sind, treten diese in der
Praxis sehr selten auf. Dariiber hinaus setzen sie Vertrauen, als auch Kenntnis der jeweiligen
Geschéftsprozesse voraus, damit eine stark einseitige Benachteiligung vermieden wird.

1.3 Arten der Riickversicherung

Neben der Unterscheidung nach der Form von Versicherungen und damit der Differenzierung
nach Pflicht oder Freiwilligkeit der Abgabe beziehungsweise Annahme von Risiken, werden
Riickversicherungsvertrige auch in ihre Arten unterteilt. Diese geben Aufschluss dariiber, mit
welcher Methode die Risiken riickversichert werden. Innerhalb der Arten werden proportiona-
le und nicht-proportionale Vertrége unterschieden. Die proportionalen Versicherungen werden
dabei auch oft unter dem Begriff der Summenriickversicherung, die nicht-proportionalen unter
dem Begriff Schadensriickversicherung aufgefiihrt. Beide Arten sind in fakultativer als auch
obligatorischer Form der Riickversicherung verwendbar.

Die Arten, inklusive deren Hauptformen, sollen im Folgenden ndher erlidutert werden.

16 Auch akzeptionspflichtige Riickversicherung genannt. In dieser ist der Zessionér zur Ubernahme bestimmter
Risiken verpflichtet.

17 Auch zessionspflichtige Riickversicherung genannt. In dieser ist der Zedent zur Abgabe bestimmter Risiken
verpflichtet.

18y gl. Schwepcke (2001), S. 109 f.
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1.3.1 Proportionale Riickversicherung

Bei der proportionalen Riickversicherung wird “das riickzuversichernde Risiko zwischen Ze-
dent und Riickversicherer nach einem festen Prozentsatz aufgeteilt, der zugleich den Anteil
des Riickversicherers an den auf die Versicherungen entfallenden Teil- oder Totalschidden be-
stimmt sowie den Anteil des Riickversicherers an der Originalpriamie.”!.

Es handelt sich also per Definition um Vertragsarten, bei denen sich der Riickversicherer
in einem bestimmten definierten Verhéltnis am Risiko und an den Schéiden des Erstversi-
cherers beteiligt. Die Versicherungssummen, die Schiden und die Prémien werden zwischen
beiden Parteien proportional aufgeteilt. Durch die Schadensbeteiligung teilt der Riickversi-
cherer bei dessen Zeichnungspolitik direkt das Schicksal des Erstversicherers und somit die
Schadenserfahrung.

Grundlage des Aufteilungsverhéltnisses zwischen Zedent und Zessionér ist das Volumen des
versicherungstechnischen Gesamtrisikos des Zedenten. Das versicherungstechnische Gesamt-
risiko ist die Summe aller Versicherungssummen aus dem Privatkundengeschift?’. Daher wer-
den proportionale Riickversicherungen auch Summenriickversicherungen genannt.

Die Hauptformen dieser Versicherungsart sind die Quoten-Riickversicherung sowie die Sum-
menexzedenten-Riickversicherung. Zusétzlich existieren Mischformen der proportionalen Ar-
ten, eine Quotenexzedenten-Riickversicherung, ein Summenexzedent mit Vorwegquote und
eine Quote mit Vorwegexzedent.

Seine hauptsichliche Verwendung finden solche proportionalen Vertrige besonders in der ob-
ligatorischen Riickversicherung. Vor allem kleine Erstversicherer wihlen diese Vertragsart, da
diese in groferem Ausmafl von einzelnen grofleren Schiden oder auch der Schadenshiufigkeit
gefihrdet werden. Dies ist dem Versicherungskollektiv geschuldet, da das Gesetz der grofien
Zahlen noch nicht fiir einen ausreichenden Risikoausgleich sorgt. Das Gesetz besagt, dass mit
steigender Anzahl von gleichartigen Ereignissen?! sich der tats#ichliche Ausgang (Summe der
Schiiden) dem erwarteten Ausgang (erwartete Summe der Schiiden) anpasst. Dabei nimmt
die Variabilitit der Summe der Schiiden um die erwartete Summe der Schiiden ab?2.

Im Folgenden wird niher auf die Vertragsarten der proportionalen Riickversicherung ein-
gegangen.

1.3.1.1 Quoten-Riickversicherung

Die Quoten-Riickversicherung ist eine der Hauptformen der proportionalen Riickversicherun-
gen. Dabei tibernimmt der Zessiondr immer den gleichen prozentualen Anteil (Quote) von
allen Erstversicherungsvertrigen wihrend der gesamten Vertragszeit innerhalb einer Sparte
oder Branche?3.

19y gl. Pfeiffer (1986), S. 45.

20Vgl. Schwepcke (2001), S. 111.

2Tm Versicherungskontext sind das die Schadensfille.

22Vgl. Schulte (2006) S, 54 fF.

23Vgl. Grossmann (1990), S. 89. Die Ubernahmepflicht des Zessioniirs ist dabei in der Summe beschréinkt.
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Entsprechend der festgelegten Quote werden dann die Pridmien, Haftungen und die Scha-
densleistungen zwischen den Parteien aufgeteilt. Der Beteiligungssatz der Riickversicherer
ergibt sich dabei aus dem Quotient von Versicherungssumme reduziert um den Selbstbehalt?*
und der Versicherungssumme.

Der Vorteil dieser Vertragsart liegt dabei besonders in der einfachen Handhabung, der we-
niger kostenintensiven Verwaltung und dem Schutz vor der Kumulierung vieler kleiner und
mittlerer Schiden, die im Schadensfall meist auftreten. Sie empfiehlt sich besonders fiir die
Versicherung mehrerer gleichartiger Risiken, bei denen eine differenzierte Behandlung nicht
von Interesse ist. Die Risikoiiberwélzung ist dabei optimal, wenn sich die versicherten Risiken
moglichst dhnlich sind.

Da die Quoten-Riickversicherung keine nivellierende, ausgleichende Wirkung besitzt, ist sie
weit weniger verbreitet als die Summenexzedenten-Riickversicherung. Generell ist sie zum
Beispiel in der Allgemeinen Unfall- und Haftpflichtversicherung, in der Kreditversicherung,
in der Kraftfahrzeug-Haftplichtversicherung und in der Krankenversicherung aufzufinden. Sie
ist besonders fiir den Klein- und Mittelschadenbereich geeignet, im Bereich der grofien Ein-
zelschéden ist sie aufgrund der fehlenden ausgleichenden Wirkung weniger zu empfehlen.

Die Risikoteilung zwischen Erst- und Riickversicherer bei der Quoten-Riickversicherung soll
im Folgenden an zwei Beispielen, einmal ohne und einmal mit Haftungsbeschrinkung des
Riickversicherers, verdeutlicht werden.

Beispiel 1.3.1 (Quoten-Riickversicherung ohne Haftungsbeschrinkung)

FEin Erstversicherer mdchte seinen gesamten Kraftfahrzeughaftpflichtbestand rickversichern.
Die Summe der von ihm eingenommenen Prdmien belaufe sich auf 10 000 Euro und die Ver-
sicherungssumme aller Vertrage sei 250 000 Euro. Zwischen dem Zedent und dem Zessiondr
wurde eine Quoten-Riickversicherung mit einer Quote von 40 % vereinbart.

Zundchst werden die eingenommenen Versicherungspriamien entsprechend der Quote zwischen
beiden Parteien aufgeteilt. Somit erhdlt der Riickversicherer als Riickversicherungspramie®
40 % wvon allen Erstversicherungsprimien, d. h. 4 000 Euro. Die restlichen 6 000 Euro ver-
bleiben dem Zedenten als Gegenleistung fiir sein ibernommenes Risiko.

Es tritt ein Schaden von 50 000 Euro ein. Somit muss der Rickversicherer fiir 40 Prozent
des Schadens, also 20 000 Euro, haften. Der Zedent tibernimmt die restlichen 30 000 Furo.
Treten weitere Schdden ein, bleibt das Aufteilungsverhdlinis von 40 Prozent unverdndert.

Beispiel 1.3.2 (Quoten-Riickversicherung mit Haftungsbeschrinkung)
Man unterstelle den gleichen Sachverhalt des vorangegangenen Beispiels mit einer Prdmi-
ensumme von 10 000 und einer Versicherungssumme von 250 000 Furo. Ebenfalls sei eine

2YDen Schaden, der vom Erstversicherer iibernommen wird, bezeichnet man als Selbstbehalt. Somit gibt die
Quote den Anteil des Riickversicherers an den Schiden und Prémien an.
?Das Entgelt fiir das vom Riickversicherer iibernommene Risiko wird Riickversicherungsprimie genannt.
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Quote von 40 % wvereinbart worden. Zusdtzlich mdochte der Riickversicherer seine Haftung be-
zogen auf den Maximalschaden auf 200 000 FEuro beschrinken. Dies entspricht einer Haftung
von 80 %. Dies bedeutet, dass bei allen auftretenden Schiden nur 80 % der Schadenssumme
unter den Rickversicherungsvertrag fallen.

Demzufolge stehen dem Riickversicherer als Pramie nur 40 % von 80 % (8 000 Euro) der
eingenommenen Versicherungspramien zu. Somit zahlt der Zedent an den Zessiondr eine
Riickversicherungsprdimie von 8 200 FEuro.

Analog verhdlt es sich bei den eingetretenen Schdden. Es trete ein Schaden von 50 000 Euro
ein. Unter den Riickversicherungsvertrag fallen aber nur 80 %, also 40 000 Euro. Diese wer-
den entsprechend der Quote zwischen dem Erst- (24 000 Euro) und Riickversicherer (16 000
Euro) aufgeteilt.

Die vom Quoten-Vertrag nicht abgedeckten 20 % der Schiden werden entweder vom Zedenten
getragen oder durch eine weitere Riickversicherung versichert. Dafiir stehen dem Erstversi-
cherer 20 % der Versicherungspramien (2 000 Euro) zur Verfigung.

Im Folgenden soll auf die zweite Hauptform der proportionalen Riickversicherung, die Summen-
exzedenten-Riickversicherung, eingegangen werden.

1.3.1.2 Summenexzedenten-Riickversicherung

Bei der Summenexzedenten-Riickversicherung transferiert der Zedent nur die Haftung der
Risiken oberhalb eines Selbstbehaltes an den Riickversicherer. Das Verhiltnis der Risikotei-
lung zwischen beiden Vertragsparteien ist somit von Fall zu Fall verschieden?®. Dabei werden
verschiedene Policen entsprechend ihrer Risiken zu Gruppen zusammengefasst. Die Riickver-
sicherung findet dann anhand einer festgelegten Summe statt.

Der Anteil des Riickversicherers bestimmt sich aus den iibernommenen Riickversicherungs-
summen bezogen auf die Gesamtversicherungssumme des Zedenten. Er wird im Vergleich
zum Quotenriickversicherungsvertrag nicht mehr an der Absicherung aller Risiken beteiligt,
sondern nur an Schiden, die den Selbstbehalt des Zedenten iibersteigen. Diese Schiden wer-
den dann proportional unter den Vertragsparteien aufgeteilt. Dabei wird sich an hoéheren
Risiken stérker beteiligt als an kleinen. H#ufig wird die Riickversicherungssumme (Sum-
menexzedent)?” seitens des Zessionirs begrenzt, so dass eine Hochstzeichnungsgrenze fiir
den Zedent entsteht?®. Dabei findet diese Vertragsart iiblicherweise in Form der obligato-
rischen oder semi-obligatorischen Riickversicherung Anwendung. Die Schadensteilung fiir die
Summenexzedenten-Riickversicherung soll Abbildung 1.2 verdeutlichen.

Der Vorteil der Summenexzedenten-Riickversicherung ist in diesem Rahmen die Reduktion
von Spitzenrisiken und die resultierende Homogenisierung des risikobehafteten Bestandes des
Zedenten. Fiir den Erstversicherer erhoht sich aufgrund dieser Art der Risikoiibernahme seine

26Vgl. Helbig (1987), S. 110.
2"Im Englischen auch surplus genannt.
2Vgl. Farny (1995), S. 488.
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Schadens-
hohe Gesamtschaden

Riickversicherer

Erstversicherer

Selbstbehalt

nil

Abbildung 1.2: Aufteilung der Schiaden bei der Summenexzedenten-Riickversicherung.

Zeichnungskapazitéit. Es wird ihm erméglicht, groflere Risiken zu iibernehmen. Im Vergleich
zur Quotenriickversicherung setzt der Vertrag erst mit einer bestimmten Schadenshdhe ein.
Dafiir ist er jedoch auch fiir uneinheitliche Risiken zu verwenden.

Besonders ldsst sich diese Vertragsart in den Sachversicherungszweigen, der Feuer-, Unfall-
und Lebensversicherung finden. Vor allem in Branchen mit stark unterschiedlichen Versiche-
rungssummen ist diese ein bewahrtes Instrument. Nachteilig ist jedoch der mit ihr verbundene
hohere Verwaltungs- und Kostenaufwand. Aulerdem bietet der Summenexzedent keinen ab-
soluten Schutz vor Kumulschiden?’.

Die Summenexzedenten-Riickversicherung ist die dlteste und gleichzeitig auch wichtigste Art
der proportionalen Riickversicherung und soll zum Abschluss an zwei Beispielen veranschau-
licht werden.

Beispiel 1.3.3 (Summenezzedenten-Riickversicherung ohne Haftungsbeschrinkung)

FEin Zedent besitzt ein Versicherungsportfolio bzgl. Feuerversicherung mit einer Versicherungs-
summe von 1 Million FEuro. Dafiir hat er insgesamt Versicherungsprdmien im Wert von 5 000
FEuro eingenommen. Der Zedent mdchte die Schiden aus diesem Versicherungsportfolio redu-
zieren und schliefst eine Summenezzedenten-Rickversicherung ab. Dabei ist er bereit, Schéiden
unter 200 000 Euro (Selbstbehalt) selbst zutragen.

Zundchst wird das Verhdltnis zwischen Selbstbehalt und Haftungsstrecke bestimmt. Der Selbst-
behalt betrdgt 200 000 Euro und somit ist die Haftungsstrecke 800 000 Euro, zusammen eine
Million Euro. Es liegt ein Verhdlinis von 1:4 wvor. Dieses Verhdltnis ist die Grundlage zur
Berechnung der Riickversicherungsprdamie. Dem Zessiondr stehen vier von finf Teilen der
etngenommenen Versicherungsprimien zu, also 4 000 Euro.

Es trete ein Schaden nach dem Vertragsabschluss der Riickversicherung in Hdohe wvon
160 000 Euro ein. Dieser fdllt aufgrund des Selbstbehaltes nicht unter den Riickversiche-
rungsschutz. Fir diesen Schaden haftet allein der Erstversicherer. Es trete ein zweiter Scha-

29Vgl. StrauB (1988), S. 14.
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den von 400 000 Euro ein. Dieser Schaden tberschreitet den Selbstbehalt und wird zwischen
dem Zedenten und dem Zessiondr entsprechend dem festgestellten Verhdltnis geteilt. Somit
ibernimmt der Riickversicherer vier von finf Teilen des Schadens (320 000 Euro) und fiir
den restlichen Teil von 80 000 Furo haftet der Erstversicherer.

Beispiel 1.3.4 (Summenexzedenten-Riickversicherung mit Haftungsbeschrinkung)

Es bestehe gleicher Sachverhalt wie im vorherigen Beispiel. Zusdtzlich mdchte der Zessiondr
seine Haftung auf den dreifachen Selbstbehalt beschrdnken. Somit haftet der Riickversicherer
bei einem Mazimalschaden mit 600 000 Euro, der restliche Schaden von 400 000 Euro ist vom
Zedenten zu decken. Somit ist das Verhdltnis zwischen Erst- und Riickversicherer 400 000 zu
600 000 bzw. 2 zu 3.

Fiir die Rickversicherungsprimie zahlt der Zedent damit drei von fiinf Teilen der eingenom-
menen Versicherungspramien, also 8 000 Euro. Es trete ein Schaden von 160 000 Euro ein,
dieser ist kleiner als der Selbstbehalt und muss somit allein vom Erstversicherer getragen wer-
den. Ein Schaden von 400 000 Euro wird entsprechend dem Verhdlinis 2:3 zwischen dem Erst-
(160 000 Euro) und Riickversicherer (240 000 Euro) aufgeteilt.

Bei dieser Summenexzedenten-Rickversicherung mit Haftungsbeschrinkung trdigt der Erst-
versicherer nicht 20 Prozent®, sondern 40 Prozent des Schadens, wenn der Schaden oberhalb
des Selbstbehaltes liegt. Dieses zusdtzlich ibernommene Risiko kann der Zedent durch eine
weitere Rickversicherung decken lassen.

1.3.1.3 Mischformen der proportionalen Riickversicherung

Neben Quoten- und Summenexzedenten-Riickversicherung existiert eine Mischform aus diesen
zwei Hauptarten, die Quotenexzedenten-Riickversicherung. Ihre Aufgabe ist im Allgemeinen
die Kombination der Finanzierungsweise der Quoten-Riickversicherung mit der Homogenisie-
rungs- und Kapazititsbeschaffungsfunktion der Summenexzedenten-Riickversicherung und
damit die optimale Anpassung an die Bediirfnisse der Erstversicherer. Meist stellt sie je-
doch eher eine Ubergangslosung fiir noch im Wachstum befindliche Unternehmen dar.

Bei dieser Mischform findet eine weitere Reduktion des Selbstbehaltes des Erstversicherers
in dessen Summenexzendenten-Riickversicherung durch eine Quotenriickversicherung statt.

Die in diesem Prozess einflielenden Anteile miissen nicht identisch sein. Sind Beteiligungsum-
fang und Beteiligte identisch, so spricht man allgemein von der Quotenexzedenten-Riickversich-
erung, die eine identische Schadensaufteilung zur Quoten-Riickversicherung aufweist. Sind
die Anteile nicht identisch, lassen sich zwei Unterarten entsprechend ihrer zeitlichen Anwen-
dungsreihenfolge unterscheiden. Dabei bezeichnet man die Unterart, in der die Quote zeitlich
vorangehend ist, dass heifit rechnerisch zuerst angewendet wird, als Summenexzedent mit
Vorwegquote, die Unterart, in der die Quote rechnerisch zuletzt angewendet wird, als Quote
mit Vorwegexzedent.

3020 Prozent ist der Anteil des Erstversicherers ohne Haftungsbeschrinkung.
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Bei ersterer steht dabei die Finanzierungsfunktion stérker im Vordergrund, bei letzterer da-
gegen ist meist die Kapazitéitsbeschaffung und Homogenisierung von Versicherungsbestéinden
von hoherer Bedeutung. Die Aufteilung der Schiden fiir die Summenexzedenten-Riickversiche-
rung mit Vorwegquote®' und die Quoten-Riickversicherung mit Vorwegexzedent®? stellen die
Abbildungen 1.3 und 1.4 dar.

Schadens-
hohe Gesamtschaden
Riickversicherer
Erstversicherer

I - . - - Selbstbehalt
] H I H Schaden

Abbildung 1.3: Aufteilung der Schidden bei der Summenexzedenten-Riickversicherung mit
Vorwegquote.

Schadens-
hohe Gesamtschaden
Riickversicherer

I Erstversicherer

Selbstbehalt

il

Abbildung 1.4: Aufteilung der Schiden bei der Quoten-Riickversicherung mit Vorwegexzedent.

31Bei der Summenexzedenten-Riickversicherung mit Vorwegquote werden alle Schiiden unterhalb des Selbst-
behaltes entsprechend einer Quote geteilt, die Schiden oberhalb, entsprechend mit einer anderen Quote. Die
zuerst angesprochene Quote wird auch Vorwegquote genannt.

32Die Schadensteilung zwischen Zedent und Zessionér betrifft nur die Schiden, die den Selbstbehalt {ibersteigen.
Wenn dies der Fall ist, wird nur der Schaden oberhalb des Selbstbehaltes mit einer Quote zwischen den
Vertragsparteien aufgeteilt.
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1.3.2 Nicht-proportionale Riickversicherung

An dieser Stelle soll nun die nicht-proportionale Riickversicherung, auch Schadenriickversi-
cherung genannt, betrachtet werden. Sie wird charakterisiert durch die Beteiligung des Riick-
versicherers an der Hohe schadensbedingter Aufwendungen des Erstversicherers.

Bei den darunter fallenden Vertragsformen trégt der Erstversicherer von dem Schaden das
Erstrisiko, das heifit er haftet fiir den Schaden bis zu einem vereinbarten Hochstbetrag d, der
Prioritéat genannt wird. Den Schaden, der von der Prioritét iiberstiegen wird, zahlt der Riick-
versicherer. Somit bekommt der Erstversicherer bei einem Schaden oberhalb der Prioritét
den Schaden minus der Prioritdt vom Riickversicherer ersetzt. Der Schaden kann sich dabei
nicht nur auf einen Einzelschaden aus einem Risiko, sondern auch auf einen Kumulschaden
aus mehreren Risiken aufgrund eines Schadensereignisses sowie auf den Jahresgesamtschaden
beziehen?3.

Dariiber hinaus wird eine Deckungsobergrenze ¢ mit dem Riickversicherer vereinbart, dass
heifit ein Ubernahmemaximum, ab der der Riickversicherer den Schaden nicht mehr bezahlt.
Diese wird Plafond genannt. Den Bereich zwischen Plafond und Prioritéit bezeichnet man als
Haftungsstrecke.

Bei der nicht-proportionalen Riickversicherung wird der Plafond so hoch gewahlt, dass al-
le Schiden unterhalb diesem liegen. Die Ausnahme bilden dabei die Extremschiden. Tritt
ein Extremschéden ein, trigt der Riickversicherer nur den Plafond minus die Prioritédt. Der
restliche Schaden muss vom Erstversicherer selbst getragen werden.

Den Zusammenhang zwischen Prioritit3?, Plafond und Haftung® soll beispielhaft Abbildung
1.5 verdeutlichen.

Schadens-

hohe Gesamtschaden

Riickversicherer

Plafond .
Erstversicherer

Prioritit

nil

Abbildung 1.5: Aufteilung der Schiden bei nicht-proportionalen Riickversicherungsvertriagen.

Der Erstversicherer erhélt also Schutz vor unvorhergesehenen, hohen Schadensbelastungen.

33Vgl. Helbig (1987), S. 113.
34 Englisch: deductible oder excess.
35Englisch: cover oder layer.
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Gleichzeitig wird das Entgelt, also die Riickversicherungspréimie, nach der individuellen Risi-
kosituation kalkuliert. In diese Primie flieBen neben der Bedarfsprimie auch Verwaltungskos-
ten, Zinsen auf Schadensreserven und Gewinnzuschlige ein. Die auslosenden Faktoren, dass
heifit Ursache und Hohe des Schadens, als auch die Hohe der Leistungspflicht werden vorab
vertraglich auf einen bestimmten Zeitraum festgelegt.

Hinsichtlich der Typen nicht-proportionaler Riickversicherungen unterscheidet man haupt-
séchlich drei Gruppen von Riickversicherungsvertrégen:

e die Schadenexzedenten-Riickversicherung?,
e die Jahresschadenexzedenten-Riickversicherung®’ und
e die Hochstschaden-Riickversicherung.

Erstere lisst sich dabei weiter einerseits in die Einzelschadenexzedenten-3® und anderer-
seits in die Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung3® untergliedern. Die Typen der nicht-
proportionalen Riickversicherung sollen im Folgenden aufgrund ihrer thematischen Relevanz
fiir die vorliegende Arbeit néher erldautert werden.

Der Unterschied besteht zwischen Einzel-, Kumul- und Jahresschadenexzedenten-Riickver-
sicherung rein in der Interpretation der Schadenshohe’. Sie bezieht sich demnach auf einzelne
Schiaden, Kumulschidden oder auf den Gesamtjahresschaden. Fiir den Typ der Jahresschaden-
exzedenten-Riickversicherung ist auch der hier ebenfalls verwendete Begriff der Jahresiiber-
schaden-Riickversicherung verbreitet.

Anwendungsfelder findet die nicht-proportionale Riickversicherung zum Beispiel in Allgemei-
ner und Kraftfahrtzeug-Haftpflichtversicherung, Kasko-, Sturm- oder Industrie-Feuerversiche-
rung. In der Ausgestaltung finden sich sowohl fakultative als auch obligatorische Formen.
Proportionale und nicht-proportionale Arten sind kombinierbar.

Eine konkrete Leistungsverpflichtung seitens des Riickversicherers entsteht erst, wenn im Rah-
men der vereinbarten Policen tatséchliche Schéden eintreten, welche zusétzlich eine vorher
festgelegte Grenze iiberschreiten. Die Hohe der Beteiligung hiangt in diesem Rahmen von der
Hohe der tatséchlichen Schédden ab. Eine Festlegung vorab findet nicht statt.

Die nicht-proportionale Art der Riickversicherung wird unter anderem verwendet, da sie ein-
fach umzusetzen sowie relativ kostengiinstig ist und gleichzeitig dem Riickversicherer erlaubt,
eine spezifische Rate statt eines proportionalen Anteils der Risikoiibernahme festzulegen.

36Die Schadenexzedenten-Riickversicherung wird auch Excess of Loss genannt(Abkiirzung: XL).

3"Die Jahresschadenexzedenten-Riickversicherung wird auch Stop Loss genannt (Abkiirzung: SL).

38Die Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung wird auch Excess of Loss per Risk oder auch Working Excess
of Loss genannt (Abkiirzung: WXL).

39Die Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung wird auch Excess of Loss per Event oder auch Catastrophe
Excess of Loss genannt (Abkiirzung: Cat XL).

10ygl. Schmidt (2002), S. 203.
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1.3.2.1 Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung (Excess of Loss per Risk)

Die Schadenexzedenten-Riickversicherung dient im Schadensfall der Deckung der tatséchli-
chen Schéden eines festgelegten Portfolios, insofern die Schédden oberhalb der Prioritidt des
Erstversicherers liegen. Der Unterschied zwischen Summen- und Schadenexzedenten-Riickver-
sicherung®' besteht dabei darin, dass nicht ein variabler Uberschuss, sondern ein festgeleg-
ter Schadensiiberschuss?? riickversichert wird. Die zugehorige Préamie berechnet sich direkt
aus der riickversicherten Schadensmasse??. Dabei unterscheidet man die Schadenexzedenten-
Riickversicherung grundlegend in die Deckung pro Risiko (Einzelschadenexzedenten-Riickver-
sicherung) und die Deckung pro Ereignis (Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung).

Bei der Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung®* sind alle Schiden aus einer bestimmten
Sparte oder Branche riickversichert. Dabei trigt der Zessiondr an jedem Schaden aus die-
ser Branche den vom Selbstbehalt iibersteigenden Schadensbetrag?®. Der Selbstbehalt wird
dabei vom Erstversicherer festgelegt und auch Erstrisiko bzw. Prioritdt genannt. Die Haf-
tung des Zessionérs ist aber nicht unbegrenzt, sondern auf ein bestimmtes Schadensvolumen
pro Einzelschaden beschrénkt. Diese Deckungsobergrenze wird als Plafond bezeichnet. Die
Haftungsstrecke des Riickversicherers ist somit der Plafond minus die Prioritéit. Die Riick-
versicherungsprémie richtet sich dabei nach dem Schadensvolumen der Haftungsstrecke. Je
hoher der Zedent diese priferiert, desto hoher wird die zu entrichtende Pramie sein. Zusétzlich
besteht seitens des Zessionérs die Moglichkeit die Gesamtschadensforderung im Vertragszeit-
raum zu beschrinken?S.

Aufgabe der Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung ist also die Begrenzung des Scha-
dens auf den Selbstbehalt und damit die Homogenisierung eines Portfolios in Hinsicht der
Schadenshohen. Sie findet vor allem Anwendung, wenn von den einzelnen Risiken aus dem
Portfolio des Zedenten die Gefahr grofier Schadensereignisse ausgeht.

Das folgende Beispiel soll die Wirkungsweise einer Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung
verdeutlichen.

Beispiel 1.3.5 (Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung)

FEin Erstversicherer hdlt ein Portfolio von allgemeinen Haftpflichtversicherungen seiner Pri-
vatkunden. Er wdhlt eine Prioritdt von 1 Million Furo. Der Riickversicherer legt die Deckungs-
obergrenze (Plafond) auf 10 Millionen Euro fest. Fir diesen Riickversicherungsvertrag bezahlt
der Erstversicherer eine Riickversicherungsprimie an den Zessiondr. Fs treten in dem Port-
folio folgende drei Schiden ein: 800 000 Euro, 3 Millionen Euro und 11 Millionen Euro.

Der Schaden von 800 000 Euro liegt unterhalb der Prioritdt und wird allein vom Zedent getra-
gen. Der zweite Schaden von 3 Millionen Euro dagegen iberschreitet die Prioritdt und fihrt

41Englisch: Excess of Loss. Abkiirzung: XL.

42Fs sind alle Schiden oberhalb des Selbstbehaltes bei der Schadenexzedenten-Riickversicherung versichert.

“3Vgl. Schmidt (1991), S. 298.

“Wird im technischen Sprachgebrauch auch ‘Working cover’ oder ‘Working Excess of Loss’ genannt. Abkiir-
zung: ‘WXL’

45Vgl. Grossmann (1990), S. 119.

46Vgl. Gerathewohl (1976), S. 87.



KAPITEL 1. RUCKVERSICHERUNGSTHEORIE 30

zum Eintreten des Riickversicherungsvertrages. In diesem Fall haftet der Erstversicherer mit
der Prioritit von 1 Million FEuro, den tbersteigenden Teil von 2 Millionen Euro tibernimmt
der Zessiondr. Bei dem dritten Schaden von 11 Millionen Euro tritt der Rickversicherungs-
vertrag ebenfalls in Kraft. Da der Schaden selbst den Plafond tbersteigt, haftet der Zessiondr
fiir den Betrag zwischen Plafond und Prioritdt, also fir 9 Millionen Euro. Der restliche Scha-
den von 2 Millionen Furo wird vom Erstversicherer ibernommen. In den meisten Fillen ist
der den Plafond iibersteigende Schaden®™ durch eine weitere Riickversicherung abgedeckt.

FEine Spezialform des Excess of Loss per Risk stellt der Zweitversicherungsvertrag dar. Er
zeichnet sich durch eine vergleichsweise komplexere Bestimmung des Riickversicherungsprei-
ses aus. Bei dieser wird fiir jedes Risiko einzeln entsprechend seines Risikopotentials der Teil
der Originalpréamie einschliefllich des Schwankungszuschlages ermittelt. Zusétzlich fliefit eine
vorher festgesetzte Riickversicherungsprovision in die Berechnung mit ein.

Der Unterschied der Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung zur Summenexzedenten-
Riickversicherung liegt grundlegend darin, dass die Riickversicherung hauptsichlich auf den
konkreten Grofischaden und nicht nur die Moglichkeit eines groflen Schadens, ausgerichtet
ist. Dariiber hinaus findet keine proportionale Beteiligung an der Originalprimie und den
anfallenden Schéden pro Risiko statt. Liegt der Schaden unterhalb der Prioritét, erfolgt keine
Beteiligung an den Schéden. Im anderen Fall wird eine teilweise Beteiligung im Rahmen der
vereinbarten Haftung fallig.

1.3.2.2 Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung (Excess of Loss per Event)

Die Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung versichert im Vergleich zur Einzelschadenex-
zedenten-Riickversicherung die Akkumulation von Schidden in Form von Katastrophen. Sie
soll den Erstversicherer vor der Kumulierung von Schéden schiitzen. Das heift, sie bezieht
ihre Deckung nicht auf ein einzelnes Risiko wie der Excess of Loss per Risk, sondern deckt im
Schadensfall alle mit dem gleichen Schadensereignis verbundenen Schéden einer definierten
Menge von Policen ab. Dabei tritt die Riickversicherung in Kraft, falls die Kumulation der
Schiden aus einem Schadensereignis (Erdbeben, Sturm, Uberschwemmung) den Selbstbehalt
des Zedenten (Prioritét) iibersteigt. Der die Prioritét iibersteigende Betrag wird vom Riick-

versicherer getragen®.

Da die kumulierten Schiden oft katastrophenartige Ausmafle haben und gleichzeitig durch ein
spezifisches Ereignis hervorgerufen werden, ist die Kumulschadenexzendeten-Riickversicherung
auch unter den Begriffen Catastrophe Excess of Loss*® oder Excess of Loss per Event bekannt.

Die Definition des Begriffs Katastrophe®®, also die Festlegung der einzelnen Schadensereignis-

4"In diesem Beispiel ist der {ibersteigende Schaden 1 Million.

“BVgl. Mack (1997), S. 326 bzw. Schwepcke (2001), S. 155.

49 Abkiirzung: Cat-XL.

50Eine Katastrophe bzw. ein Schadensereignis muss eine gemeinsame Ursache besitzen sowie das Bestehen eines
rdumlichen und zeitlichen Zusammenhangs zwischen den Schidden aufweisen. Der zeitliche Zusammenhang
wird durch die konkrete Festlegung der Dauer eines Schadensereignisses in Stunden definiert, daher auch
Stundenklauseln genannt. So zéhlen zu einem Schadensereignis im Allgemeinen bei Sturm alle Schiden, die
innerhalb von 48 Stunden, bei Erdbeben innerhalb von 72 Stunden und bei Flutkatastrophen innerhalb von
168 Stunden entstanden sind.
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se im Rahmen der Vertragsabschliisse, spielt hierbei eine zentrale Rolle. Dies liegt begriindet
in der Tatsache, dass alle durch eine Katastrophe entstandenen Schiden zu ersetzen sind. Die
vorher festgelegte Definition stellt also den Mafistab fiir spéitere Versicherungszahlungen dar.

Generell ist die Prioritdt so hoch zu wéhlen, dass sie von einem Einzelschaden aus der Menge
der Schiden nicht erreicht wird. Zweck hiervon ist, dass die Zahlungsverpflichtung des Riick-
versicherers tatséchlich erst bei Eintreten mehrerer Einzelschiden im Rahmen einer Scha-
densursache erfolgt. Da im Fall von Katastrophenschéden aufgrund der damit verbundenen
geringeren Eintrittswahrscheinlichkeit seitens der Erstversicherer eine grofiere Risikobereit-
schaft besteht, ist die Prioritdt im Fall von Kumulschéiden dariiber hinaus héher als im Fall
von Einzelschéden anzusiedeln.

Ebenso wie bei der Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung wird die Haftung des Zessio-
nérs pro Schadensereignis durch den Plafond beschrankt. Auflerdem besitzt dieser das Mittel
der Haftungsbeschrinkung, wobei die Gesamthaftungssumme innerhalb des Vertragszeitrau-
mes beschrinkt ist®!.

Den Sachverhalt der Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung mit einer beschrankten Ge-
samthaftung seitens des Zessionérs illustriert das folgende Beispiel.

Beispiel 1.3.6 (Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung mit Haftungsbeschrinkung)
FEin Erstversicherer mdchite seine Verpflichtungen gegentiber seinen Kunden bei dem Schadens-
ereignis Erdbeben versichern. Er schlief§t eine Kumulschadenexzedenten- Riickversicherung mait
einer Prioritdat von 1 Million und einem Plafond von 30 Millionen FEuro ab. Weiterhin wurde
eine Haftungsbeschrinkung fiir den Rickversicherer von 40 Millionen und eine Stundenklau-
sel von 72 Stunden vereinbart.

FEin Erdbeben verursacht vier zerstorte Hduser mit einem Wert von je 200 000 FEuro. Es
ist ein Schaden von 800 000 Euro entstanden. Der Gesamtschaden liegt somit unterhalb der
Prioritat. Folglich haftet der Zedent allein fiir diesen Schaden. Finf Tage spdter ereignet
sich ein weiteres Beben, welches aufgrund der Stundenklausel als eigemes Schadensereignis
zu betrachten ist. Bei diesem wurden 175 Hduser zerstort mit einem Gesamtschaden von 35
Millionen Euro. In diesem Fall tibersteigt der Schaden sogar den Plafond. Somit haftet der
Zessiondr fir die komplette Haftungsstrecke von 29 Millionen Furo und der Erstversicherer
fiir den restlichen Schaden von 6 Millionen Euro (Prioritit plus den Plafond iibersteigenden
Betrag). Nach weiteren vier Tagen verursacht das Nachbeben eine Zerstorung von weiteren
100 Hdiusern mit einem Gesamtschaden von 20 Millionen Euro. Der Zedent haftet in diesem
Fall fiir die Prioritat. Der tibersteigende Betrag von 19 Millionen Euro misste vom Zessiondr
tibernommen werden. Der Riickversicherungsvertrag sah aber eine Haftungsbeschrdinkung von
40 Millionen vor. Von diesen sind schon 29 Millionen Euro vom vorangegangenen Beben auf-
gebraucht. Somit haftet der Zessiondr mit 11 Millionen FEuro. Der Zedent trigt dagegen die
restlichen 8 Millionen Furo Schadensforderungen selbst.

Bei Vertrigen mit Haftungsbeschrinkung gibt es die Moglichkeit, die Wiederherstellung der

51Vgl. Dienst (1987), S. 117.
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Originalhaftung des Zessiondrs durch Zahlung einer Prdamie vertraglich festzulegen. Diese Ver-
tragsklausel wird Wiederauffillung oder Reinstatement genannt. Die gezahlte Primie heifit
Wiederauffillungsprdimie.

Wenn in diesem Beispiel der Vertrag die Mdglichkeit von Wiederauffillung vorsieht und die
Zahlung der Wiederauffillungsprdamie erfolgte, dann hdtte der Rickversicherer den gesamten
Betrag, der von der Prioritdt im dritten Erdbeben tiberstiegen wurde, zahlen miissen.

1.3.2.3 Jahresiiberschaden-Riickversicherung (Stop Loss)

Bei der Jahresiiberschaden-Riickversicherung werden alle Schiden innerhalb eines Jahres ei-
ner Branche des Zedenten riickversichert. Dabei haftet der Zessionér fiir den Schadensanteil
am Jahresgesamtschaden, der von der Prioritét iiberstiegen wurde. Somit ist der Jahresscha-
den des Zedenten begrenzt und gibt diesem Vertragstyp auch seinen Namen ‘Stop Loss’2.

Ziel des Stop Loss ist der Schutz gegen Schwankungen des Jahresgesamtschadens. Dabei ist es
egal, ob der Gesamtjahresschaden durch viele kleine oder wenige hohe Einzelschéiden entstan-
den ist?3. Weitergehendes Ziel dieser Vertragsform ist vor allem die Bilanz des Erstversicherers
vor extremen Schadenswirkungen zu schiitzen und somit diese stabil zu halten. Die haufigste
Anwendung ist dabei in der Sturm- und Hagelversicherung zu verzeichnen, ansonsten ist diese
Vertragsform selten vorzufinden.

Bei dem Excess of Loss werden Prioritdt und Plafond vertraglich in absoluten Werten in
Euro oder Dollar angegeben. Grundlage der Riickversicherungsprimie ist der erwartete Scha-
densverlauf. Bei dem Stop Loss werden dagegen zwei prozentuale Werte vertraglich fixiert.
Der erste Wert ist die Prioritéit in Prozent bezogen auf alle Priamien, die der Zedent in der be-
trachteten Versicherungsbranche einnimmt. Der zweite Wert ist die Haftungsstrecke, die sich
aus dem Plafond minus der Prioritét, bezogen auf die eingenommenen Versicherungspriamien
des Erstversicherers, ergibt.

1.3.2.4 Hochstschaden-Riickversicherung

Neben den bereits erwéhnten sowie weiteren aber meist nur wenig variierenden Riickversiche-
rungsarten, lidsst sich als wichtige nicht-proportionale Vertragsart noch die Hochstschaden-
Riickversicherung nennen. Diese wurde von der ‘Schweizer Riick’ entwickelt.

Die Hochstschaden-Riickversicherung ist wie folgt definiert: “This sort of treaty stipulates
that the reinsurer pays a certain number of the largest claims of one year (e.g. the three
largest ones).”*. Dies bedeutet, der Riickversicherer verpflichtet sich, den gréften Schaden
beziehungsweise eine vorher vertraglich festgelegte Anzahl der grofiten Schiden eines Jahres
zu iibernehmen. Die Ubernahme findet dafiir im Prinzip zu 100 Prozent statt.

In der Praxis findet diese, auch unter der Bezeichnung COSIMA®® oder HS-RV bekannte

2Vgl. Schmidt (1991), S. 299. Wiederum kann der Zessionir seine Haftung mit Hilfe des Plafonds beschranken.
53Vgl. Pfeiffer (1986), S. 61.

5Vgl. Straub (1988), S. 68.

5 Couverture des Sinistres Majeurs.
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Vertragsart jedoch wenig Anwendung.

1.4 Retrozession

Riickversicherungsvertrige kénnen auch zwischen zwei Riickversicherern angewendet werden.
Dies wird als Retrozession bezeichnet®®. Dabei versichert ein Zessionir einen Teil der von ihm
iibernommenen Schiiden bei einem anderen Riickversicherer weiter®”. Somit ist Retrozession,

die “Riickversicherung von Riickversicherungen”8.

ZESSION
Forderung Forderung
B Zedent/ — Zessionér/
Kunde R .
— Erstversicherer — Riickversicherer
Deckung Deckung
50 Mio 20 Mio

Retrozessionar/
Riickversicherer

ZO-"»nuENQORHEHER

Abbildung 1.6: Zusammenhang zwischen Zedent und Zessionér.

Retrozession kann dabei in zwei Arten unterschieden werden, zum einen in die Weiterriick-
versicherung, auch Retrozession im eigentlichen Sinn, und zum anderen in die Retrozession

im engeren Sinn®.

Bei “der Weiterriickversicherung werden Teile der vom Riickversicherer iibernommenen Haf-
tungen grundsitzlich zu Orginalbedingungen und proportional an die Retrozessionsire®
tergeben”!. Es handelt sich somit um die Weitergabe von Risiken aus einem Riickversiche-
rungsvertrag, der riickversichert wird. Dagegen wird bei der Retrozession im engeren Sinne
das Riickversicherungsportfolio des Retrozedenten versichert. Bei beiden Arten iibt der Re-

wei-

56Vgl. Schmidt (2002), S. 205.

57Vgl. Gerathewohl (1976), S. 52.

58Vgl. Mainardi (1925), S. 7.

%Vgl. Gerathewohl (1979), S. 674 f.

50FEin Retrozessionir ist ein Riickversicherer, der Teile des Risikos von einem anderen Riickversicherer iiber-
nimmt. Der Riickversicherer, der Teile seines Risikos abgibt, wird Retrozedent genannt. Der Retrozessionér
wiederum kann gleichzeitig auch ein Retrozedent sein, wenn er Teile des tibernommenen Risikos an einen
weiteren Riickversicherer transferiert.

51Vgl. Gerathewohl (1979) , S. 674.
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trozedent die passive®? und der Retrozessionir die aktive5? Retrozession aus®?.

Grundlegendes Ziel einer Retrozession ist dabei die Beschrinkung und Streuung der Risiken
des Retrozedenten. Die Abbildung 1.6 stellt die Aufteilung eines Schadens von 50 Millionen
Euro zwischen einem Zedenten und mehreren Zessionéiren exemplarisch dar.

1.5 Zusammenfassung und Uberblick

Nach der Definition des Begriffes der Riickversicherung wurden sowohl deren Formen als auch
Arten der Riickversicherung im Rahmen des Kapitels néher beleuchtet. Die Formen der Riick-
versicherung treffen dabei Aussagen iiber die Ausgestaltung von Vertréigen, die Arten treffen
Aussagen iiber die Methoden der Risikodeckung.

Als typische Formen lieen sich die fakultative, obligatorische und semiobligatorische Riickver-
sicherung benennen. Fakultative Vertrige besagen, dass die Risikoabgabe durch den Erstver-
sicherer beziehungsweise die Risikoiibernahme durch den Riickversicherer freiwillig geschieht.
Obligatorische Vertréige verpflichten zur Risikoabgabe beziehungsweise Risikoiibernahme. Se-
miobligatorische Vertrige deuten auf eine Vermischung von obligatorischer und fakultativer
Form hin. Jeweils eine der Parteien stellt das fakultative, die andere das obligatorische Ele-
ment des Vertrages dar.

Bei der Betrachtung der Methoden der Risikodeckung und damit der Versicherungsarten konn-
ten zwei wesentliche Arten unterschieden werden: Die proportionale und die nicht-proportiona-
le Riickversicherung. Diese unterscheidet sich darin, in welchem Verhéltnis Schiden und Pré-
mien zwischen Erst- und Riickversicherer aufgeteilt werden. Dabei findet bei der proportio-
nalen Riickversicherung eine Aufteilung in gleichem und bereits festem Verhéltnis, bei der
nicht-proportionalen Riickversicherung in ungleichem Verhéltnis statt.

Bei der proportionalen Riickversicherung lassen sich zwei Typen, die Quoten- und die Summen-
exzedenten-Riickversicherung, benennen. Als Mischformen aus beiden Arten sei nur am Rande
die Quotenexzedenten-Riickversicherung erwahnt. Sie lidsst sich weiter entsprechend ihrer An-
wendungsreihenfolge in die Unterarten Summenexzendent mit Vorwegquote und Quote mit
Vorwegexzedent unterscheiden.

Bei der nicht-proportionalen Riickversicherung findet im Vergleich zur proportionalen Riick-
versicherung eine reine Orientierung an der Hohe des Schadens statt. Die einzelnen Risiken
und die damit verbundenen Prdmien finden keine Beachtung.

Verschiedene Grenzen werden im Rahmen von nicht-proportionalen Vertridgen definiert. Zu
diesen gehort die Prioritédt, die die Hohe des Selbstbehaltes des Erstversicherers bezeichnet
und der Plafond, die Deckungsobergrenze, bis zu der ein Riickversicherer einen Schaden iiber-

52 Als passive Retrozession wird der Kauf einer Riickversicherung durch einen Zessionir bezeichnet.

63 Als aktive Retrozession wird die Bereitstellung von Versicherungsschutz fiir einen Riickversicherer durch
einen Zessiondr bezeichnet.

54Vgl. Liebwein (2000), S. 292.

55Der zweite Zessionir, der den ersten Zessionér riickversichert, wird auch Retrozessiondr genannt.
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nimmt. Aus beiden bestimmt sich die Haftung, auch Layer genannt. Sie bezeichnet die Summe,
die ein Riickversicherer maximal im Schadensfall zu zahlen hat.

Innerhalb der nicht-proportionalen Riickversicherung lassen sich folgende Arten unterschei-
den: die Schadenexzedenten-Riickversicherung, welche sich in Excess of Loss per Risk, dass
heifit Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung und Excess of Loss per Event, dass heifit
Kumulschadenexzentenden-Riickversicherung untergliedert, des Weiteren die Jahresiiberscha-
den-Riickversicherung, dass heifit der Stop Loss Vertrag und als letztes die Héchstschaden-
Riickversicherung.

Riickversicherung
Z
[ea}
5 Obligatorische Fakultative
o Riickversicherung Riickversicherung
P~
.
Proportionale Nichtproportionale
Riickversicherung Riickversicherung
' , }
: [ i 1 1
Z, ummen- Quoten- -
23) Quoten RV exzedenten exzedenten Einzel- Kumul- Jahres- Hochst-
= RV RV schaden- schaden- .
I iiberschaden schaden
< exzedenten exzedenten RV RV
S—— RV RV
Summen-
Quoten-RV
. exzedenten-
mit Vorweg- .
RV mit
exzedenten
Vorwegquote

Abbildung 1.7: Ubersicht iiber die Riickversicherungsvertragsarten.

Alle Arten besitzen eine dhnliche versicherungstechnische Wirkung. Der Unterschied ist eher
in der Interpretation der Schadenshdhe zu sehen. Sie bezieht sich auf einzelne Schiden, ku-
mulierte Schiaden oder auf einen Gesamtschaden.

Ahnlichkeiten herrschen dabei vor allem seitens des Zwecks zwischen Summenexzendenten-
und Schadenexzedenten-Riickversicherung. Dieser ist beim Erstversicherer besonders im letzt-
endlichen Ausgleich der Schadenslast, dass heifit der Homogenisierung des Schadensverlaufs,
iiber den gesamten Bestand zu sehen.

Wie auch proportionale Vertrige kénnen nicht-proportionale Vertriage auf die Dauer von ei-
nem Jahr abgeschlossen werden. Bei hoherer oder unbestimmter Dauer wird zusétzlich meist
eine Kiindigungsmoglichkeit am Ende des Deckungsjahres eingebaut.
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Vor allem in der Inkonsistenz der Vertragsbeziehungen und in der zum Teil schwereren Lo-
sungsfindung aufgrund abweichender Interessenlagen der Vertragspartner unterscheidet sich
die nicht-proportionale von der proportionalen Riickversicherung.

Dies ist begriindet in der Tatsache, dass nicht-proportionale Riickversicherungsvertriage zwar
einerseits fiir den Erstversicherer eine sehr gute Moglichkeit sind, die Netto-Schadenshthe vor
auBlergewohnlichen und weit iiber dem normalen Maf liegenden Schadensursachen zu schiit-
zen, andererseits der Riickversicherer aber diese extremen Ausmafle zu tragen und sich damit
einer starken Belastung auszusetzen hat.

Sowohl proportionale als auch nicht-proportionale Vertragsarten kénnen in fakultativer oder
obligatorischer Form eingegangen werden. Zahlreiche Sonderformen und Ergédnzungen exis-
tieren, sollen aber aufgrund der geringeren Relevanz innerhalb der vorliegenden Thematik
keine Beachtung finden. Ein Anspruch auf Vollstdndigkeit liegt nicht vor. Die behandelten
Vertragsarten im Uberblick stellt Abbildung 1.7 dar.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit findet ausschlieBlich die nicht-proportionale Riickversiche-
rung Anwendung. Zuvor gibt das folgende Kapitel einen Einblick in die Entscheidungstheorie.



Kapitel 2

Entscheidungstheorie

2.1 Einfiihrung in die Grundlagen der Entscheidungstheorie

Das vorliegende Kapitel soll einen kurzen Abriss iiber die bedeutendsten Anséitze und Mo-
delle der Entscheidungstheorie geben. Dies ist zweckdienlich, da im Rahmen des entwickelten
Ansatzes rationales beziehungsweise intendiert rationales Entscheidungsverhalten von Erst-
beziehungsweise Riickversicherern Grundlage der Untersuchung ist.

Die Entscheidungstheorie lésst sich dabei in folgende zwei Bereiche! unterteilen:
e priiskriptive Entscheidungstheorie? und
e deskriptive Entscheidungstheorie.

“Im Mittelpunkt der préaskriptiven Entscheidungstheorie steht die Entscheidungslogik; es wird
nach Regeln zur Bewertung von Aktionsresultaten gesucht, die dem Postulat rationalen Ver-
haltens entsprechen. Die préskriptive Entscheidungstheorie ist somit im Wesentlichen eine
Rationalititsanalyse, sie kann als Erklirung des Rationalverhaltens aufgefasst werden.”. Zu
diesem Zweck stellt sie Verfahren zur Fillung rationaler und praktikabler Entscheidungen be-
reit und geht der Frage nach, wie Entscheidungen unter gegebenen Bedingungen zu fillen sind.

Die deskriptive Entscheidungstheorie hingegen untersucht Entscheidungsverhalten in der Rea-
litdt und ermittelt hierbei empirisch, wie Entscheidungen in der Wirklichkeit getroffen werden
und aus welchem Grund diese in der vorgefundenen Weise zustande gekommen sind. Ziel dabei
ist die Herleitung eines unbekannten Explanans, das heifit eines zu erkldrenden Sachverhaltes,
aus einem bekannten Explanandum, welches aus einer Menge von Aussagen besteht?.

“Ziel der deskriptiven Entscheidungstheorie ist es, empirisch gehaltvolle Hypothesen iiber das
Verhalten von Individium und (Personen-)Gruppen im Entscheidungsprozess zu formulieren,

'Vgl. Saliger (1998), S. 1.

Die priskriptive Theorie wird auch als normative Entscheidungstheorie bezeichnet. Vgl. Laux (2003), S. 2
bzw. Bamberg, Trost (1996), S. 642 ff.

3Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 3.

“Vgl. Rommelfanger, Eickemeier (2002), S. 3 bzw. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 4 f.

37
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mit deren Hilfe bei Kenntnis der jeweiligen Ausgangssituation Entscheidungen prognostiziert

werden kénnen”.

2.2 Grundmodell der Entscheidungstheorie

Hinsichtlich der verschiedenen Verwendungsmoglichkeiten lassen sich Modelle in der Betriebs-
wirtschaftslehre in Beschreibungs-, Erklarungs- und Entscheidungsmodelle unterscheiden®.
Die Erstellung eines Entscheidungsmodells ist dabei im Rahmen betriebswirtschaftlicher Un-
tersuchungen von grofiem Interesse. Aufgrund der Tatsache, dass es sich im vorliegenden Fall
um die Analyse von Entscheidungsverhalten handelt, soll der Bereich der Entscheidungsmo-
delle im Weiteren ndher beleuchtet werden.

Ein Entscheidungsmodell besteht dabei grundlegend aus einem Entscheidungsfeld und dem
Zielsystem. Das Entscheidungsfeld umfasst erstens den Aktionsraum, dass heifit die Menge
der moglichen Handlungsalternativen, zweitens den Zustandsraum, dass heifit die Menge der
moglichen Umweltzustdnde und drittens eine Ergebnisfunktion. Die Ergebnisfunktion ordnet
jeder Kombination von Aktion und Zustand einen Wert zu’.

Hinsichtlich des Zustandsraumes und hierbei insbesondere des Informationsstandes des Ent-
scheidungstrigers iiber den wahren Umweltzustand lassen sich als Zusténde dabei die Ent-
scheidung unter Sicherheit und die Entscheidung unter Unsicherheit unterscheiden. Letztere
lésst sich weiter in Entscheidungen unter Risiko und Entscheidungen unter Ungewissheit glie-
dern®. Diese Zusténde sollen im Weiteren niher erliutert werden.

2.3 Entscheidung unter Sicherheit

Von einer Entscheidung unter Sicherheit spricht man, wenn sémtliche eintretenden Umwelt-
situationen bekannt sind. Das heift, es liegt vollkommene Information iiber die Ergebnisse
vor?. Da dies in der Wirklichkeit sehr selten der Fall ist, findet dieser Ansatz verstirkt bei der
Formulierung stark schematisierter Modelle, meist deterministischer'® Entscheidungsmodelle
Anwendung.

2.4 Entscheidung unter Unsicherheit

Im Fall von Entscheidungen unter Unsicherheit ist von einer unvollkommenen Informations-
situation auszugehen. Nur ein Teil, etwa die Umweltsituationen u;, ¢ = 1, ..., NV sind bekannt.
Entscheidungen unter Unsicherheit lassen sich in Entscheidungen unter Risiko und in Ent-
scheidungen unter Ungewissheit unterscheiden.

®Vgl. Laux (2003).

5Vgl. Jung (2006), S. 41.

"Vgl. Rommelfanger, Eickemeier (2002), S. 12 f.

8Vgl. Scholl (2001) , S. 43.

9Vgl. Jung (2006), S. 186.

ODeterministische Ansétze gehen von nur einem méglichen Zustand aus, dem ein eindeutiger Ergebniswert
zugeordnet ist. Lediglich die Angabe der Priferenzvorstellungen des Entscheiders bzgl. des Ergebnisses wird
benétigt. Vgl. Rommelfanger, Eickemeier (2002), S. 28.
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2.4.1 Entscheidung unter Risiko

Charakteristisch fiir Entscheidungen unter Risiko ist, dass zu den mdoglichen Umweltsituatio-
nen u; auch die Eintrittswahrscheinlichkeiten P; bekannt sind. Es gilt P; > 0 fiir alle i und

Zi]il P =1t

Es handelt sich hierbei um ein stochastisches Entscheidungsmodell, wobei die Eintrittswahr-
scheinlichkeiten meist aus historischen Daten geschétzt werden. Auch Erstversicherer kennen
ihre moglichen Umweltzustéinde, die Schadenshéhen, die eintreten kénnen und deren Ein-
trittswahrscheinlichkeiten, die sie aus historischen Schadensforderungen geschiitzt haben!?2.

Wenn eine Handlungsalternative immer zu dem besten Ergebnis unter allen Handlungsal-
ternativen fiihrt, ist die Bestimmung der optimalen Handlungsalternative unproblematisch.
Meist ist so eine Situation aber nicht vorzufinden. Entscheidungsregeln wigen die Ergebnisse
von Handlungsalternativen unter Verwendung ihrer Eintrittswahrscheinlichkeiten gegeneinan-
der ab'. Diese Entscheidungsregeln koénnen die Risikoeinstellung von Entscheidern abbilden.

2.4.1.1 Risikoeinstellungen und Priferenzfunktional

Entscheider konnen anhand ihrer Risikoeinstellung in drei Gruppen eingeteilt werden. Sie sind
entweder risikoavers, risikoneutral oder riskofreudig!.

Definition 2.4.1
Ein Entscheider ist risikoavers, wenn er jeder Aktion, die zu dem Ergebnis Y # E(Y') fihrt,
jede Aktion, die zu dem Ergebnis X = E(Y) = E(X) fiihrt, vorzieht'>.

Ein Entscheider ist risikofreudig, wenn er jeder Aktion, die zu dem Ergebnis X = E(Y) =
E(X) fiihrt, jede Aktion, die zu dem Ergebnis Y # E(Y) fiihrt, vorzieht'S.

Ein Entscheider ist risikoneutral, wenn er zwischen jeder Aktion, die zu dem Ergebnis Y #

E(Y) fiihrt und der Aktion, die zu dem Ergebnis X = E(Y) = E(X) fiihrt, indifferent ist'".

Um Entscheidungsverhalten, wie zum Beispiel bei der Wahl von Versicherungsvertriagen, zu
erklédren, ist es sinnvoll nicht nur die versicherungsstatistische Datenlage fiir die Bestimmung
von Eintrittswahrscheinlichkeiten von Entscheidungen zu beriicksichtigen, sondern auch die
Risikoeinstellung der Entscheidungstréger und daraus resultierend deren subjektive Nutzen-
bewertung der moéglichen Ergebnisse einzubeziehen. Der sich daraus ergebende Nutzenerwar-

tungswert wie er von Bernoulli begriindet und von Neumann und Morgenstern in Axiomen'®

1vgl. Jung (2006), S. 189.

12y/gl. Farny et al.(1988), S. 712. Es wird u. a. unterschieden zwischen der “Schitzung der Schadensverteilung
aufgrund der im Portfolio beobachteten Schadenserfahrung” und “Schétzung der Schadensverteilung aufgrund
der Schadenserfahrung anderer Portfolios”.

13ygl. Laux (2003), S. 145.

14vgl. Eisenfithr, Weber (1999), S. 225.

5Dass heifit, der Entscheider zieht in jeder Situation die sichere Aktion der unsicheren Aktion vor. Vgl. Wilhelm
(2008).

%Dass heifit, der Entscheider zieht in jeder Situation die unsichere Aktion der sicheren Aktion vor.

"Dass heiBt, der Entscheider kann sich zwischen der sicheren Aktion und der unsicheren Aktion nicht ent-
scheiden.

18Vgl. Wiese (2002), S. 34 ff. bzw. die Originalquelle vgl. Neumann, Morgenstern (1947).
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festgehalten wurde, ist heute als Bernoulli-Prinzip bekannt.

Seien X7 und X, die Ergebnisse aus der Aktion 1 bzw. aus der Aktion 2. Dabei stellen
X1 und Xo Zufallsvariablen dar. Dann besagt das Bernoulli-Prinzip: 1 > 2 genau dann, wenn
E(u(X1)) > BE(u(X3))', wobei E der Erwartungswert und u eine Nutzenfunktion®® ist. Somit
zieht der Entscheider die Aktion 1 immer der Aktion 2 vor, genau dann, wenn der erwartete
Nutzen der Aktion 1 grofler als der von Aktion 2 ist.

Bei Kenntnis der moglichen Aktionen lisst sich somit zu jeder Handlungsoption der Nutzen-
erwartungswert bestimmen. Da der erwartete Nutzen in Form einer reellen Zahl ausgedriickt
wird, werden Handlungsoptionen somit vergleichbar und die Ermittlung optimaler Handlungs-
alternativen moglich. Es lésst sich ein Verhiltnis der Nutzenerwartungen ermitteln.

Risikoeinstellungen sind Grundlage fiir die Bewertungsentscheidung von Handlungsalternati-
ven a € A. Dabei ist A der Aktionenraum. Die Bewertung einer Alternative a kann formal
durch die Abbildung ® : A — R mit a — ®(a) dargestellt werden. Die Abbildung ® wird
dabei Priferenzfunktional genannt. Eine Alternative a ist besser als eine Alternative b, genau
dann, wenn ®(a) > ®(b). Ziel ist es, die optimale Alternative a* € A durch die Maximierung
des Priferenzfunktionals
P(a*) = r;lgi(@(a)
zu finden. Im Fall des Bernoulli-Prinzips ist ®(a) = E(u(X,))?!.

Durch die Bewertung der Alternativen mittels eines Priferenzfunktionals wird eine Préiferenz-
relation = zwischen den Alternativen des Aktionenraumes induziert. Dabei kénnen folgende
Forderungen an das Bernoulli-Prinzip fiir eine Priferenzrelation abgeleitet werden??:

e Ordinales Prinzip??: Es gilt das ordinale Prinzip, wenn eine Priferenzrelation > zum
einen transitiv und zum anderen vollsténdig ist.

— Eine Priferenzrelation = heifit transitiv, wenn fiir je drei Zufallsvariablen XY, Z
gilt: X =Y und Y = Z = X = 7?4,

— FKine Préferenzrelation > heifit vollstdndig, wenn fiir je zwei Zufallsvariablen gilt:

X =Y oder Y = X2,

e Stetigkeitsaxiom: Es seien x,y,z Ergebnisse mit der Beziehung y < = < z. Dann
existiert ein p € (0,1), so dass x gleichwertig ist zu pz + (1 — p)y. In Zeichen: = ~

19y gl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 85.

20Bzgl. der Anforderungen der Nutzenfunktion vgl. Bamberg , Coenenberg (2006), S. 85. Die Nutzenfunktion
des Bernoulli-Prinzips ist auch unter dem Namen Utility-Funktion, Expected Utility Hypothesis, Bernoulli-
Funktion, Bernoulli-Nutzen, von Neumann-Morgenstern-Nutzen bzw. Risikopréferenzfunktion bekannt.

21Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S.86.

22Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 100 f.

23Gilt fiir eine Relation das ordinale Prinzip, wird diese auch als vollsténdige Praordnung oder als Quasiordnung
bezeichnet.

24Die Eigenschaft der Transitivitit gewshrleistet die Vergleichbarkeit zwischen einzelnen Préferenzrelationen.
Wenn X der Zufallsvariablen Y und Y der Zufallsvariable Z vorgezogen wird, dann wird auch X der Zu-
fallsvariable Z vorgezogen.

2°Die Eigenschaft der Vollstindigkeit gewihrleistet somit die Vergleichbarkeit von je zwei Zufallsvariablen.
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pz + (1= p)y*.

e Substitutionsaxiom: Sei Z eine Zufallsvariable und p € (0,1) beliebig, dann gilt
X =Y, genau dann, wenn XpZ = YpZ?.

2.4.1.2 Entscheidungsregeln

Neben dem Bernoulli-Prinzip existieren zahlreiche weitere Entscheidungsregeln. Auf einige
der bedeutendsten soll in diesem Abschnitt ndher eingegangen werden.

Bayes-Kriterium

Eine im Vergleich zum Bernoulli-Prinzip historisch weiter zuriickliegende Entscheidungsre-
gel ist das Bayes-Kriterium. Grundlage des Bayes-Kriteriums ist der Erwartungswert einer
Zufallsvariable X. Aus diesem Grund wird das Bayes-Kriterium auch Erwartungswert- bezie-
hungsweise u-Kriterium genannt?®. Das Kriterium benutzt das Priferenzfunktional

Bp(X) == E(X).

Dass heifit Grundlage des Bayes-Kriteriums ist allein die erwartete Auspragung von X. Dieser
Ansatz wird von risikoneutralen Entscheidungstrigern verwendet?.

CVaR-Prinzip

Grundlage des CVaR-Prinzips®? ist der Conditional Value at Risk®'. Dieser berechnet den
unteren bedingten Erwartungswert der a - 100 % schlechtesten Ausprigungen von X. Es gilt

CVaRa(X) = E(X|X < 1) = é/ " dFy(2)®

—00

26Das Stetigkeitsaxiom besagt, dass ein p existiert, so dass ein Entscheider zwischen dem sicheren Ereignis x
und einer Lotterie mit den Ergebnissen y und z indifferent ist. Das Stetigkeitsaxiom ist in der Realitit meist
erfiillt, es konnen jedoch Situationen konstruiert werden, in denen es verletzt ist. Vgl. dazu Marschak (1950).

2"Das Substitutionsaxiom wird auch als Unabhingigkeitsaxiom bezeichnet. Vgl. Koster (2006), S. 48.

28Das Bayes-Kriterium ist benannt nach dem englischen Mathematiker Thomas Bayes (1702 - 1761). Die Be-
zeichnung Bayes- bzw. Erwartungswertkriterium wird verwendet, wenn die Benutzung des Erwartungswertes
unterstrichen werden soll. Der Begriff y-Kriterium findet Anwendung, wenn man das Kriterium im Vergleich
zu anderen verteilungsparameterabhéngigen Entscheidungskriterien betrachtet. Vgl. Bamberg, Coenenberg
(2006), S. 103.

29V gl. Klein, Scholl (2004), S. 386 bzw. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 103.

3%Der Begriff Entscheidungsprinzip wird verwendet, wenn die Entscheidungsregel individuell wihlbare Para-
meter enthélt, diese aber noch nicht festgelegt sind. Erst nach Festlegung der Parameter spricht man von
einer Entscheidungsregel. Das Bayes-Kriterium hat keine frei wiahlbaren Parameter, ist also eine Entschei-
dungsregel. Der Begriff ‘Kriterium’ ist der Oberbegriff fiir Entscheidungsregeln und -prinzipien. Vgl. Laux
(2003), S.28.

31Der Conditional Value at Risk ist auch als Expected Shortfall, Mean Excess oder Tail Conditional Expectation
bekannt.

32Fine alternative Darstellung ist CVaRa(X) = E(X|X < —VaRa(X)). Dabei ist VaRa(X) der Value at
Risk. Sei Fix' die inverse Verteilungsfunktion von X, dann gilt VaRa(X) = —z4 = —Fx'(a). Der VaR
selbst kann auch als Entscheidungsprinzip genutzt werden, bietet jedoch in Bezug auf die Risikomessung
einige Nachteile. Vgl. diesbzgl. Hanisch (2006), S. 24 fl. Vgl. in Bezug auf allgemeine Schadensverteilungen
Rockafellar, Uryasev (2002).
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mit a € (0,1). z, sei das a-Quantil von X33, Das Priferenzfunktional des CVaR-Prinzips
lautet somit
O, (X):=CVaR,(X)

und ist fiir risikoaverse Entscheider geeignet34. Der Conditional Value at Risk nihert sich fiir
a — 1 dem Erwartungswert und somit dem Bayes-Kriterium an. Fiir o — 0 dagegen werden
immer groflere Bereiche der Verteilung von X vernachléssigt. Somit wird ein Entscheider mit
geringer Risikoaversion ein o von fast eins und ein Entscheider mit hoher Risikoaversion ein
« von fast null préferieren.

Der CVaR betrachtet nicht alle Teile einer Verteilung. Es ist daher sinnvoll, nicht nur ein Risi-
komaf} wie den CVaR, sondern auch ein Wertmaf wie zum Beispiel den Erwartungswert in die
Betrachtung eines Entscheiders einzubeziehen. Entscheidungskriterien, die sich aus mehreren
Entscheidungsprinzipien bzw. -regeln zusammensetzen, nennt man hybride Entscheidungs-
prinzipien bzw. -regeln.

Hybride Entscheidungsprinzipien

Das historisch gesehen élteste hybride Entscheidungsmodell ist die Kombination aus dem
Erwartungswert und der Varianz, das so genannte p-o-Prinzip:

D.(X) = B(X) — gvar(X)35

mit dem Risikoparameter ¢ € R. Dieser ist individuell festzulegen und korrigiert die erwartete
Ausprigung der Zufallsgrofie X um das mit der Grée X verbundene Risiko®. Dabei bildet
das p-o-Prinzip fiir € > 0 einen risikofreudigen, fiir € < 0 einen risikoaversen und fiir ¢ = 0
einen risikoneutralen Entscheider ab. In diesem Fall ist das Entscheidungsprinzip identisch mit
dem Bayes-Kriterium. Da die Varianz die Anforderungen eines kohirenten RisikomaBes®” im
Sinne der Risikomessung®® nicht erfiillt, wurden hybride Priiferenzfunktionale auf der Grund-
lage des Erwartungswertes®? und des CVaR*? entwickelt.

Im Folgenden werden vier hybride Entscheidungsprinzipien auf der Grundlage des Erwar-
tungswertes und des CVaR vorgestellt. Das erste Prinzip stellt eine Analogie zum p-o-Prinzip

33Im Folgenden sei das a-Quantil von X eindeutig bestimmt.

34Vgl. Jammernegg, Kischka (2005), S. 215 f.

35Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 108.

36ygl. Miiller, Stoyan (2002), S. 274.

3TVgl. Artner et al. (1999), S. 209 f. bzw. Délker (2006), S. 100 ff.

3¥Man unterscheidet bei der Verwendung von Préferenzfunktionalen in den Bereich Préferenzmessung und
Risikomessung. Bei der Préferenzmessung steht die Optimierung des Préferenzfunktionals zur Bestimmung
einer optimalen Handlungsalternative im Vordergrund. Das Priferenzfunktional wird also als Entscheidungs-
prinzip verwendet. In der Risikomessung dagegen steht das Préferenzfunktional zur Bestimmung des zu
hinterlegenden Eigenkapitals im Sinne von Basel II und Solvency II im Vordergrund. Vgl. bzgl. Basel II
BaFin (2008a), bzgl. Solvency II BaFin (2008b).

39Der negative Erwartungswert ist ein kohirentes RisikomaB. Vgl. Hanisch (2006), S. 77 f.

“ODer negative CVaR ist ein kohirentes Risikoma. Vgl. Nguyen (2008), S. 210. bzw. Hanisch (2006), S. 79
ff. Bei Hanisch ist der CVaR mit anderem Vorzeichen definiert, somit ist bei ihm der CVaR ein kohérentes
Risikomas.
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dar. Bei diesem wird der CVaR durch einen Risikoparameter € beeinflusst. Im Folgenden wird
dieses Prinzip als y-C'VaR-Prinzip (1) bezeichnet und besitzt das Préferenzfunktional

®,.(X) = E(X) +eCVaRy(X)

mit « € (0,1) und € € R. Dieses Préferenzfunktional spiegelt somit fiir ¢ > 0 einen risikoaver-
sen, fiir € < 0 einen risikofreudigen und fiir ¢ = 0 einen risikoneutralen Entscheider wider!.
Im letzten Fall ist das p-C'VaR-Prinzip (1) mit dem Bayes-Kriterium identisch.

Das zweite hybride Entscheidungsprinzip auf der Basis des CVaR ist aufgrund der Tatsache,
dass eine Konvexkombination von kohérenten Risikomaflen wieder ein kohérentes Risikomafl
darstellt*?, fiir die Risikomessung entwickelt worden. Es wird im Folgenden u-CV aR-Prinzip
(2) genannt. Das zugehorige Priferenzfunktional lautet

D, . (X) = (1—-£K)E(X)+ kCVaR.(X)

mit & € (0,1) und & € [0, 1]. Das negative Préferenzfunktional ist dabei ein kohéirentes Risiko-
maB?3 und ist aufgrund der Beschrinkung von x auf das Einheitsintervall nur fiir risikoaverse
und neutrale Entscheider geeignet. Es entspricht dem Bayes-Kriterium im Fall x = 0 und dem
CVaR-Prinzip fir k = 1.

Um auch Risikofreude abbilden zu kénnen, wurde das u-CVaR-Prinzip (2) verallgemeinert.
Grundlage des verallgemeinerten Entscheidungsprinzips ist eine Konvexkombination des obe-
ren und unteren bedingten Erwartungswertes. Dieses verallgemeinerte Prinzip wird im Fol-
genden p-C'VaR-Prinzip (3) genannt. Das zugehorige Priferenzfunktional lautet

Do (X) = AE(X|X < 20) + (1 = NE(X|X > z4)" (2.1)

mit z, dem a-Quantil, @ € (0,1) und A € [0,1]. Durch geeignete Umformung werden die
Wert- und Risikokomponente®® des Priferenzfunktionals sichtbar und fithren zur Gestalt des
u-CVaR-Prinzips (3)

1—A A—a

l—« —«

E(X|X < z,). (2.2)

Ebenso ist eine Darstellung dieses Prinzips mit dem oberen bedingten Erwartungswert mog-
lich. Diese lautet

B () = 2B + (1= 3 ) BXIX 2 20)®, (23)

Aus der Formel (2.1) sieht man deutlich, dass fiir A > « der untere bedingte Erwartungswert
iibergewichtet und der obere bedingte Erwartungswert untergewichtet wird. Somit erhalten
die kleinen Ausprigungen von X einen hoheren Einfluss (Risikoaversion). Dagegen besitzen

“1Vgl. Jammernegg, Kischka (2005), S. 2 bzw. Kischka (2005), S. 147 fF.

42Vgl. Acerbi (2002), S. 1507 bzw. Fischer (2003).

43Vgl. Hanisch (2006), S. 130.

44Vgl. Jammernegg, Kischka (2005), S. 6 f.

“Der Erwartungswert stellt dabei die Wert- und der CVaR die Risikokomponente dar.
45Die entsprechenden Umformungen befinden sich im Anhang A S. 166.
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fiir A < «a die besten Auspriagungen von X eine erhdhte Relevanz und stellen somit Risiko-
freude dar. Aus den Formeln (2.2) und (2.3) ist zusehen, dass fiir A\ = a beide Darstellungen
des Priferenzfunktionals auf den Erwartungswert zusammenfallen und somit Risikoneutrali-
tiat ausdriicken. Als Spezialfall ist das CVaR-Prinzip fiir A = 1 (ersichtlich aus Formel (2.2))
im p-C'VaR-Prinzip (3) enthalten.

Das vierte Prinzip auf Basis des CVaR stellt eine Analogie zum u-CVaR-Prinzip (3) dar
und wird im Folgenden mit p-CVaR-Prinzip (4)bezeichnet. Grundlage diesen Prinzips ist
eine entgegengesetzte Gewichtung von oberem und unterem bedingten Erwartungswert. Es
lautet

Bp5(X) = (1 - O)E(X|X < z1_5) + 6E(X|X > z1_p). (2.4)

Dabei ist z1_5 das (1 — #)-Quantil der Zufallsgrée X, 8 € (0,1) und ¢ € [0,1]. Analog zu dem
pu-CVaR-Prinzip (3) sind folgende dquivalente Darstellungen dieses Prinzips moglich

B(X) = {5 B(XY) + L2 E(XIX 2 a19) (25)
bzw.
035(X) = SE00 + (1= 5 ) BXIX < 1) (26)

Fiir 6 < 8 (ersichtlich aus Darstellung (2.4)) wird der untere bedingte Erwartungswert iiber-
gewichtet und der obere bedingte Erwartungswert untergewichtet und spiegelt somit Risiko-
aversion wider. Fiir § > ( dagegen gewichtet das Priferenzfunktional den oberen bedingten
Erwartungswert iiber und gleichzeitig den unteren bedingten Erwartungswert unter. Dies
stellt Risikofreude dar. Im Fall identischer Risikoparameter fillt das Priferenzfunktional auf
das Bayes-Kriterium zusammen (ersichtlich aus Darstellung (2.5) und (2.6))*°. Das CVaR-
Prinzip ist ebenfalls als Spezialfall im Préferenzfunktional ®55(X) fir 6 =0und a =1 -4
(ersichtlich aus Darstellung (2.6)) enthalten.

Abschliefend sei erwdhnt, dass die beiden letztgenannten Préferenzfunktionale fiir die Ri-
sikoeinstellungen Risikoaversion und -neutralitit, kohirente RisikomaBe®® fiir die Risikomes-
sung darstellen. Genauer gesagt, sind die negativen Priferenzfunktionale kohérente Risiko-
mafe. Dabei ist

o r(X) = 1 (<B(X)) 4 5

(—E(X|X < 24))™

“Tm Anhang A S. 166 befindet sich der formale Beweis zur Risikoeinstellung des Priferenzfunktionals @, » (X).

“8Die entsprechenden Umformungen befinden sich im Anhang A S. 168.

“*Im Anhang A S. 169 befindet sich der formale Beweis zur Risikoeinstellung des Priiferenzfunktionals ®4 5(X).

%0Vgl. zu kohirenten RisikomaBen Artzner et al. (1997), S. 69 f. bzw. (1999) S. 203 f. sowie Albrecht (2003),
S.11 ff. Im Allgemeinen bezieht sich die Thematik der kohdrenten Risikomafle auf eine Gewinnvariable. Bzgl.
kohérenter Risikomafie unter Verwendung von Verlustvariablen vgl. Délker (2006), S. 100 ff., Panjer (2001),
S. 2 f. sowie Koryciorz (2004), S. 41 ff. Bzgl. Kritik an den kohérenten RisikomaBen vgl. Goovaerts et al.
(2003), S. 44 ff. bzw. Barbosa, Ferreira (2004).
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fir o < A und

dy5(X) = 2 (CE(X) + (1 - %) (—B(XIX < a1_g))™

1)
g
fir § > ¢ eine Konvexkombination aus kohdrenten Risikomaflen und stellt somit wieder ein
kohirentes Risikomaf dar®3.

2.4.2 Entscheidung unter Ungewissheit

Im Vergleich zu Entscheidungen unter Risiko lassen sich Entscheidungen unter Ungewissheit
wie folgt charakterisieren: Die moglichen Umweltzustinde u;, ¢ = 1,..., N, die eintreten kon-
nen, sind bekannt, deren Eintrittswahrscheinlickeiten P; jedoch nicht. Fiir die unbekannten
Wahrscheinlichkeiten gilt

1. P, > 0, d.h. es werden nur mogliche Umweltzustédnde beriicksichtigt und
2. Zfil P; =1, d.h. es werden alle Umweltzustéinde beriicksichtigt*.

Eine anschauliche Darstellung fiir eine endliche Anzahl von Handlungsalternativen a; und
von Umweltzustédnden u; sowie der daraus resultierenden Ergebnisse e;; mit i = 1,..., N und
j=1,..., M findet meist in Form einer Entscheidungsmatrix statt. Die daraus resultierende
Entscheidungsmatrix®® illustriert Tabelle 2.1.

ul .. uN
aq €11 - €1N
ap | €M1 EMN

Tabelle 2.1: Entscheidungsmatrix bei Ungewissheit.

Aufgrund der Unkenntnis der Eintrittswahrscheinlichkeiten der Umweltzustinde kénnen die
Entscheidungsprinzipien aus dem Abschnitt "Entscheidung unter Risiko“ nicht angewendet
werden. Einen Losungsansatz fiir die Situation unter Ungewissheit stellen unter anderem die
Entscheidungsregeln® Maximin, Maximax, Hurwicz und Minimax-Regret dar. Auf diese wird
im Folgenden ndher eingegangen.

Maximin-Regel

®!Folgt aus Formel (2.2).

2Folgt, aus Formel (2.6).

53Der negative Erwartungswert und der negative untere bedingte Erwartungswert sind kohérente RisikomafBe.
Vgl. dazu Hanisch (2006), S. 77 ff. Bzgl. der Konvexkombination von kohérenten RisikomaBen vgl. S. 79.

5Vgl. u. a. Stelling (2005), S. 324 bzw. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 19.

55Vgl. Klein, Scholl (2004), S. 393, Sturm (2006), S. 16 sowie Zimmermann (2005), S. 15 f.

56Vgl. bzgl. Entscheidungsregeln fiir Entscheidungen unter Ungewissheit Schulenburg (2005), S. 240 ff., Bradtke
(2003), S. 74 ff. sowie Bamberg, Coenenberg (2006), S. 130 ff.
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Die Maximin-Regel®” betrachtet jeweils das ungiinstigste Ergebnis fiir jede Aktion iiber alle
N Umweltzustéinde. Anschlieend werden die ungiinstigen Ereignisse iiber die Handlungsal-
ternativen (Aktionen) maximiert. Es gilt formal
max MM (a;) = max miin €ji-

Somit gilt diejenige Entscheidung als optimal, bei der die ungiinstigsten Folgen noch am giins-
tigsten ausfallen. Die Orientierung dieser Regel an den schlechtesten Umweltentwicklungen
spiegelt damit einen extrem risikoscheuen Entscheider wider®®. Dieser Ansatz wird vor allem
in der Spieltheorie beziehungsweise der statistischen Entscheidungstheorie in Fillen verwen-
det, in denen rational handelnde Gegenspieler angenommen werden. Wird als Grundlage der
Betrachtung eine Schadens- beziehungsweise Verlustmatrix angesetzt, findet der umgekehrte
Ansatz, die Minimax-Regel ihre Anwendung. Ziel dieser Regel ist die Minimierung des maxi-
males Verlustes beziehungsweise Schadens®.

Maximax-Regel
Im Gegensatz zur Maximin-Regel stellt die Maximax-Regel® einen optimistischen Ansatz
dar. Es wird jeweils das giinstigste Ereignis iiber alle Umweltsituationen von allen Hand-
lungsalternativen a; bestimmt. Anschlieflend werden die giinstigen Ereignisse iiber die Hand-
lungsalternativen a; maximiert. Es gilt

max MM (q;) := max max e;.

J o

Bei Verwendung einer Schadensmatrix findet wiederum die analoge Minimin-Regel Anwen-
dungS?.

Hurwicz-Regel

Die Hurwicz-Regel®? erlaubt Kompromisse zwischen der pessimistischen Maximin-Regel und
der optimistischen Maximax-Regel. De facto ist die Hurwicz-Regel eine Konvexkombination
aus den zwei vorangegangenen Entscheidungsregeln. Es gilt

max &7 (a;) := MTmax maxej; + (1 — IT) max max ej;
J J 1 7 7

mit Optimismusparameter IT € [0, 1]. Dieser Optimissmusparameter bringt die persénliche
und subjektive Einstellung eines Entscheidungstrigers zum Ausdruck und ist individuell fest-
zulegen. Je grofler der Optimismusparameter, desto stiarker wird das giinstigste Handlungser-
gebnis préferiert. Ist der Optimismusparameter gleich eins, so ist die Hurwicz-Regel gleich der

5"Die Maximin-Regel wird auch Wald-Regel genannt, benannt nach dem deutschsprachigen Mathematiker
Abraham Wald (1902 - 1950). In der Spieltheorie ist die Maximin-Regel auch als Sattelpunktkriterium
bekannt. Vgl. Zimmermann, Stache (2001), S. 277.

58Vgl. Zimmermann, Stache (2001), S. 277 bzw. Rosenkranz, Missler-Behr (2005), S. 80 f.

%9Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 131.

50V gl. Rosenkranz, Missler-Behr (2005), S. 80 bzw. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 131.

61Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 131.

52V gl. Rosenkranz, Missler-Behr (2005), S. 81, Bamberg, Coenenberg (2006), S. 131 f. sowie Borch (1969), S.
132.
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Maximax-Regel. Fiir einen Optimismusparameter von null dagegen fillt die Hurwicz-Regel auf
die Maximin-Regel zusammen. Somit wigt die Hurwicz-Regel die giinstigste und ungiinstigste
Konsequenz gegeneinander ab. Voraussetzung ist eine kardinale Nutzenmessung%®. Kritisch ist
jedoch, dass sie nur von den jeweils extremsten Konsequenzen ausgeht und diese gleichzeitig
als gleichwertig betrachtet.

Minimax-Regret-Regel®

Im Gegensatz zu den zuvor genannten Regeln beurteilt die Minimax-Regret-Regel nicht die
Alternativen auf der Grundlage der Ergebnisse, sondern basiert auf Werten des Bedauerns.
Dabei wird diejenige Alternative gewéhlt, welche das maximale Bedauern minimiert. Es gilt

min @M (q;) := min maxr;

J J ?

mit r;j; = max e;;—ej;, wobei max r;; den gréfiten Regret, also das grofite Bedauern, darstellt5.
J (3

Weitere Entscheidungsregeln unter Ungewissheit sind u. a. die Laplace- und die Krelle-Regel.
Da beide Regeln in dieser Arbeit keine Anwendung finden, wird auf die Vorstellung dieser
Regeln verzichtet%.

Im Folgenden wird auf die Erwartungsnutzen- und anschliessend auf die duale Nutzentheorie

eingegangen, um die Konsistenz bzgl. ausgewiihlter Entscheidungsprinzipien zu zeigen%”.

2.5 Konsistenzbetrachtungen zur Erwartungsnutzentheorie

Im Folgenden soll die Konsistenz bzw. die Inkonsistenz von Entscheidungsprinzipien bzgl. der
Bernoulli-Erwartungsnutzentheorie behandelt werden. “Zentrales Element der Erwartungs-
nutzentheorie ist eine Nutzenfunktion u, iiber deren Erwartungswert Préiferenzen abgebildet
768 Diese Vorgehensweise wird auch Bernoulli-Prinzip genannt und fordert ei-
ne vollstindige und transitive Préiferenzrelation, die das Stetigkeits- und Substitutionsaxiom
erfiillt?,

werden konnen

Die Axiomatik fiir die Erwartungsnutzentheorie ist in der Literatur nicht einheitlich. Viel-
mehr findet man verschiedene Axiomensysteme, welche aber alle die Erwartungsnutzentheo-
rie implizieren. So fithrt Hanisch™ folgendes Axiomensystem fiir die Erwartungsnutzentheorie
an:

53Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 132.

51Die Minimax-Regret-Regel wird auch Savage-Niehans-Regel bzw. Prinzip des kleinsten Bedauerns genannt.
Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 134.

55Vgl. Scholl (2001), S. 55.

56Vgl. bzgl. Laplace- und Krelle-Regel Bamberg, Coenenberg (2006), S. 133 ff.

57Einen kleinen Uberblick iiber ausgewiihlte Nutzentheorien sowie deren Literaturverweise bietet Hanisch
(2006), S. 149. Einen ausfiihrlichen Uberblick findet man bei Weber, Camerer (1987) bzw. Kischka, Puppe
(1992).

58Vgl. Kottke (2005), S. 8.

59Vgl. Abschnitt 2.4.1.1 bzw. Kottke (2005), S. 9.

"0Vgl. Hanisch (2006), S. 134 fF.
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Neutralititsaxiom: Wenn Fx = Fy gilt, dann folgt X ~ Y71,

Ordinales Prinzip: Eine Préferenzordnung > existiert.

Stetigkeitsaxiom: Die Préferenzordnung > ist stetig.

Monotonieaxiom: Wenn Fx(x) < Fy (x) fiir alle z € R gilt, dann folgt Fx(z) = Fy(x).

Unabhéngigkeitsaxiom: Wenn Fx (z) = Fy (x) gilt, dann folgt fiir alle « € [0, 1]:
aFx +(1—a)Fz = aFy + (1 — a)Fz.

Die Konsistenz zwischen einer Entscheidungsregel und einer Priferenztheorie mit zugehoriger
Priferenzordnung > ist dabei wie folgt definiert:

Definition 2.5.1
Seien X und Y Zufallsvariablen. Eine Prdferenzordnung = und eine Entscheidungsregel ®
heiffen konsistent genau dann, wenn gilt

XrY & &X)>oY)™

Hanisch hat die Konsistenz des Erwartungswertes und der Varianz bzgl. der Erwartungsnut-
zentheorie gezeigt. Fortfiithrend beweist er in seiner Arbeit die Inkonsistenz des CVaR und die
Inkonsistenz des hybriden Priferenzfunktionals ®, (X) = (1-A\)E(X)+AE(X|X < z,) zur

Erwartungsnutzentheorie™. Dies formuliert der folgende Satz.

Satz 2.5.1
Sei A € (0,1]™und o € (0,1) beliebig, dann ist die Entscheidungsregel ®H, (X)) nicht mit der
Erwartungsnutzentheorie konsistent.

Satz 2.5.2

Sei X € [0,1] und o € [0,1) beliebig, dann ist die Entscheidungsregel ®, x(X) im Allgemeinen
nicht mit der FErwartungsnutzentheorie konsistent.

Sei d € [0,1] und B € [0,1) beliebig, dann ist die Entscheidungsregel ®3 5(X) im Allgemeinen
nicht mit der Erwartungsnutzentheorie konsistent.

Beweis:

1. Behauptung;:

Fir A > «a sind die Gewichte des Priferenzfunktionals ®, (X) zwischen null und eins. Da-
mit stellt dieses Préferenzfunktional ebenso eine Konvexkombination aus Erwartungswert
und unterem bedingten Erwartungswert wie das Priferenzfunktional @g \(X) dar. Fiir dieses
hat Hanisch gezeigt, dass es im Allgemeinen nicht konsistent zur Erwartﬁngsnutzentheorie ist.

2. Behauptung;:

"'Das Neutralititsaxiom besagt, wenn zwei Alternativen die gleiche Verteilung besitzen, dann sind die Alter-
nativen gleichwertig.

"2Vgl. Sarin, Weber (1993), S. 142.

"Vgl. dazu Hanisch (2006), S. 140 ff.

"Der Fall A\ = 0 muss hier ausgeschlossen werden, da in diesem Fall das Préferenzfunktional <I>£ (X)) gleich
dem Erwartungswert und dieser konsistent zur Erwartungsnutzentheorie ist.
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Zum Beweis benotigt man die alternative Darstellung (2.6) fiir das Préferenzfunktional ®g 5(X),
um die Aquivalenz zum Priferenzfunktional @g 1(X) herstellen zu konnen. Es gilt

Dys(X) = %E(X) + <1 - %) E(X|X < x1_p).

Fiir § < 3 sieht man, dass die Gewichte in der alternativen Darstellung des Préferenzfunktio-
nals ®3 5(X) Werte zwischen null und eins annehmen. Damit stellt dieses Préferenzfunktional
ebenso eine Konvexkombination aus Erwartungswert und unterem bedingten Erwartungswert
wie das Priferenzfunktional ®7, (X) dar. Folglich ist dieses nicht im Allgemeinen konsistent
zur Erwartungsnutzentheorie. ’

QED

Der n#chste Abschnitt ist der dualen Nutzentheorie gewidmet. Es wird die Konsistenz der
hybriden Préferenzfunktionale ®, (X) und ®g5(X) zu dieser bewiesen.

2.6 Duale Nutzentheorie

Im Folgenden soll die Konsistenz der zwei Préaferenzfunktionale zur dualen Nutzentheorie von
Yaari’™ gezeigt werden. Diese unterstellt folgende Axiomatik:

Auf einer Menge x mit Q = {F% : X € x} der Menge der Quantilsfunktionen sei eine
Priiferenzordnung > charakterisiert mit folgenden Eigenschaften’®:

1. Neutralitidtsaxiom: X = Y & Fy = Fy.

2. Stetigkeitsaxiom: Fiir F'y € @ sind die Mengen {Fy € Q : F, > Fy} und
{Fy € Q: F% < Fy} offen.

3. Monotonieaxiom: Wenn fiir F}(t) > Fy(t) fiir alle ¢ € [0,1] gilt, dann ist F§ = F377.

4. Duales Substitutionsaxiom: Fiir alle F%, Fy, F, € @ und alle ¢ € [0, 1] gilt:
Fy = Fy =ceFy+(1—e)Fy =ecFy + (1 —¢)F.

Die Anforderungen an ein Priferenzfunktional, welches die Axiomatik der dualen Nutzen-
theorie erfiillt, fomuliert der folgende Satz.

Satz 2.6.1
Eine Priferenzordnung > erfillt die Aziome der dualen Nutzentheorie genau dann, wenn eine

"SEin Entscheider, der sich nach der dualen Nutzentheorie verhilt, wird dualer Entscheider oder auch Yaari-
Entscheider genannt. Vgl. dazu Yaari (1987).

"6Vgl. dazu Hanisch (2006), S. 153. Dabei bezeichne Fx die verallgemeinerte Inverse einer Verteilungsfunktion

sup{r € R: Fx(x) < a}, fiira €]0,1)

Fx. Diese ist wie folgt definiert: Fx : [0,1] — R mit F¥(a) := { lim F%(t) fir o = 1
t—1-0 ’

Vgl. diesbzgl. Hanisch (2006), S. 47.
""Das Monotonieaxiom impliziert somit die stochastische Dominanz erster Ordnung.
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reellwertige, stetige und monoton wachsende Funktion v : [0,1] — [0,1] ezistiert mit v(0) = 0
und v(1) =1, so dass die Priferenzordnung = iber das Prdiferenzfunktional

1
BY (X) i / Fi(t)du(t)
0

charakterisiert werden kann's.

Hanisch™ hat bereits die Konsistenz fiir das Priferenzfunktional
OI\(X)=(1-NEX) + AE(X|X < 24)
mit A\ € [0,1] gezeigt. Fiir den Nachweis verwendete Hanisch die Nutzenfunktion
v(t) = (1 — A\t + Amin(a~'t,1).

Damit lédsst sich auch die Konsistenz zur dualen Nutzentheorie des Priferenzfunktionals
O, 2\ (X) fiir A > « ableiten, da in diesem Fall das Préaferenzfunktional ebenfalls eine Konvex-
kombination aus Erwartungswert und CVaR darstellt. Auf gleiche Weise kann man aus der
Darstellung (2.6) des Priferenzfunktionals ®3 5(X) fiir 0 < § die Konsistenz folgern.

Im Folgenden wird allgemein die Konsistenz dieser zwei Préferenzfunktionale gezeigt und
dafiir jeweils eine spezielle Nutzenfunktion angegeben. Zunichst betrachte man das Prife-
renzfunktional ®, »(X) mit der Nutzenfunktion

11— A —«
= t+

Cl-« l—«

min(a ¢, 1).

v(t)

Satz 2.6.2
Das Priferenzfunktional ®, (X)) ist konsistent zur dualen Nutzentheorie.

Beweis:
Man verwende zum Nachweis folgende Nutzenfunktion

_1—)\t A—
Cl-a 1l -«

v(t)

1—)\ )\—Oé Oélt f"l[ t<a«a
. —1 3 -~
min 1) = +

in(a™ 't 1) 1 t 1 { 1 fir ¢

Fiir die Nutzenfunktion gilt

= . 1 . 1 = . =
v(0) o O—i—l_amln(a 0,1) o 0=0
wnd 1-A A 1-) A
-~ AT in(a . A -
U(l)fl_a 1+1_am1n(a 1,1) I —a 1 a 1

Vgl. dazu Hanisch (2006), S. 159. Fiir den Beweis sieche Denneberg (1988). Der Satz ist dabei eine Folgerung
aus dem Darstellungstheorem der dualen Nutzentheorie Guriev (2001), S. 121.
Vgl. Hanisch (2006), S. 168 f.
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Man untersuche die Grenze der Fallunterscheidung zur Uberpriifung der Stetigkeit. Es gilt

v(a) o+ o+

1= A—af ala, fir t<a 1-2A A—a
Cl-« l—a | 1, fir t>a 1-—a« 1—a’

Es liegt somit Stetigkeit vor. Zur Uberpriifung der Monotonie differenziere man die Nutzen-
funktion®®. Es gilt fiir den Fall ¢ < o

d I1-XA A—=a ; A
dtv() 1—O¢+1—O¢a o
und fiir den Fall ¢t > a:
d 1-2A A—« 1—A
dtv() l—oz+1—oz 0 1—a_0

Somit ist die Nutzenfunktion monoton wachsend. Man berechne das Praferenzfunktional der
dualen Nutzentheorie fiir diese Nutzenfunktion. Es gilt

1 1
1—A A—
Y _ * _ * 1
B (X) = /FX(t) dv(t)/FX()d[l_at—i—l_amm(a t,l)}
0 0
i 1—A A i A
_ * — * - * —
_ /FX(t)d(l_at>+/FX(t)d< ~% t>+/FX(t)d1_a
0 «
A A [
1-— N —al N
0 0
1—-A A—a
= < .
QED
Analog kann mit der Nutzenfunktion
1= 0—0 1
u(t) = mtﬂL mmax(o,ﬁ (t—(1-0))

die Konsistenz des Priiferenzfunktionals ®g 5(X) gezeigt werden.

Satz 2.6.3
Das Priferenzfunktional ®545(X) ist konsistent zur dualen Nutzentheorie®'.

80Die Nutzenfunktion v(t) ist fiir t # a differenzierbar.
81Der Beweis von Satz 2.6.3 kann im Anhang A S. 170 nachvollzogen werden.
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An dieser Stelle sei zusitzlich auf Jammernegg/Kischka (2005)%? verwiesen. Dort ist der Be-
weis der Konsistenz fiir allgemeine hybride Préferenzfunktionale basierend auf Erwartungs-
wert und CVaR zu finden. Es wird fiir

B(X) = aB(X) + (1 — ) B(X|X < z4)

mit 0 <a < ﬁ die Konsistenz zur dualen Nutzentheorie gezeigt.
Als Abschluss der entscheidungstheoretischen Grundlagen soll folgend in die Thematik der
stochastischen Dominanz eingefiihrt werden.

2.7 Stochastische Dominanz

In dieser Arbeit sollen verschiedene Kenngroflen, wie zum Beispiel der Gewinn, der erwartete
Gewinn, die Deckungsgrofien und die Riickversicherungsprimie mit Hilfe der stochastischen
Dominanz®? abgeschiitzt werden. Die stochastische Dominanz wurde in den Arbeiten von Ha-
dar/Russel (1969), Hanoch/Levy (1969), Rothschild/Stiglitz (1970) und Whitemore (1970)
erstmals entwickelt und auf ckonomische Sachverhalte angewendet. Mit Hilfe der “stochasti-
schen Dominanz ist es moglich, unter relativ allgemeinen Anforderungen an die Préferenz des
Entscheiders und fiir beliebige Verteilungsfunktionen durch paarweisen Vergleich eine Voraus-
wahl unter den moglichen Handlungsalternativen zu treffen”®4. Die stochastische Dominanz
erster Ordnung ist dabei wie folgt definiert.

Definition 2.7.1

Seien X und Z Zufallsvariablen und Fx und Fyz die dazugehdrigen Verteilungsfunktionen. Z
dominiert X stochastisch erster Ordnung, wenn Fx(a) > Fz(a) fir alle a € R gilt.

Symbol: X <psp Z.

Aus der Definition 2.7.1 folgt bei Existenz der inversen Verteilungen F)}l(b) < F, L(b) fiir
alle b € [0,1]. Zur Verdeutlichung illustriert die Abbildung 2.1 die stochastische Dominanz
erster Ordnung. Wenn die Zufallsvariable Z die Zufallsvariable X stochastisch in erster Ord-

F(a
F,(2) F,(2)

Fy(x) Fy(x)

Fy(a)
// X,z Xz

F®)  F'®)

Abbildung 2.1: Stochastische Dominanz erster Ordnung.

82Vgl. Jammernegg, Kischka (2005), S. 5 f.
83Vgl. Dietrich, Vollmer (2005), S. 14 ff. bzw. Mauer (2000), S. 22.
84Vgl. Mauer (2000), S. 21.
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nung dominiert, dann verlduft die Verteilungsfunktion von X immer oberhalb oder auf der
Verteilungsfunktion von Z, aber nie unterhalb.

Die stochastische Dominanz zweiter Ordnung ist wie folgt definiert.

Definition 2.7.2
Seien X und Z Zufallsvariablen und Fx und Fyz die dazugehdrigen Verteilungsfunktionen. Z
dominiert X stochastisch zweiter Ordnung, wenn

/aFX(t) dt > /aFZ(t) dt

fir alle a € R gilt. Symbol: X <ggp Z.

Wenn die inversen Verteilungen von X und Z existieren und die Zufallsvariable Z die Zufalls-
variable X stochastisch in zweiter Ordnung dominiert, dann gilt

b b
Fl@) dt < | F7N¢) dt
[rious]s

fiir alle b € [0,1]. Die folgende Abbildung illustriert die stochastische Dominanz zweiter Ord-
nung. Es gilt, dass die Flidche unterhalb der Verteilungsfunktion von X bis zum Punkt a immer

Abbildung 2.2: Stochastische Dominanz zweiter Ordnung,.

grofler gleich der Flidche unter der Verteilungsfunktion von Z bis zum Punkt a ist. Dies muss
fiir alle a € R gelten.

Mit der stochastischen Dominanz sind alle entscheidungstheoretischen Grundlagen fiir die-
se Arbeit gelegt. Im Folgenden wird auf das Newsvendor Modell, ein Modell aus dem Supply
Chain Management®®, eingegangen. Die Herangehensweise®® des Newsvendor Modells wird im
weiteren Verlauf dieser Arbeit auf ein Riickversicherungsproblem iibertragen und die Analogie
zwischen beiden Modellen ndher beleuchtet.

85Vgl. bzgl. verschiedener Modelle des Supply Chain Managements Tayur, Ganeshan, Magazine (1999) und
speziell fiir das Newsvendor Modell S. 202 ff.
86Es werden dabei die selben Entscheidungsprinzipien unterstellt und analoge Kenngréfien betrachtet.
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Newsvendor Modell

3.1 Einfiihrung in das Newsvendor Modell

Im Newsvendor Modell® vertreibt ein Hindler ein Produkt zum Preis p. Dieses Produkt kann
jedoch nur innerhalb eines bestimmten Zeitraumes abgesetzt werden. Der Héndler muss vor
dem tatsdchlichen Verkaufszeitraum das Produkt zum Preis ¢ bestellen. Die Bestellmenge sei
dabei y. Die tatséchliche Nachfrage X im Verkaufszeitraum ist zum Bestellzeitpunkt nicht
bekannt. Somit ist X eine Zufallsvariable mit der Verteilungsfunktion F'(xz) und der dazuge-
horigen Dichte f(z). Fiir die Dichtefunktion gilt f(z) = 0 fiir alle z < 0, da die Nachfrage
nicht negativ sein kann.

Eine Nachbestellung aufgrund erhohter Nachfrage ist im Newsvendor Modell ausgeschlossen.
Dies fiithrt dazu, dass dem Héndler bei hoher Nachfrage Gewinne entgehen. Im Fall niedriger
Nachfrage dagegen konnen nicht alle bestellten Produkte abgesetzt werden. Es besteht die
Moglichkeit, nach der Verkaufsperiode die nicht abgesetzten Produkte zu entsorgen oder an
den Lieferanten zuriickgegeben. Der Riickgabepreis 22 ist dabei niedriger als der Einkaufs-
preis c.

Der Umsatz des Newsvendors hingt somit von der Bestellmenge y sowie der Nachfrage X
ab. Fiir den Umsatz U gilt

- fiir y < X
Uy, X) = b, Y= =p-min(y, X).
p-X, firy>X

Die Einkaufskosten ergeben sich aus den Stiickkosten ¢ sowie der Bestellmenge y und sind
unabhéngig von der Nachfrage X. Es gilt fiir die Einkaufskosten K = c¢ - y. Der alternative
Umsatz Uy aus der nichtabgesetzten Restmenge ist null, wenn die gesamte Bestellmenge

'Bzgl. einer Ubersicht iiber das klassische Newsvendor Modell und dessen Erweiterungen vgl. Khouja (1999), S.
537 fI. Fiir eine Einfiihrung in das Newsvendor Modell vgl. Cachon, Terwiesch (2006), S. 178 fI. und Chopra,
Meindl (2004), Kapitel 12.

2Der Riickgabepreis z ist negativ, wenn es sich um Entsorgungskosten und positiv, wenn es sich um Riickga-
beerstattungen handelt. Er ist null, wenn weder Kosten fiir die Entsorgung noch Einnahmen aus der Abgabe
der Restmenge entstehen. Im letzten Fall spricht man auch vom Flowergirl Problem. Vgl. Casimir (1990), S.
395 ff. und Dupacova (2002), S. 285 ff.

54
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abgesetzt werden konnte. Dagegen ist der alternative Umsatz der Restmenge z - (y — X), wenn
die Bestellmenge grofler als die Nachfrage war. Es gilt

0, firy < X

=z-max(0,y — X).
z-(y—X), firy>X

UA(an) = {

Fiir die Gewinnfunktion G' des Newsvendors erhilt man damit

Gly,X) = p-min(y,X) — C\ﬁ + z-max(0;y — X)
Umsatz Einkaufskosten ~ Umsatz bzw. Kosten aus der Restmenge
p-y—c-y, firy < X
- {p-X—c-y—i—z(y—X), fiir y > X

Im Folgenden wird kurz auf das klassische Newsvendor Modell eingegangen, welches den
erwarteten Gewinn hinsichtlich der Bestellmenge y maximiert.

3.2 Klassisches Newsvendor Modell

Das klassische Newsvendor Modell® geht von einem risikoneutralen Entscheider, der seinen
erwarteten Gewinn maximiert, aus. Fiir den erwarteten Gewinn im klassischen Newsvendor
gilt

E«X%XD_WP—@y—@—¢X/@—xﬁﬂ@dm
0

Fiir die optimale Bestellmenge y* ergibt sich daraus

p—c
p—z

Fx(y*) =

Wenn Fy invertierbar? ist, dann gilt die optimale Bestellmenge

1 ({p—c
*_F 1 .
X <p - Z>
Da das klassische Modell aussschliefilich fiir risikoneutrale Entscheider geeignet ist, soll im

Folgenden die Erweiterung des Newsvendor Modells fiir risikofreudige und -averse Entschei-
dungstriager vorgestellt werden.

3Vgl. Cachon, Terwiesch (2006), Kapitel 9.4 und Chopra, Meindl (2004), Kapitel 12.

‘Wenn Fx eine stetige monoton wachsende Verteilungsfunktion ist, dann existiert auch die inverse Vertei-
lungsfunktion F' ;1. Anderenfalls miisste man an dieser Stelle die verallgemeinerte Inverse fordern. Vgl. bzgl.
verallgemeinerter Inverse Koryciorz (2004), S. 31 f., Tasche (2002), S. 1520 bzw. Dhaene et al. (2002), S. 10.
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3.3 Newsvendor Modell mit Risikopriferenzen

Ein nicht risikoneutraler Newsvendor wird seinen erwarteten Gewinn nicht maximieren®. Er
bewertet hohe und niedrige Gewinne bzw. hohe und niedrige Verluste unterschiedlich. Ei-
ne Moglichkeit, diese unterschiedlichen Bewertungen zu bertiicksichtigen, stellt das u-CVaR-
Prinzip (3) dar. Nach Formel (2.1) bzw. Formel (2.2) gilt fiir die Zielfunktion des Newsvendors
mit Risikopriferenzen®

Do (G(y, X)) = AE(G(y, X)|G(y, X) < ga(y)) + (1 = NE(G(y, X)|G(y, X) > ga(y))
bzw.

D07 (Gly, X)) = T2 B(Gly, X)) + 2 B(G(, X)|Cly, X) < galy),

1

wobei g4 (y) das a-Quantil des Gewinns bezeichne und A € [0,1] und « € (0, 1) die Risikopa-
rameter des Modells sind. Die Zielfunktion ist somit eine Konvexkombination aus oberem und
unterem bedingtem erwarteten Gewinn. Dabei kann A als Pessimismusparameter verstanden
werden. Je niedriger ein Entscheider A wihlt, desto hoher gewichtet er hohe Gewinne. Ein ri-
sikoneutraler Entscheider priferiert dabei identische Risikoparameter, ein risikoaverser o < A
und ein risikofreudiger Entscheider a > A7. Die optimale Bestellmenge in Abhingigkeit von
den Risikoparametern o und \ ist®

x [ p—c a—\ c—=z . p—c

y*(a )\) . FX p—z + T—x p—z) ’ fiir A < p—=z
A x (p—c  « .. p—c’

FX p—z X) fir A Z p—z

wobei F5 die verallgemeinerte Inverse bezeichne. Fiir identische Risikoparameter féllt die
Losung mit der Losung des klassischen Newsvendors yj, zusammen. Dagegen gilt fiir o < A
(Risikoaversion) y*(a, A) < yx und fiir a > X (Risikofreude) y*(a, A) > yi. Demzufolge be-
stellt ein risikoaverser weniger und ein risikofreudiger mehr als ein risikoneutraler Entscheider.
Somit steigt die optimale Bestellmenge mit der Zunahme von Risikofreude an.

Natiirlich kann auch das p-C'VaR-Prinzip (4), die Analogie zum u-CVaR-Prinzip (3), fir
das Newsvendor Modell Anwendung finden. Die Zielfunktion lautet nach Formel (2.4)

05,5(G(y, X)) == (1 = 0)E(G(y, X)|G(y, X) < g1-p(y) + 0E(G(y, X)|G(y, X) = g1-5(y))°

und fithrt zur optimalen Losung

|
N

[SIENY

Fi (2= +5Tﬁ H), fiir § > ¢

p p—z
* pP—
FX

* §) =

,_.

1
83
;
i
183

5Da das Erwartungswertkriterium nur fiir risikoneutrale Entscheider geeignet ist und kein Risiko erfassen kann.
5Vgl. Jammernegg, Kischka (2005), S. 6 oder (2007), S. 99.

"Vgl. bzgl. der Parameterkonstellationen und deren Risikoeinstellung Abschnitt 2.4.1.2.

8Vgl. Jammernegg, Kischka (2007), S. 101.

9Es sei g1-5(y) das (1 — 8)-Quantil des Gewinns.
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mit F5 als der verallgemeinerten Inversen'®. Fiir die Losung folgt fiir identische Risikopara-
meter die klassische Newsvendorlosung yy. Fiir 8 > 6 (Risikoaversion) gilt y*(5,9) < yx und
fir § < ¢ (Risikofreude) y*(5,0) > yy. Ein risikoaverser Newsvendor bestellt damit weniger
und ein risikofreudiger mehr als ein risikoneutraler Newsvendor!!.

Im néchsten Abschnitt soll eine zweite Erweiterung zum klassischen Newsvendor betrach-
tet werden. Im Folgenden wird nicht mehr von einer linearen Kostenfunktion ausgegangen,
sondern allgemein von einer nicht-linearen Kostenfunktion.

3.4 Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion

3.4.1 Bestimmung der optimalen Bestellmenge

In den Abschnitten zuvor wurde das klassische Newsvendor Modell und dessen Erweiterung
mit Risikopriferenzen vorgestellt. Im Folgenden soll eine Erweiterung des Modells betrach-
tet werden, indem die lineare Kostenfunktion durch eine allgemeine Kostenfunktion ersetzt
wird. Als Zielfunktion finden dabei die Préferenzfunktionale des pu-C'VaR-Prinzips (3) und
(4) Anwendung. Im spéteren Verlauf der Arbeit werden die Modelle mit nicht-linearer Kos-
tenfunktion in Bezug zu den noch vorzustellenden Riickversicherungsproblemen gesetzt und
deren Analogie beleuchtet.

Die bisher betrachteten Newsvendor Modelle verwenden in der Gewinnfunktion eine linea-
re Kostenfunktion ¢ -y

Gly,X) = p-min(y,X) — c-y + z-maz(0;y — X).
—_— ~—
Umsatz lineare Kostenfunktion  Alternativer Umsatz aus der Restmenge

In Analogie kann fiir die Gewinnfunktion des Newsvendors mit nicht-linearer Kostenfunktion
k(y)

Gy, X) = p-min(y,X) - k(y) + z - max(0;y — X)
~—_—— ~— ~
Umsatz nicht-lineare Kostenfunktion  Alternativer Umsatz aus der Restmenge
bzw.
0, fir X >y
6. X) = py-t - -, Oy I (3.)

geschrieben werden. Der folgende Satz formuliert die Anwendung der Gewinnfunktion auf das
u-CVaR-Prinzip (3).

Satz 3.4.1
Es sei G(y, X) die Gewinnfunktion des Newsvendors mit nicht-linearer Kostenfunktion und
O, (G(y, X)) die Zielfunktion des Newsvendors. Dann besitzt das Maximierungsproblem

max B,,5(G(y, X))
YDer Beweis der optimalen Losung fiir das u-CVaR-Prinzip (4) kann im Anhang B S. 172 ff. nachvollzogen

werden.
"ygl. bzgl. der Risikoeinstellung des u-C'VaR-Prinzips (4) Abschnitt 2.4.1.2.
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folgende implizite Losung

Yy, A) =y" = ,

z

fiir A2 P und = kyy(y°) = (0 = 2)fx(y") <0

wobei ky und ky,, das erste bzw. das zweite Differential von k(y), o und X\ die Risikoparameter
der Zielfunktion mit oo € (0,1), A € [0,1] sind und F% die verallgemeinerte Inverse ist.
Die optimale Losung besteht aus zwei Féllen, zum einen dem Fall A < 1%(21/*)
o _ e (P Ry(y) = ARy(y) — 2
=F
4 X < p—z * 1-X p—=z

mit optimaler
Losung

und Maximalbedingung —ky, (y*) — {=3(p — 2)fx(y*) < 0 und zum anderen dem Fall A >
1%(3*) mit optimaler Losung
i _ s (P Ry(yT)
= F T
! * ( p—z A
A

und Maximalbedingung —ky, (y*) — 2(p — 2) fx (y*) < 0. Der Beweis des Satzes 3.4.1 kann im

«

Anhang B S. 174 ff. nachvollzogen werden.

Als Spezialfall soll das Erwartungswertkriterium (A = «) aus der Losung von Satz 3.4.1
abgeleitet werden'?. Fiir A = « folgt fiir die implizite Losung
x (p—ky(y*
FX (P pg(zy )) ,
fir A < z%(zy) und — kyy(y*) — (p — 2) fx(y*) <0

F)*( (p*ky(y*))
p—z ’
fiir A > p_;fﬁ(y ) wnd — kyy(y*) — (p — 2) fx(y*) <0

z

_ F; <p - ky(y*)>

p—=z

mit Maximalbedingung —ky, (y*) — (p — 2) fx (y*) < 0.

Analog zum Satz 3.4.1 formuliert Satz 3.4.2 die Resultate unter Verwendung des u-CVaR-
Prinzips (4).

Satz 3.4.2
Es sei G(y, X) die Gewinnfunktion des Newsvendors mit nicht-linearer Kostenfunktion und
O35(G(y, X)) die Zielfunktion des Newsvendors. Dann besitzt das Maximierungsproblem

max Ds5(G(y, X))

2Der betrachtete Spezialfall kann somit als klassisches Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion
bezeichnet werden.
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folgende implizite Losung

« (p=hy(y™) | I-Bky(y)—2
Fy (pyT + TypT> )

fiir § > % und — ky, (y*) — %(p— 2)fx(y*) <0

Y (B,0) =y" = ’
w [(p—ky(y* -
Fy <pp+(zy> . %)
fiir & < ky%’% und — kyy (y*) — —%:g(p —2)fx(y*) <0

wobei ky, ky, das erste bzw. das zweite Differential von k(y), o und X\ die Risikoparameter
der Zielfunktion mit 8 € (0,1), § € [0,1] und F% die verallgemeinerte Inverse ist'3.

Durch beide Modelle kénnte somit jeweils eine optimale Bestellmenge (y*(«, \),y*(53,0)) er-
mittelt werden. Dabei sind die Bestellmengen der beiden Modelle identisch. Ein Newsvendor,
der bei dem pu-C'VaR-Prinzip (3) die Risikoparameter a und A préferiert, wird bei dem p-
CVaR-Prinzip (4) die Risikoparameter § = 1 — o und 6 = 1 — X\ wéhlen. Es handelt sich
somit in beiden Entscheidungsprinzipien um die gleiche optimale Bestellmenge y*.

3.4.2 Kenngroflen fiir die optimale Bestellmenge

Im Folgenden werden die Formeln fiir ausgewihlte Kenngréfen, wie zum Beispiel fiir den
erwarteten Gewinn, fiir die Verlustwahrscheinlichkeit und fiir den erwarteten Verlust, fiir das
Newsvendor Modell mit Risikopréiferenzen und nicht-linearer Kostenfunktion gegeben. Die
Kenngrofien werden dabei fiir die optimale Bestellmenge y* formuliert.

Fiir den Gewinn mit optimaler Bestellmenge y* kann nach (3.1)

* _ *x *\ _ O’ furX>y*
Gy X) = py —k@y)—(p—2) {y*_x, fiir X < y*

festgehalten werden. Daraus ergibt sich fiir den erwarteten Gewinn

*

£

E(G(y*, X)) = py* — k(y") — (o — 2) / (v — ) fx(2) do
0

Fiir die Verlustwahrscheinlichkeit (probability of loss) der optimalen Bestellmenge gilt
PL*=P(G(y*,X) <0).

Die Gewinnfunktion des Newsvendors kann nur im Fall X < y negativ werden. Damit folgt
fiir die Verlustwahrscheinlichkeit bei optimaler Bestellmenge

PL* = Py —k(y)-(p-2)F -X)<0)
= P((p—2)X —k(y") +2y" <0)

_ P<X < k(y*)—zy*> _ e (k‘(y*)—zy*> _

p—=z p—=z

13Der Beweis von Satz 3.4.2 befindet sich im Anhang B S. 177 ff.
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Mit Hilfe der Verlustwahrscheinlichkeit kann der erwartete Verlust (expected loss) bei opti-
maler Bestellmenge wie folgt berechnet werden

EL" = E(G(y",X) |Gy X) <0)
= k)t +-2)E <X | X < M)

p—z
k(y*)—zy*
p—z
f xfx(z) dx
= —k(y") +zy"+ (p—2)—
k(y*)—zy*
P(x < M)
kE(y*)—zy*
p—=z
_ * * p—=z
= —k(y")+z2y"+ I / xfx(z) dx.
0

Im Folgenden wird auf die Vorstellung weiterer Newsvendor Modelle verzichtet!4. Zentraler
Inhalt dieser Arbeit sei im nichsten Kapitel die Ubertragung der Herangehensweise aus dem
Newsvendor Modell auf die nicht-proportionale Riickversicherung unter Einbezug entschei-
dungstheoretischer Uberlegungen. Es findet folglich eine Verkniipfung der vorangegangenen
drei Kapitel und deren Ausfithrungen statt.

1 Newsvendor Modelle, die ebenfalls die Risikoeinstellung beriicksichtigen, sind im Kontext der Erwartungsnut-
zentheorie bei Eeckhoudt, Gollier, Schlesinger (1995) und im Kontext des CVaR bei Chen, Sim, Simchi-Levi,
Sun (2007) bzw. Chen, Xu, Zhang (2009) zu finden. Das Newsvendor Modell bei Ungewissheit der Nach-
frageverteilung ist Gegenstand von Perakis, Roels (2008), Gallego, Moon (1993) bzw. Jammernegg, Kischka
(2009). Hinsichtlich Erweiterungen bzgl. eines Kundenriickgaberechtes sei auf Mostard, de Koster, Teunter
(2005) und fiir die Beriicksichtigung von Ausschuss auf Gallego, Moon (1993) verwiesen. Bei Gallego, Moon
(1993) sind auch Mehrprodukt-Modelle bzw. bei Petruzzi, Dada (1998) Mehrperioden-Modelle aufgefiihrt.
Gleiches gilt fiir das Newsvendor Modell mit variablem Verkaufspreis und einer preisabhéngigen Nachfrage.
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Kapitel 4

Einfiihrung

Im folgenden Kapitel werden die optimalen Deckungsgrenzen aus der Sicht eines Erstversiche-
rers fiir nicht-proportionale Riickversicherungsvertrige bestimmt. Dies soll anhand verschie-
dener Priferenzfunktionale geschehen unter Einbezug der Risikoeinstellung eines Zedenten.
Zentrales Ziel ist dabei die Bestimmung der Risikoeinstellung des Zedenten. Durch Kenntnis
der Risikoeinstellung kann dem Entscheider, in diesem Fall dem Zedenten, eine Entschei-
dungsunterstiitzung zur Verfiigung gestellt werden. Zuvor soll jedoch die Gewinnfunktion
eines Erstversicherers eingefithrt werden, da diese die Grundlage jedes berechneten Priferenz-
funktionals ist.

4.1 Gewinnfunktion eines Erstversicherers

Die Gewinnfunktion eines wirtschaftlichen Subjektes setzt sich aus den Einnahmen und den
Ausgaben zusammen, so auch die Gewinnfunktion eines Erstversicherers. Die Einnahmen
eines Erstversicherers ergeben sich aus der Pramiensumme Pr aus dem Kundengeschéft und
aus der Auszahlung des Riickversicherungsvertrages im Schadensfall. Letztere Einnahme wird
Riickversicherungsschaden RVS genannt!. Der Riickversicherungsschaden kann dabei Werte
grofer gleich null annehmen. Dieser ist gleich null, wenn einerseits die Riickversicherung nicht
gekauft wird oder andererseits, wenn der Schaden unterhalb des Selbstbehaltes des Erstver-
sicherers liegt. Fiir die Pramiensumme Pr gilt Pr > 0.

FEin Kostenfaktor fiir einen Erstversicherer ist der Schaden X, den der Erstversicherer an
die Privatkunden im Schadensfall laut vereinbartem Versicherungsvertrag ausbezahlen muss.
Dieser stellt eine Zufallsgrofie dar und besitze die Verteilung Fx (x) mit der dazugehérigen
Verteilungsdichte fx(z). Da keine negativen Schiéden auftreten konnen, ist fx(z) = 0 fur
negative Werte von x.

Ein weiterer Kostenfaktor fiir den Erstversicherer ist die Priamie fiir den Riickversicherungs-
vertrag, die so genannte Riickversicherungspriamie RVP. Diese stellt das Entgelt fiir das vom
Zessionar iibernommene Risiko im Schadensfall dar. Wird die Riickversicherung nicht gewahlt,
so ist die Riickversicherungspramie gleich null.

'Der Riickversicherungsschaden wird auch als Zweitrisiko, der Schaden, den der Erstversicherer triigt, als
Erstrisiko bezeichnet. Vgl. dazu Mack (1997), S. 330 f.
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Alle weiteren Kosten sollen unter den allgemeinen Betriebskosten B abgedeckt werden. Die
Betriebskosten enthalten zum Beispiel fixe Kosten, Personalkosten und Verwaltungskosten.

Somit kann die Gewinnfunktion eines Erstversicherers formal wie folgt definiert werden.

Definition 4.1.1
FEs sei G :=Pr— B —X — RVP+ RVS, wobei

Pr = Summe der Primien aus dem Kundengeschdft
X = Schaden

RVP = Riickversicherungsprdmie

RVS = Riickversicherungsschaden

B = Betriebskosten

sind. Dann heifit G Gewinnfunktion des Erstversicherers.

Der Riickversicherungsschaden? RV S(c,d, X), abhingig von den nicht-proportionalen De-
ckungsgrenzen Prioritdt d und Plafond ¢, ist dabei null, wenn ein Schaden unterhalb der
Prioritét d eintritt und somit der Riickversicherungsvertrag nicht zur Geltung kommt. Er
ist der Schaden minus Prioritét, wenn ein Schaden zwischen dem Plafond und der Prioritét
vertraglich geregelt werden muss und er ist der Plafond minus Prioritit, wenn der Schaden
sich oberhalb des Plafonds befindet. Es gilt dementsprechend

0, fir X <d
RVS(c,d,X)=¢ X —d, fiird<X <c¢ =min(c—d,max(X —d,0))
c—d, fire<X
und wird durch Abbildung 4.1 illustriert.

Schadens-
hohe Gesamtschaden

Riickversicherer

Plafond .
Erstversicherer

Prioritit

nil

Abbildung 4.1: Schadensaufteilung bei nicht-proportionalen Riickversicherungsvertriagen.

Die wesentliche Deckungsgrenze stellt dabei die Prioritdt dar. Sie teilt das Schadensrisiko
zwischen dem Zedenten und dem Zessiondr auf. Der Plafond dient lediglich zur Haftungsbe-
grenzung des Zessionérs. Im Folgenden soll ein Plafond von Unendlich angenommen werden.

2Vgl. Riickversicherungsschaden bei nicht-proportionaler Riickversicherung, Abschnitt 1.3.2.
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Es wird somit ein Riickversicherungsvertrag in Abh#ngigkeit von der Prioritdt und ohne Haf-
tungsbeschrinkung betrachtet. Fiir den Riickversicherungsschaden folgt in diesem Fall

0 fir X <d
RVS(d,X) =14 WAS S ax(X — d,0).
X—d, fird<X
Die dazugehorige Gewinnfunktion des Zedenten lautet
G(d,X)=Pr—B—-X—RVP(d)+ RVS(d, X). (4.1)

Aus einem Riickversicherungsvertrag entstehen im Schadensfall dem Zessiondr Kosten. Diese
Kosten werden als Riickversicherungsschaden bezeichnet. Da Unsicherheit iiber die Hohe des
tatséchlich eintretenden Schadens besteht, kalkuliert der Zessionér den erwarteten Riickver-
sicherungsschaden. Dieser stellt seine Aufwendung bzgl. des Vertrages zwischen ihm und dem
Erstversicherer dar. Er fordert als Gegenleistung fiir sein Risiko eine Riickversicherungsprimie
in Abhéngigkeit von seinen Aufwendungen. Somit sind folgende Strukturen von Riickversi-
cherungspriamien moglich® :

e Die Riickversicherungspramie ist der erwartete Riickversicherungsschaden versehen mit
einem Gewinnaufschlag . Es gilt RV P = (14+)E(RV S). Diese Prémie ist somit abhén-
gig von der Grofle des vom Zessionér iibernommenen Risikos und dem Gewinnaufschlag.
Der Riickversicherer erlangt dabei seinen Gewinn aus dem Versicherungsvolumen.

e Eine andere Struktur der Riickversicherungspriamie ist die Abhéngigkeit von der Vari-
anz des erwarteten Riickversicherungsschadens. Diese hat die Form RV P = E(RV'S) +
yVar(RVS). Der Gewinnaufschlag des Riickversicherers flieBt dabei nicht in den er-
warteten Riickversicherungsschaden, sondern in dessen Varianz ein. In diesem Fall zieht
der Zessionédr seinen Gewinn nicht aus dem Versicherungsvolumen, sondern aus dessen
Streuung. Je mehr der Riickversicherungsschaden schwankt, desto mehr verdient der
Riickversicherer.

e Eine weitere Struktur ist die Verwendung der Standardabweichung fiir die Bestimmung
der Riickversicherungsprimie. Die Intension fiir diese Struktur ist die gleiche wie bei
der vorangegangenen Prémie. Sie lautet RVP = E(RVS) + vS(RVS) und fiihrt bei
Riickversicherungsschiden mit gréfleren Schwankungen zu einer héheren Riickversiche-
rungspramie.

Alle drei vorgestellten Riickversicherungspramien enthalten fiir v = 0 die faire Riickversi-
cherungspréamie. Unter der fairen Riickversicherungspréimie versteht man eine Prdmie ohne
Gewinnaufschlag seitens des Zessionérs. Ein 6konomisch handelnder Riickversicherer wird al-
lerdings immer einen positiven Gewinnaufschlag verlangen. Der Aspekt der fairen Préamie ist
jedoch aus entscheidungstheoretischer Sicht von Interesse.

In dieser Arbeit findet nur die erstgenannte Riickversicherungspramie Verwendung?® und wird
im weiteren Verlauf als spezielle Riickversicherungsprimie bezeichnet.

3Vgl. Kaluszka, S. 61 ff, Mack, S. 26 ff., Grimmer (2008), S. 7 und Heilmann (1987), S. 111 f.

1Die Verwendung der zwei zuletzt genannten Riickversicherungspriamien fithren bei den im Folgenden betrach-
teten Modellen zu Losungen mit nicht auflésbaren Integraltermen. Die Interpretation der Losungen ist daher
nicht moglich und wird nicht in dieser Arbeit behandelt.
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Definition 4.1.2

Es sei E(RVS) der erwartete Riickversicherungsschaden und ~y der Gewinnaufschlag des Riick-
versicherers mit v > 0. Dann heifst RV P := (1 +~)E(RVS) spezielle Rickversicherungsprd-
mie.

Im folgenden Verlauf werden die optimalen Deckungsgrenzen fiir verschiedene Priferenzfunk-
tionale, beginnend mit dem Erwartungswertkriterium bis hin zu hybriden Entscheidungprin-
zipien mit Risikoparametern, bestimmt. Grundlage fiir die Bestimmung der optimalen De-
ckungsgrenzen sind die unterstellten Schadensverteilungen. Im folgenden Abschnitt sollen die
gebrauchlichsten Verteilungen vorgestellt werden.

4.2 Schadensverteilungen

Fiir die Bestimmung von optimalen Deckungsgrenzen fiir Riickversicherungsvertrige ist die
unterstellte Schadensverteilung von zentralem Interesse. Welche Schadensverteilung eintritt,
ist jedoch zuvor nicht bekannt. Wenn ein Erstversicherer seine optimalen Deckungsgrenzen
bestimmen méchte, muss er zuvor eine Schadensverteilung annehmen von der er vermutet,
dass diese eintritt. Dabei nimmt der Zedent eine spezielle Schadensverteilung aus subjekti-
ven und historischen Uberlegungen an. Zur Modellierung von Schadensverteilungen eignen
sich bestimmte Verteilungsklassen, so unter anderem die Klasse der Nullpunkt-Pareto-, die
Klasse der Loglogistischen und die Klasse der Weibull-Verteilung®. Diese besitzen folgende
Verteilungsfunktionen

e die Nullpunkt-Paretoverteilung Fx(z) =1 — (HTm)iﬁ

~1
e die Loglogistische Verteilung Fx (z) = (1 + (%)779)
N
e die Weibull-Verteilung Fx(z) =1 —e" 8.

Diese Verteilungklassen besitzen jeweils einen Formparameter ¢ und einen Skalenparameter
b. Der Formparameter beeinflusst dabei die Gestalt der Schadensverteilung und der Skalen-
parameter die Haufigkeit der Schéden.

Die Anpassung an die unterstellte Schadensverteilung erfolgt mittels Justierung des Form-
und des Skalenparameters®. Im Grofischadensbereich kénnen dabei folgende Parameter An-
wendung finden

o fiir die Nullpunkt-Paretoverteilung: 9 = 1,04 und b = 16,4
e fiir die Loglogistische Verteilung: ¢ = 1,02 und b = 15,7

e fiir die Weibull-Verteilung: ¢ = 0,25 und b = 0,63".
Die Schadensdichten und die Schadensverteilungen sind in der Abbildung 4.2 dargestellt.

®Eine Zusammenstellung von Verteilungsklassen, welche sich zur Schadensmodellierung eignen, findet sich bei
Mack (1997), S. 99.

5Der Skalenparameter b bezieht sich dabei auf 1 Million Euro. Die Werte der Verteilungsfunktion und der
Schadensdichte beziehen sich somit ebenfalls auf 1 Million Euro.

"Vgl. dazu Mack (1997), S. 105 fiir Verteilungsanpassungsparameter im Grofischadensbereich und S. 106 fiir
Parameter iiber alle Schadenshéhen. Fiir die angegebenen Parameter ist der Erwartungswert der Nullpunkt-
Paretoverteilung 15,77, der Erwartungswert der Loglogistischen Verteilung 16,15 und der Erwartungswert der
Weibull-Verteilung 15,12.
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Abbildung 4.2: Schadensdichten und Schadensverteilungen.

Auch bei Verteilungen, die zur Modellierung von Grofischiden verwendet werden, befindet
sich die Verteilungsmasse bei vergleichsweise kleinen Schiden. Grofischdden unterliegen in
jedem Fall einer geringeren Eintrittswahrscheinlichkeit. Der Einfluss des Formparameters sei
exemplarisch an der Nullpunkt-Paretoverteilung in der Abbildung 4.3 dargestellt.

fy

()

0,2

0,11

80 100

Abbildung 4.3: Schadensdichten der Nullpunkt-Paretoverteilung.

Im Folgenden soll ein erweiterter Literaturiiberblick® iiber die Moglichkeiten der Modellie-
rung von Erst- bzw. Riickversicherungsmodellen gegeben werden. Zusétzlich wird in diesem
Zusammenhang auf das Arrow-Theorem bzgl. der Optimalitéit von Prioritdten sowie auf Ei-
genschaften der Risikomessung (Kohérenz und Komonotonie) hingewiesen.

8 Auf eine Betrachung der Literatur bzgl. Erwartungswertkriterium und p-o-Prinzip wird an dieser Stelle ver-
zichtet, da auf diese bereits in der Einleitung der Arbeit hinreichend eingegangen wurde.
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4.3 Erweiterter Literaturiiberblick

Das wohl bekannteste Resultat in der Versicherungsliteratur ist das Arrow-Theorem® bzgl. der
Optimalitiit von Priorititen. Kenneth Arrow 's'® Theorem besagt: “If an insurance company
is willing to offer any insurance policy against loss desired by the buyer at a premium which
depends only on the policy s actuarial value, then the policy chosen by a risk-averting buyer
will take the form of 100 per cent coverage above a deductible minimum.”'!. Zentrale Aussage
ist somit, dass ein risikoaverser Entscheider, wenn er die Versicherung préferiert, alle Schiden
oberhalb einer optimalen Prioritéit versichern lassen mochte. Diese fundamentale Aussage des
Arrow-Theorems bzgl. der Optimalitéit von Prioritdten ist Grundlage fiir viele Publikationen
im Versicherungsbereich.

Borch war der erste, welcher in diesem Zusammenhang endogene optimale Versicherungspo-
licen betrachtete. Er untersuchte dabei pareto-optimale Versicherungsvertrige!?. Die Arbeit
von Borch (1969) bildete wiederum die Grundlage fiir Arrow (1971), welcher pareto-optimale
Versicherungsvertréige zum einen fiir einen riskoaversen Versicherungsk&ufer und zum anderen
fiir einen risikoneutralen Versicherer betrachtet. Spéter erweiterte Arrow diese Ergebnisse auf
Nutzenfunktionen'. Fortfiihrende Untersuchungen mit engem Bezug zu den Arbeiten von
Arrow und Borch finden sich u. a. bei Raviv (1979), Garven (2007), Babbel, Economides
(1985) und Gollier, Schlesinger (1996).

Raviv (1979) betrachtet dabei den optimalen Versicherungsschutz fiir fixe Pramien bzw. fiir
Haftungsobergrenzen mit Nutzenfunktionen unter engem Bezug zum Arrow s Theorem. Da-
gegen wendet Garven (2007) fiir sein Modell das Erwartungsnutzenkriterium an und unter-
stellt eine logarithmische Nutzenfunktion. Babbel, Economides (1985) beleuchten wiederum
Lebensversicherungen unter Pareto-Optimalitét.

Die Publikation Gollier, Schlesinger (1996) geht dagegen einen anderen Weg und betrachtet
ein Modell zur Bestimmung von optimalen Selbstbehalten unter Verwendung von Arrow s
Theorem. Dabei verwenden die Autoren zur Modellierung bewusst nicht das Erwartungsnut-
zenkriterium, sondern die stochastische Dominanz erster und zweiter Ordnung. Im Speziellen
unterstellen Gollier und Schlesinger eine Vermogensvariable, welche sich aus einem Start-
bzw. Initialvermdégen abziiglich der Versicherungspridmie und einem Schaden X plus der Aus-
zahlungen aus dem Versicherungsvertrag I1(X) zusammensetzt. Der Schaden X ist dabei eine
Zufallsvariable. Durch diesen beeinflusst, sind die Auszahlungen aus dem Versicherungsver-
trag I(X) und die Vermogensvariable ebenfalls Zufallsvariablen. Des Weiteren wird fiir zwei
Verteilungsfunktionen der Vermdogensvariable stochastische Dominanz zweiter Ordnung gefor-
dert. Mit Hilfe des Arrow-Theorems folgt aus den Betrachtungen von Gollier und Schlesinger,
dass eine Prioritét d existiert, welche zu der optimalen Auszahlung aus dem Versicherungs-

9Vgl. Arrow (1963), S. 969.

0Kenneth Joseph Arrow geboren am 23. August 1921 in New York erhielt im Jahr 1972 zusammen mit John
Richard Hicks den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften.

"ygl. Arrow (1963), S. 969.

12ygl. diesbzgl. Borch (1960) und (1969). Fiir spitere weitergehende Untersuchungen mit der Pareto-
optimalitét vgl. Borch (1975) und (1983).

13vgl. Arrow (1974).
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vertrag I*(x) = max(0,z — d) fiihrt'4.

Eine Erweiterung von Arrow’s Ergebnissen bzgl. der Optimalitit des Riickversicherungs-
vertrages Stop Loss findet sich bei Kaluszka (2004a). Die Ausfithrungen von Kaluszka sind
aus der Sicht des Zedenten. Dieser bestimmt sein Risiko mit einem Risikomafl aus der Klasse
konvexer RisikomafBe!®. Bei der Riickversicherungsprimie unterstellt Kaluszka Pramien auf
Basis des Erwartungswertes oder der Varianz des Riickversicherungsschadens. Diese Betrach-
tungen fithren zu einer Erweiterung der Aussagen des Arrow-Theorems auf das Gebiet des
Riickversicherungsvertrages Stop Loss.

Grundlegende Aussagen zu Versicherungsvertrigen bzgl. des Erwartungsnutzenkriteriums fin-
den sich sehr zahlreich in der Literatur, wie bereits in der Einleitung dieser Arbeit erwihnt!S.
Fiir die Bestimmung optimaler Selbstbehalte in Abhéngigkeit von Risikoaversion und Ri-
sikograd der Schadensverteilung mit diversen Erwartungsnutzenfunktionen sind als Litera-
turquellen neben Raviv (1979) und Garven (2007) zum Beispiel Rothschild, Stiglitz (1971),
Schlesinger (1981), Kanbur (1982), Huberman, Mayer, Smith (1983), Meyer, Ormiston (1983),
Eeckhoudt, Gollier, Schlesinger (1991) und Zhou, Wu, Wu (2010) zu nennen.

Rothschild, Stiglitz (1971) wenden das Erwartungsnutzenkriterium fiir Portfoliomodelle an.
Zentraler Betrachtungspunkt von Meyer, Ormiston (1983) ist die Versicherungsnachfrage in
einem Portfolio von Finanzanlagen. Schlesinger (1981) beleuchtet dagegen den Aspekt der
optimalen Prioritdt bei Risikoaversion. Zentrale Aussage ist dabei, dass ein risikoaverser Ent-
scheider die Versicherung préferieren, aber auch ablehnen kann. Dies ist u. a. abhéngig von
der unterstellten Nutzenfunktion und der Versicherungspramie. Dabei wird, wenn eine risiko-
aversere Nutzenfunktion zur Anwendung kommt, eine niedrigere optimale Prioritit gewéhlt.
Eine weitere Aussage der Arbeit von Schlesinger ist, dass bei einem weniger verfiigharen Ver-
mogen ebenfalls eine niedrigere optimale Prioritdt gewéhlt und somit mehr Risiko an den
Versicherungsgeber iibertragen wird. Schlesinger (1981) behandelt ebenfalls die Themen Voll-
versicherung und Versicherungsablehnung bzgl. des Erwartungsnutzenkriteriums.

Im Gegensatz dazu betrachten Cummins, Mahul (2004) nicht nur den Selbsthehalt oder die
Nachfrage an Versicherung, sondern zusétzlich die Haftungsobergrenze bzgl. eines Versiche-
rungsvertrages im Erwartungsnutzenkontext. Diese verwenden folgenden Riickversicherungs-
schaden I(z) = max(z—D, 0)—max(x—(D+1I),0). Dabei ist D in diesem Kontext die Prioritiit,
I die Haftungsstrecke, (D + I) der Plafond und x eine Realisation vom Schaden X!7. Dabei
wird in dem Modell von Cummins und Mahul die gleiche Riickversicherungspréamienstruktur
verwendet wie in dieser Arbeit. Grundlage der Betrachtungen ist dabei eine Vermdogensva-
riable wie bereits bei der Literatur Gollier, Schlesinger (1996) vorgestellt. Zielfunktion von
Cummins und Mahul ist die Maximierung des Erwartungsnutzens der Vermogensvariable be-

Dabei ist x eine Realisation vom Schaden X.

®Konvexe RisikomaBe sind zum Beispiel die Semi-Varianz E(X — E(X))Z, das Exponentialmoment
E(exp(B(X — E(X))) mit 8 > 0 und das obere dritte Moment E(X — E(X))3.

6y gl. dazu die Einleitung bzw. fiir den Versicherungskontext Schulenburg, Greiner (2007), S. 37 f., Wagner
(2000), S. 48, Ritter (2006), S. 23 und Rosenkranz, Missler-Behr (2005) sowie fiir den Riickversicherungs-
kontext Guerra, Centeno (2008), Samson (1986) sowie Samson, Thompson (1983).

"Der Riickversicherungsschaden entspricht dem in dieser Arbeit verwendeten Riickversicherungsschaden.
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ziiglich des Versicherungsschadens und der Versicherungsprémie. Dies fithrt zu der Losung
I*(z) = min[max (0, z — d), I].

Zentraler Gegenstand von Huberman, Mayer, Smith (1983) ist ebenfalls ein Modell mit opti-
malen Selbstbehalt und Haftungsobergrenze. Zusétzlich wird in deren Model ein Moral Hazard
Problem modelliert.

Eeckhoudt, Gollier, Schlesinger (1991) zeigen in ihrer Erwartungsnutzenpublikation, dass mit
Zunahme an Risikoaversion der optimale Selbstbehalt sinkt und damit der Risikotransfer
vom Versicherungsnehmer zur Versicherung steigt. Grundlage der Betrachtungen ist ebenfalls
eine Vermogensvariable wie bereits bei der Literatur Gollier, Schlesinger (1996) vorgestellt
wurde!®. Fiir die Schadensverteilung wird dabei ein Triger [0,L] unterstellt, wobei die Tri-
gerobergrenze kleiner gleich dem Initialvermégen ist. Grundannahme der Ausfithrungen von
Eeckhoudt, Gollier und Schlesinger ist eine allgemeine Nutzenfunktion. Fiir diese allgemeine
Nutzenfunktion werden Aussagen fiir die Prioritit getroffen.

Zhou, Wu, Wu (2010) untersuchen ein Modell mit Haftungsbeschrinkung seitens des Versiche-
rers, welches hinsichtlich der nachgefragten Deckung optimiert wird. Dabei wird die Annahme
getroffen, dass der Preis der Versicherung nur vom versicherungstechnischen Wert abhéngt.
Die Kalkulation des Versicherungspreises basiert dabei auf dem Erwartungswert. Zielfunkti-
on in diesem Modell ist die Maximierung des Erwartungsnutzens der Vermogensfunktion des
Versicherers. Das zentrale Ergebnis der Untersuchungen von Zhou, Wu und Wu ist, dass die
Haftungsbeschrinkung zu einem héheren Erwartungsnutzen des Versicherers fiihrt.

Zusammenfassend sind die Kernaussagen der Erwartungsnutzenliteratur, dass ein risikoaver-
ser Entscheider die Versicherung préferieren, aber auch ablehnen kann. Dies ist abhéngig von
der Stirke der Risikoaversion und von der unterstellten Versicherungspramie. Die Stérke der
Risikoaversion ist von der unterstellten Nutzenfunktion, die Versicherungsprimie von dem Ge-
winnaufschlag des Versicherungsgebers beeinflusst. Diese Kernaussagen werden auch fiir die
Modelle in dieser Arbeit erhalten. Dabei werden zur Modellierung der Risikoeinstellung eines
Entscheiders nicht Nutzenfunktionen, sondern Entscheidungsprinzipien mit Risikoparametern
verwendet. Des Weiteren fiihrt eine risikoaversere Nutzenfunktion bei der Erwartungsnutzen-
theorie zu einer niedrigeren Prioritét. Ebenso fiihren Risikoparameter bei den in dieser Arbeit
verwendeten Modellen, welche eine hohere Risikoaversion abbilden, zu einer niedrigeren Prio-
ritdt und somit zu mehr Risikotransfer.

Die néchsten Ausfithrungen beziehen sich auf die GroBen Value at Risk (VaR) bzw. Con-
ditional Value at Risk (CVaR). An dieser Stelle muss klar unterschieden werden, ob diese
GroBen zur Risikomessung oder zur Prifferenzmessung angewendet werden!®.

Risikomessung mit VaR und CVaR

Risikomessung findet statt, wenn die Gréflen VaR und CVaR als Risikomafl Verwendung

8Dabei ist in dieser Publikation bereits der Schaden des Versicherungsnehmers mit dem Versicherungsschaden
verrechnet.
19ygl. diesbzgl. Brandtner (2010).
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finden, wie zum Beispiel bei der Betrachtung von Einzelrisiken von Versicherungen?’. Die Ri-
sikomessung wird dabei vornehmlich mit dem Value at Risk im Versicherungsbereich durch-
gefiihrt?!. Dieser wird u. a. als Risikoma$ bei Bestimmung der Eigenkapitalhinterlegung eines
Versicherungsunternehmens durch die Bestimmungen Solvency 11?2 verwendet?®. Durch die
gesetzlichen Bestimmungen sind Ausfithrungen bzgl. des Risikomanagements und der Eigen-
kapitalhinterlegung von Versicherungen zahlreich in der Literatur vertreten*.

Ebenfalls seien an dieser Stelle die Schwéchen bzw. die Stédrken des VaR bzw. CVaR bzgl.
der Risikomessung zu nennen. Die wohl bekannteste Eigenschaft bzgl. der Risikomessung ist
die Eigenschaft der Kohérenz. Dabei ist R ein kohérentes Risikomafl iiber eine Menge V von
Risiken, wenn fiir beliebige X und Y aus V gilt:

1. Monotonie: Sei X <Y, dann ist R(X) > R(Y)%.

2. Positive Homogenitit: Sei h € Ry, dann ist R(hX) = h - R(X)%.

3. Translationsinvarianz: Sei a € R, dann ist R(X + a) = R(X) — a*".

4. Subadditivitiit: Sei X +Y € V, dann ist R(X +Y) < R(X) + R(Y)%.
Dabei ist festzuhalten, dass der VaR nicht kohérent ist, da er nicht subadditiv ist. Dagegen
besitzt der CVaR die gewiinschte Eigenschaft der Koh#renz, aber auch an der Verwendung
des CVaR im Sinne der Risikomessung wird bzgl. des impliziten Risikoverstéindnisses Kritik

geiibt??. So kann unter gewissen Umstinden der CVaR dem individuellen Risikoverstindnis
eines Entscheiders zu wider laufen?’.

Fortfiihrend sind im Kontext der Risikomessung die Komonotonie und die Verteilungsin-
varianz zwei weitere wichtige Eigenschaften. Fiir diese gilt3!:

20Vgl. Koryciorz (2004), S. 102 f.

21Vgl. Albrecht, Koryciorz (1999), S. 5 ff. bzw. Albrecht, Béhrle, Konig (1997), S. 1 ff.

22Dje Regularien Solvency II schreiben die Verwendung des VaR vor. Zum Teil kommt aber auch der CVaR fiir
die interne Bestimmung der Eigenkapitalanforderung zur Anwendung. Die Verwendung des CVaR gegeniiber
dem VaR fiithrt zu einer Erhchung des Eigenkapitalbedarfs, ist aber auch komplexer in seiner Berechnung.
Zur Verwendung interner Risikomodelle in Versicherungsunternehmen vgl. Osetrova, Schmeiser (2005).

#Vgl. Vollmer (2007), S. 12.

24V gl. bzgl. Risikomessung in einem Versicherungsunternehmen und Solvabilititsregulierung Molinari, Nguyen
(2009), Nguyen und Molinari (2009), Vollmer (2007), Milliman (2007) bzw. bei Riickversicherungen Schubert,
Stienen, Kraft (2007). Empirische Untersuchungen zum Aspekt Risikomanagement und Solvency II vgl.
Capgemin (2004).

2*Monotonie bedeutet: Wenn eine ZufallsgroBe X (z. B. der Gewinn) immer kleiner gleich der Zufallsvariable
Y ist fiir jede Merkmalsauspragung, dann ist das Risiko von X immer gréfler gleich dem Risiko von Y.

26Positive Homogenitéit bedeutet: Wenn n-mal die gleiche Risikoposition vorliegt, dann ist das Risiko n-mal so
grof.

2"Translationsinvarianz bedeutet: Wird einer risikobehafteten Position ein sicherer Geldbetrag hinzugefiigt, so
minimiert sich das Risiko um diesen Geldbetrag.

283ubadditivitiit bedeutet: Das Risiko eines Portfolios ist héchstens so grof wie die Addition der Risiken seiner
einzelnen Bestandteile.

2Vgl. diesbzgl. Kiirsten, Brandtner (2009).

30Vgl. Kiirsten, Brandtner (2009). Dafiir wurde ein Axiomensystem fiir Akzeptanzmengen unterstellt.

31Vgl. Dhaene et al. (2002).
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o Zwei Risiken X und Y heiflen komonoton, wenn es ein Risiko Z und zwei wachsen-
de Funktionen g und h gibt, so dass fiir alle Zustéinde w gilt: X (w) = ¢g(Z(w)) und
Y (w) = h(Z(w)). Dass heifit, die Risiken X und Y héngen gleichléufig von einem einzi-
gen Risikofaktor ab.

e Ein Risiko R heifit verteilungsinvariant, wenn aus Fx = Fy immer R(X) = R(Y) fiir
alle X, Y aus V folgt.

Komonotonie ist dabei im Risikomanagement die “schlimmste Art” der Abhéngigkeit, da
sie nicht nur lineare wie die Korrelation, sondern auch nicht-lineare Abhéngigkeiten erfas-
sen kann. Fiir komonotone Risiken X und Y gilt dabei die komonotone Additivitdt mit
R(X 4+Y) = R(X) + R(Y). Dass bedeutet, es tritt kein Diversifizierungseffekt ein. Folg-
lich mindert ein Portfolio von komonotonen Risiken nicht das Risiko.

Die Verteilungsinvarianz fordert hingegen, dass bei Vorlage von zwei identischen Verteilungs-
funktion auch das Risiko identisch sein soll. Eine Abhéngigkeit von Expertenwissen oder
Ahnlichem soll also nicht bestehen. Der VaR und der CVaR sind bzgl. der Eigenschaften der
Risikomessung komonoton additiv und verteilungsinvariant.

Priferenzmessung mit VaR und CVaR

Die néchsten Ausfithrungen betreffen den VaR bzw. den CVaR bzgl. der Préferenzmessung.
Cai, Tan, Weng, Zhang (2008) berechnen mit Hilfe von VaR und CVaR die optimale Schadens-
funktion eines Erstversicherers. Dagegen werden VaR und CVaR von Bernard, Tian (2009)
zur Minimierung des Insolvenzrisikos eines Erstversicherers in Verbindung mit Riickversiche-
rungsvertrigen3? sowie bei Cai, Tan (2007) zur Bestimmung optimaler Selbstbehalte in VaR
bzw. CVaR-gestiitzten Modellen verwendet. In letzterer Publikation wird dabei der total risk
exposure minimiert. Aufgrund der sehr thematischen Néhe dieser zwei Publikationen, ins-
besondere von Cai, Tan (2007), zu dieser Arbeit sind diese als direktes Vorgéingerresultat
anzusehen?3.

Im Speziellen wird in Cai, Tan (2007) zunéchst ein VaR-Modell mit drei verschiedenen An-
forderungsszenarien und anschliefend ein CVaR-Modell betrachtet. Dabei wird die gleiche
Riickversicherungspramienstruktur wie in dieser Arbeit verwendet, jedoch kommt innerhalb
dieser Struktur eine allgemeine Funktion fiir den Riickversicherungsschaden zur Anwendung.
An diese Riickversicherungsschadensfunktion und die Riickversicherungsprimie werden im
VaR-Modell innerhalb von drei Szenarien verschiedene Anforderungen gestellt. Die Zielfunk-
tion bei Cai, Tan (2007) ist die Minimierung des VaR bzw. CVaR vom total risk exposure.
Dabei setzt sich der total risk exposure bei Cai und Tan aus dem Erstversicherungsschaden
und der Riickversicherungsprémie zusammen.

Eine Schwiche des Artikels von Cai und Tan ist, dass Sie ihr Vorgehen als die Minimierung
von Risikomaflen bezeichnen und damit indirekt auf Risikomessung verweisen. Eine klare Aus-

32Vgl. Bernard, Tian (2009) fiir den VaR S. 2 ff. und bzgl. CVaR S. 7ff.
33Die Bedingung fiir die optimale Lésung beim CVaR-Prinzip ist dabei identisch zu den in dieser Arbeit
vorgestellten Riickversicherungsmodellen unter dem CVaR-Prinzip.
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sage, dass es sich im vorliegenden Artikel um Préferenzmessung handelt, unterbleibt.

Das CVaR-Modell von Cai und Tan besitzt die grofite Nihe zu dieser Arbeit und soll da-
her néher betrachtet werden. Die Zielfunktion ist die Minimierung des CVaR vom total risk
exposure bzgl. der Schadensfunktion des Zedenten. Der CVaR des total risk exposures fiir

die optimale Schadensfunktion ist im Fall a < plr—p34 die optimale Prioritdt plus die Riick-

versicherungspréamie. Im Fall o > ﬁ ist der CVaR des total risk exposures fiir die optimale
Schadensfunktion der CVaR vom Schaden X. Bei Cai und Tan wird auf den Hinweis, dass es
sich im ersten Fall um hohe Risikoaversion und im zweiten Fall um niedrige Risikoaversion
handelt, verzichtet. Ebenso findet keine Spezifikation der optimalen Prioritiit statt®>.

Abschliefend sei auf die Eigenschaft der Tendenz zu Randlésungen des CVaR bzgl. der Pra-
ferenzmessung hingewiesen. Der CVaR fithrt bzgl. der Priferenzmessung im diskreten Fall
zu Randlésungen. So wird bei einer Zufallsvariable X mit Auspridgungen a und b entweder
a oder b priferiert, aber nie eine Mischung aus beiden. Diese Eigenschaft kommt hingegend
bei stetigen Verteilungsfunktionen aufgrund deren Stetigkeitscharakters im Allgemeinen nicht

zum Tragen?6.

Nach dem erweiterten Literaturiiberblick bzgl. des Erwartungsnutzenkriteriums und (C)Var
im Versicherungskontext sowie der Erliuterung der Stidrken und Schwichen des VaR bzw.
CVaR werden im Folgenden verschiedene Riickversicherungsmodelle vorgestellt. Bei allen Mo-
dellen wird das unterstellte Préaferenzfunktional auf die Gewinnfunktion des Zedenten ange-
wendet und hinsichtlich der Deckungsgrenzen maximiert. Dies geschieht zunéchst fiir jede
Deckungsgrenze einzeln. Dabei wird mit der Prioritdt begonnen.

31Dabei ist o der Risikoparameter des CVaR-Prinzips und p der loading factor der Riickversicherung. In dieser
Arbeit ist das p der Gewinnaufschlag ~.

35In der vorliegenden Arbeit wird fiir jedes Modell auch fiir das CVaR-gestiitze Modell die optimale Prioritét
gegeben. Dies stellt somit eine wesentliche Erweiterung zu der bisherigen VaR/CVaR-Literatur dar.

36Vgl. Brandtner (2010).



Kapitel 5

Prioritatsoptimierungsproblem

Die wesentliche Deckungsgrenze eines Riickversicherungsvertrages ist die Prioritét. Diese teilt
den Schaden zwischen dem FErst- und Riickversicherer auf. Auf den Plafond dagegen, der
Haftungsobergrenze des Riickversicherers, besitzt der Zedent nur geringen Einfluss. De facto
wird die Haftungsobergrenze nur selten von einem Schadensereignis iiberschritten. Vielmehr
sichert sich der Zessiondr durch Retrozession ab. Es wird zunéchst ein Plafond von Unendlich
angenommen. Somit gilt fiir die Gewinnfunktion die Formel (4.1)

G(d,X) = Pr— B— X — RVP(d) + RVS(d, X).

Diese bildet die Grundlage fiir die Maximierung verschiedener Préiferenzfunktionale bzgl. der
Prioritét. Das erste Préferenzfunktional, das nédher betrachtet wird, ist das fiir risikoneutrale
Entscheider! geeignete Erwartungswertkriterium.

5.1 Erwartungswertkriterium

Das Erwartungswertkriterium beriicksichtigt nur die erwartete Ausprigung einer Handlungs-
alternative bzw. Zufallsvariable. Fiir das Riickversicherungsproblem lautet das Erwartungs-
wertkriterium somit ®5(G(d, X)) := E(G(d, X)). Es soll dabei folgendes Maximierungspro-
blem gel6st werden

max dp(G(d, X)). (5.1)

Satz 5.1.1

Es sei ®p(G(d, X)) das Priferenzfunktional eines risikoneutralen Entscheiders mit Gewinn-
funktion G(d,X) = Pr— B— X — RVP(d) + RVS(d, X). Dann besitzt das Mazimierungs-
problem (5.1) folgende implizite Losung

Fx(d*) = 1+ RVPy(d")
mit der Mazimalbedingung —RV Pyq(d*) + fx(d*) < 02.

'Vgl. Bamberg, Coenenberg (2006), S. 104 f.
2Der Beweis von Satz 5.1.1 befindet sich im Anhang C.1 S. 180 f.
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Diese implizite Losung kann ebenso aus dem klassischen Newsvendor Modell mit nicht-linearer
Kostenfunktion k(y) hergeleitet werden®. Das Modell unterstellt ebenfalls das Erwartungs-
wertkriterium und verwendet die Gewinnfunktion*

Gly.X) = p-min(y,X) - k(y) + 2 - maz(0;y — X).
Dabei fithrt die Maximierung des erwarteten Gewinns zu der impliziten Losung Fg(y*) =

p—ky(y*)

= mit Maximalbedingung

—kyy(y*) —

Die Gewinnfunktion fiir das Riickversicherungsmodell lautet

(p—2)fz(y") <O0.

G(d,X) = Pr— B— X — RVP(d) + max(0, X — d).

Da die Erstversicherungspramien Pr als auch die Betriebskosten B unabhéngig von der Prio-
ritdt d sind, spielen diese Terme fiir den Maximierungsprozess keine Rolle. Somit bringt die
Gewinnfunktion

G(d,X) = —X— RVP(d)+max(0, X — d)
= —min(d, X) — RVP(d)

die selben Lésungen hervor. Durch Vergleich der Gewinnfunktionen G(d, X) und G(y, X)
kann eine Analogie festgestellt werden. Diese ist in der folgenden Tabelle dargestellt:

Newsvendor Modell

Riickversicherungsmodell

Nachfrage X
Bestellmenge y
nicht-lineare Kostenfunktion k
Verkaufspreis p
Riickgabepreis z

Schaden X
Prioritét d
nicht-lineare RV-Pramie RV P
-1°
06

Tabelle 5.1: Analogie zwischen dem Newsvendor- und dem Riickversicherungsmodell.

Entsprechend kann fiir p = —1, &k, (y) = RV Py(d), kyy(y) = RV Pyq(d) und z = 0 die Lésung
des Newsvendor Modells in die des Riickversicherungsmodells iiberfiihrt werden.

Im Folgenden soll die spezielle Riickversicherungsprimie aus Definition 4.1.2 auf Satz 5.1.1
angewendet werden. Dafiir ben6tigt man das erste und zweite Differential der Riickversiche-
rungspriamie. Diese stellt das folgende Lemma zur Verfiigung.

3Vgl. Kapitel 3.4.

“Die Nachfrage wird in der Gewinnfunktion zur Unterscheidung vom Schaden mit X bezeichnet.

5Der Verkaufspreis p des Newsvendors entspricht einer monetéiren Einheit nicht eingekauften Deckungsschutzes.
6Gilt, da der eingekaufte Deckungsschutz der Riickversicherung nicht zuriickgegeben werden kann.
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Lemma 5.1.1
Es sei RV P(d) die Riickversicherungsprdmie aus Definition 4.1.2, dann gilt fir die ersten
zwei Differentiale der Pramie RV Py(d) = (14+7)[—1+ Fx(d)] und RV Pyq(d) = (14+7) fx(d).

Beweis von Lemma 5.1.1:
Es gilt fiir die Riickversicherungspréamie laut Definition 4.1.2

RVP(d) = (1+4)E(RVS(d,X)) = (1+7)E(max(d, X))

o0 o0

_ /(x—d) dFX(x)=/:chx(:v)—d[1—Fx(d)]-
d d

Somit ergibt sich fiir das erste Differential der Riickversicherungspramie
RVP(d) = (1+)[-dfx(d) -1+ Fx(d) + dfx(d)] = (1 +7)[~1 + Fx(d)]
bzw. fiir das zweite Differential RV Pyq(d) = (1 + ) fx(d).
QED

Das folgende Beispiel illustriert die spezielle Riickversicherungspréamie zu einer gegebenen
Schadensverteilung,.

Beispiel 5.1.1 (Spezielle Riickversicherungsprimie)

Fiir die Berechnung der Rickversicherungsprdmie wird als Schadensverteilung die Nullpunkt-

Paretoverteilung angenommen. Zur Berechnung der Prdamie des Rickversicherers bendtigt
o0

man das Integral [ xf(x)dz, wobei f(x) die Dichte der Nullpunkt-Paretoverteilung ist. Fir

d
die Verteilungsfunktion gilt Fx(z) =1 — (ngm) T, Somzt folgt durch Dzﬁerenzzeren fiir die
Dichte fx(x) = %(Z’*‘Tx)iﬂil. Es gilt fiir das Integral fxf =7 f (1+%) e,

Man substituiere t = 1+ ¢, somit gilt x = (t — 1)b, fll; = l bzw. dr =b dt. Daraus folgt

e}

9
fyde = — [(¢—=1bt "o dt=0b [ (t— 1)t " at
= b /t_ﬂdt—/t_ﬁ 1dt] —ﬂb[
L]
- [ () e )

1 AN d\ ™’

"Vgl. Abschnitt 4.2.
8Fiir ¥ # 1 und 9 # 0.
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Somit ist fiir die Riickversicherungspramie bei Annahme der Nullpunkt-Paretoverteilung

oo

RVP(d) = (1+7) / v dFx(z) — d[1 — Fx(d)]
d

1 d 1-9 1 d -9 b+d -9
1 | —— 14+ -+ — 14 - —d| — .
wenponliy (1) 5 (08) ] -a(5)
Ezxemplarisch zeigt Abbildung 5.1 den Verlauf der Riickversicherungsprdimie unter Verwen-
dung der Parameter ¢ =5, b= 16,4 und v =0, 2.

RVP(d)

4,

<@

2

—_

0 d
20 40 60 80 100

Abbildung 5.1: Riickversicherungspréamie in Abhéngigkeit von der Prioritét.

Die Riickversicherungsprdimie sinkt dabei mit der Zunahme der Prioritdt. Somit wird der
Deckungsschutz mit hoherer Prioritit kostengtinstiger. Dies liegt darin begriindet, dass der
erwartete Rickversicherungsschaden sinkt. In diesem Fall ibernimmt der Zedent selbst mehr
Risiko. Abbildung 5.2 zeigt den Verlauf der ersten und zweiten Ableitung der Riickversiche-

rungsprdmieg .
RVP,(d) RVP,,(d)
0 1 0,14 1
-04 0,12
-0,8 0,08 1
-1,2 0,04 A
1.6 20 40 60 80 100 d 0 20 40 60 80 100 d

Abbildung 5.2: Ableitungen der Riickversicherungspriamie in Abhéngigkeit von der Prioritét.

. P o\ —0—
9Es gilt RV Pa(d) = —(1+7) (22) " und RV Paa(d) = (1+7)2 (&=) 77",
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Die erste Ableitung ist eine negative Funktion, da die Riickversicherungsprdmie monoton fal-
lend ist. Wesentlich interessanter ist der Verlauf der zweiten Ableitung. Die zweite Ableitung
ist dabei eine nicht negative monoton fallende Funktion. Daraus folgt, dass die Riickversiche-
rungsprdmie bei kleinen Prioritdten pro Versicherungseinheit stdrker sinkt als bei griofSeren
Prioritdten. Somit ist es fiir einen Zedenten von Interesse, auf kleine Priorititen zu verzichten,
da die Riickversicherung bei einem grifferen gewdhlten Selbstbehalt pro Versicherungseinheit
giinstiger wird.

Am kostspieligsten ist die Riickversicherung jedoch bei der Vollversicherung. In diesem Fall
entspricht sie dem erwarteten Schaden des Zedenten versehen mit dem Gewinnaufschlag'® des
Zessiondrs.

Der folgende Satz formuliert an dieser Stelle die optimale Losung des Riickversicherungsmo-
dells unter Verwendung der betrachteten speziellen Riickversicherungspramie.

Satz 5.1.2

Es sei p(G(d, X)) das Priferenzfunktional eines risikoneutralen Zedenten mit Gewinnfunk-
tion G(d,X) = Pr— B—X — RVP(d)+ RV S(d, X) und spezieller Rickversicherungsprimie
RVP(d) = (1+~v)E(RVS(d,X)). Dann besitzt das Mazximierungsproblem (5.1) die Lésung
Fx(d*) = 1 mit der Mazimalbedingung —vfx (d*) < 0.

Fiir das Maximum gilt Fx(d*) = 1, dass heifit die optimale Prioritét soll sich oberhalb aller
Schiden befinden oder gleich dem groBten Schaden sein'?. Somit préferiert ein risikoneutraler
Zedent eine Prioritét, die grofler oder gleich dem grofiten Schaden ist, der bei der unterstellten
Schadensverteilung auftreten kann'3. Ein risikoneutraler Zedent gibt damit kein Risiko an den
Zessionar ab, solange der Riickversicherer einen positiven Gewinnaufschlag fordert!4.

Betrachtet man den Spezialfall einer fairen Primie, erhélt man folgendes: Es gilt v = 0.
Die zweite Ableitung des Préferenzfunktionals ist dementsprechend ebenfalls null. Der Satz
liefert somit kein Maximum. Fiir den erwarteten Gewinn gilt E(G(d, X)) = Pr— B—E(X) —
RVP(d) + E(RVS(d)) = Pr — B — E(X)" fiir alle d. Der erwartete Gewinn stellt faktisch
eine Konstante dar und jede gewihlte Prioritéit wére ein Maximum. Somit ist ein risikoneutra-
ler Entscheider bei einer fairen Riickversicherungspramie indifferent zwischen den einzelnen
Prioritaten.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass ein risikoneutraler Erstversicherer die Riickver-
sicherung mit positivem Gewinnaufschlag ablehnt. Bei einer fairen RV-Pramie ist dieser in-
different.

"YHier wurde ein Gewinnaufschlag von 20 Prozent angenommen.

UDer Beweis befindet sich im Anhang C.1 S. 181.

12Der Wert einer Verteilungsfunktion an der Stelle x ist gleich eins, wenn x grofer ist als alle Auspriagungen
der Zufallsvariable oder x die grofite Ausprigung der Zufallsvariable annimmt.

13Es sei im Folgenden die optimale Prioritéit d* die kleinste Prioritét fiir welche Fx(d*) = 1 gilt. Fiir alle
weiteren Optimierungsprobleme mit der Losung Fx(d*) = a € [0,1] sei die optimale Prioritit d* > 0 die
kleinste Prioritét, fiir die Fx (d*) = a gilt.

14Dje Maximalbedingung ist fiir positive Gewinnaufschlige erfiillt, da die Verteilungsdichte keine negativen
Werte annehmen kann, da keine negativen Schiden existieren.

'5Im Fall einer fairen Riickversicherungsprémie ist der erwartete Riickversicherungsschaden gleich der Riick-
versicherungspréamie.
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5.2 CVaR-Prinzip

Im Gegensatz zum Erwartungswertkriterium beriicksichtigt das CVaR-Prinzip!® das Risiko
einer Handlungsalternative bzw. einer Zufallsvariable. Es ist damit fiir risikoaverse Entscheider
geeignet und besitzt folgendes Préaferenzfunktional fiir das Riickversicherungsmodell

Ba(G(d. X)) = CVaR,(G(d, X)) = E(G(d. X) | G(d, X) < ga(d))-

Das Priferenzfunktional ist in diesem Zusammenhang der untere bedingte erwartete Gewinn
in Abhéngigkeit von der Prioritdt d und dem zufilligen Schaden X. In das Préferenzfunk-
tional flieBen dabei die « - 100 % schlechtesten Ausprigungen des Gewinns ein, wobei der
Risikoparameter o € (0, 1) individuell von jedem Entscheider gew#hlt wird. Fiir sehr kleine
a bleibt somit ein grofler Teil der Verteilung unberiicksichtigt und es flielen nur Gewinne
mit sehr kleinen Ausprigungen ein. Dies stellt hohe Risikoaversion dar. Im Grenzfall @« — 1
dagegen nahert sich dieser untere bedingte erwartete Gewinn dem erwarteten Gewinn an und
spiegelt damit geringe Risikoaversion wider.

Der folgende Satz formuliert die Losung fiir das Riickversicherungsmodell unter Verwendung
des CVaR-Prinzips und der speziellen Riickversicherungspréamie aus Definition 4.1.2.

Satz 5.2.1

Es sei ,(G(d, X)) das Priferenzfunktional eines risikoaversen Zedenten mit Gewinnfunktion
G(d,X)=Pr—B—X —RVP(d)+RVS(d,X) und der speziellen Riickversicherungsprimie
RVP(d)=(1+~)E(RVS(d,X)). Dann besitzt das Mazimierungsproblem

max ?,(G(d, X))

folgende implizite Losung
1
Fx d*) = B Ity 17
(d") L fir a< ﬁ

Es gilt 0 < ﬁ < 1, da der Gewinnaufschlag keine negativen Werte annimmt. Somit teilt die
Fallunterscheidung den Risikoparameter « in zwei Gruppen ein:

o Fall = <a<l:
Diese Gruppe beinhaltet alle grofieren Auspriagungen des Risikoparameters nahe eins.
Das Préiferenzfunktional néhert sich fiir « — 1 dem erwarteten Gewinn an. Somit stellt

16CVaR ist die Abkiirzung fiir Conditional Value at Risk.

"Der Beweis von Satz 5.2.1 kann im Anhang C.1 S. 181 ff. nachvollzogen werden. An dieser Stelle sei auf das
direkte Vorgéingerresultat, die Publikation von Cai, Tan (2007), verwiesen. Die Bedingung fiir die optimale
Losung beim CVaR-Prinzip von Cai, Tan (2007) ist dabei zu der hier angegeben Losung identisch. Ausgangs-
punkt sind jedoch unterschiedliche Zielfunktionen. Cai und Tan verwenden nicht die Gewinnfunktion eines
Erstversicherers, sondern den total risk exposure. Des Weiteren wird keine Losung fiir die optimale Prioritéat
gegeben.
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dieser Fall niedrige Risikoaversion dar. Es gilt dabei Fx (d*) = 1'8. Demzufolge wird kei-
ne Riickversicherung nachgefragt. Ein Entscheider mit niedriger Risikoaversion verhélt
sich wie ein risikoneutraler Entscheider.

e Fall0 < a< %:

Diese Gruppe beinhaltet alle niedrigen Ausprigungen des Risikoparameters und bildet
damit hohe Risikoaversion ab. In diesem Fall gilt Fx(d*) = % € [0,1] und bringt fiir
~v # 0 positive optimale Prioritdten hervor. Somit entscheidet sich der Zedent fiir die
Riickversicherung. Dabei ist zu bemerken, dass die Hohe der optimalen Prioritéit bei
der Riickversicherungswahl (hohe Risikoaversion) unabhéngig vom Risikoparameter «
ist. Allein der Gewinnaufschlag des Riickversicherers beeinflusst die Hohe der optimalen
Prioritét!®.

Der Risikoparameter o entscheidet nur dariiber, ob eine Riickversicherung nachgefragt wird.
Dabei setzt die Riickversicherungswahl des Zedenten fiir hohere Gewinnaufschlége seitens des
Zessionirs erst spéter (bei noch hoherer Risikoaversion) ein. Dies illustriert die linke Grafik
von Abbildung 5.3 mit der Darstellung der Verdnderung zwischen der Entscheidung fiir oder

egen die Riickversicherung (o« = ——) in Abhéingigkeit vom Gewinnaufschlag des Riickversi-
14y
cherers.
1 _7
a=— Fy(d¥)=——
l+y 1+7
keine Riickversicherung
0,8 0,8 Riickversicherer
0,6 0,6
04 04
02 Riickversicherung 02
Gewinn- Erstversicherer Gewinn-
02 04 06 08 1,0 aufschlag 02 04 06 08 1,0 aufschlag

Abbildung 5.3: Links: Riickversicherungswahl in Abh#ngigkeit vom Gewinnaufschlag. Rechts:
Fx (d*) bei Riickversicherungswahl in Abhéingigkeit vom Gewinnaufschlag.

Die Fldche oberhalb der Kurve stellt alle Ausprigungen des Risikoparameters « fiir einen
entsprechenden Gewinnaufschlag, die zur Ablehnung der Riickversicherung fithren, dar. Die
Fléche unterhalb beinhaltet alle Ausprigungen des Risikoparameters fiir die Riickversiche-

18Die optimale Prioritit d* ist vom Risikoparameter o abhsingig. Die prizisere Schreibweise fiir d* ist d*(«).
Aufgrund der Komplexitdt der Losungen bei den noch zu verwendenden Priferenzfunktionalen wird im
Folgenden auf die Angabe der Risikoparameter bei den optimalen Ldsungen verzichtet. Des Weiteren tritt
hier die Tendenz des CVaR-Prinzips zu Randlésungen auf, welche im diskreten Fall generell, aber im stetigen
Fall im Allgemeinen nicht eintritt.

19 An dieser Stelle sei ein Vergleich zur Erwartungsnutzentheorie vorgenommen. Grundlegendes Verhalten von
optimalen Prioritdten untersuchte dabei Schlesinger (1981). Deckungsgleich ist dabei die Aussage, dass ein
risikoaverser Entscheider die Versicherung préferieren, aber auch ablehnen kann. Dies ist abhéngig u. a. von
der Stérke der Risikoaversion und von der unterstellten Versicherungsprimie.
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rungswahl. Die Kurve selbst bildet indifferentes Verhalten seitens des Entscheiders ab?.

Die rechte Grafik von Abbildung 5.3 stellt den Verlauf der impliziten Losung (Fx(d*)) bei
Riickversicherungswahl in Abhéngigkeit von dem Gewinnaufschlag des Zessionérs dar. Man
erkennt, dass bei hoheren Gewinnaufschligen der Wert der Verteilung an der Stelle der opti-
malen Prioritét hoher als bei kleinen Gewinnaufschlégen ist.

Ein hoheres Fx (d*) bedeutet dabei, dass der Erstversicherer mehr Risiko selbst tragen moch-
te, denn Schéden, die oberhalb der Prioritét liegen, werden vom Zessionér getragen. Es gilt,
je hoher die Prioritét, desto mehr Risiko iibernimmt der Erstversicherer.

Allgemein ist festzustellen, dass bei hoheren Gewinnaufschldgen nur Entscheider mit hoherer
Risikoaversion die Riickversicherung wihlen und dann aufgrund der hoheren Kosten der Riick-
versicherungspréamie weniger Versicherung nachfragen als bei geringeren Gewinnaufschliagen.

Zur Veranschaulichung der gewonnenen Ergebnisse betrachte man folgendes Beispiel.

Beispiel 5.2.1 (Riickversicherungsmodell und CVaR-Prinzip)

Zwei Zedenten handeln nach dem CVaR-Prinzip. Der erste Zedent konstatiert fiir sich einen
Risikoparameter a = 0,8, der zweite Zedent ein o = 0,5. Erst- und Rickversicherer sind sich
einig, dass die Schiden X der Kunden der Nullpunkt-Paretoverteilung mit den Parametern
¥ =5 und b = 16,4%! folgen. Der Riickversicherer fordert fiir seine Aufwendungen einen
Gewinnaufschlag von 40 Prozent.

Fiir den ersten Zedenten gilt o = 0,8 > H—ﬁ = 0,71. Demzufolge lehnt dieser die Riick-

versicherung ab. Fiir den zweiten Zedenten ist a = 0,5 < H_ﬁ = 0,71 und damit Fx(d*) =

~

™ = 0,29. Fiir die inverse Nullpunkt-Paretoverteilung gilt

Fil(z)=b-(1—z)"9 —b.

Somit folgt fiir die Inverse bei Verwendung der entsprechenden Parameter F);l(O7 29) =1, 14.
In diesem Fall wird der zweite Zedent einen Riickversicherungsvertrag mit einem Selbstbehalt
von 1,14 Millionen Euro mit dem Riickversicherer vereinbaren.

Der Riickversicherer senkt seinen Gewinnaufschlag auf 20 %. Damit gilt ﬁ = 0,83. In
diesem Fall entscheiden sich beide Erstversicherer fiir die Riickversicherung, und zwar fir die

Prioritdt von jeweils 0,61 Millionen Euro.

Die néchsten Ausfithrungen betrachten den Spezialfall einer fairen Riickversicherungsprimie.
Es gilt damit fiir den Gewinnaufschlag des Riickversicherers v = 0. Aus der Losung von Satz
5.2.1 folgt fiir v =0

1, fir a>1
0, fir a<1

Fx(d") = {

2°In diesem Fall kann sich der Zedent nicht zwischen der Wahl und der Ablehnung der Riickversicherung
entscheiden.
2Der Skalenparameter bezieht sich auf 1 Million Euro.
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Da « nur Werte kleiner eins annehmen kann, féllt die Losung auf den zweiten Fall zusam-
men und es gilt Fx(d*) = 0. Bei einer fairen Riickversicherungsprémie entscheidet sich jeder
Zedent, der das CVaR-Prinzip verwendet, fiir eine Vollversicherung. Ob ein Zedent niedrige
oder hohe Risikoaversion besitzt, spielt dabei keine Rolle?2.

Ist fiir einen Entscheider seine Risikoeinstellung von Interesse, so muss er seinen Risikopara-
meter & bzgl. gewahlter Riickversicherungsvertrige bestimmen. Dies kann auf folgende Weise
geschehen.

Bestimmung des Risikoparameters und Moglichkeiten der Entscheidungsfindung

1. Der Erstversicherer hat eine Riickversicherung mit der Prioritét dx in Anspruch genom-

men. Die Schiiden X folgen der Verteilung Fx (z). Dann gilt Fx(dx) = % Damit
X

Fx(dx) 23
b 1—Fx (dx)
bestimmt werden. Fiir den Risikoparameter & kann somit folgende Ungleichung festge-

~ 1
halten werden & < T,

kann der Gewinnaufschlag des Zessionérs v, fiir diesen Vertrag durch v =

Durch die Ablehnung und Wahl mehrerer Riickversicherungsvertrige erhdlt man mehre-
re dieser Ungleichungen, mit denen der Risikoparameter & genauer abgeschétzt werden
kann.

2. Die einfachere Art, den Risikoparameter & zu bestimmen, ist der Tatsache geschuldet,
dass dieser einen direkten Zusammenhang zum Gewinnaufschlag des Riickversicherers
aufweist. Fragt man den Zedenten, welchen Gewinnaufschlag des Zessionérs 4 er gerade
noch akzeptiert, so kann daraus der Risikoparameter & = % berechnet werden.

Wenn der geforderte Gewinnaufschlag des Riickversicherers bei einem neu angebote-
nen Riickversicherungsvertrag kleiner oder gleich dem Grenzgewinnaufschlag 4 ist, dann
wihlt der Zedent die Riickversicherung, anderenfalls lehnt er diese ab.

3. Es wird der Sachverhalt betrachtet, dass der Erstversicherer einen Riickversicherungs-
vertrag mit einem Gewinnaufschlag des Zessionérs 7, in Anspruch genommen hat. Da-
bei wurden alle Schiden, die aus einem Versicherungsprodukt des Zedenten entstehen
konnen, durch den Riickversicherungsvertrag versichert. Es wird angenommen, dass die
Schiden der Verteilung F'x folgen. Der Zedent mochte ein anderes Versicherungspro-
dukt riickversichern. Dabei werden Schiden mit der Verteilung Fz angenommen. Der
Zessionér fordert fiir die Absicherung dieser Schidden aufgrund eines dhnlichen Scha-
denstyps den gleichen Gewinnaufschlag. Dann kann der Zedent seine Prioritéit wie folgt

berechnen
7 _ 1 /VX _ -1 7
dy = F, <1+7X>_FZ (Fx(dx))-

2Im Fall der fairen Prémie bei Verwendung des CVaR-Prinzips tritt auch im stetigen Fall die Tendenz zu
Randlosungen auf, die sonst nur generell im diskreten Fall vorliegt.

ZFolgt durch Umstellung von Fx (dx) = nach v, .

x
Ty
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4. Man nehme an, dass der Riickversicherer bei Versicherung eines zweiten Versicherungs-
produktes des Erstversicherers einen anderen Gewinnaufschlag 7, verlangt. Der Zedent
wihlt die Riickversicherung, wenn v_ < ¥ ist. Die Prioritét wird in diesem Fall mit

= _ Y
Z

bestimmt. Im Fall v_ > 4 lehnt er die Riickversicherung ab.

Im Folgenden soll das Riickversicherungsmodell auf hybride Entscheidungsprinzipien ange-
wendet werden. Mit diesen ist es moglich, auch risikofreudige Entscheider zu modellieren.
Begonnen wird dabei mit dem Entscheidungsprinzip @, (G (d, X)).

5.3 Hybrides Entscheidungsprinzip ¢, ,(G(d, X))

FEin in diesem Rahmen vorgestelltes Entscheidungspriferenzfunktional stellt die Konvexkom-
bination aus Erwartungswert und unterem bedingten Erwartungswert dar. Es gilt fiir das
Riickversicherungsproblem nach Formel (2.2)

1-A A—«

— —

E(G(d, X)|G(d, X) < ga(d)),

wobei g, (d) das a-Gewinnquantil bezeichne. Das Priferenzfunktional driickt risikoneutrales
Verhalten fiir die Gleichheit der Risikoparameter A und « aus. Fiir A < « spiegelt es risiko-
freudiges und fiir A > « risikoaverses Verhalten wider?*. Das Priiferenzfunktional bietet somit
den Vorteil, alle drei Risikoeinstellungen abbilden zu kénnen.

Die Anwendung des Préferenzfunktionals ®, x(G(d, X)) auf das Riickversicherungsproblem
formuliert der Satz 5.3.1. Dabei wird das Préferenzfunktional maximiert bzgl. der Prioritéit
unter Verwendung einer allgemeinen nicht-linearen Riickversicherungsprémie.

Satz 5.3.1
Es sei @4, \(G(d, X)) das Priferenzfunktional eines Zedenten mit Gewinnfunktion G(d, X) =
Pr—B—X —RVP(d)+ RVS(d, X). Dann besitzt das Mazimierungsproblem

max P (G(d, X))

folgende implizite Losung

1+ $RV Py(d),

fiir X\ > —RV Py(d*) und — RV Pyq(d*) + 2 fx(d*) <0
Fx(d*) =

=401+ RV Py(d")),

fiir A < =RV Py(d*) und — RV Pyq(d*) + =2 fx(d*) < 0

a

24ygl. dazu Abschnitt 2.4.1.2.
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Die implizite Losung unterteilt sich dabei in zwei Félle. Zum einen in den Fall A > —RV P;(d*)
mit impliziter Losung

Fy(d") =1+ %RVPd(d*)%

und Maximalbedingung —RV Pyq(d*) + 2 fx(d*) <0 und zum anderen in den Fall
A < —RV Py(d*) mit impliziter Losung
1—
Fx(d") = 7= [1 + RVPy(d")]
und Maximalbedingung —RV Pyy(d*) + 1=2 fx(d*) < 0. Der Beweis von Satz 5.3.1 kann im
Anhang C.1 S. 184 f. nachvollzogen werden.

Die Verwendung der allgemeinen nicht-linearen Riickversicherungspriamie ermdoglicht zum
einen, verschiedene Riickversicherungspramienstrukturen zu unterstellen® und zum anderen,
die Analogie zum Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion herstellen zu kénnen.
Letzteres soll im Folgenden néher betrachtet werden.

Analogie zum Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion und Risi-
kopréferenzen

Das Priferenzfunktional ®, , wurde bereits auf das Newsvendor Modell?” mit linearer?® und
nicht-linearer?® Kostenfunktion angewendet. Die Losung des Riickversicherungsproblem soll
im Folgenden aus der Losung des Newsvendor Modells mit nicht-linearer Kostenfunktion und
Risikopriferenzen abgeleitet werden.

Fiir das Préferenzfunktional des Newsvendors gilt

Par(Gly, X)) = 12 BGly, X)) + 5 B(G(y, X)|Gly, X) < ga(y))

Da die a - 100 % kleinsten Gewinne3? bei den o - 100 % kleinsten Nachfragen?!' realisiert
werden, kann

E(G(y, X)|G(y, X) < gax(y)) = E(G(y, X)|X < z4a(y))

geschrieben werden. Dabei bezeichne x,(y) das a-Quantil der Nachfragen. Damit wird fol-
gendes Maximierungsproblem gel6st

max 12 B(G(y, X)) + 2 B(Gly, X)X < 2aly).

y -« 1-—

% Die optimale Prioritét d* ist von den Risikoparametern o und ) abhingig. Folglich miisste man fiir d* priziser
Weise d* (o, A) schreiben. Um den Umfang der Formeln nicht weiter zu vergréfiern, wird zur tibersichtlicheren
Darstellung der Formeln auf die Angabe der Risikoparameter bei den optimalen Lésungen verzichtet.

26Vgl. bzgl. verschiedener Riickversicherungsstrukturen Abschnitt 4.1. In dieser Arbeit wird nur die spezielle
Riickversicherung aus Definition 4.1.2 Anwendung finden.

2"Vgl. Cachon, Terwiesch (2006), Kap. 9.4 oder Chopra, Meindl (2004), Kap. 12.

28Vgl. bzgl. Newsvendor Modell mit Risikopriferenzen und linearer Kostenfunktion Jammernegg, Kischka
(2005D).

29y gl. Abschnitt 3.4.

30Das sind die Gewinne, die sich unterhalb des a-Gewinnquantils befinden.

31Das sind die Nachfragen, die sich unterhalb des a-Quantils der Nachfrage befinden.
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Dagegen lautet das Priferenzfunktional fiir das Riickversicherungsproblem

1—-AX A — o

q)a)\(G(d,X)) == EE(G(daX)) + 1—«

E(G(d, X)|G(d, X) < ga(d)),
wobei

E(G(d, X)|G(d, X) < ga(d)) = E(G(d, X)|X = 21-0(d))
gilt3?. Es wird also folgendes Maximierungsproblem gelost

- A A—a
max 1_QE(G(d’X)) 1,

E(G(d,X)‘X > xl—a(d))’ (5'2)

wobel z1_4(d) das (1 —«a)-Schadensquantil bezeichne. Man erkennt, dass es sich nicht um das
gleiche Optimierungsproblem handelt. Das Optimierungsproblem des Newsvendors beinhaltet
einen unteren bedingten Erwartungswert, das Optimierungsproblem des Zedenten dagegen
einen oberen bedingten Erwartungswert. Dies ist begriindet in der Tatsache, dass Nachfragen
und Schéden eine komplimentidre Wirkung haben. Grofle Nachfragen sind positiv fiir einen
Entscheider, grofie Schiden sind es dagegen nicht. Dies ist auch aus den Gewinnfunktionen
erkennbar. So ist die Gewinnfunktion des Newsvendors in Abhéingigkeit von der Nachfrage bei
fester Bestellmenge eine monoton wachsende Funktion. Die Gewinnfunktion des Zedenten in
Abhé#ngigkeit von dem Schaden bei fester Prioritéit dagegen eine monoton fallende Funktion.
Dies illustrieren die Abbildungen 5.4 und 5.5.

G(yx)

} (1-0) - 100 % groBten

8(Y) Gewinne

a - 100 % kleinsten
Xa(Y) y Nachfrage X Gewinne

o - 100 % kleinsten (1-0) * 100 % groBten

Nachfragen Nachfragen (fiir festes y)

Abbildung 5.4: Gewinnfunktion des Newsvendors mit a-Gewinnquantil.

Betrachtet man das Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion und dem Préfe-
renzfunktional @3 5, so gilt

B35(G(0, X)) = 15 E(G(.X)) + T2 EG X)[G1.X) = 1-5(0)

Die 3-100 % grofiten Gewinne werden bei den 3-100 % groiten Nachfragen, also bei Nachfragen
oberhalb des 1 — §-Quantils der Nachfragen, realisiert. Somit ergibt sich

E(G(y, X)|G(y, X) > g1-5(y)) = E(G(y, X)|X = z1-5(y)).

32Die - 100 % kleinsten Gewinne werden bei den a - 100 % groSten Schiden realisiert werden. Somit befinden
sich unterhalb des Schadensquantils (1 — «) - 100 % der Schéiden. Es ist damit das (1 — a)-Schadensquantil.
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G(d.x)
(1-a) - 100 % groBten
() Gewinne
g
¢ | a - 100 % kleinsten
- Gewinne
X1o(d) d Schaden x
N
(1-0) - 100 % a * 100 % groBten .
kleinsten Schiaden Schiden (fiir festes d)

Abbildung 5.5: Gewinnfunktion des Erstversicherers mit a-Gewinnquantil.

Das zugehorige Maximierungsproblem lautet

-5 5 —
E(G(y, X —FE(Gy,X)|X >z1_ .
max 3 (G(y, ))+1_ﬁ (G(y, X)|X = z1-5(y))
Dieses Maximierungsproblem ist entsprechend #dquivalent zum Maximierungsproblem (5.2)
des Riickversicherungsproblems. Die Analogie?® zwischen dem Newsvendor und dem Riick-
versicherungsmodell stellt Tabelle 5.2 dar.

g

Newsvendor Modell

Riickversicherungsmodell

Nachfrage X
Bestellmenge y
Kostenfunktion k
ky
Kyy
Verkaufspreis p
Riickgabepreis z
b=1—-«
d=1-2A
Pp5=P1a,1-2

Schaden X
Prioritéat d
RV-Pramie RV P
RV P,

RV Py,

-1
0
«
A
Dy

)

Tabelle 5.2: Analogie zwischen dem Newsvendor- und dem Riickversicherungsmodell mit Ri-
sikopréferenzen.

Mit Hilfe dieser Analogie kann die Newsvendorloésung unter Verwendung des Préferenzfunk-
tionals ®3 5 in die Losung des Riickversicherungsproblems fiir das komplementére Préferenz-
funktional ®, ) iiberfiihrt werden34.

33Die ersten Analogien sind bereits aus Abschnitt 5.1 bekannt und wurden aus der Gewinnfunktion abgelei-
tet. Die letzten drei Analogien ergeben sich aus der Anwendung von Risikopréferenzen auf komplementére
monotone Gewinnfunktionen.

34Die direkte Ubertragung der Losungen befindet sich im Anhang C.1 S. 186.
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Der sich im Folgenden anschliefende Untersuchungsgegenstand ist die Betrachtung des Riick-
versicherungsmodells unter Verwendung des Préferenzfunktionals ®, , mit der speziellen
Riickversicherungspramie aus Definition 4.1.2.

Riickversicherungsproblem mit spezieller Riickversicherungsprimie

Der folgende Satz formuliert die Losung des Riickversicherungsmodells fiir die spezielle Riick-
versicherungspréamie.

Satz 5.3.2

Es sei @ \(G(d, X)) das Priferenzfunktional eines Zedenten mit Gewinnfunktion G(d, X) =
Pr—B—X—RVP(d)+ RVS(d, X) und der speziellen Riickversicherungspramie RV P(d) =
(14+~)E(RVS(d,X)). Dann besitzt das Maximierungsproblem

m(?X (I)a,A(G((LX))
folgende implizite Losung

1, firl+~>

Fx(d*) = 1-a .
{ Tty i1+ <

35

Q> >

Die Riickversicherung wird fiir F'x (d*) = 1 nicht gew#hlt. Die Bedingung dafiir lautet 1+~ >
g. Fiir A < « ist die Bedingung immer erfiillt. In diesem Fall ist die rechte Seite der Bedin-
gung kleiner gleich eins. Diese Risikoparameterkombinationen bilden einen risikoneutralen3®
bzw. einen risikofreudigen Zedenten ab. Demzufolge entscheidet sich ein risikofreudiger bzw.
ein risikoneutraler Zedent gegen die Riickversicherung.

Die Grenze (1 +~v = g) zwischen beiden optimalen Losungen splittet damit den Bereich
der a-A-Kombinationen fiir Risikoaversion in zwei Bereiche auf. Dabei beinhaltet ein Bereich
die a-A-Kombinationen der niedrigen und ein Bereich die a-A-Kombinationen der hohen Ri-
sikoaversion. Im Bereich der niedrigen Aversion gilt zwar A > «a, dennoch ist die Ungleichung
14> % erfiillt. Demzufolge lehnt ein Zedent mit niedriger Risikoaversion die Riickversiche-
rung ab.

Im Fall hoher Risikoaversion dagegen gilt

71— a)
l-—a)Il+7) (1=}

Fx(d*): S [0,1—04[.

Daraus resultieren optimale Prioritdten, die kleiner sind als der grofite mogliche Schaden der
angenommenen Schadensverteilung. Ein hochrisikoaverser Zedent entscheidet sich also fiir die

35Der Beweis von Satz 5.3.2 kann im Anhang C.1 S. 184 ff. nachvollzogen werden.
36Im Fall der Risikoneutralitit gilt die Gleichheit der Risikoparameter a und .
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Riickversicherung®”’. Die Abbildung 5.6 stellt die a-A-Kombinationen fiir Riskofreude, Ri-
sikoneutralitit und Risikoaversion als auch die Grenze®® zwischen der Akzeptanz und der
Ablehnung der Riickversicherung im Risikopréferenzraum dar.

A
1
Risiko- 1
aversion — ==
0,8
0,6 | Riickver- L A=a
sicherung
ketne
0,4 tickversicherung
0,2
Risikofreude

02 04 06 08 10 &

Abbildung 5.6: Risikopréferenzraum bei @, \(G(d, X)).

Die Hauptdiagonale (o« = \) des Risikopréferenzraums bildet dabei Risikoneutralitéit ab. Die
a-A-Kombinationen unterhalb dieser Hauptdiagonalen sind die Kombinationen fiir Risikofreu-
de und oberhalb die fiir Risikoaversion. Die Grenze der optimalen Losungen (147 = %) teilt
die Risikoaversion in zwei Teile. Oberhalb dieser Grenze wird die Riickversicherung akzeptiert

mit der optimalen impliziten Lésung

(1 —a)
(I-a)1+7)—(1-=X)

Unterhalb dieser Grenze dagegen wird die Riickversicherung abgelehnt mit Fx(d*) = 1.

Fx(d*) =

Der Gewinnaufschlag des Riickversicherers beeinflusst die Grenze zwischen Akzeptanz und
Ablehnung der Riickversicherung. Die Grenze fiir verschiedene Gewinnaufschlige stellt Ab-
bildung 5.7 dar.

Die Grenze zwischen Akzeptanz und Ablehnung der Riickversicherung verschiebt sich in Be-
reiche hoherer Risikoaversion mit der Zunahme des Gewinnaufschlages des Riickversicherers.
Dass heifit, ein Zedent muss fiir die Akzeptanz des Vertrages mit steigendem Gewinnaufschlag

37Ein risikoaverser Entscheider wihlt also u. U. die (Riick-)Versicherung. Die zentrale Aussage des Arrow-
Theorems (1963) war, dass ein risikoaverser Entscheider, wenn er die (Riick-)Versicherung préferiert, alle
Schéaden oberhalb einer optimalen Prioritdt versichern lassen mochte. Bzgl. Erwartungsnutzentheorie im
Versicherungskontext vgl. Schlesinger (1981). Kernaussage ist, dass ein risikoaverser Entscheider die Versi-
cherung préferieren, aber auch ablehnen kann. Dies ist abhéngig u. a. von der Stdrke der Risikoaversion,
welche durch die Nutzenfunktion abgebildet wird und der unterstellten Versicherungspramie. Des Weiteren
fiithrt eine risikoaversere Nutzenfunktion zu einer niedrigeren Prioritdt. Ebenso fithren Risikoparameter beim
hybriden Modell, welche eine hohere Risikoaversion abbilden, zu einer niedrigeren Prioritdt und somit zu
mehr Risikotransfer.

38Fiir den Risikopriferenzraum wurde ein Gewinnaufschlag seitens des Riickversicherers von 40 Prozent ange-
nommen.

39 An der Grenze zwischen Akzeptanz und Ablehnung der Riickversicherung ist der Zedent indifferent zwischen
den optimalen Losungen.
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A
1
v#~0,2
0,8 v=0,4
v~0
0,6
0,4
0,2

02 04 06 08 10 a
Abbildung 5.7: Risikopriferenzraum in Abhéngigkeit vom Gewinnaufschlag bei
P, (G(d, X)).

eine hohere Riskoaversion besitzen. Bei einer fairen Riickversicherungsprimie dagegen bilden
die a-A\-Kombinationen der Risikoneutralitit die Grenze zwischen den optimalen Losungen.

Besonders bei Riickversicherungswahl ist die Hohe der optimalen Prioritét von Interesse.
Dies illustriert Abbildung 5.8 fiir verschiedene gegebene a.

Fy(d'(a,2))

| f—eeeeee
0,8
0,6
0,4

0,2

0,2 04 0,6 0,8 1,0

Abbildung 5.8: Optimale Prioritit bei ®5 \(G(d, X)).

Es wird der Verlauf des Wertes der Verteilung der optimalen Prioritit Fx (d*(d&, \))*0 fiir

gegebene & und v = 0,2 in Abhéngigkeit vom Risikoparameter \ dargestellt. Kleine Auspri-

gungen des Risikoparameters A spiegeln dabei Risikofreude und hohe Ausprigungen Risiko-

aversion wider. Fiir Risikofreude (A — 0) ist Fix(d*(&, \)) = 1*1. An der Stelle, an welcher die

Bedingung fiir die Akzeptanz der Riickversicherung erstmals erfiillt ist, beginnt Fx (d*(&, A))

vom Wert 1 — & zu fallen, bis diese im Punkt der hochsten Risikoaversion (A = 1) den Wert
2l

joe erreicht. Damit ist eine Vollversicherung nur fiir eine faire Riickversicherungsprimie rea-

1°Die optimale Prioritét ist abhéngig von den Risikoparametern. Auf die Darstellung dieser Abh#ngigkeit wird
aber im Allgemeinen verzichtet.
41Die Riickversicherung wird abgelehnt.
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lisierbar. Zusitzlich wird bei gleichem Risikoparameter A fiir kleinere Risikoparameter o*?

eine niedrigere Prioritit*® und damit verbunden eine groBere Abdeckung der Schiden durch
den Riickversicherer nachgefragt.

Die Abbildung 5.9 stellt den Verlauf der impliziten optimalen Losung Fx(d*(a&, \)) fiir ver-
schiedene Gewinnaufschlidge des Riickversicherers dar. Dafiir wurde & = 0,25 gewéhlt.

Fyold'(0.25:2))
1

0,8

0,6

0,4

0,2

0,2 04 0,6 0,8 1,0

Abbildung 5.9: Optimale Prioritét bei ®, \(G(d, X)).

Die Grenze zwischen Akzeptanz und Ablehnung der Riickversicherung verschiebt sich zu ho-
heren Werten des Risikoparameters A mit der Zunahme des Gewinnaufschlages des Riickver-
sicherers. Dabei bleibt der Wert der Verteilung von der optimalen Prioritét bei Riickversiche-
rungswahl an der Grenze konstant. Im Punkt héchster Risikoaversion dagegen unterscheiden
sich die Werte. Je hoher der Gewinnaufschlag, desto grofler ist Fx(d*(0,25;1)) und somit
auch die optimale Prioritét d*(0,25; 1). Dass heifit, je hoher der Gewinnaufschlag, desto weni-
ger Deckungsschutz kauft ein Zedent ein. Dieser Sachverhalt gilt auch allgemein fiir beliebige
Risikoparameter A. Es gilt somit fiir festes & und A

Fx(d*(@,X,71)) < Fx(d* (&, A, 72))*
fiir 7 < 2.

Die gewonnenen Ergebnisse sollen durch ein Beispiel verdeutlicht werden. Es wird dabei wie-
der die Nullpunkt-Paretoverteilung unterstellt.

“2Wenn der Risikoparameter o gegen null geht, steigt die Risikoaversion an.

BFir festes A gilt Fx (d*(a1,\) < Fx(d*(az,\)) fir a1 < az.

7Zur Erlsuterung des Zusammenhangs wurde die Abhingigkeit der optimalen Prioritéit um die Komponente
des Gewinnaufschlages erweitert. Diese Erweiterung wird aber im Folgenden wieder fallen gelassen um das
Arbeiten mit den Losungen zu erleichtern.
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Beispiel 5.3.1 (Riickversicherungsmodell bei Priferenzfunktional ®, »)
Es werden vier Zedenten mit folgenden a-A-Kombinationen betrachtet: Es wird angenommen,

Zedent a A
1 0,25 | 0,5

2 1025|065
3 05 | 05
4 0,5 | 0,65

Tabelle 5.3: Risikoparameter der Zedenten fiir Beispiel 5.3.1.

dass die Schdden der Nullpunkt-Paretoverteilung mit den Parametern 9 = 5 und b = 16,4
folgen. Jeder dieser Zedenten verhandelt mit zwei Riickversicherern. Der Riickversicherer 1
verlangt dabei einen Gewinnaufschlag von 20 und der Riickversicherer 2 von 40 Prozent auf
seinen erwarteten Riickversicherungsschaden. Die folgenden Tabellen geben fiir diese Zedenten
die optimale Prioritit® fir die zwei Gewinnaufschlige der Riickversicherer wieder:

Zedent | « A | RV-Wahl | Fx(d*) | d*
11025 05 Ja 0,545 | 2.8
2 0,25 | 0,65 Ja 0,429 | 1,94
3 05| 05| Nein - -
4 0,5 | 0,65 Nein - -

Tabelle 5.4: Optimale Prioritédten fiir Beispiel 5.3.1 mit v = 0, 4.

Zedent | @ | X | RV-Wahl | Fx(d") | "
1 [025] 05 Ja 0,375 | 1,62
2 10251065 Ja 0,273 | 1,08
3 05 | 0,5 | Nein - -
4 0,5 | 0,65 Ja 04 | 1,76

Tabelle 5.5: Optimale Prioritdten fiir Beispiel 5.3.1 mit v = 0, 2.

Aus den Tabellen ist ersichtlich, dass der Zedent 3 in beiden Fillen (v = 0,2; v = 0,4) die
Riickversicherungen ablehnt. Er besitzt identische Risikoparameter, ist somit risikoneutral und
risikoneutrale Zedenten wdhlen keine Riickversicherung. Die Zedenten 1 und 2*6 wdihlen in
beiden Fillen die Riickversicherung. Dabei priferiert Zedent 1 immer eine hohere Prioritit als
Zedent 2. Zedent 1 mochte also weniger Deckungsschutz einkaufen. Dies ist verstindlich, da
Zedent 1 zwar risikoavers ist, aber eine niedrigere Aversion als Zedent 2 besitzt. Der Zedent 4*7

45Optimale Prioritét in Millionen Euro.

46Zedent 1 und 2 sind risikoavers. Die Stirke der Risikoaversion ist dabei unterschiedlich.

4TZedent 4 ist ebenfalls risikoavers, besitzt jedoch eine geringere Aversion als Zedent 1. Diese reicht bei einem
Gewinnaufschlag von 40 Prozent nicht mehr aus, um den Riickversicherungsschutz in Anspruch zu nehmen.
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entscheidet sich bei niedrigen Gewinnaufschlag fiir und bei hohen Gewinnaufschlag gegen die
Riickversicherung. Bei der Riickversicherungswahl (v = 0,2) entscheidet er sich im Vergleich
zu Zedent 1 und 2 fiir eine hohere Prioritdt.

Im Folgenden sollen aus der Losung von Satz 5.3.2 Spezialfille abgeleitet werden.

Spezialfille

1. Faire Riickversicherungspréamie:
Fiir die faire Riickversicherungspréamie gilt v = 0, damit folgt fiir die Losung des Riick-
versicherungsproblems aus Satz 5.3.2

1, fir 1>
0, fir 1<

Fx(d") = {

Q>R [>

Somit fragt ein risikoaverser Zedent (A > «) die Vollversicherung nach, ein risikofreudi-
ger Zedent (A < «) lehnt dagegen die Versicherung seines Schadens ab. Ein risikoneu-
traler Zedent ist indifferent.

2. Erwartungswertkriterium:
Das Erwartungswertkriterium ist als Spezialfall im Préferenzfunktional ®, ) fiir iden-
tische Risikoparameter enthalten. Die Losung féllt in diesem Fall auf den ersten Fall
(1+~> g) zusammen und es gilt Fx(d*) =1 fiir v > 0.

3. CVAR-Prinzip:
Das CVAR-Prinzip ist fiir A = 1 im Préferenzfunktional ®, ) als Spezialfall enthalten.
Es gilt fiir die Losung von Satz 5.3.2 mit A =1

1, firl4+~vy>
fir 14+~ <

Q=R

Fx(d*) = { y(1-a)

_ { 1, fira> %
(I—a)(1+y)-(1-1)° T+y

%, fiir o <
Die Losung von Satz 5.3.2 fillt fiir A = 1 somit auf die Lésung von Satz 5.2.1 zusammen.

Die folgenden Ausfithrungen sollen die Moglichkeit aufzeigen, die kompatiblen Risikoparame-
ter zu einer bereits gewihlten nicht-proportionalen Riickversicherung zu bestimmen?®. Da-
bei impliziert der Zedent das a-A-Entscheidungsprinzip. Die bestimmten kompatiblen Risi-
koparameter werden anschlieend zur Entscheidungsunterstiitzung fiir einen anderen nicht-
proportionalen Riickversicherungsvertrag genutzt.

Bestimmung der Risikoparameter

Fiir die Schiédden X einer Versicherungssparte eines Zedenten wird die Verteilung Fx an-
genommen. Der Zedent wihlt bzgl. X einen nicht-proportionalen Riickversicherungsvertrag.
Der Riickversicherer verlangt dabei den Gewinnaufschlag v, . Weiterhin kennt der Zedent fiir
sich folgende zwei Prioritéiten:

48In der Entscheidungstheorie ist es iiblich, die Risikoparameter zu einem Entscheidungsprinzip als gegeben an-
zusehen. Im Allgemeinen ist die Risikopriferenz (die Risikoparameter) eines Entscheiders aber nicht bekannt
und muss zuvor bestimmt werden.
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e d die niedrigste Prioritit, welche inakzeptabel fiir ihn ist*? und

e d die Prioritit, die er priiferiert bzw. die er bzgl. des nicht-proportionalen Riickversi-
cherungsvertrages gewahlt hat.

Die Prioritiit d ist gerade die Prioritiit des Grenzfalls (14+~= %), also die Prioritét zwischen

A

Ablehnung und Akzeptanz der Riickversicherung. Fiir diese gilt Fix(d) = 1 — &. Somit kann
der zugehorige Risikoparameter & mit

& =1-Fx(d)
bestimmt werden. In diesem Fall gilt 1+ v = g Somit ist es moglich, den zweiten Risikopa-
rameter A der Grenze mit

A= Ga(l+7y)
zu berechnen. Ergebnis ist die Risikopréferenz (5\, &) des Zedenten an der Grenze zwischen
Akzeptanz und Ablehnung der Versicherung.

Die Prioritéiten d und d befinden sich fiir einen gegebenen Risikoparameter a auf der selben
Kurve. Dies ist ersichtlich aus Abbildung 5.8. Damit gilt & = &. Fiir die Riickversicherungs-
wahl gilt folgende implizite Losung

FX(CZ) _ _ (1_6‘)7X B A (1_65)/7)( _ 50
(1=a)d+7) 1= (1=-a)1d+7)-(1-2)
FX(CZ)’YX 51

Fx(d)(1+7x) —(1—=A)
Durch Umstellen dieser Formel kann der Risikoparameter A erhalten werden

A

- o
A 1+FX(d) FX(J) (1+7X)

Durch die tatséchliche Wahl einer Riickversicherung kann somit ein Zedent mit der vorlie-

genden Schadensverteilung und durch Kenntnis des Gewinnaufschlages des Riickversicherers

seine kompatible Risikopréferenz (&, 5\) bestimmen. Diese soll im Folgenden bei der Bestim-

mung der Deckungsgrenze bei Vorlage anderer Schiden und auch anderer Gewinnaufschlige

des Zessiondrs genutzt werden.

Es sei Fz die Schadensverteilung einer anderen Schadensvariable Z. Fiir die Abwicklung
dieser Schéden verlangt der Zessionér den dazugehorigen Gewinnaufschlag v, .

Zunéchst interessiert sich der Zedent, ob er die Riickversicherung bei einem Gewinnaufschlag
v, wahlen sollte. Die Bestimmung ist mit folgender Ungleichung méglich

1+7, S (5.3)

O >

49Tst gerade die Prioritit, die sich iiber der Prioritéit befindet, die der Zedent maximal bereit ist zu tragen.
Also den grofiten Selbstbehalt, den er finanziell verkraften kann.

59Folgt aus & = a.

S1Folgt aus & = 1 — Fx (d).
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Wenn in der Ungleichung ein “<”-Zeichen ist, dann sollte sich der Zedent fiir die Riickversi-
cherung entscheiden. Tritt dagegen ein “>"-Zeichen in der Ungleichung auf, sollte der Zedent
die Riickversicherung ablehnen.

Im Fall, dass der Zedent die Riickversicherung wihlt, kann eine Empfehlung fiir die Prio-
ritéit d wie folgt berechnet werden

FZ(C[Z) — . (1 — a)’YZ .

1-a)d+7,)—1-2)

Beispiel 5.3.2 (Bestimmung der kompatiblen Risikoparameter)
FEin Zedent wdhlt eine Riickversicherung mit einer Prioritdt von 1,76 Millionen Furo. Die
Schaden folgen der Nullpunkt-Paretoverteilung Fx mit den Parametern ¥ =5 und b = 16, 4.
Der Zessiondr fordert einen Gewinnaufschlag von 20 Prozent. Der Zedent weif, dass er auf-
grund seiner finanziellen Stdrke, Schdden ab 2,44 Millionen Euro vom Riickversicherer tber-
nehmen lassen muss.

Man betrachte zundchst die Bestimmung der Risikoprdferenz (5\, &) des Grenzfalls. Es gilt

&=1-Fx(d)=1-Fx(2,44) =1-0,5=0,5

und

~

A=a(l+7,)=0,5(14+0,2)=0,6.
Der Zedent besitzt damit die Grenzrisikopraferenz (0,5 ;0,6).

Der Zedent kann jetzt zur Bestimmung der kompatiblen Risikoprdferenz ibergehen. Es gilt
a=a&=0,5 und

. . 2
A= 1+ Fy(d) |2 —(1+7X)}—1+0,5[ 02 (140,2)| = 0,65

Fx(d) Fx(1,76)
Die kompatible Risikopriferenz des Zedenten ist damit (0,5;0,65).

Dieser Zedent mdchte eine weitere seiner Versicherungssparten von dem Zessiondr rickver-
sichern lassen. Die Schdden dieser Sparte sind Nullpunkt-Pareto-verteilt mit den Parametern
¥ =4,5 und b = 16,4. Der Zessiondr verlangt jetzt jedoch einen Gewinnaufschlag von 25 Pro-
zent. Somit ist Fy die Nullpunkt-Paretoverteilung mit den Parametern ¥ = 4,5 und b = 16,4
und v, = 0,25. Es gilt fir Ungleichung (5.3)

0,65

0,5

Der Zedent entscheidet sich somit auch bei einem Gewinnaufschlag von 25 Prozent fir die

Riickversicherung. Seine zugehdrige Prioritdt kann er wie folgt berechnen

- 1-a 1— 2
P U () (1-0,50,2 o
(1—a)1+7v,)—(1-X) (1-0,5)(1+0,25) —(1-0,65)
und dy = F21(0,45) = 2,36. In diesem Full liegt die Empfehlung fiir die Prioritdt bei 2,36

Millionen Euro.

140,25 <

Im Folgenden soll das zu ®,, » komplementére Priferenzfunktional betrachtet werden.
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5.4 Hybrides Entscheidungsprinzip ®5;(G(d, X))

Im Folgenden soll ein Zedent betrachtet werden, dessen Grundlage das Préferenzfunktional
®35(G(d, X)) ist. Das Préferenzfunktional ist eine Gewichtung aus erwartetem Gewinn und
oberem bedingten erwartetem Gewinn. Fiir das Préferenzfunktional des Riickversicherungs-
modells gilt

I 0—0

5\(G(d. X)) = [ GEG(X) + TG X)|G.X) > g1-s(d)

mit g;_g(d) dem (1 — §)-Gewinnquantil und den Risikoparametern 8 € (0,1) und 6 € [0, 1].

Der folgende Satz gibt die Losung fiir die Maximierung des Préferenzfunktionals bzgl. der
Prioritat wieder. Dabei wird zunéchst von einer allgemeinen Riickversicherungspréamie ausge-
gangen.

Satz 5.4.1
Es sei ©35(G(d, X)) das Priferenzfunktional eines Zedenten mit Gewinnfunktion G(d, X) =
Pr—B—X — RVP(d)+ RVS(d, X), dann besitzt das Mazimierungsproblem

max Ps5(G(d, X))
folgende implizite Losung

1+ =B RV Py(d¥),

fiir § <1+ RV Py(d*) und — RV Pya(d*) + =5 fx(d*) <0
Fx(d*) = 52,

1+ RVPy(d),

fiir § > 1+ RV Py(d*) und — RV Pya(d*) + § fx(d*) <0

Die implizite Losung unterteilt sich dabei ebenfalls in zwei Félle. Zum einen den Fall § <
1 + RV Py(d*) mit impliziter Lésung

Fx(d ) =1+ mRVPd(d )
und Maximalbedingung — RV Pyy(d*) + % fx(d*) < 0 und zum anderen den Fall § > 1 +
RV P;(d*) mit impliziter Losung

Fx(d*) = Z[1 + RV Py(d")]

SIS

und Maximalbedingung —RV Pyy(d*) + %fX(d*) < 0.

Ebenfalls soll das Riickversicherungsmodell exemplarisch fiir die spezielle Riickversicherungs-
priamie berechnet werden. Dies formuliert der folgende Satz.

52Der Beweis von Satz 5.4.1 befindet sich im Anhang C.1 S. 189 ff.
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Satz 5.4.2

Es sei ®35(G(d, X)) das Priferenzfunktional eines Zedenten mit Gewinnfunktion G(d, X) =
Pr—B—X—RVP(d)+ RVS(d, X) und der speziellen Riickversicherungspramie RV P(d) =
(1+~)E(RVS(d,X)). Dann besitzt das Mazimierungsproblem

max Ps5(G(d, X))

folgende implizite Losung

) 1, firl+y>{=%
Fx(d) = { sy, fir 147 < i P
B+ TS 1B

Die Losung besteht aus zwei Féllen. Zum einen dem Fall 1 + v > %, indem die Riickversi-

cherung nicht gewiihlt wird®* und zum anderen dem Fall 1 + v > 1=2 mit der Lsung

1-p
. ple)
Fx(d*) = —— € [0,4].
(@) B(l+v) =0 0.1
Im letzteren Fall wird dabei die Riickversicherung gewéhlt. Im Grenzfall 1 4+~ = % ist der
Zedent indifferent zwischen beiden Losungen. Die Abbildung 5.10 illustriert den zugehérigen
Priiferenzraum®.
)
1
Risikofreude
0.8 — 3P
. 1-9
keine |1 =
0.6 Riickversicherun, Ty 1-p
04 Riickver-
sicherung
02
Risikoaversion

02 04 06 08 10 P
Abbildung 5.10: Risikopréferenzraum bei @3 5(G(d, X)).

Der Risikopréferenzraum stellt die 8-6-Kombinationen fiir Riskofreude, Risikoneutralitdt und
Risikoaversion als auch die Grenze zwischen der Akzeptanz und der Ablehnung der Riickver-
sicherung dar. Die Hauptdiagonale (5 = §) umfasst dabei die Risikoparameterkombinationen
fiir die Risikoneutralitéit. Die Risikoparameterkombinationen unterhalb der Hauptdiagonalen
bilden Risikoaversion ab, die oberhalb Risikofreude®. Die Grenze der optimalen Lésungen

53Der Beweis von Satz 5.4.2 kann im Anhang C.1 S. 191 ff. nachvollzogen werden.

54Es gilt Fx (d*) = 1. Somit priferiert der Zedent eine Prioritéit, die sich oberhalb von allen Schadensauspri-
gungen befindet.

55Fiir den Risikopriferenzraum wurde ein Gewinnaufschlag seitens des Riickversicherers von 40 Prozent ange-
nommen.

56Vgl. bzgl. der Risikoparameterkonstellationen und deren Risikoeinstellung Abschnitt 2.4.1.2.
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1+~ = %) splittet den Bereich der Risikoaversion in zwei Teile auf. Oberhalb dieser Gren-
ze wird die Riickversicherung nicht akzeptiert mit der optimalen Losung Fx (d*) = 1, dagegen
wird unterhalb die Riickversicherung préaferiert mit der Losung

B
B(l+7) =6

Der Gewinnaufschlag des Zessionérs beeinflusst die Entscheidung der Riickversicherungswahl.
Die Grenze zwischen Akzeptanz und Ablehnung der Riickversicherung fiir verschiedene Ge-
winnaufschléige stellt Abbildung 5.11 dar.

Fx(d*) =

o
1

0,8
0,6

0,4

5:
02 5404

50,2

02 04 06 08 10 B

Abbildung 5.11: Risikopréaferenzraum in Abh#ngigkeit vom Gewinnaufschlag bei
D3,5(G(d, X)).

Es ist ersichtlich, dass die Grenze zwischen Akzeptanz und Ablehnung der Riickversiche-
rung sich mit der Zunahme des Gewinnaufschlages des Riickversicherers in Bereiche hoherer
Risikoaversion verschiebt. Ein Zedent muss fiir die Akzeptanz des Vertrages mit steigendem
Gewinnaufschlag auch eine hohere Riskoaversion besitzen. Bei einer fairen Riickversicherungs-
pramie dagegen sind die §-0-Kombinationen der Risikoneutralitdt die Grenze zwischen den
optimalen Losungen. In dieser Situation ist der Zedent indifferent in seiner Entscheidung.

Von besonderem Interesse ist die Hohe der optimalen Prioritét, die ein Zedent bei bestimmten
Risikoeinstellungen wéhlt. Dies illustriert Abbildung 5.12 fiir verschiedene gegebene .

Die Abbildung 5.12°7 stellt dabei den Verlauf des Wertes der Verteilung fiir die optimale
Prioritéit fiir gegebene Risikoparameter § dar. Kleine Ausprigungen des Risikoparameters 8
spiegeln dabei Risikoaversion und hohe Ausprigungen Risikofreude wider. Fiir § = 0 (hochste
Risikoaversion bei gegebem [3) ist Fx(d*) = J_—V Mit steigendem Risikoparameter § steigt
der Wert von Fx(d*) an. Das Ansteigen des Risikoparameters § bedeutet eine Abnahme der
Risikoaversion. Somit wihlt ein Zedent mit einer hoheren Risikoaversion eine niedrigere Prio-

ritdt und gibt mehr Risiko an den Riickversicherer ab.

5TEs wurde ein Gewinnaufschlag des Zessionérs von 20 Prozent angenommen.
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F(d"(B.6))
1 77777777 '
0.8
0.6
04
v 02
1+y
&

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Abbildung 5.12: Optimale Prioritét bei @5’5(G(d, X)).

Fiir einen festen Risikoparameter § wird ebenfalls mehr Riickversicherung nachgefragt, je
hoher der Risikoparameter 3 ist®®. Ein Ansteigen des Risikoparameters 3 bei festem 6 ist
gleichbedeutend mit der Zunahme von risikoaversem Verhalten. Damit gilt in beiden Féllen,
dass die Prioritdt mit der Zunahme an Risikoaversion sinkt.

Hier stellt sich die Frage des Einflusses des Gewinnaufschlages auf die Hohe der gewéhl-
ten Prioritéiten. Dies gibt folgende Grafik wieder. Diese verdeutlicht die Verdnderungen in
Abhéngigkeit vom Gewinnaufschlag fiir einen gegebenen Risikoparameter g = 0, 75.

Fold*(0.75:5))
1

0,8

0,6

04

02 1

02 04 Y o
Abbildung 5.13: Optimale Prioritét bei ®35(G(d, X)).

Die Grenze zwischen Akzeptanz und Ablehnung der Riickversicherung verschiebt sich mit der
Zunahme des Gewinnaufschlages des Zessionérs zu kleineren Werten des Risikoparameters 9.
Der Wert der Verteilung der optimalen Prioritét an der Grenze zwischen Annahme und Ab-
lehnung der Riickversicherung bleibt aber konstant. Im Punkt hochster Risikoaversion (6 = 0)
unterscheiden sich die Werte. Je hoher der Gewinnaufschlag, desto grofler ist der Wert der
Verteilung an der Stelle der optimalen Prioritdt. Damit gilt, je hoher der Gewinnaufschlag,
desto weniger Deckungsschutz kauft ein Zedent ein. Dies gilt auch fiir beliebige Risikopara-

S8Fiir festes 6 gilt Fx (d*(81,6)) > Fx(d*(B2,0)) fiir 81 < Be.
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meter 4.

Es ist festzustellen, dass die Losung fiir das Préferenzfunktional ®5s fir 3 = 1 — o und
0 =1 — X identisch zur Losung des Priferenzfunktionals ®, » ist®9.

Die Ergebnisse sollen anhand des Sachverhaltes von Beispiel 5.3.1 verdeutlicht werden.

Beispiel 5.4.1 (Riickversicherungsmodell bei Prdiferenzfunktional ®g5)
Es werden vier Zedenten mit unterschiedlichen (3-0-Kombinationen betrachtet. Die Risikopa-
rameter der einzelnen Zedenten gibt Tabelle 5.6 wieder.

Zedent | [ 1)
1 0,75 | 0,5

2 10,75 035
3 05 | 05
4 0,5 | 0,35

Tabelle 5.6: Risikoparameter der Zedenten fiir Beispiel 5.4.1.

Fiir die Schaden wird die Nullpunkt-Paretoverteilung mit den Parametern 9 =5 und b = 16,4
angenommen. Jeder dieser Zedenten verhandelt mit zwet Riickversicherern. Der Riickversiche-
rer 1 verlangt dabei einen Gewinnaufschlag von 20 und der Riickversicherer 2 von 40 Prozent
auf seinen erwarteten Rickversicherungsschaden.

Aufgrund der komplementdren Wahl der Risikoparameter B und § zu den Risikoparametern
a und N aus Beispiel 5.3.1 sind die Ergebnisse identisch zu Beispiel 5.3.1. Die folgenden
Tabellen geben fiir diese vier Zedenten die optimale Prioritdt in Millionen Euro fir die zwei
Gewinnaufschlige der Riickversicherer wieder:

Zedent | S 0 | RV-Wahl | Fx(d*) | d*
10,5 05 Ja 0,545 | 2.8
2 0,75 | 0,35 Ja 0,429 | 1,94
3 |05 |05]| Nein - -
4 0,5 | 0,35 Nein - -

Tabelle 5.7: Optimale Prioritédten fiir Beispiel 5.4.1 mit v = 0, 4.

Als Spezialfall ist ebenfalls der Aspekt der fairen Riickversicherungsprimie in der Losung
enthalten. Fiir v = 0 folgt

w ) 1, fir 6>0
FX(d){o, fir 6< 0 °

59 Aufgrund der Konstruktion der beiden Priferenzfunktionale ist der Beweis von Satz 5.4.1 bzw. 5.4.2 #quiva-
lent zu dem Beweis von Satz 5.3.1 bzw. 5.3.2. Um das Nachvollziehen der Sétze 5.4.1 und 5.4.2 zu erleichtern,
sind die Beweise von Satz 5.4.1 bzw. 5.4.2 im Anhang aufgefiihrt.
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Zedent | B | 0 | RV-Wahl | Fx(d") | "
1 075 05 Ja 0,375 | 1,62
2 10751035 Ja 0,273 | 1,08
3 0,5 | 0,5 | Nein - -
4 0,5 | 0,35 Ja 04 | 1,76

Tabelle 5.8: Optimale Prioritdten fiir Beispiel 5.4.1 mit v = 0, 2.

Fiir Risikoaversion (6 < () priferiert der Zedent die Vollversicherung, fiir Risikofreude (6 > f3)
dagegen lehnt er die Riickversicherung ab. Ein risikoneutraler Entscheider ist indifferent zwi-
schen den Losungen.

Aufgrund der komplementiren Struktur der Préferenzfunktionale kénnen folgende analoge
Formeln zur Berechnung der Risikoparameter erhalten werden.

Bestimmung der Risikoparameter

Das Ziel ist es, die kompatiblen Risikoparameter § und & des Erstversicherers bzgl. eines
gewihlten nicht-proportionalen Riickversicherungsvertrages zu bestimmen. Dazu miissen fol-
gende Groflen bei Vorlage der Schadensverteilung F'x bekannt sein:

e der Gewinnaufschlag v, des Riickversicherers,
e d die niedrigste Prioritit, welche inakzeptabel fiir ihn ist® und

e d die Prioritt, die er bzgl. des nicht-proportionalen Riickversicherungsvertrages gewéihlt
hat.

Die Prioritét d ist die Prioritit zwischen Ablehnung und Akzeptanz der Riickversicherung®!
In diesem Fall gilt Fx(d ) ﬁ Durch Einsetzen in die Grenzbedingung 1 + v, = :g folgt

fiir Risikoparameter 6 = 1 — (1 + Yy ) (1 — B) = -1+ - FX(d)).ADamlt gilt fiir die
Risikoparameter des Grenzbereichs ((3,0) = (Fx(d),1 — (1+~,)(1 — Fx(d))).

Die Priorititen d und d befinden sich fiir einen gegebenen Risikoparameter B auf der sel-
ben Kurve®2. Somit gilt fiir den Risikoparameter § = ﬁ Bei Riickversicherungswahl gilt fiir
die implizite Losung

7 B’YX
d = —————.
FX( ) B(l"i_’}/x)_a

50Tst gerade die Prioritét, die sich iiber der Prioritét befindet, die der Zedent maximal bereit ist zu tragen.
Also den grofiten Selbstbehalt, den er finanziell verkraften kann.

51Es gilt dabei 147, = %.

62ygl. dazu Abbildung 5.12.
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Durch Umstellen nach dem Risikoparameter 6 und unter Verwendung der bisher gewonnenen
Beziehungen ist

6 = ﬁ(1+vx)—£:(2~)_B[UF’YX_F;)((N)]_g[ur%‘ (1_f@>}

— Fx(d) [1 +x <1 - FX1<J>>} '

Damit sind die kompatiblen Risikoparameter mit

(3,3) = (Fx@,Fx@ [1 T (1 - FX1< >>D

bestimmbar.

Durch die tatséchliche Wahl einer Riickversicherung kann ein Erstversicherer seine kompatible
Risikopriferenz (B, 5) ermitteln. Dazu muss die Schadensverteilung und der Gewinnaufschlag
des Riickversicherers bekannt sein. Anschlieflend kann die kompatible Risikopréiferenz genutzt
werden, um bei Vorlage einer anderen Schadensverteilung die Deckungsgrenzen zu errechnen.
Dazu sei Fz die Schadensverteilung einer Schadensvariable Z. Fiir die Abwicklung dieser
Schiden verlangt der Riickversicherer den Gewinnaufschlag v, .

Zunéchst interessiert sich der Erstversicherer, ob er die Riickversicherung mit dem Gewinnauf-
schlag v, wéhlen oder ablehnen sollte. Die Bestimmung ist mit folgender Ungleichung méglich
1-6
1+v, S —.
Yz > 1— ﬁ
Gilt in der Ungleichung ein “<”-Zeichen, dann sollte der Zedent die Riickversicherung wéhlen.
Wenn dagegen in der Ungleichung ein “>"-Zeichen gilt, sollte der Zedent die Riickversicherung
ablehnen.

Im Fall der Riickversicherungswahl kann eine Empfehlung fiir die Prioritit wie folgt berechnet
werden

7 _ B’YZ
Fald2) = 5 +79,) =0

Im Folgenden soll das Préferenzfunktional ®35(G(d, X)) aufgrund der analogen Resultate
zum Préferenzfunktional ®, 5(G(d, X)) nicht weiter betrachtet werden. Es wird sich statt-
dessen auf das Préferenzfunktional ®, \(G(d, X)) konzentriert.

Der néchste Abschnitt betrachtet einige Kenngrofien fiir das Riickversicherungsproblem.

5.5 Kenngroflen

Im Folgenden werden wichtige Kenngrofien fiir den Zedenten, wie zum Beispiel der Gewinn,
der erwartete Gewinn, die Verlustwahrscheinlichkeit und der erwartete Verlust, bestimmt.
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Diese Groflen sind fiir jedes wirtschaftlich agierende Unternehmen, so auch fiir einen Erstver-
sicherer, von hochstem Interresse. Dabei werden diese allgemein ohne Annahme der speziellen
Riickversicherungspramie gegeben.

Die erste Kenngrofle ist dabei die Gewinnfunktion eines Zedenten mit optimaler Prioritét
d*. Nach Formel (4.1) und durch Einsetzen des Riickversicherungsschadens gilt

G(d*,X) = Pr—B-X— RVP(d*)— RVS(d*,X)

0, firX<d
X —d*, firX >d*
X, firX <d*

a*, fir X > d*

= Pr—B—X—RVP(d*)—{
= Pr—B—RVP(d*)—{

Natiirlich méchte ein Zedent bzgl. der gewédhlten Riickversicherung seinen Gewinn in Ab-
h#ingigkeit von dem zufilligen Schaden X betrachten. Dies besitzt hochste Relevanz fiir den
Zedenten. Solange die konkrete zukiinftige Auspriagung des Schadens X nicht bekannt ist und
damit der Gewinn nicht explizit berechenbar ist, stellt der erwartete Gewinn die gebrauch-
lichste Moglichkeit dar eine Aussage iiber den Gewinn des Zedenten in der Zukunft zu treffen.
Es ist dabei zu beachten, dass der Wert der Gewinnfunktion im Allgemeinen in der Zukunft
nicht eintritt. Fiir den erwarteten Gewinn bei optimaler Prioritét d* ergibt sich

d* 00
E(G(d*,X)) = Pr—B-— RVP(d") - /x dFx(z) — /d* dFx (x)%
e

0
.

= Pr— B - RVP(d") —/xdFX(x)—d*(l—FX(d*))64.
0

Der erwartete Gewinn héngt damit zentral von der gewihlten Prioritdt und von der Scha-
densverteilung ab. Ebenso ist die Verlustwahrscheinlichkeit bzw. der erwartete Verlust eine
zentrale Grofle fiir einen wirtschaftlichen Akteur, da diese eine Aussage iiber den worst case,
den Verlust bzw. Ruin aus einer Transaktion, einem Finanzprodukt oder wie hier aus einem
Riickversicherungsgeschift erlaubt. Dazu soll folgende Annahme unterstellt werden: Ein Versi-
cherungsunternehmen sollte bei Erwerb der Riickversicherung von seinen Pramieneinnahmen
aus dem Kundengeschift die allgemeinen Betriebskosten, die Riickversicherungspriamie als
auch den Selbstbehalt der Riickversicherung bezahlen kénnen, andernfalls ist das Versiche-
rungsgeschift ein Minusgeschéft fiir den Erstversicherer und er wird es nicht durchfiihren.
Unter diesen Uberlegungung gilt die Annahme

Pr— B — RVP(d*) —d* > 0.

5Die Riickversicherungspramie besteht aus statistischen Lage -und Streuungsparametern sowie einem Ge-
winnaufschlag. Vgl. diesbzgl. Abschnitt 4.1. Die Riickversicherungsprimie ist somit eine reelle Zahl. Der
Erwartungswert einer Zahl ist die Zahl selbst. Somit gilt E(RV P(d*)) = RV P(d").

SEs gilt [ d* dFx(z) =d* [ dFx(z)=d*(1 — Fx(d")).
da* da*
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In diesem Fall kann die Gewinnfunktion nicht negativ werden. Es gilt somit fiir die Verlust-
wahrscheinlichkeit (probability of loss) eines Zedenten

PL* = P(G(d*, X) < 0) =0
bzw. fiir den erwarteten Verlust (expected loss)
EL* = E(G(d", X)|G(d", X) < 0) = 0.

Das heifit, dass eine gewiihlte Riickversicherung (ohne Haftungsobergrenze des Riickversiche-
rers) zu einer Verlustwahrscheinlichkeit von Null und damit verbunden auch zu einem erwarte-
ten Verlust von Null fithrt. Die Minimierung des Verlustes bzw. der Verlustwahrscheinlichkeit
des Zedenten ist gerade das eigentliche Ziel einer Riickversicherung. Im Fall der Ablehnung
der Riickversicherung sind die Kosten fiir den Erstversicherer, der in diesem Rahmen fiir den
gesamten Schaden haften muss, nicht begrenzt. Fiir die Gewinnfunktion gilt in diesem Fall
G(00,X) = Pr — B — X. Damit folgt fiir die Verlustwahrscheinlichkeit

PL* = P(G(x,X)<0)=P{Pr—B-X<0)=P(X>Pr—B)
= 1-P(X<Pr—B)=1-Fx(Pr—B)

bzw. fiir den erwarteten Verlust

EL* = E(G(c0,X)|G(00,X)<0)=Pr—B—EX |G(co,X) <0)

[z dFx(z)
Pr—B

= —_ — > — — — —
Pr—-B-EX|X>Pr—B)=Pr—B P& S Fr—5)

1 o
= Pr—B—PL* / x dFx(x).
Pr—B

Da bei Ablehnung der Riickversicherung kein zusétzlicher Schutz fiir den Erstversicherer be-
steht, sind im Allgemeinen Verlustwahrscheinlichkeit und erwarteter Verlust positiv.

Im folgenden Abschnitt werden die bereits berechneten als auch weitere Kenngrofien, wie
zum Beispiel der Erst- und Riickversicherungsschaden fiir zwei verschiedene Schadensvertei-
lungen gegeneinander abgeschétzt. An die Schadensverteilung wird dabei die Annahme der
stochastischen Dominanz gestellt.

5.6 Folgerungen aus der Stochastischen Dominanz

In diesem Abschnitt werden mit Hilfe der stochastischen Dominanz erster und zweiter Ord-
nung Abschétzungen fiir verschiedene Kenngrofien, wie zum Beispiel fiir den Erst- und Riick-
versicherungsschaden, fiir die Riickversicherungspréamie und fiir den erwarteten Gewinn ge-
geben. Die Anforderung der stochastischen Dominanz wird dabei an zwei verschiedene Scha-
densvariablen X und Z gestellt. Die Definition der stochasischen Dominanz erster und zweiter
Ordnung wurde im Kapitel Entscheidungstheorie bereitgestellt. Dabei ist die stochasische Do-
minanz erster Ordnung die stirkere Forderung, so dass bei Vorlage stochastischer Dominanz
erster Ordnung auch stochastische Dominanz zweiter Ordnung vorliegt, aber nicht umgekehrt.
Dies bringt der folgende Satz zum Ausdruck.
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Satz 5.6.1
X und Z seien Zufallsvariablen und Z dominiere X stochastisch erster Ordnung. Dann domi-
niert Z auch X stochastisch zweiter Ordnung.

Beweis:

Wenn Z die Zufallsvariable X stochastisch in erster Ordnung dominiert, dann gilt Fx(a) >
Fz(a) fiir alle a € R. Da die Verteilungsfunktion von X immer oberhalb oder auf der von
7 liegt, ist die Flidche unterhalb der Funktion bei X immer gréfler oder gleich der Fliche
unterhalb der Funktion von Z mit den Grenzen minus Unendlich und a, wobei a beliebig und

a a
a € R. Somit gilt [ Fx(t) dt > [ Fz(t) dt fiir alle @ € R. Dies entspricht der Definition
—00 —00

der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung.

QED

Um die Abschétzung der Kenngréflen zu erleichtern, sollen einige Hilfsabschétzungen zur
Verfiigung gestellt werden. Der Satz 5.6.2 formuliert dabei die benotigten Abschéitzungen fiir
die stochastische Dominanz erster und Satz 5.6.3 die Abschétzungen fiir die stochastische
Dominanz zweiter Ordnung.

Satz 5.6.2
X und Z seien Zufallsvariablen und Fx und Fz die dazugehorigen Verteilungsfunktionen. Z
dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt

1. fw dFx (z) < 702 dFz(z) fir alle a € R
2. ?(a: —a) dFx(z) < ?(z —a) dFz(z) fiir alle a € R

3. [(z—a) dFx(z) > [(x —b) dFx(z) fir alle a <b und a,b € R%.
a b

Satz 5.6.3
X und Z seien Zufallsvariablen und Fx und Fz die dazugehorigen Verteilungsfunktionen. Z
dominiert X stochastisch in zweiter Ordnung, dann gilt

1. E(min(a, X)) < E(min(a, Z)) fir alle a € R
2. E(min(a, X)) < E(min(b, Z)) fir alle a < b und a,b € R
3. B(X) < E(Z).

Die erste Kenngrofle, die betrachtet werden soll, ist das Schadensniveau eines Zedenten. Dieses
ist wie folgt definiert.

55Der Beweis befindet sich im Anhang D.1 S. 239 ff.
56Der Beweis befindet sich im Anhang D.1 S. 241 ff.
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Definition 5.6.1
Sei Schaden X eine Zufallsvariable und Fx die Schadensverteilung bzgl. dieses Schadens,
dann heifst SN(d, X)) = Fx(d) Schadensniveau des Zedenten.

Das Schadensniveau gibt somit den Anteil, den der Zedent selbst an der Schadensvariable

X tragen mochte, wieder. Das Schadensniveau ist damit analog zum Kundenservicegrad im
Newsvendor Modell®” definiert.

Satz 5.6.4
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt fiir das Schadensniveau des Zedenten

SN(d,X) > SN(d, Z) fir alle d > 0.

Beweis:
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt Fix(d) > Fz(d) fiir alle d > 0. Aus
der Definition des Schadensniveaus folgt SN (d, X) > SN(d, Z) fiir alle d > 0.

QED

Wenn X die dominierte Zufallsvariable ist und d ein fester Selbstbehalt, dann liegen mehr
Schiaden der Verteilung von X unterhalb des Selbstbehaltes als bei der Verteilung von Z.
Somit ist das Schadensniveau bei der dominierten Verteilung fiir den Zedenten hoher. Dies
verdeutlicht ebenfalls Abbildung 5.14.

SN(d, X)

F)

SN(d,Z)

d

Abbildung 5.14: Schadensniveau bei zwei Schadensverteilungen.

Man nehme an: Der Zedent hat sich fiir eine festgelegte Prioritét d entschieden. Dieser kennt
aber die zukiinftige Schadensverteilung nicht. Es werden zwei mogliche Schadensverteilungen
Fx und Fz erwartet, wobei Z die Zufallsvariable X stochastisch in erster Ordnung dominiert.
Dann gilt SN(d, X) > SN(d, Z). Bei der Verteilung Fy erwartet der Zedent also ein hohe-
res Schadensniveau%®. Bei der Forderung der stochastischen Dominanz zweiter Ordnung kann
keine Aussage bzgl. des Schadensniveaus getroffen werden.

57Vgl. bzgl. Kundenservicegrad (customer service level CSL) im Newsvendor Modell Jammernegg, Kischka
(2005Db), S. 13.

%8Dies ist offensichtlich, da sich bei der Verteilung Fx mehr Schiden unterhalb der festgelegten Prioritit
befinden als bei Fz.



KAPITEL 5. PRIORITATSOPTIMIERUNGSPROBLEM 105

Man betrachte die optimale Prioritdt fiir das Préferenzfunktional ®, y unter der Annahme
zweier Schadensverteilungen®.

Satz 5.6.5
Seien X und Z Zufallsvariablen mit den entsprechenden Schadensverteilungen. Z dominiert X
stochastisch in erster Ordnung. d% und d7, sind die optimalen Priorititen des Optimierungs-

problems max P, 2\G(d, X) bzw. max ®,2G(d,Z). Dann gilt d’ (o, \) < d% (o, A).

Beweis:
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt Fx(a) > Fz(a) fiir alle a > 0 bzw.
F'(b) < F1(b) fiir alle b € [0, 1]. Fiir die Risikoparameter o und \ fest, gilt Fiy (d*(a, \)) =
Fy(d*(a, ) = SN (a, \)70. Setze b := SN (a, ), dann folgt
F'(SNj(a,\) < F ' (SNj(a, \))
fur alle SN (o, A) € [0,1] bzw.
I (o) < (0 N).

QED
Das Resultat des vorangegangenen Satzes veranschaulicht der folgende Sachverhalt. Ein Ze-
dent hat das gleiche Schadensniveau SN*(a, A) bzgl. zweier Schadensverteilungen. Da die
dominierte Verteilung F'x tendenziell kleinere Schiéden beinhaltet, befindet sich die optimale

Prioritét bei der Schadensverteilung F'x bei kleineren Schiiden als bei der Schadensverteilung
Fz. Den Sachverhalt stellt ebenfalls Abbildung 5.15 dar.

1

SN, (a, 2)

Fy(x)

Fy(z)

dy(a, ) dy(a.d)

Abbildung 5.15: Optimale Prioritéit bei stochastischer Dominanz erster Ordnung.

Die Minderung der Forderung auf stochastische Dominanz zweiter Ordnung zwischen der
Schadensvariablen X und Z fiihrt zu keiner eindeutigen Losung”.

Die néchsten zu betrachtenden Kenngrofien sind der erwartete Erst- und der Riickversiche-
rungsschaden. Es gelten folgende Aussagen bzgl. des Erstversicherungsschadens.

59 Auf Betrachtungen fiir das Priiferenzfunktional ®5 s wird verzichtet.

SN (a, A) bezeichne das optimale Schadensniveau bzgl. der Prioritét fiir bestimmte Risikoparameter o und
A

"7 dominiere X stochastisch in zweiter Ordnung, dann muss sich die Verteilungsfunktion von X nicht immer
oberhalb oder auf der Verteilungsfunktion von Z befinden. Damit kann nicht geklédrt werden, ob d (o, A) <
dZ(a, A) oder dx (a, A) > d7(a, A) gilt.
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Satz 5.6.6
Es seinen X und Z zufillige Schiden und E(EV S(d, X)) = E(min(d, X)) bzw. E(EV S(d, Z))
= E(min(d,Z)) der zugehirige erwartete Erstversicherungsschaden bzgl. X bzw. bzgl. Z.

1. Z dominiert X stochastisch in zweiter Ordnung. Dann gilt

E(EVS(d, X)) < E(EVS(d, Z)) fir alle d > 0.

2. 7 dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Dann gilt
B(EVS(di (0, \), X)) < B(EVS(d}(a,\), Z)).

Beweis:

1. Behauptung;:

Z dominiert X stochastisch in zweiter Ordnung. Wegen Satz 5.6.3 Behauptung (1) gilt
E(min(d, X)) < E(min(d, Z)) fiir alle d > 0, damit folgt E(EVS(d,X)) < E(EVS(d, Z))
fir alle d > 0.

2. Behauptung;:

Z dominiere X stochastisch in erster Ordnung. Damit gilt d% (o, ) < d% (o, A). Z dominiert
X stochastisch in erster Ordnung, so auch in zweiter Ordnung. Aus Satz 5.6.3 Behauptung
(2) folgt E(EVS(d%(a,N), X)) < E(EVS(dy,(a,N), Z)).

QED

Die erste Behauptung™® besagt, dass der erwartete Erstversicherungsschaden bei einer festen
Prioritét d bei einer Schadensverteilung mit tendenziell kleinen Schéiden kleiner ist als bei
einer Schadensverteilung mit tendenziell grofleren Schéden. Wichtig dabei ist, dass man da-
fiir nur die stochastische Dominanz zweiter Ordnung fordern muss. Natiirlich gilt die erste
Behauptung auch bei stochastischer Dominanz erster Ordnung.

Die zweite Behauptung entspricht folgendem Sachverhalt. Es tritt entweder die Schadenszu-
fallsvariable X oder Z ein. Zu diesen Schadensvariablen ist entsprechend der Risikoeinstellung
des Zedenten die optimale Prioritéit und der erwartete Erstversicherungsschaden bestimmbar.
Da die Schadensvariable X tendenziell kleinere Schéden als die Schadensvariable Z beinhal-
tet, wird eine niedrigere optimale Prioritdt bei X gewéhlt. Dadurch ist auch der erwartete
Erstversicherungsschaden bei X kleiner als bei Z. Die Forderung der stochastischen Dominanz
erster Ordnung wird dabei fiir die Abschétzung der optimalen Prioritdt benotigt.

Satz 5.6.7

Es seien X und Z zufillige Schiaden und E(RV S(d, X)) bzw. E(RVS(d,Z)) der zugehirige
erwartete Riickversicherungsschaden™ bzgl. X bzw. bzgl. Z. Z dominiert X stochastisch in
erster Ordnung, dann gilt

"Aus der ersten Behauptung von Satz 5.6.6 folgt zusitzlich fiir die optimalen Priorititen der Scha-
densvariable X bzw. Z: E(EVS(dx(a,N),X)) < E(EVS(dx(a,N),Z)) und E(EVS(dz(a,N), X)) <
E(BVS(dz(a,\), 2)).

Es gilt E(RVS(d, X)) = E(X —min(d, X)) = [(z —d) dFx(z) baw. E(RVS(d, Z)) = E(Z — min(d, Z)) =

a—g
a—g

(z—d) dFz(z).
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1. E(RVS(d, X)) < E(RVS(d, Z)) fiir alle d > 0.
2. E(RVS(d, X)) > E(RVS(dy, X)) und E(RVS(dy,Z)) > E(RVS(dy, Z))™.

Beweis:
1. Behauptung;:
Z dominiere X stochastisch in erster Ordnung. Es gilt nach Satz 5.6.2 Behauptung (2)

o0

[(z—a) dFx(z) < [(z —a) dFz(z) fiir alle a > 0.
Fiir a = d folgt E(RV S(d, X)) < E(RVS(d, Z)) fir alle d > 0.

2. Behauptung;:
Fiir die erwarteten Riickversicherungschéden bzgl. der optimalen Priorititen d% und d7, gilt

E(RVS(dY, X)) = ;fo(x _ &%) dFx(z) und E(RVS(d, X)) = df(x &) dFyx(z). Z domi-

niert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt d% < d%. Nach Satz 5.6.2 Behauptung (3)
folgt E(RV S(d%,X)) > E(RVS(d%,X)). Analog folgt E(RV S(d%,Z)) > E(RVS(dy, Z)).

QED

Fiir eine feste Prioritdt ist damit auch der erwartete Riickversicherungsschaden kleiner, wenn
eine Schadensverteilung mit tendenziell kleineren Schéiden vorliegt. Fiir diese Aussage muss
die stochastische Dominanz erster Ordnung gefordert werden. Die zweite Behauptung besagt,
dass bei einer hoheren optimalen Prioritdt der erwartete Riickversicherungsschaden kleiner
ist, egal, ob eine Klein- oder Grofischadensverteilung vorliegt™.

Die spezielle Riickversicherungspramie ist der erwartete Riickversicherungsschaden versehen
mit einem Gewinnaufschlag. Damit sind die Ergebnisse des erwarteten Riickversicherungsscha-
dens aus der stochastischen Dominanz direkt auf die Riickversicherungsprédmie tibertragbar.

Satz 5.6.8

Es seien X und Z zufillige Schdden und RV Px (d) bzw. RV Pz(d) die zugehdrigen Riickversi-
cherungspramien® bzgl. X bzw. bzgl. Z. Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann
gilt

1. RVPx(d) < RV Py(d) fiir alle d > 0.

2. RVP(d%,Z) > RVP(d%,X) > RVP(dy, X) und
RV P(d%,Z) > RVP(dy,Z) > RVP(dy, X)™.

™Die optimalen Priorititen dy = d (o, \) und dj = dj(c, ) bezichen sich auf die gleiche Risikoeinstellung
des Zedenten. Die erweiterte Darstellung mit den Risikoparametern ist zwar exakter, soll aber aufgrund der
Ubersichtlichkeit weggelassen werden. Im gesamten Abschnitt beziehen sich dabei alle optimalen Prioritéten
immer auf eine bestimmte Risikoeinstellung des Zedenten.

"SInsgesamt folgen aus Satz 5.6.7 folgende Ungleichungen fiir den erwarteten Riickversicherungsschaden:
E(RVS(d%,Z)) > E(RVS(d%,X)) > E(RVS(dy, X)) und E(RVS(d%,Z)) > E(RVS(dy,Z2)) >
E(RVS(d%, X)).

"Es gilt RV Px(d) = (14 v)E(RVS(d, X)) baw. RV Pz(d) = (1 +~)E(RVS(d, Z)).

"Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 5.6.7, da (1 +) > 0 ist.
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Dabei geht aus Behauptung (1) hervor, dass ein Zessionér bei einer Grofischadensverteilung
mehr Riickversicherungspriamie verdient als bei einer Kleinschadensverteilung.

Die néchste zu betrachtende Kenngrofle ist der erwartete Gewinn. Es gilt fiir diesen bei einer
Schadensvariable X

E(G(d,X)) = Pr—B—E(X)—RV Px(d)+E(RVS(d, X)) = Pr—B—E(X)—yE(RV S(d, X)).

Satz 5.6.9
Seien X und Z Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt
fir den erwarteten Gewinn

1. E(G(d, X)) > E(G(d, Z)) fiir alle d > 0.

E(G(dy, X)) > BE(G(dy, Z)) und
E(G(dy, 2)) = E(G(dy, Z))™.

Damit hat ein Zedent mit einem hheren erwarteten Gewinn zu rechnen, wenn eine Kleinscha-
densverteilung eintritt. Dies folgt aus Behauptung (1). Behauptung (2) gibt eine Abschétzung
fiir den erwarteten Gewinn bei Vorlage unterschiedlicher Verteilungen und gewéhlter optima-
ler Prioritdten wieder.

Fiir die Verlustwahrscheinlichkeit und den erwarteten Verlust bei Riickversicherungswahl
gilt PL(d,X) = PL(d,Z) = 0 bzw. EL(d,X) = EL(d,Z) = 0 fiir alle d > 07. Somit
gilt bei stochastischer Dominanz erster und zweiter Ordnung PL(d, X) = PL(d,Z) bzw.
EL(d,X)=EL(d, Z) fur alle d > 0.

Dagegen gilt bei Ablehnung der Riickversicherung fiir die Verlustwahrscheinlichkeit PL% =
1 — Fx(Pr — B) fir die Schadensvariable X bzw. PL} =1 — Fz(Pr — B) fiir die Schadens-
variable Z. Z dominiere X in erster Ordnung, dann gilt per Definition Fx(a) > Fz(a) fur
alle @ € R. Damit gilt 1 — Fx(a) < 1 — Fz(a) fiir alle a € R. Somit ist PLY < PL%,. Das
bedeutet, wird die Riickversicherung nicht gewéhlt, so ist die Verlustwahrscheinlichkeit bei
einer Grofischadensverteilung hoher als bei einer Kleinschadensverteilung.

Die néchste zu betrachtende Kenngrofle ist die Gewinnfunktion. Fiir diese gilt unter sto-
chastischer Dominanz folgende Aussage:

Satz 5.6.10

Sei G(d,X) = Pr— B— X — RVPx(d) + min(0, X — d) die Gewinnfunktion bzgl. der Zu-
fallsvariable X und G(d,Z) = Pr — B — Z — RV Pz(d) + min(0,Z — d) bzgl. Z. Wenn Z
stochastisch erster Ordnung X dominiert, dann gilt Fg x)(a) < Fga,z)(a) fir alle a € R
und G(d, Z) =psp G(d,X) fiir alle d > 0.

" Der Beweis befindet sich im Anhang D.1 S. 243.

Dies ist aus dem vorangegangenen Abschnitt bekannt. Dabei wurde die Annahme Pr—B— RV P(d*)—d* > 0
getroffen.

80Der Beweis befindet sich im Anhang D.1 S. 244 f.
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Der Satz trifft somit die Aussage: Wenn zwei verschiedene Schadensverteilungen eintreten kén-
nen und die Schadensverteilung Z eine Schadensverteilung X stochastisch dominiert in erster
Ordnung, so dominiert der Gewinn von X den Gewinn von Z stochastisch in erster Ordnung®!.

Die letzten Untersuchungen bzgl. der stochastischen Dominanz werden fiir die im Kapitel
unterstellten Préferenzfunktionale durchgefiihrt.

Satz 5.6.11
Seien X und Z Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt

1. 2,(G(d, X)) > ,((G(d, Z)) fir alle d > 0.

2. oA (G(d, X)) > P2 ((G(d, Z)) fir alle d > 0.

3. @575(G(d,X)) > (1)575((G(d, Z)) fiir alle d > 082.
Fiir alle drei Priferenzfunktionale folgt somit, dass diese bei der dominierten Verteilung (bei
der Kleinschadensverteilung) am gréfiten sind. Unter Verwendung der optimalen Prioritéten

bzgl. beider Verteilungen kénnen folgende Aussagen fiir die Praferenzfunktionale getroffen
werden:

1. $a(G(d%, X)) = Bu((G(d%, Z)) und
Do (G(dy, X)) = @a((G(dy, Z))

2. QoA (G(dy, X)) = Pa((G(dY, Z)) und
<I>Oc,)\(G( 7)\((G(d*Z,Z))

Hiermit sei die Untersuchung des Prioritédtsmodells abgeschlossen. Es konnten fiir alle Kenn-
groffen mit Hilfe der stochastischen Dominanz Aussagen getroffen werden. Leider muss in den
meisten Fillen die stochastische Dominanz erster Ordnung gefordert werden. Diese ist jedoch
eine sehr starke Forderung, die die Schadensvariablen X und Z klar in eine Grof- und in eine
Kleinschadensvariable trennt. Fiir die stochastische Dominanz zweiter Ordnung konnte nur
in den seltensten Fillen eine Abschitzung erhalten werden.

5.7 Zusammenfassung und Uberblick

In diesem Kapitel wurde das Riickversicherungsmodell unter Beachtung der Prioritét fiir ver-
schiedene Priferenzfunktionale vorgestellt. Es ist festzustellen, dass dabei ein risikofreudiger
und risikoneutraler Zedent die Riickversicherung fiir positive Gewinnaufschlage seitens des
Zessiondrs ablehnen wird. Ein risikoaverser Zedent kann sich zum einen fiir, aber auch ge-
gen die Riickversicherung entscheiden. Seine Entscheidung ist dabei abh#ngig, zum einen von

81Fiir die optimalen Prioritiiten d% und d} folgt aus dem Satz G(d%, Z) <rsp G(d%x,X) und G(dy,Z) <rsp
G(d%, X). Dabei beziehen sich die optimalen Prioritdten auf die gleiche Risikoeinstellung des Zedenten.
82Der Beweis befindet sich im Anhang D.1 S. 245 ff.
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seiner eigenen Risikoeinstellung und zum anderen von dem Gewinnaufschlag des Riickver-
sicherers. Die Erhohung des Gewinnaufschlages des Riickversicherers fithrt zu einer héheren
Risikoaversionspriferenz, ab welcher die Riickversicherung bevorzugt wird. Somit kann die
Anhebung des Gewinnaufschlages durch den Zessionér zur Ablehnung der Riickversicherung
durch den Zedent fithren, obwohl dieser zuvor die Riickversicherung bei einem niedrigeren
Gewinnaufschlag préferiert hat.

Bei Riickversicherungswahl wihlt der risikoaverse Zedent dabei eine Teilversicherung, wo-
bei das Volumen des abgegebenen Risikos®® mit der Zunahme an Risikoaversion steigt. Die
Erhdhung des Gewinnaufschlages seitens des Zessionérs fithrt zur Reduzierung des abgegeben
Risikos und kann sogar zur Ablehnung der Riickversicherung fithren. Der Zedent ist bei zu-
nehmender Verteuerung der Riickversicherung bereit mehr Risiko selbst zu tragen.

Aus entscheidungstheoretischer Sicht wurde weiterhin der Spezialfall der fairen Riickversiche-
rungspramie betrachtet. In diesem Fall wihlt jeder risikoaverse Zedent die Vollversicherung,
jeder risikofreudige Zedent lehnt die Riickversicherung ab und jeder risikoneutrale Zedent
ist indifferent in seiner Entscheidung. Fortfithrend wird in diesem Kaptiel die M6glichkeit der
Messung der Risikopréferenz eines Zedenten vorgestellt. Grundlage dieser Berechnung sind be-
reits gewéhlte Riickversicherungsvertrige. Die ermittelte Risikopréferenz des Zedenten kann
anschliessend als Entscheidungsunterstiitzung fiir zukiinftige Riickversicherungsvertriage ge-
nutzt werden.

AuBlerdem werden fiir den Zedenten diverse Kenngrofien, wie zum Beispiel der optimale Ge-
winn, der erwartete Gewinn, die Verlustwahrscheinlichkeit und der erwarteten Verlust gege-
ben. Abschliessend werden diese und weitere Kenngroen, wie die Riickversicherungspriamie
als auch die Praferenzfunktionale, auf Robustheit untersucht. Dabei ist fiir eine festgewéhlte
Prioritét festzustellen, dass das Praferenzfunktional bei der dominierten Schadensverteilung
(Kleinschadensverteilung) grofler gleich dem Priiferenzfunktional bei der dominierenden Ver-
teilung (Grofischadensverteilung) ist. Diese Aussage konnte fiir alle in dieser Arbeit verwen-
deten Préferenzfunktionale getroffen werden.

Das folgende Kapitel geht auf die Entscheidung des Zedenten bzgl. der zweiten Deckungs-
grenze eines Riickversicherungsvertrages, dem Plafond, ein.

83Das ist das Risiko, welches der Riickversicherer trigt.



Kapitel 6

Plafondoptimierungsproblem

6.1 Einfiihrung

Der Plafond, die zweite Deckungsobergrenze eines Riickversicherungsvertrages, ist fiir den
Zedenten die existenzbedrohende Deckungsgrenze, da oberhalb des Plafonds der Zedent fiir
die Schéden selbst aufkommen muss und diese nicht mehr durch den Riickversicherer gedeckt
werden. Im Allgemeinen ist der Plafond wesentlich hoher als die Prioritidt. Der Zedent kann
nur bedingten Einfluss auf den Plafond nehmen. Vielmehr wird der Plafond durch den Zes-
sionér bestimmt. Es handelt sich bei dem Plafond um die Schutzgrenze gegen den Ruin des
Riickversicherers. Trotzdem versichert ein Riickversicherer auch Schiden, die seine finanziel-
le Leistungsfiahigkeit iiberschreiten, da er in diesem Fall das Mittel der Retrozession nutzen
kann. Im folgenden Kapitel soll der Frage nachgegangen werden, welchen Plafond der Zedent
aufgrund seiner Risikoeinstellung priferiert!. Dazu wird ein nicht-proportionaler Riickver-
sicherungsvertrag mit einer Prioritiit von null betrachtet?. Somit trégt der Riickversicherer
gegen Zahlung einer Riickversicherungspriamie durch den Erstversicherer entweder die kom-
plette Schadenshohe? oder nur den Plafond?. Formal gilt fiir den Riickversicherungsschaden
in Abhéngigkeit vom Plafond c

X firX<ece

= min(X, ¢).
c fur X >c¢

RV S(c) = {

Der Gesamtschaden X setzt sich zusammen aus dem Riickversicherungs- und Erstversiche-
rungsschaden. Damit gilt fiir den Erstversicherungsschaden

EVS(c,X)=X—-RVS(c,X) =X — min(X, ¢) = max(0, X — ¢).

Die Abbildung 6.1 stellt die Aufteilung des Schadens in die Erstversicherer- und Riickversi-
chererkomponente bei einer Prioritdt von null graphisch dar.

!Dabei kann ein Zedent zwar einen bestimmten Plafond priiferieren, letztendlich wird der Plafond jedoch vom
Riickversicherer festgesetzt.

2Die Prioritét soll damit im Folgenden keine Rolle fiir die Entscheidung des Zedenten spielen.

3Dies ist der Fall, wenn der Schaden kleiner gleich dem Plafond ist.

“Dies ist der Fall, wenn der Schaden griBer ist als der Plafond.
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Schadens-
hohe Gesamtschaden

Riickversicherer

Plafond .
Erstversicherer

Schaden
Abbildung 6.1: Erstversicherungs- und Riickversicherungsschaden bei einer Prioritéit von Null.

Fiir die Gewinnfunktion eines Zedenten gilt nach Definition 4.1.1

G=Pr—B—X—RVP+RVS,

wobei
Pr = Summe der Pramien aus dem Kundengeschift
X = Schaden
RVP = Riickversicherungspramie
RVS = Riickversicherungsschaden
B = Betriebskosten

sind. Der Riickversicherungsschaden und die Riickversicherungsprimie sind dabei von dem
Schaden X und dem Plafond ¢ abhéngig. Es gilt somit fiir die Gewinnfunktion des Zedenten
des Plafondmodells

G(c,X) = Pr—B—-X—RVP(c)+RVS(c,X)
= Pr—B— X — RVP(c) 4+ min(X,c). (6.1)

Im Folgenden wird das Préferenzfunktional ®,  mit der Gewinnfunktion G(c, X)) betrachtet
und bzgl. des Plafonds optimiert. Aus der optimalen Lésung kénnen dann auch die Spezialfille,
das CVaR-Prinzip und das Erwartungswertkriterium, abgeleitet werden. Auf die Betrachtung
des Préferenzfunktionals ® 3 s wird aufgrund der analogen Ergebnisse zum Préferenzfunktional
@, ) verzichtet.

6.2 Hybrides Entscheidungsprinzip @, )(G(c, X))

Im Kapitel Entscheidungstheorie wurde das Préferenzfunktional ®, ) eingefiihrt. Es besitzt
den Vorteil, alle drei Risikoarten® abbilden zu kénnen. Fiir A = « spiegelt es Risikoneutralitiit,
fir A < a Risikofreude und fiir A > « Risikoaversion wider. Dieses Préferenzfunktional soll
im Folgenden auf das Riickversicherungsproblem des Plafonds angewendet werden.

5Risikofreude, Risikoneutralitit und Risikoaversion.
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Satz 6.2.1
Es sei @4 \(G(c, X)) das Praferenzfunktional eines Zedenten mit Gewinnfunktion

G(e,X)=Pr—B— X — RVP(c)+ RVS(c, X),
dann besitzt das Mazimierungsproblem

max P, \(G(c, X))

folgende implizite Losung

1 — SRV P(c*),
fiir X\ > RV Py(c*) und — RV Pue(c*) — 2 fx(c*) <0
FX (C*) = 6.
}:—())f[l - RVPC(C*)]7
fiir A\ < RVP.(¢*) und — RV Peo(c*) — =2 fx(c*) < 0

-«

Die implizite Losung unterteilt sich in zwei Félle. Zum einen den Fall A > RV P.(c*) mit
impliziter Losung

Fy(d)=1— %RVPC(C*)

und Maximalbedingung — RV P,.(c*) — % fx(c*) < 0 und zum anderen den Fall A < RV P.(c¥)
mit impliziter Losung

11—«
Fx(c*) = TRY [1 — RVPd(d*)]
und Maximalbedingung — RV P..(c*) — % fx(c*) < 0. Die Losung ermdoglicht somit die Kal-

kulation des optimalen Plafonds fiir beliebige Riickversicherungspramienstrukturen’.

Der optimale Plafond ¢* ist von den Risikoparametern o und A abhingig. Somit wire die
korrekte Schreibweise fiir den optimalen Plafond ¢*(a, A). Um den Umfang der Formeln nicht
weiter zu vergroBlern, wird im Allgemeinen auf die Angabe der Risikoparameter bei dem op-
timalen Plafond verzichtet.

Im Folgenden soll das Newsvendor Modell dem Riickversicherungsmodell des Plafonds ge-
geniibergestellt werden.

Analogie zum Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion und Risi-
kopriferenzen

Fiir das Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion und dem Praferenzfunktio-
nal ®g; gilt
1-96 I}

B35(G(0, X)) = 15 E(G(.X)) + TG X)IG1,X) = 1-5(0)

SDer Beweis von Satz 6.2.1 befindet sich im Anhang C.2 S. 194 ff.
"Vgl. dazu Abschnitt 4.1.
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Die 3-100 % grofiten Gewinne werden bei den 3-100 % grofiten Nachfragen, also bei Nachfragen
oberhalb des (1 — 3)-Quantils der Nachfragen, realisiert. Somit gilt

E(G(y, X)|G(y, X) = g1-5(y)) = E(G(y, X)|X = 21-5(y))-
Das zugehorige Maximierungsproblem lautet

1-6 0—p
— > 8
Fiir das Riickversicherungsmodell (Plafond) in Verbindung mit dem Préaferenzfunktional @
gilt

24\(G(d, X)) = {2 B(Gle, X)) + 52

Cl-« —«

E(G(c, X)|G(c, X) < gal(c))-

Die Gewinnfunktion des Erstversicherers in Abhéingigkeit vom Plafond ldsst sich wie folgt
abbilden (Abbildung 6.2):

G(ex)
(1-a) - 100 % grofiten

© Gewinne

g.(c
¢ o - 100 % kleinsten
< Gewinne
X1.4(€) Schaden x
N
(1-a) - 100 % o * 100 % groBten i
kleinsten Schiaden Schiden (Rir festes c)

Abbildung 6.2: Gewinnfunktion (Plafond) des Erstversicherers mit a-Gewinnquantil.

Aufgrund der Tatsache, dass die a - 100 % kleinsten Gewinne bei den « - 100 % grofiten
Schéden realisiert werden, befinden sich diese a-100 % kleinsten Gewinne oberhalb des (1—a)-
Schadensquantils. Demzufolge gilt

E(G(e, X)|G(c, X) < ga(c)) = E(G(e, X)|X = 21-0(c)).

Es wird somit das Maximierungsproblem

max ! : iE(G(c,X)) + i\:—ZE(G(c,XﬂX > z1-q(c))

gelost, wobei z1_4(c) das (1 — a)-Schadensquantil bezeichne. Man erkennt, dass beide Op-
timierungsprobleme die gleiche Struktur aufweisen. Die folgende Tabelle gibt die Analogie
zwischen beiden Modellen wieder.

8Vgl. Abschnitt 5.3 bei der Analogie zwischen Newsvendor Modell und Riickversicherungsmodell (Prioritét).
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Newsvendor Modell | Riickversicherungsmodell
Nachfrage X Schaden X
Bestellmenge y Plafond ¢
Kostenfunktion k RV-Prédmie RV P

ky RV P,

Eyy RV P,
Verkaufspreis p 19
Riickgabepreis z 00

b=1-« «
o=1-2X A
Pp5=P1a,1-2 Dy

Tabelle 6.1: Analogie zwischen dem Newsvendor- und dem Riickversicherungsmodell (Plafond)
mit Risikopréferenzen.

Mit Hilfe dieser Analogie kann die Newsvendorloésung unter Verwendung des Préferenzfunk-
tionals ®3 5 in die Losung des Riickversicherungsproblems fiir das komplementére Préferenz-
funktional ®, ) iiberfithrt werden.

Der néchste Untersuchungsgegenstand ist das Riickversicherungsmodell unter Verwendung des
Priferenzfunktionals ®,  mit der speziellen Riickversicherungsprédmie aus Definition 4.1.2.

Riickversicherungsproblem (Plafond) mit spezieller Riickversicherungsprimie

Im Folgenden soll die spezielle Riickversicherungspriamie eingesetzt werden. Dazu bendtigt
man folgenden Lemma.

Lemma 6.2.1
Es sei RV P(c) die Riickversicherungsprdamie aus Definition 4.1.2, dann gilt fir die ersten zwei
Differentiale der Priamie RV P.(c) = (1 +7)[1 — Fx(c)] und RV P.c(c) = —(1 +7)fx(c)*.

Der folgende Satz formuliert die Losung des Riickversicherungsproblems unter Verwendung
der speziellen Riickversicherungspramie.

Satz 6.2.2
Es sei @4 \(G(c, X)) das Praferenzfunktional eines Zedenten mit Gewinnfunktion

G(¢,X)=Pr—B—X — RVP(c)+ RVS(c,X)

und der speziellen Rickversicherungspramie RV P(c) = (1 4+ v)E(RV S(c, X)). Dann besitzt
das Mazximierungsproblem
max P, \(G(c, X))

9Der Verkaufspreis p entspricht somit einer monetéren Einheit eingekaufter Deckung. Im Fall des Riickversi-
cherungsmodells der Prioritét entsprach der Verkaufspreis p des Newsvendors einer monetiren Einheit nicht
eingekaufter Deckung.

1ONjcht in Anspruch genommene Deckung kann bei einem Riickversicherungsvertrag nicht zuriickgegeben wer-
den. Somit ist der Riickgabepreis des Newsvendors im Riickversicherungsmodell gleich null.

"Der Beweis von Lemma 6.2.1 befindet sich im Anhang C.2 S. 197.
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folgende implizite Losung

0, firl+4~>

*\ 12
FX(C){L fir 14+~ < '

Q>R [>

Das Ergebnis Fx(c¢*) = 1 bedeutet, dass der Plafond in der Hohe des gréftmoglichen Scha-
dens gewéhlt wird. Das heifit der Riickversicherer soll alle Schidden tragen. Dies stellt eine
Vollversicherung dar. Fx(c*) = 0 dagegen bedeutet, dass der Plafond unterhalb aller Schiiden
liegen soll'3. Der Erstversicherer mochte also alle Schiiden selbst tragen. In diesem Fall wiihlt
der Zedent die Riickversicherung nicht. Der Zedent wé&hlt bei dem Riickversicherungsmodell
(Plafond) nie eine Teilversicherung.

Die Riickversicherung wird fiir 1 + v > % abgelehnt. Fiir Risikofreude gilt A < «. In diesem
Fall ist immer die Bedingung zur Ablehnung der Riickversicherung erfiillt. Ebenso ist die-
se Bedingung bei Gleichheit der Risikoparameter erfiillt. Dies spiegelt einen risikoneutralen
Zedenten wider. Somit lehnt ein risikofreudiger bzw. risikoneutraler Zedent die Riickversiche-
rung ab.

Die Losung des Riickversicherungsproblems teilt die Risikoparameter fiir Risikoaversion in
zwei Gruppen. In der ersten Gruppe gilt die Bedingung 1+~ > % und in der zweiten Gruppe
die Bedingung 1+~ < % Die Risikoparameter mit 1+~ > % reprisentieren niedrige Risiko-
aversion. Fiir diese wird die Riickversicherung abgelehnt. Die Risikoparameter mit 1+~ < g
bilden hohe Risikoaversion ab. In diesem Fall wird die Vollversicherung nachgefragt. Ist die
Bedingung 1 + v = g erfiillt, ist der Zedent indifferent in seiner Entscheidung. Die entspre-
chende Aufteilung des Risikopriiferenzraumes verdeutlicht Abbildung 6.3'4.

Die Hauptdiagonale stellt die Risikoparameterkonstellationen fiir Risikoneutralitit (o = \)
dar. Die a-A-Kombinationen unterhalb dieser Hauptdiagonalen sind die Kombinationen fiir
Risikofreude und oberhalb fiir Risikoaversion. Die Grenze der optimalen Losungen (14 = g)
teilt die a-A-Kombinationen fiir Risikoaversion in zwei Teile. Oberhalb dieser Grenze wird die
Riickversicherung priferiert mit F'x (d*) = 1, unterhalb dieser Grenze dagegen wird die Riick-
versicherung abgelehnt. Der Risikopréaferenzraum ist somit identisch zum Risikopréferenzraum
fiir das Riickversicherungsmodell (Prioritit)!> unter Verwendung des Priferenzfunktionals
®, 1. Der Unterschied zwischen den Modellen besteht allein in der unterschiedlichen Wir-

kungsweise der Deckungsgrenzen'6 und fiihrt somit zu unterschiedlichen optimalen Losungen.

2Der Beweis von Satz 6.2.2 befindet sich im Anhang C.2 S. 197 ff.

13Tm Folgenden sei der optimale Plafond ¢* > 0 zu einem Maximierungsproblem mit der Loésung Fx (c")=ac€
[0, 1] der kleinste Plafond fiir den Fx(c*) = a gilt. Somit ist fiir Fx(¢*) = 0 der optimale Plafond ¢* = 0.

Y“Fiir die Abbildung wurde ein Gewinnaufschlag des Riickversicherers von 40 Prozent angenommen. Die Ab-
bildung verdeutlicht u. a., dass ein risikoaverser Entscheider u. U. die Riickversicherung préferiert. Bazgl.
Erwartungsnutzenkriterium und Haftungsobergrenze vgl. Cummins, Mahul (2004). Aufgrund einer anderen
Zielstellung des Modells von Cummins und Mahul (Optimierung der Zielfunktion bzgl. Versicherungsschaden
und -pramie) sind die Ergebnisse mit dem Plafondmodell nicht vergleichbar.

15ygl. dazu Abbildung 5.6.

'5Bei einer hoheren Prioritit wird weniger Riickversicherungsschutz und bei einem hoheren Plafond mehr
Deckungsschutz erworben.
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Risikofreude
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Abbildung 6.3: Risikopréferenzraum bei @, y(G(c, X)).

Die Abbildung 6.4 stellt dabei die Verschiebung der Akzeptanzgrenze der Riickversicherung
fiir verschiedene Gewinnaufschlige dar'?.

A
1
v#~0,2
0,8 v=0,4
v~0
0,6
0,4
0,2
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 a

Abbildung 6.4: Risikopraferenzraum in Abhéngigkeit vom Gewinnaufschlag bei ®,, y(G(c, X)).

Die Grenze zwischen Wahl und Ablehnung der Riickversicherung verschiebt sich dabei fiir ho-
here Gewinnaufschlige seitens des Riickversicherers in Bereiche hoherer Risikoaversion. Ein
Zedent, der bei einem niedrigen Gewinnaufschlag ~, die Riickversicherung wahlt, wird die
Riickversicherung ab einer gewissen Hohe des Gewinnaufschlages yp ablehnen'®. Somit kann
die Verteuerung!'® einer Riickversicherung zur Ablehnung der Riickversicherung fiithren. Im
Fall einer fairen Riickversicherungspriamie dagegen bilden die a-A-Kombinationen der Risiko-
neutralitdt die Grenze zwischen den optimalen Losungen.

Die Ergebnisse sollen durch ein Beispiel verdeutlicht werden. Es werden die gleichen An-
nahmen wie in Beispiel 5.3.1 getroffen.

17V gl. dazu Abbildung fiir das Riickversicherungsmodell (Prioritét).
18Es gilt v, < 8.
"9Basierend auf dem Gewinnaufschlag des Zessionérs.
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Beispiel 6.2.1 (Riickversicherungsmodell (Plafond) mit Priferenzfunktional ® y)

FEs werden die vier Zedenten aus Beispiel 5.3.1 betrachtet. Jeder dieser Zedenten verhandelt
mit zwei Rickversicherern. Riickversicherer 1 verlangt dabei einen Gewinnaufschlag von 20
und Riickversicherer 2 von 40 %. Als Schadensverteilung wird die Nullpunkt-Paretoverteilung
mit den Parametern 9 =5 und b = 16,4 angenommen. Die folgenden Tabellen geben fiir diese
Zedenten den optimalen Plafond fiir die zwei angenommenen Gewinnaufschlige wieder:

Zedent | « A | RV-Wahl | Fx(c*) | ¢*
1 0,25 ] 0,5 Ja 1 00?0
2 0,25 | 0,65 Ja 1 9]
3 05 | 05 Nein 0 0
4 0,5 | 0,65 | Nein 0 0

Tabelle 6.2: Optimale Plafonds fiir Beispiel 6.2.1 mit v = 0, 4.

Zedent | « A | RV-Wahl | Fx(c¢*) | ¢*
11025 05 Ja 1 | o
2 1025065 Ja 1 | oo
3 |05 |05| Nen 0 0
4 |05 |065 Ja 1 | oo

Tabelle 6.3: Optimale Plafonds fiir Beispiel 6.2.1 mit v = 0, 2.

Aus den Tabellen ist ersichtlich, dass Zedent 1 und 2, sowohl fir den Gewinnaufschlag von
20 als auch von 40 % geniigend risikoavers sind, um die Riickversicherung zu wdhlen. Da-
gegen lehnt Zedent 3*' fiir beide Gewinnaufschlige die Riickversicherung ab. Zedent 4 dn-
dert seine Entscheidung aufgrund des Gewinnaufschlages. Bei einem Gewinnaufschlag von 20
Prozent wird dieser die Riickversicherung wdhlen, bei 40 Prozent dagegen lehnt er diese ab.
Wenn die Zedenten sich fir die Riickversicherung entscheiden, wird ein Plafond von Unend-
lich praferiert, so dass sich alle mdglichen Schdden unterhald des Plafonds befinden und der
Riickversicherer den gesamten Schaden trdgt.

Im Folgenden sollen die drei Spezialfille, die faire Riickversicherungsprémie, das Erwartungs-
wertkriterium und das CVaR-Prinzip, betrachtet werden.

Spezialfille

e Spezialfall: Faire Riickversicherungsprimie
Fiir die Losung aus Satz 6.2.2 folgt fiir v =0

0, fir a> A\
fir a <X’

20Es gilt lim1 Fi'(z) = oo, wobei Fy'(z) =b-(1— a?)fﬁ — b die Inverse der Nullpunkt-Paretoverteilung ist.

21Dieser ist risikoneutral.
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Demzufolge lehnt ein risikofreudiger Zedent die Riickversicherung ab, ein risikoaver-
ser Zedent dagegen priferiert die Vollversicherung. Im Gegesatz zum allgemeinen Fall
préferiert bei einer fairen Riickversicherungsprémie jeder risikoaverse Zedent die Vollver-
sicherung. Ergénzend ist zu sagen, dass ein risikoneutraler Zedent indifferent zwischen
den zwei Optionen ist.

o Spezialfall: Erwartungswertkriterium
Das Erwartungswertkriterium ist fiir A = o im Préferenzfunktional ®, ) enthalten. Fiir
A = « folgt fiir die Losung aus Satz 6.2.2

o O, firl+y>1 o
Fk@>{1,ﬁn1+7<1 =0

FEin risikoneutraler Zedent lehnt somit fiir positive Gewinnaufschléige die Riickversiche-
rung ab.

e Spezialfall: CVaR-Prinzip
Das CVaR-Prinzip ist fiir A = 1 im Préferenzfunktional ®, ) enthalten. Fiir A = 1 folgt
fiir die Losung aus Satz 6.2.2

o 0, fiirl+4~vy>
Px(e) = { , firl+v9<

0, fﬁra>% 23
o 1, fﬁra<ﬁ ’

RI—R I~

Da ﬁ zwischen null und eins liegt, teilt die Bedingung a 2 ﬁ die Risikoparameter a
in zwei Gruppen ein. Grofle Risikoparameter « bilden dabei niedrige Risikoaversion, klei-
ne Risikoparameter o hohe Risikoaversion ab. Fiir & — 1 néhert sich das CVaR-Prinzip
dem Erwartungswertkriterium an. In diesem Fall gilt Fx(¢*) = 0. Die Riickversicherung
wird also abgelehnt. Fiir niedrige Risikoparameter a hingegen wird mit F'x(c*) = 1 die
Vollversicherung gewihlt. Dabei ist die Grenze zwischen Ablehnung und Akzeptanz der
Riickversicherung identisch zum Riickversicherungsmodell (Prioritdt). Fiir den Risiko-

praferenzraum gelten somit die gleichen Darstellungen wie in Abbildung 5.3.
Im Folgenden wird die Aquivalenz zwischen dem Prioritéits- und Plafondmodell betrachtet:
e Im Prioritdtsmodell wird das Priferenzfunktional angewendet auf die Gewinnfunktion
G(d,X) = Pr—B-X—(1++v)E(max(0,X —d))+ max(0,X —d)
Pr—B—X —(1+~)E(X —min(d, X)) + X — min(d, X)
= Pr—B—(147)E(X)+ (1+v)E(min(d, X)) — min(d, X)

22Gilt fiir positive Gewinnaufschlige des Riickversicherers.

23Bei der Anwendung des CVaR-Prinzips auf das Plafondproblem tritt auch im stetigen Fall die Tendenz zu
Randloésungen auf, die sonst nur generell im diskreten Fall vorliegt. Des Weiteren sei auf das direkte Vorgén-
gerresultat, die Publikation von Cai, Tan (2007), verwiesen. Die Bedingung fiir die optimale Losung beim
CVaR-Prinzip von Cai, Tan (2007) ist dabei zu der hier angegeben Losung identisch. Ausgangspunkt sind
jedoch unterschiedliche Zielfunktionen und Deckungsgrenzen. Cai und Tan verwenden nicht die Gewinnfunk-
tion eines Erstversicherers mit dem Plafond, sondern den total risk exposure mit der Prioritét.
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und nach der Prioritdt d maximiert. Da der Term Pr — B — (1 4+ v)E(X) unabhéngig
von der zu optimierenden Grofle d ist, bringt die Gewinnfunktion

G(d,X) = (1+~)E(min(d, X)) — min(d, X)

die gleichen optimalen Losungen hervor wie die Gewinnfunktion G bzw. wie die Mini-
mierung des Préferenzfunktionals mit der Gewinnfunktion

9

G(d,X) = —(14~)E(min(d, X))+ min(d, X).

e Im Plafondmodell wird das Praferenzfunktional von der Gewinnfunktion
G(e,X) = Pr—B—X—(14~)E(min(c, X)) + min(c, X)

maximiert. Da der Term Pr — B — X unabhingig von der zu optimierenden Gréfle c ist,
bringt die Gewinnfunktion

G(¢,X) = —(1+~)E(min(c, X)) + min(c, X)

die gleichen optimalen Losungen bei der Maximierung des Préferenzfunktionals her-
24
vors=.

Somit ist die Losung der Maximierung des Plafondmodells identisch zu der Losung der Mini-
mierung des Prioritdtsmodells.

Im néchsten kurzen Abschnitt sollen die zu dem Riickversicherungsmodell (Plafond) zuge-
horigen Kenngroflen berechnet werden.

6.3 Kenngrofien

Die Kenngrofien Gewinn, erwarteter Gewinn, Verlustwahrscheinlichkeit und erwarteter Ver-
lust werden im Folgenden gegeben. Deren Relevanz fiir einen Zedenten wurde bereits in Ka-
pitel 5 thematisiert. Es wird keine spezielle Riickversicherungspréimie angenommen.

Nach Formel (6.1) gilt fir die Gewinnfunktion eines Zedenten mit optimalem Plafond ¢*

. B N X, furc>X
G(c",X) = Pr—B—-X—-RVP(c )—1—{ ¢ fircet < X
0, furc > X

= PT—B—RVP(C*)—{X_C* Fir ¢ < X

24Damit liegt ein analoger Sachverhalt wie in der Finanzierungstheorie bei der Uberfithrung von Maximierungs-
bzw. Minimierungsproblemen von Eigen- und Fremdkapitalanspriichen unter beschréankter Haftung im Rah-
men des Modigliani-Miller-Theorems vor. Vgl. diesbzgl. Modigliani, Miller (1958).
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Fiir den erwarteten Gewinn bei optimalem Plafond ¢* ergibt sich

E(G(c*,X)) = Pr—B-— E(X)— RVP(c*) + E(min(c*, X))

c* oo

= Pr—B—E(X)—RVP(c*)—l—/w dFX(w)—i—/c* dFx(x)

0 c*
oo

= Pr—B— RVP(c) —1—/(0* — ) dFx(z)

c*
o

= Pr—B—RVP(c") — /a? dFx(z) + ¢*(1 — Fx(c")).
Es soll die Annahme Pr — B > RV P(c") fiir einen Zedenten getroffen werden, da sonst
der Zedent die Riickversicherungspriamie nicht abschlieen kann. Im Fall ¢* > X ist die

Gewinnfunktion unter dieser Annahme niemals negativ. Im Fall ¢* < X dagegen kann die
Gewinnfunktion negative Werte annehmen. Es gilt fiir die Verlustwahrscheinlichkeit

PL* = P(G(¢,X)<0)=P(Pr—B—X — RVP(c") + ¢* <0)
— P(X>Pr—B-RVP()+¢)=1—P(X < Pr—B—RVP(c") + ¢
= 1—Fx(Pr—B—RVP(c")+ ")

bzw. fiir den erwarteten Verlust

EL* = E(G(c*,X)|G(c¢",X)<0)=Pr—B—RVP(c") +¢* — B(X | G(c*, X) < 0)

J x dFx(x)
- Pr—B—RV P(c*)+c*

= Pr—B- P(c*
r RVP(c*)+c PG, X) <0)

1 o0
= Pr—B—RVP(c")+c" — I / x dFx(x).
Pr—B—RV P(c*)+c*

Im folgenden Abschnitt werden diese Kenngrofien mit Hilfe der stochastischen Dominanz
untersucht.

6.4 Folgerungen aus der Stochastischen Dominanz

Als erstes soll das Schadensniveau des Riickversicherers definiert werden. Dies geschieht in
Analogie zum Prioritédtsproblem.

Definition 6.4.1
Sei X eine Zufallsvariable und Fx die Schadensverteilung bzgl. dieser Zufallsvariable, dann
heifit SNR(c, X) = Fx(c) Plafondschadensniveau des Riickversicherers.

Satz 6.4.1
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt fiir das Plafondschadensniveau des

Riickversicherers SNR(c, X) > SNR(c, Z) fir alle ¢ > 0.
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Beweis:
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt Fix(c) > Fz(c) fir alle ¢ > 0. Aus

der Definition des Plafondschadensniveaus folgt SNR(c, X) > SNR(c, Z) fiir alle ¢ > 0.
QED

Wenn X die dominierte Zufallsvariable ist und c ein fester Plafond, dann liegen mehr Schiden
der Verteilung von X unterhalb des Plafonds als bei der Verteilung von Z. Das Plafondscha-
densniveau ist somit fiir den Riickversicherer hoher. Fiir die abgeschwichte Forderung der
stochastischen Dominanz zweiter Ordnung kann dagegen keine Aussage bzgl. des Plafond-
schadensniveaus des Riickversicherers getroffen werden.

Satz 6.4.2
Seien X und Z Zufallsvariablen mit den entsprechenden Schadensverteilungen. Z dominiert X
stochastisch in erster Ordnung. d% und d7, sind die optimalen Priorititen des Optimierungs-
problems max @, \G(c, X) bzw. max ®,2\G(c,Z). Dann gilt ¢ (o, X) < (o, A).

C C

Beweis:

Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt F_l(a
[0,1]. Setze a := SNR}(a,\)®, dann folgt Fy'(SNR:(a,))) <
SNR(a,\) €[0,1] bzw. ¢ (o, ) < 5 (o, A).

) < Fz_l(a) fiir alle a €
F,Y (SNR:(a, \)) fiir alle

QED

Die Aussage des vorangegangenen Satzes ist somit, dass ein Zedent bei gleicher Risikoeinstel-
lung bei der Verteilung X einen niedrigeren oder gleichen Plafond wie bei Verteilung Z wihlt.
Wenn der Zedent die Riickversicherung ablehnt, dann gilt ¢’ (o, \) = ¢% (o, A), dagegen wird
bei Riickversicherungswahl als Plafond der grofftmogliche Schaden der jeweiligen Verteilung
gewihlt. Dabei ist der grofitmogliche Schaden bei der Verteilung X kleiner oder gleich als bei
der Verteilung Z26.

Die néchste Kenngrofle, die betrachtet werden soll, ist der erwartete Erstversicherungsscha-
den. Es gilt:

Satz 6.4.3
Seien X und Z Zufallsvariablen mit dem entsprechenden erwarteten Erstversicherungsschéiden

E(EVS(c, X)) = E(X — min(e, X)) = [ (x — ¢) dFx () baw.

E(EVS(c,Z)) = E(X —min(c,Z)) = [(z—d) dFz(2).
Z dominiert X stochastisch in erster O(;"dnung, dann gilt
1. E(EVS(c,X)) < E(EVS(c,2)) fir alle ¢ > 0.

2. E(EVS(ck(a,N), X)) > E(EVS(cy(a,A), X)) und
E(EVS(ck(a, M), Z)) > E(EVS(cy(a, M), Z)).

2SN R} (a, A) bezeichne das optimale Schadensniveau bzgl. des Plafonds bei der Risikoeinstellung (a, A).
25Die stochastische Dominanz zweiter Ordnung fiihrt bei vorliegendem Sachverhalt zu keinem Resultat.
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Beweis:
1. Behauptung;:
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Wegen Satz 5.6.2 Behauptung (2) gilt

o0

[(z—¢) dFx(z) < [(z —¢) dFyz(z) fiir alle ¢ > 0, damit folgt
E(EVS(c, X)) < E(EVS(c, Z)) fiir alle ¢ > 0.

2. Behauptung;:
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt ¢% (o, A) < ¢ (o, A). Fiir die erwar-
teten Erstversicherungsschéiden gilt
E(EVS(ch(a,N), X)) = [ (x—c%(a,N)) dFx(z) und
c*X(a,)\)
B(EVS(cz(e,A), X)) = [ (z—cz(a, X)) dFx(x).
c*Z(a,)\)
Daraus folgt nach Satz 5.6.2 Behauptung (3) E(EV S(ck(a,A), X)) > E(EVS(cy(a, M), X)).
Analog folgt aus

o0

E(EVS(ck(a, M), Z)) = ) (f N (z — & (o, N)) dFz(z) und
BEVS(E N X) = [ (2= cslan) bzl

durch Anwendung von Satz 5.6.2 Behauptung (3) E(EV S(ck (o, A), Z)) > E(EV S(c (o, A), 2)).
QED

Folgerung:
Insgesamt folgt somit fiir die erwarteten Erstversicherungsschiden

E(EVS(ck(a,N),Z)) > E(EVS(ck (o, A), X)) > E(EVS(cy(a,N), X))
und
E(EVS(cx(a,N),Z)) > E(EVS(cz(a, M), Z)) > E(EVS(cy(a, A), X)).

Der erwartete Erstversicherungsschaden ist somit grofler, wenn entweder eine Kleinschadens-
verteilung (Verteilung X) erwartet wurde, aber eine Grofischadensverteilung (Verteilung Z)
eingetreten ist?’, oder es wurde ein zu niedriger Plafond fiir die zukiinftige Schadensvertei-
lung gewihlt?®. Dagegen ist der erwartete Erstversicherungsschaden kleiner, wenn entweder
eine Grofischadensverteilung (Verteilung Z) erwartet wurde, aber eine Kleinschadensvertei-
lung (Verteilung X) eingetreten ist??, oder es wurde ein zu groBer Plafond fiir die zukiinftige
Schadensverteilung gewihlt3C.

30Tn diesem Fall gilt E(EV S(ck, X)) > E(EVS(cy, X)). Dabei wird aber auch ein hoheres Entgelt fiir die
Riickversicherung fillig.
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Die néchste Kenngrofle ist der erwartete Riickversicherungsschaden. Dieser ist fiir die Zu-
fallsvariablen X und Z wie folgt definiert E(RV S(c, X)) := E(min(c, X)) bzw.
E(RVS(c,Z)) := E(min(c, Z)) fiir alle ¢ > 0.

Satz 6.4.4
Seien X und Z Zufallsvariablen mit dem dazugehdrigen erwarteten Riickversicherungsschaden.

1. Z dominiert X stochastisch in zweiter Ordnung, dann gilt

E(RVS(c, X)) < E(RVS(c,2)) fir alle ¢ > 0.

2. 7 dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt

E(RVS(c% (o, M), X)) < E(RVS(cy(o, M), Z)).

Beweis:

1. Behauptung;:

Z dominiere X stochastisch in zweiter Ordnung. Wegen Satz 5.6.3 Behauptung (1) gilt
E(min(c, X)) < E(min(c, Z)), damit folgt E(RVS(c, X)) < E(RV S(c, Z)) fiir alle ¢ > 0.

2. Behauptung;:

Z dominiere X stochastisch in erster Ordnung. Damit gilt ¢’ (o, A) < ¢, (e, A). Z dominiert
X stochastisch in erster Ordnung und so auch in zweiter Ordnung. Man wende Satz 5.6.3
Behauptung (2) an. Daraus folgt E(RVS(ck (a, ), X)) < E(RVS(c,(a, M), Z)).

QED

Bemerkung:

Da die stochastische Dominanz zweiter Ordnung auch bei stochastischer Dominanz erster
Ordnung gilt, gelten die Resultate des vorangegangenen Satzes auch fiir die stochastische Do-
minanz erster Ordnung.

Folgerung:

Aus der ersten Behauptung von Satz 6.4.4 kénnen folgende Aussagen fiir den optimalen Pla-
fond abgleitet werden: E(RV S(c% (o, A), X)) < E(RVS(ck (o, A), Z)) und
E(RVS(cy(a, M), X)) < E(RVS(cy(a, M), Z)).

Fiir die Riickversicherungspramie fiir die zwei Zufallsvariablen X und Z gilt
RVPx(c)=(1+7)E(RVS(c,X)) bazw. RVPz(c) = (1 +v)E(RV S(c, Z)).

Satz 6.4.5
Seien X und Z Zufallsvariablen mit den dazugehirigen Riickversicherungsprimien RV Px(c)
bzw. RV Py(c).

1. Z dominiert X stochastisch in zweiter Ordnung, dann gilt
RV Px(c) < RV Pyz(c) fiir alle ¢ > 0.

2. 7 dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt

RV Px (% (a, X)) < RV Pz(cy(a, N)).
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Beweis:

1. Behauptung;:

Z dominiere X stochastisch in zweiter Ordnung. Wegen Satz 6.4.4 Behauptung (1) ist
E(RVS(c,X)) < E(RVS(c,Z)). Da v > 0 gilt, folgt daraus RV Px(c) < RV Pz(c) fur alle
c> 0.

2. Behauptung:

Z dominiere X stochastisch in erster Ordnung. Damit ist nach Satz 6.4.4 Behauptung (2)
E(RVS(ck (o, M), X)) < E(RVS(cy(a,N), Z)). Da v > 0 gilt, folgt daraus

RV Px(ck(a, X)) < RVPz(cy(a, N)).

QED

Bemerkung:

Da die stochastische Dominanz zweiter Ordnung auch bei stochastischer Dominanz erster
Ordnung zutrifft, gelten die Aussagen des vorangegangenen Satzes auch fiir die stochastische
Dominanz erster Ordnung. Des Weiteren folgt aus der ersten Behauptung

RV Px (¢ (o, N)) < RVPz(ck(a, N)) und RV Px (¢ (o, X)) < RV Sz(c (e, N)).

Auf die Betrachtung weiterer Kenngrofien soll fiir das Plafondoptimierungsproblem verzichtet
werden, da diese ausfiihrlich fiir das zweidimensionale Riickversicherungsmodell, welches im
Kapitel 7 vorgestellt wird, betrachtet werden.

6.5 Zusammenfassung und Uberblick

In diesem Kapitel wurde das Riickversicherungsmodell mit der Deckungsgrenze Plafond op-
timiert. AnschlieBend wurden die Ergebnisse unter stochastischer Dominanz untersucht. Die
Optimierung fithrte dabei zu gleichen Resultaten bzgl. der Annahme bzw. der Ablehnung
der Riickversicherung. Allein die Deckungshohe unterscheidet sich zum Prioritdtsmodell, da
der Zedent bei Riickversicherungswahl ohne Beachtung einer Prioritdt eine Vollversicherung
wiinscht. Somit wird bei gleicher Risikoeinstellung und gleichem Gewinnaufschlag seitens des
Riickversicherers in beiden Modellen (Prioritéts- und Plafondmodell) entweder fiir oder gegen
die Riickversicherung entschieden. Bei Riickversicherungswahl méchte dabei der Zedent im
Plafondmodell alle Schiden abgesichert wissen. Im Prioritétsmodell sinkt dagegen der Selbst-
behalt des Zedenten mit der Zunahme an Risikoaversion ab. Die Frage, die sich an dieser Stelle
ergibt, ist: Welches Ergebnis wird durch die gleichzeitige Optimierung der Deckungsgrenzen
Plafond und Prioritét erhalten? Dies ist das zentrale Thema des néchsten Kapitels.



Kapitel 7

Das zweidimensionale
Optimierungsmodell

7.1 Allgemeines Modell

In diesem Kapitel sollen die Prioritit d und der Plafond c in einem zweidimensionalen Modell
gleichzeitig optimiert werden.

Zuvor betrachte man hierfiir die Gewinnfunktion des Erstversicherers. Es gilt
G(¢,d,X)=Pr—B—X — RVP(c,d) + RVS(c,d, X).

An dieser Stelle soll der Riickversicherungsschaden genauer betrachtet werden. Ist der Scha-
den X unterhalb der Prioritédt d, so ist der Riickversicherungsschaden gleich null. In diesem
Fall trégt der Erstversicherer den entstandenen Schaden. Liegt der Schaden hingegen zwischen
Prioritdt d und Plafond ¢, so haftet der Erstversicherer mit der Prioritdt d und der Riick-
versicherer triagt den iibersteigenden Betrag X-d. Fiir den Fall, dass der Schaden sogar den
Plafond c iiberschreitet, zahlt der Riickversicherer den Schadensbetrag zwischen dem Selbst-
behalt und dem Plafond. Der Erstversicherer bleibt auf der Prioritidt und dem Schaden, der
den Plafond iibersteigt, sitzen.

Beriicksichtigt man diese Zusammenhénge, so kann fiir den Riickversicherungsschaden
0, fir X <d
RVS(c,d, X) =< X —d, fird < X <c¢ =max(0,min(X —d,c—d))
c—d, fir X > ¢

konstatiert werden. Analog gilt fiir den Schaden des Erstversicherers EVS

X, fir X <d
EVS(c,d, X) =« d, fird< X <c¢ =min(X,max(d, X — (¢ — d))).
X —(c—d), fir X > ¢

126
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Fiir die Gewinnfunktion des Erstversicherers kann damit

0, fir X <d
G(¢,d,X)=Pr—B—X —RVP(c,d)+{ X —d, fird< X <ec
c—d, fir X > ¢

festgehalten werden.

Der folgende Satz gibt die implizite Losung des zweidimensionalen Modells bei Verwendung
des a-A-Priferenzfunktionals an.

Satz 7.1.1

Es sei ® \(G(c,d, X)) das Priferenzfunktional eines hybriden Entscheiders mit Gewinnfunk-
tion G(¢,d,X) = Pr — B— X — RVP(c,d) + RVS(c,d, X), dann besitzt das Mazimierungs-
problem

max P, (G(c, d, X))

C,

folgende implizite Losung

(1= $RVP.(c*,d*),1 4+ $RV Py(c*,d")),
wenn A > RV P.(c*,d*) und A\ > —RV Py(c*,d*)
und die Hesse — Matrix
—%fx(c*) — RV P..(c*,d*) —RVP.y(c*,d¥)
< _RVPcd(C*ad*) ng(d*) _RVPdd(C*ad*) >
negativ definit ist

( - %RVPC(C*ad*)a }:—i{(l + RVPd(C*ad*))) s
wenn A > RV P.(c*,d*) und A\ < —RV Py(c*,d*)
Fx(c*), Fx(d)) = und die Hesse — Matrix
(Ex ("), Fx(d") —2fx(¢*) = RVPu(c*,d*) —RV Pug(c*, d*)
—RV P.y(c*,d*) 22 fx(d*) — RV Pyg(c*, d*)
negativ definit ist

(511 - RVRe,d)] 125 1+ RVPY(c,d7)])
wenn A < RV P,(c*,d*) und A < —RV Py(c*,d*)
und die Hesse — Matrix
—%fx(c*) — RV P..(c*,d*) —RVP.y(c*,d¥)
< —RV Py(c*,d*) %fx(d*) — RV Pyq(c*, d¥) )
| negativ definit ist

Der Beweis zu Satz 7.1.1 kann im Anhang C.3 S. 200 ff. nachvollzogen werden. Als Spezialfall
wird ausschliellich das Erwartungswertkriterium aus der allgemeinen Losung abgeleitet.
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Folgerung:
Das Erwartungswertkriterium kann fiir A = « aus dem Préferenzfunktional erhalten werden.
Dabei fillt die implizite Losung auf einen Fall zusammen und es gilt

(Fx(c*),Fx(d")) = (1 = RVP.(c*,d"),1 4+ RV Py(c*,d")).
Diese Losung ist ein Maximum, wenn die Hesse-Matrix
—fx(c*) = RVP.(c*,d*) —RVP.4(c*,d¥)
—RV Py(c*,d*) fx(d*) — RV Pyy(c*,d*)

negativ definit ist. Die Kenngrofien fiir das allgemeine Modell werden im néchsten Abschnitt
angegeben.

7.2 Kenngrofien

Im folgenden Abschnitt werden die Kenngrofien, wie der erwartete Gewinn, die Verlustwahr-
scheinlichkeit und der erwartete Verlust fiir das allgemeine zweidimensionale Modell gegeben®.
Fiir den erwarteten Gewinn bei optimalen Deckungsgrenzen? gilt

c*

E(G(c",d", X)) = PT—B—E(X)—RVP(C*,d*)—l—/fo(x) dx

p
+ (1= Fx(¢")) —d"(1 = Fx(d"))
d* 00
= Pr—B— RVP(c) — /fo(x) dx — /xfx(x) dz
0 c*

+ (1 —Fx(c"))—d"(1 - Fx(d")).

Zur Berechnung der Verlustwahrscheinlichkeit betrachte man zunéchst eine Ungleichung
G(d*,c*, X) < 0. Es gilt fiir die Gewinnfunktion

0, fir X < d*
G(c*,d*,X)=Pr—B— X —RVP(c",d)+< X—-d fird <X<c
c—d*, fir X > c*

Fiir einen Erstversicherer muss folgende Ungleichung gelten

Pr— B — RVP(c*,d*) — d* > 03

Man sieht, dass die Gewinnfunktion nur im Fall X > ¢* negativ werden konnte. In diesem
Fall gilt fiir die Gewinnfunktion

Pr—B—X—RVP(c*,d*)+c" —d* <0

!Die Relevanz dieser GriBen fiir einen Zedenten wurde bereits im Kapitel 5 thematisiert.

2Vgl. dazu den Beweis von Satz 7.1.1.

3Vgl. Annahmen fiir die Gewinnfunktion aus dem Kapitel der Prioritét. Ein Zedent sollte aus den Prami-
eneinnahmen immer die Betriebskosten, die Riickversicherungspréamie und den Selbstbehalt des Riickversi-
cherungsvertrages bezahlen kénnen.
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und dies ist dquivalent zu
Pr—B— RVP(c,d)+ " —d < X.

Somit ist die Verlustwahrscheinlichkeit PL* fiir den optimalen Plafond ¢* und die optimale
Prioritéat d*
PL* = P(G(c",d",X)<0)=P(X >Pr—B—RVP(c",d")+c" —d")
= 1-P(X<Pr—B-—RVP(c",d)+c" —d)
= 1—Fx(Pr—B— RVP(cd)+c" —d (7.1)

und der erwartete Verlust

EL* = E(G(c*,d*,X)|G(c*,d*, X) <0)
= Pr—B-—RVP(,d")+c¢ —d — BE(X | G(c*,d*, X) < 0)

o0

i xfx(z) dz

Pr—B—RV P(c*,d*)+c*—d*

— Pr—B-RVP(,d)+c —d" —
" RVP(,d) + ¢ P(X > Pr— B— RVP(c*,d*) + ¢ — d")

o0

1

PL*
Pr—B—RV P(c*,d*)+c*—d*

= Pr—B—-RVP(",d)+c" —d —

xfx(x) d.

Im Folgenden wird die Losung des zweidimensionalen Riickversicherungsproblems fiir die spe-
zielle Riickversicherungspréamie gegeben.

7.3 Riickversicherungsmodell mit spezieller Riickversicherungs-
pramie

In diesem Abschnitt wird in Analogie zu den vorangegangenen Kapiteln eine spezielle Riick-

versicherungspramie angenommen. Dabei wird die Riickversicherungspriamie aus Definition

4.1.2 verwendet. Es gilt RV P(c,d) = (1 +v)E(RV S(c,d, X)) mit v > 0. Das folgende Lem-

ma gibt eine explizite Darstellung sowie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen fiir die
spezielle Riickversicherungspramie an.

Lemma 7.3.1
Es sei die Riickversicherungspramie definiert wie in Definition 4.1.2, dann gilt fir diese
RVP(c,d) = (1+7) /x dFx(z) — d(1 — Fx(d)) + ¢(1 — Fx(c))
d

und fiir deren partielle Ableitungen

RVP(c,d) = (147)[1 - Fx(c)]
RVP.(c,d) = —(1+7)fx(c)
RVPy(c,d) = (14+7)[~1+ Fx(d)]
RV Py(c,d) = (1+7)fx(d)
RVP.y(c,d) = RVPy(c,d)=0.
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Die Ergebnisse des Lemmas* werden fiir den Beweis des néichsten Satzes benétigt. Dieser gibt
die Losung des Riickversicherungsproblems fiir die spezielle Riickversicherungsprimie an.

Satz 7.3.1
Es sei ®,(G(c,d, X)) das Priferenzfunktional eines hybriden Entscheiders mit Gewinn-
funktion G(c¢,d,X) = Pr — B — X — RVP(c¢,d) + RVS(c,d,X) und RVP(c,d) = (1 +
Y)E(RV S(c,d, X)), dann besitzt das Mazimierungsproblem

max cba,)\(G(cv daX))

G,

folgende implizite Losung

Q> Q>
ot

F N Fo (dF (151)a f’LLT'1+")/>
( X(C )a X( )) - (1’ (17(1)?1(}#;;):)(1*)\)) , fﬂ?” 1 +’7 <

Der zweidimensionale Fall bringt damit dhnliche Resultate wie die zwei eindimensionalen Mo-
delle hervor. Es gilt somit, dass die Riickversicherung fiir 1 + v < g (hohe Risikoaversion)
gewihlt wird mit einem Plafond in der Hohe des grofitmoglichen Schadens und einer Prioritét,
die mit Zunahme der Risikoaversion absinkt. Im Fall 1 4~ > % dagegen wird die Riickversi-

cherung nicht gewéhlt, da der Erstversicherer einen Plafond gleich der Prioritét préferiert.

7.4 Folgerungen aus der Stochastischen Dominanz

Im Folgenden sollen die Kenngroflen fiir das zweidimensionale Modell unter stochastischer
Dominanz untersucht werden.

Satz 7.4.1

Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt fiir das Schadensniveau des Zedenten
SN(d,X) > SN(d, Z) fiir alle d > 0 und fiir das Plafondschadensniveau des Riickversicherers
SNR(c,X) > SNR(c,Z) fir alle c >0 und ¢ > d.

Beweis:

Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt Fx(d) > Fz(d) fiir alle d > 0. Aus
der Definition des Schadensniveaus des Zedenten folgt SN (d, X) > SN(d, Z) fiir alle d > 0.
Analog gilt Fx(c) > Fz(c) fiir alle ¢ > 0. Aus der Definition des Plafondschadensniveaus des
Riickversicherers folgt SNR(c, X) > SNR(c, Z) fur alle ¢ > 0 und ¢ > d.

“Der Beweis des Lemmas kann im Anhang C.3 S. 207 f. nachvollzogen werden.

5Der Beweis von Satz 7.3.1 befindet sich im Anhang C.3 S. 208 ff., wobei die Resultate aus Lemma 7.3.1 Ver-
wendung finden. Ein Modell, welches ebenso Prioritét und Plafond betrachtet, ist das Modell von Cummins,
Mahul (2004). Im Gegensatz zu dem Modell dieser Arbeit verwenden Cummins und Mahul das Erwartungs-
nutzenkriterium. Aufgrund einer anderen Zielstellung des Modells von Cummins und Mahul (Optimierung
der Zielfunktion bzgl. Versicherungsschaden und -préamie) sind die Ergebnisse mit dem Modell dieser Arbeit
nicht vergleichbar. Ein weiteres Modell mit Plafond und Prioritdt im Erwartungsnutzenkontext ist das Modell
von Zhou, Wu, Wu (2010), welche eine Haftungsobergrenze vorgeben. Das Modell ist dabei aus der Sicht des
Versicherungsgebers und nicht wie in dieser Arbeit aus der Sicht des Versicherungsnehmers. Ebenso wird eine
andere Zielfunktion optimiert. Das Fazit von Zhou, Wu und Wu ist jedoch von Interesse, da es besagt, dass
eine Haftungsbeschrankung den Erwartungsnutzen fiir einen Versicherungsgeber erhoht.
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QED

Das Schadensniveau ist somit beim Zedenten als auch beim Zessionar bei der dominierenden
Schadensverteilung grofier.

Satz 7.4.2
Seien X und Z Zufallsvariablen mit den entsprechenden Schadensverteilungen. Z dominiert X
stochastisch in erster Ordnung. d% (o, X), cx (a, X) und d% (o, A), ¢y (o, N) sind die optimalen
Deckungsgrenzen des Optimierungsproblems max ®,,G(c,d, X) bzw. max ®,2G(c,d, Z).

C, C,

Dann gilt d% (a, \) < d%(a, N) und ¢ (a, N) < (o, N).

Beweis:
Die Behauptung folgt aus den Beweisen von Satz 5.6.5 und Satz 6.4.2.

QED

Die néchste zu betrachtende Grofe ist der erwartete Erstversicherungsschaden in Abhéingig-
keit von der Prioritdt und dem Plafond. Es gilt

E(EVS(c,d, X)) = /da: dFX(ac)—i-/cd dFX(a?)—i-]O[x—(c—d)] dFx(x)
d c
d 0o 00 0o
= 0/$ dFx (z /d dFx (z) + C/w dFX(x)—c/c dFx (z)

— E(EVS(d, X))+E(EVS( L X))S.

Somit ist der erwartete Erstversicherungsschaden in Abhéngigkeit von der Prioritdt und dem
Plafond eine Addition der erwarteten Erstversicherungsschiden der zwei eindimensionalen
Optimierungsmodelle. Die Ergebnisse aus den vorangegangenen Abschnitten kénnen somit
genutzt werden, um Aussagen iiber die stochastische Dominanz des erwarteten Erstversiche-
rungsschadens in diesem Modell zu treffen.

Satz 7.4.3
Seien X und Z Zufallsvariablen mit dem entsprechenden erwarteten Erstversicherungsschaden.
Dann gilt bei stochastischer Dominanz erster Ordnung

E(EVS(c,d, X)) < E(EVS(c,d, Z))
fir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

Beweis:

Nach den Satzen 5.6.6 und 6.4.3 gilt bei stochastischer Dominanz erster Ordnung
E(EVS(d, X)) < E(EVS(d,Z)) bzw. E(EVS(c,X)) < E(EVS(c,Z)) fur alle ¢,d > 0.
Daraus folgt E(EV S(c,d, X)) < E(EVS(c,d,Z)) fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

QED

6Vgl. dazu den erwarteten Erstversicherungsschaden in den Kapiteln 5 und 6.
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Fazit ist somit, wie auch in den zwei eindimensionalen Optimierungsmodellen, dass der er-
wartete Erstversicherungsschaden bei der dominierenden Schadensverteilung grofler ist. Dies
ist verstidndlich, da bei einer dominierenden Verteilung gréflere Schiden zu erwarten sind.

Die nichste Kenngrofle ist das Gegenstiick zum erwarteten Erstversicherungsschaden, der
erwartete Riickversicherungsschaden. Es gilt fiir diesen

d c 0o
E(RVS(c,d, X)) — 0/ 0 dFx(z) + d/ - d dFX(xjo + / c—d dix(x)
- {f dFX(x){OddFX(x)—i—c/chX(a;)c/d dFx (z)
+ /a:dFX /a;dFX()
— d/x dFx(z /d dFx(z /c dFx(z) —C/:c dFx ()

o0

= 70[;1; —d] dFx(z) — /[x — ¢ dFx(x)
d
(

C

E(RVS(d, X)) — E(EVS(c,X))".

Der erwartete Riickversicherungsschaden in Abhéngigkeit von der Prioritdt und dem Plafond
ist somit die Subtraktion aus dem erwarteten Riickversicherungsschaden des Prioritétspro-
blems und dem erwarteten Erstversicherungschaden des Plafondproblems. Es gilt der folgende
Satz.

Satz 7.4.4
Seien X und Z Zufallsvariablen mit dem entsprechenden erwarteten Rickversicherungsscha-
den. Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt

E(RVS(c,d, X)) < E(RVS(c,d, 2))
fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d®.

Somit gilt auch fiir den Zessionér, dass dessen erwarteter Schaden bei der dominierenden
Schadensverteilung grofler ist. Zusétzlich kann man leicht aus dem erwarteten Riickversiche-
rungsschaden die Resultate fiir die spezielle Riickversicherungspriamie ableiten. Es gilt:

"Vgl. dazu den erwarteten Riickversicherungsschaden aus Kapitel 5 und den erwarteten Erstversicherungsscha-
den aus Kapitel 6.
8Der Beweis von Satz 7.4.4 befindet sich im Anhang D.2 S. 252 f.
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Satz 7.4.5
Seien X und Z Zufallsvariablen mit den entsprechenden Riickversicherungsprdamien RV Px (¢, d)
bzw. RV Pz(c,d). Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt

RV Px(c,d)) < RV Pz(c,d))
fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d°.

Beweis:
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann folgt aus Satz 7.4.4

E(RVS(c,d, X)) < E(RVS(c,d, 7))
fiir alle ¢,d > 0. Da 1+ v > 0 gilt, folgt
RV Px(c,d)) < RV Pz(c,d))
fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.
QED

Die Riickversicherungspriamie wird somit bei einer Schadensverteilung mit tendenziell gro-
Beren Schidden (dominierende Verteilung) hoher ausfallen, da der Zessionér einen hoheren
Riickversicherungsschaden erwartet. Die Ergebnisse sind damit identisch zu den Resultaten
in den eindimensionalen Modellen.

Man betrachte den erwarteten Gewinn. Es gilt bzgl. der Verteilung X fiir diesen

E(G(¢,d, X)) = Pr—B—-E(X)—- RVPx(c,d)+ E(RVS(c,d, X))
= Pr—B—-E(X)—~vE(RVS(c,d, X))
und fiir die Verteilung Z
E(G(c,d,Z)) = Pr—B—E(Z)—~E(RVS(c,d, Z)).
Die Resultate unter stochastischer Dominanz gibt der folgende Satz wieder:

Satz 7.4.6

Seien X und Z Zufallsvariablen mit den entsprechenden erwarteten Gewinnen. Z dominiert X
stochastisch in erster Ordnung, dann gilt E(G(c,d, X)) > E(G(c,d, Z)) fir alle ¢,d > 0 und
c¢>dlv.

Beweis:

Wenn 7 stochastisch X in erster Ordnung dominiert, dann ist nach Satz 5.6.3 Behauptung
(3) —E(X) > —E(Z) und nach Satz 7.4.4 gilt E(RVS(c,d, X)) < E(RVS(c,d,Z)) und
somit —yE(RV S(c,d, X)) > —vE(RV S(c,d, Z)) fiir v > 0. Da die Gesamtprémie und die
Betriebskosten fiir beide Gewinnfunktionen identisch sind, folgt insgesamt

E(G(c,d, X)) > E(G(c,d, Z))

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

9Im Folgenden werden die Riickversicherungspramien mit der entsprechenden Schadensverteilung indiziert, um
diese eindeutig der Schadensverteilung X bzw. Z zuordnen zu kénnen.

Der erwartete Gewinn ist somit bei der dominierten Schadensverteilung (Verteilung mit den kleineren Schi-
den) grofer bei gleichen Pramieneinnahmen aus dem Erstversicherungsgeschéft und gleichen Betriebskosten.
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QED

Nach dem erwarteten Gewinn stellt sich die Frage, welche Verlustwahrscheinlichkeit der Ze-
dent besitzt und welche Aussagen fiir diese unter stochastischer Dominanz erster Ordnung
getroffen werden konnen. Fiir die Verlustwahrscheinlichkeit gilt nach Formel (7.1)

PL(c,d,X)=1—Fx(Pr— B — RVPx(c,d)+c—d).

Satz 7.4.7
Seien X und Z Zufallsvariablen mit den entsprechenden Verlustwahrscheinlichkeiten. Z domi-
niert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt PL(c,d, X) < PL(c,d,Z) fir alle ¢,d > 0
und ¢ > di1.

Beweis:
Fiir die Verlustwahrscheinlichkeit gilt PL(c,d, X) =1 — Fx(Pr — B — RV Px(c,d) + ¢ — d).
Da wegen Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d) zutrifft, ist

by := Pr— B— RVPx(¢,d)+c—d>Pr—B—RVPz(c,d)+c—d=:by

Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Dann gilt Fx(b1) > Fyz(by) fiir alle by € R
und da Fz eine Verteilungsfunktion und by > by ist, folgt Fz(b1) > Fz(be). Damit ergibt sich
Fx(by) > Fz(by) fur alle by, b € Rund by > by. Durch Umformung folgt 1—F,(by) < 1—F,(b2)
und somit PL(c,d, X) < PL(ec,d, Z) fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

QED

Im Folgenden soll gepriift werden, in welcher stochastischen Dominanzbeziehung die Gewinn-
funktionen fiir zwei Schadensverteilungen unter stochastischer Dominanz erster Ordnung ste-
hen. Fiir die Gewinnfunktion gilt bzgl. der Schadensverteilung X

0, fir X <d
G(c,d,X) =Pr—B— X —RVPx(c,d)+{ X —d, fird<X <c 2
c—d, fir X >c

Satz 7.4.8

Seien X und Z Zufallsvariablen mit den entsprechenden Gewinnfunktionen. Wenn Z stochas-
tisch in erster Ordnung X dominiert, dann gilt Fgcqx)(a) < Fg(ea,z)(a) fir alle a € R und
G(c,d,Z) =psp G(c,d, X) fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d*3.

Zentrale Aussage des Satzes ist dabei, dass die Verteilung des Gewinns bei der dominieren-
den Schadensverteilung kleiner als bei der dominierten Schadensverteilung ist. In diesem Fall
dominiert der Gewinn von X den Gewinn von Z. Dass heif$t, bei einer Schadensverteilung mit
tendenziell kleineren Schiden wird der Gewinn des Zedenten grofler sein.

Die letzte Robustheitsuntersuchung fiir das zweidimensionale Modell wird fiir das a-A-Priife-
renzfunktional durchgefiihrt. Es gilt:

1Dje Verlustwahrscheinlichkeit ist somit bei der dominierenden Verteilung groBer. Bei dieser kénnen grofiere
Schiden auftreten, die zu Verlusten fithren kdnnen.

2Die Gewinnfunktion bzgl. der Schadensverteilung Z gestaltet sich analog.

13Der Beweis befindet sich im Anhang D.2 S. 253 f.
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Satz 7.4.9
Seien X und Z Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung, dann gilt
fir das a-A-Prdferenzfunktional

(I)a,)\(G(ca d, X)) > (I)a,)\(G(ca d, Z))
fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d*.

Folgerung:
Unmittelbar folgt aus dem vorangegangen Satz

Do (Glex, dy, X)) = an(Glex, dx, Z))

und
<I>a,)\(G(C}a EaX)) > (I)a,A(G(CEa Eaz))

In diesem Abschnitt wurden umfangreiche Robustheitsuntersuchungen durchgefiihrt. Leider
konnten meist nur unter der starken Annahme der stochastischen Dominanz erster Ordnung
Aussagen getroffen werden. Diese Forderung teilt dabei zwei Verteilungen klar in eine Grof3-
und in eine Kleinschadensverteilung auf. Die erhaltenen Ergebnisse sind dabei deckungsgleich
mit denen, die man intuitiv erwarten wiirde. So zum Beispiel, dass bei einer erwarteten Klein-
schadensverteilung die Riickversicherungspramie und die Verlustwahrscheinlichkeit natiirlich
kleiner bzw. der erwartete Erstversicherungsschaden und der erwartete Gewinn grofler sind
als bei einer erwarteten Grofischadensverteilung.

Bisher wurden die Riickversicherungsmodelle im Rahmen von Entscheidungen unter Risi-
ko betrachtet. Der Vollstandigkeit wegen wird im folgenden Abschnitt das zweidimensionale
Riickversicherungsmodell zusétzlich in der Situation “Entscheidung unter Ungewissheit” be-
trachtet.

7.5 Entscheidung unter Ungewissheit

Bei der Entscheidung unter Ungewissheit gehe man davon aus, dass n verschiedene Szenarien,
also n verschiedene Schadensverteilungen Xi,..., X, eintreten konnen. Welche Schadens-
verteilung eintritt ist zuvor nicht bekannt. Es gibt verschiedene Regeln wie ein Entscheider
handeln kénnte. Einige sollen néher betrachtet werden.

7.5.1 Maximax-Regel

Die Maximax-Regel ist eine optimistische Entscheidungsregel. Ausschlaggebend ist bei dieser
das Szenario, welches zur giinstigsten Alternative fithrt. Es gilt fiir das Riickversicherungsmo-
dell

oMM(G(e,d, X1),...,Glc,d, X)) = max $a,x(G(c,d, X))

$j€X

Diese Zielfunktion wird wiederum maximiert, somit gilt fiir

(N, dia (e, N) = argmax MM (G(e, d, X1), ..., Gle,d, X,))'.
MM MM X Lo\

)

“Der Beweis befindet sich im Anhang D.2 S. 254 ff.
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Man nehme an, dass die Schadensverteilung von X; von allen anderen in erster Ordnung
dominiert wird (formal: X; <psp Xj fiir alle j = 2,...,n). In diesem Fall ist das Priéife-
renzfunktional bei Schadensverteilung X; grofler gleich allen anderen Préferenzfunktionalen
der iibrigen n-1 Schadensverteilungen'. Somit gilt fiir das Priferenzfunktional unter der
Maximax-Regel

oMM (Gle,d, X1),...,G(c,d, Xp)) = Par(Glc, d, X1)).
Es folgt fiir die optimalen Deckungsgrenzen

(C?\/[M (Oé, A)) d?VIM (Oé, )‘)) = (Cj;(l (Oé, >‘)a d;('l (Oé, )‘))
Es gilt dabei c¥, (a, \) < cx, (o, A) und d% (o, A) < dx (o, A) fir alle j =2,... n.
Diese Entscheidungsregel empfiehlt also die kleinste Schadensverteilung anzunehmen und
die Deckungsgrenzen anhand dieser Schadensverteilung zu maximieren. Da es sich um eine
Kleinschadensverteilung handelt, werden die optimalen Deckungsgrenzen auch entsprechend
niedriger gewéhlt als bei Grofischadensverteilungen. Folglich fithrt diese Entscheidungsregel

in den meisten Situationen zu einer Uberversicherung bzgl. des Riickversicherungsvertrages.
Die Maximin-Regel verwendet dagegen die kontréire Herangehensweise.

7.5.2 Maximin-Regel

Die Maximin-Regel ist eine pessimistische Handlungsregel. Entscheidend ist das Szenario,
welches zur schlechtesten Alternative fithrt. Es gilt fiir das Riickversicherungsmodell

@gg\/‘[(G(c, d, X1),...,G(c,d, X)) := min &, \(G(c, d, X;)).

$j€X
Diese Zielfunktion wird wiederum maximiert, somit gilt fiir

(pm (@, A), dapm (a0, ) = arg max @%T(G(c, d, X1),...,G(c,d, Xp,)).

C,

Man nehme an, dass die Schadensverteilung von X,, alle anderen dominiert in erster Ordnung
(formal: X; <psp X, fiir alle j = 1,...,n—1). In diesem Fall ist das Préferenzfunktional bei
der Schadensverteilung X, kleiner gleich allen anderen n-1 Priferenzfunktionalen der iibrigen
Schadensverteilungen. Somit gilt fiir das Préferenzfunktional unter der Maximin-Regel

S (Gle,d, X1), ..., Gle,d. X)) = Pan(Gle,d, Xi)):
Fiir die optimalen Deckungsgrenzen folgt damit

(07\/[m(047 )‘)7 7\/[m (a7 )‘)) = (C}n (O" /\)’ d;(n (a7 )‘))

"Dies gilt unabhingig davon, ob die Riickversicherung gewihlt wird oder nicht. Die Riickversicherungsent-
scheidung wird ausschliefllich auf Grundlage der Risikoparameter o und A\ sowie dem Gewinnaufschlag des
Riickversicherers getroffen. Somit wird entweder in allen Szenarien die Riickversicherung gewihlt oder in
allen abgelehnt.

1$Djes folgt aus Satz 7.4.9
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Es ist zu bemerken, dass dabei ¢y (,A) < ¢, (o, A) und dx, (,A) < dy (o, ) fiir alle
j=1,...,n—1 gilt.

Diese Entscheidungsregel empfiehlt also die Schadensverteilung mit den groffiten Schiden an-
zunehmen und seine Deckungsgrenzen anhand dieser Schadensverteilung zu maximieren. Da
es sich um eine Grofischadensverteilung handelt, werden die optimalen Deckungsgrenzen auch
entsprechend hoher gewéhlt als bei Kleinschadensverteilungen. Es findet eine Unterversiche-
rung bzgl. der Riickversicherung statt. Ein Kompromiss aus den beiden Entscheidungsregeln
ist die Hurwicz-Regel.

7.5.3 Hurwicz-Regel

Die Hurwicz-Regel mischt die vorangegangenen Entscheidungsregeln mit Hilfe eines Optimis-
musparameters. Grundlage bildet bei dieser Entscheidungsregel das beste und das schlechteste
Szenario. Es gilt

o\ (G, d, X1),...,G(c,d, X)) : = @) VG(c,d, X1),...,G(c.d, X))
+ (1-me)"Gle,d, X1),...,G(c,d, Xy)),

wobei 7 € [0, 1] der Optimismusparameter ist und von jedem Entscheider individuell gewéhlt
werden muss. Diese Zielfunktion wird wiederum maximiert, somit gilt fiir die Deckungsgrenzen

(ch(a, \,7), iy (e, A, ) = argmax @2, _(G(e,d, Xy),...,G(c,d, Xy,)).
C7 K b
Es werde angenommen, dass die Schadensverteilung von X; von allen anderen dominiert
wird in erster Ordnung und das X,, alle anderen dominiert in erster Ordnung (in Zeichen:
X1 <rsp Xj <psp Xy, fir alle j = 2,...,n —1). Somit gilt fir das Préaferenzfunktional der
Hurwicz-Regel

o, (G(e,d, Xy),...,G(c,d, X,,)) = TP\ (G(c,d, X1)) + (1 = )P A (G(c,d, X))

a, )\,

Fiir die optimalen Deckungsgrenzen gilt in diesem Fall
cpla, A m) € [, (a, M), ek, (a, M)

und
dp(a, A\, ) € [dx, (o, A), dx, (a0, A)].

Je nachdem, welche Entscheidungsregel durch den Optimismusparameter stirker gewichtet
wird, desto gréfler oder kleiner sind die Deckungsgrenzen. Eine explizite Bestimmung der De-
ckungsgrenzen ist nur durch die individuelle Wahl des Optimismusparameters sowie durch die
Kenntnis der dominierenden als auch der dominierten Schadensverteilung méglich.

Die folgende Entscheidungsregel verfolgt eine ganz andere Herangehensweise. Diese bildet
aus allen moglichen Szenarien den Durchschnitt.
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7.5.4 Laplace-Regel

Die Laplace-Regel bildet den Durchschnitt aus allen Alternativen. Grundlage bilden also alle
Szenarien, die gemittelt werden. Es gilt

1 n
cbé,)\(G(C’ d’ Xl)? e 7G(Ca d> Xn)) = E Z cba,)\(G(cv da XJ))
7=1

Diese Zielfunktion wird wiederum maximiert, somit gilt fiir

(Cz(av A)) dz (Oé, >‘)) =arg mz}lx ¢§,A(G(Cv da Xl)a R G(Cv da Xn))
G,
Es gelte, dass die Schadensverteilung von X; von allen anderen in erster Ordnung dominiert
wird und das X, alle anderen dominiert in erster Ordnung (in Zeichen: X1 <psp X; <rsp Xn
fiir alle j = 2,...,n —1). Dann gilt fiir die optimalen Deckungsgrenzen

cp(a;A) € [ex, (@, A), ¢, (@, A)]

und
di (o, ) € [, (a, N), d, (o, )]

Auch in diesem Fall'® kann nur ein Intervall fiir die optimalen Deckungsgrenzen angege-
ben werden. Die explizite Berechnung der Deckungsgrenzen ist nur unter der Kenntnis aller
moglichen Schadensverteilungen realisierbar. Dies setzt einen hohen Informationsstand des
Zedenten iiber mogliche Schadensverteilungen voraus. Diese Regel ist eher unpraktikabel fiir
einen Zedenten aufgrund des hohen Informationsbedarfs, dagegen benétigt die Huriwcz-Regel
nur die Kenntnis von zwei Schadensverteilungen, dafiir muss zuvor aber der individuelle Op-
timismusparameter bestimmt werden.

Die letzte Entscheidungsregel, die hier Beachtung finden soll, ist eine Regel, die das grof-
te Bedauern'® minimiert?°,

7.5.5 Minimax-Regret-Regel

Die Minimax-Regret-Regel minimiert das grofite Bedauern. Es gilt fiir diese Entscheidungs-
regel

oIV (G(e,d, X1),...,G(c,d, X)) = max <max D2 (G(e,d, X)) — P (Gle,d, Xj))> .

z;€X c,

"Im Fall, dass alle Schadensverteilungen mit der dominierten Verteilung identisch sind, fithrt dies zu den
kleinsten Deckungsgrenzen. Im Fall, dass alle Schadensverteilungen mit der dominierenden identisch sind,
fithrt dies zu den grofiten Deckungsgrenzen. Also miissen sich im allgemeinen Fall alle Deckungsgrenzen
zwischen den Deckungsgrenzen der dominierten und der dominierenden Schadensverteilung befinden.

'8Bei der Hurwicz-Regel kénnte auch nur ein mégliches Intervall der Deckungsgrenzen angegeben werden.

19Tm Englischen “regret”.

20Dabei ist diese Entscheidungsregel unter den betrachteten fiir die Versicherungspraxis am plausibelsten,
da alle anderen Regeln von einem Zedenten eher nicht gewidhlt werden und somit nur einen theoretischen
Entscheider widerspiegeln.
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Danach wird die Zielfunktion nach den Deckungsgrenzen minimiert. Es gilt somit

(cromr(a, A, dryr(a,N) = arg nclidn @g’fyR(G(c, d, X1),...,G(c,d, Xp)).
Auch bei der Minimax-Regret-Regel ist nur eine explizite Bestimmung der Deckungsgrenzen
bei Kenntnis aller moglichen Schadensverteilungen realisierbar und gestaltet sich aufgrund der
Konstruktion der Entscheidungsregel aufwendiger als bei den vorangegangenen. Auf die Be-
trachtung weiterer Entscheidungsregeln unter Ungewissheit soll hiermit verzichtet werden. Im
Folgenden soll ein weiterer Losungsansatz, der Bayes’sche Losungsansatz, untersucht werden.

7.6 Bayes’scher Lésungsansatz

Im Folgenden werden n mogliche Schadensverteilungen angenommen. Auch deren Eintritts-
wahrscheinlichkeiten sind bekannt. Der Bayes’sche Losungsansatz beruht auf der Erwartungs-
wertbildung. Jedes a-A-Préferenzfunktional der einzelnen moglichen Schadensverteilungen
wird mit seinen Eintrittswahrscheinlichkeiten multipliziert und anschlieend aufsummiert und

1

mit - multipliziert. Das Préferenzfunktional des Bayes’schen Ansatzes fiir das Riickversiche-

rungsmodell lautet damit

1 n
o8, (G(e,d, X1),...,G(c,d, X)) = ~ > pi®anx(Gle,d, X)),
j=1

n
wobei p; > 0und ) p; =1 ist?!. Fiir die optimale Losung gilt folglich
j=1

(C*B(Oév A)) d*B (Oé, >‘)) ‘= argmax CDE,)\(G(C’ d> Xl)) cet 7G(Ca d> Xn))

c7
Der folgende Satz gibt die Losung fiir den Bayes’schen Losungsansatz wieder.

Satz 7.6.1

Sei ®B, (G(c,d, X1),...,G(c,d, Xy,)) das Préferenzfunktional des Bayes’schen Lésungsansat-
zes und sei G(c,d, X;) die Gewinnfunktion eines Zedenten mit der speziellen Riickversiche-
rungspramie aus Definition 4.1.2 (7 =1,...,n).

o Fulll++vy< g Dann gilt fiir die Prioritdt folgende implizite Darstellung
n * 11—«
2 piFx, (djy(o ) = ey
]:

o Falll+~v> g Dann gilt fiir die Prioritat folgende implizite Darstellung
n
lejFXj (d5(a,A)) =1.
‘7:

Beweis von Satz 7.6.1:
Folgt analog aus dem Satz 7.3.1 bzw. dem zugehorigen Beweis.

21Bei diesem Ansatz sind die Eintrittswahrscheinlichkeiten p; bekannt. Wenn p; = ... = p, gilt, ist der
Bayes’sche Losungsansatz mit der Laplace-Regel identisch.
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QED

Die Losung ist damit analog zu den vorangegangenen Abschnitten??. Der Unterschied besteht
darin, dass nicht eine spezielle Schadensverteilung X angenommen wird, sondern ein gewich-
tetes Mittel aus den moglichen zu erwartenden Schadensverteilungen X fiir alle j = 1,...,n.

Die Verteilungsfunktion der gewichteten Zufallsvariable, welche sich aus den gewichteten Ver-
teilungsfunktionen der einzelnen Schidden zusammensetzt, wird im Folgenden definiert.

Definition 7.6.1
Sei Fix; mit j = 1,...,n Verteilungsfunktionen und p;, den dazugehdrigen FEintrittswahr-
scheinlichkeiten. Dann ist die zusammengesetzte Verteilung Fx, wie folgt definiert:

Fx,(a) =Y p;Fx,(a)
j=1

fir alle a € R mit den folgenden Eigenschaften einer Verteilungsfunktion:

1. Da lim Fy,(a) =0 gilt fir alle j =1,...,n, folgt lim Fyg(a)=0.

a——00

2. Da lim Fy,(a) =1 gilt fir alle j =1,...,n, folgt lim Fx,(a)=1.

a—0o0
3. Da Fx;(a) monoton wachsende Funktionen fir alle j = 1,...,n sind und p; > 0 fiir alle
J gilt, ist auch die zusammengesetzte Verteilungsfunktion Fx,(a) monoton wachsend fiir
alle a € R.

4. Da alle Fx,(a) rechtsseitig stetig fir j = 1,...,n sind, ist auch Fx(a) rechtsseitig
stetig fiir alle a € R.

Somit folgt aus dem vorangegangenen Satz:

Folgerung

Sei @5, (G(e,d, X1),...,G(c,d, X,,)) das Priferenzfunktional des Bayes’schen Lésungsansat-
zes und sei G(c,d, X;) die Gewinnfunktion eines Zedenten mit der speziellen Riickversiche-
rungspramie aus Definition 4.1.2 (j =1,...,n).

e Fall 1 ++v < g: Dann gilt fiir die Prioritéit folgende implizite Darstellung
* — (1—a)
Fxp (dB (,A) = (1,a)(1+3)1(1,)\) .

e Fall 1 4+~ > %: Dann gilt fiir die Prioritéit folgende implizite Darstellung

Fx,(dg(a,N)) = 1.

Die Kenngroflen, wie der erwartete Gewinn, die Verlustwahrscheinlichkeit und der erwarte-
te Verlust berechnen sich analog zu denen in Abschnitt 7.2 durch Ersetzen der speziellen
Schadensverteilung X durch die aus dem Bayes’schen Ansatz agrregierte Schadensverteilung
XB.

A

[e3

(I—o)y

W und im Fall

22Gemeint ist damit, dass die Verteilungsfunktion im Fall 1 + v < gleich

1+~v> % gleich eins ist.
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7.7 Zusammenfassung und Uberblick

In diesem Kapitel wurde das Riickversicherungsproblem mit zwei Deckungsgrenzen betrach-
tet. Dies geschah zuerst fiir eine allgemeine Riickversicherungspramie, spéter dann fiir eine
spezielle Riickversicherungspriamie. Ein Zedent mit seiner Risikopréferenz wird im zweidimen-
sionalen Riickversicherungsmodell die gleiche Entscheidung (Ablehnung oder Akzeptanz) bzgl.
der Riickversicherung hervorbringen wie in den zwei eindimensionalen Modellen. Ein risiko-
freudiger und -neutraler Zedent wird die Riickversicherung ablehnen, ein risikoaverser Zedent
dagegen kann die Riickversicherung ablehnen, aber auch préferieren. Dies ist abhéngig von
der Stirke seiner Risikoaversion und vom Gewinnaufschlag des Riickversicherers. Zusétzlich
ist die Interpretation der optimalen Losung des zweidimensionalen Modells eine Zusammen-
setzung aus denen der zwei eindimensionalen Modelle. Wenn die Riickversicherung gew&hlt
wird, dann sinkt die optimale Prioritdt mit Risikoaversionzunahme des Zedenten. Der Zedent
gibt mehr Risiko an den Riickversicherer ab. Eine Erhohung des Gewinnaufschlages fiihrt
zu einer hoheren optimalen Prioritdt und zu einer geringeren Menge an den Riickversicherer
transferierten Risikos. Die Entscheidung fiir die Riickversicherung bei einem hoheren Ge-
winnaufschlag des Zessionérs erfordert eine héhere Riskoaversion seitens des Zedenten. Dass
heifit, ein Zedent mit seiner bestimmten Risikoeinstellung, der bei einem niedrigen Riick-
versicherungsgewinnaufschlag die Riickversicherung préferiert, kann diese bei einem hoéheren
Gewinnaufschlag auch ablehnen. Wenn die Riickversicherung préferiert wird, sollen sich un-
terhalb des optimalen Plafonds alle moglichen Schidden befinden. Im weiteren Verlauf des
Kapitels wurden die Kenngrofen fiir das zweidimensionale Modell gegeben und diese mit Hil-
fe der stochastischen Dominanz abgeschétzt.

Im zweiten Teil dieses Kapitels wurde das zweidimensionale Modell im Fall von Entscheidun-
gen unter Ungewissheit und dem Bayes’schen Losungsansatz betrachtet. So unter anderem
fiir das Maximax- und Maximin-Kriterium. Fiir beide konnte mit Hilfe der stochastischen
Dominanz erster Ordnung die Losung auf eine bestimmte Verteilungsfunktion eingeschrankt
werden. Aufgrund des sehr optimistischen bzw. pessimistischen Standpunktes der Kriterien
werden sich vermutlich nur wenige Entscheidungstriger fiir diese Kriterien entscheiden. Einen
Kompromiss stellen in diesem Fall das Hurwicz- und Laplace-Kriterium dar, welche die ver-
schiedenen Szenarien einbeziehen und entsprechend gewichten. Dies geschieht bei der Hurwicz-
Regel durch den Optimismusparameter, welcher die Priferenzfunktionale der Maximax- und
der Maximin-Regel gewichtet und so nicht nur sehr extreme Entscheidungseinstellungen zu-
léisst. Nachteil dabei ist, dass zuvor der individuelle Optimismusparameter bestimmt werden
muss. Das Laplace-Kriterium bildet dagegen den Durchschnitt aus allen Szenarien und unter-
stellt dabei eine Gleichverteilung des Eintretens der einzelnen moglichen Schadensverteilun-
gen. Fiir beide Kriterien kann nur ein Intervall fiir die optimalen Deckungsgrenzen gegeben
werden. Der Bayes’sche Losungsansatz geht dagegen einen Schritt weiter. Dieser gewichtet die
einzelnen Szenarien mit deren Eintrittswahrscheinlichkeit. Durch Aggregation der einzelnen
Schadensverteilungen zu einer zusammengesetzten Schadensverteilung kann fiir die implizite
Losung des Riickversicherungsmodells ein Ergebnis gegeben werden.

In den vorangegangenen Kapiteln wurden die Einnahmen des Zedenten, d. h. die Summe
der Erstversicherungspriamien, als Konstante angenommen. Somit hatten diese bisher keinen
Einfluss auf die Optimierung der Zielfunktionen. Natiirlich spielen die Einnahmen aus dem
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Erstversicherungsgeschift jedoch eine Rolle fiir das Riickversicherungsgeschift?®. Im Folgen-
den sollen diesbeziiglich folgende Fragen geklart werden:

e Welchen Riickversicherungsschutz priferiert der Zedent in Abhéngigkeit von seiner Erst-
versicherungspramie?

e Welche Erstversicherungsprimie sollte der Zedent von seinen Privatkunden verlangen,
wenn er die Moglichkeit zur Riickversicherung besitzt?

e Beeinflussen sich das Erst- und Riickversicherungsgeschift des Zedenten gegenseitig?

Dazu wird im néchsten Kapitel das Erst- und Riickversicherungsgeschift des Zedenten simul-
tan optimiert. Dabei wird auf die Optimierung des Plafonds verzichtet, da dessen Optimierung
fiir den Zedenten nur eine geringe Aussagekraft besitzt?4.

2Die Riickversicherungspramie wird aus den Einnahmen aus dem Erstversicherungsgeschéft bezahlt.

21Die Optimierung des Plafonds trifft nur die Aussage, ob die Riickversicherung gewihlt wird oder nicht. Diese
Aussage wird aber auch durch die Optimierung der Prioritéit erreicht. Des Weiteren wird der Plafond bei
Riickversicherungswahl immer so gewéhlt, dass alle moglichen Schiden sich unterhalb befinden und somit
eine unendliche Deckungsgrenze von seitens des Zedenten gewiinscht wird. Dies wird ein Riickversicherer
allerdings nicht akzeptieren.



Kapitel 8

Simultane Optimierung des Erst-
und Riickversicherungsgeschifts

Im Folgenden soll nicht nur das Riickversicherungsgeschift, sondern auch das Erstversiche-
rungsgeschiift in die Uberlegungen eines Zedenten mit einbezogen werden. Dabei wird davon
ausgegangen, dass der Schaden des Riickversicherers beeinflusst ist durch die Pramie pro Erst-
versicherungsvertrag p. Dahinter steckt die Uberlegung, dass wenn der Erstversicherer eine
niedrige Prédmie anbietet, mehr Versicherungsnehmer die Erstversicherung wahlen und somit
ein groferer Gesamtschaden X, fiir den Zedenten entstehen kann. Dies bewirkt ein geéindertes
Verhalten bzgl. der nicht-proportionalen Riickversicherung.

Konkreter fiihrt die niedrigere Erstversicherungsprimie p zum einem zu einem niedrigeren
Gewinn pro Versicherungsvertrag und zum anderen aufgrund des gréfleren Gesamtschadenvo-
lumens zu einem stérkeren Riickversicherungswunsch und schliellich zu einer erhchten Riick-
versicherungspramie. Somit stehen sich zwei entgegengesetzte Effekte, die niedrigere Erst-
versicherungspréamie der steigenden Riickversicherungsprimie, gegeniiber. Da die Riickversi-
cherungspriamie aus den Erstversicherungspréamien verdient werden muss, ist die Nachfrage
an Erstversicherung die zentrale Grofle. Entscheidend dabei ist der Verlauf der Nachfrage in
Abhéngigkeit von der Erstversicherungspriamie. Eine konkave Nachfrage wird im Vergleich
zu einer linearen bzw. konvexen Nachfrage im Allgemeinen die Riickversicherungswahl be-
glinstigen, da durch das hohere Nachfrageniveau auch das noétige Entgelt fiir eine hohere
Riickversicherungspramie zur Verfiigung steht.

Die Modellierung des Riickversicherungsgeschiftes in Abh#ngigkeit vom Erstversicherungs-
geschéft insbesondere durch die Erstversicherungsprdmie und die Nachfrage an Erstversi-
cherungen ist so nicht in der Literatur zu finden und beschreitet damit wissenschaftliches
Neuland. Zunéchst soll fiir diesen Ansatz die Gewinnfunktion des Zedenten fiir die simultane
Optimierung des Erst- und Riickversicherungsgeschiftes eingefithrt werden.

143
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8.1 Gewinnfunktion des Erstversicherers

Die Gewinnfunktion eines Zedenten setzt sich zusammen aus den Pramieneinnahmen aus den
Erstversicherungsvertrigen' und dem Riickversicherungsschaden? abziiglich der Betriebskos-
ten, dem Gesamtschaden aus den Erstversicherungsvertrigen und der Riickversicherungspra-
mie3. Dabei soll nur die Prioritéit betrachtet werden. Formal gilt dann fiir die Gewinnfunktion
in Abhéngigkeit von der Prioritdt d und dem Gesamtschaden X,

G(d, Xp) = Pr(p) — B — X, — RVP(d, Xp) + RVS(d, X;),

wobei
) Prémie eines Erstversicherungsvertrages
d Prioritdt (Selbstbehalt) des Riickversicherungsvertrages
X, Gesamtschéden aller Erstversicherungsvertriige mit Verteilung Fx,
Pr(p) die Gesamtprimieneinnahmen aus den Erstversicherungsvertrigen®
B Betriebskosten

RV P(d, X)) Riickversicherungsprimie®

RV S(d, Xp) Riickversicherungsschaden®.

Fiir die Riickversicherungskomponenten gilt dabei
RVP(d, X,) = (1 +) E(RVS(d, X,))

und
0, fir X, <d

RVS(d, X,) = {Xp —d, fir X, >d’

wobei v > 0 der Gewinnaufschlag des Riickversicherers ist. Die Komponenten des Erstversi-
cherungsgeschiifts sind die Gesamtpriamieneinnahmen und der Gesamtschaden, der aus den
Erstversicherungsvertriigen entsteht. Die Gesamtprimie ist dabei die Summation aller N (p)”
Erstversicherungsvertrige mit der Pramie p. Es gilt

N(p)
Pr(p)=> p=N(p) p,
=1

wobei die Nachfrage an Versicherungen N (p) eine monoton fallende Funktion ist und N(p) =0
fiir P = Pmax glltS

!Diese sind dabei abhiingig von der Primie eines einzelnen Erstversicherungsvertrages p. Es wird in diesem
Kontext ein homogenes Portfolio von Schéden betrachtet, fiir die der Zedent die gleiche Pramie p verlangt.
2Der Riickversicherungsschaden ist dabei abhingig von der gewihlten Deckungsgrenze und dem Gesamtschaden
des Erstversicherungsportfolios.

3Die Riickversicherungspramie ist dabei abhingig von der gewihlten Deckungsgrenze des Riickversicherungs-
vertrages, dem Gesamtschaden und dem verlangten Gewinnaufschlag des Riickversicherers.

4Ist abhiingig von der Einzelvertragspriimie p.

5Ist abhiingig von der Prioritit d, dem Gesamtschaden X, und dem Gewinnaufschlag des Riickversicherers.

51st abhingig von der Prioritit d und dem Gesamtschaden X,.

"Dabei ist N(p) die Nachfrage an Erstversicherung durch die Kunden in Abhingigkeit von der verlangten
Einzelpréamie p.

8Es gibt somit eine Maximalprimie, ab der die Nachfrage an Versicherung null ist.
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Fiir den Gesamtschaden X, gilt, dass sich dieser aus den Schidden der N(p) Versicherungs-
vertriige zusammensetzt. Die Verteilung der Schiden aus einem Versicherungsvertrag ist im
Allgemeinen nicht bekannt, da diese vom jeweiligen Versicherungsnehmer und dem Versiche-
rungsobjekt abhéngt. Des Weiteren liegen meist keine Schadensdaten des jeweiligen Versiche-
rungsnehmers zur Bestimmung seiner individuellen Schadensverteilung vor?. Somit ist eine
Bestimmung der optimalen Pridmie und der optimalen Riickversicherungsdeckungsgrenze fiir
das Versicherungsportfolio des Zedenten iiber die Einzelschiaden mit Hilfe von Faltung nicht
moglich. Deshalb wird im Folgenden der Gesamtschaden in eine deterministische und in ei-
ne stochastische Komponente aufgeteilt. Als deterministische Komponente eignet sich der
erwartete Gesamtschaden. Fiir diesen gelte in Abhingigkeit von der Nachfrage N(p)!°

E(Xp) = N(p)p.

Dabei kann g als durchschnittlicher zu erwartender Schaden aus einem Versicherungsvertrag
angesehen werden. Im Folgenden muss entschieden werden, ob ein additiver oder multiplikati-
ver Ansatz gewihlt wird. Es sind folgende Modellierungen fiir den Gesamtschaden denkbar!!:

e Additive Modellierung: In diesem Ansatz wird die deterministische Komponente N (p)- 1
und die stochastische Komponente ¢ additiv verkniipft. Fiir den Gesamtschaden gilt
dann X, = N(p) - p + ¢. Die stochastische Komponente fungiert dabei als Abweichung
vom erwarteten Gesamtschaden. Der stochastische Einfluss € besitze dabei die Vertei-
lung F. mit dem Erwartungswert E(g) = 02,

e Multiplikative Modellierung: Es gilt fiir den Gesamtschaden bei multiplikativer Ver-
kniipfung der Komponenten X, = N(p) - i1 - €. Dabei besitze der stochastische Einfluss
¢ die Verteilung F. mit dem Erwartungswert E(¢) = 1'3.

Die Varianz eines Gesamtschadens ist generell beeinflusst durch das Schadensvolumen. Dass
heifit, je mehr Vertrége der Zedent in seinem Portfolio besitzt, desto mehr kann die tatséch-
liche Gesamtschadensausprigung schwanken. Damit sollte bei einem geeigneten Modell die
Nachfrage N bzw. die Pramie p einen Einfluss auf die Varianz des Gesamtschadens aufwei-
sen. Von den zwei vorgestellten Modellierungsmoglichkeiten erfiillt diese Anforderung nur der
multiplikative Ansatz'4. Somit ist der additive Ansatz zu verwerfen. Im Folgenden wird zur
Losung des Problems der multiplikative Ansatz gewéhlt.

8.2 Multiplikative Modellierung des Schadens mit determinis-
tischem und stochastischem Einfluss

Im Folgenden gelte fiir den Gesamtschaden X, = N(p) - - € mit der deterministischen
Komponente N(p) - u und dem stochastischen Einfluss e. Dabei besitze der stochastische

9Dagegen ist die Verteilung des Gesamtschadens fiir den Zedenten aus historischen Daten kalkulierbar.

Dje Nachfrage ist wiederum von der Einzelvertragspréimie p beeinflusst.

"'Die Vorgehensweise ist dabei analog zu Petruzzi, Dada (1999). In dieser Publikation wurde ein additiver und
ein multiplikativer Ansatz fiir die Nachfrage im Newsvendor Modell verwendet.

2Es gilt somit E(X,) = E(N(p)-p+¢) = N(p)-u+ E(e) = N(p) - p-

Es gilt somit E(X,) = E(N(p) - pu-€) = N(p) - - E(e) = N(p) - .

“Fiir den additiven Ansatz gilt Var(X,) = Var(N(p) - u + €) = Var(e). Die Varianz ist damit unabhiingig
von der Pramie p. Fiir den multiplikativen Ansatz gilt Var(X,) = Var(N(p) - p-¢) = (N(p) - n)*Var(e). In
diesem Fall ist die Varianz des Gesamtschadens abhingig von der Nachfrage N bzw. von der Priamie p.
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Einfluss ¢ die Verteilung F; mit dem Erwartungswert F(e) = 1. Des Weiteren gilt folgende
Beziehung zwischen der Verteilungsfunktion des Gesamtschadens und der Verteilungsfunktion

des stochastischen Einflusses:
r
Fx (r) =F, <7>
(N =EF (P

fir alle 7 € R und g < p < pmax -

8.2.1 Gewinnfunktion des Zedenten mit stochastischem Einfluss

Im Folgenden wird die Gewinnfunktion in Abhéngigkeit von der Prioritéit d und dem Gesamt-
schaden X, umgeschrieben in eine Gewinnfunktion in Abhénigkeit von der Prioritét d, der
Einzelpramie p und dem stochastischen Einfluss €. Es gilt fiir die Erstversicherungskompo-
nenten:

e Gesamtpramieneinnahmen aus dem Erstversicherungsgeschéft: N(p) - p
o Gesamtschaden: N(p) - p-¢
e Betriebskosten: B

bzw. fiir die Riickversicherungskomponenten der Gewinnfunktion:

e Riickversicherungsschaden:

B 0, fiir N(p) -p-e<d
e A b\ S
- O’ furm>€

e Riickversicherungspréamie: RV P(d,p,e) = (1+)E(RV S(d,p,€)) mit Gewinnaufschlag
v 2 0.

Somit folgt fiir die Gewinnfunktion eines Zedenten in Abhéngigkeit von d, p und ¢

G(d,p,e) = N(p)-p—B—N(p)-p-e—(1+~)ERVS(d,p,e))

. d
N { 0, fiir N(fl)'

=
M ™

IN V

N(p)-p-e—d, fir N(p):

=

Im Folgenden soll das Erwartungswertkriterium und das a-A-Prinzip fiir diese Gewinnfunk-
tion eines Zedenten berechnet werden. Ziel ist es, die optimale Prioritit d* und die optimale
Erstversicherungspriamie p* fiir einen Zedenten zu bestimmen. Zunéchst folgt das Erwartungs-
wertkriterium.

15Es gilt stets 4 < p, da der durchschnittliche erwartete Schaden eines Erstversicherungsvertrages kleiner sein
muss als die verlangte Pramie pro Versicherungsvertrag, anderenfalls wiirde der Zedent die Versicherungen
nicht anbieten.
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8.2.2 Erwartungswertkriterium

Ein Zedent, der nach dem Erwartungswertkriterium handelt, verwendet den erwarteten Ge-
winn als Zielfunktion'®. Diesen maximiert er nach der Prioritit d und nach der Erstversiche-
rungspramie p. Fiir den erwarteten Gewinn eines Zedenten gilt

E(G(d,p,e)) = N(p)-p—B—N(p) p-E()—(1+7)E[RVS(,p,e)) + ERVS(,p,e))
= N(p)-p—B—N(p) - u—~vERVS(d,p,e)"

— N@)p—pl- B~ /’W@wws—ﬂﬂu@

=:N@@—M—B~yN@waedﬂ@—d@—ﬂ<ﬁ;fJ>

L N(p)-

x

Das Erwartungswertkriterium fiir dieses Riickversicherungsproblem lautet dabei
(I)B(G(dapa 5)) = E(G(d,p, 5))

und soll nach der Prioritdt d und der Erstversicherungsprimie p maximiert werden, was zu
dem Maximierungsproblem

max Pp(G(d,p,e)). (8.1)

d,p
fithrt. Die Losung dieses Maximierungsproblems gibt der folgende Satz wieder.

Satz 8.2.1

Es sei ®p(G(d,p,¢)) das Priferenzfunktional eines risikoneutralen Entscheiders mit Gewinn-
funktion G(d,p,e) = N(p)-p—B—N(p)-p-e—(1+~)E(RVS(d,p,e))+ RV S(d,p,e). Dann
besitzt das Maximierungsproblem (8.1) folgende implizite Losung bzgl. der Prioritdt

bzw. bzgl. der Erstversicherungsprdimie
p" = arg max[N(p)(p — p)]

fiir alle p € (1t; Prmax) 'S

Die Losung fiir das Erwartungswertkriterium ist somit, dass die optimale Prioritdt grofier
gleich dem hochsten Gesamtschaden gewiihlt werden sollte'®. Also wird die Riickversicherung

16Das Erwartungswertkriterium wird von risikoneutralen Entscheidern verwendet.
"Wegen E(g) = 1.

'8Der Beweis von Satz 8.2.1 befindet sich im Anhang C.4 S. 214.

YDann gilt Fx,(d*) = 1.
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abgelehnt.
Fiir die optimale Erstversicherungspréamie gilt
p" = arg max[N(p)(p — p)] = arg max[N(p)p — N(p)u)),

wobei N (p)p die gesamten Pramieneinnahmen sind und N (p)-u der erwartete Gesamtschaden.
Damit wird der erwartete Gewinn aus dem Erstversicherungsgeschiift?’ bzgl. der Primie p
maximiert. Die optimale Erstversicherungsprdamie wird damit bei der Préamie gew#hlt, bei der
das Erstversicherungsgeschift den grofiten erwarteten Gewinn abwirft. Wesentlichen Einfluss
auf die optimale Pramie besitzt dabei die Nachfragefunktion N.

Im Folgenden soll eine lineare, eine konkave und eine konvexe Nachfragefunktion betrach-
tet und dazu die optimale Priamie p* bestimmt werden.

Beispiel 8.2.1 (Lineare Nachfrage)

Die Nachfrage folge einer linearen Funktion. Es gelte N(p) = a — bp, wobei fiir die Parameter
a,b > 0 gilt. Die Nachfrage ist eine monoton fallende Funktion, welche bei der Maximalprdimie
Pmax null ist. Es gilt somit N(p) = 0 fir p = ¢ = pmax. Die grofste Nachfrage ist bei der
Nullprimie zu erwarten. Es gilt N(0) = a —b-0 = Npax>'. Der erwartete Gewinn aus dem
Erstversicherungsgeschidft ist

g(p) = (a—bp) (p—p)=—bp’+ (a+bu)p — ap

und besitzt die Nullstellen p1 = p und ps = % = Pmax>2. Zur Bestimmung der Mazimalstelle
der Funktion g(p) differenziere man diese. Es gilt

Dy(g(p)) = —2bp + a + bp.

atby _ FHE _ ptFpmax
- - 2

oF 5 , welche aufgrund der zweiten

Daraus folgt die Extremalstelle p?z'near =
Ableitung der Funktion g(p)

Dyp(g(p)) = —2b<0

ein Mazimum ist. Dieses Mazimum befindet sich in der Mitte des Intervalls [p, pmax]. Die
gewonnenen Sachverhalte illustriert zum Abschluss die folgende Abbildung.

Beispiel 8.2.2 (Konkave Nachfrage)

Die Nachfrage folge einer konkaven Funktion. Es gelte N(p) = —bp* + a, wobei fiir die Para-
meter a,b > 0 gilt. Die Nachfrage ist eine monoton fallende Funktion, welche bei der Mazimal-
prdmie pmax null ist. Es gilt somit N(p) = 0 fiirp = \/% = Pmax- Die grofite Nachfrage besitzt

20Das Erstversicherungsgeschiift setzt sich zusammen aus den gesamten Erstversicherungsprimien minus dem
Gesamtschaden aus den Erstversicherungsvertrigen.
2lEg gilt somit @ = Nmax und b = Nmax |

Pmax

2Es gilt —bp® + (a + bu)p — ap = 0. Somit ergibt sich auch p* — % + 5% = 0. Durch Anwendung der
atbp\2

quadratischen Lésungsformel folgt p;,, = “Jg% + % - &= “Jg% + \/

a2+42abp+(bp)2—4aby _ atbu +
4b2 -2

a—bp
2b

. Daraus folgt p1 = p und p2 = ¢ = Pmax.
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g(p)

Voo e N(P)

Abbildung 8.1: Beispiel: Lineare Nachfrage.

die Funktion bei der Nullprdmie. Es ist N(0) = —b- 0% +a = Npyax>>. Fiir den erwarteten
Gewinn aus dem Erstversicherungsgeschdft folgt damit

g(p) = (=bp®+a)(p—p) =—bp*+ bup* + ap — ap

und besitzt die Nullstellen py = p und py = \/% = Pmax>+. Zur Bestimmung der Mazimalstelle
der Funktion g(p) differenziere man diese. Es lisst sich

Dy(g(p)) = —3bp® +2b up + a

/ 2 /2 2
ermitteln. Daraus folgen die Extremalstellen p} = = &t +3p"‘a" und p5 = %%. Die
zweite Extremalstelle entfillt, da diese negativ ist?S. Somzt besitzt die Funktion g(p) firp >0

bt/ 12 +3p2ax

nur die Extremalstelle pj = ————=5—"" = p*p. n1.0., welche aufgrund der zweiten Ableitung
der Funktion g(p)

Dyp(g(p)) = —6bp + 2bp = —2b(3p — p)

Jir pxponkay negativ ist?” und somit die Extremalstelle als Maximum ausweist. Dieses Ma-

,U«+pmax
2

zimum befindet sich dabei im Intervall | , Pmax|- Dies soll im Folgenden gezeigt werden.

23Damit ist @ = Nmax und b = %2%.

2Es gilt fiir g(p) = (—bp® + a) (p — p). Somit ist g(p) = 0, wenn die Ausdriicke in den Klammern jeweils null
sind. Daraus folgt p1 = p und p2 = \/g = Pmax. Die Losung f\/g entfillt, da es keine negativen Pramien
gibt.

25Folgt aus —3bp? +2b up + a = 0 und somit ist p® — Eup =~ = (0 bzw. durch die quadratische Losungsformel

2 + 2+3
p1/2 — ui\/4u a _ K \//J‘ Pmax .

26ES gllt <A/l 2 + 3pmax7 da Pmax > 0.

2 2
2"Es gilt —2b(3p; — ) < 0, da 3p} —p > 0 bzw. 3% — = p+/p? 4 3pEax— = /12 + 3piax > 0.
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Es muss gelten

4 Pmax 1+ A/ 1%+ 3p2ax

2 = 3
30+ 3pmax < 20+ 2¢/p% + 3pZgy
L+ 3Pmax < 2V 12 4 3p2iax
12+ 6ppmax + Ihax < A"+ 12P7 s
0 < 3N2 — 6ppmax + 3pr2nax =3(n— pmaX)2-

Diese Ungleichung ist fiir alle p, pmax > 0 erfillt. Somit ist pzonkav > p?inear' Die gewonne-

nen Sachverhalte illustriert zum Abschluss die Abbildung 8.2.

&(p)

Abbildung 8.2: Beispiel: Konkave Nachfrage.

Beispiel 8.2.3 (Konvexe Nachfrage)

Die Nachfrage folge einer konvexen Funktion. Es gelte N(p) = p*> — ap + b, wobei fiir die
Parameter a,b > 0 gilt?8. Die konvexe Nachfrage ist ebenfalls eine monoton fallende Funktion,
welche bei der Mazimalprdamie pmax null ist. Es gilt somit N(p) =0 firp = § = Pmax>’. Die
grofite Nachfrage wird bei der Nullprdmie theoretisch realisert. Es gilt N(0) = 0% —a-0+b =

b= Npmax’l. Fiir den erwarteten Gewinn aus dem Erstversicherungsgeschift lisst sich

gp) = (@*—ap+b) (p—p) =p*— (a+pp*+ b+ pa)p — pb

festhalten. Diese Funktion besitzt die Nullstellen py = p und ps = § = pmax. Zur Bestimmung
der Maximalstelle der Funktion g(p) differenziere man diese. Es gilt

Dy(g(p)) = 3p% —2(a + p)p + b+ pa.

. Fiir die zweite

. 242
Daraus folgen die Extremalstellen pf = § = pmax und p5 = 2 P prrlag+2M3l

28Zur Vereinfachung der Berechnungen wird a? = 4b angenommen.

29Folgt aus der quadratischen Losungsformel, wobei der Ausdruck in der Wurzel null ist.

30Es gilt somit @ = 2pmax und b = Nmax.

31Folgt aus 3p* — 2(a + p)p + b+ pa = 0 und somit ist p* — %(a +pwp+ bf% = 0 bzw. durch die quadratische

TR TR F VG SN vr: sy
Lésungsformel py,, = 22 + \/% — Mpa = = AV el

_atpty/(Ga—p)? _ atpt(a—p)
- 3 - 3 .
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Ableitung der Funktion g(p) gilt
Dyp(9(p)) = 6p — 2(a + ).
Es ergibt sich fir die erste Extremalstelle

Dpp(9(p7)) = 6pmax — 2(2Pmax + 1) = 2(Pmax — 1) > 0.

Somit ist die erste Extremalstelle ein Minimum. Fir die zweite Extremalstelle gilt

" Pmax + 24
Dpp(g(p2)) - 6% - 2(2pmax + M) = 2(:”’ - pmax) <0
und somit ist py = 1%% = p}kﬁonvez das Maximum. Dieses Mazximum befindet sich dabei
im Intervall [p, “H;m‘”‘]. Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es muss gelten

Pmax T+ 21 < Kt Pmax

3 - 2
2pmax + 4,“/ < 3pmax + 3#
o < Pmax

Diese Ungleichung ist fir alle pmax > p > 0 erfillt. Somit ist p};om}ex < p?inear' Die gewon-
nenen Sachverhalte illustriert zum Abschluss die Abbildung 8.35.

&)

)

Abbildung 8.3: Beispiel: Konvexe Nachfrage.

Zusammenfassend gilt somit fiir die drei speziell gew#hlten Funktionen:
15 : * __ PFPmax _ ok
e Bei lineare Nachfrage gilt p* = F-gx = Plinear:
e Fiir die spezielle konkave Nachfrage gilt p* > pfinear'

e Fiir die spezielle konvexe Nachfrage gilt p* < pfinear'

Damit wahlt der Zedent bei der konkaven Nachfrage eine hohere und bei der konvexen Nach-
frage eine niedrigere Primie im Vergleich zur linearen Nachfrage?.

32Dje Ubertragung der Ergebnisse auf allgemeine konvexe bzw. konkave Funktionen gelang jedoch nicht.
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8.2.3 a-A-Prinzip

Im Folgenden soll das Riickversicherungsproblem fiir das a-A-Prinzip betrachtet werden. Es
gilt fiir dieses bzgl. der Gewinnfunktion des Zedenten
1—A A—
Do (G(d,p,e) = E(G(d.p.€)) + T E(G(d, p,e)|G(d, p.€) < gaape)-

l—«

Dabei sind o € (0,1) und A € [0,1]. Es bezeichne g, 4, das a-Quantil der Gewinnfunktion
G(d,p,e). Beziiglich der Risikoeinstellung gilt fiir das Préferenzfunktional:

e )\ = «: Risikoneutralitét
e )\ > «a: Risikoaversion
e )\ < a: Risikofreude.

Im Folgenden soll das Maximierungspoblem

max P, (G(d,p,¢)) (8.2)

d,p

gelost werden. Die Ergebnisse formuliert der folgende Satz.

Satz 8.2.2
Es sei @4 \(G(d,p,e)) das Priferenzfunktional eines Entscheiders mit Gewinnfunktion

G(d,p,e) =N(p) - p—B—-N(@p) -p-e—(1+~)ERVS(,p,e)) + RVS(d,p,e),

wobei N konvav oder linear ist. Dann besitzt das Maximierungsproblem (8.2) folgende implizite
Lésung bzgl. der Prioritdt

d* 1, firl4+~y>
Fx,(d*) = F, <7> = 1-a .
AT =E\ N s {(1a)(71(+7))(1/\)’ fir 147 <

bzw. fiir die Erstversicherungsprdmie

Q> >

arg max [N(p) [p— - ?:—fjqu(a,p)H : fiir 14~ >
arg max [N(p) {p— %u} - [1 +7v— ﬂ} E(RVS(d*,p,e))|, firl+~y<

33

Q> Q>

11—«

fiir alle p € (115 Pmax]**

Bzgl. der Prioritdt bringt die Maximierung des Priferenzfunktionals die gleiche Losung wie
im Prioritéitsoptimierungproblem3® hervor. Somit wird die Riickversicherung fiir positive Ge-
winnaufschlige seitens des Riickversicherers von einem risikofreudigen, risikoneutralen und

¥ Es gilt Ao, p) = —1+1 Ik e dF.(g). Des Weiteren bedeutet E(RV S(d*, p,¢)) im Fall 14+ < 2, dass
P ( Nl(;)ofu )
bei der Bestimmung des Maximums erst die Differentation durchgefiihrt, dann null gesetzt und anschlieflend
erst die optimale Prioritit d* eingesetzt wird.
31Der Beweis von Satz 8.2.2 befindet sich im Anhang C.4 S. 214 ff.
35Vgl. diesbzgl. Kapitel 5
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gering risikoaversen Zedenten abgelehnt. Ein Zedent mit einer hohen Risikoaversion dagegen
wird sich fiir die Riickversicherung entscheiden. Dabei wird dieser mit zunehmender Risiko-
aversion immer mehr Risiko an den Zessionir transferieren®. Im speziellen Fall einer fairen
Riickversicherungsprimie (v = 0) wird jeder risikoaverse Zedent die Riickversicherung wih-
len und mochte in diesem speziellen Fall alle Schiden dem Zessionér iibergeben. Er priferiert
damit eine Vollversicherung. Weiterhin lehnen alle risikofreudigen Zedenten die Riickversiche-
rung ab und die Risikoneutralen sind in ihrer Entscheidung indifferent.

Fiir den Spezialfall des Erwartungswertkriteriums (A = a) kann aus dem Satz Fx,(d*) = 1
und p* = arg max [N(p) [p — p]] abgeleitet werden. In diesem Fall lehnt der Zedent die Riick-
P

versicherung ab. Bzgl. der Pramie gelten die Aussagen aus den Beispielen 8.2.1, 8.2.2 und
8.2.3 .

Der Spezialfall des CVaR-Prinzips (A = 1) fiithrt bzgl. der Prioritdt zur Losung

d* 1, fira> =
*) = — ) = Y
P (@) = 12 <N(p*)-u> {—JW fitr & < 35

bzw. fiir die Erstversicherungspréamie zur Losung

) arg max [N(p) [p — p1 = pA(a.p)]], fiir a > =
P wr max(N(p)p — 1+ ERVS(dp.e))], fiir o< o

Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, welche optimale Prédmie der Zedent bei Zunahme
von Risikoaversion sowie im Spezialfall der fairen Riickversicherungspriamie préferiert. Dies
wird exemplarisch fiir die lineare, spéter fiir die konkave Nachfragefunktion gezeigt.

Beispiel 8.2.4 (Lineare Nachfrage und Riickversicherungswahl)
Fir die optimale Pramie gilt beir Riickversicherungswahl

p" = max [N(p) [p - %4 - [1 +7 - %} E(RVS(d,p,¢))

Je hoher die Risikoaversion ist, desto niedriger wird der Zedent seine Prioritdt wdhlen. Der
Riickversicherer ibernimmt ein hoheres Schadensvolumen und somit steigt mit Zunahme der
Ristkoaversion des Zedenten der erwartete Riickversicherungsschaden an. Zur Bestimmung

36vgl. diesbzgl. die Grafiken und Erlduterungen im Kapitel 5.
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der optimalen Prioritdt wird zundchst differenziert und null gesetzt. Es gilt

N(p*) + Np(p") [p* - %u] - [Hv— g] N, (p*) / e dF.(s) = 0%
NGy
N+ Ny') |p' = - [1+7— 1:—*] po [ came] =0
N(p*) + Np(p*) [p* — [H’y— - :a] u Rd*(a,)\,’y)} — 0%,

Die Nachfrage folge einer linearen Funktion. Dabei ist N(p) = a — bp bzw. N,(p) = —b, wobei
fir die Parameter a,b > 0 gilt. Damit folgt fiir die optimale Prdmie

1—A 1—X
a—bp*—b[p*—l—ﬂ—[1+7——]MRd*(047>\a7)} =0
—« 11—«
1—X 1-A
T T
l—« l—«

bzw.
¢+ =2n+ [1+’y— %} p Rae(c; A, )

2
DPmaxz + 1 [% + [1“‘7_ %] Rd*(aaAvv) 39

.k 40
- 9 - plinem’,RV

Der Spezialfall einer fairen Riickversicherungsprimie (v = 0) fihrt dazu, dass alle risiko-
aversen Zedenten die Vollversicherung wdhlen. Es gilt fir die optimale Prdmie

1-) 1o
* _ Pmaz + p [170‘ + [1 170‘} } 41 _ M+ Pmaz
plinem’,RV,'y:O - 9 - 9 :
TEs gilt Dyp(E(RVS(d*,p,e))) = Np(p)p [ & dFe(e).
N(dp*)-u
s sei Rg«(a,\,y) := [ e dF:(¢). Die Abhingigkeit von den Risikoparametern findet iiber die optimale

o
N(p)-n

Prioritéit statt. Mit steigender Risikoaversion sinkt die optimale Prioritédt ab. Somit wird die positive Grofie
¢ iiber einen groBeren Bereich integriert. Damit steigt der Wert der Gréfie Ra« (o, A, ) mit der Zunahme an
Risikoaversion.

39Es gilt % = Pmax. Vgl. dazu Beispiel 8.2.1.

40p2§nem, ryv steht fir die optimale Pramie bei linearer Nachfrage und Riickversicherungswahl. Des
Weiteren ist die optimale Préamie ein Maximum, da die zweite Ableitung negativ ist: —b —

b [1 + [1 +— %] m (N(;j;_“) f- (N(zi)‘u)] <0.
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In diesem Fall erhdlt man die gleiche optimale Pramie wie bei der Anwendung des Erwar-
tungswertkriteriums*? fiir positive Riickversicherungsgewinnaufschlige. Damit verhdlt sich al-
so ein risikoaverser Zedent, der eine faire Riickversicherung in Anspruch nehmen kann, bei
der optimalen Prdmienwahl wie ein risikoneutraler Entscheider. Dies ist auch verstdindlich,

da er durch die Vollversicherung jegliches Risiko auf den Zessiondr tibertragen hat. Dabei gilt

ES * 43
plinear,RVﬁ:O < plinear,RV :

Fiir den Spezialfall des CVaR-Prinzips (A = 1) folgt bei linearer Nachfrage und Riickver-
sicherungswahl

* Pmaz + 1 [ 15 + [1+7 = 1] Ra(a,1,9)]
plinem’,RV,C’VaR = 2

Pmaz + [L + 7] Ra-(7) 44
5 .

Es stellt sich die Frage, welche Auswirkung eine Risikoaversionszunahme auf die optimale
Prdmie hat. Es gilt allgemein fiir die Prdmie bei Rickversicherungswahl und linearer Nach-

frage

. %+%u+[1+7—%}ul¥d*(a,kv)
plinear,RV = 9

DPmaz + 1 [% + [1+7_ %] Rd*(aaAvv)
2

In dieser Losung wird nur der Term % + [1 +v— %] Ry« (a, A, 7y) durch die Risikopa-
rameter bestimmt. Jedoch hat auch die Storgrifie € einen Einfluss auf diesen Term, da diese
Ry« (a, \,7y) beeinflusst. Wichst der Term % + [1 +v-— %} Ry« (a, \,7), so steigt die op-
timale Prdamie. Fdllt dieser, so sinkt auch die optimale Primie. Fin generelles Wachsen und
Sinken dieses Terms und somit der optimalen Prdimie mit Risikoaversionszunahme konnte
nicht nachgewiesen werden. Allein die Aussage, dass die Pramie grifier gleich der Pramie
bei Risikoneutralitit®® ist, kann getroffen werden®®. Damit muss jeder Zedent seine optimale

Prdamie mit seinen individuellen Risikoparametern und der vorliegenden Storgrifie kalkulieren.

UEs gilt Ra«(a, \,v) = E(e) = 1.

42Das Erwartungswertkriterium ist fiir risikoneutrale Zedenten geeignet.

1—-X\

B3Es gilt [% + [1 + - %} R~ (ogA,*y)] > 1. Dies folgt aus Ra=(a, \,y) > —%. Die linke Seite
der Ungleichung ist immer positiv, die rechte Seite immer negativ. Somit ist die Ungleiéhljng erfiillt.

4 Die optimale Pramie ist beim CVaR-Prinzip und bei Riickversicherungswahl unabhingig vom Risikoparame-
ter a, da die optimale Prioritdt unabhéingig von « ist. Der Gewinnaufschlag des Riickversicherers hingegen
besitzt einen Einfluss. Somit ist Rq= von - abhéngig und wird durch Rg«(7y) dargestellt.

“5Bei Risikoneutralitit wird die Riickversicherung abgelehnt. Die optimale Primie ist dabei identisch zu der
optimalen Préamie bei RV-Wahl und fairer Riickversicherungspramie.

46ygl. dazu und fiir weiterfithrende Untersuchungen den Anhang C.4 S. 231.
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Beispiel 8.2.5 (Konkave Nachfrage und Riickversicherungswahl)
Fiir die erste Ableitung bzgl. der Prdamie gilt

. NS 1-A B
N(p)+Np(p)[p —EM—P*’Y—E]MRd*(O@)\ﬁ)} = 0.

Die Nachfrage sei jetzt konkav. Es sei N(p) = —bp? + a, wobei fiir die Parameter a,b > 0 gilt.
Damit folgt fiir die optimale Prdamie

1—X 1-A
—b(p")? + a — 2bp* [p* e {1 +7 - —] B (O"M)} -
l-«a l -«
1-X 1-A
_ *\2 _ - T _— * - =
3b(p") %[ - o [1+7 1—a]”de%%7ﬂp<+a '
2 1-A 1-A a4
*\ 2 “l_- 1 - - * A —— =0
bzw.
P12 = 2
2
P il = St = PR
1 ez
{%§+P+y—%%}RWMAmﬂM
- 3
2
\/[%_A_%[14—7-——§}va%a,Arﬂ} 12+ 3Pfiax
n 47
3
Die zweite Extremalstelle entfdllt, da diese negativ ist. Somit ist
* [}3+[L+7 iﬂ &Mmkmﬂu
P = 3
1-) 1-) ’
B [ ] i
+ = pZonkav,RV

3
: ; - b i T : : 48 - .

die optimale Pramie und ist in diesem Fall auch ein Maximum®. Des Weiteren ist Phonkav,RV =
* 49

plinear,RV :

1TFolgt aus T = P ax-

“Da fiir die zweite Ableitung —6bp* 4 2b [ =+ [1 + v - } u Rax (o, A, fy)}
= 726\/[ 2+ [1 +v - —] w Ra- (a,/\,w)] + 3piax < 0 gilt.
“¥Vgl. dazu den Vergleich der optimalen Primie bei linearer und konkaver Nachfrage aus Beispiel 8.2.2.

Phonkav,RV = Plinear, v T0lgt unmittelbar durch Ersetzen von y durch [% + [1 + v = %] Rax(a, \,y) | i
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Der Spezialfall einer fairen Riickversicherungsprdmie (v = 0) fihrt dazu, dass alle risiko-
aversen Zedenten die Vollversicherung wihlen®®. Die optimale Primie lautet hierfiir

2
- — A —A
* 2 o2l VR 2]e h
Pkonkav,RV,y=0 = 3 + 3

b VH & 3Piax

3 3

In diesem Fall erhdlt man die gleiche optimale Primie wie bei der Anwendung des Erwartungs-

wertkriteriums fiir positive Riickversicherungsgewinnaufschlige. Dabei gilt py. ... RVAy—0 <

* 51
pkonkav,RV :

Fir den Spezialfall des CVaR-Prinzips (A = 1) folgt bei konkaver Nachfrage und Riickver-
sicherungswahl

. [1479] Rag-(o,1,7)p \/[[1 +9] Rae(c, 1,7)]? 12 + 3p2,a
pkonkav,RV,CVaR - +
3 3
2
_ [+49] Ra(p \/[[1 +91 Ra= (M) 12 + 3pfax
3 3 '

Ebenfalls wie bei der linearen Nachfrage an Versicherungen kann keine allgemeine Aussa-
ge bzgl. des Verhaltens der optimalen Prdmie

. [%Jr[lﬂw—%} Rd*(a,k,v)}ﬂ
pkonkav,RV = 3

2
\/[ﬁ + [1 o %} Ry (a, A,v)} 1% + 3ptax

* 3

bei Risikoaversionszunahme getroffen werden. Dies liegt darin begrindet, dass dieser von dem
Term

11—\ 1—X
1+~——21 Ry
1—a+[ + 1_0[} R« (a, A7)

abhdngt, fiir den keine Aussage bzgl. Risikoaversionzunahme getroffen werden kann, da er zum
einen von den Risikoparametern und zum anderen von der Storgrife beeinflusst ist>>.

S0Fs gilt Ry~ (a, A, v) = E(g) = 1.

51Dg [% + [1 - g] R (a,/\,w)] > 1 gilt.

®2Die optimale Primie ist beim CVaR-Prinzip und bei Riickversicherungswahl unabhéngig vom Risikopara-
meter . Der Gewinnaufschlag des Riickversicherers hingegen besitzt einen Einfluss. Somit ist R4« von ~y
abhéngig und wird durch Rg- () dargestellt.

53Vgl. dazu Beispiel 8.2.4 mit linearer Nachfragefunktion.
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Ahnlich verhilt sich die optimale Primie bei Ablehnung der Riickversicherung. In diesem
Fall fithrt das Maximierungsproblem zu impliziten Losungen. Zum Beispiel erhédlt man bei
Unterstellung einer linearen Nachfrage die implizite Losung

* 1+ 222000 57)] + prax [1 = 222D, (A0, p7)|

Plinear,Nicht—RV = 9 _ i\:_glqu(A(a,p*))

Fiir identische Risikoparameter fillt die Losung auf die Losung des Erwartungswertkriteriums

zusammen. Fiir Riskofreude wird die optimale Priamie kleiner und fiir Risikoaversion grofier
als beim Erwartungswertkriterium sein. Es gilt also

* * * 54
plinear,Nicht7RV,Rfcwersion > plinear,Nicht7RV,aneutral > plinear,NichtfRV,Rffreude‘

Trotzdem kann kein generelles Verhalten der optimalen Prémie in den einzelnen Risikoarten
(Freude, Neutralitit, Aversion) konstatiert werden, da dieses von der Storgrofie € abhingt.
Allein der Vergleich zwischen den Risikoarten gelingt. Somit muss ein Zedent auch in diesem
Fall die optimale Pramie mit seinen individuellen Risikoparametern, der Nachfragefunktion
sowie der vorliegenden Storgrofie € berechnen.

Unterstellt man hingegen die konkave Funktion aus Beispiel 8.2.5, erhilt man fiir die Ab-
lehnung der Riickversicherung die optimale Primie>

p |1+ 322000,
3 - i\:—gﬂDp(A(O‘ap*))

*

P =

V2 [+ 2228000+ b [1 - 22200, (80, )] [3 - 22Dy (A0
3 — =2 uDy(A(a, p*))

fir 3 — 2=2uD,(A(e, p*)) > 0. Dies ist fiir A > o (Risikoaversion und -neutralitit) und

fir A < a (Risikofreude) mit der Bedingung 3 — i‘:—g,qu(A(oz,p*)) > 056 erfiillt. Fiir 3 —
i‘:—g,qu(A(oz,p*)) < 0% ist die optimale Primie

+

i1+ 422 A, p)]
3 - t—gqu(A(Onp*))

Py =

W (1432880, p")] + e [1 — 222Dy (A0, p))] [~ 220Dy (A 0, p))
3 — 3=auDy(A(a, 1))

Fiir beide Losungen gilt bei gleicher Risikoeinstellung, dass die optimale Préamie bei konkaver
Nachfragefunktion grofler gleich der optimalen Pramie bei linearer Nachfragefunktion ist. Eine

54Vgl. bzgl. der Bestimmung der optimalen Prémie sowie der Abschitzungen bzgl. der einzelnen Risikoeinstel-
lungen den Anhang C.4 S. 231 ff.

55Berechnungen der optimalen Priamie bei Ablehnung der Riickversicherung und konkaver Nachfragefunktion
sowie weiterfiihrende Untersuchungen diesbeziiglich befinden sich im Anhang C.4 S. 235 ff.

*Dabei gilt D,(A(a,p*)) < 0.

5"TKann nur bei Risikofreude auftreten.
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Abschitzung der optimalen Préamie zwischen den einzelnen Risikoeinstellungen (Risikofreude
vs. Risikoneutralitat bzw. Risikoaversion vs. Risikoneutralitit) ist jedoch nicht moglich. Somit
muss ein Zedent entsprechend seiner Risikoeinstellung und der vorliegenden Stérgrofle seine
entsprechende optimale Pramie bestimmen und anschliefiend die hinreichende Bedingung (Art
des Extremums) priifen.

8.3 Zusammenfassung und Uberblick

In diesem Kapitel wurde das Erst- und das Riickversicherungsgeschéft simultan optimiert.
Bzgl. des Riickversicherungsgeschiftes erhélt man die gleichen Losungen wie bei der alleinigen
Optimierung des Riickversicherungsproblems. Somit lehnt ein risikofreudiger, risikoneutraler
und ein niedrig risikoaverser Zedent die Riickversicherung ab, bei positiven Gewinnaufschldgen
seitens des Riickversicherers. Ein Zedent mit hoher Risikoaversion hingegen wird die Riickver-
sicherung wéhlen. Dabei gilt, dass dieser mit Zunahme an Risikoaversion mehr Risiko an den
Zessiondr transferieren mochte, d. h. er préferiert eine niedrigere Prioritdt. Handelt es sich um
eine faire Riickversicherungspréimie, so wird der risikofreudige Zedent die Riickversicherung
ablehnen, der risikoaverse Zedent dagegen die Vollversicherung préferieren. Der risikoneutrale
Zedent ist indifferent.

Fiir die optimale Préamie bei Riickversicherungswahl hat man am Beispiel der linearen und
konkaven Nachfragefunktion gesehen, dass diese groBer ist als bei Risikoneutralitit®®. Dabei
préferiert ein Zedent bei einer konkaven Nachfrage eine hohere optimale Prémie als bei einer
linearen Nachfrage.

Ahnlich verhélt sich die optimale Primie bei Ablehnung der Riickversicherung. Ein risiko-
freudiger Zedent mit einer linearen Nachfragefunktion wird eine kleinere und ein risikoaverser
Zedent eine grofiere Priamie als im risikoneutralen Fall préferieren.

Des Weiteren ist die optimale Prémie bei konkaver Nachfrage und Ablehnung der Riick-
versicherung grofler als die optimale Préamie bei einer linearen Nachfrage. Zur weiteren Un-
tersuchung der optimalen Prémie ist jeweils die spezielle Risikoeinstellung des Zedenten als
auch Annahmen fiir die Stérgréfe € notwendig.

58Bei Risikoneutralitéit wird die Riickversicherung nicht gewihlt bzw. ist der Zedent bei v = 0 indifferent.
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Ziel dieser Arbeit war die Modellierung von nicht-proportionalen Riickversicherungsvertrigen
mit Risikopréferenzen. Die Verwendung von Risikopriferenzen im Versicherungs- als auch im
Riickversicherungskontext stellt dabei ein neues Forschungsfeld dar, auf dem bislang abge-
sehen vom p-o-Prinzip noch keinerlei Untersuchungen durchgefiithrt wurden. Grundlage der
Modellierung sind in diesem Zusammenhang hybride Entscheidungsprinzipien basierend auf
dem Conditional Value at Risk. Dabei wurden auch die Spezialfille Erwartungswertkriterium
und CVaR-Prinzip beleuchtet, welche in den verwendeten hybriden Entscheidungsprinzipien
enthalten sind. Zusétzlich wurde der Spezialfall einer fairen Riickversicherungspriamie unter-
sucht.

Die Modellierung wurde zunéchst fiir jede Deckungsgrenze eines nicht-proportionalen Riick-
versicherungsvertrages einzeln und spéter in einem zweidimensionalen Modell zusammen vor-
genommen. Dies hatte zum Ziel, den Informationsgehalt der einzelnen Modelle zu vergleichen
und das beste Modell (einfachere Berechnung bei gleichem Informationsgehalt) herauszu-
finden. Abschlieend fand eine Optimierung unter Einbezug des Erstversicherungsgeschiéftes
statt. Dabei werden die zu Beginn der Arbeit aufgestellten Fragen wie folgt beantwortet:

e Bei welcher Risikoeinstellung wird ein Erstversicherer die Riickversicherung préferieren?

Fin risikofreudiger und ein risikoneutraler Zedent lehnt die Riickversicherung ab. Die
Entscheidung eines risikoaversen Zedenten ist abh#ingig vom Gewinnaufschlag des Riick-
versicherers. Bei einem positiven Gewinnaufschlag seitens des Zessionérs wird ein Zedent
mit einer niedrigen Aversion die Riickversicherung ablehnen und bei hoher Risikoaver-
sion die Riickversicherung priferieren. Fiir diese Entscheidung ist neben der person-
lichen Risikoeinstellung des Zedenten somit auch der Gewinnaufschlag des Zessionérs
entscheidend. Eine Erhohung des Gewinnaufschlags wird ab einem gewissen Punkt die
Ablehnung der Riickversicherung durch den Zedent zur Folge haben. Im Fall der fairen
Riickversicherungsprémie dagegen wird jeder risikoaverse Zedent die Riickversicherung

priiferieren’.

e Wenn ein Erstversicherer die Riickversicherung préferiert, welche Deckungsgrenzen be-
vorzugt er bzw. wie dndern sich die priferierten Deckungsgrenzen mit der Zunahme an
Risikoaversion?

Wenn ein Zedent aufgrund seiner Risikoeinstellung die Riickversicherung préferiert,
dann wihlt er fiir seinen Schutz einen bestimmten Selbstbehalt (Prioritét). Dieser ist
zum einen von seiner Risikoeinstellung abhéngig und zum anderen von der zu erwar-
tenden Schadensverteilung sowie vom Gewinnaufschlag des Zessionérs. Eine hohere Ri-
sikoaversion fiihrt dabei zu einer niedrigeren Prioritédt. Es wird mehr Risiko an den
Riickversicherer transferiert. Die Schadensverteilung besitzt den gleichen Einfluss auf

!Dieses Verhalten der Zedenten kann auch bei der Anwendung des Bernoulli-Prinzips beobachtet werden. Vgl.

Schulenburg, Greiner (2007), S. 37 f., bzgl. Bernoulli-Prinzip im Versicherungskontext Wagner (2000), S. 48
sowie Ritter (2006), S. 23. bzw. bzgl. der Anwendung im Riickversicherungkontext u. a. Guerra, Centeno
(2008), Kaluszka, Okolewski (2008), Samson (1986) sowie Samson, Thompson (1983).
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die Prioritét. Eine hohere Schadensverteilung? fithrt immer auch zu einer héheren Prio-
ritdt. Der Zedent dagegen préferiert in jedem Fall einen Plafond in einer Hohe, in der
sich alle Schéden unterhalb des Plafonds befinden. In diesem Fall soll der Zessionér alle
Schiden oberhalb des Selbstbehaltes iibernehmen. In der Praxis ist dies jedoch nicht
aufzufinden, da der Plafond vom Zessionir bestimmt wird?.

e Welchen Einfluss hat der Gewinnaufschlag des Riickversicherers?

Wie bereits angesprochen, besitzt der Gewinnaufschlag einen Einfluss darauf, ob die
Riickversicherung gewéhlt wird oder nicht. Des Weiteren bedingt er auch die Hohe der
nachgefragten Deckung. Wenn der Zedent aufgrund seiner Risikoeinstellung die Riick-
versicherung préferiert, dann wird er mit der Zunahme des Gewinnaufschlages eine
hohere Prioritdt bevorzugen und weniger Risiko an den Zessionér weitergeben. Dies ist
darin begriindet, dass mit der Zunahme des Gewinnaufschlages die Riickversicherung
immer teurer wird und der Zedent immer mehr bereit sein wird, kleinere Schiden selbst
zu tragen. Dagegen fiihrt ein theoretischer Gewinnaufschlag von null* zur Vollversiche-
rung aller risikoaversen Zedenten, weil der Zessiondr ohne Aufpreis fiir den erwarteten
Schaden alle Schéden iibernimmt.

e Wann ist der Erstversicherer indifferent in seiner Entscheidung?

Im Allgemeinen ist der Zedent indifferent in seiner Entscheidung, wenn der Quotient
aus seinen Risikoparametern gleich 1 + « ist. Dies ist fiir positive Gewinnaufschlige
seitens des Riickversicherers nur fiir risikoaverse Zedenten moglich®. Im Fall einer fairen
Riickversicherungsprémie wahlen alle risikoaversen Zedenten die Vollversicherung, die
risikofreudigen lehnen die Riickversicherung ab und die risikoneutralen sind indifferent
in ihrer Entscheidung.

Im Kapitel 5 und 6 wurden die Deckungsgrenzen getrennt voneinander optimiert. Dabei war
festzustellen, dass die Entscheidung fiir oder gegen die Riickversicherung bei einer bestimmten
Risikopriferenz seitens des Erstversicherers bei beiden Modellen gleich ist. Die Modelle unter-
scheiden sich allein in der nachgefragten Hohe der Deckungsgrenzen. Fiir den Plafond konnte
dabei festgestellt werden, dass sich, wenn die Riickversicherung gewéhlt wird, alle Schiden
unterhalb des Plafonds befinden. Dies ist die zentrale Aussage des Kapitels 6.

Im Anschluss an Kapitel 5 und 6 stellte sich die zentrale Frage:

2Dass heifit, wenn die Verteilungsfunktion eines Schadens immer oberhalb der Verteilungsfunktion eines anderen
Schadens ist (Stochastische Dominanz erster Ordnung), wird die Prioritit bei ersterer hoher ausfallen.

3Der Plafond ist die Schutzgrenze des Zessioniirs gegen die materielle Uberforderung.

4In diesem Fall wihlen alle risikoaversen Zedenten die Riickversicherung,.

5Diese Ausfithrungen beziehen sich auf das in dieser Arbeit grundlegend verwendete a-\-Priferenzfunktional.
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e Beeinflussen sich die Deckungsober- und -untergrenze (Plafond und Prioritét) bei einer
simultanen Optimierung?

Im Kapitel 7 wurde dabei festgestellt, dass sich die Deckungsgrenzen nicht gegenseitig
beeinflussen. Die Interpretation der Losung war identisch mit der Interpretation bei ein-
zelner Betrachtung der Deckungsgrenzen. Somit war kein weiterer Informationsgewinn
zu verzeichnen, aufler der Feststellung, dass die Deckungsgrenzen nicht interagieren. Da-
mit kann fiir die Bestimmung der optimalen Deckungsgrenzen die Losung aus Kapitel
5 verwendet werden, mit der Aussage aus Kapitel 6, dass der Plafond alle moéglichen
Schiden beinhaltet, wenn die Riickversicherung préferiert wird und der Aussage aus
Kapitel 7, dass die Deckungsgrenzen nicht interagieren.

Fortfithrend wurde im Kapitel 8 das Erstversicherungsgeschift in die Uberlegungen mit einbe-
zogen. Es fand eine simultane Optimierung des Erst- und Riickversicherungsgeschéftes statt.
Dabei wurde fiir das Riickversicherungsgeschift die Priorit#it® und fiir das Erstversicherungs-
geschift die Versicherungspriamie bzgl. eines Erstversicherungsvertrages betrachtet. Zentrale
Fragen, die dabei beantwortet wurden, sind:

o Welchen Deckungsschutz bzgl. der Riickversicherung préferiert der Erstversicherer?

Die Ergebnisse bzgl. des Riickversicherungsgeschéftes sind identisch mit denen aus Kapi-
tel 57. Der einzige Unterschied besteht darin, dass die Losung in Kapitel 5 vom Schaden
X und in Kapitel 8 vom Schaden X, abhéingt. Bei Letzterem besitzt also die Erstversi-
cherungsprimie p einen Einfluss. Eine niedrige Pramie p fithrt zu einer hoheren Anzahl
an verkauften Erstversicherungsvertrigen und somit zu héheren Schiden. Dadurch wird
der Zedent, wenn er eine Riickversicherung préferiert, eine héhere Prioritat wéhlen.

o Welche Erstversicherungspramie sollte der Versicherer von seinen Privatkunden verlan-
gen?

Die Erstversicherungsprimie ist zum einen abhingig von der Nachfrage® an Erstver-
sicherungen und zum anderen von der Risikoeinstellung des Zedenten. Priferiert der
Zedent eine Riickversicherung, besitzt die Riickversicherungspriamie ebenfalls einen Fin-
fluss auf die Pramie p, da durch diese auch die Kosten der Riickversicherung gedeckt
werden miissen. Aussagen bzgl. der Pramie konnen unter der Verteilungsannahme der
Storgrofle € und der individuellen Risikoeinstellung des Zedenten kalkuliert werden.

5Der Plafond bleibt bei diesen Betrachtungen auen vor, da dessen Eigenschaften aus Kapitel 6 und 7 bekannt
sind und die Berechnung unnétig verkomplizieren.

"Ein risikofreudiger, risikoneutraler und niedrig risikoaverser Zedent lehnt die Riickversicherung fiir positive
Gewinnaufschlige seitens des Zessionérs ab. Ein hoch risikoaverser Zedent priferiert die Riickversicherung.
Dabei sinkt bei Riickversicherungswahl die Prioritdt mit Zunahme an Risikoaversion.

8Ein Zedent préferiert bei einer konkaven Nachfrage eine hohere Priamie p als bei einer linearen Nachfrage.
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e Beeinflussen sich das Erst- und Riickversicherungsgeschéft gegenseitig?

Das Erstversicherungsgeschéft beeinflusst das Riickversicherungsgeschéft durch den Scha-
den X,,. Dieser fiihrt fiir kleine Prdmien zu hoheren Prioritéten. Das Riickversicherungs-
geschift wirkt auf das Erstversicherungsgeschift bei Riickversicherungswahl, da die Pré-
mie fiir den Riickversicherer verdient werden muss und somit zu einer héheren Pramie
fihrt.

Das Modell aus Kapitel 5 bietet eine einfache Berechnung der benétigten Deckung entspre-
chend der Risikoeinstellung des Zedenten, ldsst aber das Erstversicherungsgeschéft aufien
vor. Das Modell aus Kapitel 8 beinhaltet dagegen das Erstversicherungsgeschift, ist aber
bei der Kalkulation wesentlich aufwendiger. Ein Anwender muss daher abwé#gen, ob er ein
einfaches Modell ohne Erstversicherungsgeschéft oder ein komplexeres mit Erstversicherungs-
geschift verwenden mochte. In beiden Modellen ist die Bestimmung der Risikoparameter auf
Grundlage eines gewéhlten Riickversicherungsvertrages moglich. Diese Risikoparameter kon-
nen anschlieffend genutzt werden, um bei einer anderen Schadensverteilung die entsprechenden
Deckungsgrofien zu bestimmen.

In dieser Arbeit wurde die spezielle Riickversicherungsprimie RV P = (14v)E(RV S) verwen-
det. Es sind natiirlich auch andere Préimienstrukturen moglich?. Diese konnen in die allgemein
gegebenen Losungen in Kapitel 5, 6 und 7 eingesetzt werden. Dabei fithren Riickversicherungs-
pramien auf Basis von Varianz oder Standardabweichung zu nicht auflésbaren Integraltermen
bei der optimalen Losung der Deckungsgrenzen.

Des Weiteren ist das hybride pu-o-Entscheidungsprinzip im Riickversicherungsgeschéft ein we-
nig praktikables Entscheidungsprinzip, da die Quadrierung der Gewinnfunktion des Zedenten
und die anschlieffende Differentation ebenfalls zu unauflésbaren Integraltermen fiihrt. Eine
einfache Losung fiir die Deckungsgrenzen kann dabei nicht mehr gegeben werden. Dies erklért
auch die geringe Verbreitung dieses Prinzips im Erst- und Riickversicherungskontext in der
Literatur. Auflerdem sind die Ergebnisse bedingt interpretierbar aufgrund des quadratischen

Einflusses der Varianz!?.

Bzgl. der simultanen Optimierung des Erst- und Riickversicherungsgeschéftes geschah die
Modellierung in Anlehnung an das Newsvendor Modell und wurde mit Hilfe der Aufspaltung
der Zufallsvariable in einen deterministischen und einen stochastischen Teil durchgefiihrt.
Zusétzlich besteht auch die Moglichkeit, den Gesamtschaden durch die Einzelschidden zu be-
rechnen. Dabei ist es erforderlich, aus den Verteilungen der Einzelschiden mittels Faltung die
Verteilung des Gesamtschadens zu bestimmen. Diese fliefit dann in die Lésung der Deckungs-
grenze bzw. der Préamie ein und muss nach Prioritét bzw. Pramie aufgel6st werden.

9Vgl. Kapitel 4.

0Das p-o-Entscheidungsprinzip kann zum einen gegen das Zustands-Dominanz-Prinzip und zum anderen gegen
die Axiome des Bernoulli-Prinzips (des rationalen Handelns) verstoBen. Vgl. u. a. Schmidt, Tyrell (2006),
Breuer (2008).
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Die vorliegende Arbeit hatte zum Ziel, Risikopréiferenzen eines Erstversicherers bzgl. des Riick-
versicherungsgeschéftes zu modellieren. Dies geschah auf Grundlage von hybriden Entschei-
dungsprinzipien. Diese Herangehensweise ist bisher nicht in der Riickversicherungsliteratur
als auch allgemein in der Versicherungsliteratur zu finden und ist damit wesentlicher Beitrag
dieser Arbeit. Auch im Riickversicherungsgeschift wird die Verwendung von Risikopriferen-
zen in Zukunft zu nehmen, so wie deren Verwendung auch schon in andere Bereiche Einzug
gehalten hat. Die Verwendung anderer Riickversicherungsstrukturen als auch die jeweilige An-
passung an die speziell vorliegende nicht-proportionale Riickversicherung liasst diese Arbeit
bewusst offen und kann Gegenstand zukiinftiger wissenschaftlicher Abhandlungen sein.



Anhang A

Beweise zum Kapitel
Entscheidungstheorie

Beweis der dquivalenten Darstellungen fiir das Priferenzfunktional @, (X):

Es ist

P A(X) =

Fiir den Erwartungswert gilt

B(X) =

Durch Umstellen von (A.2)

D, A (X)

E(X|X < 24) + (1 = NE(X|X > z4).

B(X|X < 20) + (1 — ) E(X|X > z4).

nach E(X|X > z,) und Einsetzen in ®, »(X) folgt

AE(X|X < 24)
i: > (B(X) — aB(XIX < 20)

2 ) + <>\ ) E(X|X < 24)
i:iE(X) A7 O pXIX < ).

Durch Umstellen von (A.2) nach F(X|X < x,) und Einsetzen in (A.1) folgt

A
Cap(X) = —(EX) -1 -a)E(X]X 2 24))

b (1= NEX|X > z4)

_ gE(X) + <1 - 2(1 - a)) E(X|X > 24)
A A )

— 2Ex)+ (1-2) B(X|IX > 2)2
« «

"s gilt (A - 122a) = Aloe—alod) - asdecabde  aoa,

*Esgilt 1 -A—2(1—a)=1-

ad+A(1—a) _ 1— altd—aX _ 1— A
o - o - a’
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(A1)

(A.2)
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QED

Nachweis der Risikoeinstellung fiir das Priferenzfunktional ¢, »(X):
Man betrachte das Praferenzfunktional

B 1_)\E(X)+>\_a

= < .
1-a 1—ozE(X|X_xa)

<I>Oc,)\(X)

Fiir das Priferenzfunktional mit Erwartungswert gilt

PoA(B(X) = TN BE(X) + 3 BEX)|X < )
- 1:2E(X) n i\:zE(X)
= E(X).

In den unteren bedingten Erwartungswert fliefen die 1 — « grofiten Auspriagungen der Zu-
fallsvariablen X nicht ein, somit ist dieser kleiner als der Erwartungswert

E(X) > E(X|X < z4).

Man multipliziere i‘:—g Es kann somit fiir a < A
A—a A—a«
- <
T aE(X) > T aE<X|X < xq)
bzw. fir a > A : )
-« -«
- < 4
T aE(X) < T aE(X\X < xq)
ermittelt werden. Es gilt ’1\:—3‘ =1- }:2 . Damit folgt fiir die Ungleichungen
1—A A—
. <
E(X) > T aE(X) + = aE<X|X < Zq)
fiir « < X\ bzw. fiir a > A
1—=A A—a«
B(X) < 1 BX) + 2 B(X|X <)

Die rechte Seite der Ungleichung ist gleich dem Priferenzfunktional. Die linke Seite ist ge-
rade das Préferenzfunktional des Erwartungswertes. Damit gilt @, \(E(X)) > ®o 2 (X) fiir
a < X bzw. fiir a > XA @, \(E(X)) < P4 (X). Deshalb zieht ein Entscheider fiir o < A
das Priferenzfunktional des Erwartungswertes (die sichere Aktion) dem Préferenzfunktional
der Zufallsvariablen X (der unsicheren Aktion) vor. Das Préferenzfunktional spiegelt somit
in diesem Fall Risikoaversion wider. Im Fall o > A dagegen wird die unsichere Aktion (das
Priferenzfunktional der Zufallsvariablen X) vorgezogen und stellt somit den Sachverhalt der
Risikofreude dar.

*Es gilt 12 + 2=2 = 1.
4In diesem Fall ist % negativ. Somit kehrt sich das Relationszeichen um.
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Betrachtet man den Fall identischer Risikoparameter, erkennt man, dass das Préaferenzfunk-
tional in diesem Fall auf den Erwartungswert zusammen fallt

1—A A—
Qo (X) = 1—04E(X)+ 1o E(X|X <z, = EX).
=1 =0

Es gilt also @, 1\ (E(X))) = E(X) = @4 (X) fiir @ = A. Ein Entscheider ist somit indifferent
zwischen der sicheren und unsicheren Aktion und folglich risikoneutral®.

QED

Beweis der dquivalenten Darstellungen fiir das Priferenzfunktional ®45(X):
Es ist

Pps(X)=(1-0)E(X|X <z1_p) +IE(X|X > z1_p). (A.3)
Fiir den Erwartungswert gilt

E(X) =(1-B)E(X|X < z1_5) + BE(X|X > z1-p). (A.4)
Durch Umstellen von (A.4) nach E(X|X < x1_g) und Einsetzen in ®g ;5 folgt

1-9

po(X) = 75 (B(X) = BEX]X > 21-))
+ SE(X|X >a1_p)
1-6 1-6
= 5P+ (5 1250) BXIX 2 a1y
1-6 5 —
- mE(X) + %E(XD( > z1_g)S5.

Durch Umstellen von (A.4) nach E(X|X > x1_g) und Einsetzen in (A.3) folgt

ps(X) = (1-0)E(X[X <21p)

i %(E(X) —(1- BB(X|X <31_5)
1) 1)

= 5P+ (125 50-5)) BXIX < 0105)
1) 1)

= B+ <1 - E) B(X|X <215)".

QED

5Vgl. bzgl. der Definition der drei Risikoeinstellungen Definition 2.4.1

6 H 1-45 _ 8(1-B)—pQA=08) _ §-6B—B+IB _ 5P
Es gilt (57ﬂ ) = i=p = =3 = 2.

7 . s _ Bs+5(1-B) _ Bé+6—B8 __ [
Bsgilt 1 -0 — §(1— ) =1— 200000 — g _ 004800 3 _ &
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Nachweis der Risikoeinstellung fiir das Priferenzfunktional ®3 5(X):
Man betrachte das Praferenzfunktional

1-9 0—p

=_ i > .
Cp5(X) = 7 —BE(X) + 1 ﬁE(XlX > r1-5)
Fiir das Préferenzfunktional mit Erwartungswert gilt
1-90 0—p0
Pp5(E(X)) = mE(E(X)) + mE(E(X)\X > 1 p)
1= 0—p0
= - ﬁE(X) + - ﬁE(X)
= E(X)3

In den oberen bedingten Erwartungswert flielen die 1 — « kleinsten Ausprigungen der Zu-
fallsvariablen X nicht ein, somit ist dieser grofler als der Erwartungswert

E(X) < E(X|X > z4).

Man multipliziere f:—g. Es kann somit fiir 8 < §
0—p 0—p
- r i >
7 _5E(X) < 7 _ﬂE(X\X > x1_3)
bzw. fiir 8> ¢
LE(X)>ME(X|X>$ &
1-7 1-7 =Tp
ermittelt werden. Es gilt % =1- % Damit folgt fiir die Ungleichungen
1—-90 0—p0
- - R >
E(X)< 1—5E(X)+ l—ﬁl aB(X|X > x1-p)
fir 8 < 9 bzw. fir 5 > §
1-9 0—p0
_— _— > .
E(X) > 7 _5E(X) + 7 —BE(X|X > z1_3)

Die rechte Seite der Ungleichung ist gleich dem Préferenzfunktional, die linke Seite ist gerade
das Préferenzfunktional des Erwartungswertes. Damit gilt

Pps(E(X)) < Pps(X))

fiir B8 < § bzw. fir 6 > 9§
D5 (B(X)) > Dy a(X).

Dem entsprechend zieht ein Entscheider fiir 8 < § das Préferenzfunktional der Zufallsvaria-
blen X (die unsichere Aktion) dem Préferenzfunktional des Erwartungswertes (die sichere
Aktion) vor. Das Priiferenzfunktional spiegelt somit in diesem Fall Risikofreude wider. Im

*Es gilt =5 + =5 =

1.
In diesem Fall ist % negativ. Somit kehrt sich das Relationszeichen um.
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Fall 5 > § dagegen wird die sichere Aktion (das Priferenzfunktional des Erwartungswertes)
vorgezogen und stellt somit den Sachverhalt der Risikoaversion dar.

Fiir den Fall identischer Risikoparameter fillt das Préferenzfunktional auf den Erwartungs-
wert zusammen

B(X) = 3 BOX) + {5 B(XIX = 01-5) = E(X).
=1 =0

Es gilt also @3 5(E(X)) = E(X) = ®3,5(X) fiir a = A. Ein Entscheider ist indifferent zwischen

der sicheren und unsicheren Aktion und somit risikoneutral®.
QED
Beweis von Satz 2.6.3:
Man verwende folgende Nutzenfunktion
1= 0—0 1
u(t) = mt + -5 max(0, 87 (t — (1 = B)))
B 1—5t+5—ﬁ 0, fiir 1-0
S l-p =gl - (=p), fir t>1-p
Fiir diese reellwertige Nutzenfunktion gilt
1—90 0—p0
und 1-6  6-5 1-6 6-3
=" 14+ —p 1 -(1-8)=—+—==1
o(1) = T 1+ T = (1= 8) = {5 + T
Man untersuche die Grenze der Fallunterscheidung zur Uberpriifung der Stetigkeit. Es gilt
1-6 5—6{0 fir t<1-7
v(l—-p)=—>0-0)+ — T . Z =1-—0.
U= =150 = g s -m - -, fr 214

Es liegt somit Stetigkeit vor.
Zur Uberpriifung der Monotonie differenziere man die Nutzenfunktion. Fiir den Fall t < 1— /3

gilt:

und fiir den Fall t > 1 — 3:

10y gl. bzgl. der Definition der drei Risikoeinstellungen Definition 2.4.1



ANHANG A. BEWEISE ZUM KAPITEL ENTSCHEIDUNGSTHEORIE 171

Somit ist die Nutzenfunktion monoton wachsend. Man berechne das Praferenzfunktional der
dualen Nutzentheorie fiir diese Nutzenfunktion. Es gilt

' (x) = O/ Fielt) dvlt) = [ F(0) | 150+ 10 max(0,67 (¢ - (1= 9)
- ZF}(t)d(fét) +1/; Fea(1=55t) + [ Few a($=5-a-a)

QED



Anhang B

Beweise zum Newsvendor Modell

B.1 Newsvendor Modell mit Risikopriferenzen

Beweis der optimalen Newsvendor Losung fiir das Préferenzfunktional ®g ;:
Es gilt die Zielfunktion

P35(Gly, X)) = (1 —-06)E(G(y,X)|G(y,X) < g1-5(y)) + 6E(G(y, X)|G(y, X) > g1-5(y))

und ist zur Darstellung (2.6)

B14(Gly. X)) = SE(Gly. X)) + (1 - %) B(G(y, X)|G(y, X) < g15(9))

dquivalent. Somit gilt fiir die erste Ableitung! des Priferenzfunktionals

D, (®35(G(y, X)) = 5D,(E(Gly. X)) + (1 - %) Dy (E(Cly, X)|G(5. X) < g1_s(1))).

Fiir die erste Ableitung des erwarteten und des unteren bedingten erwarteten Gewinns des
Newsvendors gilt?

Dy(E(G(y, X)) = p—c—(p—2)Fx(y)

Dy (E(G(y, X)|G(y, X) <g1-5(y))) = { ;c_ti =5Fx (), Elli gg;

Es folgt somit fiir die erste Ableitung des Préferenzfunktionals im Fall Fx(y) > 1 —

D, (@s(Gly. X)) = 3lp -~ (0~ )Fxly)] + (1 - %) et =0

'Es bezeichne D, = j—y.
2Vgl. Jammernegg, Kischka (2005b), S. 32. Man ersetze bei Kischka, Jammernegg im unteren bedingten er-
warteten Gewinn « durch 1 — .

172
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Durch Multiplikation mit B ist

p—c—(p—2)Fx(y)+
Somit folgt fiir das Optimum im Fall Fx(y) > 1—

p—c 6—pfc—z
p—z 6 p—=z

Fx(y"(8,9)) =

bzw.

o (24 2055,

p—z 6 p—=z

Fiir die zweite Ableitung® gilt

Dyy(®5,5(G(y, X)) = —%@ D fxly) <0

fiir alle y. Daraus folgt, dass y*(3,0) ein Maximum ist.

Man betrachte den Fall Fix(y) <1 — . Es gilt

Dy(@3s(G. X)) = Sl-c— -]+ (1-3) |p- e T2
= p-c-tp-arx) (54 (1-5) )
— poc- - D)5 =

Damit gilt fiir das Optimum im Fall Fx(y) <1-0

Fx(y"(8,9)) =

bzw.
_ 1—
y*(B,0) = Fx <p_c —ﬁ>

Fiir die zweite Ableitung gilt

Dy (®55(Gly, X)) = ~1—3(p — 2)fx(y) < 0

Q‘Qﬂ

. . 2
3Es bezeichne D,, = £

d y2"
A e _s\ 1 _ 5, B-6 _ SQ-B)+B—6 _ 6-68+6-8 _ BO1=8) _ 1-5
Es gilt 5 + (1 ﬁ) 5= 5T Ba-m —  AU-B)  — BU-5 — BB — 15
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fiir alle y. Daraus folgt, dass y*((3,0) im Fall Fx(y) < 1 — 3 ein Maximum ist.

Man betrachte die Grenze Fx y) <1- ﬁ Es gilt 2=£. % < 1 — . Durch Umstellen

p—z 1=
folg d bzw. 6§ <1 - &£ —2 . Damit gilt fiir das Maximum insgesamt
p—z p—z
« (p—c | 6=8 c— ) _
g | p§+T-;_g), fitr § > =2
YARO= pr M.ﬂ) fiir § < ¢==
X \p—2 1- ) — p—=z

QED

B.2 Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion

Beweis von Satz 3.4.1:
Fiir die Gewinnfunktion des Newsvendors gilt

B 0, fir X >y
G x) = k)~ 0= Oy WXy

Man bilde den erwarteten Gewinn

Y 00
E(G(y, X)) = py—k(y { y—x)fx(z) dv+ [ 0- fx(z) dx]
[jo-onene]
Yy
= py—k(y y—x)fx(x) dv
oo

= k)~ =2 [y [ fx@) do— [afxt) ds
L O 0

= py—k(y) —(p—2) |yFx(y) —/fvfx(x) daz] :
L 0

Es folgt fiir die erste Ableitung des erwarteten Gewinns

Dy(E(G(y,X))) = p—ky(y) —(p—2)[Fx(y) +yfx(y) —yfx(y)]

= p—ky(y) — (p— 2)Fx(y). (B.1)
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Man bilde den unteren bedingten erwarteten Gewinn. Fiir den Fall F(y) > « gilt

B X)6w.X) <0av)) = % [ lw=K@) ~ (=)~ )| fx(a) da
0

Fiir den Fall F(y) < «a gilt

B(G X6 X) < 0alu)) =  [low— k) = (0= )y~ 0 x(e) do
0

2y [ @) do T o) do
0 0 ,
= oy hly) = ) + o [apc(a) da



ANHANG B. BEWEISE ZUM NEWSVENDOR MODELL 176

Damit ldsst sich fiir den unteren bedingten Erwartungswert festhalten

F% ()
—k(y) +z2y— (p—2)% ({ zfx () dr,

fir Fx(y) > o
E(G(y, X)|G(y, X) < galy)) =

Yy
py — k(y) - E2yFx(y) + &2 ({xfx(fﬂ) dz,

fir Fx(y) < «

Fiir das erste Differential des bedingten Erwartungswertes folgt somit

—ky(y) + 2, fir Fx(y)
p—ky(y) — =2Fx(y), fir Fx(y)

Es gilt fiir das Priferenzfunktional des u-C'VaR-Prinzips (3)

D(B(G X) G0 X) < 0a0) = {

B0 7(Gly, X)) = T~ B(G(y, X)) + 22 B(G(, X)|G(0, X) < 0a(v))

und fiir dessen Ableitung

D@0 1(Gly, X)) = T2 Dy (B(Gly, X)) + *— 2 Dy (B(G(, X)|Gly, X) < galy)))

Man betrachte den Fall Fx(y) > «. Es gilt fiir die erste Ableitung des Priferenzfunktionals

D,@an(G X)) = =2 = k(1) — (o= P ()] + 22

l—«

[=ky(y) + 2] = 0.

Durch Multiplikation mit i:—‘j\‘ ist

A — o

p=ky(y) = (0= 2)Fx(y) + 37— [-ky(y) +2] = 0.

Somit folgt fiir das Optimum im Fall Fx(y) > «

) = p—ky(y") + a—Aky(y*) — =

F
Xy p—2z 1-XA p—=z

bzw.

sl =y = ry (PR o allD —2),

p—=z 1-XA p—=z
Fiir die Maximalbedingung (zweite Ableitung) muss gelten

1—X A—

Dyy(®aa(G(y", X)) = 1 — o [—kyy(y") — (P — 2) fx ()] + I—a

1-X,
1_an(y)<O.

[—Fyy (y")]

= _kyy(y*) —(p—2)
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Man betrachte den Fall Fx(y) < a. Es gilt fiir die erste Ableitung des Priferenzfunktionals

Dy(@ar(G X)) = 15— k() = = Fx(] + 35 |p= k(o) -

l—«
1—)\+)\—a1
11—« l—aa

p—=z

Fx(y)

= p—ky(y) — (p—2)Fx(y) [

= p—Fkyly) —(p— z)Fx(y)g = 0.

Damit gilt fiir das Optimum im Fall Fx (y) < «

o _ PRy ) a
F ="
x(¥) PR
bzw.
* * * p— ky(y*) o
AN=y"'=Fy | ————=—].
Yy (Oé, ) Yy X < p—z Y
Die Maximalbedingung lautet in diesem Fall
* * * )\
Dyy(®an(G(y*, X)) = —ky(y") — (p—2)fx(y )a <0.

Man betrachte die Grenze Fx (y) < «. Es gilt z%yz(y)% < a. Durch Umstellen folgt 1%7,5/) <
A. Damit folgt fiir das Maximum insgesamt
w ((p—ky(y* A ky(y*)—
P (A2 1 g,
. —k * * — *
fiir A < 22000 und — Ky, (y*) — 22 (0 — 2)fx(y) < 0
yi(aN) =y =

x [ P—ky(y*) e
FX p—=z A

fiir A > ]%(zy*) und — kyy(y*) — %(p— 2)fx(y*) <0
QED

Beweis von Satz 3.4.2:
Es gilt das Préferenzfunktional

Bas(Gly. X)) = SE(G(. X)) + (1 - %) B(Gly, X)\ Gy, X) < g1s(y)).

Somit ergibt sich fiir die erste Ableitung des Priferenzfunktionals

SD,(B(G(. X)) + (1 - %) Dy(E(C(y, X)|C(y. X) < g1-5())).

Fiir die erste Ableitung des erwarteten und des unteren bedingten erwarteten Gewinns gilt
wegen Formel (B.1) und (B.2)°

Dy(E(G(y, X)) = p—kyly) — (p—2)Fx(y)

Dy(E(G(y, X)|G(y. X) < 1-5(y))) = { ;ﬁy;iz)(;;i’%Fx(y), Ei %8; i i_g :

Dy(®p,5(G(y, X))) =

5Bei der Formel (B.2) muss dabei o durch 1 — 3 ersetzt werden.
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Damit folgt fiir die erste Ableitung des Priferenzfunktionals im Fall Fx(y) > 1 — (3

D, (@5s(Gy. X)) = 3o~ hy(0) — (0 — ) Px ()] + (1 - %) —ky(y) +2] = 0.

Durch Multiplikation mit % ist

p=k) — - 2P + (1-5) Sk 4 = 0
p= k)~ = D)+ (5 1) R+ = 0
P k)~ (0~ 2Fx) + =Ll 2 = 0

Es folgt somit im Fall Fx(y) >1— 0

_p—ky() |, 6By =

Fx(y) p—=z 1) p—=z

bzw.

(5.0 =y = (2B SO 22

p—z 1) p—z
Fiir die zweite Ableitung gilt

]

Dy (@Gl X)) = Sl-hnlo) — (o= 2)x(w)] + (1—3) [~y ()]

= —kyy(y) —(p— Z)%fx(y)-

Das Optimum y* ist somit ein Maximum, wenn —k,, (y*) — (p — z)%fx(y*) < 0 ist.

Man betrachte den Fall Fix(y) <1 — . Es gilt

Dy(®5,5(Gly, X)) = % [ — ky(y) — (p — 2)Fx (y)] + <1 - %) [p — ky(y) — f:;
= p—ky(y) — (p—2)Fx(y) <% - <1 - %) ﬁ)
= p—kyly) —(p— Z)Fx(y)% =0.

bzw.
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Fiir die zweite Ableitung kann

Dyy(®5,6(G(y, X)) = —kyy(y) — m(p —2)fx(y)
erhalten werden. Das Optimum y* = F% (%(Zy*) . %) ist damit ein Maximum, wenn

—kyy (y*) — %(p —2)fx(y*) <0 ist.

Man betrachte die Grenze Fx(y) < 1 — 3. Es gilt Z pkyz(y) % < 1 — (. Durch Umstel-
len folgt I%yé) <1—40dbzw. 6 <1-2 pk_yiy) = k“’}gy)z 2. Damit gilt fiir das Maximum
insgesamt

« (p=ky(y") | 6-BRy(y")—2
Fx (1;117 + TypT) )

fiir 6 > % und — ky, (y*) — %(p— 2)fx(y*) <0

Y (8.0) =y =
o (poky(?) | 1-
FX(%'% ?
fur5<wund — kyy(y )—%(p—z)fx(y*)<0

QED



Anhang C

Beweise zu den
Riickversicherungsmodellen

C.1 Beweise fiir das Prioritidtsoptimierungsproblem

Beweis von Satz 5.1.1:

Es gilt
0 fur X <d

Pp(G(d, X = BEGd,X)=E|Pr—B—-X—-RVP()+<
5(G(d.X) = E(G(d.X)) ( (@ {X_d’ fﬁrdq)

= Pr—B—E(X)—RVP(d)—I—/OdFX +/ d) dFx (z

d
= Pr—B—-E(X)-RVP(d +/ d) dFx(x
d

= Pr—B-—E(X)—RVP(d) + /x dFx (z) — d[1 — Fx(d)].
d

Man bilde das erste Differential des Préferenzfunktionals bzgl. der Prioritéit d

Dy(®5(G(d, X)) = —RVPy(d) —dfx(d) — 1+ Fx(d) + dfx(d)
—RVPy(d) — 1+ Fx(d) = 0.

Daraus folgt die implizite Losung Fx (d*) = 1 + RV P;(d*). Fiir die zweite Ableitung kann

D4a(®5(G(d, X))) = —RVPul(d)+ fx(d)

"Esist [ (z—d) dFx(z) = [  dFx(x jdde (@) = [z dFx(z dj dFx(z) = [ @ dFx(z)—d[1- Fx(d)].
d d d d

Letzte Umformung gilt aufgrund der Elgenschaften fiir Vertellungsfunkmonen

180
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geschrieben werden. Somit ist Fix(d*) = 14+ RV Py(d*) ein Maximum, wenn —RV Pyq(d*) +
fx(d¥) <0 gilt.

QED

Beweis von Satz 5.1.2:
Man setze das erste Differential der Riickversicherungspriamie aus Lemma 5.1.1 in die implizite
Losung von Satz 5.1.1 ein und erhélt die optimale Prioritét unter Verwendung der speziellen
Riickversicherungspriamie

Fx(d') =1+ RVFPy(d”) = Fx(d") =1+ (1 +7)[-1+4 Fx(d)] = 7[-1+ Fx(d)] =0

= Fx (d*) = 1.
Fiir die Maximalbedingung gilt durch Einsetzen der zweiten Ableitung der Riickversicherungs-
priamie
—RVPg(d*) + fx(d*) <0 = —(14+)fx(d)+ fx(d) <0 = —yfx(d") <0.
QED

Beweis von Satz 5.2.1:

Fiir das Priferenzfunktional gilt ®,(G(d, X)) = E(G(d, X)|G(d,X) < ga(d)), wobei go(d)
das a-Quantil der Gewinnverteilung ist. Das Préiferenzfunktional ist damit der erwartete Ge-
winn der «-100 % schlechtesten Gewinne. Man betrachte die Gewinnfunktion in Abhéngigkeit
vom Schaden. Dies illustriert die folgende Abbildung.

G(k)
(1-a) - 100 % grofiten
al Gewinne
g
¢ | a - 100 % kleinsten
¥ - Gewinne
X0 d Shadn x
N
(1-a) - 100 % o * 100 % groBten ;
kleinsten Shdn Shiinu (fuir festes o

Abbildung C.1: Gewinnfunktion (Prioritéit) des Erstversicherers.

Man erkennt, dass die a-100 % kleinsten Gewinne bei den a-100 % hochsten Schéiden eintreten.
Dies sind gerade alle Gewinne bei Schéden oberhalb des (1 — a)-Quantils der Schadensvertei-
lung. Damit gilt ®,(G(d, X)) = E(G(d, X)|X > x1_4(d)), wobei z1_4(d) das (1 — «)-Quantil

der Schadensverteilung ist.
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Man betrachte den Fall Fx(d) > 1 — a. Es gilt

D, (G(d, X)) = E(G(d,2)|X > z1_a(d))

[Pr— B — RVP(d) — x + x — dJdFx (z)

|+

—~—- &\8

+ [Pr — B — RVP(d) — z]dFx (x)
Fyl(l-a)
1 7 1 7
— Lipr—B-RVPWU) / dFy (z) —d/dFX(x)
o (6%
Fil(l-a) d
d
— l / a;dFX
(6
Fil(l—a)
1 1
= E[PT —B—-RVP@A|1-(1-a)— aal[l — Fx(d)]
d
L dF
T z dFx ()
F-1(1-a)

d
= Pr—B-RVP(d)~ ~d[l - Fx(d)] - - / © dFy(z).
(1-

Fil(1—0a)

Fiir die erste Ableitung gilt damit
Da(®a(G(d, X)) = ~RVEid) ~ (1~ Fx(d) + ~d fx(d) ~ ~d fx(d)
= —RVE(d)~ ~(1— Fx(d))
= (L)1 + Fx(d)] + ~[-1+ Fx(d)]

Durch Nullsetzen erhélt man das Extremum Fy(d*) = 1. Zur Bestimmung der Art des Ex-
tremums bilde man die zweite Ableitung des Priferenzfunktionals

Dad®a(G(d, X)) = | ~(1+2) + 3] Fx(@,

Fall fx(d*) # 0: In diesem Fall ist Fx(d*) = 1 ein Maximum?, wenn 1++ > 13 bzw. o > ﬁ‘l
gilt.

2Dies ist auch das globale Maximum, da es eine Randlésung ist und in diesem Fall kein lokales Minimum
existiert.

3In diesem Fall ist die zweite Ableitung negativ, da die Verteilungsdichte keine negativen Ausprigungen besitzt.
4Folgt durch Umstellen aus 1 4 v > é
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Fall fx(d*) = 0: In diesem Fall ist die zweite Ableitung gleich null. Es handelt sich somit
um einen Wendepunkt. In diesem Fall befindet sich das globale Maximum am Rand. Es gilt
fiir das Maximum Fx(d*) = 1, da ®,(G(d*, X)) > ®,(G(d, X)) fiir alle d > 0 ist. Dies soll
im Folgenden gezeigt werden. Es gilt

Bo(G(d*, X)) = Pr—B-— é / 2 dF ()
Fil(1-a)
bzw.
d
Bo(G(d, X)) = Pr—B—RVP(d)— éd[l — Fy(d)] é / © dFx ()
Fyl(l-a)
— Pr—B- é / r dFx(z) — RVP(d) + éE(RVS(d,X))5
Fy'(l-a)
— pr-p-2 / 2 dFx (z) — <1 by 1) E(RVS(d, X)).
aF;1<1—a> :

Somit folgt fiir 1+~ > L bzw. a > —=, dass ®,(G(d*, X)) > ®,(G(d, X)) fiir alle d > 0 ist.
@ 1+

Man betrachte den Fall Fix(d) <1 — a. Es gilt fiir den bedingten erwarteten Gewinn

¢Q(G(d’X)) = E(G(d>X)|XZ$17a(d))

_ 1 / [Pr— B~ RVP(d) — ¢+ — djdFy ()
(0]
Fil(l—a)
- Y- B-RVPW@) -4 / dFy (z)
(0]
Fil(l-a)

= é[Pr — B-RVP(d)—d[l —(1—a)] = Pr—B—RVP(d) —d.

5Folgt wegen

d o oo
—Ldl—Fx(d)]-% [ adFx(x)+% [ zdFx(x)—-L1 [ zdFx(x)
Fyl(l-a) Fyl(l-a) Fyl(l-a)

=1 ] 2dFx@+)[(e—d)dFx(@)=-1 | zdFx(z)+ LE(RVS(d,X)).
d

Fyl(l-a) Fyl(l-a)
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Man differenziere und erhélt

Du(®a(G(d, X))) = —RVP4(d) — 1 = —(1+7)[~1 + Fx(d)] — 1°.

Durch Nullsetzen der ersten Ableitung folgt v — (1 +v)Fx(d*) = 0 bzw. Fx(d*) = 1. Man
betrachte die zweite Ableitung des Préferenzfunktionals

Dua(B(G(d, X)|X > 21_a(d))) = —(1+7)fx(d).

Da « und auch die Schadensverteilungsdichte nicht negativ sind, nimmt die zweite Ableitung

immer negative Werte an. Somit ist Fx(d*) = m ein Maximum. Fir das Maximum muss
F(d*) < 1 — a gelten, damit ist < 1 — a. Dies ist Wlederum dquivalent zu a < ﬁ?
Daraus folgt, dass Fx(d*) = 7= + ein Maxnnum ist fiir o < 9= + =
Insgesamt folgt somit Fx(d*) = 1 ist das Maximum fiir o > ﬁ Im Fall a < % exis-
tiert gerade das andere Maximum Fx (d*) = 1.
QED
Beweis von Satz 5.3.1:
Es gilt
1-A A—
Do\ (G(d, X)) = T—=E(G(d, X)) + T—B(G(d, X)|G(d, X) < ga(d))
Aus dem Beweis von Satz 5.2.1 ist folgende Gleichheit bekannt
E(G(d, X)|G(d, X) < ga(d)) = E(G(d, X)|X = 21-a(d)).
Fiir die erste Ableitung des Priferenzfunktionals nach der Prioritét folgt damit
1—A A—
Da(@a(G(d, X)) = 12 DalB(G(d, X)) + T2 Da(E(G(d, X)X > a1-a(d)).

Aus den Beweisen von Satz 5.1.1 und Satz 5.2.1 ist die Ableitung des erwarteten Gewinns
und des bedingten erwarteten Gewinns bekannt. Fiir diese gilt

DyE(C(d, X)) = —RVPi(d) —1+ Fx(d
—RVPy(d) — 1, fir Fx(d) <1-—«

Da(B(G(d, X)|X 2 21-0(d))) = { —~RVPy(d) — (1 - Fx(d)), fir Fx(d)>1—a -

Man betrachte den Fall Fix(d) < 1 — «. Damit gilt fiir die erste Ableitung des Priferenzfunk-
tionals
1-A o
Du(®ar(G(d, X)) = T—2[-RVPsd) 1+ Fx(d)] + T2 [~RVPy(d) - 1]

1—
= —RVP,(d) -1+ ﬁFx(d).

Es gilt RV Py(d) = (1 +7)[~1+ Fx(d)]. Vgl. dazu Lemma 5.1.1.

TGilt wegen 75 <l-a=7<l-a)(1+7y) = 7y<l+y-a(l+7) = 0<1-a(l+y) = a(l+7) <
I = a< s

8Es ist auch das globale Maximum, da fiir diesen Fall nur dieses Maximum bestimmt werden konnte und kein
Minimum und kein Wendepunkt existiert.
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Durch Nullsetzen der ersten Ableitung und Umstellen kann die implizite Losung Fx (d*) =
=211 + RV Py(d*)] erhalten werden. Fiir das zweite Differential gilt

1-A
Dia(2ax(G(d, X)) = —RVPuld) + —fx(d).
Somit ist die Losung Fx(d*) = 1=%[1 + RV P4(d*)] ein Maximum, wenn —RV Pyq(d*) +
122 fx(d*) < 0 gilt. Fiir die Grenze Fy (d) < 1— a lisst sich 3=%[1+ RV Py(d*)] < 1 —a bzw.

durch Umstellen A < —RV P,(d*) festhalten.

Man betrachte den Fall Fx(d) > 1 — a. Es folgt fiir das erste Differential des Priferenz-
funktionals

D@6 \(G(d. X)) = T N[-RVEd) 1+ F(d)] + *—[-RVPy(d)

l—«
1-)\ A—al
—| [-14+ Fx(d
1—a+1—0404 [ + X( )]

L1 - Py (@)

«

— —RVPd) +

— —RVPy(d)+ Z[-1+ Fx(d)°.

Q1>

Man setze die Ableitung gleich null, stelle nach Fx(d*) um und erhilt
Fy(d) =1+ %RVPd(d*).
Fiir die zweite Ableitung des Priferenzfunktionals kann
Dga(®an(G(d, X)) = —RVPu(d)+ gfx(d)

ermittelt werden. Somit ist fiir A > —RV Py(d*) die implizite Losung Fx (d*) = 1+ SRV Py(d*)
ein Maximum, wenn die Maximalbedingung — RV Pyq(d*) + % fx(d*) <0 erfiillt ist.

QED

. — — 1—XN)+X— — — A(1—
QESglltl)\+i\7g§:a(&(l)72)a_a alt+A—a __ ( a) A

a(l—a) — a(l—a)  a°

-«
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Uberfiihrung der Newsvendorlésung in die Lésung des Riickversicherungsmodells:

Fiir das Newsvendor Modell mit nicht-linearer Kostenfunktion und Risikopréferenzen 3 und
A0 gilt

Unter Verwendung der Analogie aus Tabelle 5.2 folgt

—1—RV Py(d*) A—a RV Py(d*)—0

=0 _ T X  -1-0
fiir A > BVED0 g RV Pyy(d*) — 2(—1 - 0)fx(d*) <0
Fx(d*) =
—1-RVPy(d*) 1-a

0
fiir A\ < BI04 RV Pyy(d*) — 122 (=1 - 0) fx(d*) <0

1+ RVPy(d*) + 22 RV Py(d*),
fiir A > —RV Py(d*) und — RV Pyq(d*) + 2 fx(d*) <0

12911 + RV Py(d")],

[ fiir A < —~RVPy(d*) und — RV Pyg(d*) + 122 fx(d*) < 0
1 + SRV Py(d*),

fiir A > —RV Py(d*) und — RV Pyq(d*) + 2 fx(d*) <0

501+ RV Py(d)],
| fiir A < =RV Py(d*) und — RV Pg(d*) + 122 fx(d*) < 0

l—«

und bringt die implizite Losung von Satz 5.3.1 hervor.

Beweis von Satz 5.3.2:
Man setze das erste Differential der Riickversicherungspriamie aus Lemma 5.1.1 in die implizite
Losung von Satz 5.3.1 fiir den Fall Fx(d) > 1 — a!! ein und erhilt

Fy(d) =1+ %RVPd(d*) = Fx(d)=1+ %(1 )1 + Fx(d")]
= %(1 +q)— 1} [—1+ Fx(d*)] =0

= Fx(d*):L

Fiir die zugehorige Maximalbedingung gilt durch Einsetzen der zweiten Ableitung der Riick-

10ygl. dazu Abschnitt 3.4.
"Djes ist zu A > —RV P4(d*) dquivalent.
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versicherungspréamie aus Lemma 5.1.1
—RVPu(d") + —fx(d") <0 = —(1+)fx(d)+ ~fx(d) <0
A
= (—(1 +7) + E) [x(d*) <0.
Fall fx(d*) # 0: Da die Schadensdichte keine negativen Werte annehmen kann, ist
A "
~(+y)+2) fx(@) <o,

genau dann, wenn 1+ v > g gilt. Somit ist Fx(d*) = 1 das Maximum, wenn die Bedingung
1+v> g erfiillt ist. Dies ist gleichzeitig eine Randlésung und somit das globale Maximum.

Fall fx(d*) = 0: In diesem Fall ist die zweite Ableitung gleich null. Es handelt sich somit
um einen Wendepunkt. In diesem Fall befindet sich das globale Maximum am Rand. Es gilt
fir das Maximum Fx (d*) = 1, da ®, \(G(d*, X)) > ®, A(G(d, X)) fiir alle d > 0 ist. Dies soll
im Folgenden gezeigt werden. Es ist

1—A

Po\(Gd X)) = 1N [Pr— B~ B(X)]
—
+ A-a P?“—B—l / x dFx(x)
l-« «
Fel(l—a)
1A A—al [
= PT_B_I—QE(X)_l—aE / x dFx(x)
Fyl(l-a)
bzw.
1—
an(G(d, X)) = 1= 2 [Pr— B — E(X) — RVP(d) + E(RVS(d, X))]
A 1 ’
+ AT pr_ B RVP(d) - Sd[l - Fy(d)] — ~ / v dFx (x)
l-« « «
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- A A—al [
= PT_B_l—aE(X)_l—aa / x dFx(x)
Fyl(l-a)
1—-A
+ T a [-RVP(d)+ E(RVS(d,X))]
— 1
4 2o —RVPM)+—EGHTMLX»}”
11—« «
1—A A—al T
= PT_B_l—aE(X)_l—aa / x dFx(x)
Fy'(l—a)
A
~ RVP(d)+ ZE(RVS(d, X))
- A A—al [
= PT_B_l—aE(X)_l—aa / x dFx(x)
Fel(l—a)

A
_ G+7_E>vaﬂ¢X»
Somit folgt fiir 1 4+~ > 2, dass @ \(G(d*, X)) > ®o 1 (G(d, X)) fiir alle d > 0 ist.

Man betrachte den Fall Fx(d) < 1 — o' und setze das erste Differential der Riickversi-
cherungspriamie aus Lemma 5.1.1 in die implizite Losung von Satz 5.3.1 ein. Es gilt

Eﬂf):iiiH+RV&MW
N fkuw:%g%u+ﬂ+7»4+Fﬂfm
= 1:—())\4—1:?(1—1—@—1—(1:—())\4(1+’Y)—1>Fx(d*)_0
= 1:iu—1—w+<%}§O+7%%>Fﬂf)=0
= —Al—a)+(1—a)(l+7)—(1—=X)Fx(d*)=0
= Fx(d") = )

I-a)l+y)-1=A)

12Folgt wegen

d oo 0o
—Ldl—-Fx(d)]-2% [ azdFx(x)+L1 [ adFx(z)-L1 [ zdFx(2)
Fyl(l-a) Fyl(l-a) Fyl(l-a)
L[ zdFx(@)+ 1 [(x—d)dFx(z)=-1 [ xdFx(z)+ iE(RVS(d,X)).
Fyl(l-a) d Fyl(l-a)
3 Dies ist zu A < —RV Py(d*) aquivalent.
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Man betrachte die zweite Ableitung zur Bestimmung der Art des Extremums. Es gilt

—RVPdd(d*) + %fx(d*) <0 = —(1 + ")/)fx(d*) + %f}((d*) <0

1—2A
= |-(1+9)+—|fx(@d) <0
l-«
Da die Schadensdichte keine negativen Werte annehmen kann, ist die zweite Ableitung des
Priferenzfunktionals nur dann negativ, wenn 1 + v > — A erfiillt ist.

Es stellt sich die Frage nach der Existenz des Extremums. Dazu betrachte man Fx (d*) > 0.
Dies gilt, wenn der Nenner der Losung nicht negativ ist. Es muss somit

(1-a)1+7)—(1-A2)>0 = 1+yzi:—A

zutreffen. Damit ist Fx(d*) = (lia)(yl(}r;;?(lﬂ\)

betrachte die zweite Schranke Fx (d*) < 1 — « fiir das Extremum. Es gilt

(1 —a)
(1-a)1+7)—(1-X)

ein Maximum, wenn Fx (d*) > 0 gilt. Man

<l—-a

und dies ist zu 1 4+ v < g dquivalent!®. Somit existiert das Extremum nur fiir 1 + vy < % und
ist gleichzeitig das Maximum1®. Im Fall 1+~ > g konnte Fx (d*) = 1 als Maximum bestimmt
werden.

QED
Beweis von Satz 5.4.1:
Es gilt
1-6 6 — B
®55(G(d, X)) = 15 BE(G(d, X)) + 1= 15 E(G(d, X)|G(d, X) > g1-p(d))
6

= SBG@X) + (1——) G(d, X)|G(d, X) < gi_s(d))'7.

Aus dem Beweis von Satz 5.2.1 ist folgende Gleichheit fiir den bedingten erwarteten Gewinn
mit einem a-Gewinnquantil bekannt

E(G(d,X)|G(d,X) < go(d)) = E(G(d, X)|X > x1_4(d)).
Fiir 1 — 8 = « folgt
E(G(d, X)|G(d, X) < g1-p(d)) = E(G(d, X)|X = z5(d)).

“Fiir die Existenz des Extremums muss 0 < Fx (d*) < 1 — a gelten.

PGilt wegen ity <1—a = y<(1-a)1+7)-(1-)) = 1-a)1+7) -1+ +A>
0= 1-a-1D1+7)+A>0 = —a(l+9)+A>0 = 1+vy< 2.

16Es ist auch das globale Maximum, denn es konnte kein Minimum und auch kein Wendepunkt fiir diesen Fall
erhalten werden. Fiir den Wendepunkt miisste dabei 14~ = % gelten, aber in diesem Fall ist F'x (d*) nicht
definiert.

17Vgl. dazu Abschnitt 2.4.1.2.
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Fiir die erste Ableitung des Priferenzfunktionals nach der Prioritét ergibt sich somit

Di(®as(G(d. X)) = SDu(B(G(d. X)) + (1—%) Da(E(G(d, X)|X > z5(d)).

Aus den Beweisen von Satz 5.1.1 und Satz 5.2.1 ist die Ableitung des erwarteten Gewinns
und des bedingten erwarteten Gewinns'® bekannt. Fiir diese gilt

Dy(E(G(d, X)) = —RVF4(d)—1+ Fx(d)

B —RV Py(d) — 1, fir Fx(d)<p
DG XX 2@ = { VRO 0 pay, e R o6
Man betrachte den Fall Fix (d) < (. Damit gilt fiir die erste Ableitung des Préferenzfunktionals
0 0
Di(®3s(Gd. X)) = SI-RVPAd) = 1+ Fe(@] + (1= 5 ) -RVRs(@) - 1
0
= —RVPyd)—1+ EFX(d).

Durch Nullsetzen der ersten Ableitung und Umstellen kann die implizite Losung F'x (d*) =
%[1 + RV P;(d*)] erhalten werden. Fiir das zweite Differential gilt

Dua(®5,5(G(d, X)) = —RVPdd<d>+%fx<d>.

%[1+RVPd(d*)] ein Maximum, wenn —RVPdd(d*)—i-%fX(d*) <
< B gilt %[1 + RV Py(d*)] < (. bzw. durch Umstellen § >

Somit ist die Losung Fx (d*) =
0 ist. Fir die Grenze Fx(d)
1+ RV Py(d*).

Man betrachte den Fall F'x(d) > (. Es gilt fiir das erste Differential des Préferenzfunktionals

Du(®s5(C(d, X)) = D[-RVPid) 1+ F(d)]

o
+ (1-2) ~RVPi) - (1 - Fx(d))
E T
B B 0 1
= —RVP;d)+ [6+<1 5) 1—ﬂ] [—1+ Fx(d)]
1-9
= —RVP;d)+ m[—l + Fx(d)]*°.
Man setze die Ableitung gleich null, stelle nach Fx (d*) um und erhalte

1 —
Fx(d*) =1+ %RVPd(d*).

Fiir die zweite Ableitung des Priferenzfunktionals kann

Das(®an(G(d, X)) = —RVPuld) + 15 fx(d)

18Fiir den bedingten Erwartungswert wurde die Beziehung 1 — 3 = a angewendet.
19 it 2 8\ 1 _ 3 B-=8 _ d(A-P)+B-6 _ B(=8) _ 1-§
Es gilt 5 + (1 a) 3= 5T a0 = :

B(1-p) T BUA-B)  1-p8



ANHANG C. BEWEISE ZU DEN RUCKVERSICHERUNGSMODELLEN 191

festgehalten werden. Somit ist fir § < 1+ RV Py(d*) die implizite Losung F X( *) =
%RVPd(d*) ein Maximum, wenn die Maximalbedingung —RV Pyq(d*) + =5 fx (d* )
erfiillt ist.

QED

Beweis von Satz 5.4.2:
Man setze das erste Differential der Riickversicherungspriamie aus Lemma 5.1.1 in die implizite
Losung von Satz 5.4.1 fiir den Fall Fx(d) > 3% ein und erhilt

Fx(@) =14+ T SRVE(d) = Fx(d)=1+1-2(47)[-1+ Fx(d")
= 32204 1| [ Fx(@)] =

=  Fy(d) = 1.

Fiir die zugehorige Maximalbedingung gilt durch Einsetzen der zweiten Ableitung der Riick-
versicherungspréamie aus Lemma 5.1.1

CRVEu(d) + 2l ped) <0 = (1) fx(d) + 2 fe(d®) <0

1-p 1-3
1-96 .
= () + 57— ) fx(d) <0
1=
Fall fx(d*) # 0: Da die Schadensdichte keine negativen Werte annehmen kann, ist
1-46 N
(1+7)+m fx(d*) <0

genau dann wenn 1+ > 7 5 0 gilt. Somit ist Fix (d*) = 1 das Maximum, wenn die Bedingung

I+v> =5 erfullt ist. Dles ist gleichzeitig eine Randlésung und somit das globale Maximum.

Fall fx(d*) = 0: In diesem Fall ist die zweite Ableitung gleich null. Es handelt sich somit
um einen Wendepunkt. In diesem Fall befindet sich das globale Maximum am Rand. Es gilt
fir das Maximum Fx(d*) = 1, da ®55(G(d*, X)) > ®55(G(d, X)) fur alle d > 0 gilt. Dies
soll im Folgenden gezeigt werden. Es ergibt sich

Pps(G(d*, X)) = %[PT‘—B—E(X)]
5 1
+ (1_E> Pr—B—m / x dFx(x)
Fx'(8)
5 N 1 [
= Pr—B—BE(X)—<1—B>m / x dFx(x)

FZH(B)

Dies ist zu § < 1+ RV P4(d*) dquivalent.
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bzw.

Ps5(G(d, X)) % [Pr— B — E(X)— RVP(d)+ E(RVS(d, X))]

4 <1 - %) [Pr _B-RVP(d) - mdu _ Fy(d)]
d

ﬁ / 2 dF ()

Fx'(B)

0

pe-p- o0 (1-2) ]°
PRC)

% [~ RVP(d) + E(RVS(d, X))]

+ <1 ~ %) [—RVP(d) - mE(RVS(d X))]
B 5

L (e ]°

e
RVP(d) + %E(RVS(d, X))22

- Pr—B—%E(X)—<1—%>ﬁ 70 2 dFy ()

Fyl(l-a)

<1 - %) E(RVS(d, X)).

Somit gilt fiir 1+ > 1=5, dass @3 5(G(d*, X)) > 5,5(G(d, X)) fiir alle d > 0 ist

Man betrachte den Fall Fi(d) < 3% und setze das erste Differential der Riickversicherungs-
21Folgt wegen

ol Fx(@)] - 2 |

1-8

5 J wdFx(x)— —+ [ xdFx(z)
FX(8) FX(8) Fx'(8)
ffﬁ | zdFx(z)+ 25 [(z—d) dFx(z) = ﬁ Ik :rde(:r)+ﬁE(RVS(d,X)).
FH(8) d Fx'(8)
ZBs gilt § + (1- ) 15 = =5

Dies ist zu 0 > 1 + RV Py(d*) dquivalent

192
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pramie aus Lemma 5.1.1 in die implizite Losung von Satz 5.4.1 ein. Es gilt

Fx(d") =

= Fx( )—

[1+ RV Py(d")]

%IQ%IQ

1+ (1 +)[-1+4 Fx(d")]]

SRS

0S4y +<§1+7 —1>FX(d*)—

0«.@

= —(1-1-9)+ g(l—i—’y—) (d*)
= =B+ (B(1+7) = 8) Fx(d") = 0

“ B
= B =5

Man betrachte die zweite Ableitung zur Bestimmung der Art des Extremums. Es gilt

%fx(d*)<0 = —(1+’Y)fx(d*)+%fx(d*)<0

6 *
E] fx(d*) <0

Da die Schadensdichte keine negativen Werte annehmen kann, ist die zweite Ableitung des
Priferenzfunktionals nur dann negativ, wenn 1 + v > 5 S erfiillt ist.

—RVPyu(d*) +

= -asn s

Es stellt sich die Frage nach der Existenz des Extremums. Betrachte man dazu Fx (d*) > 0%4.
Dies gilt, wenn der Nenner der Losung nicht negativ ist. Es muss somit

0
Bl+7) =020 = 1+v> 5
6) s ein Maximum, wenn Fx(d*) > 0 ist. Man betrachte

zutreffen. Damit ist Fix (d*) = ﬁ(lzT
die zweite Schranke Fx(d*) < f fiir das Extremum. Es muss

V3

ﬁ(1+7)—5<ﬁ

gelten und dies ist zu 1 + v < % dquivalent?. Somit existiert das Extremum nur fiir

1+7v < % und ist dann das Maximum?®. Im Fall 1 + v > % konnte Fx(d*) = 1 als

1_
Maximum bestimmt werden.

QED

2Fiir die Existenz des Extremums muss 0 < Fx (d*) < § gelten.

2 Gilt wegen ﬂ(%g)ﬂ; <B = sums <1l =71<Bl+7y)-dundl+y< % = 1+9)(1-08) <
1-0 =2 1+7=80+7)<1-6 = y<pl4+~)=90.

20Es ist auch das globale Maximum, denn es konnte kein Minimum und auch kein Wendepunkt fiir diesen Fall
erhalten werden. Fiir den Wendepunkt muss dabei 1 + v = % gelten, aber in diesem Fall ist Fix(d*) nicht
definiert.
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C.2 Beweise fiir das Plafondoptimierungsproblem

Beweis von Satz 6.2.1:
Es gilt nach Formel (2.3)

Ba(6(6, X)) = 2E(G(e X)) + (1= ) BGle. X6 X) = gule)

und fiir das erste Differential des Praferenzfunktionals

D.(@ar(Ge. X)) = SDAEG( X)) + (1 2 ) DUABG( XIGX) 2 o)

Man bestimme das erste Differential des erwarteten und des oberen bedingten erwarteten
Gewinns. Dazu verwende man die Gewinnfunktion. Es gilt

X, fir X <c

G(c,X)—Pr—B—X—RVP(c)—ir{Q e X oo

Somit ergibt sich fiir den erwarteten Gewinn

E(G(¢,X)) = Pr—B—E(X)-RVP(c)+ /a: dFx (z) + /c dFx (z)

0 c
c

= Pr—B—E(X)—RVP(c)—i—/a: dFx (z) 4+ ¢(1 — Fx(c)).
0

Man differenziere

De(E(G(c, X)) = —RVFE(c) +cfx(e) +1 = Fx(c) + ¢(=fx(c))
= —RVP.(c)+1—- Fx(c).

Man bilde den unteren bedingten Erwartungswert. Es gilt
E(G(c, X)|G(c, X) = ga(c)) = E(G(c, X)|X < z1-a(c)).

Diese Beziehung verdeutlicht Abbildung C.227.

2"Man erkennt, dass die o - 100 % kleinsten Gewinne bei den « - 100 % hochsten Schiden eintreten. Dies
sind gerade alle Gewinne bei Schidden oberhalb des (1 — a)-Quantils der Schadensverteilung. Damit ist
E(G(¢, X)|G(c, X) > galc)) = E(G(c, X)|X < z1-a(c)), wobel z1—_(c) das (1 — a)-Quantil der Schadens-
verteilung darstellt.



ANHANG C. BEWEISE ZU DEN RUCKVERSICHERUNGSMODELLEN 195

G(c,x)
(1-a) - 100 % groBten

© Gewinne

g.(c
¢ I a - 100 % kleinsten
C - Gewinne
X.(€) Shadn x
N
(1-0) - 100 % a 100 % groBten 3
kleinsten Shédn Shin (fur festes c)

Abbildung C.2: Gewinnfunktion (Plafond) des Erstversicherers.

Fall Fx(c) > 1 — a: Es gilt

Fyl(l-a)

E(G(c¢, X)|X <zmi_a(c)) = ! / [Pr — B —x — RVP(c) +x] dFx(x)*®
0

11—«

= Pr—B— RVP(c).

Durch Differenzieren folgt
D.(E(G(¢, X)|X <x1-4(c))) = —RVP.c).

Fall Fx(c) <1 — a: Es gilt
E(G(e, X)|X < 21_4(c)®

Fit(l-a)
[Pr — B — RVP(c)] dFx(x) + / [Pr — B — RVP(c) —z+c| dFx(x)

[

I
—_
|| =
Q
O\O

[ Frl(l-a) Fil(l—a

)
— / [Pr— B — RVP(c)] dFx(z) + / [c — z] dFx ()
0 C

!

28In diesem Fall sind alle Schéden unterhalb des Plafonds. Folglich iibernimmt der Zedent den Schaden x und
bekommt diesen vom Riickversicherer wieder. Somit setzt sich die Gewinnfunktion nur aus den Pramienein-
nahmen, den Betriebskosten und der Riickversicherungspridmie zusammen.

2In diesem Fall splittet sich der bedingte Erwartungswert in zwei Fille auf. Zum einen den Fall, bei dem die
Schéden sich unterhalb des Plafonds befinden. In diesem Fall ist die Gewinnfunktion Pr—B— RV P(c), da der
Riickversicherer alle Schéiden iibernimmt. Im anderen Fall befinden sich die Schéden oberhalb des Plafonds
¢, somit kommt zur Gewinnfunktion der Term c-x hinzu. Es tritt der Schaden x ein und der Plafond ¢ wird
vom Riickversicherer ausbezahlt.
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E(G(e, X)X < z1-0a(c))

Fyl(l-a)
- ﬁ(l—a)[Pr—B—RVP(c)]—i— 1_1ac[1—a—FX(c)]— 1—1a / z dFx(z)

C

Fil(l—a)

! x dFx(x).

l—«

1
= Pr—B—RVP(c)—G—c[l—l

—

FX(C)] -

Durch Differenzieren folgt

Du(E(Ge, X)|X < 21-0) = —RVPJ(c)+1— ﬁpx(c)

11—«

- || - g erx(@)
= —RVP.(c)+1— ﬁFx(c).

Somit gilt fiir die Ableitung des Préferenzfunktionals

De@ar(Gle. X)) = 2DUBG(E X)) + (1= 2) DG X)[6(0X) = g0.x)
= 2[-RVE(O) +1- Fx(0)]
G R {07} PRI
Fall Fy(¢) > 1 — a: Es gilt
D(®or(G(c, X)) = g[—RVPC(C) +1—Fx(c)] + <1 - 2) [-RV P.(c)]
— _RVP() + 2[1 _ (o).

Durch Nullsetzen der ersten Ableitung und Umstellen kann folgende implizite Losung erhalten
werden Fy(c*) =1— SRV P.(c*). Fiir das zweite Differential gilt

Do (G, X)) = ~RVPele) = > fx(c).

Somit ist die Losung ein Maximum fiir —RV Pe.(c*) — 2 fx(¢*) < 0. Fiir die Grenze Fx(c) >
1 — a ergibt sich 1 — $RVPy(c*) > 1 — a bzw. A > RV P.(c*)*.

*Folgt durch Umstellen von 1 — £RV P.(c*) > 1 — o nach A.
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Fall Fx(c) <1 — a: Es gilt fur das erste Differential des Préaferenzfunktionals

De(®o\(Cle. X)) = ~[-RVP.() +1- Fx(o)
" (1 - 2) [~RVE.() + 1~ ——Fy(c)
= 1—RVP.(c)— Fx(c) {2 + (1 — g) - i a] 31

= 1—RVP.c)— %Fx(c).
Durch Nullsetzen der ersten Ableitung und Umstellen kann die implizite Losung
1 -«
DY

erhalten werden. Fiir die zweite Ableitung des Préiferenzfunktionals gilt

Fx(c")

[1 = RVE(c")]

Dee( @ (G, X)) = —RVPCC(c)—%fX(c).

Somit ist im Fall A < RV P.(c*) die implizite Losung Fx(c*) = t—i‘[l — RV P.(c")] fur
—RVP(c*) — 22 fx(c*) < 0 ein Maximum.

QED
Beweis von Lemma 6.2.1:
Es gilt fiir die Riickversicherungspréamie laut Definition 4.1.2
RVP() = (147ERVS(c,X)) = (1+7) / v dFy(z) + / ¢ dFy ()
0 c
= (W) | 2 dFc@) + et - Fx)
0
Somit folgt fiir das erste Differential der Riickversicherungspramie
RVF(c) = (1+9)lefx(c)+1—=Fx(d)+c(=fx(c))] = (1+7)[1 = Fx(c)]
bzw. fiir das zweite Differential RV P..(c) = —(1 4+ ) fx (c).
QED

Beweis von Satz 6.2.2:
Man setze das erste Differential der Riickversicherungspriamie aus Lemma 6.2.1 in die implizite
Losung von Satz 6.2.1 fiir den Fall Fix(c) > 1 — o2 ein und erhilt

Fx(¢) =1=SRVR(") = Fx(d)=1=2(1+9)[1 = Fx()]

=[S0+ +1] 1= Fx(@) =0
=  Fx(c) =1

31 . by A 1 _ AMl-a)t+a—X _ —data _ a(l=X) _ 1-x
Bsgilt 5+ (1-3) 95 = 200t = = atiea) = a0af = Toa-

32Dies ist zu A > RV P.(c*) dquivalent.
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Fiir die zugehorige Maximalbedingung gilt durch Einsetzen der zweiten Ableitung der Riick-
versicherungspriamie aus Lemma 6.2.1

—RVPcc(d)—an(c)<O = (1+’y)fx(c)—afx(c)<0
A
Fall fx(c*) # 0: Da die Schadensdichte keine negativen Werte annehmen kann, ist
A .
<1+7— E) fx (") <0,

genau dann, wenn 1+ vy < % gilt. Somit ist Fx(c*) = 1 das Maximum, wenn die Bedingung
1+v< % erfiillt ist. Dies ist gleichzeitig eine Randlésung und somit das globale Maximum.

Fall fx(c*) = 0: In diesem Fall ist die zweite Ableitung gleich null. Es handelt sich somit
um einen Wendepunkt. In diesem Fall befindet sich das globale Maximum am Rand. Es gilt
fir das Maximum Fx (¢*) =1, da @, 1\(G(c*, X)) > @ 1 (G(c, X)) fur alle ¢ > 0 ist. Dies soll
im Folgenden gezeigt werden. Es ist

Bor(G(, X)) = 2 [Pr— B— RVP(c")] + (1 - 2) (Pr— B— RVP(")]
— Pr—B—RVP(¢") = Pr—B— (1+)E(X)
bzw.
Bor(Gle, X)) = g [Pr— B — E(X) — RVP(c) + E(RVS(c, X))

4 <1 - 2) [Pr— B— RVP(0)]

— Pr—B—RVP(c)— 2[E(X) — B(RVS(e, X))

= Pr—-B-—(1+9)EX)+(1+v)EX)

— (1+7)B(RVS(c, X)) — 2[E(X) — B(RVS(c, X))]
— Pr—B—(1+4)E(X)

- [—(1 f)t g] [B(X) - B(RVS(c, X)),

Somit gilt fiir 1 4+ < %, dass @\ (G(c*, X)) > @2 (G(c, X)) fiir alle ¢ > 0 ist.
Man betrachte den Fall Fx(c) < 1 — a3 und setze das erste Differential der Riickversi-

33 Dies ist zu A < RV P.(c*) #quivalent.
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cherungspréamie aus Lemma 6.2.1 in die implizite Losung von Satz 6.2.1 ein. Es gilt

Fx(c') = 1=~ RV
= Fx(@) = 15— ()1 - ()]

l—« l—«

= 1_A—1_A(1+’y)+(i—i(Hv)—l)F’x(C*)—O

= 1:i(1—1—7)+ <1:—§f(1+’7)—1>Fx(C*):0

= -+ ((1-a)1+7)-(1-A)Fx(c)=0

o (1 -a)
> B =ran oo

Man betrachte die zweite Ableitung zur Bestimmung der Art des Extremums. Es gilt
N 1—A N . 1—2A N

l—«

= [14—7——1:2} fx(c") <0.

Da die Schadensdichte keine negativen Werte annehmen kann, ist die zweite Ableitung des
Priferenzfunktionals nur dann negativ, wenn 1 4 v < % erfiillt ist.

Es stellt sich die Frage nach der Existenz des Extremums. Dazu betrachte man Fy (¢*) > 034.
Dies gilt, wenn der Nenner der Losung nicht negativ ist. Es muss somit
1—-A
1-a)l+7)-(1=-2)20= 1+y2—
zutreffen. Damit ist die Losung, wenn sie existiert, ein Minimum. Des Weiteren muss Fx (¢*) <

1 — « gelten. Dies ist zu 1 + v < g dquivalent?>. Somit ist Fix(c*) = (lia)(vl(}r;;?(lﬂ\) ein Mi-

nimum fiir 1 4+~ < %

Zusammenfassend gilt folglich fiir 1 + v < g ist Fx(c¢*) = 1 das Maximum und Fx(c*) =
(lia)(vl(}r;;?(lﬂ\) das Minimum. Im Fall 1 +~ > g ist Fix(c*) = 1 das Minimum, somit muss
das Maximum am anderen Rand angenommen werden und es gilt Fx(c¢*) = 0. Fiir das Maxi-
mum Fyx(c*) = 0 muss ®,5(G(c*, X)) > P 1 (G(c, X)) fir alle ¢ > 0und 14+ > % gelten.
Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es gilt

Fil(1—0a)
Do (G(c", X)) = g[Pr—B—E(X)]—k <1—2> Pr— B — 1_1a / x dFx(x)
Fyl(l-a)
A A 1
— _ . _ 1 _
Pr—B QE(X) ( 04) T—a / x dFx(x)
0

31Fiir die Existenz des Extremums muss 0 < Fx(c*) < 1 — a gelten.
35Vgl. Beweis zu Satz 5.3.2.
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bzw.

Bour(G(e, X)) = 2[Pr—B—E(X)=RVP() + B(RVS(c, X))]

Q

4 <1 - 2) [Pr —B—RVP(c)+¢ [1 - ﬁFx (c)}

Fy'(1-a)

_ 1:} / v dFx (x)

c Fyl(l—a)
- Pr—B—gE(X)— <1—2> 1ia / 2 dF ()
— RVP()+ B + < - 2) 1%] E(RVS(c, X))
— Pr-B- 2E(X) _ <1 _ g) 1 1 . FXl/(l_a):g dFy (z)
— (14+7)E(RVS(c, X)) + = — iE(RVS(c,X))
— Pr-B- 2E(X) _ <1 _ g) 1 1 . FXl/l_a):g dFy (z)

- [1 ty— %} E(RVS(c, X)).

Somit folgt fiir 1 +~ > 2 (in diesem Fall gilt auch 1 + v < 1=2), dass @, \(G(c", X)) >

11—«

O, (G(c, X)) fiir alle ¢ > 0 und damit F'x(c*) = 0 das globale Maximum ist.
QED

C.3 Beweise fiir das zweidimensionale Optimierungsproblem

Beweis von Satz 7.1.1:
Es gilt

1—A A—

P2 (G(c,d, X)) = E(G(c,d, X)) + ﬁE(G(c, d, X)|G(c,d, X) < ga,x)-

1l -«

36Folgt wegen
Fyl(l-a) Fyl(l-a) Fyl(l-a)
- aFx@l -y [ wdPx@ iy [ edPx@) -y [ wdFx()
F);l(lfa) c =3
=—1~ [ @dFx(z)+ X |[2 dFx(z)+ [ cdFx(z)
0 0 c
Fyl(l—a)
=—: [  zdFx(z)+ 5 E(RVS(d,X)).
0
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Dies ist zu

Do (Gl d, X)) = gE(G(c, d, X)) + <1 - 2) E(G(e,d, X)|X < 21-a)

dquivalent. Um das Priferenzfunktional zu optimieren, benttigt man dessen partielle Ablei-
tungen. Fiir die Ableitungen des Priferenzfunktionals gilt

Do(®an(G(d, X)) = 2DC(E(G(C, d, X)) + <1 - 2) De(B(G(e,d, X)|X < 21_4))

Da(®ar(G(d, X)) = ng(E(G(c, d, X)) + (1 - g) Da(E(G(e,d, X)X < 210)).

Fiir die partiellen Ableitungen benttigt man die Ableitungen des erwarteten Gewinns und
des bedingten erwarteten Gewinns. Zunéchst betrachte man den Gewinn. Es gilt

0 X <d
G(c,d,X)) = Pr—B—RVP(c,d)— X+ X—-d d<X<c.
c—d X >c

Daraus folgt fiir den erwarteten Gewinn

E(G(c,d, X)) = Pr—B—RVP(c,d)— E(X)

+ /(x—d) dFx (z) +/(c—d) dFx (z)
d c

= Pr—B—RVP(c,d) — E(X)

c oo

+ /x dFX(a;)—/Ood dFX(a:)—i-/c dFx(x)
d

d

Cc
Cc

= Pr—B—RVP(c,d) — E(X) + /x dFx —d(1 — Fx(d)) + ¢(1 — Fx(c))
d

und fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen

D.(E(G(c,d,X))) = —RVP.(c,d)+cfx(c)+c(—fx(c)+1—Fx(c)
= —RVP.(e,d)+1-Fx(c)
Deo( B(G(c,d, X)) = —RVPu(e,d) — fx(c)
bzw.
Dy(E(Gle;d, X)) = —RVPa(e,d) — dfx(d) — d(—fx(d)) — 1+ Fx(d)
— _RVPy(c,d) — 1+ Fx(d)
D4a(E(G(c,d, X))) = —RVPulc,d)+ fx(d)

Dcd(E(G(Ca d>X))) = Ddc(E(G(Cv daX))) = _RVPcd(Ca d)
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1. Fall: Fx(c) > Fx(d) > 1 —a:
Fiir den bedingten Erwartungswert gilt

FZl(1-a)
E(G(c,d, X)|X <x1-4) = ] i - / [Pr— B — RVP(c,d) —z] dFx(x)
0
F7l(1-a)
= Pr—B—RVP(c,d) — 1Ea / x dFx(x).
0

Fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen lésst sich

D(E(G(c,d, X)|X < z1-4)) = —RVPy(c,d)
Deoe(E(G(c,d, X)|X < 21_a)) = —RVP.(c,d)
Dy(E(G(c,d, X)|X < 31_4)) = —RVPyc,d)
Daa(E(G(e,d, X)|X < 21_a)) = —RVPylc,d)

D.(E(G(e,d, X)|X <x1-0)) = Dg(E(G(c,d, X)|X < x1_4)) = —RV Pyy(c,d)
feststellen. Somit gilt fiir die ersten Ableitungen des Préferenzfunktionals

D@ r(Gle,d, X)) = gDC(E(G(c, d, X)) + (1 - 2) Du(E(Ge,d, X)|X < 21_0)

= %[—RVPC(C, d)+1—Fx(c)] + <1 - 2) [-RV P.(c,d)]
A

Di®ap(G(X)) = 2-RVPed) ~ 1+ @] + (1= 2) RV Pie.d)

= —RVP.(c,d) + =[1 — Fx(c)]

= —RVPy(c,d)+ 2[—1 + Fx(d)].
Setzt man diese gleich null, erhélt man folgende implizite Losungen
Fy(c") = 1-— %RVPC(C*,d*)
Fy(d) = 1+ %RVPd(c*,d*).

Fiir die zweiten Differentiale gilt

Dee(®ar(Gle,d, X)) = —RVPCC(c,d)—ng(c)
Dad(®ar(Gle,d, X)) = —RVPule.d) + 2 fx(d)

Deq(Pa)(G(c,d, X)) = Dae(Par(G(c,d,X))) = =RV Pey(c, d).

Zur Bestimmung der Art der Extrema benutzt man die Hesse-Matrix. Diese beinhaltet die
zweiten partiellen Ableitungen des Préferenzfunktionals und muss negativ definit sein, wenn
die zweidimensionale Losung ein Maximum ist. Somit ist die implizite Losung

(Fx(c"), Fx (d*)) = (1 - %RVPC(C*,d*), 1+ %RVPd(c*,d*)>
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ein Maximum, wenn die Hesse-Matrix
H = < ce(Pa(G(¢",d", X)) Deg(Pa(G(c", d X)))>
c( G (¢*,d",X))) Dua(® a(G(c", d%, X))
_ < fx(c*) = RVP..(c*,d*) —RVP.(c*, d¥) )
—RVPCd(c ,d*) 2 fx(d*) — RV Pyq(c*, d*)

negativ definit ist.
Man betrachte die Fallunterscheidung Fx(c) > Fx(d) > 1 — a. Es gilt somit

1- %RVPC(C*,d*) >1-a

bzw.

1+ %RVPd(c*,d*) >1-a

und dies ist zu A > RV P.(c*,d*) bzw. zu A > —RV Py(c*,d*) dquivalent.

2. Fall: Fx(c) >1—a> Fx(d):
Fiir den bedingten Erwartungswert gilt

BE(G(e,d, X)|X < 21-0) =

d
/[Pr — B — RVP(c,d) — z] dFx(x)
0

F7l(1-a)
+ / [Pr— B— RVP(c,d) — + o — d| dFx(2)
d

= Pr—B—RVP(c,d)—%/x dFx (z)
-«

1
)
Daraus folgt fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen
D.(E(G(c,d, X)|X <x1-4)) = —RVP.c,d)
D..(E(G(c,d, X)|X <x1-4)) = —RVP.(cd)
Dy(E(G(c,d, X)|X <x1-4)) = —RVPi(c,d)— —de( )— 1+ ﬁFX(d)
b dix(d)

1
= —RVPd(C, d) -1+ mFx(d)

Du(B(G(e,d, X)X < a1-0)) = —RVPulesd) + T fx(d)
Dea(E(G(e,d, X)|X < 21-a)) = DalE(G(e,d, X)|X < z1_a)) = —RV Pu(c, d).



ANHANG C. BEWEISE ZU DEN RUCKVERSICHERUNGSMODELLEN 204

Entsprechend gilt fiir die ersten Ableitungen des Priferenzfunktionals

Do(®ur(Gle,d, X)) = %DC(E(G(C, d, X)) + (1 - 2) Du(E(G(e,d, X)|X < 21_0)

= %[—RVPC(C, d)+1—Fx(c)] + <1 - 2) [-RV P.(c,d)]

= “RVP.(c,d) + 211~ Fx(c)
Du®o\(Gd, X)) = ~[-RVPi(e.d) 1+ Fx(d)

+ <1 - g) [—RVPd(c, Q)1+ %Fx(d)}
— _RVPi(e,d) —1+ <2 + <1 - g) ! )FX(d)

11—«
1—A 37
= —RV Pd(c,d) -1+ —1_an(d)

Man setze die Ableitungen gleich null und erhélt folgende implizite Losungen

Fyx(c*) = 1—%RVPC(C*,CZ*)

Fy(dY) = 1 - i‘(l + RVPy(c*, d")).
Fiir die zweiten Differentiale gilt
Dec@p(@(e,d, X)) = —RVPuled) = 2 fx(c)
Dga(®a(G(c,d, X)) = —RVPy(c,d)+ %fx(d)

Deq(Pa)(G(c,d, X)) = Dae(Par(G(c,d,X))) = =RV Pey(c, d).

Zur Bestimmung der Art der Extrema benutzt man die Hesse-Matrix. Diese beinhaltet die
zweiten partiellen Ableitungen des Préferenzfunktionals und muss negativ definit sein, wenn
die zweidimensionale Losung ein Maximum ist. Somit ist die implizite Losung

(Fx(c*), Fx(d*)) = (1 - %RVPC(C*,CZ*), Y 4 RV B, d*)))

1—A
ein Maximum, wenn die Hesse-Matrix
_ Dee(@an(G(c",d*, X)) Dea(Pa(G(c",d", X)))
B = DaiGe i x) DGt 3 )
) — RV Pec(c”, d") _RVPcd(C*7
) fx(d) -

37 RN A 1 A(l—a)Fa—X _ A—arta—x _ a(l=A) _ 1-A
Esgilt 5+ (1-32) 75 = “aice e = o) = 1

- < RVP(’cd(C,d* Rx)/Pdd( d*).)




ANHANG C. BEWEISE ZU DEN RUCKVERSICHERUNGSMODELLEN

negativ definit ist. In diesem Fall gilt Fx(c) > 1 — a > Fx(d) und somit auch
«
1-— XRVPC(C*,d*) >1l-«a

bzw.
1—
1—A

und dies ist zu A > RV P.(c*,d*) bzw. zu A < —RV Py(c*,d*) dquivalent.

Y1+ RVP(c,d)) <1—a

3. Fall: 1 —a > Fx(c) > Fx(d):

Fiir den bedingten Erwartungswert gilt

d
B(G(e,d, X)X < 21a) = ﬁ [ / [Pr— B— RVP(c,d) — x] dFy (z)

0
c

+ /[Pr — B—RVP(c,d) —x+x—d] dFx(z)
d
Fyl(l-a)
+ / [Pr— B— RVP(c,d) —x+c—d dFx(x)

C

= Pr—B—-RVP(c,d) — — - /a: dFx (z)
0
Fyl(l—a) Fyl(l—a)
1 1
= 1.q / ddFX(x)—l_a / x dFx(x)
d c
F);l(lfa)
1
+ T = / ¢ dFx(x)

C

= Pr—B—RVP(c,d)

d Fy
1
/x dFx(x — / x dFx(x)
0

~d (1 - %Fﬂd)) be <1 - ﬁf}@)) |

205



ANHANG C. BEWEISE ZU DEN RUCKVERSICHERUNGSMODELLEN 206

Es gilt fiir die ersten und zweiten partiellen Ableitungen
D.(E(G(c,d, X)|X <x1-4)) = —RVP.cd) +
Lo~ fx(e))

1-— ac —Jxie

1
== —RVPC(C, d) + 1-— EFX(C)

Dol B(G(e,d, X)X < 21.0)) = —RVPulc,d) — ﬁ Fx(e)
Di(B(G(e,d, X)X < m1-0)) = —RVPyfe,d) — -——dfx(d) ~ 1+ ——Fx(d)
+ 7 i ~dfx(d)

1

Daa( B(G(e,d, X)|X <a1-)) = —RVPule,d) + % Fx(d)
Dea(E(Gle,d, X)|X < 21-0) = Dael B(G(e,d, X)|X < 21_0)) = —RV P(c, ).

Somit folgt fiir die ersten Ableitungen des Priferenzfunktionals

D@ a(Ged, X)) = 2DB(G(e,d, X)) + <1 _ 2) D(E(Gle,d, X)|X < 21_0))
= ACRVE(ed) +1- Fx(o)
+ <1__>[ RVP.(e,d) + 1~ ——F(c)
— 1-RVP.(c,d) - (g <1——> 1EQ>FX(C)
— 1 RVP(e.d) — 22 (o)
Da(@ur(G(d, X)) = 2[-RVPi(e.d) — 1+ Fx(d)

Q

4 <1 _ g) [—RVPy(c,d) — 1 + ﬁFX ()]

A A 1
= —RVP(c,d)—1 — 1—= Fx(d
rvread -1+ (34 (1-3) 125 ) (@)
1-A

Durch Nullsetzen der ersten Ableitungen erhilt man die folgenden impliziten Loésungen

Fe(e) = 1-5(1- RVA(,d")
Fy(d) = 1_?(1+RVPd(c*,d*)).
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Fiir die zweiten Differentiale gilt dann

Dec(®un(Gle.d, X)) = —RVPu(c,d) — % Fx(0)
Ddd(@a)\(G(C, d,X))) = —RVPdd(C, d) + %fx(d)

Deq(Pa)(G(c,d, X)) = Dae(Par(G(c,d,X))) = =RV Pey(c, d).

Zur Bestimmung der Art der Extrema benutzt man die Hesse-Matrix. Diese beinhaltet die
zweiten partiellen Ableitungen des Priferenzfunktionals und muss negativ definit sein, wenn
die zweidimensionale Losung ein Maximum ist. Somit ist die implizite Losung

1—a
1—X

(Fx(c*),Fx(d")) = < (1 — RVP.(c*,d")), 1:—())\4(1 + RV Py(c*, d*)))

ein Maximum, wenn die Hesse-Matrix
Hy = ( Dcc(q)a,)\(G(C*a d, X))) Dcd(q)a,)\(G(C*a d*, X))) >
Deg(@an(G(c*,d*, X)) Dag(Pa(G(c*,d*, X))
— 12 fx(¢*) = RVP.c(c*,d*) —RVPy(c*, d¥)
—RV P.4(c*,d") %fx(d) — RV Pyq(c*,d*).
negativ definit ist. In diesem Fall gilt 1 — a > Fx(c¢) > Fx(d) und somit auch

l—«

1-A

(1-RVP.(c"d"))<]1—«
bzw.
l1-«a
1—A
und dies ist wiederum zu A < RV P.(c*,d*) bzw. zu A < —RV P,(c*,d*) dquivalent.

(1+ RVPy(c*,d")) <1—a

QED

Beweis von Lemma 7.3.1:
Es gilt fiir die Riickversicherungspréamie laut Definition 4.1.2

RV P(c,d) = (14+~)E(RVS(c,d, X)).
Fiir den Riickversicherungsschaden ist

0, fir X <d
RV S(c,d, X)) = X—d fird<X<ec.
c—d, fir X <e

Man setze diesen in die Riickversicherungsprémie ein und erhalte

RVP(e.d) = (1+7) / (x — d) dFx (x) + / (c — d) dFx (z)

Ld c
[ ¢

= (1+7) / v dFy(z) — d(1 — Fx(d)) + ¢(1 - Fx(c))
Ld
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Damit folgt fiir die ersten Differentiale der Riickversicherungsprimie

RVP(c,d) = (14+7)lefx(c) +1—Fx(c)+c(—fx(c)] = (1 +7)[L — Fx(c)]
RVFi(c,d) = (1+7)[=dfx(d) =1+ Fx(d) +dfx(d)] = (1 +7)[-1+ Fx(d)]

bzw. fiir die zweiten Differentiale

RVFe(c,d) = —(1+7)fx(c)
RV Py(c,d) = (1+7)fx(d)
RV P.4(c,d) = RV Py.(c,d) =0.

QED

Beweis von Satz 7.3.1:
Man setze das erste Differential der Riickversicherungspriamie aus Lemma 7.3.1 in die implizite
Losung von Satz 7.1.1 fiir den Fall A > RV P.(c*,d*) und A > —RV Py(c*,d*) ein und erhalt

X (0% E3 sk « *
Fx(c')=1- XRVPC(C ) = Fx(d)=1- X(l + [ = Fx(c")]]
ad
A
bzw. fiir die optimale Prioritét

= [ (147 +1[[1=Fx(c)] =0 = Fx(c¢") =1

Fy(d') =1+ %RVPd(d*) = Fyx(d*)=1+ %(1 +9)[=1 + Fx (d*)]

N [%(1 +7) = 1] [-14 Fx(d)] =0 = Fx(d*)=1.

Fiir die Hesse-Matrix gilt in diesem Fall unter Verwendung der zweiten partiellen Ableitungen
der Riickversicherungspriamie

0o ( —2/x(¢") = RVPuo(e",d*) —RVPy(c*,d") )
YT\ —RVP(c*, d) afx(d) = RV Py(c”, d)
0 2fx(d) = (1 +7)fx(d)
_ ( [1+v—2]fx(c) 0 >
0 (1 +7) + 2] fx(d) )

Man definiere 1y := [(1+7) — g] . Damit ist

H, = ( glfx(c*) (1me(d*) >
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Man wende das Eigenwertkriterium?®® auf diese Matrix an. Es gilt

< pfx (") — ki 0 > _ < 1 ) _
0 —p1fx(d*) — k12 T2

und man erhélt das Gleichungssystem

=]

wifx(c®) — k] - 21 =0 [—p1fx(d*) — ki) - 21 = 0.

209

Da x1,22 # 0 ist, kénnen nur die Ausdriicke in den eckigen Klammer null sein. Somit sind

die Eigenwerte der Hesse-Matrix k11 = p1 fx(c*) und k1o = —puq fx (d*).

Folglich besitzen die Eigenwerte entgegengesetzte Vorzeichen, die Hesse-Matrix ist damit in-
definit und (Fx(c*), Fx(d*)) = (1,1) ist somit ein Sattelpunkt, wenn fx(d*), fx(c*) # 0 gilt.

Zusitzlich gilt allgemein im Fall A > RV P.(¢*) und A > —RV P;(d*) fiir

(Fx(c), Fx(d)) = (1,1),

dass
PN (G(c",d", X)) > Par(G(c,d, X))

fiir alle ¢ > d > 0. Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es gilt

QoA (G(c,d, X)) = g [Pr— B — E(X)]
F‘;l(lfa)
A 1
+ <1——> Pr— B — / x dFx(x)
« 11—«
0
Fyl(l-a)

a)l—«

= Pr—B—gE(X)—<1—3> ! / x dFx(z)

bzw.
<I>a,>\(G(c, d, X)) = % [Pr— B — E(X)— RVP(c,d) + E(RVS(c,d, X))]
Fyl(l-a)
A 1
+ <1 — —> Pr— B — RVP(c,d) —
o 11—«

0

/ x dFx(z)

38Das Eigenwertkriterium besagt, wenn beide Eigenwerte positiv sind, dann ist die Matrix positiv definit und es
liegt ein Minimum vor. Sind dagegen die Eigenwerte negativ, so ist die Hesse-Matrix negativ definit und das
Optimum ist ein Maximum. Haben die Eigenwerte unterschiedliche Vorzeichen, dann handelt es sich bei dem
Extremum um einen Sattelpunkt und die symmetrische Matrix ist indefinit. Vgl. dazu Dobner, Engelmann

(2003), S. 131 ff. Des Weiteren bestimmt man die Eigenwerte durch folgende Formel (A — RE) -

—

=0,

wobei R der Eigenwertvektor, A eine quadratische Matrix, E die Einheitsmatrix, 0 der Nullvektor und Z
der Eigenvektor ist. Dieser Eigenvektor ist ungleich dem Nullvektor und die quadratische Matrix A ist die
Hesse-Matrix. Aus dieser Formel gewinnt man im zweidimensionalen Fall ein Gleichungssystem mit zwei
Gleichungen. Dieses 16st man nach den Eigenwerten auf unter der Beachtung, dass die Komponenten des

Vektors Z ungleich null sind.
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Fyl(l-a)
A A 1
= PT_B_EE(X)_<1_E>1—04 / x dFx(x)
0
— RVP(c,d) + gE(RVS(c, d, X))
Fyl(l-a)
A A 1
= Pr-B-2E(X)- <1—a> — / v dFy(z)

- [1 - 2} E(RVS(c,d, X)).

Entsprechend ldsst sich fir 1 4+~ > % feststellen, dass @, 1 (G(c*,d*, X)) > P41 (G(c, d, X))
fiir alle ¢ > d > 0 ist3Y.

Man setze das erste Differential der Riickversicherungsprimie aus Lemma 7.3.1 in die im-
plizite Losung von Satz 7.1.1 fiir den Fall A < RV P.(c¢*) und A < —RV P,(d*) ein und erhélt

l1—« l—«

Fx(c") = 1= RVP(e")] = Fx(c") = 1= 3

— 1= (1471~ Fx(e)]

l-a 1-« l-—«o N
=~ T 1_)\(1+7)+(m(1+7)—1>FX(C)0

11—« l—«

1_)\(1—1—7)—1—<1_>\(1+W)—1>Fx(c*)—0

= (1 -a)+((1T-a)l+7) - (1-X) Fx(c) =0

(1 —a)
(I-a)1+7) - (1-X)

=

= Fx(c*) =

bzw. fiir die optimale Prioritét

ti[uRVPd(c*,d*)] = Fx(d") = i—i[H(lﬂ)[—HFﬂd*)H

Fx(d*) =

l—a 1- 1—

11—«

- -1+ (1504 - 1) @) =0

= (1 -a)+ (1 -a)1+7) - (1-A) Fx(d)=0

o (1 —a)
= =gy

39Dies gilt immer fiir Fx(c*) = Fx(d*) > 1 — a.
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Fiir die Hesse-Matrix ergibt sich in diesem Fall unter Verwendung der zweiten partiellen
Ableitungen

g (—%fx(C*H(lﬂW)fx(C*) —RV Peg(c*,d") )
’ —RV Pey(c*, d*) 1A fo (@) — (14 7) fx (d7)
< — 12 fx () + (1 +7)fx(c) ?
0 —a

2 fx(d) — (1+7)fx(d*)>

_ <[1+7—%]fx(6*) 0 )
0 [~(1+9) + =2 fx (@) )
Man definiere ps := (1 +7) — %, woraus
~ m3fx(c*) 0O
m=( i)

folgt. Man bestimme die Eigenwerte dieser Matrix. Es gilt

< pafx(c*) — K31 0 > . ( 1 ) _0
0 —p3fx(d*) — K32 T2 ’

Es ldsst sich erkennen, dass die Eigenwerte der Hesse-Matrix k31 = psfx(c*) und k3p =
—psfx(d*) sind. Somit besitzen die Eigenwerte entgegengesetzte Vorzeichen. Dementspre-
chend ist die Hesse-Matrix indefinit und der optimale Punkt ein Sattelpunkt, wobei der Sat-
telpunkt fir 1 +v < g existiert?.

Man setze das erste Differential der Riickversicherungsprimie aus Lemma 7.3.1 in die im-
plizite Losung von Satz 7.1.1 fiir den Fall A > RV P.(¢*) und A < —RV FPy(d*) ein und erhélt

Fy(c¢')=1- %RVPC(c*) = Fy(c") =1

bzw. fiir die optimale Prioritét

S RVE 4] = (@) = 1 (1 (14 )1+ Fx(d)]

Fx(d*) =

(1 —a)
l-a)l+v)-(1-A)

Fiir die Hesse-Matrix folgt in diesem Fall unter Verwendung der zweiten partiellen Ableitungen
Hy — < —afx(¢) + (L+7)fx(c") —RVPeq(c*,d*) )
—RV Py(c*, d") Ealx(d) = (L+9)fx(d)
[(L+7) = 2] fx(e) 0
0 (—+7) +12) fx(@)
_ < pfx(c) >
0 —M3f x(d

= Fx(d")=

40y gl. Beweise zu den eindimensionalen Problemen.
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Die Eigenwerte sind damit ko1 = p1 fx(c*) und kg = —pusfx(d*).

Fall fx(c*), fx(d*) # 0: Fir 1 + v < %41 sind beide Eigenwerte negativ und es handelt
sich somit um ein Maximum.

Fall fx(c*) = 0 bzw. fx(d*) = 0: Fiir 1+~ < 2 ist die Hesse-Matrix seminegativ definit.
Die Art des Extremums kann somit nicht {iber das Eigenwertkriterium festgestellt werden.
Die Art des Extremums soll durch den Vergleich mit der mdéglichen Randlésung bestimmt
werden. Es wird im Folgenden

cba,)\(G(C*a d*a X)) > cba,)\(G(la 0> X))

fiir (Fx(c¢*), Fx (d*)) = (1, c 1_@)&@;;“2 = )\)) bewiesen. Es gilt fiir die Préferenzfunktionale

Bor(G(1,0,X)) = % (Pr— B— RVP(1,0)] + <1 - 2) [Pr— B— RVP(1,0)]
— Pr—B-RVP(1,0)=Pr—B—(1+7)E(X)
baw.
Do (G, X)) = 2 [Pr—B—B(X)~ RVP(c",d") + BRVS(c",d°)

d*
1
+ <1—i> |:PTBRVP(C*,d*)/$ dFx(x)
« l—«
0

)

— Pr—B-RVP(,d) - 2[ (X) — B(RVS(c",d"))]
e Fil(1—a)
A 1
— 1—— T dFX + d* dFX
< oz) -« 0/ 4
= Pr—B—(1+7)E(X)+(1+7)E(X)
— (1+7v)E(RVS(c*,d*, X)) — i[E X) — E(RVS(c*,d"))]
Wl d Fx'(l-a)
- |1-= x dFx(x) + d* dFx(z)
< oz) 1 -« 0/ d[

“1Das Extremum existiert fiir 1 + v < g, da 0 < Fx(d*) <1 — « gelten muss. Vgl. diesbzgl. Beweise zu den
eindimensionalen Problemen.
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— Pr—B-(14+7)EX)+(1+7)EEVS(c,d, X))

- %E(EVS(c*,d*,X))

~ <1_2>1ia 7xdFX(x)+ X/ 4" dFx ()
0

= Pr—B—(1+7)E(X)

da* Fi'(1-a)

T [1”_2_(1_2);@] /a:dFX(a:)—i— / 4" dFx(x)
0

d*

A (o]
+ [14-7—&] / d" dFx(x)
Fyl(l-a)
= Pr—B-—(1+~v)E(X)
d*

+ 1er- 1| | [ drc@) + a-a - (@)

+ LJr’yi]d*][lo(la)]

S Y 2 RN FEREEL: | ppre

PSS ARSI S

T R (FRRREEE. | pv
)

Das Extremum existiert fiir 1 + v < % In diesem Fall gilt auch 1 +~ > 17—>‘ Durch Ver-
gleich der zwei Préferenzfunktionale folgt damit ®, (G(c*,d*, X)) > @, 1 (G(1,0,X)). Da
keine weiteren lokalen Extrema im Fall 1 + v < g existieren und das Priferenzfunktio-

nal fiir die optimale Losung (c*,d*) auch gréfer als bei der moglichen Randlésung ist, ist
(Fx(c*),Fx(d*)) = (17 (1fa)(7(1_a,)(1,>\)) globales Maximum.

1+7)

A

Zusammenfassend ist somit (Fix(c*), Fx(d*)) = (1,1) das Maximum im Fall 1+~ > 2
ol

und (Fx(c*), Fx(d*)) =

( T a)(l(Jlﬂ)Oé)(l )\)> ist das Maximum im Fall 1+~ < g

QED

42Folgt wegen [1 +v— %] [1—a—Fx(d)]+[1+~- A] @

y(1—o)

_ .Y (1—a) _ Y
—(1+W)(1*a)*(1*/\)*[1+7* }*W*a(lﬂ)*’\*W [“W }*(1 DTN
=7-[1+MNA-a) = A= N* gas—aw =
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C.4 Beweise zur simultanen Optimierung von Erst- und Riick-
versicherungsgeschift

Beweis von Satz 8.2.1:
Fiir den erwarteten Gewinn gilt

E(G(d,p,e)) = N(@)p—p]—B—~[E(RVS(d,p,e))]

= N@)lp—pl—B—v NPy 7 €dFs(5)_d<1_F€<N(;)-u>>
N(g)-u

und durch Differenzieren bzgl. der Prioritédt folgt

DuEGpe) = = N0 (-5 ) (v ) - (-2 (v
(ol
- e ()|

Somit ldsst sich fiir die optimale Losung bzgl. der Prioritét

feststellen. Dieses Extremum ist eine Randlosung. Die Riickversicherung wird abgelehnt. In
diesem Fall gilt fiir den erwarteten Gewinn

E(G(d",p,e)) = N(p)(p—p)—B.

Man sieht, dass in diesem Fall der erwartete Gewinn am groften ist?3. Somit gilt fiir die
optimale Priamie

px = arg max[N(p)lp — 4] - B = arg max[N(p)(p — p)]"*
fiir alle p € (1; Pmax)-
QED

Beweis von Satz 8.2.2:
Man betrachte zunéchst den Fall Fiy (d) <1 —a:

BEs gilt N(p)u [ & dF.(e) — d* (1 ~F (W)) —0.
Né)-u
4Da die Betriebskosten eine Konstante sind, sind diese fiir die Optimierung irrelevant.
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Fiir den bedingten Erwartungswert in Abh#ngigkeit von der Prioritit d und dem Gesamt-
schaden X, gilt

/ [Pr(p) — B— RVP(d,X,) —d| dFx,(z)
F;;(lfa)

= Pr(p)— B—- (1+v)E(RVS(d, X,)) — d*.

1
BE(G(d, Xp)|G(d, Xp) < gadx,) = —

Somit ist fiir den bedingten Erwartungswert in Abhéingigkeit von der Prioritdt d, der Primie
p und der Storgrofle e

E(G(d,p,e)|G(d,p,€) < Gadpe) = N(p)-p—B—(1+~)E(RVS(d,p,e))—d

und fiir dessen Ableitung bzgl. der Prioritét

Da(E(G(d,p,e)|G(d,p.€) < guape)) = —(1+7) [—1+Fg <ﬁ>]_ym.

Fiir die erste Ableitung des erwarteten Gewinns bzgl. der Prioritéit gilt

DAB(G.pe) = |1+ 5 (i )|

und somit ist die erste Ableitung des Préaferenzfunktionals bzgl. der Prioritét

Da(®, 1 (G(d,p,e))) = J—__—i{_7<_1+Ff‘:< : >>]

l-a N(p)p
+ 1oa e [eee () 1)
= 1:27+i\:3(—1+1+7)
+ [T+ om0 £ (55)
= - pimar a2 ()

Man setze die Ableitung gleich null und erhélt

d* > _ (1 —a)y _ (1—a)y
N(p*)n

@)= 1 ( A N+0—a)l+7) T+ l-a)—1-N

45Vgl. bzgl. dem bedingten Erwartungswert die Beweise des Prioritéitsoptimierungsproblems.
“Es gilt Da(E(RVS(d,p,e))) = —1+ F. (ﬁ). Vgl. dazu Beweis fiir das simultane Problem mit dem

Erwartungswertkriterium.
4TVgl. dazu Beweis fiir das simultane Problem mit dem Erwartungswertkriterium.
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Dieses Extremum existiert dabei fiir 1 + v < %48. Fiir die erste Ableitung des bedingten
Erwartungswertes bzgl. der Pramie gilt

Dy(an(G(d,p,€))) = Np(p)-p+ N(p) — (1 +7)Dy[E(RVS(d, p,€))],

wobei fiir die Ableitung des erwarteten Riickversicherungsschadens®?

[e.e]

DyE(RVS(d,p.2)) = Ny(p)- s / ¢ dF.(e)

i df( p < ﬁ) Nolp)

= /adF

d
N(p)

i

geschrieben werden kann. Fiir den erwarteten Gewinn gilt
E((G(d,p,e)) = N(p)lp — p] = B— v [E(RVS(d, p,¢))]
und somit fiir dessen Ableitung bzgl. der Priamie p
Dy(E(G(d,p,€))) = Np(p) - [p — p] + N(p) =Dy [E(RV S(d, p,€))] -

Daraus folgt fiir das Préferenzfunktional

P (G(d,pe)) = i [N(p)lp — pl = B—~vE(RVS(d, p, €))]

l—«

A — o

[N(p)-p— B — (1+7)E(RVS(d,p,¢)) — d]

l—«
- A A—

1
= N(p)p—B-— N(p)u —
(p)p T Nk - T

A Z} B(RVS(d, p,))

1—X ] A—a« 1—A
o] - B3t [ty - (| BV S(pe)

und fiir dessen erste Ableitung bzgl. der Pramie p

1—

D@an(Gll.p ) = N+ N0 |- 1= a| = 147~ 12| DIBRVS (a2

48Vgl. z. B. Beweise zum Prioritiitsproblem.
“9Fiir den erwarteten Riickversicherungsschaden gilt

B(RVS(d,p,e) = N@p) p [ < dFi(e)—d (1-F (5575))-
Ny w
Vgl. Beweis fiir das simultane Problem mit dem Erwartungswertkriterium.
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Fiir die optimale Primie®® gilt dann

1- - 1-
p* = arg max [N(p) [ — )\u} - B— )\—ad* — [1—1—7— —)\] E(RVS(d*,p,E))}
P 1—-a l1-—o

l-—«o
1—A 1—A
= arg max [N(p) [p— 1—4 — [1 +v— —} E(RVS(d*,p,E))] 51
P — 1«

Im Folgenden soll die Hesse-Matrix fiir das Extremum bestimmt werden. Dazu benétigt man
die zweiten partiellen Ableitungen. Es gilt

Du®or(Gldp. ) = = |11 + 120+ £ (507 ) 7
[ 1—X d 1
2 ()

p
Da@ar(Gld.pe) = - 1o+ 1o+ 1 (5 ) (- e ) 20

= - _1+’Y‘ 1:2] - <N<§lo>u> (‘W) Nolp)

Dn(@ar(GUd.p D)) = Nylo) + Noglo) [p = =] + Nyt

_ [1 . g] D,,[E(RVS(d, p, )]

mit

DulB(RVS@p )] = Nolp)ou [ = dFfe)

Die Hesse-Matrix lautet

Dag(®ax(G(d*,p*,€)))  Dap(Par(G(d*, p*,e)
"= <de( AMG(d@,p"€)))  Dpp(Pan(G(d*,p*,€))) >

Das Extremum (d*,p*) ist Maximum®?, genau dann, wenn Ddd(<I) A(G(d*,p*,e))) < 0 und
Daa(®r(G(d*, 5", 2))) - Dp(@ar (G, *,2)) — (Dap (®er (GLd*, p*,2))))? > 0 st

59Die optimale Primie wird als Argument der Maximierung des Priiferenzfunktionals angegeben, da eine Auf-
16sung der gleich null gesetzten ersten Ableitung bzgl. der Pramie nicht moglich ist.

5! Die Betriebskosten als auch der Term i:—gd sind bzgl. der Maximierung nach Pramie Konstanten und besitzen
somit keinen Einfluss.

52Zur Bestimmung der Art des Optimums wird das Hauptminorenkriterium verwendet.
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Das Extremum existiert fiir 1 + v < % In diesem Fall gilt 1 + ~ > . Somit, ist

Ddd(q)a’)\(G(d*,p ,E)) < 0.
Es muss gelten
Daa(®ar(G(d",p",€))) - Dpp(@ar(G(d", 0", €))) = (Dap(@ar(G(d*,p", €))))°

- [1 - i:(ﬂ fe (N(C;‘)M) N(;*)M
. |:Np(p*) + Npp(0) [p* - %u] + Np(p™)

. 1+7—1ja2 (5o 2 e L (%07)
o] (s (56m)) () ooy

- [1 i i:ﬂ J: (N(c;m) N
oo {2 100~ 122] g (v

N 1-A 1-A1 [
+Npp(p™) { P — 1t —1_a+[1+’y——1_ ] / e dF;(e)
N((Z;)u
2] (= (o) () o
—14y-—= — - (N,(p*)? > 0.
[ ! 1—04} T\ ¥ M) (NP
Man dividiere durch — [1 }fe ( N(p ) NG 3 und erhélt

T
Np(p*){2—[1+7 1: ]( )( 5*)’“( (C;)u>}

N 1-A 1-A1 [
—i—Npp(p) p —u m+|:1+’}’—?:| / Eng(E)

w2+ () R o)

53Dieser Ausdruck ist negativ, da 1+~ > % immer fir 1 4+ v < % gilt und alle anderen Terme positiv sind
bis auf das erste Minuszeichen.
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O] (@PN,0) < & )
- 2 |1+
Nl ){ [ T —a] N3(p*)p J: N(p*)p
1+ N, (p*
[ 7 } J: (N(p*)u> N3(p*)p o)
N 1- A 1-A1 [
+Npp(p*) { P* — 1 —1—a+ [1+7——1_a] / e dF.(e)
N(Czl?*)u
) N 1— A AT T
= 2Np(") + Npp(@) 4P~ | =0 F 1+7——1_ edF.(e) | ¥ <o.
N(f:‘)u
Sei A := % + [1 +v— %} [ & dF.()%, so muss
N(Cll;)u
2Ny (p") + Npp(p*) {p* — nA} <0 (C.1)

gelten. Fiir die Losung bzgl. der Priamie folgt

p* = arg max [N(p) [p— %4 - [1 +v - %} E(RVS(d*,p,E))] :

1

Damit muss fiir das Differential Folgendes zutreffen

A 1-X
[ [p - —M} [1 +7 - m] E(RVS(d, p, 5))}
1- ) 1) r
= NG)+N0) [p— 1] - |10 - 1R M) a [ = am)
Now
- 1-A] [
=N +Np(p) |[p—pq 17—~ [1+7— —1_04} / e dF.(e)
Lo
Fiir die optimale Prédmie gilt demnach folgende implizite Gestalt
* * * — A 1—A r
NE*) +No@") |P" =1y 17— [1+7— 1_@] / e dF:(e)
N(g*) ©

=N@®") + N(p") [p" — pA] = 0.

S Es gilt A > 0, da fiir 1+~ <z 2 auch 14~ > gllt und das Integral als auch der Term =

posmv sind.
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Die implizite Losung lautet damit — JJ\Z; ((Z; **)) = p* — pA. Diese setze man in die Ungleichung

(C.1) ein

2Np(P*) + Npp(p™) {p" — A} = 2Np(p") = Npp(0*) 37 =3
Durch Multiplikation von N,(p*)® folgt

2(Np(p*))? — Npp(p*)N (p*) > 0.

(Np(p*))? ist immer gréBer null fiir p < praz. Fiir eine lineare Nachfrage ist der Term
Npp(p*)N(p*) gleich null, da Npy,(p*) gleich null gilt. Somit ist die Ungleichung erfiillt, die
Hesse-Matrix ist negativ definit und somit ist das Extremum ein Maximum. Fiir eine konkave
Nachfrage ist der zweite Term —N,,(p*)N(p*) > 0 fiir p < Pmqz, da fiir konkave Funktionen
Npp(p*) < 0 gilt. Damit ist die Ungleichung auch fiir jede konkave Funktion erfiillt, die Hesse-
Matrix ist negativ definit und das Extremum ist ein Maximum. Die Ungleichung ist auch fiir
konvexe Funktionen erfiillt, wenn die Bedingung 2(N,(p*))? > Npp(p*) N (p*) gilt. Andernfalls
wére der zweite Hauptminor positiv und somit die Hesse-Matrix indefinit. Es handelt sich
dann um einen Sattelpunkt.

Im Folgenden wird gezeigt, dass das Extremum ein globales Maximum ist. Zunéchst wird
gezeigt, dass das Préferenzfunktional bei Ablehnung der Riickversicherung kleiner als bei
dem eben bestimmten Maximum ist. Fiir das Préferenzfunktional gilt

Do\ (G(d,p,e)) = N(p) [ ! _AM} - A_zd—B— [14—7— Q} E(RVS(d, p,e)).

l—« 1-— l1—«

Man betrachte die Randlosung Fx, (d) = F (W) = 0. In diesem Fall wird die Vollversi-

cherung priferiert, der erwartete Riickversicherungsschaden ist der erwartete Schaden N (p)u.
Es gilt also fiir das Préferenzfunktional bei der Randlésung

1—A

Da(G0.p,2) = N(p) [p_ _4 5 [1 R

l—«

l—«

} N(p)u.
Damit d* auch das globale Maximum ist, muss gelten

<I>a,)\(G(d*¢p¢ 5)) > CDQ,)\(G(Oa b, 5))

55Es gilt Np(p) < 0, da die Nachfrage eine monoton fallende Funktion ist.
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Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es ist

1—A A—a - *
N(p)[ _1_ay,] — A - B- [1+fy—1_oj E(RVS(d*,p,¢))
11— 1-A
> _ 7, =B _
> N(p)[p 1_@#] B [1+7 1_Q}N(p)u
A—a 1-A 1—A
o * -~ * > _ o
1—ad [1+fy T }E(RVS(d,p,a))_ [1—1—7 1_@}]\[(19)#
1— ] A iy .
0 < 1—}-7——1_ N(p),u—fd — 1—1—7—? E(RVS(d*,p,¢))
0 < ﬁ+ _1=A N(p)p — N(p) 7)€Mwﬂ+d*1—F &
S R p)u pud* € TAN(p) - p
N(p)-p
_)\—a N
1—«
d*
N(p)-p

A—a d*
2 C@'F, 56,
a7 (i)

Durch Einsetzen der optimalen Prioritét folgt

d*
N(p)-p

1—A
0 < P+7————}N@m ! e dFe(e)

l—«

. B (1—a)y Ao (1—a)y
* Ml (1+’Y)(1—04)—(1—A)> T—a(l+)0-a) - 1N

56Folgt wegen 1+ — % =7+ ﬁ
57 (1—a)y A (1—a)y _ (A=)’ +(A=a)y _ F((1—a)y+A—a)
Folgt aus v (1 - (1+w>(1fa>f(1fx>> R Bl Gy TGy e sy Bt Al s )T ey sy el g ey T ry e gy

— o~ 2(4N(A=a)=(1=N)
=7~ TGei—e—ax . O
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Da im Fall 1 +v < % auch 1+~ > % gilt und alle anderen Terme ebenfalls nicht negativ
sind, ist dies eine wahre Aussage. Man betrachte die zweite Randlésung fiir diesen Fall. Fiir

die Randlosung ds gilt FXp(dg) =F; (ﬁ) =1 — «. Dabei muss
(Da,)\(G(d*7p7 E)) Z (Da,)\(G(d27p7 E))

ergeben, damit d* ein globales Maximum ist. Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es gilt
allgemein fiir das Préferenzfunktional

Bar(G(dp2) = NO)|p-1=on| - 120 B |14 - 12| B@VS(ap.e)
= N0 p- | - B 15
- [1+7—%} N 7 edFs(e>—d<1—Fs <ﬁ>>
- N(p) [p—ij—ﬁ] BNT;ﬂii] N 7 - dF(0)
el

w1 () -1 ()

Wenn d* globales Maximum ist, dann muss ®, x(G(d*,p,€)) > Po A (G(d2,p,€)) sein. Damit
muss auch gelten, dass

1—\ r
_ [1+7—T]N(p)ﬂ / e dF(e)
d*
N(p)-p
d* A —a d*
n d*(1 F( ))- d*F< )
v “\N®) - u l—a "“\N(@p)  p
> _[1+7—%]N(p)ﬂ / e dFe(e)
dg
N(p)-p
do A—a do
do ([1-F - do F,
# e (1 () ) - 1o (55
58Folgt wegen 1+ v — % =7+ %
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1-A i A
- [1+7—1_Q}N<p>u [ car@+a0za[ya-0-a)- 120 -a)?
N(dp*)-u
do
\ N(p)-n
- [1+7‘1_J o [ 2 dR) > B0+
N(dp*)-u
do
N(p)-p (1+ ) a1
— ¥)a -«
N dF.(e) < d :
(P / € dF(e) S vy s g
N(dp)u
dy
N(p)-p (1 )
—a 60
N dF.(e) < dy |1 — o — .
(p)ud*/g R ]
N(p)-n

Aufgrund der Beziehung zwischen der Stérgréfie € und dem Schaden X, folgt

da

/x dFy, (x) < ds [1 —o-g H)((ll__a‘);)j = A)]

d*
bzw. durch Substitution

11—«

/ Fl(t) dt < ds [1 - 7)((11__03)1 = A)} . (C2)

(I—a)y
A+7y)(A—a)—(1=X)

Man betrachte dazu die Abbildung C.3. Die Abbildung illustriert, dass diese Ungleichung
eine wahre Aussage ist. Somit gilt insgesamt ®, \(G(d*,p,€)) > Po A (G(d,p,€)) fiir alle d €
[0,1 — «). Es fehlt nur noch zu zeigen, dass das Priferenzfunktional fiir die Randlésungen
bzgl. Pramie (p = f, p = pmax) nicht maximal ist. Es muss

P (G(d",p",€)) = Pa(G(d", s €))

und
(I)a,)\(G(d*7p*a 5)) > q)a,)\(G(d*apmaxa 5))
59 (1-a) A— (1-o) _ (=)’ +(A—a)y _ (1—a)y+r—a)
“"Folgt aus vy (1 - m> —ia (1+7>(17Q>Z(14) =7- (1+7)(1Wfa)—(171) =7~ (11”/)(171)7(17”
— - 2EnU—a)—(1-3) _
(A4+7)(1—a)—(1-X) ’
0Folgt aus 1 — a (1—o)y — (=0)(ty—a(4y) 14N =(1-a)y _ (1—a)(—a(l41)+)) _ —a(l4m+A

T - -0-3 (A+v)(1—a)—(1-X) T - -(1-2) T 122

I—a
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Fy () Fy ()

(-a)y (-a)y
(I-a)1+y)-(1-2) (I=a)1+7)-(1=2)

d d, d d,

Abbildung C.3: Ungleichung (C.2).

gelten. Man zeige zunéchst die zweite Ungleichung. Es ist

N(p®) [p* - %u] - B - [1 +7- g] N )u 7 e dFe(e)
F (==
o <1 T v)(gl—_a?i = A)) e v)(gl—_ac?i Ty
> N(pmax) [ max — 1:24 -B- [1 +v- g] N (Pmax) / € dFe(e)

F (==
o1 (I —a)y Ao, (1 —a)y
A <1 <1+v><1—a>—<1—A>> [ ey Ty gy gy

o0

AL 1= 1—A i
N(p)[p —mu] - [1+7—1_a] N@")u / e dF.(e) > 09!
F (i)
N —\ 1=\ [
N(*) [p" —n 1_@—[1+fy—1_a] / edF.(e) p | >0
N(Z:)u

5'Da N (pmax) = 0 gilt.
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()

Dies ist eine wahre Aussage aufgrund der Tatsache, dass die erste Ableitung der Nachfrage
negativ ist, da es eine monoton fallende Funktion ist.

Als n#chstes zeige man die erste Ungleichung. Es ist

NG [ - 1o 2] - B = [ - 122 Wt ( {f) )sﬂu@
F (ot =
*‘”f<1‘u+wx$55?<ran>‘i:z$u+wfﬁ1?ju—x>
z.mm@wQEQQ—B—P+v—%gﬂNmm ( {7> )6dﬂ@
F (e
ot (g ) T e T e T

[e.e]

1-\ 1— A
N@p*) |p* — —2p] = |14+~ — N(p* dF,
(p)P 1_a4 [+7 1_@] (P*)u / e dF.(e)
F (mmicaa=s)
1- A 1A T
> -ty -2
> N [n= 1] = 1 - 12| G / c dF.(e)
F (ot
1A 1A r
Np*) [pr—pd —Z2 - [1+~- dF,
W) [P =1y T [ +7 1_@} / € dF:(e)
F (amice iy )
1- A 1- A r
> N(u) |p—np ﬂ—[l‘i"}’—l_a] / e dF.(e)
P (e ]

52Folgt aus der Beziehung der optimalen Pramie

N(p") + No(p") [p* —u{% -1+ - 2] T e dFs(E)}

d
N(™)n

=0.
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0 < =N(u)Np(p)lp* = pl + N@")Np (") (0" = 1) = Np(07)[p" — ] (N (p*) = N ().

Dies ist eine wahre Aussage, da die erste Ableitung der Nachfrage negativ ist, d. h. N(p*) <
N(p) und p* > p gilt. Somit kann keine Randlosung bzgl. der Préamie fiir lineare und konve-
xe Nachfragen ein grofleres Préferenzfunktional als die optimale Losung hervorbringen. Das
lokale Maximum ist somit das globale Maximum.

Man betrachte den Fall Fi, (d) >1—a:
Fiir den bedingten Erwartungswert in Abhéingigkeit von der Prioritdt d und dem Gesamt-
schaden X, gilt

d
B(G(d, X,)|G(d, X,) < goax,) = é / [Pr(p) — B — x — RVP(d, X,)| dFx, ()
F);;(l—a)
+ é / [Pr(p) — B —d— RVP(d, X,)] dFx,(x)
d
— Pr(p)— B— RVP(d, X,)

d 9]
1 1
- r dFyx,(x) — o d dFx,(z)
Fyl(l-a) d
53Folgt aus der Beziehung der optimalen Pramie
Np") + Npp") [p* = 8 422 = [147 = 122] I e dF.(e) b | = 0.
- 11—«
P (e i)

51F{ir konvexe und lineare Funktionen gilt f(x + h) < f(z) + h - f/(z) fiir alle b aus den reellen Zahlen und
h # 0. Angewendet auf die Nachfragefunktion gilt damit N(u) = N(p — (p — p)) < N(p) — (p — u) - Np(p)
bzw. N(p) = N(u) + (p — ) - Np(p).
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= Pr(p)—B—-(1+7)E(RVS(d,X,))

d
1 1
Fyl(l-a)

Somit folgt fiir den bedingten Erwartungswert in Abhéngigkeit von der Prioritéit d, der Pramie
p und dem Zufallseinfluss ¢

E(G(d,p, €)|G(dapa 5) < ga,d,p,a) = N(p) p— B — (1 + V)E(RVS((Lp) E))

d
N(p)u

N(p)ue dFe(e) — é d [1 — Fe <N(;l9)u>}

1
o
F (5)

und fiir dessen Ableitung bzgl. der Prioritét

Dd(E(G(dapa€)|G(dap> 5) < ga,d,p,a)) = _(1 +/7)

Fiir die erste Ableitung des erwarteten Gewinns bzgl. der Prioritédt ldsst sich

DUE(G(d,p,2) = — [—1 iR (ﬁ)] o7

festhalten und somit ist die erste Ableitung des Praferenzfunktionals bzgl. der Prioritét

Dy(®a ) (G(d,p,))) = 1:2 [_7 [_HFE <ﬁ>”

e e 0] [ ()

Man setze die Ableitung gleich null und erhélt

55Vgl. bzgl. dem bedingten Erwartungswert die Beweise des Prioritétsoptimierungsproblems.

5Fs gilt Dg(E(RVS(d,p,¢))) = —1 + F: (ﬁ). Vgl. dazu Beweis fiir das simultane Problem mit dem
Erwartungswertkriterium.

57Vgl. dazu Beweis fiir das simultane Problem mit dem Erwartungswertkriterium.
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Somit ist dieses Extremum eine Randlésung. Die Riickversicherung wird abgelehnt. In diesem
Fall gilt fiir das Préferenzfunktional

Par(Gd" p ) = T2 NG)p—p) ~ B
+ i:z N(p)p—B—é / N(p)ue dF(e)

P (55)

Im Folgenden wird gezeigt, dass das Préferenzfunktional mit der optimalen Prioritit grofier
gleich dem allgemeinen Préferenzfunktional

Do\ (G(d,p,e)) = 1:2[N(p)(p—ﬂ)—B—VE(RVS(d’p@))]
+ 22 N - B (1 +)E(RVS(d.p.0)
N
T s ()]

F= (Gs)

fur 14+~ > g ist. Somit ist es in diesem Fall das globale Maximum. Im Fall 1 + v < % hatte
y(1-a)

man bereits Fy, (d*) = =) (1) =(=N und
1—X 1—A
= s[5 - L2141 122 s )]
D 11—« 11—«

als globales Maximum erhalten.

Es muss also folgende Ungleichung gelten

i:i[N(p)(p —p)— Bl + i:z N(p)p— B - é / N(p)ue dF:(e)
r (3550)
> T2 ING)p— ) — B E(RVS(d,,0))
b T2 NP~ B - (1+2)B(RVS(d,p, )
. i N(p)pe dF.(e) — Lq [1 — I < d )]
a a N(p)p

P (3550
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und somit auch die Ungleichung

A—a 1 7
T N(p)ue dF.(e)
Fgl<1\}(7pc)¥u>
1—A A—«
1o [VEWRVSEp,e)] + T—— [-(1+7)BE(RVS(d, p;€))
d
1 N(p)p 1 d
T N(p)ue dF.(e) — ad [1 — F; <m>}
(355
bzw.
1A—« yi
-~ 21 4 / N(p)pe dF.(e)
Fe (355)
1—A A —
> - [120 I0)| BV S(p.o)
1l -« 1-—
d
A o 1 d
-«
t 13 / N(p)ue dFs(s)—ad [I—F6 <N(p),u>]
7 (355%)
bzw.
1A—«a 1—A
__ > _ 68
SITSE(RVS(.p.9) > - (147 - [ | ERVS(0.)
bzw.
1A—«a 1—A
_Z l4y—2 >
[ ~1 o T1tY 1_Q}E(RVS(d,p,5)) > 0
A
[1 fye a} E(RVS(d,ps) > 0

Da der erwartete Riickversicherungsschaden grofler gleich null ist, ist die Ungleichung genau
dann erfiillt, wenn 1+~ > g gilt. Damit folgt ®, (G (d*,p,€)) > Po A (G(d,p,¢))) fiir alle

58Folgt aus 3 flia N(p)pe dF.(e) — A N(p)ue dF.(e) — d [1 - F. (m)]
F () F (Ra5)
= [ N(pue dF.(e) —d [1 F. (m)} = [ N@uedF-(s)— [ ddF.(e)
N(i)# N(dp)u N(Z)u

(N(p)ue — d) dF.(e) = E(RVS(d,p,¢)).

Il
R'\g

2
5
T
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d,pund 1+~ > g

Fiir das Préferenzfunktional ergibt sich bei Ablehnung der Riickversicherung

1—-A

Can(Gdp,e)) = T INP)p—n) — B
+ i\:z N(p)p—B—é / N(p)ue dF.(g)

FEA(JVI(;?H)

Somit gilt fiir die optimale Primie

p' = argmax 1:2[1\[(1))(17—#)—3]
+ i:g N(p) —B—é / N(p)pe dFe(e)

1-— — 1
= argmax |N(p) |p— )\,u—)\ au— / e dF(e)

p 11—« l—a «
L L F;I(Nl(;?u>
)\ o
— 1
= argmax [N(p) |p—p— a,u -1+ — / e dF;(e)
p l-« «

P 1-—

A—
= arg max [N(p) P—M——aﬂA(a7p)H’

wobei A(a,p) == -1+ 1 J e dF.(e).
F;1<J\;(;ﬁu>

QED
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Weiterfithrende Untersuchungen zur optimalen Primie mit linearer Nachfrage-

funktion und Riickversicherungswahl:
o0
Es gilt fiir den oberen bedingten Erwartungswert - [ & dF.(g) > E(e).
P! ()
o0
Somit folgt e i edF.(e) > E(e) =1

A =N _
1-a)(1+7)-(1 )Fs 1((17(!)21&”@7)(17/\))

i -« A—a
bzw. J e dF(e) > 1= iy = Tt

— (1—a)
FH (ot
oo
Sei i e dF.(e) = (1fa)(1)\770):(17>\) + AW (a, A, €), wobei AW (a, A, g) > 0%9
F*l ( Y(1—a) )

s \T-aus)--»
ist. Die Abweichung zwischen Erwartungswert und bedingtem Erwartungswert wird kleiner,
wenn die untere Intergrationsgrenze gegen null lduft. Dies ist der Fall, wenn die Risikoaversion

zunimmt. Es gilt fiir den Term

24_[14_7_1_)‘][ A—«
11—« l—a] |@-—a)1+v)—(1-2X)
_ 1—)\+)\—04 [1+AW(a,/\,E)[(l—a)(l—i—’y)—(1—)\)]]

+ AW (a, )\,5)}

l-a 11—« A—

1—
= 1+ AW (a, A €) [1+7— /\].

11—«

Da AW (a, A, ¢€) [1 +v— %} bei Riickversicherungswahl™ immer groBer gleich null ist, ist

auch die optimale Pramie grofler gleich der optimalen Pramie bei Risikoneutralitéit. Ein gene-
relles Verhalten dieses Termes bzgl. Risikoaversionszunahme kann nicht festgestellt werden,

da AW (a, \, e) und {1 e }:—A} gegenliufiges Verhalten aufweisen.

[0}

Berechnung und weiterfiihrende Untersuchungen zur optimalen Prédmie bei Ab-
lehnung der Riickversicherung und linearer Nachfragefunktion:

Es gilt fiir die optimale Pramie bei Ablehnung der Riickversicherung

5 — arg ma {N(p) [p—u— i‘:—sz(a,p)H :

Durch Differenzieren und Nullsetzen folgt

A—
11—«

i:—z“Dp(A(o"p*))] +Np(p") [p* — =

N(p*) |1- MA(a,p*)] =0.

59 AW steht fiir Abweichung.
"In diesem Fall liegt Risikoaversion vor.
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Man setze die lineare Nachfragefunktion ein und erhélt

0= tp°) |1~ T DA™ = |p = = S| =0
A N N | P B
122,800 -0

bzw'p* 14388000 4 pma [1 - 350D (A (0, p7)]

2 — )\_—QMD (A(oz p*)) =: p?inem*,Nicht—RV71
11—« p ’

Fiir Risikoneutralitidt (A = «) folgt

* M+ Pmax
plinear,NichtfRV T :
Fiir Risikoaversion (A > «) gilt

* >k
plinear,Nicht—RV,R—aversion > plinear,Nicht—RV,R—neutral‘
Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es muss also gelten

I [1 + i‘:—gA(a,p*)} + Pmax [1 - i\:—g'qu(A(a’p*))} > P+ Pmax
2— i\:—gﬂDp(A(O‘vp*)) -

2

A—ao « A-a *
1% |:1 + HA(OQP ):| + Pmax |:1 - 1 _QMDP(A(OC,]) )):|
1N —«o
2[#-%pmmJ{1

- ST suD (Al

A—a N 1A —« N 1AN—«
I [EA(O&,P )+ 57— HDp(Alap ))} + Pmax [——

Es gilt 1t < pmax und —%i‘:—g,qu(A(oz, p*)) > 0, somit kann folgende Abschétzung vorgenom-
men werden

A—« N 1A—«a . 1AN—«a
1% [EA(O&,F )+ §EHDp(A(Oé,p ))} + Pmax [

—§mMDp(A(OZ,p ))]
A—« N 1N—a N 1A —«a

> [EA(O&,F )+ §EHDp(A(Oé,p ))} +p [——f
A—a«

= A(a,p*) > 0.
py A p7) 20

71ES gllt % = Pmax-
"Folgt wegen Dy (A(a,p*) = 1 ( F

A o () 2 (7 (ste)) =01 gt 2 0
> a.

3 EMDp(A(OGP*))] > 0.

232
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Dies ist eine wahre Aussage, da A > o und A(q, p*) > 0 gilt. Somit ist

* *
plinear,Nicht—RV,R—aversion > plinear,Nicht—RV,R—neutral :

Fiir Risikofreude (A < o) und 1 — %i‘:—g,qu(A(oz,p*)) < 0 ergibt sich

* *
plinear,Nicht—RV,R—freude > plinear,Nicht—RV,R—neutral :

Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es muss also gelten

14 222 A, 5| + P |1 = 222 1Dy(A(e, p7)) o A Dinax

2 — =2 Dy A(a 7)) =2

Fall 1 — %i‘:—g,qu(A(oz,p*)) < 0:
Es gilt

— 2D,

A—a
1+ >=—A(a,p* max |1 —
u[+1_a (a,p)]ﬂo [ =

1A -« N
< [1 4 Pmax] [1 - §mﬂDp(A(@ap ))}
A—« . 1AN—«a . 1A —«
1% [HA(%}? )+ §mﬂDp(A(Oé,p ))} + Pmax [—5 -
A=« 1A—a
* _ A V) < 0.
'ul—OzA(a’p )+[:U’ pmax]21_a,U/Dp(A(O‘vp ))_O

pDp(Aa, p*))| <0

233

Dies ist eine wahre Aussage, da ,u’l\:—gA(a,p*) <07 und [t — prmax] %’\_—aqu(A(a,p*)) <0™

-«

zutrifft. Somit ist

>k >k
plinear,Nicht7RV,Rffreude > plinear,Nicht7RV,aneutral
fiir Risikofreude (A < o) und 1 — $2=2 D), (A(e, p*)) < 0.

Fiir Risikofreude (A < o) und 1 — %i‘:—g,qu(A(oz,p*)) > 0 ldsst sich

* *
plinear,Nicht—RV,R—freude < plinear,Nicht—RV,R—neutral

ermitteln. Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es muss also gelten

M [1 + i\:—gA(a’p*)} + Pmax [1 - i\:—gMDP(A(a’p*)) < M+ Pmax

2 — 3=21Dy(A(a, p*)) -2

3Gilt wegen A < o und A(a, p*) > 0.
"Gilt wegen A < @, Dp(A(a, p*)) <0 und p1 < Prmax-
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Fall 1 — 19=2,D,(A(a,p*)) > O:
Es ist

(07

;aqu(A(am*))]

A—a
14— * < [1—
1 @) s |15

1XA—« .
< [M+pmax] |:1 - §E/LDP(A(O[,]9 )):|
A-a IA—«a 1AN—«
_— - * _ = * <
u[l_aA( P+ 57— #Dp(Ala ))}ermax[ 5 T HDp(Aap*) | <0
A—a« X 1A—a .
lu’l _ aA(aap )+ [:u’_pmax] §E'U’DP(A(Q7P )) § 0.

Dies ist eine wahre Aussage, da ,ui‘:—gA(oz,p*) < 0™ und (it — Prmax %ﬁ,qu(A(a p*)) <07
gilt. Somit lésst sich

* < p*
plinear,Nicht7RV,Rffreude = plinear,Nicht7RV,aneutral

fiir Risikofreude (A < ) und 1 — $2=24D),(A(, p*)) > 0 festhalten.

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass der Fall 1 — %ﬁqu(A(a,p*)) < 0 auszuschlieflen
ist. Es muss gelten
I [1 + t—gA(a,p*)] + Pmax [1 — =2 uDy (Al p*))]

- < Pmax
2 - ?_—gqu(A(a,p ) "

A—a X @ *
A\ —
1—

~Pinax {2 - p<A<a,p*>>] >0

— ZA(a,p*)u > 0.

A—a N A
M |:1+EA(OQP ):| _pmax://f_pmax+ 1—

Es ist gt < pmax. Somit ist g — ppax < 0. Es gilt A(a,p*) > 0 und A=a < (. Damit ist
2=2A(aq,p*)p < 0. Dies fithrt zum Widerspruch. Der Fall 1 — £2=2,D,(A(a,p*)) < 0 ist
somit auszuschliefen. Es gilt also insgesamt fiir Risikofreude

* *
plinear,Nicht—RV,R—freude < plinem’,Nicht—RV,R—neutral :

Gilt wegen A < a und A(a, p*)
6Gilt wegen A < a, Dp(A(a, p*))

0.

>
<0 und ¢ < pmax-
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Im Folgenden soll die Maximalbedingung gepriift werden. Es gilt fiir die zweite Ableitung

0= t0°) |3 = D Aep )| ~ b |1 = T 20D, (Al

—b [1 — A_—O‘qu(A(Oé,10*))]

11—«
A—a

Z[G—bp*][—l A

HD(A(a )| - 2|1 T 2D, (M) <0

—

fir A > o”" und fiir A < o mit der Bedingung

«

A O‘MDpp(A(a,p*))} <2 [1 - A;qu(A(oz,p*))] .

l—« l—«

[a — bp”] [—

Berechnung und weiterfiihrende Untersuchungen zur optimalen Prédmie bei Ab-
lehnung der Riickversicherung und konkaver Nachfragefunktion:

Es gilt fiir die optimale Pramie bei Ablehnung der Riickversicherung

A—
11—«

*

p* = arg max [N(p) [p—u—

MA(am)H :

Durch Differenzieren und Nullsetzen folgt

A—
11—«

A—
11—«

NG) 1= 5D e + 8, 07) o~ = T )| =

Man setze die konkave Nachfragefunktion ein und erhélt

A—
11—«

[—b(p")* + d] [1 - i\_ zqu(A(ayp*))} — 2bp” [p* —p= MA(@,P*)} =0

b3 2D A0 )| 077 - 2|~ T2 us )

l—«

)\ - *
TTFir A > o ist Plinear Nichi— py immer ein Maximum, da a — bp* = N(p*) > 0, — ] e 1 Dpp(Aa,p*)) <0
: -«
— >0

und 1 — 2=2 1D, (A(e, p*)) > 0 ist.
"™Bei Risikofreude ist die optimale Primie nicht zwangsliufig ein Maximum, sondern muss zusitzlich die
angegebene Bedingung erfiillen.
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2 [+ i\:—g‘MA(a,p*)} [1 — i‘:—g,u,Dp(A(Ot,p*))}

(p*)2 o —« p* _p?nax o = 079
3= 1=41Dp(A(e,p") 3= =2 uDy(A(0,p))
bzw.
p* _ M+ i\:—g,UJA(OQp*)
2 3 — =2 uDy(A(a,p*))
2
+ o+ b )] L 1= 222Dy (A (e 7))
2 T Pmax"a N0 ;
8- 3=2uD,(A.p))] 3= 3ZanDy(Al0.p"))
o1+ =20
3= 32Dy (A0, p)
2
V 2 (14 28|+ PR |1~ AZ20D( Al p))] 3 350Dy (A (0 p)
+
3 — 9=2uDy(A (o p"))
Die Losung
. n[1e A
P = — -
b 3 tuD, (A )
2
V2 [+ 322800,0)] v [1 22200, (00, p7))] 3 22Dy (Ao )]
+

3 — 1= nDp(A(a, p))

ist die einzige Losung®®, wenn
A—« A—«
2 * *
1—— - >
Pmax |: 1— a,Ule(A(Oé,p )):| |:3 1 — QMDP(A(aap )):| - 0

und 3 — i‘:—g puDp(A(er, p*)) > 0 gilt. Dies ist fiir A > « (Risikoaversion und -neutralitdt) und
fir A < o (Risikofreude) mit der Bedingung 3 — $=2 1D, (A(a, p*)) > 0 erfiillt. Dabei gilt fiir
diese Losung

DPlinear Nicht—RV < Pkonkav,Nicht—RV -
Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es muss gelten

MA + pmaxBl < % + \/M2A2 + pIZnaxBlBZS 81
By - B3 B3

MABS + pmaxBlBS < ,UJABQ + B2 \/,U2A2 +p12naXBlBg

"Es gilt ¢ = piax-
80Tn diesem Fall ist die zweite Lésung negativ.
$'Es sei A =14 3=2A(a,p") und B; 1= j — 2=2uD,(A(e, p*)) mit j=1,2,3.
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MA +pmaxB1B3 B2\/IU’2A2 +p?naxBlB3

IN

IU’2A2 + 2,U’ApmaxBlB3 + p?naxB%Bg IU’2AZB§ + p?naxBlB?)B%

IN

0 < p?A*(B3 — 1) — 2uApmaxB1Bs  + piaB1Bs(B; — BiBs)
0 < p*A* (B3 — 1) = 2ApmaxBiBs  + ProaxB1B3
0 < p>A*B1 By — 2uApmaxB1Bs  + pr..B1Bs
0 < p*A? = 20Apmax + Phax
0< (A + Pmax)”
Dies ist eine wahre Aussage, es folgt somit p?inear,Nicht—RV < pZOnkav,Nicht—RV'

Die Losung
|14 222 Ao, )|
3 — =2 uDy(A(a,p*))
2
\//1,2 |:1 + i\:—gA(%P*)} +pr2nax [1 - i\:—g:u’DP(A(Odap*))} [3 - i\:—g:u’DP(A(Odap*))}
3 — 1= nDp(A(a, p))

*

by =

ist die einzige Losung®?, wenn A < « (Risikofreude) mit der Bedingung 3— i‘:—g uDy(Aa, p*)) <
0 erfiillt ist. Fiir diese Losung ist dabei

* *
plinear,Nicht—RV < pkonkav,Nicht—RV :

Dies soll im Folgenden gezeigt werden. Es muss gelten

PA+PmaxB1 _ pA  /p?A% + . BBy
B2 B B3 B3

MABS + pmaxBlBS

v

,U,ABQ — BQ \//1,2142 +p12naXBlBg

MA + pmaxBlBS > _B2 \///’2"42 + p%’laxBlB3

82In diesem Fall ist die erste Lésung negativ.
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—pA — pmaxB1B3

§2 A2 4 201 Apyax B1 By + phoy B B3
0 < p*A*(B3 — 1) — 241 Apmax B1 B3
0 < pu*A*(B3 — 1) — 241 Apmax B1 B3
0 < p* A’ By B3 — 21 Apmax B1 B3

0 < p?A® = 21 Apmax

0<(uA

IN

_.I_

_.I_

Byy/p2A% + p2, B1B;

> A* B + pi.x B1 B3 B3

PhaxB1B3(B3 — By B3)

P B1Bs3

Prmax)>-

238

Ohne spezielle Annahmen bzgl. der Stérgrofie € ist es nicht moglich, Aussagen iiber die Hohe
der optimalen Prémie zu treffen. Auch eine Abschéitzung der optimalen Pramie zwischen den
einzelnen Risikoeinstellungen (Risikofreude vs. Risikoneutralitat bzw. Risikoaversion vs. Risi-
koneutralitéit) ist nicht moglich. Somit muss ein Zedent entsprechend seiner Risikoeinstellung
und der vorliegenden Storgrofle seine optimale Priamie bestimmen. Auflerdem muss dieser sei-
ne optimale Pramie hinsichtlich der zweiten Ableitung iiberpriifen, damit auch wirklich ein

Maximum vorliegt.



Anhang D

Beweilse unter Stochastischer
Dominanz

D.1 Beweise fiir das Prioritidtsoptimierungsproblem

Beweis von Satz 5.6.2:

1. Behauptung;:

X und Z sind Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch erster Ordnung. Man betrachte
die Abbildung D.1.

Fy(a) Fy(a

£ (2) £, (2)

Fy(x) Fy(x)

F,(a) F(a)

Abbildung D.1: Satz 5.6.2 Behauptung (1).

1 1
Esgilt [ Fy'(t)dt< [ F;'(t) dt. Durch Substitution von t = Fy(x) folgt
FX (a) FZ (a)

o

1 00
/ Fl(t) dt = /Fxl(FX(x)) dFy(z) = /x dFx (z)'.

Fx(a) a

"Man substituiere t = Fx (), somit ist &t(‘) = 1. Fiir die obere Integralsgrenze F'x(x) =t = 1 folgt z = co.

Fiir die untere Integralsgrenze gilt Fx () =t = Fx(a) und damit z = a.

239
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Analog gilt fiir die Zufallsvariable Z mit Verteilung F

1 00
/ Fyl(t) dt = /z dFy(z).
Fz(a) a
Daraus folgt f z dFx(z) < [z dFz(z) fir alle a € R.

2. Behauptung;:

240

X und Z sind Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch erster Ordnung. Man betrachte

die Abbildung D.2.

£(2) £ (2)

Fy(x) Fy(x)

£y (a) Fy(a)

Abbildung D.2: Satz 5.6.2 Behauptung (2).

Es gilt
1 1 1 1
/ Fl(t) dt — / adt < / F L) dt — / a dt.
Fx(a) Fx(a) Fz(a) Fz(a)

Durch Substitution von t = Fx(x) folgt
1 1 1 oo

/FXI(t) dt — / adt= /(FXI(t)—a) dt:/(x—a) dFx (z)2.

Fx(a) Fx(a) Fx(a) a
Analog gilt fiir die Zufallsvariable Z mit Verteilung F
1 1 o0
/ F,l(t) dt — / adt—/(z—a) dFy(2).
Fz(a) Fz(a) a

Daraus folgt die Behauptung f (x —a) dFx(z) < [(z —a) dFz(z).

@\8

3. Behauptung:

X,z

Sei X eine Zufallsvariable und Fy die dazugehorige Verteilungsfunktion. Man betrachte die

Abbildung D.3.

2Man substituiere t = Fx (), somit ist dFIt(I)

untere r = a.

= 1. Fiir die obere Integralgrenze folgt x = oo bzw. fiir die
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Fy(b)

Fy(a) Fy(a)

Fy(x)
Fy(x)

X,z X,z

Abbildung D.3: Satz 5.6.2 Behauptung (3).

Es gilt
1 1

/ (Fx(t) —a) dt > / (Fx'(t) — ) dt.
)

Fx(a) Fx (b
Durch Substitution von ¢t = Fx(x) auf beiden Seiten folgt

o0

[ arxie) > 7@; — ) dFx(2)
b

a

fir alle ¢ < b und a,b € R.
QED

Beweis von Satz 5.6.3:
1. Behauptung;:
X und Z sind Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch zweiter Ordnung, dann gilt

Z Fx(1) dtzé Fz(t) dt = —O/FX(t) dtg_o/pz(t) dt

a a a

- [1 dt—O/FX(t) dtgo/l i~ [ Fult) ar

0 0

Dies veranschaulicht die Abbildung D.4.
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Fy(a Fy(a

F,(2) F,(2)

Fy(x) Fy(x)

F,(a) Fy(a)

Abbildung D.4: Satz 5.6.3 Behauptung (1).

Man erkennt aus der Abbildung, dass folgende Ungleichung gilt

Fx (a) 1 Fz(a) 1
/ Fl(t) dt + / adt < /F t)dt + /adt.
0 Fx(a) Fz(a)
Es folgt daraus durch Substitution
/w dFx (z) +/a dFx(z) < /z dFz(z) +/a dFz(z)
0 a 0 a

E(min(a,X) < E(min(a,Z2))
fiir alle a € R.

2. Behauptung;:
X und Z sind Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch zweiter Ordnung, dann gilt
nach Behauptung (1) F(min(a, X) < E(min(a, Z)) fiir alle a € R. Fiir eine Verteilungsfunk-
tion Fz gilt F(min(a,Z)) < E(min(b, Z)) fir alle a < b und a,b € R. Dies illustriert die
Abbildung D.5.

F,(2)
£G) F, (b)

F,(a) Fy(a)

Abbildung D.5: Satz 5.6.3 Behauptung (2).
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3. Behauptung:
X und Z sind Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch zweiter Ordnung, dann gilt
nach Behauptung (1)

O/x dFy (z) +a/a dFx(z) < O/Z dF(2) +a/a dFy(2).

Fiir a = oo folgt [z dFx(z) < [z dFz(z) bzw. E(X) < E(Z).
0

QED

Beweis von Satz 5.6.9:

1. Behauptung;:

Wegen Satz 5.6.3 Behauptung (3) gilt E(X) < E(Z) fir stochastische Dominanz zwei-
ter als auch fiir stochastische Dominanz erster Ordnung. Somit ist —E(X) > —FE(Z). Fir
den erwarteten Riickversicherungsschaden folgt nach Satz 5.6.7 bei stochastischer Domi-
nanz erster Ordnung E(RV S(d, X)) < E(RVS(d,Z)) fir alle d > 0. Daraus ergibt sich,
da vy > 0ist, —yE(RVS(d,X)) > —yE(RVS(d, Z)) fiir alle d > 0. Insgesamt folgt somit
E(G(d,X)) > E(G(d, Z)) fiir alle d > 0.

2. Behauptung;:
Aus Behauptung (1) folgen fiir die optimalen Prioritéiten d% und d}, die Ungleichungen
B(G(dy. X)) > B(G(dy. Z)) wd B(G(dy, X)) > E(G(dy, 2))

Des Weiteren gilt bei stochastischer Dominanz erster Ordnung nach Satz 5.6.8
E(RVS(dx,X)) > E(RVS(dy, X)).
Daraus folgt

Pr— B— E(X) — yE(RVS(d%, X))
E(G(dx, X))

Pr— B — E(X) — yE(RVS(d}, X))
E(G(d7, X))

Insgesamt lisst sich damit die Abschétzung

E(G(dx, 2)) < E(G(dy, X)) < E(G(dz, X))
festhalten. Die Abschétzung

E(G(dy, Z)) < E(G(dz, 2)) < E(G(dZ, X))
ergibt sich analog.

QED
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Beweis von Satz 5.6.10:
Fiir die Gewinnfunktion bzgl. X gilt

0, fir X <d

G(d,X):Pr—B—X—RVPX(d)+{ X—d frXsd

Dabei sei Gin,x der kleinste Gewinn, der bei der Verteilung von X auftreten kann. Es ist
somit

G(d,X) = Pr — B — RVPx(d) — d = Guin,x-
Analog sei Gyin,z der kleinste Gewinn bzgl. Z. Fiir diesen folgt
G(d,Z) = Pr— B — RVPz(d) — d = Gnin,z-

Nach Satz 5.6.8 gilt bei stochastischer Dominanz erster Ordnung fiir die Riickversicherungs-
préamien RV Px(d) < RV Pz(d). Daraus folgt Gmin,z < Gmin,x. Damit ist Gmin,z =: Gmin der
Minimalgewinn.

Man betrachte den Fall d < z, z:

Sei a eine reelle Zahl kleiner als der Minimalgewinn, dann gilt Fg g x)(a) = P(G(d, X) <
a) = 0 fiir alle a < Guin bzw. Fgqz)(a) = P(G(d,Z) < a) = 0 fiir alle @ < Gpn. Daraus
folgt Figa,x)(a) = Fa,z)(a) Ya < Guin.

Sei a nun eine reelle Zahl kleiner Gin x, aber gréfler als der Minimalgewinn, dann gilt
F(;(d7X)(a) = P(G(d,X) § a) = 0 fir alle Gmin § a < Gmin,X bzw. Fg(dz)(a) = P(G(d, Z) §
a) > 0 fiir alle Gyin < a < Gin,x. Daraus folgt Faa,x) (a) < Faa,z) (a) Ya < Gin, x-

Man betrachte den Fall d > z, 2z :
Fiir die Gewinnfunktion bzgl. X lisst sich

G(d,X) = Pr— B— RVPx(d) — 2 > Gun

und bzgl. Z
G(d,Z) = Pr— B — RVPz(d) — z > Gnin

festhalten. Somit kann man fiir die Gewinnverteilungsfunktion bzgl. X

Fguxy(a) = P(G(d,X)<a)=P(Pr—B—RVPx(d) - X <a)
= P(X>Pr—B-RVPx(d)—a)=1— Fx(Pr— B — RVPx(d) — a)

fiir alle a > Gin schreiben. Analog gilt fiir die Verteilungsfunktion von Z
Fg(dz)(a) =1- Fz(PT — B - RVPz(d) - a)

fir alle a > Guin.
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Man setze by = Pr — B — RV Px(d) — a und by = Pr — B — RV Pz(d) — a. Daraus folgt
bei stochastischer Dominanz erster Ordnung aufgrund der Beziehung zwischen den Riickver-
sicherungspréimien b; > by. Daraus folgt fiir die Verteilungsfunktion von Z Fz(by) > Fz(b2).
Da X von Z stochastisch dominiert wird, gilt laut Definition Fx(b1) > Fz(b1). Daraus folgt
insgesamt Fx (b1) > Fz(by).

Fortfithrend ist damit 1 — Fix (b1) < 1—Fz(ba) baw. Fq,x)(a) < Fga,z)(a) fir alle a > Guyin.
Insgesamt folgt somit: X <psp Z = Fq,x)(a) < Fg,z)(a) firallea € Rbzw. G(d, Z) <psp
G(d, X) fiir alle d > 0.

QED

Beweis von Satz 5.6.11:
1. Behauptung;:
Fiir das CVaR-Prinzip? bzgl. eines Schadens X gilt

0. (G(d, X)) = E(G(d,X)|G(d, X) < ga(d))
Pr— B — RVPx(d) — d, fiir Fyx(d) <1—a

_ Pr— B — RVPx(d) — 2d(1 — Fx(d))
L dR(), firr Fy(d) >1—a

¢ o1
Fy (1-a)

Fall Fz(d) < Fx(d) <1—
Z dominiert X stochastisch erster Ordnung, dann ist nach Satz 5.6.8 RV Px(d) < RV Pz(d)
bzw. —RV Px(d) > —RV Pz(d). Daraus folgt

Pr—B—RVPx(d)—d > Pr—B— RVPy(d)—d

bzw. ®,(G(d, X)) > ®,(G(d, Z)) fiir alle d > 0.

Fall 1 — a < Fz(d) < Fx(d):
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.6. Es gilt

Fx(d) 1 Fz(d) 1
/ Fl(t) dt + / ddt < / F,l(t) dt + / d dt.
R Fx (d) l-a Fz(d)

3Vgl. Beweis zu Satz 5.2.1. Die Riickversicherungsprimie wird dabei mit dem Index “X” versehen, um diese
spéter von der Riickversicherungspréamie bzgl. der Zufallsvariablen Z unterscheiden zu kénnen.
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Abbildung D.6: Satz 5.6.11 Behauptung (1) Abbildung I.

Durch Substitution von t = Fx(x) bzw. t = Fz(z) folgt

d 0o d 0o
/ wdFX(w)—{—/d dFx(z) < / zdFZ(z)+/d dFz(z)
Fyl(l-a) d F ' (1-a) d
d d
/ v dFy (2) + d(1 - Fx(d)) < / 2 dFy(2) + d(1 - Fz(d))
Fyl(l-a) F ' (1-a)
d d
L dF 1d 1—Fx(d) > 1 dF 1d 1—Fz(d
T €T X(ﬂf)—a (1-Fx(d) = T z Z(Z)_E (1= Fz(d)).
Fyl(l-a) F ' (1-a)

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 5.6.8 —RV Px(d) > —RV Pz(d)
fiir alle d > 0. Damit ist auch

d

Pr— B — RVPy(d) — éd(l ~Fx(d) — / 2 dF ()
Fil(1-a)
d
> Pr— B — RVPy(d) — éd(l _ Fy(d)) — é / 2 dFy(2).
Fyl(1-a)

Daraus folgt ®,(G(d, X)) > ®,(G(d, Z)) fiir alle d > 0.
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Fall Fz(d) <1—a < Fx(d):
7 dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.7.

A A
1 1
F,(x Fo(x
b F,) v ()
Fy(d) Fy(d
I—o A e R J e L R et
F,(d F,(d).
X,z X,z
d d

Abbildung D.7: Satz 5.6.11 Behauptung (1) Abbildung II.

Es gilt
Fx(d) 1
/F)El(t)dt-i- / ddt < o-d.
l—a Fx(d)

Durch Substitution von t = Fx(x) folgt

d 00
/ wdFX(x)—i—/ddFX(x) < a-d
Fil(l—a) d
d
/ x dFx(z)+d(1 - Fx(d) < a-d
Fyl(l—a)
d
L / APy (z) — 2d(1 - Fx(d)) > —d
o T x(x o X = .
Fil(1—0a)

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt Satz 5.6.8 —RV Px(d) > —RV Pz(d) fiir alle
d > 0. Damit ist auch

d
1 1
Pr—B—RVPx(d) - — / v dFx(z) = ~d(1 = Fx(d)) > Pr—B—RVPz(d)—d.

Fyl(1-a)

Daraus folgt ®,(G(d, X)) > ®,(G(d, Z)) fiir alle d > 0.
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2. Behauptung;:

Zum Beweis der Behauptung muss zunéchst der obere bedingte Erwartungswert bestimmt und
fiir die stochastische Dominanz abgeschitzt werden®. Fiir den oberen bedingten erwarteten
Gewinn bzgl. Schaden X ergibt sich

E(G(d, X)|G(d, X) > ga(d))

[Pr— B — RVPx(d) —z] dFx(z)|, fir Fx(d)>1—-«

7
o £
|
£

Fol(1-a)
+ [ [Pr—B-—RVPx(d)—d] dFx(z)|, fir Fx(d) <1—«
| d
F7l(1-a)
Pr—B—RVPx(d)— £ [ zdFx(z), fir Fx(d)>1-«
0

Fil(l—a)
- [ ddFx(z), fir Fx(d) <1 -«
\ d

Fil(1—0a)

Pr—B—RVPx(d) - [ =zdFx(x), fir Fx(d) > 1—a

pu— O

d

Pr—B—RVPx(d) - & [z dFx(z) —d [1 — L Fx(d)], fir Fx(d)<1-a
0

“Ohne Abschiitzung des oberen bedingten erwarteten Gewinns kann nur die Abschitzung des Préferenz-
funktionals fiir A > « gezeigt werden, denn es gilt nach Satz 5.6.9 E(G(d,X)) > E(G(d,Z)) und nach
Behauptung (1) E(G(d, X)|G(d, X) < ga(d)) > E(G(d, Z)|G(d,Z) < ga(d)) fir alle d > 0. Damit folgt
fiir das Préferenzfunktional ®4(G(d,.)) = 1=2E(G(d,.)) + 3=2E(G(d,.)|G(d,.) < ga(d)) fiir X > a:
Do (G(d, X)) > ®o 2 (G(d, Z)) fiir alle d > 0.
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Fall Fz(d) < Fx(d) <1—
7 dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.8.

. A | 'y
Fy(x)
£, (2)
I—ad R Ry e T
Fy(d)] Fy(d)
F,(d) . F,(d) .
; » X,Z } » X,Z
Abbildung D.8: Satz 5.6.11 Behauptung (2) Abbildung I.
Es gilt
Fx (d) I—a Fz(d) I—a
/ Fl(t) dt + / ddt < / F,l(t) dt + / d dt.
0 Fx(d) 0 Fz(d)
Durch Substitution von t = Fx(x) bzw. t = Fz(z) folgt
d F);l(lfa) szl(lfa)
/ v dFy(z) + / ddfx(@) < [ 2dFs()+ / d dFy(z)
0 d d

2 dFz(z) +d(1 —a— Fz(d))

/
/

d
/w dFx(z)+d(l —a— Fx(d) <
0

/d:ngX(:g)—d<1—11 FX(d)> > —11 /dzdFZ(z)—d<1—11 FZ(d)>.

— — —

l1—«

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt Satz 5.6.8 —RV Px(d) > —RV Pz(d) fiir alle
d > 0. Damit ist auch

d
1 1
Pr—B—RVPx(d) - xdFx(z)—d|1- Fx(d)
1—a0/ ( -« )
d
1 1
> Pr— B — RVPz(d) — z2dFz(z)—d|1- Fz(d) | .
1—040/ ( 11—« )

Daraus folgt E(G(d, X)|G(d, X) > ga(d)) > E(G(d, Z)|G(d, Z) > ga(d)) fur alle d > 0.
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Fall 1 —a < Fz(d) < Fx(d):
7 dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.9.

Fy(d Fy(d
F,(2) F,(2)
Fy(x) Fy(x)
F,(d Fy(d
R J e L LSRR L e

Es gilt
l1—a l1—a
/ Fyl(t)ydt < / Fl(t) dt
0 0
Durch Substitution von t = Fx(x) bzw. t = Fz(z) folgt
F7l(1—-0a) F7l(1-0a)
/ x dFx(x) < / z dFz(2)
0 0
FZl(1-a) F;l(1-0a)
! dFx(z) > ! dFz(z)
1— o x x(x = I—a z Z\Z).
0 0

250

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 5.6.8 —RV Px(d) > —RV Pz(d)

fir alle d > 0. Damit ist auch

Fil(l—a)
Pr— B — RVPx(d) - : i - / r dFx(z)
0
Fyl(l-a)
> Pr — B— RVPz(d) - lia z dFz(2).
0

Daraus folgt E(G(d, X)|G(d, X) > ga(d)) > E(G(d, Z)|G(d, Z) > ga(d)) fir alle d > 0.
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Fall Fz(d) <1—a < Fx(d):
Z dominiert X stochastisch in erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.10.

Fy(d -

Fy(d -

Abbildung D.10: Satz 5.6.11 Behauptung (2) Abbildung III.

Dann ist
1-a Fz(d) lI—a
/F);l(t) dt < /Fz_l(t) dt + / d dt.
0 0 Fz(d)

Durch Substitution von t = Fx(x) bzw. t = Fz(z) folgt

Fil(l—a)

d
/ z dFx(z) < O/ZdFZ(z)—i— / d dFy(z)

0 d

Frl(l—a)

Fil(l—a)

1 / v dFy(z) > —— /dzdFZ(z)—d<1—1l FZ(d)>.

l—« l—« —
0

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 5.6.8 —RV Px(d) > —RV Pz(d)
fiir alle d > 0. Damit ist auch

Fil(1—0a)

! / 2 dF ()

l1—«

Pr—B—RVPx(d) -

0
d
> Pr— B— RVPyz(d) - %/zdFZ(z)—d(l—ll FZ(d)>.
— —
0

Daraus folgt E(G(d, X)|G(d, X) > ga(d)) > E(G(d, Z2)|G(d, Z) > ga(d)) fiir alle d > 0.

Insgesamt ergibt sich somit fiir alle drei Fille E(G(d, X)|G(d, X) > go(d)) > E(G(d, Z2)|G(d, Z) >
Ja(d)) fiir alle d > 0.
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Fiir das Préferenzfunktional gilt
Fir A € [0,1] sind die Gewichte vor dem oberen und unteren bedingten Erwartungswert
grofler gleich null. Es ldsst sich die Ungleichung
AE(G(d, X)|G(d, X) < ga(d)) + (1=XNE(G(d, X)|G(d, X) = ga(d))
> AE(G(d, Z2)|G(d, Z) < ga(d)) + (1—=NE(G(d, 2)|G(d, Z) = ga(d))
festhalten. Daraus folgt die Behauptung.

3. Behauptung:

Essei E(G(d, X)|G(d, X) < ga(d)) > E(G(d, 2)|G(d, Z) < ga(d)) fiir alled > 0. Fira = 1-0

lasst sich damit auch E(G(d, X)|G(d, X) < g1—g(d)) > E(G(d, Z)|G(d, Z) < g1—g(d)) fiir alle

d > 0 schreiben. Ebenso folgt aus E(G(d, X)|G(d, X) > go(d)) > E(G(d, Z)|G(d, Z) > ga(d))

fiir « = 1 — B fiir den oberen bedingten erwarteten Gewinn bzgl. des (1 — 3)-Gewinnquantils
E(G(d, X)|G(d, X) = g1_(d)) = E(G(d, 2)|G(d, Z) > g1_(d)).

Fiir das Préferenzfunktional gilt
Dps(G(d,.) = (1 =) E(G(d,.)|G(d,.) < g1-p5(d) + SE(G(d, )|G(d,.) = g1-p(d)).

Die Gewichte vor dem oberen und unteren bedingten Erwartungswert sind fiir 6 € [0, 1] grofier
gleich null. Damit lautet die Ungleichung

(1 -0)E(G(d, X)|G(d, X) < g1-p(d) + 6E(G(d, X)|G(d, X) = g1-5(d))
> (1= 0)E(G(d, 2)[G(d, Z) < gi_s(d) + SB(G(d, 2)G(d, Z) > g1_5(d)).
Dementsprechend folgt die Behauptung.
QED

D.2 Beweise fiir das zweidimensionale Optimierungsproblem

Beweis von Satz 7.4.4:
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung, dann gilt

1 1 1
/ [Fx(t) —d] dt — / [Fxt(t) — ] dt < / [F,1(t) —d] dt — / [F;(t) — ] di(D.1)
Fx(d) Fx(c) Fz(d) Fz(c)

fiir alle ¢,d > 0 und d < ¢. Dies illustriert Abbildung D.11.
Durch Substitution folgt

f[x—d] dFy () —f{x—d dFx(z) < 7[z—d1 dFZ<z>—7[z—c1 dFy(2)°
d c d c

und somit E(RV S(c,d, X)) < E(RV S(c,d, Z)) fiir alle d, ¢ > 0.

5Vgl. Vorbetrachtungen zu Satz 7.4.4.
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1 1
Fy(o) Fy(c)
Fy(d) Fy(d)
F,(2) Fy(2)
F,(c) Fy(e)
Fy(x)
Fy(x)
F,(d) F,(dY
X,z X,z
d E d c

Abbildung D.11: Abschétzung fiir den erwarteten Riickversicherungsschaden.

QED

Beweis von Satz 7.4.8:
Die Gewinnfunktion bzgl. X sei

0, fur X <d
G(c,d,X)=Pr—B—X —RVPx(c,d)+¢ X —d, fird<X<c .
c—d, firX >c

Man betrachte den Fall z, z < d:

Es gilt fiir die Gewinnfunktion bzgl. X: G(¢,d, X) = Pr— B — X — RV Px(c, d). Gleiches trifft
fiir Z zu. Somit kann fiir die Zufallsvariable X

Feo(eax)la) = P(G(e,d,X) <a)=P(Pr—B—-X —RVPx(c,d) <a)
= P(X > Pr—B— RVPx(c,d) —a)
= 1-Fx(Pr—B— RVPx(c,d) —a) =1— Fx(by)®

und fiir die Zufallsvariable Z

Feeazya) = P(G(e,d,Z) <a)=P(Pr—B—Z—RVPy(c,d) <a)
= P(Z> Pr—B— RVPz(c,d) —a)
= 1—F2(PT—B—RVP2(C,d)—a):1—Fz(bg)7

erhalten werden.

Bei stochastischer Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d).
Somit ist by > by. Des Weiteren gilt bei stochastischer Dominanz erster Ordnung Fx (by) >
F(b1). Da Fyz eine Verteilungsfunktion ist, folgt auch Fz(by) > F(bs) fiir alle by > by. Daraus
ergibt sich Fx (b1) > Fz(b2) bzw. 1—-Fx (b1) < 1—F7(b2). Damit ist Fy(c.a.x)(a) < Fg(c,a,2)(a)
fiir alle a € R bzw. G(c¢,d, Z) <psp G(c,d, X) fiir alle ¢,d > 0.

SEs gilt by := Pr — B — RV Px(c,d) — a.
"Es gilt by := Pr — B — RV Pz(c,d) — a.
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Man betrachte den Fall ¢ < z, 2:
Es sei G(c,d,X) = Pr — B— X — RVPx(c,d) + ¢ — d. Analoges trifft fiir Z zu. Somit kann

Foeaxyla) = P(G(e,d,X) <a)=PPr—B—-X-RVPx(c,d)+c—d<a)
= P(X>Pr—B—-RVPx(c,d)+c—d—a)
= 1-Fx(Pr—B—RVPx(c,d)c—d—a)=1— Fx(b)3

und fiir die Zufallsvariable Z

Feeaza) = P(G(e,d,Z) <a)=P(Pr—B—Z—RVPy(c,d) <a)
= P(Z > Pr— B— RVPz(c,d) —a)
= 1-Fy(Pr—B—RVPgz(c,d)+c—d—a)=1— Fz(bh)*

ermittelt werden.

Bei stochastischer Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d).
Somit ist by > by. Des Weiteren gilt bei stochastischer Dominanz erster Ordnung Fx (by) >
Fz(by). Da Fyz eine Verteilungsfunktion ist, ldsst sich auch Fz(by) > Fz(by) fiir alle by >
by festhalten. Daraus folgt Fx(by) > Fz(bs) bzw. 1 — Fx(b1) < 1 — Fz(by). Damit ist
Feeax)(a) < Fgeaz)(a) fiir alle a € R baw. G(c,d, Z) Zrsp G(c,d, X) fiir alle ¢,d > 0.

Man betrachte den Fall d < z,z < ¢:

Es gilt G(¢,d, X) = Pr— B— X — RVPx(c,d)+ X —d = Pr — B— RVPx(c,d) —d und
analog fiir Z. Bei stochastischer Dominanz erster Ordnung folgt nach Satz 7.4.5 RV Px (c,d) <
RV Pz(c,d). Somit ist G(c,d, X) > G(c,d, Z). Damit ist auch Fg 4 x)(a) = P(G(c,d, X) <
a) < P(G(c,d, Z) < a) = Fg(c,a,z)(a) fir alle a € R und G(c,d, Z) Zpsp G(c,d, X) fiir alle
c,d > 0.

Insgesamt folgt aus diesen Betrachtungen
X 2rsp Z = FG(c,d,X)(a) < FG(c,d,Z)(a) Ya € R und G(C, d, Z) =FsSD G(C, d,X) Ye,d > 0.

QED

Beweis von Satz 7.4.9:
Das a-A-Priferenzfunktional ist eine Konvexkombination aus oberem und unterem bedingten
erwarteten Gewinn. Es gilt nach Lemma 1 und Lemma 2'° fiir diese

E(G(c,d, X)|G(c,d, X) > ga.x(c,d)) > E(G(c,d, Z)|G(c,d, Z) > gu,z(c,d))!t

und
E(G(Ca d> X)|G(Ca da X) < Ja, X (C’ d)) > E(G(Ca d> Z)|G(Cv da Z) < ga,Z(Ca d))

8Es gilt by := Pr — B — RVPx(c,d)+c—d— a.

9Es gilt by := Pr — B — RVPz(c,d) +c—d—a.

"Dije Lemmas und deren Beweise befinden sich im Anschluss an den Beweis von Satz 7.4.9.

"Dabei bezeichne ga x (¢, d) bzw. ga,z(c,d) das a-Quantil vom Gewinn in Abhiingigkeit von der Prioritit d
und dem Plafond ¢ bei Schadensverteilung X bzw. Z.



ANHANG D. BEWEISE UNTER STOCHASTISCHER DOMINANZ 255

fir alle ¢,d > 0 und ¢ > d. Somit ist ®, \(G(c,d, X)) > Py A (G(c,d, Z)) fiir alle ¢,d > 0 und
c>d.

QED

Lemma 1
Seien X und Z Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch erster Ordnung, dann gilt fir
den oberen bedingten erwarteten Gewinn

E(Gle,d, X)|G(e,d, X) 2 gax (e, d)) = B(Gle,d, Z)[Gle,d, Z) > gaz(c,d))
fir alle ¢,d > 0.

Beweis von Lemma 1:
Fiir den oberen bedingten Erwartungswert lésst sich festhalten

E(G(c,d, X)|G(c,d, X) > ga,x(c,d)) = E(G(c,d, X)|X < x1-4)

Pr—B—RVPx(c,d) —d (1= 25 Fx(d) + ¢ (1- 25 Fx(d))
d Fyl(l-a)

—%fx dFX(w)—ﬁ f x dFx(x),

0

fiir Fx(d) SF)((C) <l—-«

d
= { Pr—B—RVPx(c,d) — & [z dFx(z) —d [1 — L Fx(d)],
0
fir Fx(d) <1—a < Fx(c)
Fil(1—0a)
Pr—B—RVPx(c,d)— X [ xdFx(z),

\ fiir Fx(c) > Fx(d) >1—«

1. Fall: Fx(d) > Fz(d) > 1 —a'%
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.12.
Es gilt

11—«
Fl(t)dt < F,l(t) dt.
[raa < |

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

Fy'(l-a) F;l'(1-a)
/ x dFx(x) < / z dFz(2)
0 0
Fx'(1—a) Fy'(1-a)
1 1
— > — .
T / x dFx(x) > T / z dFz(2)
0 0

2Damit ist auch Fx(c) > Fz(c) > 1 — a.
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F,(2) Fy(2)

dc qc

Abbildung D.12: Lemma 1 (1. Fall).

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung folgt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pz(c,d). Damit ist auch

F

Xl(l o)

/ x dFx(x

0
Fy 1 )

/ ZdFZ
0

E(G(Ca d>X)|G(Ca daX) > ga,X(C’ d)) > E(G(Cv da Z)|G(Ca da Z) > ga,Z(Ca d))

Pr— B — RVPx(c,d) —

> Pr—B— RVPg(c,d) —

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

2. Fall: Fx(d) >1—a'® und Fz(c) > 1 —a > Fz(d):
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.13.

(SR v 7 R
/ Fy(2) /
Fy(d)7 Fy(d)T

¥ [T 7 i
Fy(c) F,(c)

1 — & gy~ - -~ - f o 1-a+

F,(d) F,(d)

X,z

Abbildung D.13: Lemma 1 (2. Fall).

BDamit ist auch Fx () >1—c.
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Es gilt
11—« FZ(d) 11—«
/ Fl(t)dt < / F,l(t) dt + / d dt.
0 0 Fz(d)
Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt
F);l(lfa) F;l(1—a)
/ x dFx(z) < z dFz(z) + / d dFz(z)

d
0 [
d d
/w dFx(z) < /z dFz(z) +d(1 — a— Fz(d))
0 0

Fil(1-a) d

e [ wdhxe) = e [P - d0 - o Fa@).

v

11—« 1—«a 1-—
0 0

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung ist nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pyz(c,d). Damit ldsst sich auch

Fyl(l-a)
Pr—B—RVPx(d) — i / z dFx (z)
i 1
> Pr— B~ RVPy(d) — 2 dFy( 1 Fy(d)
- 0/ < 1-a >
E(G(c,d, X)|G(c,d, X) > ga.x(c,d)) > E(G(c,d,Z)|G(c,d, Z) > ga,z(c,d))

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d schreiben.

3. Fall: Fx(d)>1—aund 1 —a > Fz(c)l*
Z dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.14.
Es gilt

11—« FZ(d) 11—« j e
/Fxl(t) dt < / F,l(t) dt + / d dt + / (F,'(t) —c) dt.
0 0 Fz(d) Fz(c)

“Damit ist auch Fx(c) > 1—a und 1 — a > Fz(d).
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1 14
Fy(ch Fy(cH
F(d)

Fy(d)-
I-a+ 4

I-a

Fy(c)q Fy(c)]

F(d)

F(d)

Abbildung D.14: Lemma 1 (3. Fall).

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) ergibt sich

Fil(1—a) d Fyl(1-a)
/ x dFx(z) < /z dFz(z) + / d dFz(z)
0 0 d
Fy'(1-a)
+ / (z —c¢) dFz(2)
Fx'(l-a) Fyl(l-a)

d
x dFx(x) < /zdFZ(z)+ / z dFz(2)

Fil(l—a) ) d 1 Frl(l—a)
1
- / x dFx(x) > T a z dFz(z) — T / z dFz(2)
0 0 c

1 1
— 1-— 1-— .
d< 1_@Fz(d)> +C< 1_an(C)>
Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung folgt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pz(c,d). Damit ist auch

Fy'(1-a)
Pr—B - RVPx(d) - 1ia z dFy ()
0
d Fz'(1-a)
> Pr—B—RVPz(d) — 1ia/ZdFZ(Z)_1_la / z dFz(2)
0 c

_d <1 _ 1iaFZ(d)> te (1 _ 1iaFZ(c)>

E(G(c,d, X)|G(c,d, X) > ga,x(c,d)) > E(G(c,d,2)|G(c,d,Z) > ga,z(c,d))
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fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

4. Fall: Fx(c) >1—a > Fx(d) und Fz(c) > 1—a > Fz(d):
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.15.

7 S N
F,(c)

1-a-

1
Fy(ch

F,(c)

I-a-

Fy(d)4 Fy(d)+

L . Fy(d)

X,z

Abbildung D.15: Lemma 1 (4. Fall).

Es gilt
Fx (d) —a Fz(d) 1-o
/FX1 ) dt / ddt < /le(t) dt + / d dt.
0 Fx(d) 0 Fz(d)

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

Fyl(l-a)

d Fyt(l-a)
/QJ de(a?)-i- / dde({L') <
0

z sz(Z) + / d sz(Z)

IN

\& o\&

d
/w dFx(z) +d(1 —a— Fx(d)) zdFZ(z)+d(1—a—FZ(d))
0
d

11a0/dxdFX(x)d( lia (d)> /ZdFZ <1—1ian(d)>.

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung ist nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pyz(c,d). Damit ldsst sich auch

v

d
Pr—B— RVPy(d) — 1fa/xdFX(x)—d<1—1%FX(d)>
1 Od 1
> Pr—B—RVPs(d) — 1_a/zdFZ(z)—d<1—1_ Z(d))
0

E(G(c,d, X)|G(c,d, X) > ga,x(c,d)) > E(G(c,d,2)|G(c,d,Z) > ga,z(c,d))
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fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d konstatieren.

5. Fall: Fx(c) >1—a> Fx(d) und 1 — a > Fz(c)'®:
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.16.

1 1
T (x
Fule) ™ /F(2) Fue) F () /F,(z)
1 — 0 Tmasaasassassasanaaaaaad- - A - - cn e e T S
() / e /
Fy(c) F,(c)
Fy(d )iz oo Xz L
d c d c

Abbildung D.16: Lemma 1 (5. Fall).

Es gilt
Fx(d) 11—« Fyz(d) 11—« 11—«
/Fxl(t) dt / ddt < /le(t) dt + / d dt + (F,(t) —c) dt.
0 Fx(d) 0 Fz(d) Fz(c)

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

d
< O/ZdFZ(z)+ d/ d dFz(z) + J (z—c) dFz(z)
d
— xdFX(x)—d(l—l%FX(dO
d 1 Fyl(l-a)
> — —oz/ZdFZ(Z)_l—a / z dFz(2)
0 c

260

5 Damit gilt auch 1 — o > Fz(d).
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Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung folgt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)

bzw. —RV Px(c,d) > —RV Py(c,d). Damit

Pr — B — RVPx(d)

> Pr — B — RV Py(d)

E(G(Cv da X) |G(Cv da X) > Go,X (Cv d))

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

ist auch

1
1——Fx(d
l-« x(d)

=4 )
'(1-a)

/ z dFz(2)

Fy

E(G(Ca d> Z)|G(Cv da Z) > ga,Z(Ca d))

6. Fall: 1 —a > Fx(c) und 1 — a > Fz(c)'6:

7 dominiert X stochastisch erster Ordnung

Abbildung D.1

Es gilt

Fx(d
/ 1
0

Fz(d)

[

Y Damit ist auch 1 — a > Fx(d) und 1 — o > Fz(d

Fx(d)
1—

F L) dt + /

Fz(d)

a

)
Fy

<

(t) dt +
)

. Betrachte dazu Abbildung D.17.

Fy(x)

Fy(c).
Fy(d)

7: Lemma 1 (6. Fall).

11—«
ddt+ | (Fg'(t)—c)dt
Fz(c)
-«
d dt + / (F;(t) —c) dt.
Fz(c)

).
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Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

/dxde(xH / d dFx(z) + / (x —¢) dFx (z)
0 d

d (1-a)
B _a/xdFX(a:)—l_la / z dFyx ()
0 c
~d (1 - TFX@) o <1 e ))
. d . Fzl(1-a)
> T—a ZdFZ(Z)_l—a / z dFz(2)
0 c

iaFZ(d)> +e (1 - i an(C)) .

—d(l—

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pz(c,d). Damit ist auch

Fyl(l-a)

d
1
/xdFX / x dFx(x)
-«
0

C

—d <1 — %F;dd)) +c <1 - %FX( )>

1 d ) Fg (1—a)
ZPT—B—RVPZ(d)—m/z dFz(z) — / x dFz(z)

Pr— B — RVPx(d

11—«
0 c

_d<1_

E(G(Cv daX)|G(Cv daX) > ga,X(Ca d)) > E(G(Cv da Z)|G(Ca da Z) > ga,Z(Ca d))

ian(d)> te <1 - EQFZ(C)>

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

Aus den sechs Fillen folgt insgesamt die Behauptung von Lemma 1.

QED
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Lemma 2

Seien X und Z Zufallsvariablen und Z dominiert X stochastisch erster Ordnung, dann resultiert
fir den unteren bedingten erwarteten Gewinn

E(G(Ca daX)|G(Ca daX) < ga,X(Ca d)) > E(G(Ca d> Z)|G(Cv da Z) < ga,Z(Ca d))
fir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

Beweis von Lemma 2:
Fiir den unteren bedingten Erwartungswert gilt

E(G(c,d, X)|G(c,d, X) < ga,x(c,d)) = E(G(e,d, X)| X > x1-4)

Pr—B—RVPx(c,d -1 [ [z—(c—d)]dFx,
Fil(l—a)
fiir Fx(d) < Fx(C) <l—-a

Pr—B—RVPx(c,d)— L [lx—(c—d)]dFx—L [ ddFx,

fir Fx(d) <1—a < Fx(c)

(o) c d
Pr—B—RVPx(c,d)—2 [[z—(c—d)]dFx —L [ddFx -1 [ =z dFy,
c d Fyl(l-a)

fir Fx(c) > Fx(d) > 1—«

1. Fall: Fx(c) <1—aund Fz(c) <1—a!":
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.18.

1-a+

Fylen

Fy(d) | /
i F(c

()
Fy(d) === Sl Y.z Fy(d) 1= o= S o

Abbildung D.18: Lemma 2 (1. Fall).

"Damit gilt auch 1 —a > Fx(d) und 1 — a > Fz(d).
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Es ist

Fi' () - (c—d)] dt <
1

F7' () - (c— d)] dt.

A
A

1

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

o0 o0

[ b-t-arire < [ - e-a)dn()
Fil(l—a) Frl(l—a)
—é / o= (c—d)] dFx(z) > —é / = — (c— d)] dFy(=).
Fil(l—a) Frl(l—a)

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pyz(c,d). Damit ist auch

Pr— B — RVPx(c,d) — é / [z — (¢ — d)] dFx(z)

Fil(l-a)
(o]

> Pr— B — RVPyx(c,d) —é / = — (¢ — d)] dFy(2)

Frl(l-a)

E(G(Ca daX)|G(Ca daX) > ga,X(Ca d)) > E(G(Ca d> Z)|G(Cv da Z) > ga,Z(Ca d))
fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.
2. Fall: Fx(d) <1—a < Fx(c) und Fz(c) < 1—a'®:

7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.19.
Es gilt

1 Fx(c) 1
[Fx'(t) — (c—d)] dt + ddt < [F;1(t) — (c — d)] dt.
2 Jom=d

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

[e.e] Cc o0

/[w—(c—d)] dFx (z) + / ddFx(z) < / [z — (¢ —d)] dFz(2)
c Fyl(l-a) F ' (1-a)
_é/[x—(c—d)] dFX(a;)—é / ddFx(z) > —é / [z — (c —d)] dFz(z).
c Fyl(l-a) F ' (1-a)

¥ Damit ist auch 1 — o > Fz(d).
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Fy(d)

Ey(d)

Abbildung D.19: Lemma 2 (2. Fall).

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pz(c,d). Damit ist auch

PT—B—RVPX(c,d)—l/[a:—(c—d)] dFX(azT)—l / d dFx (z)
o' o'
¢ Fil(l—a)
1 [e.e]
> PT—B—RVPZ(c,d)—E / [z — (c—d)] dFz(z)
Frl(l—a)

E(G(Ca d>X)|G(Ca daX) > ga,X(C’ d)) > E(G(Cv da Z)|G(Ca da Z) > ga,Z(Ca d))

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

3. Fall: 1 —a < Fx(d) und Fz(c) < 1—a'%:
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.20.

Fy(cH Fy(ch

E(d)

1-a+

Fy(d)
I-a+

Fy()] Fa(1

Fy(d) 4 £(d) 1

X,z X,z

Abbildung D.20: Lemma 2 (3. Fall).

¥Damit gilt auch 1 —a < Fx(c) und 1 — a > Fz(d).
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Es gilt
1 Fx (c) Fx (d)
/ [Fx'(t) — (c—d)] dt + / d dt + / Fl(t) dt
Fx(c) Fx(d) 1—a
1
< [F1(t) = (e — )] dt.
11—«

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

9] c d
/[g; ~(c—d)] dFx(z)+ /d APy (z) + / z dFyx(2)
c d Fyl(l-a)
< [ E-(e-d)arae
F'(1-a)
17 1/ 1T
—5/[x—(c—d)] dFX(w)—a/ddFX(x)—a / x dFx(x)
c d Fil(l—a)
> _é / 2 — (c — d)] dFy().
F ' (1-a)

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pz(c,d). Damit ist auch

Pr— B — RVPx(c,d) — é/[:g ~(c—d)] dFx(z)

[

c d
1 1
—a/d dFX(w)—a / x dFx(x)
d Fil(l—a)

o0

> Pr—B—RVPZ(c,d)—é / 2 — (¢ — d)] dFy(=)

F ' (1-a)

E(G(c,d, X)|G(c,d, X) > ga,x(c,d)) > E(G(c,d, Z)|G(c,d, Z) > ga,z(c,d))

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.
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4. Fall: Fx(d) <1—a < Fx(c) und Fz(d) <1—a < Fz(c):
Z dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.21.

.
Fo(cH Fo(cf]

Fy(c)q
I-—a+
Fy(d)

Fy(e)q
I-a+=----
F(d)

F,d) 1 F(d) 4

X,z

Abbildung D.21: Lemma 2 (4. Fall).

Es ist
L Fx (c) 1 Fyz(c)
/[Fxl(ﬂ—(c—d)] dt + / ddt < /[le(t)—(c—d)] dt + / d dt
Fx (c) 1-a Fz(c) 1-«

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

Jlo—c—anarcm+ [ adrx
¢ Fyl(l-a)
< / [z — (¢ — d)] dFz(2) + / d dFz(z)
c Fy'(1-a)
_é/[x—(c—d)] dFx(x) — — / d dFx ()
c Fyl(l-a)
> —é/[z—(c—d)]dFZ()—— / d dFyz(z).

267
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Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pyz(c,d). Damit ist auch

o0 c

PT—B—RVPX(c,d)—é/[x—(c—d)] dFX(x)—é / d dFx (z)
c Fyl(l-a)
> PT—B—RVPZ(c,d)—é/[z’—(c—d)] dFz(z) — é / d dFz(z)
c F ' (1-a)

E(G(c,d, X)|G(c,d, X) > ga,x(c,d)) > E(G(c,d, Z)|G(c,d, Z) > ga,z(c,d))

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

5. Fall: 1 —a < Fx(d) und Fz(d) <1 —a < Fz(c)?:
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.22.

1
Fy(c)

1
Fy(e)

F(d)q
Fy(e)T

1-a+

Fy(d)+--
Fy(c)T~

1-a4

Fd) F (@

Abbildung D.22: Lemma 2 (5. Fall).

Es gilt
1 Fx(c) Fx (d)
/ [Fx'(t) — (c—d)] dt + / d dt + / Fl(t) dt
Fx (o) Fx(d) 1=a
1 Fz(c)
< / [F;1(t) — (c —d)] dt + / d dt.
Fz(c) 1-a

20Damit gilt auch 1 — a < Fx(c).
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Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

9] c d

/[g; ~(c—d)] dFx(z)+ /d APy (z) + / z dFyx(2)

c d Fil(l—a)

< / 2 — (c— d)] dFy(2) + / d dFy(2)
c Frl(1-a)
17 1 [ L7

—a/[x—(c—d)] dFX(w)—E/ddFX(x)—E / x dFx(x)
c d Fxt(l—a)

—é/[z —(c—d)] dFz(z) — é / d dFz(z).
c F'(1-a)

Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pyz(c,d). Damit ist auch

Pr — B — RVPx(c,d) — é/[x — (¢ —=d)] dFx(x)

[

c d
1 1
—a/ddFX(a;)—a / x dFx(x)
d Fy'(l-a)
1 7 1 f
> PT—B—RVPZ(c,d)——/[z—(c—d)] dFy(z) — — / d dFz(z)
a a
¢ Frl(l—a)

E(G(Ca d>X)|G(Ca daX) > ga,X(C’ d)) > E(G(Cv da Z)|G(Ca da Z) > ga,Z(Ca d))

fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.
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6. Fall: 1 —a < Fx(d) und 1 — a < Fz(d)?!:
7 dominiert X stochastisch erster Ordnung. Betrachte dazu Abbildung D.23.

X,z

Abbildung D.23: Lemma 2 (6. Fall).

Es gilt
1 Fx(c) Fx (d)
/ [Fx'(t) — (c —d)] dt + / d dt + / Fl(t) dt
Fx(c) Fx (d) -
1 Fz(c) Fz(d)
< / [F;(t) — (c— d)] dt + / d dt + F,1(t) dt.
Fz(c) Fz(d) -

Durch Substitution von ¢t = Fx(x) und t = Fz(z) folgt

00 c d
/ @ — (c—d)] dFx(z)+ / d dFx (z) + / z dFyx(2)
c d Fyl(l-a)
00 c d
< /[z—(c—d)] dFZ(z)+/d dFz(z) + / z dFz(z))
c d F ' (1-a)
1 00 ] c d
—5/[x—(c—d)] dFx( )——/ddFX(a:)—— / x dFx(x)
¢ d Fy'(l-a)
00 c d
> —é/[z—(c—d)] dFZ(z)—é/d dFZ(z)—é / z dFz(z).
c d Fl(1-a)

21Damit ist auch 1 — a < Fx(c) und 1 — a < Fz(c).
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Fiir stochastische Dominanz erster Ordnung gilt nach Satz 7.4.5 RV Px(c,d) < RV Pz(c,d)
bzw. —RV Px(c,d) > —RV Pyz(c,d). Damit ist auch

Pr — B — RVPx(c,d) — é/[x — (¢ —d)] dFx(x)

[

c d
1 1
_E/ddFX(x)_a / x dFx(x)
d Fyl(l-a)

> Pr—B— RVPy(c,d) — é/[z —(c—d)] dFz(z)

C

C

—é/d dF7(z) —é /d z dFy(2)
(1-

d FZl(1—0a)

E(G(Ca daX)|G(Ca daX) > ga,X(Ca d)) > E(G(Cv da Z)|G(Ca d> Z) > ga,Z(Ca d))
fiir alle ¢,d > 0 und ¢ > d.

QED
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