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1 Einleitung

Héaufig wird bei numerischen Verfahren zur Lésung von Problemen der optimalen
Steuerung zwischen direkten und indirekten Methoden unterschieden (siche zum
Beispiel [Bet01]). Dabei bezeichnet man in der Regel mit direkten Methoden dieje-
nigen, die vesuchen direkt die Zielfunktion zu minimieren. Mit indirekten Methoden
bezeichnet man Algorithmen, bei denen man versucht, eine Losung der notwendi-
gen Optimalitdtsbedingungen zu berechnen. Mdchte man dabei eine numerische
Losung des stetigen Steuerungsproblems mit Hilfe einer direkten Methode berech-
nen, wird in der Regel das gesamte Problem diskretisiert und ein Verfahren der
nichtlinearen Optimierung auf das entstehende endlich-dimensionale Problem an-
gewandt. Dadurch erhédlt man im Allgemeinen eine diskrete Néherungslosung auf
einem vorgegebenen Gitter. Untersucht man den Diskretisierungsfehler der dabei
gemacht wird, bleibt es natiirlich zunéchst offen, ob man das entstehende diskrete
Steuerungsproblem mit Hilfe eines direkten oder eines indirekten Verfahrens nu-
merisch 16st. Weitere Herangehensweisen, bei denen zu einem spéaterem Zeitpunkt
im Algorithmus diskretisiert wird, ignorieren in der Regel den dabei entstehenden
Diskretisierungsfehler.

Diese Arbeit beschéftigt sich damit, zu untersuchen, inwiefern stetige Runge-
Kutta-Verfahren, im Folgenden mit SRKV abgekiirzt, Vorteile bei der Diskreti-
sierung von Steuerungsproblemen bieten. Es stellt sich dabei heraus, dass eine
Diskretisierung des stetigen Steuerungsproblems mit Hilfe von SRKV weder fiir
eine theoretische Betrachtung des Diskretisierungsfehlers geeignet ist, noch intuitiv
bei der Entwicklung von Optimierungsverfahren erscheint. Somit untersuchen wir
formal eine indirekte Methode um mit Hilfe von SRKV stetige Naherungslsungen
von stetigen Problemen der optimalen Steuerung berechnen zu kénnen. Wir werden
zeigen, dass unter relativ allgemeinen Voraussetzungen Algorithmen moglich sind,
bei denen man ohne weitere Interpolationen Naherungslosungen an jedem Punkt
berechnen kann. Dies ist in Hinblick auf eine einfache und intuitive Anwendung sol-
cher Algorithmen sehr interessant, wenn man mit grofser Genauigkeit an beliebigen
Punkten optimale Steuerungen berechnen méchte. Es wird insbesondere gezeigt,
dass man dabei eine sehr hohe Konvergenzordnung der stetigen Néherungslosun-
gen beziiglich der Schrittweite der Diskretisierung erhalten kann.

1.1 Runge-Kutta-Verfahren zur Diskretisierung

Runge-Kutta-Verfahren sind bei der numerischen Lésung von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen weit verbreitet. Daher bieten sich diese Verfahren an, um nume-
rische Losungen von Problemen der optimalen Steuerung zu berechnen. Wichtige
theoretische Arbeiten zu diesem Thema stammen von W. W. Hager und A. L. Dont-
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chev [DHV98, Hag00, DHO1]. Dabei wurden fast gleichzeitig die sich ergédnzenden
Arbeiten iiber Runge-Kutta-Verfahren mit Konvergenzordnung 2 in [DHV98| und
die Arbeit zu Runge-Kutta-Verfahren mit hoherer Konvergenzordnung in [Hag00|
verdffentlicht. Die Beweise und die Herangehensweise, um die entsprechenden Kon-
vergenzordnungen zu erhalten, unterscheiden sich dabei deutlich.

In [DMRO6] werden Verfahren der numerischen Integration mit stetigen Runge-
Kutta-Verfahren (SRKV) zur Berechnung von Ndherungslésungen von stetigen Pro-
blemen der optimalen Steuerung gekoppelt. Es wird gezeigt, dass die Zielfunktion
des diskretisierten Problems mit einer hohen Geschwindigkeit gegen die Zielfunktion
des stetigen Problems konvergiert. Allerdings wird dabei keine theoretische Aussage
dariiber gemacht, ob sich die Konvergenzgeschwindigkeit auf die Ndherungslosun-
gen der optimalen Steuerung iibertrégt und ob es zu einer eindeutig bestimmten
optimalen Steuerung, fiir hinreichend kleine Schrittweiten der Diskretisierung, eine
eindeutig bestimmte Naherungslosung gibt. Die theoretischen Ergebnisse in Kapitel
3 und die numerischen Resultate im Kapitel 5, insbesondere das Beispiel 5.3, wer-
den zeigen, dass die eigentlich interessanten Aussagen hieriiber von dem konkreten
Steuerungsproblem und dessen Losung abhéngen.

In [Hag00] werden zusétzliche Bedingungen an ,diskrete Runge-Kutta-Verfahren
gestellt, damit sie geeignet sind, um sie fiir stetige Steuerungsprobleme zu benut-
zen und um mit ihnen eine hohe Konvergenzordnung der Naherungslosungen zu
erreichen. Es wird gezeigt, dass diese Einschrédnkungen fiir explizite Runge-Kutta-
Verfahren mit Konvergenzordnung kleiner oder gleich 4 weitestgehend unbedeutend
sind. Das klassische Runge-Kutta-Verfahren erfiillt zum Beispiel alle Bedingun-
gen, um mit Hilfe der in [Hag00| vorgeschlagenen Diskretisierung bestimmte steti-
ge Steuerungsprobleme néherungsweise mit Konvergenzordnung 4 zu l6sen. Dabei
werden allerdings keine Verfahren mit einer Konvergenzordnung grofser als 4 vorge-
schlagen, die alle aufgestellten Bedingungen erfiillen. Aufserdem werden in [Hag00]
keine Aussagen iiber implizite Runge-Kutta-Verfahren mit hoher Konvergenzord-
nung hergeleitet.

Ziel dieser Arbeit war zunéchst zu priifen, inwieweit man die von W.W. Hager
(sieche [Hag00]) gezeigten Ergebnisse auf SRKV iibertragen kann und dadurch ste-
tige Naherungslosungen von stetigen Problemen der optimalen Steuerung erhélt.
Dabei stellt sich sehr schnell heraus, dass die zusétzliche Bedingungen, die an die
Runge-Kutta-Verfahren gestellt werden, praktisch in keinem SRKV mit Konver-
genzordnung grofer als zwei erfiillt sind. Setzt man in die Rechnungen in [Hag00|
an jede Stelle die stetigen Versionen der Konsistenzgleichungen ein, so sieht man,
dass sich einige Vereinfachungen fiir die stetigen Konsistenzgleichungen nicht er-
geben. Fiir stetige Verfahren mit mindestens quadratischer Interpolation zwischen
den Gitterpunkten widersprechen sich dabei sogar die stetigen Varianten der Kon-
sistenzbedingungen, die man nach [Hag00| aufstellen miisste.

In den Arbeiten [DHV98, Hag00| wird im Wesentlichen ein diskretes Steuerungs-
problem aufgestellt und gezeigt, dass die Losung fiir hinreichend kleine Schritt-
weiten der Diskretisierung mit hoher Geschwindigkeit gegen die Losung des ste-
tigen Steuerungsproblems an den Diskretisierungspunkten konvergiert. Es werden
keine Aussagen dariiber gemacht, wie man Losungen aufserhalb der Gitterpunk-
te berechnen kann. Dabei konvergiert nach [Hag00| zunéchst nur der berechnete
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optimale Zustand und der optimale adjungierte Zustand des diskreten Steuerungs-
problems gegen die Losung des stetigen Steuerungsproblems mit der Konvergenz-
ordnung 3 oder 4 des expliziten Runge-Kutta-Verfahrens. Die optimale Steuerung
des diskreten Problems kann dabei mit einer um ein oder zwei Ordnungen geringe-
ren Geschwindigkeit konvergieren. An den Gitterpunkten der Diskretisierung kann
man sich a posteriori zu dem optimalen Zustand und adjungierten Zustand ei-
ne Steuerung berechnen, die mit der selben Geschwindigkeit, in Abhéngigkeit von
der Schrittweite, gegen die Optimalsteuerung des stetigen Problems konvergiert. In
[DHV9S] gibt es diese Einschriankung fiir Verfahren der Ordnung 2 nicht.

Diese Probleme beim Ubertragen der Konvergenzordnung der Runge-Kutta-Ver-
fahren fiir Anfangswertprobleme auf Algorithmen zur Berechnung von Néherungs-
16sungen von stetigen Steuerungsproblemen entstehen dabei dadurch, dass man aus
dem Maximumprinzip nach Pontryagin (siche [PBGM64|) fiir stetige Steuerungs-
probleme zu einer gegebenen Steuerung ein Anfangswertproblem fiir die Zustédnde
und ein Endwertproblem fiir die adjungierten Zustdnde 16sen muss. Dabei kann
man entweder in einem iterativen Verfahren daraus eine neue Steuerung berech-
nen, oder man kann in linear-quadratischen-Problemen versuchen, die Steuerung
durch das Maximumprinzip als Funktion von Zustand und adjungierten Zustand
auszudriicken, und 16st das Randwertproblem aus Zustandsgleichung und der Glei-
chung fiir die adjungierten Zusténde.

Diskretisiert man die Zustandsgleichungen und die Gleichungen fiir die adjun-
gierten Zusténde mit einem Runge-Kutta-Verfahren, werden im Allgemeinen nicht
alle Diskretisierungspunkte aufeinander fallen. In diesem Fall benétigt man den
Zustand an Punkten, an denen man die Zustandsgleichungen nicht diskretisiert
hat. Bei SRKV kann man diese Punkte sehr leicht mit einer relativ hohen Konver-
genzordnung berechnen, allerdings geht dies fiir diskrete Runge-Kutta-Verfahren
nicht. Dieses Problem besteht nicht, wenn man das stetige Problem der optima-
len Steuerung diskretisiert und daraus diskrete adjungierte Zustandsgleichungen
berechnet. Im nichtlinearen Fall werden sich im Allgemeinen diese diskreten ad-
jungierten Gleichungen von der Diskretisierung der adjungierten Gleichungen des
stetigen Steuerungsproblems unterscheiden. Daher kann man einerseits die hohe
Konvergenzordnung der Runge-Kutta-Verfahren nicht einfach auf ein diskretisier-
tes Steuerungsproblem iibertragen, aber andererseits auch nicht die diskretisierten
Zustandsgleichungen und diskretisierten adjungierten Gleichungen eines stetigen
Problems einem diskretisiertem Steuerungsproblem zuordnen.

Wir zeigen in dieser Arbeit, dass die Verwendung von SRKV die Moglichkeit
erdffnet, die Konvergenzordnung, die die stetigen Erweiterungen zwischen den Git-
terpunkten fiir Anfangswertprobleme bieten, auf die Diskretisierung der Zustands-
gleichungen und der Gleichungen fiir die adjungierten Zustédnde zu iibertragen. Mit
Hilfe der diskretisierten Zustandsgleichungen und adjungierten Gleichungen wird
ein Gleichungssystem der diskretisierten notwendigen Optimalitétsbedingungen 1.
Ordnung aufgestellt. Es wird gezeigt, dass man an SRKV keine weiteren Bedin-
gungen stellen muss, um sie bei der Berechnung von Néherungslosungen stetiger
Steuerungsprobleme einsetzen zu kénnen und dabei eine hohe Konvergenzordnung
zu erhalten.

Im Kapitel 2 werden SRKV vorgestellt und die grundlegenden Aussagen gezeigt,



1 Einleitung

die als Motivation dafiir dienen, sie bei der Berechnung von Naherungslosungen
stetiger Steuerungsprobleme einzusetzen. Danach wird im Kapitel 3 gezeigt, wie sich
die Konvergenzordnung der stetigen Erweiterung des Runge-Kutta-Verfahrens auf
die Losung des Gleichungssystems aus den diskretisierten Optimalitdtsbedingungen
1. Ordnung iibertriagt. Schliefslich werden wir im Kapitel 4 die wesentlichen Schritte
erarbeiten, um zu zeigen, dass man mit dem Newton-Verfahren eine Nullstelle der
diskretisierten notwendigen Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung berechnen kann.
Im Kapitel 5 demonstrieren wir anhand von numerischen Resultaten, dass sich bei
einfachen Problemen die Konvergenzordnung des stetigen Runge-Kutta-Verfahrens
vollsténdig auf die Naherungslosung des Steuerungsproblems iibertragen lasst. Im
Kapitel 4 beschreiben wir die Algorithmen, mit denen die numerischen Resultate
aus Kapitel 5 berechnet wurden. Dabei schlagen wir vor, gegebenenfalls direkte
und indirekte Methoden gemeinsam zu benutzen, um ihre jeweiligen Vorteile zu
kombinieren.

1.2 Dynamische Neuronale Netzwerke

Fiir eine grofe Zahl unterschiedlicher Probleme wurden in den vergangenen Jahren
Losungsansitze mit Hilfe von kiinstlichen Neuronalen Netzwerken erprobt (siehe
zum Beispiel [Roj96, Zel94]). Dabei wurden fiir unterschiedliche Aufgaben ver-
schiedene kiinstliche Neuronale Netzwerke entwickelt. In der Signalverarbeitung
und der Analyse von Messwerten werden dabei unter anderem Dynamische Neu-
ronale Netzwerke eingesetzt. Erweitert man diese zu Generalisierten Dynamischen
Neuronalen Netzwerken (im Folgenden als GDNN bezeichnet, siche [GLZW04]),
dann kann man die Aufgabe des tiberwachten Lernens vorgegebener Muster zur
Mustererkennung durch ein stetiges Steuerungsproblem beschreiben. Allgemein be-
schreibt man ein solches kiinstliches Dynamisches Neuronales Netzwerk zu jedem
Zeitpunkt ¢ € [0,T] durch den Zustand z(t). Dieser Zustand hat die Dimension n
fiir n Knoten aus denen das Netzwerk besteht. Damit gibt es n? mogliche gerichte-
te Verbindungen zwischen den Knoten. Modelliert man dazu Verbindungsgewichte
durch einen zeitabhéngigen m = n?-dimensionalen Vektor u(t), dann kann man die
Dynamik des kiinstlichen Netzwerks durch eine Differentialgleichung

(1.2.1) (t) = f(z(t),u(t), I"(t))

beschreiben, wobei I"(t) im einfachsten Fall das zu lernende Muster ist. Fiir die-
ses Muster mochte man die Verbindungsgewichte u(t) so wéhlen, dass die Losung
der Differentialgleichung (1.2.1) einen méglichst geringen Abstand zu einem vorge-
gebenen Zustand 27 (t) hat. Entsprechend wihlt man eine Zielfunktion, die diesen
Abstand beschreibt und welche minimiert werden soll. Eine formale Definition einer
Zielfunktion fiir ein einzelnes Muster ist damit

min / () — 2" (£)])2 dt.
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Eine sinnvolle Variante, die Gleichung (1.2.1) zu spezifizieren, ist zum Beispiel
i(t) = —a(t) + arctan (W (¢) z(t)) + I (¢),

wobei in W(t) die Steuerungen u(t) zu einer Matrix angeordnet werden. Dabei
werden neben dem Arkustangens verschiedene Aktivierungsfunktionen benutzt, die
meist einen dhnlichen, S-férmigen Verlauf haben.

Erweitert man dieses Problem auf K Muster, die man gleichzeitig lernen méchte,
so erhélt man ein GDNN, welches zum Beispiel in [ZLM*04] erfolgreich zur Mus-
tererkennung eingesetzt wird. Praktisch fiihrt man dabei lediglich entsprechende
Summen iiber r = 1,..., K in den Gleichungen ein. Im Allgemeinen wird man da-
bei die K Trainingsmuster in wenige Klassen unterteilen, die jeweils den gleichen
vorgegebenen Zustand z”(t) haben. Formal hat man dabei immer noch das gleiche
stetige Steuerungsproblem, indem man die Zustiande und das Eingangssignal I(t)
auf die Dimension n/C erweitert und die Funktion f aus der Gleichung (1.2.1) sowie
die Zielfunktion entsprechend anpasst. Dabei wird natiirlich nicht die Dimension m
der Steuerung verdndert, da man eine Steuerung erhalten mochte, mit deren Hilfe
man anschlieflend unbekannte Muster z"(¢) mit » > K den verschiedenen Klassen
zuordnen kann. Betrachtet man den Trainingsalgorithmus, also die Lésung eines
stetigen Steuerungsproblem, sind dabei allerdings fiir das globale Minimum nicht
die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen erfiillt, die meist fiir theoretische Re-
sultate iiber die Konvergenz von Verfahren vorausgesetzt werden miissen. Dieses
Problem kann man in der Regel durch die Einfithrung von Regularisierungstermen
in der Zielfunktion l6sen. Dies ist aber je nach Anwendung mitunter nicht erwiinscht
oder relativ unpraktisch.

Wir werden in Abschnitt 5.3 ein einfaches Problem beschreiben, welches mit
einem Abstiegsverfahren trainiert werden kann. Dabei konvergiert auch fir sehr
gute Startwerte der Steuerung ein Newton-Verfahren zur Losung der diskretisier-
ten Optimatidtsbedingungen nicht. Auflerdem erweist es sich praktisch als dufierst
schwierig, diese Situation durch die Addition von Regularisierungstermen an die
Zielfunktion zu verbessern, ohne dabei das globale Minimum zu verdndern. Dieses
Beispiel zeigt deutlich den Vorteil, der dadurch entstehen kann, dass die vorge-
schlagene Diskretisierung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung
unter anderem die Mdglichkeit bietet, sehr genaue Naherungen fiir Gradienten des
urspriinglichen Problems zu berechnen und damit einfache Abstiegsverfahren zu
konstruieren.
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In diesem Kapitel wollen wir zunéchst Einschrittverfahren formal auf stetige Ein-
schrittverfahren erweitern. Die folgenden Definitionen und Sétze sind in dieser
oder dhnlicher Form in vielen Lehrbiichern iiber numerische Verfahren zur Losung
von gewohnlichen Differentialgleichungen fiir diskrete Einschrittverfahren vorhan-
den (siche unter anderem [But03, SB80, HNWO93|). Prinzipiell bietet dabei eine
Erweiterung auf stetige Einschrittverfahren keine wesentlichen Unterschiede. Fiir
das Verstdndnis dieser Arbeit sind dabei der Beweis von Satz 2.1.5 und die Fol-
gerung 2.1.6 sehr wichtig. Weiterhin entstehen Fragen, die sich so bei diskreten
Einschrittverfahren nicht stellen, zum Beispiel kann man bei SRKV Ableitungen
der lipschitzstetigen Naherungslosungen nach der unabhéngigen Variable berech-
nen. Wir werden in diesem Kapitel stetige Einschrittverfahren und insbesondere
stetige Erweiterungen von Runge-Kutta-Verfahren soweit vorstellen, dass man in
Kapitel 3, bei dem Beweis der Existenz einer stetigen Naherungslosung des spezi-
ellen Steuerungsproblems, darauf zurtickgreifen kann.

Wir betrachten im Folgenden Einschrittverfahren, welche eine stetige Naherungs-
16sung xj;, des Anfangswertproblems

(AWP) (t) = g(z(t),1), ¥t € [0,T], 2(0) = a

berechnen. Dabei gehen wir immer davon aus, dass wir das Intervall [0, 7] in N € IN

gleich grofte Intervalle unterteilen, und bestimmen daraus die Schrittweite h = %

des Einschrittverfahrens. Die Ndherungslosung xj, ausgehend von den Anfangswer-
ten to = 0 und z,(ty) = z,(0) = a, berechnet man fir £ = 0,1,..., N — 1 und
0= t_htj € (0, 1] wie folgt:

tk+1 = tk + h
ZL’h(tk + eh) = l'h(tk) + hq)(tk,l’h(tk), h, H,g).

Hierbei ist ® die Verfahrensfunktion, welche das konkrete Einschrittverfahren de-
finiert. Fiir eine Verfahrensfunktion sollte dabei ® stetig von 6 € (0, 1] abhéngen
und aukerdem limg o D(ty, (1), h,0,g) = 0 gelten, damit die berechnete Néhe-
rungslosung xy, stetig ist.

2.1 Konvergenz von stetigen Einschrittverfahren

Wir wollen zunéchst die wichtigsten Begriffe fiir Einschrittverfahren fiir den stetigen
Fall definieren, um damit ein Resultat iiber die Konvergenz von Einschrittverfahren
aufzustellen. Dabei beschrinken wir uns im Folgenden auf Funktionen g auf der
rechten Seite des Problems (AWP), die hinreichend glatt sind, und definieren mit
einer Konstanten x > 1 den Begriff der Konsistenz.
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Definition 2.1.1 Gilt fir alle t € [0,T], z € R™ und g(z,-) € C*([0,T],R™)
lim ®(¢, 2z, h,1,9) = g(z, 1),
h—0

dann heifit das Einschrittverfahren konsistent.

Um einen Fehler des Naherungsverfahrens betrachten zu kénnen, definieren wir
zu der exakten Losung Z des Anfangswertproblems (AWP) mit

HEHOW-E(1) i h s ()

(2.1.1) At ,6h.g) 1= {9(:5(5?, t)  firh=0

cinen Differenzenquotienten (vergleiche [SB80]|) und definieren damit die Begriffe
des Konsistenzfehlers und der Konvergenz des Einschrittverfahrens.

Definition 2.1.2 (Konsistenzfehler) Die Differenz
Tg(tk, jv h’v g) = GA(tkv ju eha g) - q)(tk7 i‘(tk)v h’v 97 g)7 NS (07 1]

heif$st Konsistenzfehler oder lokaler Verfahrensfehler des Einschrittverfahrens an der
Stelle ty,+60h, mitt, = kh, k=0,..., N—1. Gilt mit positiven, von h unabhdngigen
Konstanten n, und n,, fir zwei positive reelle Zahlen p und q
sup ||T1(tk7ja hag)H? S nphp’
k=0,...,N—1
sup sup ||T9(tk7ja hag)H? S nqhq’
k=0,...,N—1 0<6<1

so spricht man von einem stetigen Finschrittverfahren mit der Konsistenzordnung
(p,q). Dabei bezeichnet p die Konsistenzordnung auf den Gitterpunkten t, = kh,
k=1,...,N, und q die Interpolationsgite im Intervall [0,T] auferhalb der Gitter-
punkte.

Definition 2.1.3 (Konvergenz) Es sei fir alle = € R™ die Funktion g(z,-) €
CH([0,T); R™), dann sagen wir ein Einschrittverfahren ist konvergent, wenn fiir
den globalen Diskretisierungsfehler ey (t) := xp(t) — Z(t) fiir alle t € [0, T

(2.1.2) lim (1) = lim (w4(t) — (1)) = 0

qgilt.

Um ein Resultat iiber die Konvergenz zu zeigen, bendtigen wir folgendes Lemma:

Lemma 2.1.4. Wenn fir die Folge &, i = 0,1,2,... Ungleichungen der Form
i1l < (14 0)[&G|+ B, 6 >0, B=0

gelten, dann gilt fir das n-te Folgenglied

em — 1

o

€] < €™|&o| + B.



2.1 Konvergenz von stetigen Einschrittverfahren

Den Beweis zu Lemma 2.1.4 findet man zum Beispiel in [SB80|, Lemma (7.2.2.2).
Mit diesen Grundlagen kann man den folgenden Satz iiber die Konvergenz von
stetigen Einschrittverfahren formulieren.

Satz 2.1.5. Es sei das Anfangswertproblem (AWP) mit der Losung Z(t) gegeben.
Die Verfahrensfunktion ®(-, g) sei stetig auf

G:={(t,z,h,0): 0<t<T, ||lz—2(t)|<7v, 0<h<hy 0<O<1}
fiir ein hg > 0 und v > 0. Auflerdem gelte die Lipschitzbedingung
|R(t, 21, h, 0, g) — (t, 22, h,0,9) |2 < M|z — 2|2
fir alle (t,z;,h,0) € G, i =1,2 und
sup |7 (e, 7, B g)ll2 < mph”

sup sup ||T9(tka :i'a h> g)||2 S 77qhq>
k=0,...N—1 0<f<1

dann ezistiert ein h mit 0 < h < hg, und es gilt fir den globalen Diskretisierungs-

fehler ey (t) = xp(t) — 2(t)

et —1 +1
len(te +0h)|l2 < (1+ hM)T nph? + ngh?

fiir alle h < h, k=0,1,...,N — 1 und 0 € (0,1].
Beweis: Wir definieren auf
G:={(t,z,h,0): 0<t<T, zeR", 0<h<hy 0<6<1}
die stetige Funktion
(2.1.3) O(t, 2, h,0,q) == B, 2(t) + 7(z — (1)), h, 0, 9)

firalle 0 <t <T,h<hypund 0 < 6 <1 mit 7:= min{l,m} fir 2z # Z(t).

Durch die Konstruktion von 7 und die Verwendung der Euklidischen-Norm fiir die
Vektoren bleibt dabei die Lipschitzbedingung

(214) H(i)(tu 21y h’v 07 g) - éi)(t 22, h, 97 g)HQ < MHZl - Z2||2

fir alle (t, z;, h,0) € G, i = 1,2 erhalten. Weiterhin bleibt

(215) ||A(tk7 '{i‘v h’v g) - (i)(tkv i‘(tk% h7 17 g)||2 < nphp7

(2.1.6) |0A(ty, T, 0h, g) — @(tk,f(tk), h,0,9)|l2 < n,h? 6 € (0,1),

erfiillt, da @(tk, Z(tg), h,0,9) = P(tg, Z(tx), h, 0, g) ist. Das durch d definierte Ein-
schrittverfahren liefere die Ndherungslosungen 7, (¢). Dann gilt fiir die Ndherungs-
16sungen

En(ty + OR) = &4 (ty) + h®(ty, 24(t4), h, 0, 9)



2 Stetige Einschrittverfahren

und aus dem Differenzenquotienten folgt
i’(tk + Hh) = i’(tk) + HhA(tk, i’, Hh, g).

Daraus ergibt sich fiir den globalen Diskretisierungsfehler éy,(tx + 0h) := 5 (t, +
0h) — &(tx, + 0h) an der Stelle t; + 6h

énlty + 0h) = é,(t) + h [(fi)(tk, En(ty), h, 0, 9) — OA(ty, 7, Oh, g)]
= énlty) + b [D(th, an(tr). h. 0, 9) — Dlts, 5(t2), .0, )]

Aus der Lipschitzbedingung (2.1.4), Gleichung (2.1.6) und der Dreiecksungleichung
folgt fiir 0 < 0 < 1

en(tr 2 < |len(tr)|l2 Tp(te) — 2(tg)||2 + hng
[en(te + OR)[l2 < len(tr)|la + M [|24(tk) — Z(tr)|l2 + hngh?
= (L+ hM)|[en(tr)|l2 4+ nght*!

und analog mit Gleichung (2.1.5)
en(then)ll2 = llen(te + R)ll2 < (1+ hM)[en(ti) |l + mph?™

fiir & = 1. Insgesamt erhélt man somit eine rekursive Formel fiir den globalen
Diskretisierungsfehler. Mit Hilfe von Lemma 2.1.4 erhélt man

) A kM _ q
(2.1.7) en(tlls < 8, (O)]]s + St e+t
hM
te M 1
(218) = My (0)]]s + — mh.

Mit é,(0) = 2,(0) — Z(0) = 0 folgt fiir den globalen Diskretisierungsfehler an der
Stelle t;, + 6h

tkM_l

lén(tr + 6h)]l2 < (1+ hM)eT

fir alle t, = kh, k=0,1...,N — 1,6 € (0, 1] und h < hy. Da v > 0 ist, konnen
wir ein b mit 0 < h < hg so wihlen, dass ||é,(t)[]2 < 7 fiir alle h < h, t € [0, T] gilt.
Fir diesen Fall gllt Ep = éh, Iy = i’h und (I)(tk, S(Zh(tk), h, ‘9, g) = (i)(tk, Li’h(tk), h, 9, g)
Daraus folgt fiir alle Punkte t; + 6h € [0, 7] und alle h < h die Behauptung

tp M

nph” + nqth

€
et + OBl < (14+AM) = i + it
O

Folgerung 2.1.6. Berechnet man eine Niherungslosung fir das Anfangswertpro-
blem (AWP) mit den Startwerten ty =0 und x,(0) = a + €, durch

tk;+1 - tk ‘l’ h
xh(tk + Hh) = xh(tk) + h(b(tkvxh(tk)v h’v 97.9)7
firk=0,...,N—1und 0 € (0,1]
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2.2 Stetige-Runge-Kutta-Verfahren (SRKV)

mit einem stetigen Einschrittverfahren der Konsistenzordnung (p,q) und gilt

li =
lion lenll> = 0,

dann gibt es ein h mit 0 < h < h so dass

e M

e -1
len(t +0m) 2 < (14 RAL) (e el + S myh? | + b

firalle h <h, k=0,1,....,N =1 und 6 € (0,1] gilt.

Beweis: Der Beweis ergibt sich in dem man in die rechte Seite der Gleichung (2.1.8)
én(0) = 2,(0) — 2(0) = &, einsetzt und analog zum Beweis von Satz 2.1.5 folgert.
O

Damit hat man eine Grundlage, um auch bei einer Stérung des Anfangswertes der
adjungierten Zustandsgleichung eine Aussage iiber die Konvergenz eines Einschritt-
verfahrens zu haben. Um die Anwendung auf Probleme der optimalen Steuerung
deutlich zu vereinfachen, werden wir uns im Folgenden nur noch auf SRKV als
Vertreter eines solchen abstrakten stetigen Einschrittverfahrens beschranken.

2.2 Stetige-Runge-Kutta-Verfahren (SRKV)

Bei Runge-Kutta-Verfahren benutzt man im einfachsten Fall ebenfalls die Start-
werte tp = 0 und z,(0) = a fiir eine N&herungslgsung vom Problem (AWP) und
berechnet iterativ

tj+1 — tj + h,

wn(tiv) = zu(t) + 1> beg(yin by + cih)
k=1

fir alle j = 0,..., N — 1. Dabei benétigt man Hilfspunkte y; x, die man aus dem
Gleichungssystem

(221) ijf = LL’h(tj) + hz ang(yj’l, tj + Clh,)
=1

berechnet, und es sind fiir das Verfahren die Parameter ay;, ¢, = Zle ap,; und
by fir alle k,1 = 1,...,s gegeben. Ein solches Verfahren hat iiblicherweise s > 2
Stufen, und die notwendigen Parametersétze fiir a;; kann man in einer s x s Ma-
trix anordnen. Ist dabei diese Matrix nur unterhalb der Hauptdiagonalen besetzt,
so spricht man von einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren, und man kann die
Gleichung fiir die Hilfspunkte y;; leicht nacheinander lésen (siche zum Beispiel
[But03, HNW93]).
Ersetzt man die Parameter b, durch Polynome b, (), 6 € (0, 1] mit

lim bk(e) =0 und bk(l) = bk,

6—0

11



2 Stetige Einschrittverfahren

erhédlt man ein stetiges Einschrittverfahren (siche [Zen86, VZ95a, HNW93]). Man
berechnet mit ¢y = 0 und x,(0) = a zu jedem Zeitpunkt ¢ € (0,7’ eine Ndherungs-
16sung =, (t) = z,(t; + 0h) durch

tj+1 :t +h
(t +9h —Ih +h2bk yj,k,tj—i—ckh),

wobei man weiterhin fiir jedes j = 0,1,..., N — 1 die s Hilfspunkte y;; aus dem
Gleichungssystem 2.2.1 berechnet. Somit benutzt man

O(ty, 2,h,0,9) = > bi(0)g(yjn: t; + cxh) mit

Yje =2+ hz ar 9(yja t; + ch)
=1

formal als Verfahrensfunktion eines stetigen Einschrittverfahrens.

2.2.1 Konsistenzfehler

Wir nehmen im Folgenden an, dass wir ein SRKV der Ordnung (p,q) gegeben
haben, welches die folgenden Konsistenzfehler

SuIJ)\T . ||T1(tj>ja hag)Hg < nphp

sup  sup |rg(t;, @, h, g)ll, < ngh?
§=0,...N—1 0<f<1

mit von der Schrittweite h unabhéngigen Konstanten 7, und 7, besitzt. Dies be-
deutet, es gilt

F(t;+h) — 3t :
(2.2.2) s (; })L ) Z O(1)g(Yjar ts + cxh)|| < mpht,
J=Y,..s - 2
t; —|—9h ) — Z(t
- sup sup 2l Z bk(0)g(yjn:tj +crh)|| < mgh”.
7=0,1,....N—1 0<0<1 2

Fiir einige Aussagen ist diese Formulierung des Konsistenzfehlers auferhalb der
Gitterpunkte ungiinstig. Sieht man sich die Herleitung der Ordnungsbedingungen
genauer an, fallt auf, dass sich statt der zweiten Bedingung mit den selben Konsis-
tenzgleichungen bzw. Ordnungsbedingungen ebenfalls

(2.2.3) sup sup 9(Yjk tj + ceh)

7=0,1,....N—1 0<0<1

< Uqhq

B(t) = 2(t;) = bel0)
Oh _Z ke

k=1

2

zeigen lasst. Dabei stort es nicht, dass die Differenz in der Norm durch 6 > 0 geteilt
wurde.

12



2.2 Stetige-Runge-Kutta-Verfahren (SRKV)

Im Folgenden skizzieren wir kurz einen einfachen Weg, um die Konsistenzglei-
chungen fiir ein Verfahren der Ordnung (2,2) herzuleiten. Wir nehmen an, dass
die Losung & € C*([0,7],R") des Anfangswertproblems (AWP) mit einem hinrei-
chend grofsem ~ gegeben ist, und kénnen damit fiir Z(t) = Z(t; + 6h) eine Taylor-
Entwicklung

Bt + 0h) = F(t;) + & (t;)0h + o(t; >(9h)

i’ t; +€h
+ L 6(tj) (0h)3 + é / 9 () (1 — ti)*dr.
tj

aufstellen. Da & Losung von (AWP) ist, gilt

und daraus ergibt sich fiir z und #®

2(t)) = g.(2(t), 1)) (@(t;)) + g (E(t), 1))
= 9:(2(t;), ) (9(2(1), ;) + 9:(2(L;), ;)
() = gua(@(t)), 1) (9(2(t)), 1)), 9(E(t5), 7)) + 200(E(t), 1) (9(E (1)), 1))
t);ty) + 90 (2(t5), 15)(92(2(5), 1) (9(2(L;), 5)))
)(9e(2(t;),£5) + gu(2(t5), ).

+ 9u(2(t5), t;
+ 9. (Z(t5),

Dabei sind Abbildungen der Form g,.(g, g) die entsprechend passend definierten, in
beiden Argumenten linearen Ableitungen. Es berechnet sich zum Beispiel die i-te
Komponente durch

- 82%
(g:c:c(g> g))l T = 8l'kal'l 9r4gi,

wobei g;, g, und g; hier jeweils die entsprechende Komponente der vektorwertigen
Funktion ¢(Z(¢;),t;) bezeichnet. Im zweiten Term miissen wir g(y;x,t; ) abschét-
zen. Hierzu benutzen wir eine Taylor-Entwicklung von ¢ beziiglich des Punktes
(Z(tj),t;). Dabei ergibt sich unter Berticksichtigung von

Z/j,k = i‘(tj) + h Z ak,l g(yj,h tj,l) und
=1

Vik = ak1g(Wsi i)
=1

13



2 Stetige Einschrittverfahren

als Taylor-Entwicklung fiir g zum Beispiel:

9(Yik tin) = 9(@2(t), 1) + 9o (T(t5) ;) (hvin) + ge(Z(E5), t5) (crh)

/ Goa(T(t5), t5) (DR s Ohyjn) + 290 (2(t5), 1) (IR k, Derh)
0

+

DN =

(2.2.4) + gu(Z(t;), t;)(Vegh, Yegh) d.

Diese Taylorreihe und die Taylor-Entwicklung fiir Z(¢; +6h) kann man in Gleichung
(2.2.3) einsetzen und Bedingungen an die Parameter ag; und die Polynome by (0)
so stellen, dass Terme, in denen die Schrittweite h in einer relativ geringen Potenz
vorkommt, verschwinden. Fassen wir dabei die Terme, in denen die Schrittweite h
nicht vorkommt, zusammen, erhalten wir:

9 (1), 1) — 5 D bu(O)g((t), 1),

Da der Funktionswert ¢(Z(t;),¢;) unabhéngig von k ist, ist es offensichtlich egal,
wenn man die urspriingliche Abschitzung des Konsistenzfehlers zwischen den Git-
terpunkten durch 6 teilt, und dieser Term verschwindet, wenn

(0B1) S () = 6

erfiillt ist. Diese Bedingung wird auch allgemein als Konsistenz des Verfahrens
bezeichnet, und wir werden sie spater mehrfach benutzen.
Die Summe aller Terme, in denen A nur in der ersten Potenz steht, ist

0. _ -

2 l9:(2(85),15)(9(2(8)), 15)) + 90(2(t;). 1))
1 N -
~3 > bk(0)]g2 (), ) (i) + ge(E(L), ) (cr)].

k=1

Hier stort jedoch fiir einen Vergleich der beiden Teile der Ausdruck ;. Um die-
se Terme vergleichen zu koénnen, kann man den ,bootstrapping*Ansatz verfolgen
(siche [Her04]) und in die Definition von +;; wieder die Taylor-Entwicklung (2.2.4)
fir g(y;.,t;1) einsetzen. Dabei entstehen wieder Terme, in denen die Schrittweite h
vorkommt, die man also dann bei den Termen mit hoherer Potenz von h beriick-
sichtigen muss. Da der einzige Term in Gleichung (2.2.4), in dem die Schrittweite
h nicht vorkommt, ¢(Z(¢;),t;)) ist, erhélt man als néchste Ordnungsbedingung

S 2

(OB2) > erbi(0) = %

k=1

14



2.2 Stetige-Runge-Kutta-Verfahren (SRKV)

Dabei wurde die Definition ¢ = Y ;_; ax; benutzt, um die Summe aus der Defini-
tion von 7;j zu vereinfachen.

Da das Aufstellen von Konsistenzgleichungen fiir Verfahren mit htherer Ordnung
immer komplexer wird, verweisen wir fiir eine systematische Herangehensweise auf
die, in vielen Lehrbiichern beschriebene, Herleitung mit Hilfe von Wurzel-Bédumen
(siche zum Beispiel [But03, HNW93|). Diese Systematik wurde urspriinglich fiir
diskrete Runge-Kutta-Verfahren entwickelt und kann sehr leicht fiir SRKV iiber-
nommen werden (siche [OZ91, 0Z92]|). Man muss lediglich bei der Entwicklung
konkreter SRKV aufpassen, dass sich bestimmte Vereinfachungen der Konsistenz-
gleichungen nicht analog zum diskreten Fall ergeben. Die stetige Version der Kon-
sistenzgleichungen lautet nach [0Z91, OZ92]

gr(B)

~ (B)

dabei ist ¢;(B) das j-te elementare Gewicht des Baums B, p(B) die Ordnung von
B und v(B) ein Koeffizient, der von dem Baum B abhéngt, siehe [But03, HNW93,
0791, 0Z92]. Die Konsistenzgleichungen (2.2.5) liefern damit Verfahren, die (2.2.3),
mit passenden Konstanten g und 7, erfiillen.

Weiterhin gilt mit derselben Herleitung fiir die Einschrittfehler auch

fiir alle Badume B mit p(B) < ¢,

(2.2.5) > bi(0)¢;(B)
k=1

sup ||Z(t; +h) —z(t;) —h Z be(1)g(yjn, t; + cxh)|| < mph?t!

(t + Gh — SL’ hz bk Yjks tj + Ckh) < T]qhq+1.
2

sup sup
j=0,1,..,.N—1 0<0<1

Gehen wir in dieser Darstellung davon aus, dass ein SRKV gegeben ist, welches
so konstruiert ist, dass sich die ersten Terme einer Taylor-Entwicklung aufheben,
dann kann man den Ausdruck

(2.2.6) i(t) thk< ) (Yjprt; + crh)

durch die Restterme beider Taylor-Entwicklungen in Integralform darstellen. Man

erhélt fiir ein Verfahren der Ordnung ¢ mit einer Funktion R, eine Darstellung der
Art

#(t) thk( )yjk,t—i—ckh /R )(1 —t;)? dr.

Dabei muss die Funktion R, wesentlich beschrénkt sein, damit man die Abschét-
zungen (2.2.2) und (2.2.3) fiir beliebig kleine Schrittweiten h mit unabhéngigen
Konstanten 7, und 7, aufstellen kann. Damit ist offensichtlich, dass man eine zu
der Gleichung (2.2.3) dquivalente Abschétzung erhélt, wenn man nicht den Diffe-
renzenquotienten durch die Division der Gleichung (2.2.6) durch 6h bildet, sondern
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2 Stetige Einschrittverfahren

die Gleichung (2.2.6) im Intervall (¢;,¢;.1) nach ¢ ableitet. Dabei verliert man in
beiden Fillen jeweils eine Ordnung fiir die Konvergenz der entsprechenden Terme,
und es gilt

(2.2.7) sup ess sup
j=0,1,..N—1 0<6<1

t + 60h) — Z by’ (6 9(Wjk, tj +crh)|| < ngh?,

2

wobei b}, die Ableitung der Polynome b} (#) nach 6 bezeichnet. Diese Betrachtungs-
weise hat natiirlich nur fiir SRKV Sinn, und der entsprechende Restterm R, kann
fiir Verfahren mit hoher Konvergenzordnung sehr kompliziert sein. Daher lohnt es
sich nicht, ihn ohne eine systematische Herangehensweise mit Hilfe von Baumen
darstellen zu wollen.

2.2.2 Parametersatze

Satz 2.1.5 zeigt, dass jedes Runge-Kutta-Verfahren mit mindestens quadratischer
Ordnung auch ohne die explizite Existenz einer stetigen Erweiterung durch einfache
lineare Interpolation formal zu einem SRKV der Ordnung zwei wird. Es ergeben
sich die Polynome by (0) aus den Parametern b, aus dem Runge-Kutta-Tableau
(auch Butcher-Tableau genannt) durch by () = b mit 0 < 6 < 1. Man beachte,
dass dabei die Bedingung (OB2) im Allgemeinen nicht erfiillt ist, sondern nur die
diskrete Variante Y7 _, cpby = % und erst der Satz 2.1.5 ein stetiges Verfahren der
Ordnung zwei zusichert.

Mit Hilfe der Bedingungen (OB1) und (OB2) lassen sich sehr leicht alle expliziten
SRKV mit 2 Stufen und Ordnung (2,2) in Abhéngigkeit von dem Parameter 0 <
cs < 1 beschreiben. Damit das 2-stufige Verfahren ein explizites Verfahren wird,
muss offensichtlich a7 = a12 = ag2 = 0, ¢ = 0 und ag; = ¢y gelten. Aus den
Ordnungsbedingungen ergeben sich die Gleichungen

92
bi(0) +b2(0) =60 und cba(0) = 5
Die zweite Gleichung kann man offensichtlich fiir ¢; # 0 nach by(#) auflésen und
damit die Polynome b,(0) = 6 — % und by(0) = % bestimmen.

Parametersétze fiir stetige Verfahren hoherer Ordnung zu erzeugen, ist im Allge-
meinen sehr kompliziert. Dabei werden entweder komplett neue Verfahren konstru-
iert, die die Konsistenzgleichungen (2.2.5) erfiillen, oder es werden zu existierenden
Runge-Kutta-Verfahren stetige Erweiterungen, also Polynome by (6), gesucht, die
eine moglichst gute Interpolation zwischen den Gitterpunkten garantieren. Dazu
werden oft bestehende Runge-Kutta-Verfahren um einige Stufen erweitert, um eine
bessere Interpolation konstruieren zu konnen. Nach Satz 2.1.5 ist dabei ¢ = p — 1
sinnvoll, damit man insgesamt ein stetiges Verfahren der Ordnung p bekommt.

Neben den grundlegende Arbeiten zu SRKV [Sha85, EJNTS86, Zen86, VZI5b]
findet man konkrete Parametersétze zum Beispiel in [OZ91, 0Z92, Ver93, CT96|
und auf der Internetseite von Jim Verner [Ver].
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3 Stetige Naherungslosungen von
Steuerungsproblemen

In diesem Kapitel zeigen wir, dass die SRKV sich sehr gut eignen, um damit be-
stimmte Probleme der optimalen Steuerung zu diskretisieren. Dazu betrachten wir
folgendes Steuerungsproblem:

(OS) min U (z(T))
fla(t),u(t)) V'tel0,T],

3
=
&
5
=
=
I

Es sei u(t) € R™ die Steuerung und z(t) € R"™ der Zustand zur Zeit t. Weiter
seien U : R" — R, f: R" x R™ — R"” und a € R" gegeben. Mit & bezeichnen
wir die schwache Ableitung %x und mit L*(J; R™) bezeichnen wir den L,-Raum
von Funktionen u : J — R™ fiir die ||u(+)||$ Lebesgue-integrierbar ist. Fiir diesen
Raum benutzen wir die Standardnorm:

@

(3.0.1) lullze = / lu(®) g du(t)
J

wobei alle Funktionen einer Aquivalenzklasse zugeordnet werden, die fast {iberall
gleich sind. Dabei bezeichnet || - || die Euklidische Norm. Analog erhdlt man den
Raum L der wesentlich beschrankten Funktionen. Weiterhin bezeichnen wir mit
Wke(J; R™) den Sobolev-Raum von vektorwertigen Funktionen deren j-te Ablei-
tung fiir alle 0 < 7 < k im Raum L® liegt. Die dazugehdrige Norm sei

k
(3.0.2) lullwree =D [u]| o
j=0

und uY) bezeichnet die j-te schwache Ableitung der Funktion v : J — R™.

Natiirlich kann man Zielfunktionen der Art fOT g(t, z(t),u(t)) dt mit Hilfe von wei-
teren Zustdnden auf die Form von Problem (OS) umschreiben. Durch die hier ver-
wendete Schreibweise des Steuerungsproblems muss man ein solches Integral nicht
explizit numerisch 16sen, sondern hierzu wird ebenfalls das SRKV benutzt. Wir
betrachten ausschlieflich Steuerungsprobleme mit Startzeit 0 und fester Endzeit T,
die auker der Zustandsgleichung an sich keine weiteren Zustands- oder Steuerungs-
beschriankungen haben.
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

3.1 Hinreichende Voraussetzungen fiir die
Existenz einer Naherungslosung

Wir stellen zunéchst die Voraussetzungen zusammen, die notwendig sind, um in
den néchsten Abschnitten die Existenz einer numerischen Losung auf der Basis von
SRKYV zeigen zu kénnen. Dabei setzen wir zunéchst voraus, dass das Steuerungs-
problem (OS) eine Losung hat und diese folgende Eigenschaften erfiillt:
Glattheit: Fir eine natiirliche Zahl k > 3 hat das Problem (OS) eine lokale Losung
(x*,u*) in W2 ([0, T]; R") x Wr=heo([0, T]; R™). Es existiere eine offene Menge
Q C R" x R™, so dass es ein p > 0 gibt und die Kugeln B,(z*(t),u*(t)) fir alle
t € [0, T] Teilmenge von §2 sind. Weiterhin seien die k-ten Ableitungen von f fiir
k=0,1,...,k in Q lipschitzstetig beziglich x(t) und u(t) mit Lipschitzkonstante
My und die k-te Ableitung von W fir k = 0,1,...,x sei in der Kugel B,(z*(T))
lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante M.

Mit diesen Voraussetzungen gibt es einen zu (z*,u*) gehorenden adjungierten Zu-
stand \* € W([0,T]; R™), und \*(t) ist damit auf dem Intervall [0, T'] wesentlich
beschriankt (siehe zum Beispiel [PBGM64]). Als Abkiirzung fassen wir im Folgen-
den den Zustand, adjungierten Zustand und die Steuerung haufig als neue Funktion
w(t) := (x(t), A(t), u(t)) zusammen und definieren damit die Hamilton-Funktion

H(w(t) = Mt)" f(a(t),ut)) = f(x(t), ult)) " At).

Weiterhin sei w* = (z*, \*, u*), und wir definieren die folgenden Abkiirzungen

A(t) = fo(a™(t),u"(t))  B(t) = fulz"(t), u*(t)) V= Wy (a(T))
Qt) = Haa(w' (1)) R(t) = Hyu(w" (1)) S(t) = Hua(w' (1))

Mit f, bezeichnen wir dabei die Ableitung %. Damit ist f,(x*(t), u*()) eine lineare
Abbildung von R" in R™ und B(t) : R™ — R™ linear, das heift wir kénnen diese
Funktionen zu jedem Zeitpunkt als Matrix A(t) € R™"™ und B(t) € R™*™ auffassen.
Die Ableitungen H,(w(t)) und H,(w(t)) der Funktion H(w(t)) sind damit zu jedem
Zeitpunkt Vektoren aus R"™ bzw. R™. Die linearen Abbildungen V', Q(t), R(t), S(t)
wollen wir ebenfalls als Matrizen darstellen, wobei zum Beispiel fiir den Eintrag
an der Stelle (7,7) der Matrix S(t) gilt (S(t));; = 6215’% (w*(t)), und somit sind
V, Q(t) € R™", R(t) € R™ und S(t) € R"*™. Entsprechend fassen wir allgemein
die zweiten Ableitungen von H(w(t)) als Matrizen auf. Mit Hilfe dieser Matrizen
definieren wir

B, ) i %x(T)TVx(T)

_|_

N —

/x(t)TQ(t)x(t) +u(t) T R(t)u(t) + 2z(t) T S(t)u(t) dt

Entsprechend den Resultaten in [Hag00, DHV98| benétigen wir ebenfalls eine starke
hinreichende Optimalitdatsbedingung 2. Ordnung.
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3.2 Diskretisierung der notwendigen Bedingungen 1. Ordnung

Koerzivitat: Mit der Menge

C:={(z,u) : 2 € W"([0,T],R"), u € L*([0,T],R™),
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), z(0) =0, t € [0,T]}

gelte
B(w,u) > a (|z]f + ulli>) V(z,u)eC

mit einer Konstanten o > 0.

Hierbei benutzen wir fiir den Hilbertraum W12([0,T], R™) zur Verdeutlichung die
Schreibweise H'([0, 7], R™). Da natiirlich jede Funktion aus W*°([0, T], R") oder
L>([0,T],R™) auch in den Rdumen H'([0,T],R") bzw. L*([0,T], R™) ist, kann
man hier die Normen || - ||z und || - ||z2 benutzen. Dies ist fiir den Beweis des
Satzes 3.3.3 notwendig. Die Bedingung Koerzivitdt ist eine starke hinreichende Op-
timalitdtsbedingung 2. Ordnung und identisch zu der Bedingung ,Coercivity* aus
[Hag00], da man fiir (z,u) € C den Term ||z||%, mit Hilfe von ||ul|3, nach oben
abschétzen kann (siehe Abschnitt 3.5).

3.2 Diskretisierung der notwendigen Bedingungen
1. Ordnung

In den Arbeiten [DHO1, DHV98, Hag00| wird das Problem (OS) diskretisiert und
anschliefsend werden zu dem diskretisierten Problem die Optimalitdtsbedingungen
1. Ordnung aufgestellt. Mit Hilfe des diskretisierten Problems kann man damit
sowohl direkte als auch indirekte Verfahren konstruieren. Dieses Vorgehen ist fiir
den Beweis einer hohen Konvergenzordnung bei Verwendung von SRKV ungiinstig,
da sich die Diskretisierung der adjungierten Zustédnde des stetigen Problems von
den diskreten adjungierten Zustinden aus dem diskretisierten Steuerungsproblems
unterscheiden. Daher diskretisieren wir das System der notwendigen Bedingungen
und zeigen, dass unter den Bedingungen Glattheit und Koerzivitit aus Abschnitt 3.1
dieses diskretisierte System eine Losung besitzt. Somit untersuchen wir die Grund-
lage fiir indirekte Verfahren, bei denen die gewohnlichen Differentialgleichungen der
notwendigen Bedingungen mit Hilfe von SRKV diskretisiert werden. Als notwen-
dige Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung fiir das Problem (OS) ergeben sich die
Gleichungen (siche [PBGM64, LW07|)

(FC) (1) = f(a(t), u(t)) mit 2(0) = a,
AMt) = = fola(t), u(t)) TA(M)  mit MT) = W, (x(T))",
0=\ fulz(t),u(t)), Vtel0,T].

Dabei bezeichnet man die erste Gleichung als Zustandsgleichung, die zweite als
adjungierte Gleichung und die dritte mitunter nach [PBGM64| als Minimumprinzip.

Wir wollen diese System von Gleichungen mit einem SRKV diskretisieren. Dabei
gehen wir davon aus, dass ein fester Endzeitpunkt 7" gegeben ist, und zerlegen das
Intervall [0,7] in N gleich grofse Intervalle mit Hilfe von insgesamt N + 1 dquidi-
stanten Gitterpunkten. Die Schrittweite dieser Diskretisierung h > 0 berechnet sich
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

dann aus h = % Der erste Gitterpunkt soll auf ¢y = 0 und der letzte auf ty =T
fallen, so dass die Gitterpunkte ¢; = jh, fiir j = 0,..., N, sind. Somit betrachten
wir zur Vereinfachung nur Schrittweiten h € H mit

H::{h:h:%,keﬂ\f}.

Jedem gegebenen Zeitpunkt ¢ € (0,7 ordnen wir einen Gitterpunkt ¢; := ¢,(t) :=

jh durch j = [£ —1] :=min{k € Z : £ —1 < k} so zu, dassgh<t<(j+1)h
gilt. Daraus erhélt man fiir jedes ¢t € (0, T] t # t; die Darstellung t = t; 4 0h mit
6="10>0.

Zur Vereinheitlichung der Diskretisierung und der folgenden Abschétzungen wol-
len wir in den adjungierten Gleichungen die Substitution A(t) = A\(T — t) und
At) = —)\(T — t) durchfiihren und zur Vereinfachung A wieder mit A bezeichnen.
Anschliefsend stellen wir durch

(DFC)  x(t; + 0h) = x(t;) + thk Fyim ult; + cph))
VGE(Ol] Vi=0,...,N—1mit z(t)) =x(0) =a
A(t; 4+ 6h) = A(t;) + hz bi(6) fo(2(T — t; — cxh), u(T — t; — cxh)) vk

v € (0, ], Vj=0,...,N —1mit \(0) = U, («(T))"
0=NT =) fulx(t), u(t)).

das diskretisierte System der notwendigen Optimalitétsbedingungen auf. Es berech-
nen sich die Zwischenstellen y; ;, der Zustande x und v, ;, der adjungierten Zustande
A wie folgt:

(3.2.1) yjk = x(t ‘|‘hzaklf (Y50, u(t;g))

(322) ’Uij = )\(t]) + h Z ak,lfm(x(fj,l), u(fj,l))Tvﬂ,
=1

wobel t; 5 :==t; + cph und ¢ =T — t; — ¢;h sind.

Da man fiir die Zustandsgleichung einen Anfangswert und fiir die Gleichung der
adjungierten Zustinde einen Endwert gegeben hat, muss man die Zusténde bei der
Berechnung der adjungierten Zustéande zu Zeitpunkten 17" —t; — ¢, h auswerten, die
im Allgemeinen bei Runge-Kutta-Verfahren mit hoher Konvergenzordnung nicht
genau auf Zeitpunkte ¢; + ¢;h fallen. Die Berechnung von Zustédnden an beliebi-
gen Zeitpunkten mit einer hohen Konvergenzordnung wird letztlich erst durch die
stetigen Erweiterungen der Runge-Kutta-Verfahren ermoglicht.

Man kann die Zustdnde und adjungierten Zustéinde zu jeder gegebener Schrittwei-
te h aus der Steuerung an endlich vielen Zeitpunkten berechnen. Insgesamt reicht
es fiir alle folgenden Rechnungen, die Steuerung, Zustinde und adjungierten Zu-
stande jeweils an endlich vielen Zeitpunkten auszuwerten. Dabei sind dann stetige
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3.3 Anwendung des Fixpunktsatzes

Funktionen eindeutig durch die stetigen Erweiterungen und das Minimumprinzip
festgelegt. Wir werden, vor allem um eine grofer Ubersichtlichkeit der entstehenden
Gleichungen zu erhalten, dennoch stetige Funktionen suchen, die das Gleichungs-
system (DFC) erfiillen. Es stellt sich die Frage, ob zu einer vorgegeben Anzahl
von Diskretisierungspunkten Lésungen xj, u, und \j, existieren und vor allem wel-

chen Abstand diese Néherungslosungen von Losungen des Gleichungssystems (FC)
haben.

3.3 Anwendung des Fixpunktsatzes

In den folgenden Abschnitten wird die Existenz einer Losung des Gleichungssys-
tems (DFC) gezeigt. Im Gegensatz zur Diskretisierung des Optimierungsproblems
in [Hag00| mit diskreten Runge-Kutta-Verfahren wird man dabei feststellen, dass
man keine weiteren Forderungen an das verwendete SRKV stellen muss. Um dies
zu zeigen, benutzen wir fiir beliebige fest gewahlte hinreichend kleine Schrittweiten
h € H folgendes Lemma, welches eine einfache Anwendung des Fixpunktsatzes von
Banach ist. Die Formulierung orientiert sich dabei an Lemma 2.1 in [DH9S]:

Lemma 3.3.1. Es set X eine abgeschlossene Teilmenge eines wvollstindigen nor-
mierten Vektorraums X und Y ein normierten Vektorraum. Weiterhin sei ein
w* € X und r > 0 gegeben, und wir definieren die Menge X, = B,.(w*) N X,
wobei wir mit B, (w*) die abgeschlossene Kugel mit Radius r um den Punkt w* be-
zeichnen. Auflerdem fordern wir dass die Abbildungen P : X, — Y und F': X — Y
die folgenden Eigenschaften erfiillen:

(B1) Die Abbildung F~' existiert, fiir jedes m € Y gilt F~Y(7) € X. F~! ist lip-
schitzstetig mit Lipschitzkonstante c.

(B2) Es gibt ein > 0, so dass ||P(w*)||y < [ ist.

(B3) Es gibt ein € > 0, so dass ||(F — P)(wy) — (F — P)(w2) ||y < el|lwy —ws||x fiir
alle wy,wy € X, ist.

Wenn eco < 1 und lio—fCO < r sind, dann gibt es ein eindeutig bestimmtes w € X,,
so dass P(w) = 0y ist. Weiterhin gilt:

Co

cof3
P(w* < )
Py < 7

Beweis: Wir definieren fiir alle w € X, die Abbildung
O(w) == F~((F = P)(w)).

(3.3.1) [w* —wllx <

Damit ist ®(w) nach Bedingung (B1) zunéchst eine Abbildung von X, in X. Auf-
grund von (B1) und (B3) gilt fiir beliebige wq, wy € X,

(33.2)  [[@(w1) — (ws)llx = |FH((F = P)(wr)) = FH((F = P)(w2)) |2
< co| (F = P)(wy) = (F = P)(wa)lly

< coe||wy — wal|x -
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

Aus der Bedingung (B1) folgt w* = F~Y(F(w*)). Es folgt aus (B1) und der Drei-
ecksungleichung fiir beliebiges w € X,

lw* = @(w)|lx = [FH(F(w") = FH((F = P)(w))|lx
< cof|[F(w®) = (F = P)(w)lly
< co([[F(w") = (F = P)(w")[ly
+ [I(F = P)(w") = (F = P)(w)]|y)-
Damit folgt
|lw* — ®(w)||x < co(B+er)<r
aus r > 5 COB , eco < 1, (B2), (B3) und ||w* — wl||x < r. Somit ist ®(w) € X, fiir
alle w € X Somlt ist ® eine Kontraktion in X,, da ecy < 1 ist und Gleichung
(3.3.2) gilt. Daraus folgt mit dem Fixpunktsatz von Banach, dass es ein eindeutiges
w € X, mit w = ®(w) = F'((F — P)(w)) gibt. Da andererseits mit w € X,
ebenfalls w = F~1(F(w)) gilt, folgt daraus, dass F'(w) = (F — P)(w) und somit
P(w) = 0y sein muss.
Weiterhin gilt fir w* und w:

lw* =@l = [|[FH(F(w") = F7H((F = P)())]|x

< o[ F(w*) = (F = P)(@)]]y

= col| P(w") + (F = P)(w?) = (F' = P)(w)]ly
SCOIIP(w*)!|y+00!I(F P)(w") = (F = P)(@)ly
< o[ P(w)ly + coellw” — wl[x

und daraus folgt die Ungleichung (3.3.1). O
Dieses Lemma kann man natiirlich dquivalent formulieren, indem man eine me-
trische Menge bzw. einen vollstdndigen metrischen Raum X und die abgeschlossene
Kugel B, betrachtet, aber die Menge X dabei nicht als Teilmenge eines vollstan-
digen normierten Vektorraums auffasst. Da wir spater Aussagen benutzen wollen,
bei denen wir einen reflexiven Banachraum ausnutzen (wobei X und damit auch
X Teilmenge dieses reflexiven Banachraums sein werden), ist es an dieser Stelle
giinstig, die Menge X gleich als Teilmenge eines Banachraums aufzufassen.

3.3.1 Konstruktion der Vektorraume

Um mit Hilfe des Lemma 3.3.1 die Existenz von Losungen #, A und @ der diskreti-
sierten Gleichungen (DFC) fiir hinreichend kleines h zu zeigen, miissen wir zunéchst
geeignete Vektorrdume X, ), die Teilmenge X = X} sowie Abbildungen P = P,
und F' definieren. Hierbei wollen wir im Prinzip diese Existenz fiir jedes hinrei-
chend kleine, fest gewdhlte h € H einzeln zeigen. Dabei kann man theoretisch die
Teilmenge X}, in Abhéngigkeit von der Schrittweite h wahlen. Man muss lediglich
darauf achten, dass X} abgeschlossen und der Raum X" vollstéandig sind. Den Raum
X wahlen wir als

X ={w=(x,\ u):
v € WH([0,T], "), A € WH=([0, 7], B"), u € W=([0, 7], ")}
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3.3 Anwendung des Fixpunktsatzes

und benutzen die Norm
[wllx = llzllwree + [[Allwree + [Jullwe.
Weiterhin definieren wir die Teilmenge
Xp={we X :z2(0) =a},

wobei der Index h hier nur zur besseren Unterscheidung von dem Raum X dient.
Die Menge X, aus Lemma 3.3.1 identifizieren wir mit der Menge

}(mrizifi(uﬁ)fW)Qr

Aufierdem werden wir Differenzen w; — wy von Elementen aus X}, bendtigen. Es
gilt offensichtlich ||wy — wql|x < 2r fiir wy,wy € Xj,, und damit liegen solche
Differenzen dann in der Menge

Kngr = fw e X 2(0) = 0, [lwl < 20},

Diese Menge unterscheidet sich durch z(0) = 0 statt 2(0) = a von einer Menge
X, (2r), welche wir im folgenden nicht bendtigen.

Das Lemma 3.3.1 soll im Folgenden sicherstellen, dass es fiir eine Abbildung
P = P, cin eindeutig bestimmtes @ mit P(w) = 0y gibt. Daher wéhlen wir die
Abbildung P, so, dass dies gleichbedeutend damit ist, dass die Gleichungen (DFC)
erfiillt sind. Damit erkléren wir die Abbildung P}, punktweise fir w € X, ., t € [0, 7]
mit

(3.3.3) j:=j(t) : = max {0, {% - 1} }
e

:max{(), min{k € Z : W 1§kf}}>

t; = jh, 0 = =% und fiir alle h € H als

Pu(w)(t) = (P (w)(t), Pi(w)(t), Piw)(t), Pi(w)(t))',

wobei die einzelnen Komponenten jeweils

P w)(t) = 2() —a— 50> b ultie) — b S (6 f (0, ults 1))
=0 k=1 k=1

PR)(t) = M) = AO) = D0 D be(fulallin). ultin))) v
— 1> 0 (0) (fu (i), ulin))) s
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

sind. Dabei haben wir fiir eine iibersichtlichere Darstellung die Abkiirzungen t;; :=
ti+cph,t =T —t, tjr =T —t; — cxh und by = bi(1) benutzt. Die Zwischenstellen
y;r und v, berechnen sich aus den Gleichungssystemen

(3.3.4) Yir = (t +hzaklf Yjo ultin),
=1

(335) Uik = )\(t]) + h Z ak,lfm(x(fj,l), u(fj,l))Tvﬂ.
=1

Hierbei summieren wir in den ersten beiden Komponenten von P, lediglich die Ein-
schrittfehler auf, da wir fiir die néchsten Hilfspunkte y;; und v;; und damit fiir
den Fehler im néchsten Schritt wieder die Punkte x(¢;) und A(¢;) zugrunde legen.
Wiirde man zu den urspriinglichen Differentialgleichungen die Naherungslosungen
zu der aktuellen Steuerung u berechnen, dann miisste man bei der Berechnung
der Hilfspunkte y;; und v;; die bis dahin berechnete Naherungslésung benutzen.
Damit ist zum Beispiel P!(w)(t) nicht gleich der Differenz aus z(t) und der Nihe-
rungslosung der Zustandsgleichung zur Steuerung u(t). Trotzdem sind durch diese
Konstruktion P}(w) und P?(w) lipschitzstetig. Allerdings ist selbst bei Verwendung
eines C''-Verfahrens (siche Abschnitt 3.7) nicht zu erwarten, dass P} (w) und P?(w)
fiir alle w € X}, einmal stetig differenzierbar sind. Ist hingegen P} (w)(t) = 0 fiir
alle t € [0, 7] fiir ein w € X}, ., dann ist zum Beispiel

() =a+h Z b f (Yo, U(tok)),

k=1

und es macht keinen Unterschied, ob man fiir die Berechnung der Hilfspunkte y; j
im 2. Schritt Z(¢;) oder die Summe auf der rechten Seite benutzt. Zur Vereinfachung
haben wir uns ebenfalls mit Hilfe der Menge X, auf Funktionen x mit x(0) = a
beschrankt und diese Bedingung nicht in den Operator P, aufgenommen.

Weiterhin benétigen wir einen Operator F', fiir den wir die Bedingungen (B1) bis
(B3) von Lemma 3.3.1 zeigen konnen. Wir definieren F' punktweise fiir ¢ € [0, 7]
als

xt—a—fJ o(7) + B(r)u(r) dr
At) = \0) — [ Q +S<><f> A(F)TA(r) dr

R(t) " u () ) z(t) + B(t) AT - )

F(w)(t) = (
A(0) = VTa(T)

Y

dabei sei t = T —t und 7 = T — 7. Dieser beziiglich w € X lineare Operator
wurde so gewdhlt, dass man die Bedingung (B1) von Lemma 3.3.1 mit Hilfe eines
Problems der optimalen Steuerung mit quadratischer Zielfunktion und linearen
Nebenbedingungen zeigen kann (sieche Abschnitt 3.5). Dieser Operator F' ist eine
Vereinfachung eines entsprechenden Operators in [DH98|, da wir nur Probleme ohne
zusatzliche Steuerungs- oder Zustandsbeschrankungen betrachten. Im Gegensatz
dazu wird in [Hag00] ein diskretisiertes linear-quadratisches Problem benutzt.
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3.3 Anwendung des Fixpunktsatzes

Die Eigenschaften von P, (w) und F'(w) nutzen wir, um einen geeignenten Raum
Y zu wihlen. Hierzu ordnen wir die Funktionswerte des Operators Pp,(w), entspre-
chend der Definitionen oben, zu einer Funktion 7 = (7, 7o, 73, m4) an. Da x; A und
u jeweils in W1*°-Riumen sind, alle auftretenden Funktionen bzw. Operatoren von
x, A, u lipschitzstetig sind und ansonsten nur Polynome und Integrale auftreten,
ist offensichtlich

V= {r=(m,m,m3,m) : 1 € W-([0,T],R"), m € W'([0,T],R"),
3 € Wl’oo([O,T],Rm), my € R™,
mit m1(0) = 0}

eine geeignete Wahl fiir den Raum ). Als Norm im Raum ) benutzen wir

[7lly == [|7illwree + [|[Tollwree + [|ms|lwiee + (|72

Die Definition der Raume X und Y wollen wir kurz damit abschliefen, die Voll-
standigkeit dieser Rdume festzuhalten.

Lemma 3.3.2. Die Rdume X und ) sind vollstindig, und die Menge X, C X st
abgeschlossen.

Beweis: Nach [Sch87] sind die Sobolevriume W'*([0,T],R™) mit der Norm || -
1.0 vollstandig, und damit sind auch die Rdume X und ) vollstandig. Sei z* eine
Cauchy-Folge und fiir alle z* gilt z°(0) = a. Aus der Konvergenz in W*([0, T, R")
folgt fiir die Funktionen ¢ die punktweise Konvergenz, und somit gilt fiir den Grenz-
wert der Cauchy-Folge in X ebenfalls 2(0) = a, und X}, ist somit abgeschlossen.
O

Mit Hilfe von Lemma 3.3.1 zeigen wir in den néchsten Abschnitten folgenden
Satz:

Satz 3.3.3. Fir das Problem (OS) mdgen aus Abschnitt 3.1 Glattheit mit ei-
nem £k > 3 und Koerzivitat gelten. Weiterhin seien die Parameter ay; fir k,l =
1,2,...,s mitcy = >, a,; sowie die Polynome by(-) eines SRKVs mit Konsisten-
zordnung (q,q) mit ¢ < k gegeben. Dann gibt es ein hz 36 > 0 und rsz > 0, so dass
fiir alle h < hssg das Gleichungssystem (DFC) eine eindeutig bestimmte Lisung
w = (z, 5\,22) € Xy, besitzt, und es gibt eine von der Schrittweite h unabhdngige
Konstante (3.3, mit der gilt

(336) H?IJ - ’UJ*HX S C3.3.6 he.

Zum Beweis dieses Satzes werden wir das Lemma 3.3.1 anwenden. Wir benutzen
dabei die oben definierten Operatoren P, F', die Rdume X', ), sowie die Teilmen-
gen X und Xj . Dabei zeigt sich, dass man fiir hinreichend kleine Schrittweiten
h und kleine Radien r die Konstante (336 unabhéangig von A und r wéhlen kann.
Wir werden den Beweis zunéchst mit einigen Bemerkungen iiber die Hilfspunkte
y;r und v, des Runge-Kutta-Verfahrens im Abschnitt 3.3.2 beginnen. Der gesamte
Beweis ist so konstruiert, dass wir im Abschnitt 3.3.3 die Bedingung (B2) des Lem-
ma 3.3.1 auf die Bemerkungen aus Abschnitt 2.2.1 zuriickfiihren kénnen. Dadurch
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

ist sichergestellt, dass man existierende SRKV mit hoher Konvergenzordnung ver-
wenden kann und man keine speziellen Verfahren entwickeln muss. Ein grofter Teil
des Beweises besteht schlieklich darin im Abschnitt 3.4 Bedingung (B3) zu zeigen.
Die Invertierbarkeit des linearen Operators F' und die Beschréanktheit des inversen
Operators, das heifst Bedingung (B1), wird in Abschnitt 3.5 gezeigt.

Bemerkung 3.3.4: Fiir den Beweis auf den folgenden Seiten besteht die wesentli-
che Arbeit darin, die geforderten Eigenschaften fiir die Ableitungen der Operatoren
nach t zu zeigen. Die ersten und zweiten Komponenten des Operators P, verdeut-
lichen den Zusammenhang zu dem Gleichungssystem (DFC).

3.3.2 Die Hilfspunkte des Runge-Kutta-Verfahrens

Im weiteren Verlauf des Beweis benétigt man an einigen Stellen Aussagen iiber
die Existenz und Beschréanktheit der Hilfspunkte y;; (bzw. v;;), die sich als Lo-
sung des Gleichungssystems (3.3.4) (bzw. (3.3.5)) ergeben. Weiterhin werden wir
die Ableitung dieser Hilfspunkte nach dem zugrundeliegenden w € Xj,, bendtigen
und werden daher ebenfalls eine Aussage tiber die Existenz und die Beschranktheit
dieser Ableitungen zeigen. Wir beweisen zunéchst analog zu den bekannten Resul-
taten in [HNWO93, But03], dass die Hilfspunkte y;; beschrénkt sind. Um dabei die
Abhéangigkeit der Hilfspunkte von w € X}, , deutlich zu machen, bezeichnen wir die
Losung des Gleichungssystems (3.3.4) in diesem Abschnitt mit y; ,(w).

Lemma 3.3.5. Fir Matrizen y; € R™® mit Spalten y;, € R", das heifit y; =
(Yj1,Yj2, - --»Yjs), definieren wir die Norm

.....

Man erhdlt somit einen wollstindigen normierten Vektorraum der Matrizen aus
R"**. Es sei das Gleichungssystem

(3.3.7) Yk =2(t;) + 7Y arof (i ult; + b))
=1

gegeben, und es gilt Glattheit aus Abschnitt 3.1. Dann gibt es ein hszg > 0, so
dass zu jedem w = (z,\,u) € X, und fir alle k = 1,2,...,s eine eindeutig
bestimmte Losung y;,(w) von (3.3.7) existiert. Weiterhin gilt dann fir alle h € H
mit h S h3_3,8

(338) ||y]7k(w) —l’(t])Hg < hC3.3.8, j :0,1,...,N—1, k= 1,2,...,8
mit einer von w € Xy, unabhdingigen Konstanten (33s.

Beweis: Man kann leicht nachvollziehen, dass die Definition von ||y;|/maez,2 eine
Norm darstellt und der entstehende normierte Vektorraum vollstdndig ist, da er
endlichdimensional ist. Wir wollen zeigen, dass das Gleichungssystem (3.3.7) Lo-
sungen y; ,(w) besitzt, diese beschrénkt sind und Gleichung (3.3.8) gilt. Hierzu be-
nutzen wir den Fixpunktsatz von Banach und zeigen zunéchst, dass das Gleichungs-
system aus dem die y; ;(w) berechnet werden fiir hinreichend kleine Schrittweiten
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3.3 Anwendung des Fixpunktsatzes

eine Kontraktion in R™*® darstellt. Wir ordnen die rechten Seite der Gleichung
(3.3.7) fiir gegebenes w € X}, und beliebiges y; € R"**, analog zu y;, zu einer
Matrix Gy, (y;) an. Dabei wollen wir durch den Index w verdeutlichen, dass diese
Abbildung von R™**¢ in R™*® von dem gegebenen w € X, , abhéngt. Es gilt damit
fiir beliebige y}, yjz- e R

||Gw (y]l) - Gw (yjz) ||mam,2

= max [0 ailf gk ulty + ah)) = Fults + b))l
=1

< hmax S Jagdl f (gl ults + b)) = F (g2 ulty + b))

S
< hk:mlaxsz \ak,z|M,9HZ/]1‘,l - y]2-71||2
T =1

s

< 0 L=
= hkiri??fsl 1 k| M5 ( max lys; = yjll)

< hMy max & [[y; = yjllmas2,

wobel wir ¢, = Y ;_, |ag,| definieren. Somit ist der Operator G,,(y;) fir alle w €
X, eine Kontraktion auf R™**, wenn gilt

hMJ? max ¢ < 1.
k=1,...;s

Daher wahlen wir ein hzsg < (MJ? maxg—1, s Ek)_l und wenden auf den Operator
Gy (yj) den Fixpunktsatz von Banach an. Wir erhalten ein eindeutig bestimmtes
yj(w) mit y;(w) = Gy(yj(w)), und es gilt fiir beliebiges y; € R"**
1
||max,2 S 0
1— h3.3.8Mf maXg=1,..s

||yj _yj(w) EkHyj _Gw(yj)||max,2~

Fir y; = (x(¢;), ..., z(t;)) kann man ||y; — Gu(Y;)|/maz,2 durch
1)~ Gl e = max [t)) — 2(t,) — b S anf(alt,). ult; + i)
=1

< h max
k=1

IR}

D lawdlllF (), ulty + b)) = f(a* (), u* (1)) + f(a™ (), u™ (1))

geeey

< hkfzﬂlaxsz || [MP]|z(t;) — 2*(t)]l2 + Ml u(t; + cih) — u*(t;)]]
=1

+ 1 (@ (t5), w (t)) 2]

abschétzen. Da w € X, vorausgesetzt ist, gilt ||z(t;) — 2*(¢;)|2 < r und

[ultse) — u™(t)ll2 < flutse) — ()l + l[u(E0) — w*(#)]2

< r + m2||i|| poh max c.
k=1,...,s
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

Fir y; = (x(t;), ..., x(t;)) folgt damit die Behauptung aus
1 .k *
1yj = Gu(¥)llmas 2 < B[2M7r + hm2 Mp|[a || e + || £ (27 (t;), u () ]l2] max e,
da maxy—;, s, < 1ist und das zweite h auf der rechten Seite natiirlich durch hs 35
nach oben abgeschétzt werden kann. O

Lemma 3.3.5 zeigt, dass fiir hinreichend kleine Schrittweiten h es zu jedem w =
(x,\,u) € Xp,, und zu jedem Zeitpunkt j = 0, 1,..., N—1 ein eindeutig bestimmtes
yj(w) = (yj1(w),y;2(w),...,y;s(w)) gibt, welches das Gleichungssystem (3.3.7)
16st.

Im Folgenden interessieren wir uns dafiir, ob diese Losungen y,;(w) differenzierbar
von dem Punkt w € X}, abhéngen. Wir betrachten die k-te Spalte der Matrix
y;j(w), die das Gleichungssystems (3.3.7) 16st. Bildet man auf beiden Seiten des
Gleichungssystems (3.3.7) zu jedem v € X, die klassischen Ableitungen von
yjr(w+ Jv) nach ¥ € R an der Stelle ¥ = 0, erhélt man das Gleichungssystem

(33.9) yik (W) () = n(t;) +h Y aralfalyia(w), ult;) (s (w)(v))
=1
+ fulyja(w), w(ty)) (vs(ts)]

zur Bestimmung der Fréchet-Ableitungen von y;(w) nach w angewandt auf ein v €
thr. Dabei setzt sich v entsprechend w = (z, A\, u) als v = (11, 112, 3) zusammen.
Hat also das Gleichungssystem (3.3.9) fiir jedes v € X n,2r €ine eindeutig bestimmte
Losung, dann sind diese Losungen natiirlich auch die Ableitungen von y;,(w) in
Richtung v.

Damit kénnen wir analog zu Lemma 3.3.5 eine Abschétzung fiir die Ableitungen
der Hilfspunkte y; ,(w) angeben.
Lemma 3.3.6. Es g¢ibt eine positive Zahl hs 39 mit 0 < hss9 < hssg, so dass fiir
alle h € H mit h < hyso, w = (x,\,u) € Xp,, v € thr und fiir alle Zeitpunkte
j=0,1,...,N — 1 das Gleichungssystem (3.3.9) eine eindeutig bestimmte Lisung
y; hat.
Beweis: Wie im Beweis von Lemma 3.3.5 ordnen wir die ¥/, (w)(v) und die Aus-
wertungen der rechte Seite von Gleichung (3.3.9) fiir k = 1,2,..., s zu Matrizen y/
und G, (y;) an. Dabei betrachten wir y;(w) € R™**, w € Xj,, und v € thr als
gegeben. Es gilt dann fiir zwei ¢!, y? € R"**

|G (y") = G (Y lmaa2 = r{lgﬁs”hzakl Folyja(w), ult;n)(y))
= = falya(w),uti)) )]l

<h max E:MMAHHZAK )ty ) (61— 37) e
Da nach Voraussetzung Glattheit f, lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante M } und
natiirlich eine lineare Abbildung ist, gilt

Vo)t ) (5 — 1)l < sup Mbalw) ult)el o

.2
Cein HZH yl H2
2#0
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3.3 Anwendung des Fixpunktsatzes

Dabei schatzen wir den ersten Term auf der rechten Seite mit Hilfe von

sup e (ysa(w), ultn) = folw™ (), u™(t))) + fo(@" (), u*(E;))]2]2

zER™ 2|2
z7#£0

. " [ fa (2™ (25), u"(t5)) ]2
< My llyja(w) — 2™ (t;)ll2 + My llu(tio) — v (t)]l2 + Sup. ]||ZH2 .
2#0

ab. Benutzt man die Abkiirzung

I R

dann gilt nach Glattheit ||A||x < oo, und man erhélt

||Gw,1/(y1> - Gw,V(3/2>Hma:v,2 < hk max s; ‘ak,l|

=12,.,
(M (llyja(w) = ()2 + llultye) = w* () ll2) + [|Allae) 1y = v2 -

Wihlt man h < hgsg fiir hyss aus Lemma 3.3.5, dann gilt ||y;,(w) — z(¢;)]]2 <
h(s3s. Auberdem folgt mit ||y — vill2 < lv* — ¥?{lmaz2 und ||z(t;) — 2*(t;)|l2 < r
die Abschétzung ||y, (w) — 2*(t;)|l2 < h(s3.5 + r und schlieklich

.....
.....

Man kann daher ein hinreichend kleines h3 39 < h33g so wahlen, dass

(339 = h339

ist. Damit ist G, ,(-) fur alle h < hy39 ebenfalls eine Kontraktion auf R™** und
es existiert zu jedem v € Xj, 9, ein eindeutig bestimmtes ¢’(w)(v), welches das
Gleichungssystem (3.3.9) 16st. Setzt man y° = (11(t;), ..., 1(t;)), dann erhélt man

. 1
(3.3.10) 175(@) () = ¥ llmar2 < 7= M18" = Guo (4" a2

C3.3.9
mit
(3:311) 15 = Gu 0 )lmarz = max 1A anilFalyaw), ult;)) (1(t;)

O flsaw) ) (sl e

O
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

3.3.3 Ausnutzen der Ordnung des SRKVs

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass durch die Konstruktion des Operators P,
die Bedingung (B2) je nach verwendeten SRKVs mit einem [ = (gh? erfiillt ist,
wobei die Konstante (g unabhéngig von der Schrittweite h ist. Dadurch wird die
Ordnung, mit der die Ndherungslésungen der Differentialgleichungen mit sinkender
Schrittweite h gegen die exakte Losung konvergieren auf das Optimierungsproblem
bzw. auf die Losungen der Gleichungssysteme (FC) und (DFC) iibertragen. Damit
die Bedingung (B2) fiir die ersten Komponenten des Operators P, erfiillt ist, muss

te[0,T

(3.3.12) sup Hx*( —a— thbkf Yigo " (i)
=0 k=1

—thk (W0 (t30)) |, < 8

ttj

gelten. Dabei berechnet sich j aus Gleichung (3.3.3), und es sind ¢; = jh, § = =<
und t;, = t; + cxh. Weiterhin sei y;k eine kiirzere Schreibweise fur yjr(w®). Da
z* € Wm([0,T],R"™) nach der Voraussetzung Glattheit Losung der Differential-
gleichung ist, die Funktion f nach beiden Argumenten s-mal differenzierbar ist und
aufserdem die optimale Steuerung u* x-mal differenzierbar ist, erfiillt g(z(t),t) :=
f(z*(t),u*(t)) die Voraussetzung, damit man den globalen Diskretisierungsfehler
nach Satz 2.1.5 durch (h? nach oben abschétzen kann. Mit einer dhnlichen Vor-
gehensweise wie in Satz 2.1.5 summiert man in Gleichung (3.3.12) lediglich die
Einschrittfehler auf. Da z*(ty) = a ist, gilt die Gleichung

(3.3.13) ' (t) —a=a"(t) — z*(t;) + i 2 (tga1) — 2" (L)

Weiterhin gilt mit der Voraussetzung Glattheit und den Aussagen aus Kapitel 2

Setzt man die Gleichung 3.3.13 in die Ungleichung 3.3.12 ein, dann sieht man,
dass man die Norm in Ungleichung 3.3.12 durch die Norm von j + 1 Summanden
abschitzen kann. Nach Abschnitt 2.2.1 kénnen die j +1 < N = ﬁ einzelnen
Summanden jeweils durch 7,h?™" nach oben abgeschiitzt werden. Weiterhin folgt
mit Gleichung (2.2.7) sofort eine entsprechende Abschéitzung der L*°-Norm der
schwachen Ableitung von P}(w*) nach ¢. Man beachte dabei, dass in P} (w*) gemif
der Definition in Abschnitt 3.3.1 nur der Term z*(¢) und 6 = t_htj von t abhéngen.

Entsprechende Abschétzungen gelten ebenfalls fiir P?(w*), da \*(T — -) Losung
der Differentialgleichung

At) = fola™ (D), u" (D) TAH) - mit A0) = o (a™(T))"

ist. Fiir die letzten Komponenten Py(w*) muss nichts gezeigt werden, da durch
die Voraussetzung Glattheit \*(0) = W, (z*(T))" gilt und damit P}(w*) verschwin-
det. Weiterhin gilt ebenfalls nach Glattheit X*(T — t) " f,(2*(t), u*(t)) = 0 fiir alle

" (1) hzbk (5w ( Jk))H2 < nht.
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3.4 Lipschitzstetigkeit des Operators F' — P,

t € [0,T], womit man P?(w*) ebenfalls durch 3 = (3h? nach oben abschitzen kann.
Somit ist gezeigt, dass die Konvergenzordnung erhalten bleibt und £ aus der Be-
dingung (B2) von Lemma 3.3.1 unabhénging von ¢ und r beliebig klein gew&hlt
werden kann.

3.4 Lipschitzstetigkeit des Operators F' — P,

Als néchstes zeigen wir, dass die Bedingung (B3) von Lemma 3.3.1 fiir die ersten
Komponenten der Abbildung F' — P, erfiillt ist. Dazu benutzen wir einen Mittel-
wertsatz der Funktionalanalysis, den man zum Beispiel im Buch von Dirk Werner
(|Wer07], Satz I11.5.4) findet. Danach gilt fiir alle wy, wy € Xp,,

(3.4.1) [[(F = By)(wr) = (F = Bu)(wa)lly < sup [[(F = By)(w-)(wr — wa)]ly,

0<7r<1

wobei (F' — P,) (w,) fiir jeden Punkt w, = w; + 7(we — wy) mit 0 < 7 < 1 eine
lineare Abbildung von thr in Y ist. Offensichtlich gilt aufgrund der Konvexitét
der Menge X, und damit von Xj,,, dass mit w;, wy € X, auch w, € X}, ist.
Damit gilt

sup |[|(F' = Ppn)'(wr) (wy — wy)lly < sup [|(F = Py)(w)(wr — wa)|ly,

0<r<1 weXMT
und wir fithren zur Vereinfachung die Abkiirzung || - ||z als Operatornorm
F—PB) (w,;)(v
||(F—Ph)/(w7—)||z ‘= sup ||( ) ( )( )Hy
VEX}L,2T' ||V||X

v#0
ein

Man kann damit die linke Seite von Gleichung (3.4.1) grofsziigig durch

I(F = Po)(w1) — (F = P)(wa)lly < sup [[(F = By)/(w)llzllwr — wallx

wethT

abschéitzen, da fiir die entsprechenden Differenzen (w; — wy) € X’h@r gilt. Damit
kann man sofort die Bedingung (B3) folgern, wenn man zeigen kann, dass

[(F = B) (w)(v)

(3.4.2) sup  sup ly <e.
weXh,r VEXh’Qr HVHX
v#0

gilt. Im Folgenden ist dabei zu beachten, dass man fiir die Anwendung von Lemma
3.3.1 diese Bedingung mit hinreichend kleiner Schrittweite A und hinreichend klei-
nem 7 fiir beliebig kleine ¢ erfiillen konnen muss, damit man fiir die Anwendung von
Lemma 3.3.1 ecy < 1 sicherstellen kann. Dabei muss gleichzeitig die Ungleichung
% < r gelten, was dadurch erreicht wird, dass man [ nach dem Abschnitt 3.3.3
in Abhéngigkeit von der Schrittweite h, unabhéngig von € und r, beliebig klein
wahlen kann.
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

Wir bestimmen daher fiir ein gegebenes w = (z,A\,u) € X, die Ableitung
(F—Py) (w). Dabei kann man nach der Voraussetzung Glattheit h und r hinreichend
klein wahlen, so dass die Abbildung F' — P}, auf einer offenen Menge, welche Xj, ,
enthélt, Fréchet-differenzierbar ist. Die ersten Komponenten von (F — Py,)(w) sind
an der Stelle t € [0, T

J—1 S
(3.4.3) Zthkf Vi u(ti ) +h2bk (W) ()
=0 k=1
t
— /A(T):E(T) + B(1)u(T)dr,
0
wobei sich die Hilfspunkte v, ; fiir ¢ =1, ..., j aus dem Gleichungssystem

vik = x(t) + 1Y apuf (yis ultin))
=1

bestimmen und j in der Gleichung (3.3.3) definiert wird. Zu diesem Term muss man
die Lipschitzstetigkeit mit einer, in Abhéngigkeit von h und r, beliebig kleinen Lip-
schitzkonstante zeigen. Dabei sind natiirlich die entsprechenden W%* Normen zu
benutzen. Den Ausdruck (3.4.3) kann man dabei, wegen der Konsistenzbedingung
too :
(OB1) und ftj dr =t —t; =h#, in
7j—1 tita s

(344) 3 / S b [ (9 ultin)) — A(r)a(r) — B(r)u(r) ) dr

1=0 t k=1

+ /Z bkée) I:f(yj,k7u(tj7k)) — A(T)x(1) — B(1)u(r)] dr

umformen. Stellt man hingegen die Polynome by (6) als Z?Zl br.,0' dar, ergibt sich
fir die Ableitung des Terms (3.4.3) nach ¢ in den Intervallen (¢;,¢;41)

SN b0 f (i ultin) — At)z(t) — B(t)u(t).

k=1 1=1

Leitet man die Konsistenzordnung (OB1) auf beiden Seiten nach ¢ ab sieht man,
dass

i zq: b 0" = 1

k=1 =1

gilt und man damit die Ableitung von (3.4.3) nach ¢ als

53 bt [t — AWBs) — BOute)

k=1 1=1
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3.4 Lipschitzstetigkeit des Operators F' — P,

darstellen kann. Kann man damit die Lipschitzstetigkeit der Differenz in der letz-
ten Gleichung mit einer hinreichend kleinen Lipschitzkonstante und fiir beliebige
Zeitpunkte t € (t;,t;11], zeigen, dann folgt daraus die gewiinschte Lipschitzste-
tigkeit in der entsprechenden W%*°-Norm. In der Gleichung (3.4.4) entsteht dabei
durch jedes einzelne Integral der Faktor h, der die Summe tiber bis zu N = T'/h
Summanden ausgleicht. Daher wollen wir Fréchet-Ableitung von

(3.4.5) Fiks ultin)) — Alt)(t) — Bt)u(t)

beziiglich w an einer Stelle w € X}, bestimmen, um die entsprechenden TW!-
Normen abzuschéatzen.

Die Terme A(t)x(t) und B(t)u(t) sind lineare Abbildungen von x bzw. u und
die Ableitung ist damit an jedem Punkt w der lineare Operator selbst. Um die
Ableitung des ersten Terms von Gleichung (3.4.5) zu bestimmen, bendtigen wir
die Ableitung von y;; beziiglich w aus dem Gleichungssystem (3.3.9). Aus diesem
Gleichungssystem kann man nach Lemma 3.3.6 die Ableitungen y;,;’ fiir 1 <k <s
und hinreichend kleines A > 0 bestimmen. Fiir die Ableitung vom Ausdruck (3.4.5)
beziiglich w = (z,A\,u) an der Stelle w € X}, ,, angewandt auf v = (vy,15,13) €
thr, erhalten wir an jeder Stelle ¢ € (0, T:

(3.4.6) En(w)(v)(t) = folyjp ultir))(yx (w)(v))
+ fulYjns w(tin)) (s(tin) — A)vi(t) — B(t)vs(t).

Wir betrachten das Supremum von Ej(w)(v)(t) beziiglich aller Punkte v € X, o,
und wollen somit zeigen, dass

(3:4.7)  sup [|Ex(w)llz:= sup sup sup [Ep(w)@)@)llo/[IV]x < es47

weXp r weXy »pe Xh,Q'r te(0,T
v#0

ist, und definieren hierfiir

NA(w, §, k) (t) i= fulyjp utin)) — At)
Avi(w, j, k) (1) =y (w) (V) — 11 (t)
AB(w, j, k) (t) == fu(yjr ultjx)) — B(t)
Avs(w, 3, k)(t) == v5(t ) — vs(t).

Die Abbildungen A, AA, B und AB sind zu jedem Zeitpunkt ¢ € (0,7 Matrizen
und somit lineare Abbildungen. Wir konnen die rechte Seite von Gleichung (3.4.6)
daher als mehrere Differenzen vom Typ

(3.4.8) Az — Az =(A-A)z—2) +(A-A)E) + (A)(z - 2),

mit Matrizen A und passend definierten Vektoren z schreiben. Insgesamt miissen
wir zeigen, dass die entsprechenden Matrizen A und Vektoren Z beschrinkt sind
und die Differenzen A — A und z — Z mit hinreichend kleiner Schrittweite i und
Radius r beliebig klein werden.
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

Nach der Voraussetzung Glattheit sind die Matrizen A(t) und B(t) beschrinkt,
und wir definieren daher die Abkiirzungen

[Allae = sup - sup [[A(E)z]l2/] 2]
zgg" t€(0,7T]

|Bllm = sup  sup [ B(¢)z[2/]|z]]2-
z;}gn te(0,T]

Weiterhin sind natiirlich mit v € X}, 5, die Vektoren v (t) und vs(t) fiir alle t € (0, T
beschrénkt, und man kann diese Vektoren durch ||v|| ¥ nach oben abschétzen. Daher
braucht man nach Gleichung (3.4.8) lediglich zeigen, dass

sup sup sup [|[AA(w, j, k)(t)zll2/]]2 < 5(h,7)
weXy r t€(0,T) igg"

sup  sup  sup [[Awvy(w, J, k)(@)[lo/ vl < 5(h,7)
wEXn,r v € X, o, t€(0,T]
v#0
sup sup sup [|AB(w, ], k)(t)z[l2/]z]l2 < €5(h, )
weXp, r t€(0,T) zgg”

sup sup  sup [[Avs(w, j, k)(O)ll2/[[v]lx < e5(h,7)
weXprpe Xmgr t€(0,7
v#0

sind, wobei 5%’(@, r) mit h,r — 0 beliebig klein wird und ansonsten unabhéngig von
w € Xy, v € Xpop, t, kund j ist.
Wir betrachten zunéchst AA(w, j, k)(t), mit A(t) = fo(2*(t),u*(t)) gilt

AA(w, j k) () = fo(ysn u(tir) = fa(2" (), w" (1)),

Nach der Voraussetzung Glattheit sind die ersten x Ableitungen von f lipschitzstetig
mit einer Lipschitzkonstanten M¥%, k = 0, ..., x, und natiirlich lineare Abbildungen,
damit gilt

sup sup sup [|AA(w, j, k)(£)z2/|z]]2
weXy r t€(0,T) zgg”

< sup sup My ([lyze — 2" ()2 + [ultin) —u*(@)]2).
weXp, r t€(0,T)
Fiir die Terme ||y, x—2*(t)]|2 und ||u(t; k) —u*(t)]]2 gilt fir jedes w = (x, A\, u) € Xp,
nach Lemma 3.3.5
1Y = 2" (Oll2 = lyse — 2(t;) + 2(t;) — 27 (8;) + 27 (t;) — 27 (t)]l2
< lyin = 2@)ll2 + () — 27 (@) ll2 + 27 () — 27 ()]l2
(3.4.9) < hQ3s+ 1+ hlE*|| =

und

[u(tin) —u (@)l2 = llultje) — v (Er) + u (k) — u (@]
< ulte) = u* () ll2 + llu”(t6) — v (2|2
(3.4.10) <+ B e
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3.4 Lipschitzstetigkeit des Operators F' — P,

Daher konnen wir die Operatornorm zu AA(w, j, k)(t) durch Mj(h(sss + 2r +
h||z*|| L + h||@*|| =) abschétzen.
Weiterhin gilt fiir den nédchsten Term

sup  sup - sup [[Aw(w, 7, k) @)/ V][ x
wEXh’T ve Xh,Zr tE(O,T}
v#0
= sup sup sup |ly;'(w)(v) = va(B)ll2/ V]| x-
wEXh’T ve Xh,Qr tE(O,T}
v#0

Nach Gleichung (3.3.11) aus dem Beweis von Lemma 3.3.6 gilt

s (@) ) = 11 (£ € —— max 11 aral folyia, u(tin) (i (t5)

- g3.3.9 k=1,2,...;s
+ fulje, u(ts)) ws(t0)]ll2,
Damit folgt

sup  sup  sup |ly;x"(w)(¥) = va(®)]l2/ [Vl
wEXh’T ve Xh,2r' tE(O,T}
v#0
< sup sup sup ([ly;x'(w) (@) = va(t;)ll2 + [l (t;) = va(@)l2) /lIv] 2
wEXh’T ve Xh,Zr tE(O,T}
v#0

< sup sup sup max
1 — (339 wex,,, b€ Rpgy tE(0,7] K128
v#0

S o u(t) (4 (1))

+ fulsa ) st )] /vl + b,

da fiir die zweite Differenz ||v1(t;) — vi(t)|l2 < A||P||ze < hl|v|lx gilt. In dem

ersten Term schétzen wir jeden einzelnen Summanden ab, da die Parameter a;
beschréankt sind. Weiterhin haben wir den Faktor h vor dem Term stehen und
miissen lediglich zeigen, dass die Terme f, (9;,, w(t;;)) und f,,(9;., u(t;;)) beschréankt
sind. Dazu benutzen wir

Jo(is utse)) = fo(yse wtie)) — fala™ (), w () + fo(@™ (E50), u™(E50))
Sy wtn)) = fuyie ultin) = ful@™ (), w"(0)) + ful@™ (), w" (E50))
und erhalten mit der Lipschitzstetigkeit von f, und f, und mit

[ fa (2™ (t5.0), u™ (£5.)) (v (8) |2 < [ Allmllvl 2,
[ ful2™ (50), u* (£5.)) (vs(E5.0)) |2 < I Bllmllv] 2
die Abschétzung
sup  sup  sup ([ fo(yj0 u(tin)) (v () + fulyse u(t;n) (vs(ti)) 2/ [[v]|x
wEXh,T VEXh,Zr tE(O,T}
v#0

< || Allsa + 1Bl +2M; sup - sup [llyza — 2" (tj0)ll2 + [lult;e) — u*(t0)[2]-
weXp r t€(0,T]
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

Analog zu den Abschétzungen in den Gleichungen (3.4.9) und (3.4.10) gilt

yja — 2" (#5012 <y — 2(t;) +2(t;) — 2" ()2
< h(338+ 7+ h||Z%| L,
u(tyy) —u ()l <7

und mit ¢ == Y7, |ag,| insgesamt

sup  sup sup |[[Avi(w, j, k)(8)]2/[[v]x
wGthT v eXh,2r tG(O,T]

v#0

maxjy— C,
Sh[1+ k=1,2,....s Ck

1- C3.3.9

Den Term AB(w,j, k)(t) schitzen wir mit B(t) = f,(z*(t),u*(t)) und der Lip-
schitzstetigkeit von f, wie folgt ab

(1Al + 1 Bllaa + 2M} (s + 20 + Bl 1)) |

sup sup sup [[AB(w, j, k)(t)z[l2/]2[|2
weXy » t€(0,7) zgg”

= sup  sup - sup |[[fu(yjr ult;r)) = fu(@ (1), u*(2))]2]l2/ |2l
weXy, , t€(0,T 2;1(1)1"

< sup sup My ([ly;n — 2" ()]l + [[ultsr) — u*(t)]|2)
weXy » t€(0,T)

< Mj(hQs.3.8 + 2r + h|@* || L + hl|a*|| ),

wobei die letzte Ungleichung mit der gleichen Abschitzung wie in (3.4.9) und
(3.4.10) folgt. Schlieklich gilt fir Avs(w, 7, k)(t) ebenfalls

sup  sup  sup [[Avs(w, j, k) (t)[l2/ V]2
’LUGXhJ‘ v GXh,?r tE(O,T]
v#0

= sup sup  sup |ws(t;x) = vs(t)|l2/[[vllx < A,
weXh,T v GX}LQT tE(O,T]
v#0

weil aus 0 < ¢ < 1 folgt |t;, —t| < h, und damit folgt ||v5(t; k) — v5(t)]]2 < hllv| x.
Damit hat man insgesamt gezeigt, dass es in Ungleichung (3.4.7) ein €3 47 gibt mit
£3.47 — 0 fiir h,  — 0. Man hat ebenfalls gezeigt, dass man die Ungleichung (3.4.2)
und damit Bedingung (B3) mit hinreichend kleinem A und r fiir jedes ¢ > 0 fiir die
ersten Komponenten des Operators F' — P, erfiillen kann.

Die zweiten Komponenten des Operators (F'— P,) schitzen wir analog ab. Bildet
man die Ableitungen beziiglich der Zeit ¢, um die entsprechenden W' >°-Normen
abzuschétzen, kann man genau wie bei den ersten Komponenten vorgehen. M&ch-
te man eine entsprechende Abschétzung fir (3.4.2) zeigen, kann man wieder die
entsprechende Ableitung (F' — Py)'(w) von

(3.4.11) Folw(@in), u(tir) Tvjn — Q) (E) — S(Eyu(t) — AT TA()
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3.4 Lipschitzstetigkeit des Operators F' — P,

bestimmen. Dabei gilt fiir den Spaltenvektor
fola@i), u@in)) T vsn = Ho(w (i), vin(w), u(ie),

und fiir die Ableitung dieses Vektors bzgl. w, angewandt auf ein v € X h,2r, €rhalten
wir

How(2(tj 1), vj.6(w), w(ts o) )va(tn) + Huw(2(E8), vj(w), wtie) Jvs(tx)
+fo(@(Ei), ultin)) Tvi (W) (V).

Dabei berechnen sich die Zwischenpunkte v;; nach Gleichung (3.3.5), und daraus
bestimmen wir die Ableitung analog zu Gleichungssystem (3.3.9) aus dem Glei-
chungssystem

03 () (V) = va(ty) + b Y an( Ho(@E30), 030(0), (i) (F5)
=1

+ Hyw(x(E50), via(w), u(tyn))vs(tn) + fo(2(t)0), u(fj,l))ij/(w)(y)).
Weiterhin ist der Term

QB)x(f) + S(H)u(f) + A(D)"A(t)

linear von w = (z, A, u) abhéingig, und es ergibt sich fiir die Ableitung beziiglich w,
angewandt auf ein v € X, o,

Q) (1) + S(D)vs(t) + A(T) ().

Wir erhalten insgesamt als Ableitung von Gleichung (3.4.11) beziiglich w € Xp, .,
angewandt auf ein v € X, 9., fiir jeden Zeitpunkt ¢

(3.4.12) EF(w)(v)(t) := Hpp(z(Ejn), vin(w), () ()
= Q)1 (t) + Hua(x (k) vja(w), ullye) Jvs(ty) — S(E)vs(t)
+ fola(tin) ultyn) Tupp (w) (v) — A T (2),

wobel

A(t) = fala™ (), u™(t
Qt) = Hau(w'(1))
S(t) = Hua(w*(1))

),
Hao((37(1), A°(1),

IS
8
—~
~~
8
*
—~
~
SN—
>~
*
~—~
~
S~—

sind. Damit muss man zeigen, dass

(3.4.13) sup  sup  sup || Ej(w)(w)(0)ll2/ V]2, < esa1s
’LUGXhJ‘ ve Xh,Zr tG(O,T]
v#0

fiir beliebig kleines €3413 > 0 gilt, wenn man h und r hinreichend klein wéhlt.
Wir wenden wiederum die Argumentation von Gleichung (3.4.8) an, und wollen
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

jeden der s Summanden, die sich aus dem s-stufigen Runge-Kutta-Verfahren bei
der Berechnung von v; ;’(w)(v) ergeben, und dort jede der drei zusammenpassenden
Differenzen der Art ,,H,,v1—Qu* in Gleichung (3.4.12) nach oben abschétzen. Dazu
halten wir fest, dass aufgrund von Glattheit

1Qllm = sup  sup [|Q()va(t)]lo/[lv]x < o0
ve X}L,QT- tE(O,T}
v#0

[Slla:= sup  sup [|S@)ws(t)]l2/[[v]lx < o0
ve X}L,QT- tE(O,T}
v#0

IA |ag = sup  sup [|A(t) "va(®)]l2/[[v]lx < oo
ve Xh,Qr tE(O,T}
v#0

gilt und v € thr beschréankt ist. Somit geniigt wiederum zu zeigen, dass jeweils
die Norm der entsprechenden Differenzen von Matrizen und Vektoren in Gleichung
(3.4.12) fiir h,r — 0 gegen Null geht. Betrachtet man

Heo(2(ti 1), vj6(w), u(tjp))va (tyn) — Q@) (2),

dann gilt mit v € Xh,%, dass 1 lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante kleiner oder
gleich ||v||x ist. Mit ¢ =T — (t; + 6h) und ¢, = T — (t; + cxh) folgt

1 (Eix) = (D)2 < hllv]x.
Die Abbildung H,,.((z(t), \(t),u(t))) kann man als partielle Ableitung von
H,((x(t), Mt), u(t)) = fala(t), u(t)) "AR)

analog zu Q(t) als Matrix anordnen, wobei an der (i, j)-ten Stelle der n x n Matrix
der Eintrag

0
g (0wl Z o axj ()N ()

steht. Hierbei bezeichnen f! und A die I-ten Komponenten der vektorwertigen Funk-
tionen f und A. Definiert man mit f!  eine entsprechende Matrix der zweiten Ab-
leitungen der [-ten Komponente von f, kann man die zweiten Ableitungen von H
auch als

Z fho (@), u(t) N (t)

darstellen. Mit der Voraussetzung, dass fiir jede Komponente von f die zweiten
Ableitungen lipschitzstetig von der Stelle abhéngen, an der die Ableitung ausgewer-
tet wird, der Aquivalenz der Normen auf einem endlichdimensionalen Vektorraum
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3.4 Lipschitzstetigkeit des Operators F' — P,

(O IN(1)] < GaallA(#)]]2) und wiederum mit einer Argumentation entsprechend
Gleichung (3.4.8) folgert man

(34.14)  sup ||(Haoo(2(tjn), vjx(w), u(tin) — QE)zll2/ll=]2

=
= sup || (Frol@ () ulln) 05 (w) = frala® @ u E)N®) 2| /Il2ll
2#0 =1
SA@UW@H—ﬂWah+HM30—Uﬁw)QmmMMWO—”UW2
+ Gaaalvjp(w) = A (O] sup. ZHf:f:x u*(1))zl2/ 2]l

Z;éo =1
+ M7 ([l2(E0) — 2" @)z + [uEin) — w @)l2) Gara N ()]l
wobei ¢ := T — t ist. Aus Glattheit aus Abschnitt 3.1 folgt, dass mit einem (3415

(3.4.15) sup sup Z | £, (2" (), u*(0))z][, /Nzll2 < Csaas

t€(0,7] zelgn

gilt, da x*, u* beschrankt sind und die zweiten Ableitungen von f lipschitzstetig
sind. Weiterhin gelten folgende Abschéatzungen

o) — 2" D2 = @) — " i) + 2 E) — 2 Dl
<7+ hf@ e,
lultjn) = Ol = Nultir) — v (En) + o (Ex) — w (@)l
Um die Zwischenpunkte v; ;(w) abschétzen zu kénnen, wenden wir Lemma 3.3.5

und 3.3.6 an und erhalten mit Gleichung (3.3.11) und einer Konstanten (3416 fiir
alle j=0,1,...,. N—1und k=1,2,... s

(3.4.16) v k(w) = A(Ej) |2 < h(3.416s
und damit gilt

[vj(w) = A (D)2 = [lojr(w) = Alt;) + Alt;) = X&) + A°(t5) = A"(D)]]2
< h@3.4.16 + 7+ B[ o
Somit hat man insgesamt gezeigt, dass die erste Differenz in (3.4.12) beliebig klein
wird, wenn man h und 7 hinreichend klein wahlt. V6llig analog kann man dies fiir

die zweite Differenz in (3.4.12) zeigen. Fiir die dritte Differenz in (3.4.12) benutzt
man

(3.4.17) v’ (w)(v) — va(t;)]2
h

< —— max
T 1= Gy k=12,

+ ool Mw(MMMWﬁm+ﬁ@@mM%W%@DH

zym( ), vga(w), uti ) (G1)

2
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

aus dem Beweis von Lemma 3.3.6. Mit den obigen Abschétzungen kann man zeigen,
dass es ein hz 415 > 0 und 73418 > 0 gibt, so dass die Summe auf der rechten Seite
von (3.4.17) fir alle 0 < h < hgq1s und 0 < r < r3415 durch eine Konstante
beschréankt ist, die wiederum nur von den entsprechenden Lipschitzkonstanten von
f, w*, hgsi1s und 73418 abhédngt und fir »r — 0, h — 0 gegen 0 geht. Damit hat
man ein entsprechendes Resultat ebenfalls fiir die dritte Differenz aus (3.4.12) und
es gilt insgesamt

(3418) ‘v’53_4,13 >0 d h3_4,18,7’3,4_18 >0:VO<h < h3_4,18 NO<r< 73.4.18 -
sup  sup  sup [[ER(w)()(t)ll2/|v]lx < €518

wEXprpe X}L,ZT' t€(0,T
v#0

Da die letzten Komponenten von F'— P, eine Bedingung an den Anfangswert fiir
die zweiten Komponenten darstellen, wollen wir diese Komponenten jetzt betrach-
ten, es gilt

M0) = Va(T) = M0) + Ty ((T)) " = Wu(a(T)) " = Va(T)
= W, (a(T)) " = W (a*(T)) (2(T)).

Fiir die Ableitung beziiglich w an der Stelle w € X, ,, angewandt auf v € X h.2r
ergibt sich

Voo (2(T)) (1(T) = Wau (27 (1)) (11 (T) = [Waa(2(T)) = W (27(T)) (1 (T)),

und mit der Voraussetzung, dass W, lipschitzstetig ist, konvergiert die Differenz
mit 7 — 0 gegen 0.

Fiir die dritten Komponenten von (F' — P,)(w)(t) ist die, in Bedingung (B3) von
Lemma 3.3.1 geforderte, Lipschitzstetigkeit mit einer hinreichend kleinen Lipschitz-
konstanten leicht zu sehen. Man benutzt dazu lediglich die Lipschitzstetigkeit der
Ableitungen von f. Die Abschétzungen der entsprechenden Ableitungen fiihren wir
daher hier nicht detailliert auf. Die dritten Komponenten von (F' — P,)(w)(t) sind

(3.4.19)  R®)Tu(t) + S#) x(t) + Bt)"MT —t) — fu(z(t),u(t))"NT — 1),

wobei

R(t) = fuale* (), u" ()X (1),

S(t) =Y fuala™ (), u" () (1),
B(t) = fulz"(t),u*(t))

sind. Fiir diesen Ausdruck muss man ebenfalls die Lipschitzstetigkeit beziiglich w
in den entsprechenden W1 *°-Normen zeigen. Bestimmt man von dem Term (3.4.19)
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3.5 Invertierbarkeit des linearisierten Problems

die Ableitung beziiglich w an einer Stelle w € X}, ,, angewandt auf ein v € )N(h,%
erhélt man

(3.4.20) R(t)Tws(t) + St)Tvi(t) + B(t) vao(T — t)
~ (X @ N D) () — (3 et u)N @) ()
— Fulat), u0) oa(T 1),

und es ist offensichtlich, dass aufgrund der Lipschitzstetigkeit der zweiten Ablei-
tungen man die L*>*-Norm von diesem Term mit der Wahl eines hinreichend kleinen
r3.4.00 fiir alle 0 < r < r34.90 unabhéngig von der Wahl von h unter jede fest vorge-
gebene Schranke bekommt. Berechnet man zu (3.4.20) die Ableitung nach der Zeit
t, bzw. berechnet die Ableitung nach ¢ vom Ausdruck (3.4.19), wendet den Mittel-
wertsatz an und benutzt die Lipschitzstetigkeit der dritten Ableitungen von f, so
kann man die entstehenden Differenzen leicht mit Hilfe der Terme ||z — z*||y1.,
IA = A*|lwre und ||u — u*||y1 abschitzen. Dabei sind mit |[w — w*||x < 7 diese
Terme fiir hinreichend kleines r beliebig klein. Insgesamt kann man fiir jedes ¢ > 0
mit der Wahl von hinreichend kleinen 7 und £ fiir alle 0 < r < 7 und 0 < h < h die
Bedingung (B3) von Lemma 3.3.1 erfiillen.

3.5 Invertierbarkeit des linearisierten Problems

Damit wir die Bedingung (B1) von Lemma 3.3.1 zeigen koénnen, skizzieren wir
zunachst den {iblichen Weg, die Norm der Losung eines linearen Differentialglei-
chungssystems durch die Ungleichung von Gronwall abzuschétzen (siehe zum Bei-
spiel [Ama95]). In dem Operator F' kommen lineare Differentialgleichungssysteme
vom Typ

(3.5.1) () = A(t)z(t) + x(t)

mit £(0) = a und ¢ € [0, 7] bzw. eine entsprechende Integralgleichung

t

x(t) =a+ /A(T):C(T) + x(1)dr

0

vor. Um die Losung der Integralgleichung durch die Norm der Funktion y abschét-
zen zu konnen bildet man auf beiden Seiten die euklidische Norm. Mit

[A(T)z(7)ll2 < [[Alladllz ()]l

gewinnt man die Ungleichung

(3.5.2) lz(®)[|, < [lall2 + /x(ﬂ dr +/||AHM lz(7)|, dr.
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

Somit kann man fir ||x(¢)|]2 in (3.5.2) das Lemma von Gronwall anwenden und
erhalt

t

o)l < (llall+ | [ x(ryar

0 2

t T

+/ lally + /X(ﬁ)dﬁ 1A, e 14lm dr,

0 0 2
da ttlz | Al v dt < T ||A]l,, fiir alle 0 <ty <ty < T gilt. Mit der Abschétzung

T

[xas] < [Ix@ldo < [Ix@l do =

0 2

erhélt man fir a = 0,
(3.5.3) lz(@)ly < IIxllpr (14T [[Ally, ")
und damit die Beschranktheit von x. Offensichtlich gilt dann auch

|zl < sup [l2(@)]l, < Ixllp (14T [A] pge M) .
te[0,T

Ebenfalls kann man mit einer Konstanten ¢ die L'-Norm von z abschitzen und
erhélt eine Ungleichung [lz[|;, < Cl[x||;:, die wir jedoch im Folgenden in dieser
Form nicht benotigen. Da wir in unserem Fall nur Funktionen auf einem Intervall
[0, 7] betrachten, gilt nach der Holder-Ungleichung ||x||z« < ¢||x||» und LP C L2
fiir p > ¢ > 1 mit einer von x unabhingigen Konstanten (, sofern y € L gilt.
Damit erhélt man sofort auch Abschétzungen der Form

(3.5.4) Nzl p < Gsallx|l e

mit einer von x und x unabhéngigen Konstanten (35,. Weiterhin gilt natiirlich
aufgrund der Gleichung (3.5.1) fiir 1 < p < oo fiir a = 0,, insgesamt

(3.5.9) ]l < Gasusllxll o

mit einer von y und = unabhéngigen Konstanten (355, sofern A(-) € L gilt.

3.5.1 Invertierbarkeit von F'

Mit Hilfe dieser Vorbemerkungen zeigen wir als néchstes, dass die Bedingung (B1)
von Lemma 3.3.1 erfiillt ist. Dazu miissen wir zeigen, dass die inverse Abbildung
von F' existiert, lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante ¢y ist und fiir jedes m € )
gilt F~'(7r) € X;,. Wir wollen daher zeigen, dass

(3.5.6) Vvre) FweX,  Flw)—7 =0y
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3.5 Invertierbarkeit des linearisierten Problems

gilt. Dazu betrachten wir fiir ein gegebenes 7 folgendes Optimierungsproblem

(QLP) min  B(x,u) + 7, w /7?2 /7r3
u.Nb.  &(t) — ( Jz(t) — B(t)u(t) — m1(t) = 0, € (0,7,
2(0) =

und bestimmen dazu die notwendigen Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung:

#(t) = A()x(t) = B(t)u(t) — m(t) =0,
A1) + Q(1)x(t) + S(yult) + AA(L) — 7o(t) = 0,
R(t) u(t) + S(t)"a(t) + B(t) "A(t) — ms(t) =0,

wobei t € [0,7] ist und man die Anfangswerte 2(0) = a und A7) = Va(T) + m4
fiir die Differentialgleichungen gegeben hat. Ersetzt man die zweite Gleichung mit
Hilfe der Substitutionen A(t) = A\(T' —t), m2(t) = —mo(T — t) und ¢ = T — ¢ durch

Mt) — QD) () — SEu(?) — ABA(E) — 7a(t) = 0

mit dem Anfangswert A\(0) = Va(T) + 74, dann hat das entstehende Gleichungs-
system genau dann die Losung w = (x, A\, u), wenn F(w) — 7w = 0y gilt. Wenn wir
zeigen konnen, dass das Optimierungsproblem (QLP) zu jedem a € R" und dem
entsprechenden 7 € ) genau ein lokales Minimum @w € X}, hat, dann folgt daraus,
dass auch die Gleichung F(w) — 7 = 0y fiir jedes 7 € Y die eindeutig bestimmte
Losung w € X}, hat und damit der Operator F' invertierbar ist.

Dafiir zeigen wir zunéchst, dass es zu jedem m € ) ein w € Q D X, gibt,
welches eindeutig bestimmtes Minimum des Problems (QLP) ist, und zeigen dann,
dass dieses w auch in X}, liegt. Wir betrachten zu der Zielfunktion aus (QLP) und
einem beliebigen fest gewdhlten m € Y die zuldssige Menge

U= {(z,u) € W"([0,T],R") x L*([0,T],R™) :
i(t) — A(t)z(t) — B(t)u(t) — 1 (t) = 0, Vt € [0,T], z(0) = a},

die nichtleer und konvex ist. Da 7 € Y ist, folgt dass 7, € L*> und damit auch in L?
ist. Mit den Eigenschaften der Funktionen A(t) und B(t), welche aus der Voraus-
setzung Glattheit folgen, ist U nichtleer. Wir zeigen zunéchst die Konvexitéit von
U. Es sei (2! ul), (z%,4?) € U mit (2!, u') # (22, u?), dann gilt fiir alle 0 < 9 < 1
offensichtlich 9! +(1—9)x? € WH2([0, T], R") und Ju' +(1—9)u? € L*([0,T], R™).
Aufgrund der Linearitiit der Differentialgleichung ist diese ebenfalls fiir (Jz! + (1 —
9z, Jul + (1 — 9)u?) erfiillt, und es gilt natiirlich Jz'(0) + (1 — 9)22(0) = a.
Damit ist auch (Jz! + (1 —9)2?, Ju' + (1 —J)u?) € U und somit U konvex. Weiter-
hin ist fiir (z!,u'), (z?,u*) € U aufgrund der Linearitit der Differentialgleichung
(2! — 2%, u' — u?) € C aus der Bedingung Koerzivitit. Definieren wir damit einen
Raum

Q= {(x,u) : x € W"([0,T],R"), u € L*([0,T],R™)}
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mit der tiblichen Norm (siche Gleichung (3.0.2)), dann ist der normierte Raum Q
ein reflexiver Banachraum (siche z.B. [Wer07|, Definition I11.3.3). Es gilt U C Q,
im Raum @ ist U abgeschlossen, nichtleer und konvex.

Wir wollen zeigen, dass die Zielfunktion

Z(x,u) = Bz, u) + 7, (T) — /ﬁg(t)Tx(t)dt - /Wg(t)Tu(t)dt

auf U strikt konvex ist, das heiftt fiir alle 0 < 9 < 1 gilt
IZ(xt ut) + (1 —9)Z(2*,u®) — Z(@Wx' + (1 —9)2?, du' + (1 — 9)u?) > 0.

Dabei kiirzen sich in der Differenz natiirlich die in  und w linearen Terme heraus,
und es geniigt zu zeigen, dass

IB(xt ut) + (1 —9)B(2? u?) — B(Wx' + (1 —9)a?, du' + (1 — 9)u®) > 0

ist. Dazu betrachten wir exemplarisch den Term z(7)"Vx(T) und wenden dieselbe
Argumentation auf die restlichen Terme von B(x,u) an. Es gilt

I (T) Ve (T)) + (1 — 0)(«*(T) "Va?(T))
— (921(T) + (1 = 0)a*(T) TV (92" (T) + (1 — 9)a*(T))
= 0(1 = 9)[(z(T) = 2*(T)) "V (z(T) — 2*(T))],

und entsprechend erhélt man

IB(x' u') + (1 —0)B(2?, u?®) — Bz' + (1 — 9)2?, du' + (1 — 9)u?)
=9(1 —9)B(a' — 2°, u' —u?).

Da aus (z!,u'), (22, u?) € U folgt dass (x! — 22, u' —u?) € C ist, gilt die Bedingung
Koerzivitit fiir B(z' — 2%, u' — u?). Wegen 0 < 9 < 1 gilt aukerdem (1 — ) > 0.
Dabher ist fiir (2%, u'), (22, v?) € U mit (2!, u') # (22, u?)

VZ(z" ut) + (1 —9)Z(2%,u®) — Z(Wx' + (1 —9)2?, Ju' + (1 — I)u?)
> (1 = D)a(llz’ — 2?7 + u' —w?|72) > 0,

und die Zielfunktion ist strikt konvex auf der konvexen zulédssigen Menge U.
Aufgrund der Linearitdt der Differentialgleichung kann man mit Hilfe eines be-
liebigen fest gewiihlten Elements (z',u') € U jedes Element aus U als Summe
(z' + z,u' + u) mit einem (z,u) € C darstellen. Da die einzigen nichtlinearen Ter-
me in der Zielfunktion quadratische Terme in B sind, kann man die Zielfunktion
Z(z' + z,u' + u) in eine Summe aus Z(z', u') + Z(z,u) und einem Rest zerlegen.
Dabei stehen im Rest die gemischten Terme, die sich in B ergeben und welche bei
fest gewéhlten (z',u') € U linear in (z,u) € C sind. Benutzt man die Tatsache,
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3.5 Invertierbarkeit des linearisierten Problems

dass fiir reelle Zahlen a und b stets a + b > a — |b| gilt, die Bedingung Koerzivitit
und wendet die Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung fiir

T T
/ Fo®)T2(t)dt] < [l 2l oz / )dt] < [ 2l
0 0

an, erhilt man wegen (z,u) € C

T

T
(3.5.7) Z(z,u) = B(x,u) + ] 2(T) — /ﬁg(t)Tx(t)dt — /Wg(t)Tu(t)dt
0 0
> a[lzlfpn + lullze) = Imallzlla(T) 2 = F2llellzl 2 — llms] cellull 2.

Schiitzt man noch die gemischten Terme von B(z! + x, u' +u) nach unten mit Hilfe
von b > —|b| ab und beriicksichtigt man dabei ||7a]| 12, ||73|22 < 00, ||74]]2 < 00 und
dass alle Normen, in denen (z,u) € C nicht vorkommt, endlich sind, ist offensichtlich
dass die Zielfunktion nach unten beschrankt ist. Hierbei gilt

T

[ (T)[l, = / < IIw(0)||2+/||fb(t)ll2dt < [lz(O)lly + ll2] .

0

und mit einer Konstanten ¢, wie oben beschrieben, ||| 1 < (||#]z2 < ||| #1-
Wegen z'(0) = a und z(0) = 0 kann man die Terme z*(7") und x(T) entsprechend
abschatzen.

Aus Gleichung (3.5.7) folgt, dass die Zielfunktion koerzitiv ist (siche z.B. [Wer07],
Definition I11.5.7), dass heikt, es gelten fiir Folgen 27 und u/ die Schlussfolgerungen

27| g1 + ||u?]| 2 — 00 = Z(2?,u!) — oo bzw.
\V/Kzl’f’o ||ZL'||H1—|—||U||L2>’/"0:>Z(;L' u)>K

Wiahlt man K > inf(, ,ep Z(z,u) > —oo und eine Folge (27, u?) e € U mit

lim Z(27,u’) = inf Z(x,u)

J—0o0 (z,u)elU
dann gibt es ein jo und ro mit ||a7|| g + [[u?| 2 < ro Vj > jo. Daraus folgt, dass
die Folge (27,u’);>;, € U beschriankt ist und es somit eine schwach konvergente
Teilfolge (2',u'); € U gibt, die gegen ein (Z,u) konvergiert (siche z.B. [Wer07],
Definition I11.3.6 und Theorem I11.3.7). Da die zuléssige Menge U eine abgeschlos-
sene und konvexe Teilmenge eines reflexiven Banachraums ist, gilt (Z,u) € U (siehe
z.B. [Wer07]|, Satz I11.3.8). Die Zielfunktion héngt stetig von x und w ab, und so-
mit folgt lim; o, Z (2", u') = Z(z,u). Gleichzeitig konvergiert die Folge (Z (a7, u’)),
gegen inf(, ,ev Z(z,u). Damit konvergiert die Folge (Z (2, u")); als Teilfolge der
Folge (Z(z7,u”)); ebenfalls gegen inf(, ,yer Z(x, u), und somit gilt

Z(z,u) = inf Z(z,u).

(z,u)eU
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Bleibt noch zu zeigen, dass der Punkt (z, ) € U das einzige lokale und damit das
eindeutig bestimmte globale Minimum des Problems (QLP) ist, dann ist auch die
zugehorige Adjungierte A eindeutig bestimmt. Wegen der Konvexitéit des Problems
(QLP) ist auch jede Extremale (x, A\, u), die die notwendigen Bedingungen 1. Ord-
nung erfiillt, Optimallésung von (QLP). Dies folgert man aus der Konvexitéit von
U und der strikten Konvexitat von Z. Nimmt man an, es gibt einen zweiten Punkt
(z,u) € U, der lokales Minimum der Funktion Z ist, dann miisste es eine Umgebung
U. C U um diesen Punkt geben mit Z(z,u) > Z(z,4), V(z,u) € U.. Aufgrund der
Konvexitat von U sind aber alle Punkte (92 + (1 —9)z,9u+ (1 —v)a) fir 0 < 9 < 1
in U und in U, fiir hinreichend kleines 9. Auferdem ist Z(z,u) < Z(&, @), und damit
gilt aufgrund der strikten Konvexitéat der Funktion Z

Z(0% + (1 — 9)d, 9 + (1 — 9)a) < 9Z(z,a) + (1 — 9)Z2(2,4) < Z(&, 0).

Dies ist aber ein Widerspruch zu der Annahme, dass (Z, ) lokales Minimum ist.
Damit gibt es zu jedem 7m € ) genau ein w € X, welches die notwendigen Opti-
malitdtsbedingung des Problems (QLP) erfiillt. Daraus folgt, dass die Gleichung
F(w) — 7 = 0y eine eindeutig bestimmte Losung w € Q hat.

Damit die Bedingung (B1) erfiillt ist, miissen wir fir die Losung w des Glei-
chungssystems F(w) — m = 0y zeigen, dass w auch in X liegt. Dabei gilt mit
w € U die Zustandsgleichung

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + mi(t),

und man erhélt mit 7, () € L> aus der Ungleichung von Gronwall, dass z € L™
gilt. Ebenso liegt der zugehorige adjungierte Zustand aus den notwendigen Opti-
malitdtsbedingungen zum Problem (QLP) in L*. Da die notwendigen Optimali-
tatsbedingungen des Problems (QLP) fiir w gelten, erhélt man folgende Beziehung

(3.5.8) u(t) = R(t)"' [=S(t)Tz(t) — B(t)"A(t) + m3(1)] -

Dabei existiert nach der Bedingung Koerzivitit zu der symmetrischen Matrix R(t)
punktweise eine Inverse R(¢)~! (siche [DH98]). AuRerdem gilt fiir alle v € R™ nach
Koerzivitit v' R(t)v > av'v. Setzt man v = R(t)~'¥ ein, erhilt man

IR Dlall7]l2 = 0" R(6) ™0 = ol [R(E) o3

bzw. durch Umstellen

. L
1R 22 < ~[17]l2

und damit, dass R(¢)~! beschrinkt ist, da 7 € R™ beliebig ist. AuRerdem liefert
die Gleichung R(t;)R(t;)~" — R(t2)R(t5)~! = 0 nach Umformung

R(t1) [R(t1)™" = R(t2)™'] = [R(t2) = R(t)] R(t2) ™" =0
und schlieftlich die Gleichung
R(t1)™! = R(t2) ™" = R(t1) ™" [R(t2) — R(t1)] R(t2) ™"
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Da R(t)~" beschrinkt ist, folgt damit die Lipschitzstetigkeit von R(f)™' aus der
Lipschitzstetigkeit von R(t). Damit sind die matrixwertigen Funktionen A, B, @,
S und R~ alle lipschitzstetig beziiglich t. Aus der Gleichung (3.5.8) folgt mit Hilfe
von Z € L™, A € L*® und w3 € L™ sofort, dass @ € L™ ist. Damit kann man
aus der Gleichung fiir den Zustand und die adjungierten Zusténde folgern, dass
z, A € W sind. Aus der Gleichung (3.5.8) erhilt man, dass u ebenfalls in W1
ist und schliefslich w € X,

3.5.2 Lipschitzstetigkeit von F~!

Damit ist gezeigt, dass der Operator F' invertierbar ist, und wir miissen noch die,
in Bedingung (B1) geforderte, Lipschitzstetigkeit zeigen. Dies ist dann natiirlich
gleichbedeutend damit, dass der lineare Operator F'~! stetig bzw. beschrinkt ist.
Dazu definieren wir einen Operator A, der jeder Funktion y € L*>([0,7], R") die
Losung des Differentialgleichungssystems

&(t) = A@)z(t) + x(t), t € [0,T], 2(0) = 0
zuordnet. Weiterhin sei ¢ die Losung des Differentialgleichungssystems
©(t) = A(t)z(t), t € [0,T], z(0) = a,

und somit ist aufgrund der Linearitdt A(x)+ ¢ eine Losung von Gleichung (3.5.1).
Zu gegebenen u ist dann A(Bu) + ¢ die Losung der Zustandsgleichungen, und zu
jedem w mit w = (z, A\, u) € X}, ist das Paar aus u und A(Bu+7)+ ¢ in U. Der so
definierte Operator A ist linear und nach den Ausfithrungen zum Abschétzen der
Losungen einer linearen Differentialgleichung mit Hilfe der Gronwall-Ungleichung
beschréankt.

Betrachten wir die Zielfunktion des Problems (QLP) und sehen 2z = A(Bu+7;)+
¢ im Folgenden immer als Funktion von w an. Damit ist auch die Zielfunktion

Z(u) = Z(AN(Bu+ 71) + ¢, u)

ein Funktional von u. Wir haben gezeigt, dass das Problem (QLP) eine eindeutig
bestimmte Losung w € X, besitzt. Aufgrund der Konvexitdt von U muss daher
Z(u) < Z(u+9(u—a)) fir alle u # @ und 0 < ¥ <1 gelten. Damit muss ebenfalls

Z(u+ Y (u—1u))— Z(u) - 0und lim Z(u+ 9 u—u))— Zu) >0
i, 9—0 ) -

gelten, falls dieser Grenzwert existiert. Diesen Grenzwert kann man allerdings direkt
aus den entsprechenden Definitionen berechnen. Berticksichtigt man die Symmetrie
der Matrizen V, @, R und benutzt wie iiblich das Skalarprodukt (-,-) im L? als
Abkiirzung fiir

(£, Q(x — )12 1= / £(t)T Q) (x(t) — 2(t)) dt.
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erhédlt man die Variationsungleichung
(VD 0<a(D) V(D) ~ (1)) + (@ Qe — )12 + (@ Rlu — 1)
+(z,S(u—1u))pe + (x — T, Su) 2
+ 7} (x(T) = 2(T)) — (7ig, & — &) 2 — (w3, u — ) 12,
wobei weiterhin x = A(Bu+1 )+ gilt und man formal natiirlich zu den matrixwer-
tigen Funktionen Q(-), R(:), S(-) lineare Operatoren @), R, S definieren kann, die
den entsprechenden vektorwertigen Funktionen wieder vektorwertige Funktionen
zuordnen, so dass zum Beispiel (Su)(t) = S(t)u(t) gilt und man damit das {ibliche
Skalarprodukt im L? verwendet. Jetzt setzen wir zuniichst z = A(Bu + 71) + ¢ =
ABu+ A7 +¢ und den entsprechenden Ausdruck fiir @ in die Variationsungleichung
ein und erhalten
(ABa + Afty + ¢)(T) "V ((AB(u — @))(T)) + m; (AB(u — @))(T))
+(ABu+ A7y + o, QAB(u — 1)) 2 + (U, R(u — 1)) 2
+(ABu+ A7y + ¢, S(u —u)) 2 + (AB(u — u), Su) 2
—<7T2,AB(’LL — ﬂ)>L2 — <7T3,U — ’EL>L2 Z 0.
Die Variationsungleichung (VI) liefert die gewiinschte lipschitzstetige Abhéngigkeit
der eindeutig bestimmten Loésung w € X, bzw. der entsprechenden Steuerungen
@ des Problems (QLP) von 7 € ). Betrachten wir dazu die eindeutig bestimmte
Losung u' zu gegebenen 7' = (m}, 7}, mi, 7}) fiir ¢ = 1,2 und die Variationsunglei-
chung sowohl fiir 4 = @', u = u?, © = 7' als auch fir @ = %, v = @', 7 = 7%
Dann erhélt man als Summe beider Variationsungleichungen
(AB(w* —a") + A(72 — #))(T)"V((AB(a* — @'
+(rf —m) (AB(@® — '
+(AB(@* — a*) + A(7] — 71), QAB(a* — a')) 2 + (@* — u', R(u* — u')
HA(7] = 77), S(@* — ")) e + 2(AB(@* — @), S(@° — @'

_<7'T§ - 7%%>AB(TL2 - ﬂ1)>L2 - <7T32, - ng,,ﬂ2 — TL1>L2 <0

wenn man dabei

(@', R(a® — u")) 2 + (@?, R(a' — u%)) 2

— (@, R(@* - ")) — (% R(@ — @))2 = (@ — @ R(@ — "))

beriicksichtigt.

Betrachtet man zu gegebenen %' die Funktion ABu® + ¢, dann erfiillt diese die
ungestorten Zustandsgleichungen, es gilt (AB(u? — '), u? — u') € C und damit
B(AB(u? —u'),u* — u') > allu* — @'||3,. Deshalb schreiben wir die Ungleichung in

+ (72 — 7a, AB(@® — @")) 2 + (72 — wd @ — at) e
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um. Jetzt konnen wir direkt die rechte Seite mit Hilfe der Holder- bzw. Cauchy-
Schwarzschen-Ungleichung nach oben abschétzen. Es folgt mit der Definition von
A und Ungleichung (3.5.3) mit geeigneter Konstante ¢
2B(AB(u? — u'),u* — u') <
s = wrll IVIamCI Blladlla® = @'flze + |7 = milloCl Bl mlla® = @]z
+ AT = w e [ QUamCI Bl all@® = @'{lzr + Cll7T — 7y |2 [[S ] all@® — @'l 2

+ {173 = Foll2Cll Bllalla® — a@'lloe + lIm5 — w2l — @'l e,

Da wir nur Funktionen auf dem Intervall [0, 7] betrachten, kann man wiederum mit
einer anderen Konstanten ||u? — u'| 1 < (||u® — u'||z2 abschétzen. Danach schétzt
man die linke Seite mit Hilfe der Bedingung Koerzivitdt nach unten ab und teilt
die gewonnene Ungleichung durch ||u? — @'||z2. Man erhilt insgesamt

(3.5.9) 2alju® — a2 <
Goso I = lllos + 117 = #dlles + 13 = willoe + 1 = i

mit einer Konstanten (559. Da weiterhin mit = € ) folgt, dass 1 € L™, 75 € L™
und 73 € L™ sind, kann man wiederum die L?-Norm durch die L>-Norm und diese
durch die W1>°-Norm abschitzen. Man erhilt damit, mit einer Konstanten (3510,
die Ungleichung

(3.5.10) |lu® — a2 <
Gosaao |17 = millwree + 117 = mhllwaco + 15 = w3 e + |} = ).

Aus den Zustandsgleichungen und den Gleichungen fiir die adjungierten Zusténde
erhélt man mit Gleichung (3.5.3) und entsprechenden Konstanten Abschétzungen
beziiglich der Supremumsnorm fiir 72 — z! und A\? — A\!

132 = 3l < Clla — @l < Clla? — @l
< {ln* ==y
IX2 = Xz < ¢ [ = @l + (2% — 4] < C [l = @2 + 122 — 2| 1]
< li® = .
Da das Minimumprinzip
R(t)Ta'(t) + S(t) "z (t) + B(t) "N'(t) — k(1) = 0

fiir das Problem (QLP) punktweise gilt, kann man daraus Abschétzungen beziiglich
der Supremumsnorm fiir 42 — @' gewinnen. Stellt man diese Gleichung nach @ um
und beriicksichtigt, dass R(¢)~! beschrinkt ist, dann folgt aus der Beschrinktheit
und Linearitéat der auftretenden Matrizen
a*(t) —a'(t) < C{z*(t) — T ()]l + [N(E) = N ()]l + |75 () — 75(8)]2]
< G2 = @ lpee + IN° = Mg + |73 — m3]| ]
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mit neuen Konstanten ¢ und C~ . Daraus folgt mit einer Konstanten (5511
(3.5.11) |1a? — @ | < Cssnnllm® — 7y,

Abschlieffend kann man, wiederum mit neuen Konstanten, aus der Zustandsglei-
chung und der Differentialgleichung fiir die adjungierten Zustdnde des Problems

(QLP) 22 — z' und A2 — \! nach oben abschiitzen, es gilt

13 = & fle < C[[I7° = 21 + |0 — T 1<
<{[lm* = 'y,
X2 = Xl < C 122 = 2| + 182 — @l + X2 = XV 1oe]

< ¢llw® =7y,

Aus dem Minimumprinzip erhilt man fiir ||ii% — '|| ,~ eine entsprechende Abschiit-
zung, zunichst gilt punktweise

(3.5.12)  @’(t) —a(t) = R(t)™"' [S(t)T [z°(t) — z'(t)]
+ BT [ - X)) - [7() - m0)] |

Am Ende von Abschnitt 3.5.1 haben wir gezeigt, dass aus der Koerzivitit aus
Abschnitt 3.1 folgt, dass R(#)~" beschriankt und lipschitzstetig ist. Damit ist die
Ableitung von R(t)~! wiederum beschrinkt. Nach Glattheit aus Abschnitt 3.1 sind
S(t) und B(t) lipschitzstetig, und somit sind die entsprechenden Ableitungen nach
t beschriankt. Dabei hdngen die Schranken jeweils nur von dem Problem (OS), das
heifst von der Funktion f und dem gegebenen Optimum w* ab. Somit kann man die
Gleichung (3.5.12) nach ¢ ableiten und die rechte Seite nach oben abschétzen. Man
erhiilt mit den bisher gezeigten Ungleichungen eine Abschiitzung fiir ||i% — @'|| L
und hat insgesamt gezeigt, dass eine Konstante (j; existiert mit der

l0* — @'l < Cullm® — 7' ly

gilt. Somit héngt die eindeutig bestimmte Losung von (QLP) lipschitzstetig von
dem Parameter m € ) ab.

3.6 Verfahren der Ordnung (p,p — 1)

Mit dem Ende des vorigen Abschnitts ist der Satz 3.3.3 gezeigt. Im Beweis be-
notigt man fiir die Interpolation zwischen den Gitterpunkten die gleiche Ordnung
wie fiir einen kompletten Schritt von einem Gitterpunkt zum néchsten. Lost man
eine Differentialgleichung mit einem SRKV reicht allerdings bei der Interpolati-
on zwischen den Gitterpunkten, wie man im Satz 2.1.5 sieht, die Ordnung p — 1
aus, um insgesamt die Konvergenzordnung p zu erhalten. Dies iibertragt sich bei
den praktischen Beispielen im Kapitel 5 auch auf die Verwendung bei Problemen
der optimalen Steuerung. Beim Beweis von Satz 2.1.5 wird ausgenutzt, dass man
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3.6 Verfahren der Ordnung (p,p — 1)

fiir einen einzelnen Schritt von einem Gitterpunkt zum néachsten Gitterpunkt im
Prinzip eine um eins hohere Konvergenzordnung hat. Summiert man die Fehler der
einzelnen Schritte, verliert man diese Ordnung prinzipiell wieder. Allerdings kann
man sich fiir den Fehler zwischen den Gitterpunkten immer wieder auf den vorhe-
rigen Gitterpunkt stiitzen. Man verliert dadurch zwischen den Gitterpunkten keine
Ordnung und erhélt somit ein stetiges Verfahren der Ordnung p.

Wir nutzen in unserem Beweis diese um eins héhere Konvergenzordnung fiir
einen einzelnen Schritt aus, um die niedrigere Konvergenzordnung der Ableitungen
zu kompensieren. Dabei verlieren wir keine weitere Ordnung durch eine Summation
und erhalten fiir ein stetiges Verfahren der Konvergenzordnung (p, p) insgesamt die
Ordnung p. Allerdings verlieren wir bei Verfahren der Ordnung (p,p — 1), die fiir
einen einzelnen Schritt die Ordnung (p+ 1, p) haben, genauso eine Ordnung fiir die
Interpolation zwischen den Gitterpunkten bei der Berechnung der Ableitung und
erhalten auch nur eine Konvergenzordnung von p — 1. Wir kénnen hier nicht den
Unterschied zwischen den Ordnungen ausgleichen in dem man sich bei der Summa-
tion der Fehler auf die um eins héhere Ordnung auf den Gitterpunkten stiitzt, da
im Beweis, der auf Lemma 3.3.1 beruht, die Ordnung nicht durch eine Summation,
sondern durch die Verwendung der entsprechenden W' >-Normen verringert wird.

Man erhilt zwar durch den Beweis von Satz 3.3.3 nicht nur die Konvergenz
von w gegen w*, sondern auch eine entsprechende Konvergenz fiir die Ableitungen
|12 — @[z < CaashP7h A = Al < Cas3h?! und i — || < C353hP7" Es
ist aber ein technisches Problem des Beweises, dass man sich die eventuell hohere
Ordnung des SRKVs auf den Gitterpunkten nicht ausnutzen kann. Kénnte man
zeigen, dass man auf den Gitterpunkten die Ordnung p erhélt, ist sofort die Ordnung
p auch fiir Punkte zwischen dem Gitter gezeigt, da

t

[Z(t) — 2" (D)2 = [12(t;) — 2" (t;) +/:%(T) — &(7) drf

tj

< [lz(t) —x*(tj)llﬁ/llfc(ﬂ — & (1)l dr

t

< N3 () — (&) ll2 + Cans hP! / dr

tj

< l2(t;) — 2" (t)ll2 + Gz b

fiir alle t € (¢;,t;11) gilt. Analog schliefst man natiirlich sofort von einer Konvergenz
auf dem Gitter der Ordnung p auf die Konvergenz der stetigen Funktionen \ und
@ mit Ordnung p.

Der kritische Punkt ist zu zeigen, dass die Ordnung p auf dem Gitter erhalten
bleibt. Dies kann man in den Beweis zu Satz 3.3.3 nicht einfach integrieren. Um eine
Chance zu haben, diese hohere Ordnung auf dem Gitter und den Diskretisierungs-
punkten der Steuerung zu zeigen, miisste man den Operator F' ebenfalls dahinge-
hend verdndern, dass er die notwendigen Optimalitdtsbedingungen eines diskreten
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linear-quadratischen Steuerungsproblems widerspiegelt, welches eine eindeutig be-
stimmte Losung hat. Dieser Operator F' muss dann immer noch hinreichend nah
an einem abgednderten Operator P, sein (im Sinn von Bedingung (B2) von Lem-
ma 3.3.1). Allerdings kann man die diskretisierten Optimalitdtsbedingungen (DFC)
nicht einfach einem diskreten Steuerungsproblem zuordnen. Daher ist es ebenfalls
nicht offensichtlich, wie man ein diskretes linear-quadratisches Steuerungsproblem
wahlen kann, so dass der Operator F' die notwendigen Optimalitdtsbedingungen
enthilt und man die Bedingungen aus dem Lemma 3.3.1 erfiillen kann.

3.7 C'-Runge-Kutta-Verfahren

Von praktischem Interesse ist natiirlich, inwiefern die stetigen Naherungslosungen
auch an den Gitterpunkten stetig differenzierbar sind, da man in dem Beweis zu
Satz 3.3.3 fordert, dass die optimale Steuerung des Problems (OS) hinreichend glatt
ist. Berechnet man durch

a(t; + 0h) = a(t +h2bk F (s ulty + cxh))
Ve € (0,1], Vj :O,...,N—lmlt z(ty) =x(0) = a,
Yik =2(t;) + 1Y araf (i ulti)
=1

eine stetige Approximation der Losung des Anfangswertproblems

&(t) = f(z(t), u(t), z(0) = a
zu einer gegebenen lipschitzstetigen Steuerung u(t), dann interessiert man sich da-
fiir, ob

o ) — 2ty —0) a4+ 0) —a(ty)
N = (t=0) o (8 +0) —
gilt. Setzt man

x(t;) = w(tj-1) + hz b (1) f (Y1, ultjo1 + cxh)),
a(ty — ) = x(tj—1) + hzbk (h . ﬁ)f(yj—l,kau(tj—l + ch)),

(t +79 —SL’ +thk< ) ym,u(tj—l-ckh)),

ein, stellt sich die Frage, ob

) (XTI (4]

YN0
\ k=1

—lim > b (%) F (i ults + cxh)).
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3.7 C'-Runge-Kutta-Verfahren

Weiterhin gehen wir davon aus, dass sich b (6) als Polynom in der Form
q

(3.7.1) bi(0) = brat
=1

darstellen lésst. Damit gilt bei der Berechnung des zweiten Grenzwert

—bk( ) Zbkl( ) . und mit 1191{%5 by (E):bk,l

folgt schliefslich

b 9 =

lim — Z bk (%) f(ijf? u(tj + Ckh)) = Z bk,1f<yj7k, u(tj + Ckh,))
k=1

Fiir den ersten Grenzwert gilt

lim% [bk (1) — by (h;ﬁ)} iy e =0 ()] b.(1),

INO

und mit Gleichung (3.7.1) folgt

Fiir das SRKV muss daher insgesamt

(372) Z <Z lbk l) y]_l,k, U(tj_l + Ckh)) = Z bk,lf(yj7k, u(tj + Ckh))

k=1 k=1

gelten, damit es eine stetig differenzierbare Naherungslosung liefert. Man kann die
Parameter des SRKVs daher so wihlen, dass beide Seiten f(x(t;),u(t;)) entspre-
chen, um die Bedingung (3.7.2) fiir moglichst allgemeine Funktionen f und w zu
erfiilllen. Eine offensichtliche Moglichkeit, dies fiir die rechte Seite von (3.7.2) zu
erreichen, ist, ein k € {1,...;s} mit by, =1 und az; = 0,1 =1,...,s zu wihlen
und dementsprechend alle anderen b, = 0, k € {1,...,s} \ k zu setzen. Daraus
ergibt sich fiir die linke Seite von (3.7.2) die Bedingung, dass es ein k € {1,..., s}
mit & # k geben muss mit Doy lbpy =1, cp =22 ag, = 1 und ag; = b(1). Fiir
die restlichen k € {1,...,s}\ k muss gelten Y1 lbky = 0. Sind diese Bedingungen
erfiillt gilt

Yiori = o(ti1) + B ag,f (Y1 utj-1.))
=1

(tj1 +thl (Y10 ultj-11)) = x(t))
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3 Stetige Néaherungslosungen von Steuerungsproblemen

und w(tj_1 %) = u(tj—1 +cph) = u(t;—1 +h) = u(t;). Damit ergibt die linke Seite von
(3.7.2) ebenfalls f(z(t;),u(t;)), und die beiden Seiten sind gleich. Diese zusétzlichen
Bedingung werden meist so erfiillt, dass & = 1 und k = s sind. Dabei ergibt sich,
dass bei der letzten Stufe des Schritts j — 1 dieselbe Funktionsauswertung wie bei
der ersten Stufe des Schritts j zu berechnen ist, dies wird FSAL (,first same as
last*) oder ,stage reuse genannt.

Viele verbreitete SRKV liefern C'-Approximationen der Losung. In den Verfah-
ren nach Sarafyan, die im Kapitel 5 benutzt werden, sind zum Beispiel exakt die
obigen Bedingungen erfiillt. Fiir weitere Details und Aussagen zu Verfahren mit
hoherer Glattheit sei auf die Arbeiten [Hig91, Ver93, PT97| verwiesen.
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4 lterationsverfahren zur
Bestimmung einer Nullstelle

In diesem Kapitel stellen wir Verfahren vor, um die Nullstelle des Operators P, zu
bestimmen. Dabei werden wir zunéchst im Abschnitt 4.1 die wesentlichen Schrit-
te flir den Beweis zeigen, dass ein auf den Banachrdumen X und ) operieren-
des Newton-Verfahren konvergiert. Diese Konvergenz sichert die Konvergenz eines
Newton-Verfahrens, welches nur auf den Diskretisierungspunkten () und w(%; )
der Steuerung beruht. Dies folgt aus der Tatsache, dass diese Diskretisierungs-
punkte eindeutig den Zustand x und damit ebenfalls den adjungierten Zustand
A bestimmen. Die Optimalsteuerung an nicht Diskretisierungspunkten kann man
dann aus dem Minimumprinzip berechnen. Wir werden die Konvergenz des Newton-
Verfahrens auf den endlichdimensionalen, diskretisierten Steuerungen nicht explizit
zeigen, da dies nicht in den Rahmen dieser Arbeit passt. Aus praktischer Sicht
verweisen wir insbesondere auf die numerischen Resultate in Kapitel 5.

Weiterhin schlagen wir eine Kombination aus einem Abstiegsverfahren und dem
Newton-Verfahren zur numerischen Bestimmung der Nullstelle vom Gleichungssys-
tem (DFC) vor. Wir werden auf die Moglichkeit verweisen, das Newton-Verfahren
durch ein so genanntes Forward-Backward-Sweep-Verfahren zu ersetzen, ohne fiir
ein solches Verfahren die Konvergenz theoretisch zu untersuchen. Anschlieffend wer-
den wir kurz die Algorithmen vorstellen, die wir in Kapitel 5 benutzen, um die
Konvergenzordnung in Abhéngigkeit von der Schrittweite der Diskretisierung an
numerischen Beispielen zu demonstrieren.

4.1 Anwendung des Newton-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir die Konvergenz des Newton-Verfahrens zeigen. Wir
betrachten fiir den Operator P, : X}, — Y die Newton-Iteration

(4.1.1) W1 = Wy — Pp(wy) " Py(w,),
die sich als Losung des Gleichungssystems
Py(wy,) + P (w,)(w —w,) =0
ergibt. Dabei ist Pj(w,) die Fréchet-Ableitung des Operators P, an der Stelle w,,
und die Inverse dazu P/ (w,)”'. In einigen Resultaten iiber die Konvergenz des

Newton-Verfahrens in Banachraumen wird die Existenz der Nullstelle des Opera-
tors Py, ebenfalls gezeigt. Da wir die Existenz einer Nullstelle w, mit Py, (wy) = 0
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4 Iterationsverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle

bereits gezeigt haben, konnen wir hier ein einfacheres Resultat benutzen. Wir ver-
wenden den folgenden Satz 4.1.1, welcher der Proposition 5.1 in [Zei95] iiber die
lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens entspricht. Dort ist dieser Satz fiir einen
Operator der von einem Banachraum & in X abbildet ausgefiihrt. Da sich an dem
Beweis nichts wesentliches dndert, wenn der Operator von dem Raum X in einen
Banachraum ) abbildet, verzichten wir auf den Beweis.

Satz 4.1.1. Es seien die Banachriume X, Y und die abgeschlossenen Teilmengen
X CX,Y CY gegeben. Weiterhin seien P : X — Y und ein w € X mit P(w) =0
gegeben. Die Fréchet-Ableitung P'(w) existiere fir alle w in einer offenen Umgebung
U von w in X und sei dort lipschitzstetig, das heifit es gult

| P (wy) — P'(wy)|| < Mp|lwy —wsl|x

-1 gls

fir alle wy,wy € U mit einer Konstanten Mpr. Auferdem ezistiere P'(w)
stetiger lineare Operator von Y nach X.

Dann gibt es ein 6 > 0, so dass fir jeden Startpunkt wy mit ||wy — w|lx < 0
die Folge w, aus Gleichung (4.1.1) gegen die Lisung w konvergiert. Weiterhin gilt
mit einer Konstanten M, die von der Umgebung U und der Lipschitzkonstante Mp:

abhdngt

(M5)2n
R

lwn — @llx < Mwper — @3, Jwa — @l <

Im Satz 4.1.1 verzichten wir auf eine besondere Kennzeichnung der entsprechen-
den Operatorennorm und bezeichnen sie mit || - ||. Um diesen Satz auf die Ope-
ratoren P, anwenden zu kdnnen, muss man im wesentlichen Eigenschaften des
Operators P, zeigen, die wir durch die Bedingungen (B1) bis (B3) des Lemma
3.3.1 sichern konnen. Dabei hat man lediglich die Lipschitzstetigkeit der Fréchet-
Ableitung noch nicht gezeigt. Daher werden wir fiir den Operator P, zeigen dass
fir alle wy,wy € Xp,, und v € X

12" (w1) (v) — P (w2) (v)

vex 1]l
v#0

(4.1.2) Iy < Guiallwr — wallx

gilt, bevor wir den Satz 4.1.1 anwenden.

4.1.1 Lipschitzstetigkeit von P]

Im Abschnitt 3.4 haben wir bereits die Ableitung des Operators Py (w) fiir w €
Xy, berechnet. Die ersten Komponenten von Pp,(w) sind fiir ¢ € (0,7 mit j aus
Gleichung (3.3.3)

s

thbkf Yiks U hzbk yjka (Jk>>
=0 k=1
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4.1 Anwendung des Newton-Verfahren

Bestimmt man die Ableitung nach w an der Stelle w = (z, A\, u) € X}, angewandt
auf ein v € X, erhélt man

S

7j—1 s
=Y b BRi(w,v) = b b(O)Rp(w,v),
k=1 k=1

i=0
wobel wir R; x(w,v) firi=0,...,N —1und k=1,...,s durch
Rig(w,v) = folyir(w), utip)) (Y (w)@)) + fulyir(w), utir) (vs(tir)

definieren. Berechnet man die Differenz auf der linken Seite von Gleichung (4.1.2)
erhilt man

thbk Rik(we,v) — R;p(ws, v) +hzbk (Rjr(wa,v) — R p(wr,v))
=0 =

und wir betrachten die Terme
(413) Rik(wl, I/) — 'R,Z"k(wg, I/) =
(LAulsaCn), s (b)) = Fulginles). ua(tip)] (vs(t))
+ fe(yjr(wr), ur (t6)) (Yin (w1) (V) = folyjr(wa), U2(tj,k))(yj,k'(w2)(V))>~

Damit man Ungleichung (4.1.2) zeigen kann, muss man also lediglich fiir y; x(w)
und y; ;/(w)(v) die lipschitzstetige Abhéngigkeit von w € X, zeigen. Die Abschét-
zung der entsprechenden W1H*°-Normen bei der Norm auf ) in Gleichung (4.1.2)
folgt wieder analog zu der Lipschitzstetigkeit von F' — P, in Abschnitt 3.4, da hier
die auftretenden Differenzen von R; i (w /2, v) auf den Intervallen (¢;, ;1) ebenfalls
nicht von ¢ abhéngen. Die Lipschitzstetigkeit der dritten und vierten Komponen-
ten in P, folgt durch die Lipschitzstetigkeit der Funktionen f und ¥ und ihrer
Ableitungen. Somit muss man zeigen, dass

(4.1.4) 1956 (w1) = yir(wa)ll2 < Carallwr — wallx,

(4.1.5) sup i (w1) (V) — yin (w2) (V) |2
- vex [Vl

< Cra1sl|wr — wallx

fiiralle j =0,1,2,....N —1und alle k =1,2... s gilt.

Als erstes zeigen wir, dass die Hilfspunkte y;,(w) lipschitzstetig von w € X,
abhéngen. Benutzt man die Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma 3.3.5 und
ordnet die einzelnen Spaltenvektoren y; ;(w) zu Matrizen y;(w) an, dann ist y;(w;)
Fixpunkt von G, (:), i = 1,2. Da im Beweis von Satz 3.3.5 gezeigt wird, dass
G, () fiir hinreichend kleine Schrittweiten h eine Kontraktion ist, folgt mit (416 =

.....

(4.1.6) ||yj(w1) J(w2)”maz,2 = |G, (yj(wl)) — Gy, (yj(w2))||ma:c72
<Gy (Y5 (w1)) = Gy (Y5 (w2)) [ maz,2 + |G (Y5 (w2)) — Gy (y(w2)) [ maa 2
< Garellyj(wr) = yj(w2)lmaz2 + |Gy (Y5 (w2)) — Gy (Y5 (w2)) | maz 2
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4 Iterationsverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle

und daraus

1
1y (wr) = y;(ws)[lmaz 2 < G (5 (w2)) = Guua (5 (w2)) [mac -

e

Die Differenz auf der rechten Seite besteht dabei nach Gleichung (3.3.7) aus den
Spaltenvektoren

21(ts) +h Y aa f(yja(ws), wt; + ch))

=1
— (1) + b apaf (yju(ws), ua(t; + cih)).
=1

Mit der Lipschitzstetigkeit von f folgt daraus sofort, dass

(4.1.7) 1Gy (y(w2)) = Gy (y(w2))[[maz.2 < Carrlfwr — walx
mit einer geeigneten Konstanten (417 gilt, und es folgt

<4.1.7
yi(w1) = v (w2) lmaz2 < ——— w1 — wal|x-
1 - C4.1.6

Natiirlich kann man die Lipschitzstetigkeit der Hilfspunkte y; ,(w) auch sofort aus
der Existenz und Beschrénktheit der Ableitungen y;;’ folgern. Allerdings méchten
wir jetzt diesen Weg fiir die Hilfspunkte y; ;" wiederholen, um die Lipschitzstetig-
keit geméfs Ungleichung (4.1.5) zu zeigen. Wir benutzen hierzu im Folgenden die
Bezeichnungen aus dem Beweis von Lemma 3.3.6 und ordnen die Spaltenvektoren
fir jedes vorgegebene v € X wieder zu Matrizen y;'(w)(v) und G, (y; (w)(v)) an.
Dabei sind w; € Xj,,, 1 = 1,2, und es gilt

1y (w1)(¥) = y5' (w2) (V)| maz.2
NG (5" (w1) V) = G (95 (w2) (V) [l mas,2
F G o (Y (w2) (V) = G (5 (w2) (V) [z 2
< Gaolly (wi)(¥) =y (w2) (V) |l mac,2
F G o (Y (w2) (V) = Gy (5" (w2) (V) a2,

da y;/ (w;)(v) fir ¢ = 1,2 jeweils Fixpunkte von G, () sind. Damit folgt

ly;" (w1)(v) = g (w2) (V) [l maa2

< T G 35 (02) () = G0 (w2) ()

und in der Differenz auf der rechten Seite ist fiir ¢ = 1, 2 die k-te Spalte der Matrix
Gwi,u(yj/(wQ)(V))

vi(ty) + b apa [ o0 (w:), i) (Wi (wa) () + fuliia(ws), wit;)) (vs(t0)]

=1
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4.1 Anwendung des Newton-Verfahren

Da sowohl die Parameter a,; beschrénkt sind als auch die Hilfspunkte ;;(w;) lip-
schitzstetig von w; abhédngen, erhélt man die gewiinschte Lipschitzstetigkeit aus der
Lipschitzstetigkeit der ersten Ableitungen von f und der Beschrianktheit der Vekto-
ren v3(t;;). Es gilt |[v||x < oo, weil man die Differenzen im Zahler der linken Seite
von Gleichung (4.1.5) nur fiir fest gewéhltes v € X betrachtet. Da nach Lemma
3.3.5 die Hilfspunkte y; (w) beschrénkt sind, [|wy — w*[|x < 7 ist und die ersten
Ableitungen der Funktion f lipschitzstetig sind, gibt es nach Gleichung (3.3.11)
eine positive Konstante (415, so dass

(4.1.8) ly;0 (w2)(W)l]2 < (14 Cavs) IVl 2

gilt. Somit ist gezeigt, dass es eine Konstante (419 mit

(41.9)  N1Guy (Y’ (w2)(¥) = Gy (45" (w2) () a2 < Carollwn —wellx[lv]lx

gibt, woraus sofort die Behauptung folgt.

Damit hat man fir alle auftretenden Terme in Gleichung (4.1.3) eine entspre-
chende Beschranktheit oder Lipschitzstetigkeit gezeigt und somit fiir die ersten
Komponenten die Ungleichung (4.1.2). Beriicksichtigt man, dass in den zweiten
Komponenten von P, schon die ersten Ableitungen von f vorkommen und man
dementsprechend die Lipschitzstetigkeit hoherer Ableitungen von f benétigt, kann
man fiir diese Komponenten eine entsprechende Abschéatzung vollig analog zeigen.
Die letzten Komponenten, also A\(0) — (\I/m(m(T)))T, bereiten ebenfalls keine Pro-
blem. Fiir diese Komponenten steht in B,/ (wy)(v) — B/ (ws)(v) der Term

(War (22(T) = Waa(21(T))] 1 (T)

und man fithrt die Abschéitzung in (4.1.2) direkt auf die Lipschitzstetigkeit der
zweiten Ableitung von W zuriick. Bildet man fiir die Komponenten P?(w)(t) =
fulx(t),u(t))"\(T — t) die erste Ableitung nach w, so folgt eine entsprechende
Abschétzung (4.1.2) aus der Lipschitzstetigkeit der zweiten Ableitungen von f und
der Beschréanktheit der w € Xj,,. Damit hat man insgesamt (4.1.2) gezeigt und
kann die lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens folgern. Dies fassen wir kurz im
nachsten Abschnitt zusammen.

4.1.2 Konvergenz des Newton-Verfahrens

Wir wollen Satz 4.1.1 anwenden, um die Konvergenz des Newton-Verfahrens zu
zeigen. Daher werden wir kurz zusammenfassen, dass die Voraussetzungen hierfiir
erfiilllt sind. Die Lipschitzstetigkeit der ersten Ableitung des Operators P, haben
wir im Abschnitt 4.1.1 gezeigt. Auferdem haben wir fiir hinreichend kleine Schritt-
weiten A und Umgebungen um w* die Existenz von einem w € X, , mit Py (w) = 0y
in Satz 3.3.3 gezeigt.

Damit bleibt zu zeigen, dass [P,(w)] ! existiert. In Abschnitt 3.5 wurde gezeigt,
dass F~! existiert und jedem 7 € Y ein F~!(1) € X}, zuordnet. Da der Operator
F linear ist, ist die Ableitung an jeder Stelle der Operator selbst. Es gilt somit
F'(w) = F, und damit existiert [F'(w)]™' = F~' und F~! ist lipschitzstetig mit
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4 Iterationsverfahren zur Bestimmung einer Nullstelle

Lipschitzkonstante ¢q. Weiterhin haben wir in Abschnitt 3.4 gezeigt, dass || F'(w) —
B/ (w)]| < e ist, da w € X}, gilt. AuBerdem kann man h3 36 und 7336 so wihlen,
dass ec, < 1 fiir alle h < hz 36 und r < r334 ist. Es folgt

11 = [F"(@0)] B/ (@)]| < eco <1,
und man kann mit Hilfe der Neumann-Reihe schliefsen, dass die Inverse von
I— 1+ [F(0)] 'R/ (0) = F'B/(0)

existiert. Weiterhin gilt || [F‘lPh’(u?)}_lH < (1 —6)~" mit beliebigen ecy < 6 < 1.
Damit existiert auch der lineare Operator [F‘lPh/(zZJ)}_lF_l = [Ph'(zb)}_l, und
die Voraussetzungen, um Satz 4.1.1 anzuwenden, sind erfiillt.

4.2 Numerische Bestimmung von
Naherungslosungen

In diesem Abschnitt stellen wir konkrete Verfahren vor, um Néaherungslésungen w
fiir w* zu bestimmen. Mit diesen Verfahren wurden die numerischen Resultate im
Kapitel 5 berechnet, welche die hohe Konvergenzordnung der Naherungslosungen
beziiglich der Schrittweite h verdeutlichen. Dabei ist im Allgemeinen eine Schwierig-
keit bei der Berechnung von Néherungslosungen w die Wahl geeigneter Startwerte
der Steuerungen an den Diskretisierungspunkten u(t; ;) und w(t; ). Weiterhin hat
das Newton-Verfahren Nachteile, wodurch die Verwendung eines anderen Verfah-
rens sinnvoll sein kann. Ein einfacher Ansatz eines alternativen Verfahrens ist das
sogenannte Forward-Backward-Sweep-Verfahren aus [LW07]|. Bei diesem Verfahren
kann die Wahl geeigneter Startwerte ebenfalls kritisch sein.

Lost man das Gleichungssystem (FC) mit Hilfe von SRKV numerisch, so hat
man im Allgemeinen keine Information iiber die Art des kritischen Punktes vom
Problem (OS), den man nidherungsweise bestimmt. Es ergibt sich insbesondere kein
diskretisiertes Optimierungsproblem, welches man benutzen kann, um Abstiegsver-
fahren zu konstruieren. Daher entsteht wiederum die Notwendigkeit, Startwerte zu
bestimmen, die hinreichend nah an einem Minimum w* liegen.

4.2.1 Kombinationen mit einem Abstiegsverfahren

Eine relativ einfache Methode, gute Startwerte fiir das Newton-Verfahren oder ein
Forward-Backward-Sweep-Verfahren zu berechnen, ist einen Naherungswert fiir den
Gradienten des urspriinglichen Problems zu berechnen und mit diesem ein ,,Ab-
stiegsverfahren zu konstruieren. Gibt man eine Steuerung u vor, so kann man
Zustande x;, ndherungsweise mit Hilfe des SRKVs bestimmen und danach die ad-
jungierten Zustande A\, Naherungsweise berechnen. Dabei gilt, dass die Zustéande z,
und adjungierten Zusténde \j, entsprechend nah bei den Funktionen x und A liegen,
die sich ergeben wiirden, konnte man die entsprechenden Anfangswertprobleme zu
der gegebenen Steuerung u exakt losen.
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Fiir das urspriingliche Problem (OS) kann man einen Gradienten zu jedem Zeit-
punkt ¢ € (0,7") durch

MNT =) fula(t), u(?))

berechnen (siche [PBGM64| oder [LWOT7]). Setzt man hingegen die approximier-
ten Zustdnde x;, und A, ein, approximiert man damit den Gradienten. Somit
hat man fiir Gradienten mit einer verhéltnisméfig grofen Norm durch A\, (T —
)" fu(zn(t),u(t)) eine Abstiegsrichtung gegeben. Diese Richtung kann jedoch of-
fensichtlich keine gradientenbezogene Suchrichtung (siche [Alt02]) fiir das Problem
(OS) darstellen und wird hinreichend nah am Minimum keine Abstiegsrichtung
sein. Weiterhin ist nicht klar, ob ein so konstruiertes Verfahren gegen den Punkt w
aus Satz 3.3.3 konvergiert.

Insgesamt bietet sich somit folgender, relativ einfach implementierbarer Algo-
rithmus an, um das Gleichungssystem (DFC) zu l6sen.

Algorithmus 4.2.1.

1. Wihle Startwerte fir die Steuerung an den Diskretisierungspunkten u®(t; )
und u®(t; ). Setze den Iterationszihler i = 0.

2. Berechne mit der ersten Gleichungen von (DFC) und (3.3.4) die Zustinde
z'(t;) an den Gitterpunkten und die Vektoren f(y; ., u'(t;r))-

3. Berechne mit den zweiten Gleichungen von (DFC) und (3.3.5) die adjungier-
ten Zustinde X'(t;) und die Vektoren f.(z'(t;x), u'(tjx)) v} .

4. Berechne zu jedem Zeitpunkt t;, und t; die Vektoren

dig = ful@' (tn), u' (t0) "N (T = tin)

i = fula' () w' () TN (E0)-
5. Berechne eine geeignete Schrittweite o, aktualisiere die Steuerungen durch

ui—i—l (tj,k)

ui—i—l (fj,k)

u'(t) + odjg

u'(t ) + odjg

und erhohe den Iterationszdahler i um eins.

6. Wenn die Anderungen od; ., od;y hinreichend groff und die Iterationszahl
klein genug ist gehe zu Schritt 2, ansonsten weiter mit Schritt 7.

7. Setze einen meuen Zihler | = 0. Berechne die Zustinde und adjungierten
Zustinde zur aktuellen Steuerung anhand der Schritte 2 und 3.

8. Berechne die Ableitungen J(t;1) und J(t;x) der Terme d;p und d;j aus
Schritt 4 nach den Steuerungen zu den Diskretisierungszeitpunkten.

9. Berechne den Vektor d aus dem linearen Gleichungssystem Jd = d (siehe
Bemerkung 4.2.3).
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10. Berechne die neuen Steuerungen nach dem Prinzip uit' = u' — d, wobei d zu
jedem Diskretisierungszeitpunkt aus den entsprechenden Komponenten von d
besteht. Erhdhe den Iterationszdhler | um eins und berechne die Zustinde und
adjungierten Zustinde zur aktuellen Steuerung entsprechend den Schritten 2
und 3 neu.

11. Berechne die Vektoren djy und djy, entsprechend Schritt 4 neu und wieder-
hole die Schritte 8 bis 10 solange bis die Norm der Vektoren d;; und d;,
hinreichend klein ist, oder eine maximale Anzahl an Iterationen erreicht ist.
Beende danach das Programm mit den notwendigen Ausgaben.

Bemerkung 4.2.2: In Schritt 3 und 4 bendtigt man neben den Steuerungen u(t; ;)
die Zustande x(t; ) = «(T —t; — ¢,h). Diese berechnet man natiirlich ebenfalls mit
Hilfe der ersten Gleichung in (DFC). Dabei benétigt man keine weiteren Auswer-
tungen der Funktion f, wenn man jeweils die aktuellen Vektoren f(y;, u(t;x)) in
Schritt 2 speichert. Ebenso benétigt man in Schritt 4 die adjungierten Zusténde an
Zwischenpunkten, die sich wiederum durch die Verwendung eines SRKVs aus den
Gleichungen in (DFC) berechnen lassen.

Bemerkung 4.2.3: In Schritt 8 ist es natiirlich notwendig, um ein Newton- oder
Sekantenverfahren zu realisieren, die Auswirkungen einer Anderung der Steuerung
zu allen Diskretisierungszeitpunkten auf die Zustdnde und adjungierten Zustdnde
an den jeweiligen Zeitpunkten ¢;, und ¢;, zu berticksichtigen. Daher kann man
diese Ableitungen zu einer quadratischen Matrix J der Dimension 2mNs zusam-
menfassen. Auferdem kann man die Terme d;; und Jj,k als einen Vektor d der
Dimension 2m/Ns auffassen.

4.2.2 Forward-Backward-Sweep-Verfahren

In Bemerkung 4.2.3 wird deutlich, dass man bei der Implementierung des Newton-
Verfahrens die (2mNs)? Eintriige der Matrix J benotigt. Da hier der Speicherplatz
quadratisch von der Anzahl der Diskritisierungszeitpunkte ¢;; und ¢;, abhéngt,
wachst der benutzte Speicherplatz sehr schnell mit kleiner werdender Schrittweite
an. Aukerdem bendtigt man fiir die Losung des linearen Gleichungssystems Jd = d
in der Regel O((2mNs)?) und bei Verwendung von iterativen Verfahren immer
noch O((2mNs)?) Rechenoperationen.

Neben modernen Verfahren fiir die Newton-Iterationen, die den Rechenaufwand
und den Speicherplatzbedarf fiir grofe Probleme verringern sollen, kann es da-
her sinnvoll sein, andere Verfahren zu benutzen, um eine Nullstelle der dritten
Gleichung in (DFC) zu berechnen. Eine sehr einfach zu implementierende Va-
riante ist das sogenannte Forward-Backward-Sweep-Verfahren aus [LWO07|. Eine
ahnliche Herangehensweise findet sich auch in dem Algorithmus von Y. Saka-
wa in [Sak81]. Bei dem Verfahren aus [LWO7| berechnet man zu einer gegebe-
nen Steuerung die Zustdnde und adjungierten Zustdnde an den jeweiligen Dis-
kretisierungszeitpunkten der Steuerung und sucht Nullstellen w;; der Funktionen
djr(u) == fu(z'(t;x), u) "N (f; 1) und véllig analog entsprechende Nullstellen an den
Zeitpunkten ;. Im einfachsten Fall benutzt man in der néchsten Iteration die
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Steuerungen u"!(¢; ) = u;x und berechnet damit die Zustéinde und adjungierten
Zusténde neu.

Bei dieser Vorgehensweise tauscht man den Aufwand, das grofe lineare Glei-
chungssystem zu l6sen, dagegen ein, dass man in jeder Iteration 2/Ns-mal eine
Nullstelle der Funktion f,(z'(¢;%),u)  A(¢;x) berechnen muss. Selbst wenn man
dabei wiederum Ableitungen dieser Terme nach u berechnet, héngt der Speicher-
platzbedarf zwar quadratisch von der Dimension m ab, aber nur linear von 2Ns.
Der benétigte Rechenaufwand ist hier kaum abschitzbar, da man in der Regel die
Nullstellen von d; ;(u) tiber ein iteratives Verfahren suchen muss. Allerdings steigt
der Rechenaufwand ebenfalls nur linear mit 2/Ns an, das heifst der Rechenaufwand
steigt mit kleiner werdender Schrittweite nur linear. Weiterhin kann man die Be-
stimmung der 2/N's Nullstellen sehr leicht parallel durchfiihren, da man die Zusténde
und adjungierten Zustdnde nur einmal in jeder Iteration neu berechnen muss.

Demgegeniiber stehen schlechtere Konvergenzeigenschaften im Vergleich mit dem
Newton-Verfahren. Ist der Faktor 2/Ns relativ klein, so ist das Newton-Verfahren
deutlich schneller. In der praktischen Anwendung hat sich gezeigt (siehe [LWO07]),
dass man die Konvergenzeigenschaften teilweise verbessern kann, wenn man nicht
direkt die gefundenen Nullstellen als neue Steuerungen im néchsten Iterationsschritt
benutzt, sondern Konvexkombinationen der Art

u T (k) = i (t) + (1 — )ujp mit 0 < ¢ < 1.

Diese Konvexkombination kann man auch in Abhéhngigkeit von der aktuellen Itera-
tionszahl zum Beispiel durch u'™(t; ) = t'u’(t; 1)+ (1 —¢")u; wihlen und dadurch
versuchen, die Konvergenzgeschwindigkeit wieder zu verbessern.

Da dieses Verfahren im Allgemeinen nicht fiir alle Startwerte konvergiert, bietet
sich wiederum eine Kombination analog zum Algorithmus 4.2.1 an, indem man
nur das Newton-Verfahren durch eine entsprechende Forward-Backward-Sweep-
[teration ersetzt.
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In diesem Kapitel demonstrieren wir anhand von einfachen Beispielen die hohe
Konvergenzordnung, die man mit Hilfe von SRKV bei Steuerungsproblemen errei-
chen kann. Aufserdem werden wir die mit Hilfe der SRKV berechneten Steuerungen
oder Zustande darstellen. Die berechneten Zusténde und adjungierten Zustédnde ha-
ben dabei natiirlich immer die entsprechnenden Eigenschaften aus den SRKV und
sind zum Beispiel C!'-Funktionen, wenn man C'-Verfahren benutzt. Sind dabei die
Voraussetzungen von Satz 3.3.3 erfiillt und gilt die dritte Gleichung aus (DFC),
dann kann man die Steuerung aus dem Minimumprinzip berechnen und diese hat
ebenfalls die entsprechenden Eigenschaften.

Wir betrachten als erstes die beiden linear-quadratischen Probleme (P1) und
(P2) aus [Hag76|. Diese Probleme eignen sich hierfiir sehr gut, da man die ein-
deutig bestimmte optimale Steuerung analytisch berechnen kann und sie ebenfalls
in [Hag00| benutzt werden. Danach werden wir durch ein nichtlineares Beispiel
zeigen, dass die hohe Konvergenzordnung nicht auf linear-quadratische Probleme
beschrankt ist. Abschliefsend werden wir anhand eines sehr einfachen Beispiels mit
Hilfe der GDNN aus Abschnitt 1.2 zeigen, dass man mit Hilfe der SRKV immer
noch ein Abstiegsverfahren konstruieren kann, auch wenn die theoretischen Voraus-
setzungen fiir die Existenz einer Losung des Gleichungssystems (DFC) und damit
fiir die Konvergenz des Newton-Verfahrens nicht erfiillt sind.

5.1 Linear-Quadratische Testprobleme
Mit Hilfe der in Kapitel 4 vorgeschlagenen Algorithmen berechnen wir Naherungs-
l6sungen fiir feste Schrittweiten h = T'/N der folgenden Steuerungsprobleme:

1

(P1) min % / w(t)? + 20(8)? dt
WNb. () = 052(t) +u(t) WEe[0.1], (0)=1

und
(P2) min /u + x 2 4 a(t)u(t) dt
w.Nb. &(t) = 0.5x(t) +u(t) Vte|0,1], =x(0)=1.

| —

Der wesentliche Unterschied zwischen beiden Problemen besteht in dem gemisch-
ten Term z(t)u(t) in der Zielfunktion von (P2). Beide Probleme entsprechen zwar
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zunéchst nicht der Form (OS), kénnen aber mit Hilfe eines weiteren Zustands in
diese Form umgeschrieben werden. Alle auftretenden Funktionen sind offensichtlich
hinreichend glatt.

Die analytisch berechneten Losungen zu den Problemen (P1) und (P2) (siche
[Hag00]) sind:

i} 2e3 + ¢3 i 2 (e3t — &3
(s1) P = e = 2 )
e2 (24 e3) ez (24 e3)
bezichungsweise
«/n _ cosh(l—1) erpy . (tanh(l —17) +0.5) cosh(l —¢)
(52) () = cosh(1) wi(t) = cosh(1) '

Zu diesen Problemen haben wir numerische Losungen mit Schrittweiten h = 1/N
fiir Werte von N = 1 bis N = 544 berechnet. Dabei erhélt man direkt, aus dem
Gleichungssystem (DFC), stetige Naherungslosungen der Zustdnde und adjungier-
ten Zustdnde. Speichert man die entsprechenden Funktionswerte an den Zwischen-
punkten, dann kann man den Zustand und den adjungierten Zustand zu jedem
beliebigen Punkt ¢ € [0, 7] ohne weitere Auswertungen der Funktion f angeben.

Die jeweiligen Steuerungen benotigt man wahrend der Berechnung nur an den
Diskretisierungspunkten u(t; ) und u(%;5). An diesen Punkten liefern die Algorith-
men direkt eine Naherungslosung fiir die optimale Steuerung, und an allen anderen
Punkten kann man die Steuerung iiber das Minimumprinzip berechnen. Wie in
Kapitel 4 beschrieben, muss dies nur einmal am Ende der Iteration fiir diejenigen
Punkte durchgefiihrt werden, an denen man eine Ndherungslosung der Steuerung
bendtigt. Dabei ist die letzte Gleichung von (DFC) natiirlich an den Diskretisie-
rungspunkten u(t; ) und u(t; ) erfiillt. Damit kann man sehr leicht gute Startwerte
fiir ein iteratives Verfahren gewinnen, um eine entsprechende Nullstelle der dritten
Gleichung von (DFC) zu berechnen.

Einen Diskretisierungsfehler der Steuerungen, im Sinn von ||@ —u* ||, kann man
somit natiirlich nur schiatzen. Dazu haben wir, unabhéngig von der Schrittweite h
der Diskretisierung, ein dquidistantes Gitter mit 100000 Gitterpunkten benutzt.
Fassen wir diese Gitterpunkte in der Menge G zusammen, benutzen wir

ey 1= max [|G(t) — u” (t)]|2
zum Schétzen des Diskretisierungsfehlers, der beim Losen des Gleichungssystems
(DFC) statt (FC) entsteht. Fiir beide Probleme konvergierten die Iterationsverfah-
ren aus Kapitel 4 sehr gut, und man kann zum Beispiel u(t) = 0 als Startwert fiir
die Steuerung benutzen.

In Abbildung 5.1 ist dieser Diskretisierungsfehler fiir verschiedene SRKV in Ab-
héngigkeit von der Anzahl N der Schritte des Einschrittverfahrens abgebildet. Zur
besseren Darstellung wird N auf einer logarithmischen Achse dargestellt, und auf
der Ordinate ist —logyy(e,) aufgetragen. Somit entsprechen hohere Werte einem
kleineren Fehler, und die Steigung der entstehenden Kurven spiegelt die Konver-
genzordnung des Verfahrens wider. Da neben dem Diskretisierungsfehler weitere
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O  Verner 26:9

* Sarafyan 7:5; 4.98

o Sarafyan 7:4; 4.01

> quadratische Interpolation 2:2; 2.01
151 * Runge—Kutta 4:1; 2 a
12 8

o © OO0000IDO

_|0910( eu )

10
N=T/h
(a) FBS-Verfahren fiir Problem (P1)

O  Verner 26:9

* Sarafyan 7:5; 5.03

o Sarafyan 7:4;4.13

> quadratische Interpolation 2:2; 2

* Runge—-Kutta 4:1; 2 h
10° 10' 10° 10°

N=T/h
(b) Newton-Verfahren fiir Problem (P2)

Abbildung 5.1: Geschéatzter Diskretisierungsfehler e,, der Steuerung in Abhéngigkeit von
der Schrittweite fiir Verfahren der Konvergenzordnung 9 (fiir gewohnliche Differenti-
algleichungen) nach Verner (siche |Ver|), der Ordnung 4 nach Sarafyan (siehe [CT96]),
fiir Verfahren mit quadratischer Interpolation aus Abschnitt 2.2.2 mit dem Parameter
co = 1/2 und fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit linearer Interpolation.
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Verfahren Schritte N Fehler e, CPU-Zeit
Verner 26:9 1 2.29 x 10710 0.34
Sarafyan 7:5 13 4.03 % 10710 0.6
Sarafyan 7:4 21 2.76 % 10710 1.49
quadratische Interpolation 2:2 494 2.20 % 10797 41.53
Runge-Kutta 4:1 494 6.89 % 10707 226.34

Tabelle 5.1: Ausgewihlte real benotigte Rechenzeit in Sekunden zum Problem (P2) mit
der jeweiligen Anzahl der Schritte der Runge-Kutta-Verfahren. Die Schrittweite wurde
so gewédhlt, dass ein Fehler erreicht wird, der ungefihr in der selben Groéfenordnung
liegt wie der Fehler des Verfahrens Verner 26:9 mit einem Schritt.

Rundungsfehler bei der Berechnung gemacht werden, kann man die Genauigkeit
der Naherungslosungen nicht beliebig steigern.

Fiir beide Probleme liefern das Forward-Backward-Sweep- und das Newton-Ver-
fahren jeweils identische Ergebnisse. Daher stellen wir jeweils nur die Fehler fiir
ein Verfahren dar. Dabei konnte in beiden Féllen auf die Bestimmung eines guten
Startwerts mit Hilfe des ndherungsweisen Abstiegsverfahrens verzichtet werden.

In den Legenden der Abbildungen 5.1(a) und 5.1(b) kann man neben dem Namen
der Verfahren bzw. dem Namen der Entwickler der Verfahren als erstes die Anzahl
der Stufen des SRKVs, danach den Grad der Polynome b, (f) und als letztes den
Anstieg der zu den jeweiligen abgebildeten Verfahren gehérenden Geraden ablesen.
Allen Verfahren liegen explizite Runge-Kutta-Verfahren zugrunde. Das klassische
Runge-Kutta-Verfahren mit linearer Interpolation hat nach der Definition 2.1.2 die
Konvergenzordnung (4,1), womit Satz 3.3.3 lineare Konvergenz in Abhéngigkeit
von der Schrittweite sichert. Das 2-stufige explizite Verfahren mit quadratischer
Interpolation hat theoretisch und praktisch quadratische Konvergenz. In Abbildung
5.1 sieht man deutlich, dass das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit linearer
Interpolation fiir kleinere Schrittweiten bei diesen Beispielen ebenfalls quadratische
Konvergenz zeigt.

Das Verfahren Sarafyan 7:5 hat nach |[CT96] die Konvergenzordnung (5,4) und
das Verfahren Sarafyan 7:4 die Ordnung (4, 4). Beide Verfahren sind 7-stufige C''-
Verfahren und erfiillen die Bedingung FSAL aus Abschnitt 3.7. Damit sind bei einer
entsprechenden Implementierung jeweils 6 Funktionsauswertungen pro Schritt not-
wendig. In Abbildung 5.1(a) sieht man fiir das Verfahren Sarafyan 7:5 ebenfalls,
dass man die hohere Konvergenzordnung auf dem Gitter erst fiir kleinere Schritt-
weiten ausnutzen kann. Im Gegensatz dazu sind die Beispiele wiederum einfach
genug, um von Anfang an (ab N = 1 Schritte) die Konvergenzordnung 4 fiir das
Verfahren Sarafyan 7:4 demonstrieren zu kénnen.

Dem Verfahren Verner 26:9 liegt ein 16-stufiges, explizites, eingebettetes Runge-
Kutta-Verfahren der Ordnung 9(8) zugrunde. Dieses Verfahren wurde nach [Ver]
um jeweils 5 Stufen erweitert, um Interpolationen der Ordnung 8 und mit einem
26-stufigen Verfahren Interpolationen der Ordnung 9 angeben zu kénnen. Die bei-
den Beispiele sind offensichtlich zu einfach, um damit die hohe Konvergenzordnung
des Verfahrens Verner 26:9 demonstrieren zu konnen. Man sieht dabei den Ein-
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Abbildung 5.2: Ausschnitte aus den berechneten Ndherungslosungen fiir die optimalen
Steuerungen von Problem (P2), es wurden jeweils N = 2 Schritte benutzt, womit die
Grenze zwischen beiden Schritten bei ¢t = 0.5 ist.
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fluss der Rundungsfehler sehr deutlich. Die grofstmogliche Genauigkeit kann bei
diesen Beispielen offensichtlich durch Verfahren mit kleinerer Konvergenzordnung
und deutlich mehr Schritten erziehlt werden.

Da unsere Implementation der Algorithmen und Verfahren eher auf Flexibili-
tat ausgelegt ist und damit relativ ineffizient beziiglich der Rechenzeit gestaltet
ist, lohnt es sich nicht, den unterschiedlichen Rechenaufwand der verschiedenen
Verfahren detailliert gegeniiber zu stellen. Um eine grobe Einordnung vornehmen
zu konnen, haben wir in Tabelle 5.1 zu jedem der fiinf SRKV eine real bendtigte
CPU-Zeit dem jeweiligen damit erreichten Fehler gegeniibergestellt. Dabei wurden
die Werte aus den Ergebnissen zum Problem (P2) so ausgewihlt, dass jeweils 3
[terationen des Newton-Verfahrens durchgefiihrt wurden, bis das Abbruchkriteri-
um erfiillt war und man dem Fehler des Verfahrens von J. Verner moglichst nahe
kommt. Man sieht sehr deutlich, dass fiir das Newton-Verfahren dabei die Verfahren
mit relativ niedriger Konvergenzordnung deutlich langer zur Berechnung benétigen,
wenn man entsprechend mehr Schritte macht, um einen annéhernd gleich guten Dis-
kretisierungsfehler zu erhalten. Ein dhnliches Verhalten kann man ebenfalls fiir das
Forward-Backward-Sweep-Verfahren bei den Problemen (P1) und (P2) beobach-
ten, mit demselben Algorithmus benotigt man tendenziell weniger Rechenzeit, um
denselben Fehler zu erreichen, wenn man Verfahren mit einer hheren Konvergenz-
ordnung benutzt.

In der Abbildung 5.2 sind jeweils Ausschnitte aus den berechneten Naherungslo-
sungen abgebildet. Dabei sieht man, dass das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit
linearer Interpolation natiirlich entsprechend stiickweise lineare Néaherungslosungen
liefert. Dagegen sieht man bei der berechneten Niherungslosung des C*'-Verfahrens
Sarafyan 7:4 die Grenze zwischen den Schritten bei dem Problem (P2) schon bei
N = 2 Schritten nicht mehr. Dabei ist diese Naherungslosung so genau, dass bei
der Darstellung von Abbildung 5.2 die analytisch berechnete Losung von dieser
Néherungslosung tiberdeckt werden wiirde.

5.2 Nichtlineares Testproblem

Als néchstes betrachten wir ein einfaches nichtlineares Testproblem aus [LVV03]
(siche auch [FPAT99, AST97]). Dieses Testproblem stammt aus einem Modell zu
einer irreversiblen chemischen Reaktion in einem gekiihlten kontinuierlich betrie-
benen Riihrkesselreaktor. Die chemische Reaktion wird dabei durch die Zustands-
gleichungen

25
Zii'l = —(2 + U)(l’l + 0.25) + (1'2 + 05) exp <[L’1 i12)

25
o = 0.5 — 29 — (2 +0.5) exp (xl il2>
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u(t)
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(a) globale Losung (b) weitere lokale Losung

Abbildung 5.3: Niherungslosungen der optimalen Steuerungen fiir nichtlineares Test-
problem, berechnet mit dem Verfahren Verner 21:8 mit N = 70 Gitterpunkten.

modelliert. Dabei kann iiber die Steuerung u die Kiihlung beeinflusst werden. Das
Problem besteht darin, die optimale Steuerung zu der Zielfunktion

min / (21 (1)? + 2(8)? + 0.1u(t)?) dt

zu finden. Dabei sind 7" = 0.78 und z1(0) = x5(0) = 0.09. Dieses Problem besitzt
nach [LVVO03] ein globales und ein weiteres lokales Minimum. Fiir die beiden Minima
sind keine analytisch berechneten Losungen bekannt, und in Abbildung 5.3 sind N&-
herungslosungen dargestellt. Dabei hat insbesondere das lokale Minimum einen sehr
interessanten Verlauf. Entsprechend ist auch die Naherungslosung zu dem lokalen
Minimum, welche mit dem Verfahren Verner 21:8 und N = 70 Schritten berechnet
wurde, etwas ungenauer als die Naherungslosung zu dem globalen Minimum. Dies
sieht man deutlich in der Abbildung 5.4. Fiir eine Schétzung des Diskretisierungs-
fehlers wurden die Ndherungslosungen aus Abbildung 5.3 als Referenz benutzt und
der L*>°-Abstand zu weiteren Ndherungslosungen mit geringerer Anzahl an Schritten
geschétzt. Dabei wurde wiederum der maximale euklidische Abstand zwischen den
beiden Naherungslosungen fiir die Steuerung auf einem aquidistanten Gitter mit
100 000 Gitterpunkten bestimmt. Der negative dekadische Logarithmus dieses Ab-
stands zwischen der Referenzlosung und den Néherungslosungen ist in Abbildung
5.4 dargestellt.

Bei diesem Problem konvergieren die Iterationsverfahren aus Kapitel 4 nicht fiir
jede natiirliche Zahl von Schritten N. Dieses Verhalten hingt zudem von dem Start-
punkt der Steuerung ab. Aufserdem konvergieren die lokal konvergenten Verfahren,
wenn man eine entsprechend grofe Anzahl an Schritten N benutzt, in Abhéngigkeit
von der initialen Steuerung zu einem der beiden Minima. Daher haben wir das né-
herungsweise Abstiegsverfahren und im Anschluss das Newton-Verfahren benutzt,
um die Referenzlsungen zu berechnen. Wahlt man dabei fiir das Abstiegsverfahren
die Steuerung konstant u(-) = 2, dann konvergiert das Verfahren zu dem lokalen
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Abbildung 5.4: Geschétzter Diskretisierungsfehler fiir das nichtlineare Testproblem in
Abhéngigkeit von der Anzahl der Schritte V.
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Minimum und fiir eine initiale Steuerung von konstant u(-) = 0 zum globalen Mini-
mum. Fiir alle weiteren Berechnungen wurden dann aus den Referenzlosungen die
initialen Steuerungen fiir das Newton-Verfahren bestimmt.

Dabei sieht man in Abbildung 5.4(a), dass das Verfahren Verner 21:8 hier fiir
einige Schrittweiten praktisch die Konvergenzordnung 7.6 aufweist. Bei diesem Pro-
blem ist allerdings die Grenze, an der man keine Verbesserung mehr erhalt, nicht
nur durch die Rundungsfehler, sondern vor allem auch durch den Abstand der
Referenzlosung zu dem unbekannten globalen Minimum gegeben. Es ist somit an-
zunchmen, dass der L*°-Abstand unserer Referenzlosung zum globalen Minimum
ungefihr 1079 betrigt.

Fiir das weitere lokale Minimum wurde die Referenzlésung trotz gleicher Anzahl
an Einzelschritten der SRKV offensichtlich weniger genau bestimmt, und alle Ver-
fahren zeigen keine systematische Verbesserung unter einen Abstand von ungefédhr
21075 zur Referenzlosung hinaus. In Abbildung 5.4(b) sieht man aukerdem deut-
lich, dass das Verfahren Sarafyan 7:4 trotz geringerer Konvergenzordnung fiir die
gleiche Anzahl an Schritten einen besseren Fehler als das Verfahren Sarafyan 7:5 lie-
fert. Man kann allerdings auch erahnen, dass dies sich fiir kleinere Schrittweiten wie-
der umdrehen wiirde, hétte man eine genauerer Referenzlosung zur Verfiigung. Da
fiir die Konvergenz des Newton-Verfahrens die Schrittweite kleiner gewéhlt werden
musste als bei der Konvergenz zu dem globalen Minimum, stehen hier nicht mehr
geniigend Daten zur Verfligung, um eine entsprechende Auswertung fiir das Verfah-
ren Verner 21:8 darzustellen. Insgesamt sieht man in beiden Féllen sehr deutlich,
dass man eine Konvergenz an sich und insbesondere eine hohe Konvergenzordnung
praktisch nur fiir hinreichend kleine Schrittweiten erwarten kann.

5.3 Lernen stetiger Trajektorien

Als letztes Beispiel betrachten wir ein Problem, welches die Voraussetzungen fiir die
Anwendung von Satz 3.3.3 nicht erfiillt. Dafiir formulieren wir ein einfaches Problem
mit Hilfe der kiinstlichen Neuronalen Netzwerke aus Abschnitt 1.2. Wir betrachten
dabei ein GDNN aus zwei Knoten, welche mit Hilfe der Zustandsgleichung

@1(t) = —1(t) + us(t) arctan (ug (t)z1(t) + ua(t)z2(t))
Bo(t) = —wa(t) + us(t) arctan (us(t)z:(t) + ua(t)z2(t))
beschrieben werden. Wir mochten dieses Netzwerk darauf trainieren, dass die beiden

Zustéande fiir ¢t € [0, 6.28] einen Kreis in der z1-z5-Ebene beschreiben. Dementspre-
chend wéahlen wir

6.28

min / ((1(t) — cos(£))? + (2a(t) — sin(t))?)

0

D=

dt

als Zielfunktion. Offensichtlich muss man bei diesem Problem ohne einen externen
Snput” 7(t) mindestens einen Zustand zum Zeitpunkt 0 ungleich 0 wahlen, daher
wahlen wir den Startpunkt auf dem zu beschreibenden Kreis durch z;(0) = 1 und
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Sarafyan 7:5; 2.39
Runge-Kutta 4:1; 2.12
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*

10’ 10°

N=T/h

Abbildung 5.5: Wert der Zielfunktion fiir das Problem des Lernens stetiger Trajektorien
in Abhéngigkeit von der Schrittweite.

29(0) = 0. Dieses Problem stellt damit eine sehr einfache Variante einer Reihe
von Standardproblemen dar, mit deren Hilfe man Trainingsalgorithmen und Ei-
genschaften Dynamischer Neuronaler Netzwerke untersucht (siehe unter anderem
[Pea89, GLW99).

Zu diesem Problem ist keine analytische Losung bekannt. Allerdings kann man
mit einem einfachen GDNN aus 2 Neuronen dem zu beschreibenden Kreis beliebig
nah kommen (siche z.B. [GLW99]). Bei den Berechnungen zu diesem Problem ist
es mit keiner Schrittweite h gelungen, dass das Newton- oder das FBS-Verfahren
zuverlissig fiir alle kleineren Schrittweiten zu einem globalen Minimum konvergiert.
Selbst fiir sehr gute Anfangswerte fiir die Steuerung, mit denen der Kreis relativ
gut beschrieben wird, konvergieren die beiden indirekten Verfahren nicht gegen ein
lokales bzw. globales Minimum.

Allerdings konvergiert das ndherungsweise Abstiegsverfahren aus Kapitel 4 den-
noch fiir hinreichend kleine Schrittweiten i und endet nach endlich vielen Schritten.
In Abbildung 5.5 kann man erkennen, dass man dabei trotzdem nicht die entspre-
chend hohe Konvergenzordnung der SRKV erhéhlt. Man sieht praktisch nur noch
einen geringen Vorteil des Verfahrens Sarafyan 7:5 gegeniiber dem klassischen Run-
ge-Kutta-Verfahren mit linearer Interpolation beziiglich der Konvergenzordnung.
Der Rechenaufwand, in Bezug auf die benotigte Rechenzeit, war dabei fiir &hnliche
Werte der Zielfunktion immer in einer dhnlichen Gréfsenordnung. In Abbildung 5.6
sieht man eine entsprechende Losung zu dem klasssichen Runge-Kutta-Verfahren
mit linearer Interpolation mit N = 30 Schritten und zu dem Verfahren Sarafyan
7:5 mit N = 10 Schritten. Die Zielfunktionswerte, die dabei erreicht wurden, sind
ahnlich grofs. Man kann erkennen, dass die Eigenschaften der Naherungslosungen
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(b) Verfahren Sarafyan 7:5 mit N = 10 Schritten

Abbildung 5.6: Zusténde zweier Ndherungslosungen in der x1-z2-Ebene fiir das Problem
des Lernens stetiger Trajektorien.
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Abbildung 5.7: Steuerungen zu den N&herungslésungen aus Abbildung 5.6.

fiir den Zustand, die sich aus den SRKV ergeben, natiirlich erhalten bleiben und
dementsprechend das klassische Runge-Kutta-Verfahren mit linearer Interpolati-
on nur Zustande aus stiickweise affine-linearen Funktionen liefert, wohingegen das
Verfahren Sarafyan 7:5 mit weniger Schritten sichtbar glattere Zusténde liefert.

Da man dabei allerdings keine Losung des Gleichungssystems (DFC) gefunden
hat, gelten diese Eigenschaften nicht mehr fiir Steuerungen, die man aus dem Mini-
mumprinzip berechnet (siehe Abbildung 5.8). Die zugehorigen berechneten Steue-
rungen aus dem Minimumprinzip sieht man in Abbildung 5.7. Bei ndherer Betrach-
tung fallt auf, dass diese Steuerungen deutliche Sprungstellen aufweisen. Somit
konnen die aus dem Minimumprinzip berechneten Steuerungen von den zuvor mit
Hilfe des Abstiegsverfahrens berechneten Steuerungen an den Diskretisierungspunk-
ten abweichen. Dies ist, wenn man Rundungsfehler vernachléssigt, nicht moglich,
wenn man eine Losung des Gleichungssystems (DFC) berechnet hat, da hier fiir die
Steuerungen an den Diskretisierungspunkten das Minimumprinzip bereits erfiillt
ist.

Bei diesem Beispiel sieht man eindrucksvoll, dass man mit Hilfe der SRKV sehr
zuverléssig stetige und sogar stetig-differenzierbare Naherungslosungen berechnen
kann. Sind dabei die theoretischen Voraussetzungen von Satz 3.3.3 nicht erfiillt, ist
im Allgemeinen nicht klar, ob es sinnvoll ist, Steuerungen an Punkten, welche keine
Diskretisierungspunkte sind, iiber das Minimumprinzip zu berechnen.

Bei der Anwendung der GDNN in [GLW99, GLZW04, ZLM*04] wird ein sehr
ahnlicher Algorithmus verwendet, um die kiinstlichen Neuronalen Netzwerke zu
trainieren. Dabei wird eine stetige Steuerung mit Hilfe einer fest vorgegebenen An-
zahl von Basisfunktionen definiert. In einem iterativen Verfahren werden dann die
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Abbildung 5.8: Ausschnitt aus der berechneten Steuerung u; zu dem Verfahren Sarafyan
7:5 mit N = 10 Schritten.

Koeffizienten dieser Steuerung gedndert. Um die neuen Steuerungen zu berechnen,
werden naherungsweise Gradienten dieser Koeffizienten berechnet. Dabei wird in
der praktischen Anwendung ebenfalls zundchst die Zustandsgleichung vorwérts mit
einem eingebetteten Runge-Kutta-Verfahren mit Schrittweitensteuerung gelost. Da-
nach wird die Gleichung fiir die adjungierten Zusténde riickwérts mit dem gleichen
Verfahren gelost. Dabei bendtigt man natiirlich ebenfalls fiir die Berechnung der
adjungierten Zustinde die Zustédnde an Zwischenpunkten. Diese Zustédnde werden
dann entweder als stiickweise konstant angenommen oder linear interpoliert. In dem
Fall dass man sie linear interpoliert, wird im Prinzip die einfachste Variante SRKV
verwendet.

Da bei dem Algorithmus aus [GLW99| die Steuerungen iiber Koeffizenten und
vorgegebene Basisfunktionen bestimmt werden, entsteht dabei in der Anwendung
meist nicht die Notwendigkeit, die Steuerungen mit Hilfe anderer Basisfunktionen
auszudriicken. Die Anzahl und Art der Basisfunktionen wird dabei zu einer wichti-
gen Eigenschaft des kiinstlichen Neuronalen Netzwerks, mit deren Hilfe man unter
anderem auch Einfluss auf die Generalisierungsfihigkeit des GDNNs hat (siehe
[GLZWO04]).

Ein dazu &hnliches Vorgehen bietet sich mit Hilfe der SRKV an. Dabei gibt man
sich statt der Basisfunktionen lediglich eine Anzahl an Gitterpunkten vor und spei-
chert die Steuerung an den Diskretisierungspunkten, die zu einem SRKV gehoren.
Da es bei diesem Problem sinnvoll ist die Diskretisierung der Steuerung wéhrend
einer Iteration nicht stdndig zu verdndern, kann man dabei keine eingebetteten
Runge-Kutta-Verfahren mit Schrittweitensteuerung benutzen, obwohl solche eben-
falls mit SRKV moglich sind. Wahrend des Trainings eines GDNNs kann man dabei
natiirlich sehr leicht Verfahren konstruieren, die im Laufe der Iterationen die Anzahl
und die Lage der Gitterpunkte anpassen.

Ist das GDNN trainiert, konnte man das SRKV und die dazugehorigen Diskre-
tisierungspunkte ebenfalls als Eigenschaft des kiinstlichen Neuronalen Netzwerks
auffassen. Insgesamt sind damit sehr komplexe Algorithmen denkbar, bei denen
man ebenfalls mit wenigen Parametern mit einer klaren Bedeutung Einfluss darauf
nehmen kann, wie exakt das GDNN die Trainingsmuster lernen kann. Dies ist im
Hinblick auf Uberanpassung bzw. die Generalisierungsfahigkeit sehr wichtig.
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Im Unterschied zu der oben beschriebenen Variante kann man das SRKV jedoch
so wahlen, dass man, wie in Abbildung 5.6 zu sehen ist, nur stetig differenzierbare
Zustande und adjungierte Zustédnde erhélt. Dadurch sind im Allgemeinen Unter-
schiede in der Generalisierungsfahigkeit der GDNNs zu erwarten.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Kapitel 3 wurde gezeigt, dass unter den Voraussetzungen Glattheit und Koerzi-
witdt es zu hinreichend glatten optimalen Steuerungen eindeutig bestimmte stetige
Néherungslosungen gibt, wenn man die auftretenden Differentialgleichungen fiir den
Zustand und fiir die adjungierten Zustdnde mit SRKV numerisch 16st. Es konnte
ebenfalls gezeigt werden, dass man durch den Einsatz von SRKV sehr hohe Konver-
genzordnungen beziiglich der Schrittweite der Diskretisierung erhalten kann. Dabei
haben wir gezeigt, dass man fiir SRKV der Konvergenzordnung (p,p) ebenfalls
die Konvergenzordnung p fiir die numerischen Losungen des Steuerungsproblems
erhélt. Diese theoretischen Erkenntnisse wurden im Kapitel 5 von numerischen Er-
gebnissen zu Testproblemen bestétigt.

Als Grundlage der Ergebnisse diskretisierten wir die notwendigen Optimalitéts-
bedingungen erster Ordnung. Bisherige theoretische Erkenntnisse (siehe [Hag00,
DHV98|) diskretisieren dagegen das Steuerungsproblem und erhalten mit einer
ahnlichen Vorgehensweise, unter dhnlichen Voraussetzungen, Resultate fiir diskrete
Runge-Kutta-Verfahren. Dabei kann man allerdings in [Hag00] nicht alle Runge-
Kutta-Verfahren verwenden, die fiir entsprechende Anfangswertprobleme eine hohe
Konvergenzordnung aufweisen. Fiir unsere Ergebnisse kann man dagegen alle exis-
tierenden SRKV benutzen. Dabei benétigen SRKV im Allgemeinen mehr Stufen
fiir eine bestimmte Konvergenzordnung als entsprechende diskrete Runge-Kutta-
Verfahren.

Die numerischen Resultate im Kapitel 5 zeigen, dass man bei den einfachsten
Testproblemen mit hinreichend kleiner Schrittweite h auch eine Konvergenz der
Ordnung p mit Hilfe SRKV der Ordnung (p,p — 1) erhalten kann. Dabei sieht
man, dass dafiir eventuell die Schrittweite h weiter verkleinert werden muss. Im
Vergleich dazu wird im Beweis der Konvergenzordnung in [Hag00, DHV9S8| anstatt
der Bedingung Koerzivitit eine diskretisierte Koerzivitatsbedingung ausgenutzt,
welche fiir hinreichend kleine Schrittweiten h gilt. Es ist daher nicht auszuschliefsen,
dass man die Konvergenzordnung p fiir SRKV der Ordnung (p,p — 1) mit einem
anderen Beweis zeigen kann, welcher ebenfalls eine vergleichbare Bedingung enthélt.

In der Tabelle 5.1 sieht man unter anderem, dass die Verfahren aus Kapitel 4
bisher nur relativ ineffizient implementiert sind. Auf der Internetseite [Hag| gibt es
das frei verfiighare Softwarepaket Optcon, welches ein Vorgehen nach dem Vorbild
der Arbeit [Hag00| implementiert und in der Programmiersprache C geschrieben
ist. Im Gegensatz dazu sind die vorgeschlagenen Algorithmen in erster Linie zur
Demonstration der hohen Konvergenzordnung und der errechneten Steuerungen
entstanden und in objektorientiertem C-+ implementiert, ohne Riicksicht darauf
zu nehmen, bendtigten Speicher moglichst geschickt zu reservieren. Die derzeitige
Implementierung ist lediglich darauf ausgelegt, relativ wenig Funktionsauswertun-
gen der Zustandsgleichungen und adjungierten Gleichungen durchzufiihren. Da in
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6 Zusammenfassung und Ausblick

den Beispielen in Kapitel 5 lediglich extrem einfache Zustandsgleichungen vorkom-
men, féllt schnell der hohe Speicherbedarf und der Aufwand der Additionen und
Multiplikationen zur Auswertung des Runge-Kutta-Schemas ins Gewicht.

Sehr interessant wire daher der Laufzeitvergleich einer effizienten Implementie-
rung von weiterentwickelten Algorithmen auf der Basis des Satzes 3.3.3 mit dem
Softwarepaket Optcon. Dabei sind sicherlich, neben komplett anderen Algorith-
men, welche eine Nullstelle des Gleichungssystems (DFC) berechnen, auch bei den
vorgeschlagenen Algorithmen aus Kapitel 4 an vielen Stellen noch deutliche Ver-
besserungen moglich. In dem Softwarepaket Optcon wird zum Beispiel statt eines
einfachen Gradientenverfahrens ein Verfahren der konjugierten Gradienten benutzt.
Durch den Trend zu immer leistungsfidhigeren Prozessoren, die sich aus vielen einzel-
nen Recheneinheiten zusammensetzen und welche dadurch sehr viele Berechnungen
parallel durchfiihren kénnen, sind gerade Algorithmen, die dem Forward-Backward-
Sweep-Verfahren aus [LWO07| dhneln, fiir die Zukunft interessant, da diese sehr gut
parallelisiert werden konnen. Weiterhin ist dabei interessant, inwieweit die verwen-
deten Runge-Kutta-Verfahren parallelisiert werden kénnen. Einen ersten Uberblick
hierzu bietet die Arbeit [JN90]. In [BP94]| beschéftigt man sich direkt mit der Ent-
wicklung von parallelen expliziten SRKV.

Neben diesen Fragen entstehen Moglichkeiten, die man bei Verfahren auf der
Basis der Arbeit [Hag00] nicht hat. Man kann eventuell, wie es beim numerischen
Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen tiblich ist, sowohl fiir die Diffe-
rentialgleichung der Zusténde als auch fiir die adjungierten Zustdnde unabhéngig
voneinander Schrittweitensteuerungen benutzen. Um dies effizient implementieren
zu konnen, miisste man allerdings das Minimumprinzip geschickt ausnutzen, um
gegebenenfalls die Diskretisierungspunkte der Steuerung wechseln zu kénnen.

Weiterhin sind Verfahren denkbar, die das Steuerungsproblem zunéchst mit ei-
ner relativ groben Schrittweite 16sen und diese Losung als Start fiir ein Verfahren
mit einer kleineren Schrittweite benutzen. Bei Verwendung von SRKV kann man
dabei sicherstellen, dass das Minimumprinzip an den Diskretisierungspunkten, bis
auf Rundungsfehler, erfiillt ist, und damit eventuell die Berechnung neuer initia-
ler Steuerung an Zwischenpunkten erheblich verbessern. Es kann damit nicht ab-
schliefsend geklart werden, ob bei hinreichend glatten Steuerungsproblemen eine
Implementation auf Basis von SRKV sogar Laufzeitenvorteile gegeniiber einer Im-
plementation auf Basis der transformierten adjungierten Gleichungen aus [Hag00|
bieten kann. Dies liegt nicht zuletzt daran, dass die Effizienz eines Algorithmus stark
von dem jeweiligen zu l6senden Steuerungsproblems und ebenfalls von der Rechner-
architektur der verwendeten Computer abhéngt. Bei den Algorithmen aus Kapi-
tel 4 kann man zum Beispiel sehr einfach einen geringeren Speicherbedarf dadurch
erreichen, dass man die Funktionen aus den Zustandsgleichungen gegebenenfalls
mehrfach auswertet.

Die SRKV bieten allerdings schon jetzt einen deutlichen Vorteil beim Ldsen von
Steuerungsproblemen, wenn man die Néherungslosungen moglichst genau und an
sehr vielen oder sogar an beliebigen Punkten bendtigt. Man kann sich die berech-
neten Zustande und adjungierten Zustdnde so speichern, dass man sehr schnell an
jedem Punkt eine gute Naherungslésung berechnen kann. Sind die Voraussetzungen
dafiir erfiillt, kann man daraus sehr leicht eine numerische Losung fiir die Steue-
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rung aus dem Minimumprinzip berechnen. Dabei muss man keine einzelnen Diskre-
tisierungspunkte interpolieren, und daher braucht man sich auch keine Gedanken
dariiber zu machen, wie man dies geschickt realisiert. Wie man im Abschnitt 3.7
sieht, kann man dabei sogar sicherstellen, dass die Ndherungslosungen stetig diffe-
renzierbar sind.

Aus theoretischer und praktischer Sicht wirft diese Arbeit ebenfalls die Frage
auf, wie sich zusédtzliche Zustands- oder Steuerungsbeschrankungen auf die vorge-
schlagene Herangehensweise auswirken. In den Arbeiten [Hag00, DHV98| werden
zumindest einfache Steuerungsbeschrankungen betrachtet. Eine zusétzliche theo-
retische oder praktische Betrachtung in dieser Arbeit hétte jedoch den Rahmen
deutlich gesprengt.

Aus theoretischer Sicht ist aufserdem interessant, ob fiir das Newton-Verfahren
eine ,Mesh-Independence” Eigenschaft (siche unter anderem [ABPR86, DHV00])
erfiillt ist. In den Ergebnissen aus Kapitel 5 deutet sich dies bei den einfachen linaer-
quadratischen Testproblemen an. Hier bendtigte das Newton-Verfahren jeweils nur
3 oder 4 Iterationen bei fast allen Berechnungen. Lediglich bei zwei Ausnahmen
wurden 5 Iterationen benétigt, bis das Abbruchkriterium erfiillt war. Allerdings
kann eine solche Systematik bei dem nichtlinearen Beispiel aus Abschnitt 5.2 nu-
merisch nicht bestétigt werden.

In Abschnitt 5.3 wurde gezeigt, dass es interessant wére, einen Trainingsalgorith-
mus fiir GDNNs aus Abschnitt 1.2 auf Basis SRKV zu implementieren und deren
Generalisierungsfahigkeit zu untersuchen. Inwiefern man dabei deutlich besser ge-
neralisierende kiinstliche Neuronale Netzwerke erhalten kann, ist vollig offen und
wird wiederum von dem konkreten Problem abhéngen.
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