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Vorwort.

Der Geist des Werkes des allzufriih verstorbenen Verfassers
R.Bonola (f 16. Mai 1911) ist erhalten geblieben, die Fassung
und Anordnung wurde zum Teil unter Beriicksichtigung der
Anregungen der Kritik umgestaltet, wobei das Ziel war, die
Durchdringung von historischer und systematischer Darstellung
noch inniger zu gestalten, eine Kunst, fir die die Vorlesungen
von Felix Klein ein kiirzlich von A. VoB treffend charakte-
risiertes und von der modernen Mathematik allgemein aner-
kanntes Vorbild abgeben.

In diesem Sinne werden die Freunde der nichteuklidischen
Geometrie auch den neuen funktionentheoretischen Anbang,
den Herr L. Schlesinger zu verfassen die Giite hatte, als
dringend erwiinschten Zuwachs betrachten.

Im iibrigen sei an dieser Stelle noch besonders auf die
umfassende ,,Bibliography of non- euclidean geometry* von
M. Sommerville (London 1911) und den S. 87 angefiihrten
Artikel von M. Zacharias hingewiesen.

Heinrich Liebmann.
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Erstes Kapitel.
Die Beweise des V. euklidischen Postulats.

Das Postulat der Parallelen bei den
griechischen Geometern,

y 1. Euklid [um 300 v. Chr.] nennt zwei in einer Ebene ge-
legene Gerade Parallele, wenn sie, verldngert, einander nicht
treffen [Def. XXIII]Y. Er Leweist [ Prop. XXVII, XXVIII], daB
zwei Gerade, die mit einer ihrer Transversalen gleiche innere
Wechselwinkel oder gleiche korrespondierende Winkel oder auf
derselben Seite innere Winkel bilden, die einander zu zwei
Rechten erginzen, parallel sind. Um dann die Umkehrungen
dieser Sitze zu beweisen, bedient sich Euklid des folgenden
Postulats [V]:

Wenn eine Gerade zwei Gerade trifft und mit ihnen
auf derselben Seiteinnere Winkel bildet, deren Sum-
me kleiner ist als zwel Rechte, so treffen sich die
beiden Geraden, wenn man sie auf dieser Seite ver-
langert.

Die euklidische Parallelentheorie wird dann vervollstindigt
durch die folgenden Lehrsitze:

Gerade Linien, die zu ein und derselben Geraden parallel
sind, sind untereinander parallel [Prop. XXX}

Durch einen gegebenen Punkt kann man eine einzige Gerade
ziehen, die zu einer gegebenen Geraden parallel ist [Prop. XXXI],

Geradenabschnitte, die zwischen gleichen und parallelen Ge-
radenabschnitten liegen, sind gleich und parallel | Prop. XXXIII].

! Bei Angaben des euklidischen Textes werden wir uns immer an
die kritische Ausgabe von J.L.Heiberg (Leipzig 1883, Teubner) halten,
Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl, 1
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2 I. Die Beweise des V. euklidischen Postulats

Aus dem letzten Satz wird die Aquidistanz von zwei Par-
allelen abgeleitet. Zn den wichtigsten Folgerungen aus dieser
Theorie gehort der bekannte Lehrsatz von der Winkelsumme
im Dreieck und die Eigenschaften der #hnlicher Figuren.

§ 2. Schon die &ltesten Erklirer des euklidischen Textes
meinten, daf das V. Postulat nicht hinreichend selbstverstind-
lich sei, um es ohpe Beweis hinzunehmen, weshalb sie ver-
suchten, es als Folgerung aus anderen Sitzen abzuleiten.

Proclus [410—485] tberliefert uns in seiner Erklarung
zum ersten Buch Euklids! wertvolle Nachrichten iiber die
ersten in dieser Hinsicht gemachten Versuche. Ir berichtet
z. B, daB Posidonius [im L Jahrh. v. Chr.] vorgeschlagen
hatte, zwei Gerade in einer Ebene parallel zu nennen, wenn
sie gleichen Abstand haben. Diese Definition und die von
Euklid entsprechen also zwei Tatsachen, die sich getrennt
voriinden konnen, und Proclus S, 177] fihrt, wobei er auf
eine Abhandlung von Geminos (1. Jabrh. v. Chr.] verweist, in
dieser Beziehung die Beispiele der Hyperbel und der Con-
choide an und ibr Verhalten in bezug auf die entsprechenden
Asymptoten, um zu zeigen, dafl Linien im euklidischen Sinne
parallel sein konnen, d. h,, daB diese Linien ins Unendliche
verlingert, einander nicht treffen, und trotzdem nicht parallel
im Sinne von Posidonius, d. h. nicht dquidistant sind.

Diese Tatsache wird von Geminus — immer nach Angabe
des Proclus — als die widersinnigste [mopedoEétatov] der
ganzen Geometrie bezeichnet.

Weiter lebnt Proclus [S. 364] ab, es unter die Forderungen
zu rechnen; er erwihnt zur Unterstiitzung dieser seiner Ansicht
die Tatsache, daf seine Umkehrung [,,Die Summe zweier
Winkel eines Dreiecks ist kleiner als zwei Rechte*]
ein von Euklid bewiesener Lehrsatz ist [Prop. XVII], und es

i Den Text des Proclus entnehmen wir aus G. Friedleins Aus-
gabe: Procli Diadochi in primum Euclidis elementorum librum Commen-
tarii. Leipzig 1873, Teubner, ’
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Bericht des Proclus 3

schien ihm unmoglich, daB ein Satz, dessen Umkehrung be-
weisbar ist, seinerseits unbeweisbar sein sollte.

Er warnt auch vor miSbrinchlichen Berufungen auf die Selbst-
verstindlichkeit und besteht auf der Moglichkeit, daf es asym-
piotische Gerade geben kann [p. 191—1 9z].

Ptolemius [IL Jahrh, n. Chr.], immer nach Angabe des
Proclus [p. 362-——3635], suchte die Frage mit folgender selt-
samen Erwidgung zu lsen.

Seien (Fig. 1) 4B, CD zwei Parallelen, #'( eine Transver-
sale, o und § die beiden inneren Winkel zur Linken von #'(7
und ¢ und B’ die beiden inne- /
ren Winkel zur Rechten. Dies /
festgesetzt, wird die Summe o +-8 A /?’“ B
entweder groferoder kleineroder a/“
gleich zwei Rechten sein. Man

A.
G

~gibt zu*, daf, wenn fir ein € A
Paar von Parallelen z. B. der /

erste Fall /
{a+ﬁ>2Rechte] /

Fig, 1.

gilt, er gleichfalls eintritt fir jedes andere Paar. Da weiter die
Geraden /7B, G einander parallel sind, weil die Geraden
#.4, G C parallel sind, so folgt aus:

® 4B > 2 Rechte: o'+ B’ > 2 Rechte.

Es wiirde folgen o - B + o'+ B> 4 Rechte, was offenbar wider-
sinnig ist. Demnach kann nicht g + B > 2 Rechte sein. In
derselben Art beweist man, daB nicht

a -+ B < 2 Rechte

sein kann, also mub o 4 B = 2Rechte sein (Proclus p. 3653).
Aus diesem Ergebnis entnimmt man leicht das euklidische
Postulat,
§ 3. Nachdem Proclus [p. 371] die Betrachtung des Ptole-
maus beurteilt hat, sucht er dasselbe Ziel auf anderem Wege
1 *
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4 I. Die Beweise des V. euklidischen Postulats

zu erreichen. Der Beweis des Proclus beruht auf folgendem
Satz, den er als selbstverstindlich annimmt. Der Abstand
zwischen zwei auf zwei einander schneidenden Ge-
raden gelegenen Punkten kann beliebig groB gemacht
werden, wenn man die beiden Geraden hinreichend
verlingert.! Hieraus leitet er den Hilfssatz ab:

Eine Gerade, die eine von zwei Parallelen trifft,
trifft notwendig auch die andere.

Proclus schlieBt so: Seien (Fig. 2) 48, CD zwei Parallele
und Z'G eine Transversale, die in 7 die erste trifft. Der Ab-
stand eines verinderlichen Punktes auf dem Strahl #'G von der
Geraden 47 wichst iiber alle Grenzen, wenn der Punkt sich
IR o unbegrenzt von # entfernt:

S 12

A o B und da der Abstand
—

G von zwei Parallelen

: endlich ist, so wird die

c - T Gerade £G die Gerade C7)
Fig. =. notwendig treffen miissen.

Proclus fihrte also die Annahme ein, daf der Abstand von

zwei Parallelen endlich bleibt, eine Annahme, aus der logisch
die des Euklid folgt.

§ 4. DaB das Postulat des Euklid Gegenstand von Dis-
kussionen und Untersuchungen bei den Griechen war, ergibt
sich auch aus der folgenden widersinnigen Betrachtung, mit der
man, nach Angabe des Proclus [p. 369], zu beweisen vorgab,
dafl zwei von einer dritten geschnittene Gerade sich nicht treffen,
auch wenn die Summe der inneren Winkel auf derselben Seite
kleiner ist als zwei rechte Winkel.

Sei (Fig. 3) 4 C eine Transversale der beiden Geraden A5,
CD und £ der Mittelpunkt von 4 C. Auf derjenigen Seite von

! Dieser als selbstverstindlich angenommene Satz wird von Proclus
mit der Autoritit des Aristoteles gestiitzt. Vgl. De Coelo, I, 5. Ein
strenger Beweis des genannten Satzes wurde vom Pater G, Saccheri
gegeben. Vgl Kap. 11, § 11.
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Beweisversuch des Proclus 5

AC, wo die Summe der inneren Winkel kleiner ist als zwei
Rechte, werden auf 42 und CD die Abschnitte AF und CG
gleich A4 Z'abgetragen. Die beiden Geraden 4 7 und €D kénnen
sich nicht treffen zwischen den Punkten 4/ und CG, weil im
Dreieck jede Seite kleiner ist als die Summe der beiden anderen.

Nachdem man dann die Punkte £, G verbunden hat, wieder-

hole man von #G an die vorhergehende Konstruktion, d. h. man
bestimme auf 48 und CD die beiden Abschnitte #& und GL,
beide gleich der Hilfte von #'(G. )
Die beiden Geraden 47, CD A v
werden sich nicht zwischen den T
Punkten #, K und @, L treffen
konnen, Und da dieses Ver-
fahren unbeschrinkt wiederholt
werden kann, wollte man schlie- G
Ben, daB die beiden Geraden
AZB, CD sich niemals treffen,

Der Grundfehler der Betrach-
tung beruht auf dem Gebrauch des Unendlichen, da doch die
Abschnitte 47, X durch fortwihrende Abnahme nach Null
streben konnten, wihrend ikre Summe endiich ist. Der Er-
finder dieses Widerspruchs hat von demselben Grundsatz Ge-
brauch gemacht, mit dem Zeno [495—435 v. Chr.] zu be-
weisen behauptete, daB Achilles die Schildkrote nicht er-
reichen wiirde, auch wenn er sich mit doppelt so groBer Ge-
schwindigkeit als sie bewegte.

Dies ist unter anderer Form Proclus bekannt [p. 369—370],
wenn er ndmlich sagt, daB so nur bewiesen wird, daB man mit
dem angegebenen Verfahren den Schnittpunkt nicht erreichen
[bestimmen: opiZev] kann, nicht, daB er nicht vorhanden ist.

Proclus bemerkt iberdies, daB, ,,da die Summe von zwei
Winkeln im Dreieck kleiner ist als zwei Rechte [Euklid. XVII],
es Gerade gibt, die von einer dritten geschnitten sich auf der
Seite treffen, wo die Summe der inneren Winkel kleiner ist als

E H

I 8
|

Fig. 3.

http:/Amww.dmg-lib.de



6 I. Die Beweise des V. euklidischen Postulats

zwei Rechte; man kann also dem, der behauptet, da fir jeden
Unterschied zwischen genannter Summe und zwei Rechten Win-
keln die beiden Geraden sich nicht trefien, antworten, daB bei
kieineren Unterschieden die Geraden sich treffent.

»Aber wenn es fiir irgendwelche Paare von Geraden, die
mit einer dritten auf derselben Seite innere Winkel bilden,
deren Summe kleiner ist als zwei Rechte, einen Schnittpunkt
gibt, so muB noch nachgesehen werden, ob dies fir alle Paare
eintritt. Alsdann kénne man feststellen, daB es einen
bestimmten Unterschied [von zwei rechten Winkeln| gibt,
fir den sie [die Geraden] sich nicht treffen, wahrend
sich dagegen alle andern treffen, fiir die dieser Un-
terschied groBer sei [Proclus, p. 371]. Aus dem Folgen-
den wird sich ergeben, daf die hier von Proclus aufgeworfene
Frage nur in dem Fall berecl:tigt ist, wo der Abschnitt 4 C der
Transversale unverindert bleilt [Fig. 3]. wihrend die beiden
Geraden des Paares bei der Drehung um die Punkte 4 und C
ihren Winkelunterschied dndern.

3 5. Ein anderer sehr alter Beweis des V. Postulats, der
im arabischen Kommentar des Al-Nirizi! [1X. Jahrh.] wieder-
gegeben ist, und zu uns auch durch die lateinische Ubersetzung
des Gherardo da Cremona? [XH. Jahrh,] gelangt ist, wird
Aganis® zugeschrieben.

Der Teil dieses Kommentars, der sich auf die Definitionen,
Postulate und Axiome bezieht, enthilt hiufige Verweise auf den

P CE RO, Besthorn J. L. Heiberg, Codex Leidensis 399, 1.
Euclidis Elementa ex interpretatione Al-Hadschdschadsch cum commen-
tariis Al-Narizii. Copenhague 1893-—97, F. Hegel.

* Cf. M. Curtze, Anaritii in decem libros priores Elementorum
Euclidis Commentarii. Ex interpretatione Gherardi Cremonensis in co-
dice Cracoviensi 569 servata. Leipzig 1899, Teubner.

® Aganis wird von Curtze und Heiberg mit Geminus identifi-
ziert. P. Tannery dagegen verwirft diese Identifizierung. Cf. Tannery,
Le philosophe Aganis est-il identique a Germinus® Bibliotheca Math.
(3% 2, p. 9—11 (1901).
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Aquidistante Gierade 7

Namen Sambelichius, der leicht zu identifizieren ist mit
Simplicius, dem beriihmten Erklirer des Aristoteles, der
ira VL. Jahrhundert lebte. Simplicius habe also eine Ein-
fihrung geschrieben zum 1. Buch des Euklid, worin er Ge-
danken aussprach dhnlich denen des Geminus und Posido-
nius, indem er behauptete, dal das V. Postulat nicht selbst-
verstandlich ist, und den Beweis seines Genossen Aganis
wiedergab.

Dieser Beweis wird gegriindet auf die Annahme, dab es iqui-
distante Gerade gibt, Gerade, die Aganis wie schon Posido-
nius Parallele nennt. Aus dieser Anunahme leitet er ab, daB
der kleinste Abstand von zwei Parallelen eine Strecke senkrecht
zu beiden Geraden ist; daB zwei Gerade, die zu einer dritten
senkrecht sind, untereinander parallel sind; daB zwei Parallele,
die von einer dritten geschnitten werden, auf derselben Seite
innere Winkel bilden, welche sich zu zwei Rechten erginzen
und umgekehrt.

Diese Sitze sind so einfach abzuleiten, daB wir tiber die Be-
weise des Aganis nicht zu berichten brauchen. Nachdem wir
erwihnt haben, dal} aus ihnen die Sitze XXX und XXXIII bei
Enklid folgen [cf. p. 1], wollen wir angeben, wie Aganis den
Schnittpunkt von zwei nicht 4quidistanten Geraden konstruiert.

Seien (I'ig. 4) 47, GD zwei Gerade, die von der Trans-
versale £ 7 geschnitten werden, sodaB die Summe der inneren
Winkel A£Z und EZD kleiner ist als zwei Rechte. Ohne
irgend etwas von der Allgemeinheit der Figur aufzuheben, kann
man voraussetzen, dal <17 4 £Z ein Rechter ist,

Man nehme dann auf Z2 einen willkiirlichen Punkt 7 an,
von dem aus man 7'Z senkrecht zu ZZ zieht; dann teile man,
durch den Punkt P, den Abschnitt ZZ in zwei gleiche Teile,
sodann, durch den Punkt /7, den Abschnitt PZ in zwei gleiche
Teile usw., bis einer der Mittelpunkte 2, 7. .. auf den Ab-
schnitt L Z fillt, Wenn dies z. B. der Punkt &/ ist, so ziehe
man in M die Gerade senkrecht zu ZZ, die ZD in N treffen
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8 I. Die Beweise des V. cuklidischen Postulats

wird. Man konstruiere schlieBlich auf Z72 den Abschnitt Z ¢,
der von ZX das gleiche Vielfache ist, wie Z X von ZM. In
unserem Fall ist ZC = 4 - ZV. Der so erhaltene Punkt
ist der Schnittpunkt der beiden Geraden A% und GD.

Um das zu zeigen, miifte man beweisen, daB die aufein-
anderfolgenden gleichen Abschnitte ZN, VS . . . der Geraden
ZD gleiche Projektionen auf ZZ haben. Wir werden nicht bei
diesem Umstand verweilen, weil wir darauf spiter zuriickkommen
miissen [p. 11]. Ubrigens wird der Beweis durch die Figur des
Aganis selbst nahe gelegt.

¢ P
A \
~ R H
ST N
y
\\
B P L M AN
B G
Fig. 4.

Enthiillen wir das Charakteristische der vorhergehenden Kon-
struktion: sie beruht (implizite) auf dem Gebrauch des soge-
nannten Archimedischen Postulates, das notwendig ist
zur Bestimmung des Segments 477, eines Bruchteils von £,
der zugleich kleiner ist als 2 7.

Das Parallelenpostulat bei den Arabern.

§ 6. Die Araber, die Nachfolger der Griechen in der mathe-
matischen Vorherrschaft, beschiftigten sich wie diese mit dem
V. Postulat. Einige aber iibernahmen ohne weiteres die Ge-
danken und die Beweise ihrer Meister, wie z. B. Al-Nirizi
[1X. Jahrh.], dessen Erklirung zu den Definitionen, Postulaten
und Axiomen des I. Buches der Einfithrung zu den ,,Ele-
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Nasir- Eddins Beweis o)

menten* nachgebildet ist, die wir Simplicius verdanken
und dessen Beweis der V. Euklidischen Annahme der
oben [§ 5] erwihnte des Aganis ist.

Andere trugen ihren personlichen Anteil bei zu der Frage.
Nasir-Eddin [1201—1274] z. B. bewies zwar das V. Po-
stulat, indem er das von Aganis befolgte Kriterium beniitzt,
verdient aber doch erwihnt zu werden wegen der originellen
Fassung, daB er ausdriicklich den Lehrsatz {iber die Summe
der Winkel eines Dreiecks vorausschickt, und wegen der er-
schopfenden Form seiner Beweisfilhrung. !

Folgendes ist der Hauptteil der Annahme, die er macht:
Wenn von zweil Geraden » und s die eine senkrecht,
die andere schrig steht zur Strecke 45, so sind die
Abschnitte der von s auf » gefillten Lote kleiner als
AL auf der Seite, wo 48 mit s einen spitzen Winkel
bildet, und groBler auf der Seite, wo 45 mit s einen
stumpfen Winkel bildet. Is folgt unmittelbar, daB, wenn
zwei gleiche Abschnitte 458, A" A" auf dieselbe Seite fallen und
senkrecht zur Geraden B2 sind, die Gerade AA’ ihrerseits
auf den gegebenen Abschnitten senkrecht stehen wird. Uber-
dies wird man haben: 4.1" = B /', will sagen, die Figur 44’ B’ R
ist ein Viereck mit rechten Winkeln und gleichen gegeniiber-
liegenden Seiten, d. h. ein Rechteck.

Aus diesem Ergebnis entnimmt Nasir-Eddin leicht, da8
die Summe der Winkel im Dreieck zwei Rechten gleich ist. Fiir
das rechtwinklige Dreieck ist die Sache offenkundig, da es die
Hilfte eines Rechtecks ist; fiir ein beliebiges Dreieck erhilt
man das Iirgebnis durch Zerlegung des Dreiecks in zwei recht-
winklige Dreiecke.

Dies angenommen zeigen wir hier kurz, wie der arabische
Geometer das euklidische Postulat beweist [vgl. Aganis]:

! Vgl. Euclidis elementorum libri XII studii Nassiredini. Roma 1594.
Dieses in arabischer Sprache geschriebene Werk wurde nachgedruckt
1657, 1801, Es gibt keine Ubersetzung in eine andere Sprache.
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io I. Die Bewcise des V. euklidischen Postulats

Seien (Fig. 5) .12, CL zwei Strahlen, der cine schrig, der
andere senkrecht zur Geraden A4 (. Auf A7 nehme man den
Abschnitt 477 an, und von // fille man das Lot ZF’ auf A C.
Wenn der Punkt /' in C fillt oder auf die Seite, welche .4
gegeniberliegt hinsichtlich (', treffen sich die beiden Strahlen
AR, CD ohne weiteres, Wenn sodann A’ zwischen .4 und ¢
falit, ziehe man die Strecke I Z senkrecht zu .1 ('und gleich 77/,
B o Dann wird nach dem oben Gesagten

sein: /L = AH'. Anschliebend an .1/
M nehme man 4 A” gleich AH und von A

(D falle man das Lot A" auf A . Da KA~
1 grofer als AH' ist, bilde man L' K’
L B L H'H and man verbinde 47 mit 7. Da
die beiden Vierecke K"/ H /', H' AL I
T alle beide Rechtecke sind, so liegen die
) drei Punkte L7, //, /. in gerader Linie.
Es folgt: <57 L'H K = 97 A H L und folg-
lich die Gleichheit der beiden Dreiecke AL, H71'K. Da-
her: L'H = H/ und wegen der Eigenschaft der Rechtecke:
K H == H' A

Man nehme jetzt A"/ gleich mit und anschliefend an 7/ 4]
und von A fille man /3" senkrecht auf 4 (. Durch eine der
eben entwickelten gleiche Beweisfiihrung zeigt man:

MK =K H = I
Nachdem dies erste Ergebnis erhalten ist, nehme man ein

Vielfaches von A4, das groBer ist als .1C (Postulat des
Archimedes). Es sei z. B.

AQ = q - A1 > 4.

Dann konstruiere man auf .12 die Strecke .10 == 4 - A4 und
von O falle man das Lot auf .1 C. Dieses Lot wird offenbar O ¢
sein. Dann wird im rechtwinkligen Dreieck 4 (0’ O die Gerade
CD, die senkrecht steht auf der Kathete (.1, da sie die andere
Kathete nicht treffen kann, notwendig die Hypotennse 0 treffen.
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Italienische Mathematiker 11

Hierdurch ist erwiesen, daB zwei Gerade A& und CD, von
denen die eine senkrecht, die andere schrig steht zur Trans-
versale 4 C, einander treffen. Mit anderen Worten, das eukli-
dische Postulat ist fiir den Fall bewiesen, wo einer der
inneren Winkel ein rechter ist. Nasir- Eddin macht dann Ge-
brauch vom ILehrsatz iiber die Winkelsumme im Dreieck und
fiihrt so den allgemeinen Fall auf diesen besonderen zuriick. Wir
wollen die Beweisfiihrung nicht wiedergeben, weil wir im fol-
genden iiber eine gleiche berichten werden missen.?!

Das Parallelenpostulat wihrend der Renaissance und des
achtzehnten Jahrhunderts.

§ 7. Sowohl die ersten Ubersetzungen der ,,Elemente, die
im XII. und XI1IL. Jahrhundert nach den arabischen Texten ge-
macht sind, als die spdteren, die nach den griechischen Texten
am Ende des XV. und in der ersten Hitte des XVI. zusammen-
gestellt sind, geben im allzemeinen keine kritische Anmerkung
zum V, Postulat. Die Kritik eutsteht neu nach 1550, beson-~

9

ders durch Ansto des Kommentars von Proclus.? Um sie
besser verfolgen zu konnen, fihren wir kurz die Ansichten der
angeschensten Erklarer im XVI. und XVIL Jahrhundert an.

E. Commandino [1509—13575] fiigtin die euklidische De-
finition der Parallelen ohne Rechtfertigung den Begriff der

! Der Beweis des Nasir-Eddin fiir das V. Postulat wird von
dem englischen Geometer J. Wallis ausfihrlich im zweiten Band seiner
Werke wiedergegeben (vgl. die Anmerkung S. 15) und auch von G. Ca-
stillon in einer Schrift, die in den Mém. de I’Académie Royale de
Sciences et Belles-lettres in Berlin T. X VIII, p. 175—183 (1788—1789)
verdffentlicht ist. AuBer ihnen erwibnen den Beweis G. S. Kliigel
(vgl. die Anm. zu § 18), J. Hoffmann (Kritik der Parallelentheorie, Jena
1807), V. Flaunti (Nuova dimostrazione del postulato quinto, Napoli
1818) und andere.

* Der Kommentar des Proclus wurde zum erstenmal in Basel
(1533) im Urtext gedruckt, dann in Padua (1560) in der lateinischen
Bearbeitung von Barozzi.
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12 I. Die Beweisc des V. euklidischen Postulais

Aquidistanz ein; hinsichtlich des V. Postulats gibt er die An-
sicht und den Beweis des Proclus wieder. !

C.'Clavio [1537—1612] gibt in seiner lateinischen Uber-
setzung des euklidischen Textes® die Kritik und den Beweis
des Proclus wieder. Er trigt dann cinen neuen Beweis der
euklidischen Annahme vor, der sich auf den Lehrsatz stiitzt:
nDie Linie gleichen Abstands von einer Geraden ist
cine Gerade, den er durch analoge Beweisfithrung zu recht-
fertigen sucht. Der Beweis des Clavius hat viel Berithrungs-
punkte mit dem des Nasir-Eddin.

P. A. Cataldi [?—1626] ist der erste moderne Geometer,
der eine ausschlieflich der Parallelenfrage gewidmete Arbeit
veroflentlicht hat.® Cataldi geht vom Begriff der dquidistanten
und nichtiquidistanten Geraden aus, aber um die wirkliche
Existenz von dquidistanten Geraden zu beweisen, geht er zuriick
auf die Annahme, ,,daB nicht iquidistante Gerade in
einer Richtung sich nihern und nach der anderen
auseinandergehen® [vgl. Nasir-Eddin].*

G. A. Borelli [1608--1679] nimmt bei dem Versuch es zu
rechtfertigen das folgende Axiom an [XIV]: ,Wenn eine
Strecke seitwirtsin derselben Ebeneso eineranderen
Geraden entlang hinbewegt wird, daB sie diese immer
mit dem einen Endpunkt beriihrt und wihrend ihrer
ganzen Bewegung auf ihr senkrecht steht, so wird ihr
anderer Endpunkt bei ihrer Bewegung eine gerade
Linie beschreiben.«

Er beweist in der Folge, daB zwei zu einer dritten senkrechte

! Elementorum libri XV. Pesaro 1572,

* Euclidis elementorum libri XV. Rom 1574.

3 Operetta della linee rette equidistanti, ¢t non equidistanti, Bologna
1603.

¢ Weitere Bemerkungen iiber den Gegenstand wurden gemacht von
Cataldi in Aggiunta all’ operetta delle linee rette equidistanti et nom
equidistanti. Bologna 1604.
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Vitales Beweisversuch 13

Gerade dquidistant sind, und erklirt die Parallelen als iqui-
distante Gerade. Es folgt die Theorie der Parallelen.!

§ 8. Giordano Vitale [1633-—1711], der wieder ankniipft
an den von Posidonius aufgestellten Begriff der Aquidistanz,
erkennt mit Proclus die Notwendigkeit, zu widerlegen, daB
die Parallelen Euklids ein asymptotisches Verhalten zeigen
kénuen. Zu diesem Zweck definiert er als parallel zwei dqui-
distante Gerade, und sucht zu beweisen, daB der Ort der von
einer Geraden dquidistanten Punkte eine Gerade ist.?

Der Beweis beruht wesentlich auf diesem Hilfssatz: Wenn
zwischen den auf irgend einer Kurve, deren Hohl-
seite gegen /A liegt, angenommenen Punkten 4, C die
Gerade AC gezogen wird, und wenn von den unend-
lich vielen Punkten des Bogens 4C Lote auf eine Ge-
rade gefillt werden, so behaupte ich, es sei unmog-
lich, daB diese Lote untereinander gleich sind.

- Die ,,eine Gerade“,‘von der in dem Satz die Rede ist, ist
nicht eine beliebige Gerade der Ebene, sondern eine in fol-
gender Weise konstruierte Gerade G F

(Fig. 6): Vom Punkte B des Bo-
gens A ( fille man D senkrecht

B
auf die Sehne 4 ('; dann errichte 2
man .4 G in 4 ebenfalls senkrecht :N b C
zu AC; endlich nehme man zwei Fig. 6.

gleiche Abschnitte 4G und DF auf den konstruierten Loten
und verbinde die Endpunkte G, 7. GF ist die Gerade, welche
Giordano bei seinem Beweis betrachtet; eine Gerade, in be-
zug anf die der Bogen 4B sicher keine iquidistante Linie ist.

Aber wo der Verfasser beweisen will, daB der Ort der von
einer Geraden gleich weit abstehenden Punkte auch eine Ge-
rade ist, wendet er den vorstehenden Hilfssatz auf eine Figur

} Borelli, Euclides restitutus. Pisa 1658.
* Giordano Vitale, Euclide restituto overo gli antichi elementi
geometrici ristaurati, e facilitati. Libri XV. Roma 1680.
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14 I. Die Beweise des V. euklidischen Postulats

an, in der die Beziehungen nicht verwirklicht sind, die zwischen
dem Bogen 47 C und der Geraden (7 7 bestehen, weshalb die
Folgerungen, die er iiber die Existenz aquidistanter Geraden
ziebt, in der Tat nicht erlaubt sind.

In dieser Hinsicht bildet der Beweis des Giordano keinen
Fortschritt gegen die friiheren; ferner enthilt er einen sehr be-
kannten Satz, dessen Bedeutung in der Folge zu weiterer Ent-
wicklung gelangen wird.

ls sei (Fig. 7) AR CL) ein Viereck mit den rechten Winkeln
Aund % und mit den gleichen Seiten 47 und B ('; es sei iiber-
D et & dies /7K ein Lot, das von einem Punkt H der
Strecke D (" auf die Grundlinie A2 des Vier-
ecks gefillt jst. Giordano beweist: 1. DaB
die Winkel 2), € gleich sind, 2. daB, wofern
die Strecke Z A der Strecke 4D gleich ist,
die zwei Winkel D, " rechte sind und ('
dquidistant zu 48 ist.

Mit diesem Lehrsatz fithrt Giordano die Frage der gni-
distanten Geraden darauf zuriick, die Existenz eines Punktes
4 auf D C zu beweisen, dessen Abstand von 127 den beiden
Strecken AD, CR gleich ist. Dies erscheint uns als eines der
bemerkenswertesten Ergebnisse, das bis zu jenem Zeitpunkt
iber die Parallelenlehre erhalten worden ist.!

§ 9. J. Wallis[1616-—1703 | gab den Begriff der Aquidistanz
auf, der ohne Erfolg von den vorausgehenden Geometern aus-
gebeutet war, und gab einen neuen Beweis des V. Postulats,
der sich griindet auf den allgemeinen Satz: Zu jeder Figur
gibt es cine dhnliche von willkiirlicher GroBe. Hier

A X B
Fig. 7.

e

geben wir kurz an, wie Wallis verfihrt.?

! Vgl. Bonola, Un tcorema di Giordano Viwale da Bitonto sulle
rette equidistanti. Bollettino di Bibliografia et Storia delle Scienze Mat.
{190s).

* Vgl. Wallis, De Postulato Quinto; et Definitione Quinta, Lib. ¢.
Euclidis; dxsceptaho geometrica; in den Opera Math, t. II, p. 669~678
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Postulat von Wallis 15

s seien (Fig. 8) ¢, ¢ zwei Gerade, die in 4 und & von der
Transversale ¢ geschnitten werden; o, B seien die inneren Winkel
auf derselben Seite von ¢, wobei « - B kleiner ist als zwei rechte
Winkel. Zieht man durch 4 die Gerade &', sodab 4 und 4" mit
¢ gleiche korrespondierende Winkel einschlieBen, so ist klar,
daB 4’ in den Nebenwinkel von ¢ fallen wird. Verschieben wir
dann die Gerade & stetig, sodaB 2 die Strecke 4% durch-
lauft und daR der Winkel, den sie
mit ¢ bildet, bestindig gleich 8 b,_‘ b ab ““" b
bleibt, so muB die Gerade 4, bevor { C // \ \
sie die Endlage 4" erreicht, notwen- \\ y
dig 2 treflen. So wird ein Dreieck
4B, (| bestimmt mit den Winkeln in | \
A und 1'3), die entsprechend gleich o ' ,e\ e P\p F\.P\
und § sind. Aber nach Annahme des A B B

Wallis tber die Existenz dhnlicher e 8,

Figuren kann iiber 47 als der A7,

entsprechenden Seite ein Dreieck .42 dhnlich dem Dreieck
A5 (’1 konstruiert werden, was zeigt, daB die Geraden a, & in
einem Punkt zusammentreffen miissen, nimlich in der dritten
Ecke C des Dreiecks AR C. Also usw.

Wallis sucht dann seine besondere Ansicht zu rechtfertigen,
indem er bemerkt, daf Euklid, wenn er die Existenz eines
Kreises von gegebenem Mittelpunkt und gegebenem Halbmesser
fordert [IIL. Postulat], in Wirklichkeit das Prinzip der Ahn-
lichkeit fir die Kreise fordert. Aber so sehr auch die An-
schauung diese Ansicht in giinstigem Sinne unterstiitzt, so bildet

Oxford 1693. Diese Schrift von Wallis enthilt zwei Vorlesungen, die
er an der Universitit Oxford hielt, die eine 1651, die andere 1663.
Darin wird auch der Beweis des Nasir-Eddin wiedergegeben, Der
Beweis des Wallis wurde ins Deutsche iibersetzt von Engel und
Stickel in der ,,Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf GauB«.
S. 21—36. Leipzig 1895, Teubner. Dies Werk wird im folgenden an- ~
gefithrt als: Th. 4. P.

«

http:/Amww.dmg-lib.de



16 I. Die Beweise des V. euklidischen Postulats

doch der Begriff der Gestalt einer Figur unabhingig von der
GroBe eine Annahme, die keineswegs selbstverstindlicher ist.
als jenes euklidische Postulat.

Wir erwdhnen noch, daB Wallis einfacher die Existenz von
Dreiecken mit gleichen Winkeln hitte annehmen kénnen oder,
wie wir in der Folge sehen werden, von nur zwei verschiedenen
Dreiecken mit entsprechend gleichen Winkeln [vgl. § 13].

§ ro. Die kritische Arbeit der vorhergehenden Geometer ge-
niigt, die geschichtliche Entwicklung unserer Frage im XVI.
und XVII, Jahrhundert ins Licht zu setzen, weshalb wir fir
dberfliissigbalten, vonandern bedeutendenForschern zu'sprechen,
wie z. B. Oliviero di Bury [1604], Luca Valerio [1613],
H. Savile [1021], A. Tacquet [1654], A. Arnauld [1667]
waren.! Wir erachten es vielmehr fir nétig, einige Worte iiber
die Stelle zu sagen, welche die euklidische Annahme im
geometrischen Organismus bei den verschiedenen Erklirern der
»Elemente* einnimmt,

In der lateinischen Ausgabe der , Elemente* [1482], die
nach arabischen Texten von Campanus ausgefiihrt wurde
[XIH. Jahrhundest], wird die fragliche Annahme unter die Po-
stulate eingereibt. Gleiches wire zu sagen von der aus dem
Griechischen ins Lateinische gemachten Ubersetzung von B.
Zamberti |1505], von den Ausgaben von Luca Paciolo
[1509},vonN.Tartaglia[1543],vonF.Commandino[1572],
von A. Borelli [1658].

Dagegen enthalt der erste Druck der ,,Elemente* in griechi-
scher Sprache [Basel 1533] die Annahme unter den Axiomen
[Axiom XI]. In der Folge rechnen sie unter die Axiome
F. Candalla [1556], C. Clavio [1574], Giordano Vitale
[1680] und auch Gregory [1703] in seiner klassischen latei-
nischen Ubersetzung der Werke des Euklid.

L Uber den vorliegenden 'Gegenstand vgl. man: Riccardi, Saggio
di una bibliografia Euclidea. Mem. di Bologna 1890, serie 5, T. 1,
p- 27—34.
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Axiom und Postulat 17

Um zu versuchen, sich Rechenschaft zu geben iiber diese
Verschiedenheiten, die mehr als auf die eben genannten Autoren
zuriickgehen auf die von den Griechen iiberlieferten Hand-
schriften, wird es gut sein zu wissen, welche Bedeutung die
letzteren den Wortern ,,Postulat [aitAuore] und ,,Axiome*
|aEwbpara] zuerteilt haben.! Bemerken wir vor allem, daB das
Wort Axiome hier steht, um das zu bezeichnen, was Euklid
in seinem Text ,,Gemeinbegriffe* nennt [kowvoi &vvon].

Bei Proclus sind drei verschiedene Arten der Erklarung
des Unterschieds zwischen Axiomen und Postulaten angegeben.

Die erste Art kniipft an den Unterschied, der zwischen Auf-
gabe und Lehrsatz besteht. Das Postulat unterscheidet sich
vom Axiom wie die Aufgabe sich vom Lehrsatz unter-
scheidet, sagt Proclus. Darunter muB man verstehen, daB das
Postulat die Moglichkeit einer Konstruktion bejaht.

Die zweite Art besteht in der Aussage, daB das Postulat
ein Satz geometrischen Inhalts ist, wihrend das
Axiom ein Satz zugleich geometrischen und arithme-
tischen Inhalts ist.

Die dritte Art endlich, den Unterschied beider Worte zu
verstehen, die Proclus anfiihrt, wird auf die Autoritit des
Aristoteles [382—322] gestitzt. Die Worter Axiom und
Postulat erscheinen bei Aristoteles nicht in ausschlieBlich
mathematischem Sinne gebraucht. Axiom ist das, was an
sich selbst wahr ist, kraft der Bedeutung der Worte, die es
enthalt, Postulat ist das, was zwar ohne Axiom zu sein,
im oben erklirten Sinn, doch ohne Beweis gilt.

! Uber das folgende vgl. Proclus, im Kapitel, das die Uberschrift
Petita et axiomata trigt. Neuerdings hat G. Vailati in einem seiner
Vortrige auf dem dritten MathematikerkongreB (Heidelberg 1904) die
Aufmerksamkeit der Gelehrten wieder auf die Bedeutung dieser Worter
bei den Griechen gelenkt. Vgl.: Intorno al significato della distinzione
tragli assiomi ed i postulati nella geometria greca. Verh. des dritten .
Math.-Kongresses, p. 575—581. Leipzig 1905, Teubner.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie, 2. Aufi. 2
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18 I. Die Beweise des V. euklidischen Postulats

SolchermaBen wird also das Wort Axiom, wie noch besser
aus einem von Aristoteles gebrachten Beispiel hervorgeht
[zieht man Gleiches von Gleichem ab,so sind die Reste
gleich], in einem Sinn gebraucht, der fast genau dem der Ge-
meinbegriffe des Euklid entspricht, wihrend das Wort Po-
stulat bei Aristoteles eine von den beiden oben angefiihrten
verschiedene Bedeutung hat.!

Je nachdem man nun die eine oder die andere dieser Unter-
scheidungen zwischen den beiden Wértern annimmt, wird ein
bestimmter Satz unter den Postulaten oder unter den Axio-
men eingereiht werden konnen. Nimmt man die erste an, so
wiirden unter den fiinf euklidischen Postulaten nach Proclus
nur die drei ersten diesen Namen verdienen, insofern nur in
ihnen gefordert wird, eine Konstruktion machen zu kénnen
|zwei Punkte zu verbinden, eine Gerade zu verlingern, einen
Kreis von willkiirlichem Mittelpunkt und Halbmesser zu be-
schreiben]. Das IV. [die rechten Winkel sind gleich] und das
V. miifiten statt dessen in die Axiome eingereiht werden.

Nimmt man dagegen die zweite oder die dritte Unterscheidung
an, so sind die euklidischen Postulate alle fiinf unter den Postu-
laten aufzuzihlen.

Dadurch ist der Ursprung der Abweichung zwischen den ver-
schiedenen Handschriften leicht erklirlich. Zur Bekriftigung
dieser Erklarung kénnen wir hinzufiigen, in welcher Unsicher~
heit sich die Historiker befinden, wenn sie Euklid die Postu-
late, die Gemeinbegriffe und die Definitionen des ersten

' Vgl Aristoteles, Analytica Posteriora, I, 10, 8 8. Wir wollen
diese ein wenig dunkle Stelle, wo der Philosoph vom Postulat spricht,
vollstindig anfiihren: “Occ uév obv dewkrdt dvra AauBdver altog un
delEag, TudTO &dv uév dokolvra AapBavy @ uwavldvovtt OmoTiBerar.
Kai &miv ody amhidg GméBeotc GANG mpoc éxeivov uévov. ’Eqv o8 ]
undepiag évovong d0Eng A kel évavriug évolong hauBdvy, T adtod
aiteitar. Kai totutw dogéper 1mobeoic kai altnue, éom yop aimmua
0 Omevavriov To0 wavBivovtog TR 6.
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Stellung des V. Postulats 16

Buches zuerteilen. Was die Postulate anbetrifft, so erheben
sich die starksten Zweifel gegen die beiden letzten: die An-
wesenheit der ersten drei stimmt hinreichend mit dem ganzen
Plan des Werkes.!

Laft man, solbst gegen die Autoritat des Geminus und
Proclus, die Annahme zu, daf das IV. und V. Postulat nicht
von Euklid sind, so muBte doch die duflerste Strenge der
»Elemente die spateren Geometer dazu fithren, im SchoB
des Werkes alle ohne Beweis angenommenen Sitze zu suchen.
Nun findet sich der, der uns interessiert, in sehr gedringter
Form aunsgesprochen im Beweis des Satzes XXIX. Hieraus
konnte also der Inhalt des V. Postulats entnommen und zu
den Postulaten der Konstruktion oder zu den Axiomen gefiigt
werden, je nach der Meinung des Abschreibers des Werkes
von Euklid.

Sein natiirlicher Platz wire iibrigens, auch nach der Meinung
von Gregory, nach dem Satz XVII, dessen Umkehrung es
ausspricht.

Wir bemerken schlieBlich, daB, in welcher Weise man auch
die oben aufgeworfene Wortfrage 16st, die moderne Philosophie
der Mathematik im aligemeinen dazu neigt, den Unterschied
zwischen Postulat und Axiom, wie er bei der zweiten und dritten
oben erwihnten Erklarungsart angestrebt ist, zu unterdriicken,
weil die Ansicht iiberwiegt, den Grundsitzen der Geometrie
den Charakter von Annahmen zu geben, welche auf die Grund-
lage der Erfahrung gestiitzt sind, wihrend es iiberfliissig er-
scheint, einen Unterschied zu machen zwischen diesen Sitzen
und den Behauptungen, die einfache Folgerungen der gegebenen
Erklarungen sind.

! Vgl. P. Tannery, Sur Pauthenticité des axiomes d’Euclide. —
Bull. Sciences Math. (2) t. VIII, p. 162—175 (1884
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Zweites Kapitel,
Die Vorlaufer der nichteuklidischen Geometrie.

Gerolamo Saccheri [1667—173 3}

§ 11. Das Werk des Paters Gerolamo Saccheri: Zuclides
ab omiti naevo vindicatus.: sive comatus geomelricus quo stabiliuntur
prima ipsa universae Geometrice Principia [Mailand 1733], ist zum
grofiten Teil dem Beweis des V.Postulats gewidmet. Der
Leitgedanke der Untersuchungen des Saccheri findet sich in
seiner ,,Logica demonstrativa™ [T orino 1697] und besteht vor
allem in einer besonderen SchluBweise, die schon von Euklid
gebraucht wurde [Lib. IX, Prop. XII], namlich, ,,auch unter
der Voraussetzung der Annahme, daB der Satz falsch
ist, den man beweisen will, gelangt man gleichwohl
zu dem SchluB, daB er wahr ist«.!

Diesem Gedanken sich anpassend, nimmt der Verfasser als
gegeben an die ersten 26 Sitze bei Euklid und die Annahme
der Falschheit des V. Postulats, und sucht unter den Folge-
rungen aus dieser Annahme irgendeinen Satz, der ihn berech-
tigt, die Wahrheit des Postulats selbst zu bejahen,

Bevor wir die Arbeit Saccheris erliutern, erinnern wir dar-
an, daB Euklid, um seinen 16. Satz zu beweisen [Der AuBen-
winkel im Dreieck ist groBer als jeder der beiden gegeniiber-
liegenden Innenwinkel], versteckt annimmt, daB die Gerade
unendlich ist, indem seine Beweisfiihrung wesentlich beruht
auf der Existenz einer Strecke, die doppelt so groB ist wie eine
gegebene Strecke.

! Vgl. G. Vailati, Di un’ opera dimenticata del P. Gerolamo Sac-
cheri. Rivista Filosofica 1903.
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Saccheris Grundannahmen 21

Uber die Moglichkeit, diese Annahme fallen zu lassen, wer-
den wir in der Folge sprechen: fiir jetzt bemerken wir, daB
Saccheri sie stillschweigend annimmt, denn er macht im Ver-
lauf seines Werkes Gebrauch vom Satz vom AuBienwinkel.

Bemerken wir schlieBlich, daB er sich auch auf das Postu-
lat des Archimedes stiitat und auf die Annahme der
Stetigkeit der Geraden?, um auf alle Figuren eines gege-
benen Typus gewisse Siitze auszudehnen, die als richtig nur
fir eine Figur von diesem Typus bewiesen sind.

§ 12. Die Grundfigur des Saccheri ist das zweirecht-
winklige gleichschenklige Viereck, d. h. das Viereck mit
zwei gegeniiberliegenden gleichen auf der Grundlinie senk-
rechten Seiten. Die Eigenschaften dieser Figur leiten sich aus
folgendem leicht zu beweisendem ersten Hilfssatz ab:

Wenn im Viereck A8 CD mit aufeinanderfolgenden
rechteu Winkeln 4, B die Seiten AD und BC gleich
sind, dann ist auch der Winkel C dem Winkel D gleich
[Satz 1] und wenn die Seiten 4D und B Cungleich sind,
so ist von den beiden Winkeln C und D der gréBere
der, welcher der kleineren Seite anliegt
und umgekehrt. D o] c

Es sei jetzt (Fig. 9) ABCD ein zweirechtwink-

liges [4 = 2 = 1 Rechter]

und gleichischenkliges [42) = 2] Viereck: bei
der euklidischen Annahme sind auch die Winkel A- O ‘B
C', D rechte, so daB durch die Annahme, daB Fig. g

! Diese Hypothese wird von Saccheri in der Form gebraucht: eine
Strecke, die stetig von der Linge a zur Linge & iibergeht, die von
verschieden ist, nimmt wiihrend der Anderung jede belichige zwischen
a und % enthaltene Liinge an., — Gegen die in neueren Untersuchungen
[M. Dehn, s. § 14] verwendeten Pseudogeometrien ohne archimedischeg
Postulat hat P. Mansion vom Standpunkt der Anschauung aus Ver-
wahrung eingelegt (Bruxelles 1905, Ann. Soc. scient. 20 A, p. 200).
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N
&

diese Winkel alle beide stumpf oder spitz sein konnen, das
V. Postulat stillschweigend verneint wird. Saccheri erértert
genau die drei Annahmen hinsichtlich der Winkel C, 2D, die er
entsprechend benannte: Typothese des rechten Winkels
[C==D =1 Rechter], Hypothese des stumpfen Winkels
[C== /D> 1 Rechter],
Hypothese des spitzen Winkels
[ =D <1 Rec hter].

Einerstesbemerkenswertes Ergebnisistdasfolgende: Jenach-
dem im zweirechtwinkligen gleichschenkligen Vier-
eck AZCD die Hypothese des rechten, die des stum-
pien oder die des spitzen Winkels verwirklicht ist,
hat man entsprechend A8 == CL, A48 = CD, 45 < CD
[Satz 1I1]. In der Tat, bei der Hypothese des rechten Win-
kels wird auvs dem vorhergehenden Hilfssatz sofort abgeleitet
Al = CD. Bei der Hypothese des stumplen Winkels
teilt das Lot OO auf der Mitte der Swecke .14 das Haupt-
viereck in zwei gleiche und in O und O rechtwinklige Vier-
ecke.

Da dann 0 - 4, so ist nach dem geuannten Hilfssatz O
= DO, daher 48 > CD. Bei der Hypothese des spitzen
Winkels dndern diese Ungleichheiten den Sinn, daher A2
<7 ('N. Der bewiesene Lehrsatz wird umgekehrt, indem man
per absurdum schlieft [Satz IV].

Wenn in einem einzigen Fall die Hypothese des
rechten Winkels richtig ist, so ist sie in jedem andern
Fall richtig [Satz V]

Essei (Fig.10)im zweirechtwinkligen gleichschenkligen Viereck
ABCD die Hypothese des rechten Winkels verwirklicht.
Nimmt man auf 42 und Z € die Purkte // und A in gleichem
Abstand von 475, so entsteht das Viereck ABKH. Wenn HE
senkrecht ist zu 44 und B K, dann wire auch im neuen Vier-
eck die Hyp. d. rechten W. wahr. Sonst nehme man an, es



Die drei Hypothesen 23

sei < AHK spitz und folglich sein Nebenwinkel <7 DHA
stumpf. Dann wire im Viereck 42K/, zufolge der Hyp. d.
spitzen W., 48 < HK, wihrend im Viereck /K CD, wegen
der Hyp. d. stumpfen W., /K< D (C sein wiirde. Aber diese
beiden Ungleichheiten sind widersprechend, p 1Q
weil 48 = D C ist [Hyp. d. rechten W. ¥ N
in 4 B CD]. Also kann 9T 4 /K nicht spitz

sein; und da man mit derselben Begriin- b C
dung beweisen konnte, dal <7 A/ A nicht H K
stumpf sein kann, so schlieRt man, daB
auch im Viereck AZ2 XA die Hyp. d. A
rechten W, gilt, ‘

Auf den Verlingerungen von 44 und B nehme man die
Punkte A7, /V in gleichem Abstand von der Grundlinie 47 an
(Fig. 10). Ich sage, daB auch im Viereck AZNVM die Hyp.
d. rechten W, gilt. In der Tat, wenn 473/ ein Vielfaches
von AD ist, so ist der Satz unmittelbar klar; sonst nehme man
ein Vielfaches von 4.0, das groBer ist als AM [Post. d. Archi-
medes], und auf den Strahlen 420 ..., BC... die beiden
Abschnitte 427, B @ gleich diesem Vielfachen. Nach dem oben
Gesagten gilt im Viereck 48 Q2 die Hyp. des rechten
W. und folglich gilt dieselbe Hypothese auch im Viereck
ABNM.

Endlich gilt die fragliche Hypothese auch fiir ein Viereck
mit beliebiger Grundlinie, denn man kann in Fig. 10 eine der
auf 4.2 senkrechten Seiten als Grundlinie annehmen.

Bemerkung. Dieser Lehrsatz von Saccheri ist dem We-
sen nach enthalten in dem auf S. 14 angefithrten von Gior-
dano Vitale. In der Tat, es ist in Fig. 7 die Hypothese

DA=HK=CPh
gleich berechtigt mit der andern
D = H= (=1 Rechter.

Aber aus der ersten folgt die Aquidistanz der beiden Geraden

Fig. ro.
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DC, AB', also die Giiltigkeit der Hyp. d. rechten W, in
allen zweirechtwinkligen gleichschenkligen Vierecken, deren
Héhe gleich der Strecke D4 ist. Dieselbe Hypothese gilt dann
auch noch in einem Viereck von beliebiger Hohe, weil man in
ihm die Rollen der beiden Strecken, Grundlinie und Hbéhe,
vertauschen kann.

Wenn in einem einzigen Falle die Hypothese des
stumpfen Winkels richtig ist, dann ist sie in jedem
andern Fall [Satz VI] richtig.

, Wir betrachten (Fig. 11) unser gewohntes

,-D 0 EK' Viereck ABCD, indem wir annehmen, da8
1 die Winkel C, 2 stumpf sind. Nimmt man
H K auf 40 und 7C die Punkte #, X in glei-
chem Abstand von 42 an, so bemerkt
man zuerst, daf die Strecke & X nicht senk-
recht sein kann auf den beiden Seiten A,
£, insofern als im Viereck 4B XA und
folglich im Hauptviereck dann die Hyp. d.
rechten W, verwirklicht sein wiirde. Sei nun angenommen, daf
Winkel K/ A spitz ist, dann wiirde, nach der Hyp. d. spitzen
W., HK > AR sein, wihrend, da in 4BCH die Hyp. d.
stumpfen W. ¢ilt, 45> CD. Es folgt HK > AR > (D,
Bewegt man jetzt die Gerade & stetig, so daB sie senk-
recht bleibt zu der Mittellinie Q0O des Grundvierecks, so
wiirde die von den gegeniiberliegenden Seiten 40 und ZC
eingeschlossene Strecke /A, die in der Anfangslage groBer
als A7 ist, in der Endlage CD kleiner als A5 werden. Auf
Grund des Postulats der Stetigkeit wiirde es dann eine mitt-
lere Lage geben Z'X”, fiir die /'K’ = A B. Folglich wiirde im

A 0 B

Fig. 11.

! In der Tat betrachtet Giordano in seinem Beweis ausdriicklich
die Punkte der Strecke £ C, von denen er zeigt, daf sie von der Grund-
linie 45 des Vierecks gleichen Abstand haben. Weiter ist derselbe
Beweis anwendbar auf alle Punkte der Geraden HC, — Vgl. die oben
(S. 14) angefiihrte Note von Bonola.
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Viereck ABK"H’ die Hyp. d. rechten W. gelten [Satz III],
die nach dem vorhergehenden Lehrsatz in AZCD nicht die
Hyp. d. stumpfen W. bestehen lieBe. Der Beweis gilt auch
noch, wenn die Strecken AH, BK grofer sind als AD, also ist
es unmoglich, daf der Winkel 4HK spitz ist. Also gilt in
ABKH die Hyp. d. stumpfen W. wie in 4ABCD.

Wir gehen jetat iiber zum Beweis des Lehrsatzes fiir ein
Viereck mit beliebiger Grundlinie, z. B. mit der Grundlinie 7 &

Da (Fig. 12) die Winkel X /Z stumpf sind, so wird das Lot
in K auf A7 die Strecke 4/ im Punkte J7 treffen, den stum-
pfen Winkel 437K bildend [Satz vom AuBen- K
winkel]. Dann wird in ABKW nach dem M
ersten Hilfssatz: 48 > K./, Nimmt man
dann auf 47 die Strecke BN = J/ K, so
kann das zweirechtwinklige gleichschenklige
Viereck BK /N konstruiert werden mit dem
stumpfen Winkel J7VZ5, weil er AuBenwinkel
im Dreieck 4V/ist. Dann gilt auch im neuen
Viereck die Hypothese des stumpfen Winkels.

Damit ist der Lehrsatz vollstindig bewiesen.

Wenn in einem einzigen Fall die Hypothese des
spitzen Winkels richtig tst, so ist sie richtig in allen
Fallen. [Satz VIL]

Der Lehrsatz 1Bt sich sofort indirekt beweisen.

§ 13. Aus den letzten Lehrsitzen erhielt Saccheri leicht
eine wichtige Folgerung hinsichtlich der Dreiecke. Je nach-
dem die Hypothese des rechten Winkels, die Hypo-
these des stumpfen Winkels oder die Hypothese des
spitzen Winkels sich in der Wirklichkeit vorfindet,
ist die Winkelsumme im Dreieck entsprechend gleich,
gréfer oder kleiner als zwei Rechte. [Satz IX.]

Sei (Fig. 13) AZC ein bei 7 rechtwinkliges Dreieck. Man
erginze das Viereck, indem man 42 gleich ZC und senkrecht
zu AB zieht und dann D mit C verbindet. Bei der Hyp. d.

AN B
Fig. 12.
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rechten W. sind die beiden Dreiecke A5 (), ACD gleich. da-
her: <L #4C = L DCA. Es folgt unmittelbar, daB im Drei-
eck ABC: 4By < C'= 2 Rechte,
0 C Bei der Hyp. d. stumpfen W, ist, weil
AR > CD: ACE > DAC;
weshalb wir im betrachteten Dreieck haben
werden
Gl d 4+ < B+ <7 C> 2 Rechte.
4 _ B Bei der Hyp. d. spitzen W. folgt, weil
Fig. 13. AB <D ist: I ACB < > DAC, daher in
demselben Dreieck:
A A 0B+ <7 < 2 Rechte,
Der bewiesene Lehrsatz, der leicht auf ein heliebiges Drei-
eck auszudehnen ist durch Zerlegung der Figur in zwei recht-
winklige Dreiecke, wird von Saccheri in Satz XV umgekehrt

mittels eines indirekten Beweisverfahrens.

Eine leichte Folgerung aus diesen Ergebnissen ist der fol-
gende Lehrsatz:

Wenn in einem einzigen Dreieck die Summe der
Winkel gleich, gréfier oder kleiner als zwei rechte
Winkel ist, dann ist in jedem andern Dreieck die ge-
nannte Summe entsprechend gleich, gréoBer oder klei-
ner als zwei rechte Winkel.

Dieser Satz, den Saccheri nicht ausdriicklich ausspricht,
wurde im Fall der ersten und der dritten Hypothese wieder-
gefunden und bekannt gemacht von Legendre, etwa ein Jahr-
hundert spater. Man wird ihn daher Lehrsatz von Saccheri
und nicht Lehrsatz von Legendre nennen miissen, wie es ge-
wohnlich geschieht,

! Diese Ungleichheit wird von Saccheri in seinem VIIL. Satz be-
wiesen und dient als Hilfssatz zu Satz IX. Wir haben den leichten
Beweis ausgelassen, weil er sich sehr oft in ganz clementaren Texten
findet, vor der Parallelentheorie.
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§ 14. Die vorstehenden Sitze iiber das zweirechtwinklige
gleichschenklige Viereck wurden von Saccheri und in der
Folge von andern Geometern bewiesen mit Hilfe des archi-
medischen Postulats und des Prinzips der Stetigkeit.
[Vgl Satz V und VL] Herr M. Dehn? hat ibrigens bewiesen,
daf sie davon unabhingig sind. Wir konnen diesen Umstand
auf elementarem Weg in folgender Weise feststellen.?

Auf der Geraden » (Fig. 14) seien zwei Punkte B, /) fest
angenommen, in ihnen zwei einander gleiche Lote 24, D
errichtet und sodann die beiden Punkte 4 und C mittels der
Geraden s verbunden. Die erhaltene Figur, in der man offen-
bar hat <0 ZAC = TDCA, gt E c
ist fiir unsere Betrachtungen $
grundlegend, und an sie

werden wir uns bestindig
halten. Dies festgesetzt seien

£ und £” zwei Punkte von ¥’ B F D
Fig. 14.

s, der erste zwischen .4 und
(' gelegen, der zweite picht; tberdies seien 7 und #” die
FuBpunkte der von % und %’ auf dic Gerade » gefillten Lote.
Dann gelten die folgenden lehrsitze:
l LFP=AB

oder , so sind die Winkel 2AC,
l E'F = AB '
L7 rechte,

1. Wenn

FFE> A8 l
2. Wenn oder , so sind die Winkel BAC,
LVF < AH')’[
D CA stumpfe.
Vgl. Math. Ann. 53 (1900), S. jo5—439: Die [Legendreschen
Sitze iiber die Winkelsumme im Dreieck.
® Vgl Bonola, I teoremi del Padre Gerolamo Saccheri sulla somma

degli :ungoli di un triangolo e le ricerche di M. Dchn. Rend. Istituto
Lomburdo, serie II, vol. XXXVIIL (1905).
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, FF< AR

3. Wenn | oder '» 80 sind die Winkel BAC

l E'F > AR J

D (C4 spitze.

Wir beweisen den ersten Satz.

Aus der Annahme Z'7 — AR leitet man die folgenden Be-
ziehungen ab:

K BAL = XL FEA; X FEC =< DCOE,
die zusammen mit der grundlegenden Beziehung:
X YBAC = DCA
?A\E C zur Feststellung der Gleichheit
7 : ¥ der beiden Winkel 3 #'%4,
<L FEC fihren. Da sie Neben-

winkel sind, werden sie beide
* rechte sein, und folglich wer-

den die beiden Winkel &= B4C

und < DCA rechte sein.

Dieselbe Betrachtung ist anwendbar bei der Annahme

KF = AB.

Beweisen wir den zweiten Satz (vgl. Fig. 15).

Nehmen wir an erster Stelle an LF > AB. Dann nehmen
wir auf ZF an £/ = A2 und verbinden J mit 4 und C.

Es gelten dann die folgenden Beziehungen:

L BA] =< Fj4A, LDC)/ =X FJC.

Uberdies haben wir nach dem Satz vom Aufienwinkel [Euklid
XVII] auch:

XEJA+ X FJC> X FEA+ L FE(C = 2 Rechte. -
Und da man hat:

L BAC+ L DCA > < BAf 4 L DCY,

F B F D
Fig. 15,

so folgt:
K BAC 4 FLDCA> L FJA 4+ <0 £/C> 2 Rechte.

N
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Sodann erhilt man wegen der Gleichheit der Winkel < BAC,
K DC4: < BAC > 1 Rechter, w.z. b. w.

Nehmen wir zweitens an £'F < AB. Wir verlangern sodann
E'F", bis wir die Strecke #”J) = AR erhalten, und verbinden
/" mit C und A (vgl. Fig. 15).

Es gelten nach demselben SchluBverfahren die folgenden
Beziehungen:

S FJA =5 BAJ; K FJC =X DCT;
LSAE > J)CE; CFJA<F]C.
Setzt man diese Beziehungen zusammen, so folgt ersteus
L BA] <Dl
und hieraus erhalten wir, indem wir gliedweise die vorletste
der vorangegangenen Gleichungen abziehen:
L BAL <X DCE = L BAC.

Aber die beiden Winkel ¢ 2AL", < BAC sind Nebenwinkel,
daher ergibt sich, daf <C BAC stumpf ist, w. z. b w.

In  vollkommen &hnlicher
Weise wird der dritte Lehrsatz
bewiesen, E s

Diese Lehrsatze lassen sich
dann leicht durch indirektes
SchluBiverfahren umkehren.

Wenn im besonderen .1/ und s b r
AV die Mittelpunkte der beiden ¥ F |N
Strecken A C und BD sind, so Fig. 16.

haben wir fir den Abschnitt

MN des gemeinsamen l.otes der beiden Geraden AC, BD
(vgl. Fig. 16): '

wenn: <C £4C = . DC4 = 1 Rechter, dann: N = 4B;
wenn: <€ BAC = L DCA > 1 Rechter, dann: N > 45;
wenn: . BAC = . DCA < 1 Rechter, dann: WN < 4B.
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Auferdem ist leicht zu sehen, daB:
I. wenn: T #4C = L DCA = 1 Rechter, auch:

(X FEA
\ <o)

=1 Rechter;

2. wenn: L FAC = <L DA > 1 Rechter, auch:

[ X EEM
Vs e

| 2 -
sl > 1 Rechter;

3 wenn: CBAC = S DOCA < 1 Rechter, auch:

| SCFEM
| 2"

} < 1 Rechter.

In der Tat gelten im ersten Fall, da die Geraden » und » dqui-
distant sind, die folgenden Beziehungen:

S NMA = T FEM = BAC = 3~ I — 1 Rechier.

Um den zweiten und dritten Fall zu beweisen, geniigt es,
indirekt zu schlieBen, wobei man die oben erhaltenen Ergeb-

nisse sich vergegenwirtigt.

R P
H A M
K B N

Fig. 17.

wenn: <3 BAM =

Sei jetat (Fig. 17) 7 ein nicht
zwischen den Punkten 37 und ¥
gelegener Punkt der Geraden
MV, Sei PR senkrecht zu MV
und R X senkrecht auf B0 in X,
Dies letatere Lot wird A4C in
einem Punkt Z treffen. Dies fest-
gesetat, erlauben die vorausgehen-
den Lehrsitze ohne weiteres zu
behaupten, daB:

1 Rechter, auch:

| X KHM

| & RRP }: 1 Rechter;

wenn: 9 B43 > 1 Rechter, auch:
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wenn: < B43/ < 1 Rechter, auch:

{ <§§§g}?}< 1 Rechter.
Wie man leicht folgert, gelten diese Eigenschaften auch, wenn
der Punkt P zwischen J7 und V fillt.

SchlieBlich sind also die drei letzten Lehrsitze, die offenbar
mit denen von Saccheri iiber die zweirechtwinkligen gleich-
schenkligen Vierecke zusammenfallen, ndmlich: je nachdem
in einem Fall die Hypothese des rechten Winkels,
des stumpfen Winkels oder des spitzen Winkels rich-
tig ist, so ist sie in jedem andern Fall richtig, unab-
hingig vom Postulat des Archimedes bewiesen.

Wollen wir jetzt von den Lebrsitzen tiber die Vierecke iiber-
gehen auf die ILehrsitze iber die Dreiecke, die am Anfang
dieses Paragraphen ausgesprochen sind, so kdnnen wir ohne
weiteres auf die Beweise von Saccheri (vgl. S. 20) verweisen,
weil diese Beweise in der Tat nicht von dem fraglichen Postu-
lat abhéngen. Hiermit ist das Ergebnis erreicht, das wir er-
zielen wollten.

§ 15. Um die Auseinandersetzung des Werkes von Saccheri
kiirzer zu gestalten, losen wir aus den Sitzen XI und XII den
Inhalt des folgenden zweiten Hilfssatzes heraus.

Sei AR C ein in C rechtwinkliges Dreieck, sei A der
Mittelpunkt von 42 und K der FuBpunkt des von 4
auf 4 gefillten Lotes, dann werden wir haben:

4K = KC bei der Hyp. d. rechten W,
AK < KC bei der Hyp. d. stumpfen W,
AK > KC bei der Hyp. d. spitzen W,

Der die Hyp. d. rechten W. betreffende Teil ist unmittel-
bar klar. Bei der Hyp. d. stumpfen W. wird, da die Summe
der Winkel im Viereck groBer ist als vier rechte Winkel:
X AHK < J.HBC. Fillt man dann (Fig. 18) HZ von H
senkrecht auf B(’, so ergeben die Dreiecke 47K, HZB L mit

http:/Amww.dmg-lib.de



32 II. Die Vorliufer der nichteuklidischen (Geometrie
gleichen Hypotenusen kraft der vorstehenden Beziehung die
Ungleichheit AKX < /1. Aber im dreirechtwinkligen Viereck
HKCL ist 57 H stumpf [Hyp. d. stumpfen W.], daher wird:
HL < KC(, also: 4K < KC.

In derselben Art beweist man den dritten Teil des Hilfssatzes.

Dieser Hilfssatz koénate in folgender Weise ausgedehnt wer-
den (vgl. Fig. 19):

Nimmt man auf dem einen Schenkel eines Winkels
mit dem Scheitelpunkt 4 aufeinanderfolgend die glei-
chen Abschnitte A4, 4,4, 434, . .. und konstruijert

b

a K C A A AA

Fig. 18, Fig. 0.

man die entsprechenden Projektionen A4/, Al’_dz’, .42"43'
auf dem zweiten Schenkel des Winkels, so gelten die
folgenden Beziehungen:

Ady = A4 = 4,4 — ... bei der Hyp. d. rechten W,,
44 < A A < A4 <. ., beider Hyp. d. stumpfen W.,
Ad] > 44y > 44 > .. bei der Hyp. d. spitzen W,

Wir beweisen jetzt den Satz (Satz X1, XII):

Bei der Hypothese des rechten Winkels und der
des stumpfen Winkels schneiden sich das Lot und
die zu einer Geraden schrige Gerade.

Es seien (Fig. 20) LP und 4D zwei Gerade, die eine senk-
recht, die andere schrdg zur Geraden .42, und der Winkel
DAP sei spitz, Nachdem auf 4D die gleichen Abschnitte 42,
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Schnittpunktkonstruktion 33

D F| aneinanderschlieBend angenommen sind, fillen wir von
D und £ die Lote D7 und #,.1/, auf die Gerade AP, Kraf:
des vorausgeschickten Hilfssatzes wird man haben:
BYS AR oder AV, = 2 iR,

Sei #,F, eine Strecke gleich mit und anschlieBend an A# und
sei .1/, der FuBipunkt des von 7}, auf .17 gefillten Lotes; dann
haben wir entsprechend:

Adf,

und folglich AM,

2 A7,

2247

NIV

Dies Verfahren kann wiederholt werden, dann nochmals wieder-
holt usw. So wer-
denwireinen Punkt _
F, von AD erhal- Fo_
ten, derart, daB e
seineProjektion.17, v
auf 42F einen Ab- D
schnitt A, be- ] 5
stimmt, der die Be- * B M YW P M,
ziehung erfiillt: Fig. 20,

AV, 5 27 AB.

Aber fiir hinreichend grofies » hat man [Archimedisches

Postulat!] AR > AP

und hieraus A, > AP

Der Punkt 7 liegt also auf der Kathete .17, des rechtwink-
ligen Dreiecks A/, %,. Dann muB das Lot 2L auf AP, da
es die Kathete .1.37, trifft, aber nicht die andere Kathete M, F,.
notwendig die Hypotenuse AF), treffen, d. h. die Gerade AD.

Damit ist der Lehrsatz bewiesen.?

! Das Postulat des Archimedes, von dem hier Gebrauch gemacht
wird, schlieBt hier offenbar versteckt die Unendlichkeit der Geraden ein.

* Die ven Saccheri befolgte Methode, diesen Satz zu beweisen, ist

Bonola-Liebmann, Nichteuklid, Geometrie. 2. Auf. 3
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Hieraus folgert man dann den Satz:

Beider Hypothese des rechten Winkels und bei der
des stumpfen Winkels ist das V. Postulat des Euklid
richtig. [Satz XIIL]

Seien (Fig. 21) A8, CD zwei von der Geraden A geschnit-
tene Gerade. Wir setzen voraus, dab

C\ < BAC £ X ACD < 2 Rechte,

¢ \ dann ist einer der beiden Win-
\\ kel < Z.4¢ und & ACD, 2 B,

\.D der erste, spitz. Von (' fille man

a das Lot "/ auf AB. Im Dreieck
& b+ N w 10O/ wird kraft der gemachten

Pig. 27, Aunahmen:
I A+ < C 4 FHS 2 Rechte,
Aber nach Voraussetzung haben wir noch:
<L BAC 4 T ACD < 2 Rechte.,
Durch Zusammensetzung dieser beiden Beziehungen erhilt man
SLH > S HCD.

Und da der Winkel / ein rechter ist, ergibt sich <z ZCD
als spitzer Winkel. Dann treffen sich krafi der Sitze XI, XII
die Geraden (2 und AR

Dieses Ergebnis gestattet Saccheri zu schlieBen, daB die
Hypothese des stumpfen Winkels falsch ist [Satz XIV].
In der Tat, bei dieser Hypothese gilt das euklidische Po-
stulat [Satz XIIT], und folglich gelten die gewdhnlichen Lehr-

wesentlich identisch mit der des Nasir-Eddin. Nasir-Eddin aber
betrachtet die Hyp. d. rechten W., da er schon vorher bewiesen hat,
daB die Summe der Winkel im Dreieck zwei rechten Winkeln gleich
ist. — Angebrachtermafien bemerken wir, daB Saccheri das Werk des
arabischen Gecometers gekannt und kritisiert hat.

! Auch dieser Beweis befindet sich im Werk des Nasir-Eddin,
wodurch Saccheri offenbar zu seinen Untersuchungen veranlafit wurde.

http://Amww.dmg-lib.de



Die zweite Hypothese widerlegt 35

sdtze, die aus diesem Postulat folgen, Aber dann ist im Fun-
damentalviereck die Summe der Winkel gleich vier rechten
Winkeln, d.h. die Hypothese des rechten Winkels ist
richtig?

§ 16. Da Saccheri beweisen will, daB das V. Postulat
ganz unabhdngig gilt, so riistet er sich, auch ‘die Hyp. d.
spitzen W, zu zerstoren. 5

B

Zuerst ist die Bemerkung ange- n w/f,?
bracht, daB es bei dieser Hypo- ome—" /,/ :
these ¢in Lot und eine zu der- o ‘
selben Geradenschrige Gerade / t
gibt, die sich nicht treffen [Satz = !
XVII|. Um sie zu kenstruieren, ziehe = Fig. 20, g

man (Fig. 22) von der Ecke B des
in C rechtwinkligen Dreiecks AZC die Gerade B0, so daB

X ABD = < BAC

ist. Dann ist bei der Hyp. d. spitzen W. der Winkel CBD
spitz und die beiden Geraden (.4 und 22, die sich nicht
treffen [Euklid, XXVII], sind die eine schrig, die andere
senkrecht zu 425,

Von hier ab werden wir ausschlielich die Hyp. d. spitzen
W. betrachten.

Seien (Fig. 23) @, 5 zwei einander nicht schneidende Gerade
in derselben Ebene. Von den Punkten Ay, 4y von a fille man
die Lote A, B, 4,8, auf 6. Die Winkel 9C 4, und < 4, des
erhaltenen Vierecks konnen sein: 1. der eine ein rechter und
der andere spitz; 2. alle beide spitz; 3. der eine spitz und der

! Es ist angebracht zu bemerken, daf Saccheri bei diesem Beweis
von einem besonderen SchluBverfahren Gebrauch macht, von dem wir
in § 1T sprachen. In der Tat: auch bei der Annahme, daB die
Hyp. d. stumpfen W. wahr ist, gelangt man zum SchluB, daB
die Hyp. d. rechten W. wahr ist. Das ist eine charakteristische
Form, die in diesem Fall das gewdhnliche indirekte SchluBverfahren an-
nehmen kann.

3*
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30 11. Die Vorliufer der nichteuklidischen Geometrie

andere stumpi, Im ersten Fall existiert ohne weiteres das ge-
meinsame Lot der beiden Geraden ¢ und 4. Im zweiten Fall
beweist man die Existenz des gemeinsamen Lotes durch cinen
StetigkeitsschluB [Saccheri, Satz XXII]. In der Tat, wenn
man die Gerade .I 7, stetig bewegt, indem man sie immer
senkrecht zu 7 bleiben 14Bt, bis man sie nach 4,8, bringt, so
wichst der Winkel < 5 A 4y, der in
¢ der Anfangslage spitz ist, bis er stumpf
wird: es folgt die Existenz einer mitt-
leren Lage A8, bei der der Winkel
<7 B, ein rechter ist. Dann ist AR
4 das gemeinsame Lot der beiden Ge-

A, A A

B, B P

raden a, b.

Fig. 25 Im dritten Fall haben die beiden
Geraden a, b entweder kein gemeinsames Lot, oder, wenn

das Lot existiert, fallt es nicht zwischen 7Z, und Z,.
Wenn als Hypothese die Existenz von zwei in derselben
Ebene gelegenen einander nicht schneidenden Geraden ohne
gemeinsames Lot gegeben ist, so beweist Saccheri, dab solche
. Gerade sich immer mehr nihern [Satz XXIII], und daf ibr Ab-
stand schlieBlich kleiner wird als eine beliebig kleine Strecke
[Satz XXV]. Mit andern Worten, gibt es zwei Gerade in einer
Ebene, die sich nicht schuneiden und kein gemcinsames Lot
haben, so miissen sie sich asymptotisch zueinander verhalten.!
§ 17. An dieser Stelle versucht Saccheri ein Schlufiver-
fahren, wobei er sich mehr als auf die Logik, auf die Anschau-
ung und den Glauben an die Giiltigkeit des V. Postulats
! Vgl. hierzu die Bemerkung des Geminos (S. 3). — Im Werk
Saccheris finden sich andere interessante Sitze, z. B.: Wenn zwel
Gerade sich immer niher kommen und ihr Abstand bleibt
immer gréBer als eine bestimmte angegebene Strecke, so
wird die Hypothese des spitzen Winkels zerstort. Also kommt

es, wenn man das Nichtvorhandensein asymptotischer Geraden fordert,
hinaus auf dic Annahme des euklidischen Postulats,
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Gegen die dritte Hypothese 37

verlaBt, Um zu beweisen, dab die Hypothese des spitzen
Winkels unbedingt falsch ist, weil sie der Natur der
geraden Linie widerspricht [Satz XXXIII], stiitst er sich
auf funf Hilfssitze, die auf reichlich 16 Seiten entwickelt sind;
im wesentlichen aber beschrinkt er sich auf die Behaup-
tung, daB, wenn sie wahr wire, die Gerade 47 (Fig. 24)
mit 3/ ein Lot gemein hitte im gemeinsamen un-
endlich fernen Punkt, was
der Natur der geraden Linie
widerspricht., Der angebliche
Beweis von Saccheri griindet
sich also auf Ausdehnung f{ir
das Unendliche von bestitam-

ten Eigenschaften, die fur Figu- u =
ren in endlicher Eutfernung gelten.

Obwohl es sein Ziel verfehlt, ist das Werk von Saccheri
von groBer Wichtigkeit; anBer daB es den groBiten Versuch zu-
gunsten des V., Postulats darstellt, konnte es nicht umbhin,
gerade durch die Tatsache, daB es keine Widerspriiche unter
den Folgerungen aus der Hyp. d. spitzen W. entdeckte, die
Vermutung einzuflofien, dafl auf dieser Ilypothese ein logisch
folgerichtiges geometrisches System errichtet werden kann, und
dab das euklidische Postulat unbeweisbar ist.?

! Das Werk von P. Saccheri war ziemlich verbreitet nach seiner
Veroffentlichung und zwei Geschichtswerke der Mathematik sprachen da-
von, das von J. C.Heilbronner (Leipzig 1742) und das von Montucla
‘Paris 1758). Ubrigens wird es eingehend analysiert von G. S. Kligel
in seiner hier unten (Anm. 2, S. 38) angefiihrten Dissertation. Nichts-
destoweniger geriet es in Vergessenheit, Erst 1880 rief E, Beltrami
mit seiner Mitteilung: Un precursore italiano di ILegendre e di Lobat-
schewsky wieder die Aufmerksamkeit der Geometer wach (Rend. Acc.
Lincei{4]V, p. 441—448). In der Folge wurde das Werk Saccheris
ins Englische ibersetzt von G. B. Halsted, Am. Math. Monthly I,
18G4 u. ff,, ins Deutsche von den ferren Stiickel und Engel, Th. d. P.
1893, ins Italienische, und dabei gekiirzt verarbeitet von G. Boccardini,
Milano 1904, Hopli.
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38 IT. Die Vorlinfer der nichteuklidischen Geometrin

Jobann Heinrich Lambert [1728-—1777].

§ 18. Welchen Einfluf das Werk von Saccheri auf die
Geometer des NVIIL Jahrhunderts ausgeiibt hat, kann man
nicht genau angeben.! Der Schweizer Geometer Lambert, der
in seiner ,, Theorie der Parallellinien [1766] eine Dissertation
von G.S. Klige! [1750~-1812] zitiert?, wo das italienische
Werk eingehend analvsiert wird, kannte es nur aus dieser Dis-
sertation. Die Theorie der PParallellinien von Lambert,
deren Veroffentlichung 1786 nach dem Tode des Verfassers
von J. Bernoulli nnd C. I, Hindenburg besorgt ist?, ist in
her und philosophischer Na-

drei Teile geteilt. Der ersie, Lritis
tur, gibt Bemerkungen diber die doppelte Frage, die man sich
hinsichtlich des V. Postulat
es einfach mit Hilfe der vorhe
oder ob stait dessen nicht die Anvwendung einer andern Hypo-
zweite Teil ist der Auseinander-
swidmet, in denen das eulli-

voriegen kann, namlich, ob man
henden Satze beweisen kann,

these erforderlich i«t. I

setzung verschiedener Vor
dische Postulat aunf sebr einfache Zatze zarickgefithit wird, die
ibrigens ihrerseits Lewiegen werden mibten. Der dritte wich-
tigste enthilt ein System von Untersuchungen dhnlich denen
des Paters Saccheri, das wir kuiz zusammenfassen wollen.

§ 19. Die Grundfigur von Lambert ist ein dreirecht-
winkliges Viereck, und die drei Hypothesen werden tber
die Natur des vierten Winkels gemacht. Die erste ist die Hyp.
d. rechten W., die zweite «die Hyp. d. stumpfen W., die

! Vgl. Segre, Congetture intorno alla influenza di Girolamo Saccheri
sulla formazione dela goometria non euclidea.  Atti Ace. Scienze di
Torino t. XXXVIII, rg903.

% Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demonstrandi recen-
sio, quam publico examini submittent A. G. Kaestner et auctor respon-
dens G. S. Kligel. Gottingen 1763.

# Vgl. Magazin fiir reine und angewandte Math. 2. Stiick, p. 137—164,
3. Stiick, p. 325—358 (1786) — Das Werk Lamberts wurde wieder
verdffentlicht von Engel und Stickel in ihrer Th. der P., S. 135—208.
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Die zweite Hypothese bei Lambert 39

dritte die Hyp. d. spitzen W. Auch bei der Behandlung
dieser Hypothesen nahert sich der Verfasser der Methode von
Saccheri

Die erste Hypothese fithrt leicht auf das euklidische
System.

Um die zweite Ilypothese zuriickzuweisen, kommt Lam-
bert auf eine Figur (Fig. 25), die von zwei Geraden gebildet
ist, welche auf einer dritten B B, B, B,

T

Geraden senkrecht stehen. T 0

Von den aufeinander folgen-
den Punkten A, LBy .
B, von 4 fallt man die Lote ‘
BA, BA ... B, A, und be- A& Ay A, An
weist an erster Stelle, dab Fig. 25.

die Abschnitte der Lote zwischen 4 und B vom Lot AZ an

|
|
|

|
|
|

abnehmen, scdann, dal der Unterschied eines jeden und des
ndchstfolgenden bestandig wichst. So ergibt sich:

Rl — B,A4, = (Bd— B.A) - n

Aber, wenn » hinreichend groB ist, so wird das zweite Glied
der Ungleichheit so groB als man will [Post. d. Archimedes]!,
wahrend das erste Glied immer kleiner als #4 ist. Dieser
Widerspruch erlaubt Lambert die Erklarung, daf die zweite
Hypothese falsch ist.

Um die dritte Hypothese zu behandeln, stiitzt sich Lam-
bert wieder auf die vorhergehende Figur, an der er beweist.
daff die Strecken A4, B, Bydy ... B, 4, wachsen, und daf
zu gleicher Zeit die Unterschiede jeder Strecke von der vor-
hergehenden wachsen. Dieses Ergebnis fiihrt ihn aber nicht
auf Widerspriiche, und deshalb wird er, wie schon Saccheri,
gezwungen, in den Schliissen fortzufahren. Er findet nachher

! Das Postulat des Archimedes wird auch hier in der Form
gebracht, dall es die unendliche ILinge der Geraden in sich schlieBt.
Vgl. Saccheri, Anm. S. 35.
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pei der dritten Hypothese, dafl die Summe der Winkel
eines Dreiecks kleiner ist als zwei rechte Winkel, und, iiber
Saccheri hinausgehend, entdeckt er, dab der Defekt eines
Polygons, d. h, der Unterschied zwischen 2(% — 2) rechten
Winkeln und der Winkelsumme eines Polygons proportional
der Fliche desselben Polygons ist. Dies Ergebnis erhilt
man leichter, wenn man beachtet, daB sowohl der Flicheninhalt
wie der Defekt eines L'olygons, das die Summe von mehreren
andern ist, entsprechend die Summe der Flichen und der De-
fekte der Teilpolygone ist.!

§ 20. Eine andere bemerkenswerte Entdeckung von Lam-
vert bezieht sich auf die Messung der geometrischen GroBen.
Sie besteht gerade darin, dafi, wihrend in der gewdhnlichen
Geometrie bei der Messung von Strecken der Wahl einer be-
sonderen Einheit nur eine relative Bedeutung zukommt, bei
der auf die dritte Hypothese begriindeter man ihr eine ab-
sciute Bedeutung verleihen kann.

Wir miissen vor allem den Unterschied aufkliren, der sich
hier zwischen absolut und relatv zeigt. Bei vielen Fragen
tritt es ein, daB die als gegeben vorausgesetzten Flemente in
zwei Gruppen geteilt werden konnen, derart, daB die der
ersten Gruppe festbleiben im ganzen Bereich unserer Be-
trachtungen, wihrend die der zweiten Gruppe sich in eine
Vielheit moglicher Fille abwandeln kénnen. Wenn das eintritt,
piegt man oft die ausdriickliche Erwihnung der gegebenen
Sticke der ersten Gruppe zu iibergehen und als relativ alles das
zu betrachten, was von den gegebenen Veranderlichen abhingt,
als absolut alles, was von den fest gegebenen GroBien abhingt.

P Es mul erwibnt werden, daf schon Saccheri dem genannten De-
fekt begegnet war bei der Hyp. d. spitzen W., und daB er auch im-
plizite bemerkt hatte. daB ein Viereck, daB die Summe von mehreren
anderen ist, zum Defckt die Defektsumme hat (Satz. XXV). Vgl. Th,
d. P., S. 94. Allerdings hatte er keine Folgerung iber die Proportio-
nalitit zwischen Fliche und Defekt daraus gezogen.
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Relativ und absolut 41

So nimmt man bei der Theorie der Rationalititsbereiche
als gegebene Grofen der zweiten Gruppe [verdnderliche
GroBen] gewisse Grundirrationalititen [die eine Basis bilden]
und als gegeben in der ersten Gruppe die Einheit 1], die
oft unerwihnt bleibt, weil sie allen Rationalititsgebieten gemein
ist. Spricht man dann von einer Zahl, so sagt man, sie sei
rational hinsichtlich einer bestimmten Basis, wenn sie dem
durch diese Basis definierten Rationalitatsbereich angehort; man
sagt dagegen, sie seiabsolutrational, wenn siesich als rational
in bezug auf die Basis 1 erweist, die allen Bereichen gemein ist.

Zur Geometrie iibergehend bemerken wir, daB bei jeder vor-
liegender Aufgabe im allgemeinen bestimmte Figuren und da-
her die GroBen ihrer Elemente als gegeben vorausgesetzt sind;
aber auBer diesen gegebenen Verinderlichen [der zweiten
Gruppe], die in willkiirlicher Weise gewihlt werden konnen,
ist immer noch implizite vorausgesetzt die Anwendung der
Grundgebilde: Gerade, Ebenen, Biischel usw. [feste ge-
gebene Stiicke der ersten Gruppe]. Es muf dann jede Kon-
struktion, jede Messung, jede Eigenschaft einer Figur fir re-
lativ gelten, wenn sie im wesentlichen sich bezieht auf die
veranderlichen Stiicke; sie muB aber absolut heifilen, wenn
sie sich bezieht nur auf die festen Stiicke | Fundamentalfiguren]
oder auch wenn sie, obwohl fiir abhdngig von den verdnder-
lichen Stiicken erklirt, von ihnen nur scheinbar abhingt, sodal
sie nnverindert bleibt bei ihrer Verinderung.

In diesem Sinne ist es klar, daB die Streckenmessung in der
gewohnlichen Geometrie notwendig relative Bedeutung hat. In
der Taterlaubt uns die Existenz der Ahnlichkeitstransformationen
in keiner Weise die GroBe einer Strecke hinsichtlich der Grund-
gebilde [Gerade, Biischel usw.| zu individualisieren. Fir den
Winkel aber kann man einen MaBstab wihlen, der eine abso-
lute Eigenschaft von ihm ausdriickt: es geniigt in der Tat, seine
Beziehung zum Vollwinkel zu nehmen, d. h. zum ganzen Bischel,
das eines der Grundgebilde ist.
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42 il. Die Vorldufer der nichteuklidischen Geometrie

Kehren wir jetzt zu Lambert und seiner der dritten Hy-
pothese entsprechenden Geometrie zuriick. Er hat bemerkt,
dafl man jeder Strecke einen Lestimmten leicht konstraierbaren
Winkel entsprechen lassen kann, Daraus folet, daB jede Strecke
mit dem Grundgebilde Biischel in Beziehung steht, und daB
man daher in der [hypothetischen]| neuen Geometrie auch der
Streckenmessung eine absolute Bedeutung zuerteilen kann.

Um sodann in der einfachsten Weise zu schen, wie man
jeder Strecke einen Winkel zuordnen und so eine absolute
zahlenmiBige Darstellung der Strecken erhalten kann, nehmen
wir an, es sei iiber jeder Strecke ein gleichseitiges Dreieck
konstruiert, Wir konnen jeder Strecke den Winkel <es ent-
sprechenden Dreiecks zuordnen und folglich die MaBzah! dieses
Winkels, wo zu beachten ist, daB eine eineindeutige Beziehung
zwischen den Strecken und den in bestimmten Grenzen ent-
haltenen Winkeln besteht,

Die erhaltene Zahlendarstelling der Strecken besitzt aber
nicht die distributive Eigenschaft, die den Lingen zu-
kommt; denn summiert man zwei Strecken, so werden die ent-
sprechenden Winkel nicht summiert. Man kann allerdings eine
Funktion des Winkels bestimmen, die diese Eigenschaft besitat,
und einer Strecke nicht den fraglichen Winkel, sondern diese
Funktion des Winkels zuordnen. Diese Funktion gibt uns bei
jedem Wert des Winkels, der innerhalb der bestimmten Grenzen
licgt, ein absolutes MaB fiir die Strecken. Die absolute
Einheit ist die Strecke, fiir die die Funktion den Wert 1 an-
nimmt,

Beachtet man dann, daB, sobald eine bestimmte Funktion
des Winkels im oben angegebenen Sinne distributiv ist, auch
das Produkt dieser Funktion mit einer willkiirlichen Konstanten
dieselbe Eigenschaft besitat, so ist es klar, daB man iber diese
Konstante immer so verfiigen koénnen wird, daf die absolute
Streckeneinheit gerade die Strecke ist, die einem vorgeschriebe-
nen Winkel entspricht, etwa dem Winkel von 45° Die Mog-
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Absolute Streckeneinheit 43

lichkeit, bei gegebenem Winkel die absolute Streckeneinheit
zu konstruieren, ist an die Losung der folgenden Aufgabe ge-
kniipft: Bei der Hypothese des spitzen Winkels ein
gleichseitiges Dreieck mit vorgegebenem Defekt zu
konstruieren.!

Was die absolute Messung der Polygonflicheninhalte betrifft,
so bemerken wir, dal sie ohne weiteres durch den Defekt der
Polygone gegeben ist. Auch von den Polyedern kénnte man
ein absolutes Maf angeben.

Aber nach unserer Raumanschauung erscheint uns die abso-
Inte Messung aller dicser geometrischen GréBen nicht moglich,
daher kénnte man mit Lambert, wenn man die Existenz
einer absoluten Einheit fiir die Strecken verneint, die
dritte Hypothese verwerfen.

§ 21. Man glaube nicht, daf Lambert meint, das V. Po-
gstulat hiermit bewiesen zu haben, da er weiB, wie willkirlich
die vorstehende Behauptung ist!

Um den gewiinschten Beweis zu erhalten, geht er in der
Untersuchung der Folgen ans der dritten Hypothese weiter,
aber es gelingt ihm nur, seine Frage in eine andere gleich
schwer zu losende umzuformen.

Andere sehr interessante Sachen sind in der Theorie der
Parallellinien enthalten, z B. die nahe Beziehung der Geo-
metrie, die auf der Ebene bei Annahme der zweiten Hypo-
these gelten wiirde, zur spharischen Geometrie® und eine Be-
merkung beziiglich der Unabhingigkeit dieser letzteren vom
Parallelenpostulat. Hinsichtlich der dritten Hypothese sprach
er dann folgende scharfsinnige und originelle Ansicht aus: Ich
sollte daraus fast den Schlufl machen, die dritte Hy-
pothese komme bey einer imaginidren Kugelfliche vor.

! Dje Konstruktion des Dreiecks aus dem drei Winkeln ist unten,
Kap. IV, § 57, angegeben.

2 In der Tat ist in der sphérischen Geometrie die Summe der Winkel
eines Vierecks grofer als vier rechte Winkel usw.
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11 1I. Die Vorldufer der nichteuklidischen (Geometrie

Zu dieser Auffassung der Dinge gelangte er vielleicht von

der Formel 7#(4 + 74 '— 7) aus, die den Inhalt eines sphii-

rischen Dreiecks ausdriickt, denn sie wird, wenn man darin

den Radius 7 mit dem imaginiren Radius 7 }/— 1 vertausch::
A - A — B — (),

also die Formel fiir den Inhalt eines ebenen Dreiecks bei der

dritten Hypothese von Lambert.!

§ 22. Lambert 148t also die Frage in der Schwebe, viei-
mehr da er seine Untersuchungen nicht veroffentlicht hat, darf
man vermuten, dafl er schon den Ausblick zu einem neuen
Standpunkt hatte,

Ubrigens ist wohl zu bemerken, daf bei dem allgemeinen
MiBerfolg derartiger Untersuchungen in der zweiten Hilfre des
NVIIL Jahrhunderts sich die Uberzeugnug bildete, daB man
notwendig das euklidische Postulat ohne Beweis annehmen
miisse oder ein anderes g¢leichberechtigtes Postulat.

In Deutschland, wo viele Arbeiten iiber den Gegenstand ein-
ander folgten, hatte die Uberzeugung schon eine ziemlich feste
Form angenommen. Wir finden sie wieder bei A. G, Kistner,
dem groBen Forderer der Untersuchungen tiber die Parallelen?,
bei seinem Schiiler G. 8. Kligel, dem Verfasser der wert-
vollen Kritik tiber die berihmtesten Versuche zum Beweis des
V. Postulats. In diesem Werke kommt Kliigel, nachdem
er alle vorliegenden Beweisversuche fiir ungeniigend befuuden
hat, auf die Moglichkeit, daf einander nicht schneidende Ge-
rade divergieren konnen |,,Moglich wire es freilich, daB
Gerade, die sich nicht schneiden, voneinander ab-
weichen®, ,Daf so etwas widersinnig ist, wissen wir
nicht infolge strenger Schlisse oder vermége deut-
licher Begriffe von der geraden und der krummen

! Vgl. Stédckel und Engel, Th. d. P., S. 146.

? Zur Orientierung iiber Kistner vgl. Stickel und Engel, Th,
der P., S. 139—14I.
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I.inie, vielmehr durch die Erfahrung und durch das
Urteil unserer Augen¥].

Die Untersuchungen von Saccheri und Lambert neigen
dazu. die Meinung von Kliigel zu stiitzen, aber man kann sie
nicht fiir Beweise der Unbeweisbarkeit der euklidischen Hypo-
thece ansehen. Und dennoch konnte man zu einem Beweis ge-
langen, indem man, auf dem von den beiden genannten Geo-
metern erdffneten Weg fortschreitend, Dbeliebig viele weitere
Sitze ableitet, die mit den Grundsitzen der Geometrie nicht
in Widerspruch stehen.

fedenfalls, daf man sich auf dies letstere Gebiet wagte ohne
Saccheris Voreingenommenheit, der dabei Widerspriiche ent-
decken wollte, das bildet in geschichtlicher Folge den entschei-
denden Schritt, die Unbeweisbarkeit des euklidischen Po-
stulats zu erobern und die nichteuklidischen Geometrien
zu entdecken.

Aber von dem Werk von Saccheri und Lambert bis zu
dem von Lobatschefskij und Bolyai, das nach dem hier
ausgesprochenen Gedanken geformt ist, mufite noch mehr als
ein halbes Jahrhundert vergehen!

Die franzosischen Geometer am Ende des
XVIIL Jahrhunderts.

§ 23. Die Kritik tiber die Parallelen, die schon in Italien
znd in Deutschland zu Ergebnissen von groBem Interesse ge-
fithr: hatte, erhielt gegen das Ende des XVIIL Jahrhunderts
und im Anfang des XIX. auch in Frankreich merkliche Belebung.

D'Alembert [1717-—1783] erklart in einem seiner Aufsitze
iiber Geometrie [1759]: ,,La definition et les propriétés de la
ligne droite, ainsi que des lignes paralleles sont I'écueil et pour
ainsi dire le scandale des ¢leménts de Géometrie.“! Er meint,

2 Vgl D Alembert, Mélanges de Litterature, d’Histoire et de Philo-
sophie, t. V, § 11 (1759). — Vgl auch: Encyclopédie Méthodique Ma-
thématique, t. II, p. 519, Artikel: Paralléles (1783).
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dab durch eine gute Definition der geraden Linie beide Schwierig-
keiten vermieden werden miifiten. Er schligt vor, Parallele zu
einer gegebenen Geraden eine beliebige Gerade in derselben
Ebene zu nennen. die zwei gleich abstehende Punkte auf der-
selben Seite der (eraden verbindet. Diese Definition erlaubt
unmittelbar die Parallelen zn konstruieren: aber man miifte be-
weisen, daBl die Geraden dquidistant sind. Dieser IL.ehrsatz
wurde von D’Alembert gleichsam als Herausforderung seinen
Zeitgenossen vorgesetzt.

§ 24. De Morgan erziblt in seiner Sammlung von Para-
doxien, dall Lagrange [1736—1813] gegen Ende seines
Lebens eine Abhandlung iber die Parallelen schrieb. Als er
sic der franzosischen Akademie vorlegte, unterbrach er das
Lesen mit dem Ausruf: ,,II faut que j'y songe encore!* und be-
hielt das Manuskript zuriick.!?

Uberdies berichtet Hoiiel, dab Lagrange in einer Unter-
baltang mit Biot die Unabhingigkeit der sphirischen Trigo-
nometrie vom euklidischen Postulat behauptet hat. Zur
Bekriftigung dieser Behauptung kann hinzugefiigt werden, daB
Lagrange sich mit besonderem Interesse mit der sphirischen
Trigonometric? beschaftigte, und daB er, wenn er nicht der Ver-
fasser ist, so doch die Anregung zu einer Abhandlung gegeben
hat: ,,Sur les principes jondamentaux de la Mécanique [1760—
176113, worin D. de I'oncenex eine Unabhingigkeitsfrage ent-
wickelt, die der oben genannten der sphirischen Trigonometrie
entspricht. Genau gesagt, Foncenex beweist, daB das analy-
tische Gesetz fiir die Zusammensetzung sich schneidender Krifte
weder vom V. Postulat noch von irgend einem gleichberech-
tigten abhingt.

6 75 Der als grundlegend schonvon Wallis 1663 [vgl. § 9]

1A, de \Iorgan Budget of Paradoxes, p. 173. lLondon 1872.
? Vgl. J. Hotiel, Essai critique sur les principes fondamentaux de

la géométrie élémentaire, S. 84, Anmerkung Paris 1883, G. Villars.
% Vgl. Lagrange, Oeuvres, t. VII, S. 331—363.
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gebrauchte Begriff der Ahnlichkeit erscheint wieder um den
Anfang des XIX. Jahrhunderts, gestiitzt auf die Autoritit zweier
groBen Geometer: L. N. M. Carnot [1753—1823] und La-
place [17490—1827].

In einer Anmerkung [8S. 481 zu seiner ,,Géomélrie de Position*
[1803] behauptet Carnot, daB die Parallelentheorie mit dem
Begriff der Ahnlichkeit verkniipft ist, die nahezu ebenso selbst-
verstindlich ist wie die Gleichheit, und dafb es, wenn man
einmal diesen Begriff zugegeben hat, leicht ist, die fragliche
Theorie streng zu begriinden.

Nachdem Laplace[1824] die Bemerkung gemacht hat, daf§
das Newtonsche Gesetz [das allgemeine Anziehungsgesetz|
wegen seiner Einfachheit, wegen seiner Allgemeinheit und wegen
seiner Ubereinstimmung mit den physischen Erscheinungen als
streng betrachtet werden muB, bemerkt er, dal es eine seiner
wichtigsten Eigenschaften ist, daB, wofern die Abmessung aller
Korper des Weltalls, ihre gegenseitigen Entfernungen und ihre
Geschwindigkeit im Verhiltnis abnehmen wiirden, die Himmels-
kérper vollkommen den von ihnen beschriebenen Bahnen dhn-
liche beschreiben wiirden, derart, dal das Weltall, wenn es
sich nach und nach auf den denkbar kleinsten Raum zusammen-
zbge, immer den Beobachtern denselben Anblick bieten wiirde.
Dieser Anblick, so fiahrt er fort, ist also unabhingig von den
Abmessungen des Weltalls, sodal die Einfachheit der Naturge-
setze dem Beobachter nur die Verhiltnisse zu erkennen ge-
stattet. An diesen astronomischen Raumbegriff ankniipfend fiigt
er in einer Anmerkung hinzu: ,Die Versuche der Geometer,
das Postulat Euklids iiber die Parallelen zu beweisen, waren
bisher wertlos. Allerdings hegt niemand Zweifel an diesem Po-
stulat und den Lehrsatzen, die Euklid daraus abgeleitet hat.
Der Begriff des Raumes schlieft also eine besondere Eigen-
schaft ein, die an sich selbstverstindlich ist, und ohne die man
die Eigenschaften der Parallelen nicht streng begriinden kann.
Die Vorstellung der begrenzten Ausdehnung z. B. des Kreises
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enthalt nichts, was von seiner absoluten Grofie abhang:. Ver-
kleinern wir jetzt in Gedanken seinen Halbmesser, so werden
wir unbezwinglich dazu gebracht, im selben Verhiltnis seinen
Umfang und die Seiten allér einbeschriebenen VFiguren zu ver-
kleinern. Diese Proportionalitdt scheint mir ein natiirliches Po-
stulat zu sein als das von Euklid, und es ist richtig, dall man
esbei denErgebnissen der allgemeinen Gravitation wiederfindet.!

§ 26. Zusammen mit den vorhergehenden Geometern pflegt
man auch an J. B. Fourier [1768—1830] zu erinnern, wegen
einer Auseinandersetzung, die er mit Monge iiber die gerade
Linie hatte.? Will man diese Erérterungen mit den Untersuch-
ungen tber die Parallelen in Zusammenhang Uringen, so braucht
man nur auf den von D’Alembert ausgesproctrenen Gedanken
zu verweisen, dall der Beweis des Postulats mit der Definition
der Geraden verkniipft werden kann. [Vgl. § 23.]

Fourier, der als urspringlich den Begriff des Abstands
zwischen zwei Punkten annimmt, schligt vor, zuerst die Kugel
zu definieren, dann die Ebene als Ort der Punkte, die von

1 Vgl. Laplace, Oeuvres, t. VI, libre V, ch. V, p. 72. Bei dieser
Gelegenheit ist zu erwihnen, daB man bei angemessener Erweiterung
der Newtonschen Kraft oder, genauner gesagt, des Newtonschen Po-
tentials auf die nichteuklidischen Geometrien Gesetze fiir die Pla-
netenbewegung erhilt, die weitgehende Ubereinstimmung
mit den Keplerschen Gesetzen zeigen. (Vgl die ausfihrlichen
Literaturangaben von Stidckel, Bolyai I, S. 243—244.) Schon auf
‘W. Bolyai ist die Anregung zuriickzufiihren; es sind ferner Lipschitz
(Quarterly Journal 12 [1873], S. 349—370), W. Killing (Journal fiir
r. u. a. Math. 98 {1885}, S. 1—49), C. Neumann (Leipz. Ber. 38 [1886],
S. 1—2), H. Liebmann (Leipz. Ber. 54 [1902]}, S. 393-—423 u. ebenda
55 [1903], S. 146—153) u. a. zu nennen. FEine eingehende Darstellung
findet sich bei Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, 2. Aufl. (Leipzig
1912), Kap. VII. Einc numerisch quantitative Behandlung, um
aus Unstimmigkeiten in der Planetenbewegung etwa Schliisse
auf die Natur des Fixsternraumes zu ziehen, steht noch aus.

* Vgl.: Séances de I'Ecole normale, Débats, t. I, p. 28-—33 (1795).
Die Diskussion wurde wieder abgedruckt in Mathésis, t. X, S, 139-—141

(1383).
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zwei gegebenen Punkten gleichen Abstand haben?, dann die Ge-
rade, als Ort der Punkte, die von drei gegebenen Punkten
gleichen Abstand haben. Diese Art, die Aufgabe der Gruud-
lagen der Geometrie darzustellen, stimmt {iberein mit den Ge-
danken, die in der Folge von andern Geometern ausgesprochen
wurden, die sich ausdriicklich mit der Parallelenfrage beschif-
tigten [W. Bolyai, N.Lobatschefskij, de Tilly]. In diesem
Sinne findet die Erdrterung zwischen Fourier und Monge
ihren Platz unter den ersten Urkunden, welche sich auf die
nichteuklidische Geometrie bLeziehen.?

Adrien Marie L.egendre [1752-—1833}

§ 27. Die ebengenannten Geowmeter beschrinken sich darauf.
die Schwierigkeit aufzudecken und Urteile iber das Postula:
auszusprechen; Legendre dagegen war es, der dies in einen
Lehrsatz zu verwandeln suchte; seine Untersuchungen, die in
den verschiedenen Auflagen seiner ,,Zléments de Géomiirie*
[1704-—1823] verteilt sind, sind gesammelt in den ,,Refleazons
sur difféventes maniives de démontrer la théorie des paralléles ow !:
théoréme sur la somme des trois angles du friangle. [Mém. Aca-
démie Sciences, Paris, t. XIII, 1833.]

Mit hochinteressanten Versuchen greift Legendre wie schon
Saccheri die Frage von der Seite der Winkelsumme im Drei-
eck an, indem er von der Summe beweisen will, daB sie zwei
rechten Winkeln gleich ist.

Es gelingt ihm zu diesem Zweck schon von Anfang an Sac-
cheris Hypothese des stumpfen Winkels auszumustern, indem

! Diese Definition der Ebene wurde von Leibniz ungefihr ein Jahr-
hundert zuvor gegeben. Vgl. z. B. die Opuscules et fragments inédits,
verffentlicht von L. Couturat, p. 554—3. Paris 1903, Alcan.

# Wir fiigen hinzu, daB spitere Arbeiten und Untersuchungen zeig-
ten, daf} auch Fouriers Definition nicht gestattet, dic euklidische Par-
allelentheorie ohne die Hilfe des V. Postulats oder eines andern
gleichberechtigten Postulats zu schaffen.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Autl, 4

http:/Amww.dmg-lib.de
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er feststellt, daf} ,,in jedem Dreieck die Summe der Win-
kel kleiner [Hyp. d. spitzen W.] oder gleich [Hyp. d. rechten
W.} zwei rechten Winkeln ist®,

Wir geben einen einfachen und eleganten Beweis von L. e-
gendre wieder.

Es seien (Fig. 26) auf einer Geraden » aufeinanderfolgende
gleiche Abschnitte 4, d,, dydy - -+ 4,4, gegeben und tber
ibnen auf derselben Seite der Geraden # gleiche Dreiecke kon-
strujert, deren dritte Ecken die Punkte 2, /2, - - - /7, sind.

B, B, BS R, B
) A/
/¢ 8 /8 B\
\ / \a / ./
e /i \/ /
A, A, A, A, As

Fig. 26,

Die Strecken 5, By, By By, - - B, 5, die diese letzteren
Ecken verbinden, sind gleich: und kénnen als Grundlinien von n
weiteren gleichen Dreiecken betrachtet werden: 5, g By, 1y A3 B

- B, _1A4, 5. Man erginze die Figur durch das Dreieck
Byl oy Bpyy» das den friheren gleich ist.

Bezeichnet man mit § den Winkel des Dreiecks A, # 4, in
A, und mit « den Winkel des folgenden Dreiecks in Ay, so be-
haupte ich, es ist < a. In der Tai, wire B > u, so wiirde
aus dem Vergleich der beiden Dreiecke .1, B, 4, und B, 4, B,,
die zwei gleiche Seiten haben, folgen, daB A 4, > 5, B,.

Uberdies hitte man, da die gebrochene Strecke AB 7,

By, . groBer ist als die Strecke .1 :
A By (B By)n + A,y B > (A ),
also 2 By (A Ay — 1 By

Aber diese Ungleichheit widerspricht bei hinreichend groBem 7

dem Postulat des Archimedes, deshalb kann nicht A4, 4,

A, P, sein, und folglich ist die Voraussetzung 8 > a absurd.
172 g 8
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Es folgt B < o, woraus man sofort erhilt, daB die Summe der
drei Winkel im Dreieck A4, B, A, kleiner oder gleich ist zwei
rechten Winkeln.

Diesen Lehrsatz pflegt man unberechtigterweise den ersten
Legendreschen Lehrsatz zu nennen. Wir sagen unberech-
tigterweise, weil Saccheri mit seinem Beweis der Falschheit
der Hyp. d. stumpfen W. fast ein Jahrhundert friiher diesen
Lehrsatz begriindet hatte. [ Vgl § 15.]

Der sogenaunte zweite Legendresche Lehrsatz, der
auch von Saccheri, und zwar in allgemeinerer Gestalt ange-
geben ist [vgl. § 14], ist folgender:

Wenn in einem einzigen Dreieck die Summe der
Winkel kleiner oder gleich zwel rechten Winkeln ist,
so ist sie entsprechend kleiner oder gleich zwei
rechten Winkeln in jedem andern Dreieck.

Wir geben den Beweis dieses Satzes nicht wieder, weil er
nicht wesentlich verschieden ist von dem Saccheris.

Hier wollen wir vielmehr zeigen, wie Legendre beweist,
dad die Summe der drei Winkel eines Dreiecks zwei
rechten Winkeln gleicl: ist.

Im Dreieck 4 B nehme man an, es sei

< A4+ <P+ < < 2Rechte,

Durch 2 auf der Seite 4 B ziehe man die Transversale D £
so, dafl der Winkel 97 4D/ dem Winkel <C A gleich ist. Im
Viereck DB CFL ist die Summe der Winkel kleiner als vier
Rechte, also 4/\: ALD > <. ACHE. Der Winkel des Dreiecks
ALDFE bei £ ist also eine wohlbestimmte [abuehmende] Funk-
tion der Seite A0 oder, was dasselbe ist, die Linge der Seite
AD ist vollstindig bestimmt, wenn man [in rechten Winkeln]
die MafBzahl des Winkels /# und der beiden Winkel 4 und B
kennt. Aber dies Ergebnis ist nach Legendre widersinnig,
weil die Linge einer Strecke keine Bedeutung hat, wenn man
die MaBeinheit nicht kennt, auf die sie bezogen ist, und die

4*
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Natur der Frage in keiner Weise auf eine derartige Einheit
hinweist.

Dabher fillt die Hypothese

IT A4 < B+ <7 €< 2 Rechte,
und folglich wird man haben:
X A+ 97 B4 <7 =2 Rechte.

Aber aus dieser Gleichheit folgt leicht der Beweis des eukli-
dischen Postulats.

Die Methode von I.egendre ruht also auf dem Postuiat
von Lambert, das die Existenz einer absoluten Einheit
verneint.

§ 28. In einem andern Beweis macht Legendre Gebrauch
von der Voraussetzung: ,,Von einem beliebig im Innern
eines Winkels angenommenen Punkt kann man immer
eine Gerade zichen, die die beiden Schenkel des
Winkels trifft.! Er verfihrt so:

Es sei 4 B (" ein Dreieck, in dem, wenn es moglich ist. die.
Summe der Winkel kleiner ist als zwei rechte Winkel.

Es sei:

2 Rechte — 0 o — < B — <C = a [Defekt]

gesetzt und man kounstruiere den Punkt 4’, das Spiegelbild von
A an B C. Der Defekt des neuen Dreiecks ("B#.4" ist auch o.
Sodann ziehe man kraft der oben ausgesprochenen Hypothese
durch A" eine Transversale, die in Z, und C; die Schenkel des
Winkels <7 4 trifft. Der Defekt des Dreiecks 4B, C ist, wie
man leicht bestitigen kann, die Summe der Defekte der vier
Dreiecke, die es zusammensetzen [vgl. auch Lambert § 19],
also groBer als 2 a. Wiederholt man vom Dreieck 47, C; aus
die vorhergende Konstruktion, so wird man ein neues Dreieck

! Dieser Annahme hatte sich bereits J. F. Lorenz zu demselben
Zweck bedient, vgl.: Grundrif der reinen und angewandten Mathematik.
Helmstedt 1791.
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erhalten mit einem Defekt grofler als 4a. Nach # Schritten
dieser Art hat man ein Dreieck konstruiert mit einem Defekt
yroBer als 27 a. Aber fiir hinreichend grofies n ist 2 ¢ > 2 Rechte
[archimedisches Postulat], was widersinnig ist. Es folgt:
o =0, also 97 4 + < B+ I C = 2 Rechte.

Dieser Beweis ist auf das archimedische Postulat ge-
stitzt. Hier noch eine Angabe, wie man den Gebrauch dieses
Postulats vermeiden konnte: Es seien (Fig. 27) -/ 2 und K

eine Schrige und eine Senkrechte zu 4/7. Man konstruiere die
(erade 4 B’ symmetrisch zu A B in bezug auf 4/. Durch den
Punkt' // geht kraft der Legendreschen Hypothese eine Ge-
rade 7, die die beiden Schenkel des Winkels /51 2’ trifft. Wenn
sie von H A verschieden ist, dann hat die i. b, auf A/ symme-
trische Gerade »’ dieselbe Eigenschaft und folglich auch HAX.
Also treffen sich ein Lot und eine Schrige zur Geraden A/
immer. Daraus folgt die gewohnliche Theorie der Parallelen,
also < 4+ <97 B + < C = 2 Rechte.

In andern Beweisen macht Legendre Gebrauch von ana-
Ivtischen Schlissen und auch in irrtiimlicher Weise von unend-
lichen Grofen.

Wolfgang Bolyai [1775—1856].
§ 29. In diesem Kapitel wird auch des ungarischen Geo-

meters W, Bolyai gedacht, der sich seit seiner Gottinger Stu-
dienzeit [ 1796—g9] mit der Parallelentheorie beschaftigte, wahr-
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scheinlich auf Rat von Kidstner und des jungen Professors der
Astronomie K. F. Seyffer [1762—1822], mit dem er freund-
schaftlich verkehrte.

1804 schickte er an GauB, seinen Gottinger Studienfreund,
eine ,, Theorin Parallelarum*, die einen Versuch des Beweises
der Existenz dquidistanter Geraden enthielt.! GauB widerlegte
diesen Beweis. Bolyai hdirte aber deswegen nicht auf, sich
mit dem XI. Axiom zu beschiftigen, doch gelang es ihm nur
das Axiom durch andere von groferer oder geringerer Selbst-
verstindlichkeit zu ersetzen. So gelangte er dazu, an der Be-
weisbarkeit zu zweifeln und die Upméglichkeit der Zuriick-
fiihrung der euklidischen Hypothese einzusehen, weil
[wie er versichert] die aus der Verneinung des XI. Axioms
abgeleiteten Folgernngen den Grundsitzen der Geometrie nicht
widersprechen konnen, insofern, als die gemeinhin angenom-
menen Gesetze iiber den Schnitt zweier Geraden eine neue
Tatsache darstellen, unabhingig von den andern ihnen voraus-
gehenden.?

Wolfgang stellte seine Ansichten tiber die Grundlagen der
Mathematik in dem Werk: ,,7entamen juventutem studiosam in
elementa Matheseos .. *“[1832-—35] zusammen und im besondern
seine Untersuchungen iiber das Axiom XI, indem er bei jedem
Versuch die neue Hypothese ins Licht setste, die zur strengen
Durchfihrung des Beweises notig war.

Auf folgendes wichtige Postulat fithrt Wolfgang das eukli-
dische zuriick: Vier Punkte, die nicht auf einer Ebene

! Die Theoria Parallelarum ist lateinisch und in deutscher Uberset-
zung veroffentlicht von den Herren Stiickel und Engel in Bd. XLIX
der Math. Ann,, S. 168—205 (1897).

2 Vgl. Stickel, Die Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie
durch J. Bolyai. Math. u. Naturw. Ber. aus Ungarn, t. XVII (1901) und
die zusammenfassende Darstellung: Urkunden zur Geschichte der nicht-
euklidischen Geometrie II, 1 und 2. Wolfgang und Johann Bolyai
von P. Stickel. Leipzig 1913. Wir wollen dieses Werk i. F. immer
mit ,,Bolyai“ anfihren.
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liegen, liegen immer aufeiner Kugel, oder, was dasselbe
besagt: drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte
gehbren immer einem Kreise an.!

Man kann das euklidische Postulat so daraus ableiten: Es

sei AR senkrecht zu B2’ und {HAA'<—E—, wobei 4" und &’

auf derselben Seite von A2 liegen. Will man nun zeigen, daf
es durch jeden Punkt auBerhalb einer Geraden nur eine Nicht-
schneidende gibt, so hat man nur nachzuweisen, da 44" und
B B’, gehorig verlingert, einander schneiden. Dieser Schnitt-
punkt aber wird eben durch das Bolyaische Postulat gewihr-
leistet, namlich als Mittelpunkt des Kreises durch .1/ (auf 4.7)
und seine gewiB nicht mit /7 in einer Geraden liegenden Spiegel-
bilder 47" (an 4A4") und #” (an B B’).

Friedrich Ludwig Wachter {1792—1817].

§ 30. Nachdem man eingesehen hatte, daB das euklidische
Postulat von der Moglichkeit abhingt, einen Kreis durch drei
beliebige nicht auf einer Geraden gelegene Punkte zu ziehen,
ergab sich von selbst der Gedanke, die Existenz eines so be-
schaffenen Kreises zu beweisen, vor jeder Untersuchung iber
die Parallelen.

Ein Versuch in dieser Richtung wurde von F. L. Wachter
gemacht,

Wachter, ein Schiiler von GauB in Gotting en[1809] und
Professor der Mathematik am Gymnasium zu Danzig, beschif-
tigte sich zu wiederholten Malen mit dem Beweis des Postu-
lats, und glaubte sein Ziel erreicht zu haben zuerst in einem
Brief an GauB [Dezember 1816] und dann in einem 1817 in
Danzig gedruckten Werkchen.?

1 Vgl. W. Bolyai, Kurzer Grundrif eines Versuchs usw., S. 46.
Maros Vasdrhely 1851, abgedruckt in Bolyai 2, S. 119 —179. — Man
beachte auch den folgenden Paragraphen.

2 Demonstratio axiomatis gcometrici in Euclideis undecimi.
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In dieser Veroffentlichung sucht er vergeblich zu beweisen,
dal durch vier beliebige Punkte im Raum [die nicht einer Ebene
angehoren] eine Kugel geht, wobei er sich auf das Postulat
stitzt: Vier Punkte im Raum bestimmen vollig eine
Fliche [die Fliche der vier Punkte] und zwei solche
Flichen schuneiden sich in einer einzigen Linie, die
durch drei Punkte vollig bestimmtist.

In dem Brief an GauB, wo von der Grenzfliche einer Kugel
die Rede ist, deren Halbmesser ins Unendliche wichst, be-
hauptet Wachter, daB auf ihr auch im Fall der Falsch-
heit des V. Postulats eine Geometrie gelten wiirde,
die mit der der gewdhnlichen Ebene identisch ist.

Diese Behauptung ist von groSter Wichtigkeit, denn hier
taucht eines der wichtigsten Ergebnissc auf, das in dem der
Saccherischen Hypothese des spitzen Winkels entsprechen-
den geometrischen System gilt. [Vgl. § 31, 3, § 40, 2 und § 04.]"

! Uber Wachter vgl. P, Stiickel, Friedrich Ludwig Wachter, ein
Deitrag zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie, Math. Ann.,
Bd. LIV, S. 49—385 (1901), In diesem Aufsatz sind die Briefe von
Wachter iiber den Gegenstand wiedergegeben und das oben angefithrte
Werkchen von 1&17, ’
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Drittes Kapitel,

Die klassische Zeit der nichteuklidischen
Geometrie.

C. F. GauB [1777—1855].

§ 31. Karl Friedrich GauB, der princeps mathematicorum,
ist zu den ersten Schopfern der nichteuklidischen Geometrie zu
rechnen, der er auch den Namen gab. Ein Lehrgebiude hat
er aber nicht errichtet; den Reiz zur geschlossenen Darstellung
nahm ihm, wie er am 27, I. 1829 an Bessel schrieb, die Scheu
vor dem ,,Geschrei der Bootier. So kannte man bis zur Druck-
legung von Band VIIL der Werke [1900] auBer einzelnen Brief-
stellen, die, wie z. B. die Inhaltsformel fiir den nichteuklidi-
schen Kreis in einem Brief an Schumacher vom 12. VII. 1831,
eine tiefergehende Kenntnis verraten, im wesentlichen nur eine
Reihe scharfsinniger und vernichtender Besprechungen von ver-
ungliickten Beweisversuchen des Euklidischen Postulats.

Sein miihsames, schon frih jedenfalls durch Géttinger An-
regungen [Kdstner, Kligel] erwecktes und durch miindlichen
und schriftlichen Austausch von Gedanken insbesondere mit
dem Freunde Wolfgang Bolyai wachgehaltenes Ringen mit
der ,,partie honteuse*, dem euklidischen Postulat, hat in jiing-
ster Zeit nochmals Stdckel zusammenfassend dargestellt.!

! Materialien fiir eine wissenschaftliche Biographie von GauB Heft V.
C. F. GauB} als Geometer. Leipzig 1918, — Das Wort von Sticke:
(Math. Ann. 49, S. 151, 1897), ,,daBl die Erkenntnis von der logischen
Unanfechtbarkeit der nichteuklidischen Geometrie (Gauf nicht durch:
cine geniale Intuition zuteil geworden ist, sondern daB er sie erst i
hartem Kampfe gegen das alte Vorurteil errungen hat, ist in vollem
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Ihm verdanken wir auch die Erklirungen zu den meist sehr
kurzen Andeutungen, die eben in Band VIII verdffentlicht sind,
Andeutungen, die den Gipfeln eines noch im Meere ruhenden
grofien Kontinents gleichen. Es seien hier genannt:

1. ,,Zur Theorie der Parallellinien. Werke VIII, S. 202 bis
209. Die wesentlichen Eigenschaften, welche die nichteuklidi-
schen Parallelen mit den Euklidischen [und den Clifford-
schen (§ 88—89)] gemein haben, nimlich Unabhingigkeit der
FEigenschaft vom Ausgangspunkt, Gegenseitigkeit und Transiti-
vitdt, sind hier entwickelt. Der Ort der ,korrespondierenden
Punkte anf den Geraden eines Parallelbiischels?, die Trope
[der Grenzkreis] wird besprochen. Diese Notiz stammt vermut-
lich aus dem Jahre 1831.

2. ,,Bemerkungen zur Kubatur der Pyramiden. Werke VIII,
S. 228 und 232—233, aus dem ,,Handbuch®, die erste wohl
aufgezeichnet bei Entwurf des folgenden Briefes.

3. ,Briefan Wolfgang Bolyai vom 6. Mirz 1832¢ [Werke
VI, 8. 220-—224], worin dic Begriffe Paracykl [Grenzkreis],
Parasphire [Grenzkugel], sowie Hypercykl [ebene Kurve kon-
stanten Abstands von einer Geraden] und Hypersphire [Fliche
konstanten Abstands von einer Ebene] aufgestellt werden und
der Nachweis erbracht wird, daB der Inhalt eines Dreiecks mit
den Winkeln a, 8, v dem Defekt m — a — 8 — ¥ proportional ist.

4. ,Die sphirische und die nichteuklidische Geometrie.**
Werke VIII, S. 254—257. Hier wird der Nachweis erbracht,
daB in einer zweidimensionalen Geometrie mit frei beweglichen

Figuren aus der Giltigkeit der euklidischen Geometrie fiir ,,un-
endlich kleine* Dreiecke dann fiir ,,endliche Dreiecke die
eunklidische, nichteuklidische oder sphirische Geometrie be-

Einklang mit dem Ergebnis auch der spiteren Forschungen. Auf die
Bedeutung der Forschungen GauBens iiber Flichentheorie fiir die nicht-
euklidische Geometrie kommen wir an anderer Stelle (§ 77) zu sprechen.

® Die Punkte 4 und 75 auf den Parallelen 44" und BB  heifen
s korrespondierend®, wenn <~ BAAL =< ABB'.
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Die Parallelen bei Gauf 59

stehen muB.! Der Zettel, aus den Jahren 1840—1846 stam-
mend, fand sich als Einlage in dem Handexemplar Gaussens
von N. J. Lobatschefskijs Geometrischen Untersuchungen
zur Theorie der Parallellinien. Berlin 1840. — Ein interessanter
Verlaufer dazu ist die ,,Scheda* aus dem Jahre 1801 [Werke
X 1, 1917, S. 451], die einer eingehenden Erklirung bedurfte,

§ 32. Wir geben hier die Hauptsache von (1) wieder und
bemerken noch, daf Gaul — ebenso wie ]J. Bolyai und Lo-

A

cr

Fig. 28, Fig. 20,

batschefskij — die Existenz einer Geraden A\ die zwischen
den 4.7 Schneidenden und den Nichtschneidenden die Grenze
bildet, nichts als Postulat faBt, wie spiter Hilbert?, sondern
sie als selbstverstindlich annimmt.

Gaub definiert die Parallelen so:

Wenn (Fig. 28) die Geraden 437..., BN ... einander
nicht schneiden, jede durch 4 zwischen 4.3/7... und
AF ... gelegte Gerade hingegen die ZV... schnei-
det: so heifit 43/... mit AN ... parallel.

!'S. unten § 38.

* D. Hilbert, Neue Begriindung der Bolyai-Lobatschefskijschen
Geometrie. Math. Ann. 57 (1903), S, 137—150. — Abdruck in D. Hil-
bert, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl. (Leipzig 1909), Anhang III.
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60 I11, Die klassische Zeit der nichteuklidischen fGeometrie

sondere Bedeutung zu haben, weshalb man notwendig beweisen
muf}, dafi die Paraliele .4.7/ von .1 unabhingig ist.

Diese Unabhéangigkeit beweist GauBl folgendermafien:

Nimmt man (Fig. 29) anstatt .4 einen andern Anfangspunkt
A auf der lLinie .1.37..., zieht durch .1 zwischen A4"37...
und A’ die Gerade A'7 in beliebiger Richtung, und durch
éinen Punkt Q zwischen 4" und 2 die Gerade AQ ..., so wird
solche (Deﬁnition) die A ... schneiden, woraus von selbst
klar ist, dall auch Q7 ... die #N. .. schneiden wird.

B
S
. o N
7
v T
s ,/'/) .
[ - e
AN T M
P — 'f:i +¥i
T :
P e
Q
I
Fig. jo0.

Nimmt man (Fig. 30) aber A" auf der riickwirts fortgesetzten
AWM. .. und zieht durch /1" zwischen A3/ ... und 4B ... in
beliebiger Richtung die Gerade AP, verlingert solche riick-
wiarts und nimmt darauf einen beliebigen Punkt @, so wird
Q0d4...die PN... schoeiden (Definition), z. B. in R, 42 ist
also in der geschlossenen Figur 4’AR A und wird daher eine
der vier Seiten 4’4, AR, R, 74 schneiden, offenbar muf
dies aber die dritte R 7 sein, daher also auch .4.17... mit
RN ... paralle]l ist.

Aus der Definition der Parallelen ergibt sich auch nicht von
selbst die Gegenseitigkeit des Parallelismus, das will sagen,
daB auch AN zu 4.1/ parallel ist. Diese Eigenschaft ist der
Gegenstand des folgenden schonen Beweises von GauB. (S.

Fig. 31.)
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Grundeigenschaften der Parallelen 61

.Es ist verstattet ab» und ¢d+ zu vertauschen.
Es sei (Fig. 31) 1 und 2 parallel. Wire nun nicht 2 mit &
parallel, so sei ¢’ mit 1 parallel. Es sei ca senkrecht auf 1 und
ach=ach = Ldcd.

Femer cbe = cb'b. Es wird also be die 2 schneiden in ¢

1

b a_ 1 2

B

Fig. 31.

Macht man nun &g = 4¢, so wird ¢g und cd’ mit ¢4’ einerlei
Winkel machen, welches absurd ist.

SchlieBlich beweist er, daf zwei zu einer dritten parallele
Gerade zueinander parallel sind (Transitivitit).

Lehrsatz. Ist die Gerade \‘
1 sowohl mit 2 als mit 3 par- 4k
aliel, so ist auch 2 mit 3 par- \\‘\
allel. X

Beweis: Erster Fall, \
wenn (Fig. 32) 1 zwischen 2 ! I S
und 3 liegt. Es seien A, 7 ‘-JB‘\—T’,/
Punkte auf 2 und 3 und A5 i \
schneide die 1 in (". Durch
-l ziehe man eine beliebige
Gerade 4D ... zwischen 2 und .47, welche also 1 schnei-
den wird; da dieses von jeder D ... gilt, so ist 2 mit 3
parallel.

Zweiter Fall, wenn (Fig. 33) 1 auBerhalb 2 und 3 liegt.
Es liege 2 zwischen 1 und 3. Wire 2 mit 3 nicht parallel, so

148t sich durch einen beliebigen Punkt von 3 eine von 3 ver-
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schiedene Gerade ziehen, die mit 2 parallel ist. Diese ist also
vermoge des ersten Falls auch mit 1 parallel, welches absurd ist.
Hier ist zu bemerken, dal GauB stillschweigend meint den
Parallelismus in einem gegebenem Sinn. In der Tat,
_— } seine Deﬁni‘tion der Paral'leien
Tt betrachtet die von . auf einem
bestimmten Ufer der T'ransversale ,
AZF, z. B. dem rechten, ausgehen-
) “——> den Strahlen, so zwar, dab man :
—— 777U L/ die Parallele zu 2V nach

Fig. 33.

rechts hin nennen miifite. Die
Parallele zu ZV nach links hin ist nicht notwendig .}/, diese
Voraussetzung wiirde vielmehr auf eine dem euklidischen Po-
stulat adquivalente Hypothese hinauskommen.

§ 33. Der geschichtlichen Entwicklung vorgreifend bringen
wir des Zusammenhangs wegen an dieser Stelle eine Konstruk-
tion von Hilbert fir das gemeinsame Lot zweier einander
nicht schneidenden und nicht parallelen Geraden, dessen Exi-
stenz keiner seiner Vorginger auf elementarem Wege erwie-
sen hat.

Von den Punk-

ten 4 und 4, der

1
einen Geraden fillt
man die Lote .{#
und A #} aof die
zweite; es sei AF
<A, F.Dannmacht
man £ 5 = F4,
Tragt man dann in /#; den Winkel a = <7 /' (" an, so schnei-
det der zweite Schenkel des Winkels die erste Gerade reell,
was leicht durch Betrachtung der durch & zu .{(" gezogenen
Parallelen bewiesen werden kann., Is sei @ dieser Schnitt-
punkt. Macht man dann AQ, == BQ, so sind die Dreiecke
B, QF, und AQ /L kongruent, daber auch die Dreiecke FOR
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und #FQ,R,, die bei R bez. R rechte Winkel haben. Hier-
mit sind also zwei Punkte @ und (), gefunden, die von der
zweiten Geraden den gleichen Abstand haben. Die Verbin-
dungslinie der Mitten von Q(, und R R, steht dann auf bei-
den Geraden senkrecht.!

Damit sind dann drei Arten linearer Strahlbiischel bekannt:
Die Gesamtheit der Geraden durch einen reellen Punkt (7),
die Gesamtheit der Geraden, die — einseitig — parallel sind,
oder, in Hilberts bezeichnender Ausdrucksweise, ein Ende
(/) gemein haben und endlich die Gesamtheit aller Geraden,
die auf ciner und derselben Geraden senkrecht stehen, oder,
wie wir sagen wollen, einen ,idealen Punkt* 7/ gemein haben.
Zwei ,,Punkte® haben im allgemeinen eine (reelle) Verbindungs-
linie, nur diirfen im letzten Falle die Geraden, auf denen die
gesuchte Gerade senkrecht stehen soll, weder einen 2 noch
ein % gemein haben.

Von den sechs Aufgaben, eine Gerade durch P F,, P £,
Py, I ly, lof,, L], zu legen, sind die erste und die dritte
rivial, die sechste hat Hilbert gelost, die zweite und vierte
haben ihre Geschichte, die noch zu besprechen ist; die dritte
endlich ist leicht auf die vierte zuriickzufithren. Ein ,Ende
wird bei den Aufgaben immer vorgeschrieben gedacht in Ge-
stalt irgendeiner Geraden, zu der die gesuchte in vorgeschrie-
benem Sinn parallel sein soll.

§ 34. Der Inhalt des Dreiecks. Wir wollen ein Dreieck
(einfach, zweifach, dreifach) asymptotisch nennen, je nach-
dem eine, zwei oder alle drei Ecken ,,Enden‘ sind. Schlecht-
weg ,asymptotisch® soll ein Dreieck heifien, wenn alle drei
Ecken im Unendlichen liegen, jede Seite also nach ihren bei-
den Richtungen hin zu je einer der beiden anderen parallel
ist. In dem erwihnten Brief an W. Bolyai postuliert Gaufl

! Hilbert a. a. O. (Grundlagen), S. 162. — Andercr Existensbeweis

und andere Konstruktion des gemeinsamen ILotes bei Liebmann,
Nichteukl. Geom., S. 25—27.
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64 111. Die klassische Zeit der nichteuklidischen Geometrie

fiir das asymptotische Dreieck einen endlichen Inhalt 4m. Dar-
aus kann er dann die Inhaltsformel
NABC =k(im— o —B— )
folgendermafBen ableiten. Es sei D ein Punkt auf einer Seite
eines (dreifach) asymptotischen Dreiecks, d und w— 9 die Win-
kel, die die Verbindungslinie mit dem der Seite gegeniiberlie-
genden Ende und die beiden Teile der Seite einschliefen.
Auf diese Weise ist das Dreieck in zwei zweifach asymptotische
Dreiecke zerlegt, deren Inhalte nur von d, bez. w — d abhingen
NABD = kD), NADC = ifim —b).

Es ist dann S0 4 — d) = .,

also wegen f(0) = w und f{m) = 0

Sb) =m—o.

Ist sodann A4 B¢’ ein zweifach asymprotisches Dreieck mit
den Winkeln q, 8, 0 und 4, und B, die Enden der verlinger-
ten Strecken #4 und A5, so erhilt man, indem man noch ¢/
mit 4, und 5, verbindet:

b= AN A B C = N A AC - S ABC N CRB,
=g ANABC + kB,
also A ABC = k(m — o — B

Sind alle drei Winkel A2 von Null verschieden und ist o
der grofte, so verlingert man (' bis zum Ende (j, A7 bis
zum Ende 2, und verbindet (', mit Z und 5. Bezeichnet man
< BB Cy mit d, <C €, mit €, so erhilt man (mit Riicksicht
auf d + € = m — B):

NABC=NABC —~ANBBC —NCEC
=htM—0—T+d—T+e+T—7)
— km—a B — )

Diese Ableitung setzt noch voraus, daB ein (dreifach) asym-

ptotisches Dreieck endlichen Inhalt hat. Sie kann durch eine
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Schweikarts Astralgeometrie 65

andere ersetzt werden, die mit Hilfe der fiir die sphirischen
Dreiecke von Gerwien [1833] gegebenen Konstruktion zeigt,
daB der Inhalt jedes Dreiecks seinem Defekt proportional ist.
Die Inhaltsformel fiir das asymptotische Dreieck erscheint dann
nicht als Ausgangspunkt, sondern als Folgerung, so dafl die
stillschweigend gemachte Hypothese von der Endlichkeit
seines Inhalts entbehrlich wird.?

Ferdinand Karl Schweikart [1780 —1859].

§ 35. Gleichzeitig mit und unabhingig von den GauB-
schen Untersuchungen sind die des Professors der Jurispru-
denz F. K. Schweikart? der 1807, Die Theorie der Par-
allellinien nebst dem Vorschlage ihrer Verbannung
aus der Geometrie* veroffentlichte, in der er Kligel und
Lambert zitiert, iibrigens nicht etwa das_euklidische Postulat
beseitigen, sondern als Ankniipfungspunkt und Grundlage das
Parallelogramm einsetzen will.

Das Zeugnis seiner nichteuklidischen Forschungen ist die
folgende, im Dezember 1818 fir GauB an Gerling iiber-
gebene?

[Notiz.]

,»Es gibt eine zwiefache Geometrie eine Geometrie im
engern Sinn —, die euklidische, und eine astralische Grofien-
lehre.

.Die Dreiecke der letsteren haben das Eigene, daB die
Summe der drei Winkel nicht zwei Rechten gleich ist.

! Liebmann, N. E, G., 2. Aufl.,, S, §0—56. Finzel, Die Lehre
vom Flicheninhalt. Diss. Strafburg 1911. Lobatschefskij hat (vgl
S, 266 des § 37 angefiihrten Werkes) einmal den Irrtum begangen, zu
glauben, daB jedes Dreieck sich in ein rechtwinkliges verwandeln lieBe!

2 Er studierte Recht an der Universitit Marburg und besuchte von
1796— 1798 die mathematischen Vorlesungen, welche an der Universitit
Professor J. K. F. Hauff hielt, der Verfasser von mehreren Schriften
iber die Parallelen. S. Th. d. P., S. 243.

8 GauBl Werke VIII, S. 180—181I.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl. 3
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66 III. Die klassische Zeit der nichteuklidischen Geometrie

»Dies vorausgesetat, 1aBt es sich auf das strengste beweisen

a) daB die Summe der drei Winkel kleiner als zwei Rechte
sei;

b) daB die Summe immer kleiner werde, je mehr Inhalt das

Dreieck umfaBt;
c) daB die Hohe eines rechtwinklig-gleichschenkligen Drei-

ecks zwar immer zunimmt, je mehr man die Schenkel
verlangert, daB sie aber eine gewisse
Linie, die ich die"'Konstante’nenne,
nicht iibersteigen konne.!

»Die Quadrate haben daher fol-
gende Gestalt (Fig. 35).

,,1st diese Konstante flir uns die
halbe Erdachse (wonach jede im Welt-
raume von einem Fixstern zum an-
dern, die 9o voneinander entfernt
sind, gezogene Linie eine Tangente
der Erdkugel sein wiirde), so ist sie
in Beziehung auf die, im tiglichen Leben vorkommenden,
Réume unendlich groB.

»Die euklidische Geometrie gilt nur unter der Voraussetzung,
daB die Konstante unendlich grofl sei. Nur dann ist es wabhr,
daB die drei Winkel eines jeden Dreiecks zwei Rechten
gleich seien; auch laBt sich dieses, sowie man sich den Satz,
daB die Konstante unendlich grof sei, geben laBt, leicht be-
weisen.*

1 Der Zusammenhang der Schweikartschen Konstanten C mit der
von Lobatschefskij gewiihlten Streckeneinheit # ist durch die For-
mel (§ 36) gegeben P

1 —
LgTZTT(zz.) = 4.

a wird gleich C, wenn TT(a) gleich % ist, es ist also

C == klogcot -‘g .
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Im Mirz 1819 antwortete GauB an Gerling inbetreff der
Astralgeometrie, lobt Schweikart und erklirt seine Zu-
stimmung zu allem, was das ihm geschickte Blittchen enthilt.
Er fiigt hinzu, daB er die Astralgeometrie so weit ausge-
bildet hat, daB er alle Aufgaben vollstindig 18sen kann, sobald
die Konstante von Schweikart gegeben ist,

Franz Adolf Taurinus [1794—1 874].

§ 36. Schweikart hat auch seinen Neffen Taurinus! an-
geregt [1820], sich mit der Astralgeometrie zu beschif-
tigen, und es ist eine seltsame Entwicklung, daB der Neffe den
Onkel in mancher Hinsicht weit iberholte, indem er in seinen
Geometriae prima elementa [Koln 1826] die nichteuklidische oder
s»logarithmisch-sphirische Trigonometrie aufbaute, an theore-
tischer Einsicht aber hinter ihm zuriickblieb — er war und
blieb iiberzeugt von der Wahrheit des V. Postulats,

Taurinus geht hier den spiter von Lobatschefskij be-
schrittenen Weg einer analytischen Konstruktion. Vom Cosinus-
satz der spharischen Trigonometrie

a 14 ¢
COS - == COS —~ - COS —

. b . ¢
Sin — sin — + CoS
% 7 T g M cosa

ausgehend, ersetzt er den reellen Radius 4 durch den imagi-
niren 7k [wo #=17/—1]. Die von Taurinus erhaltene For-
mel kann mit Hilfe von Anwendung der hyperbolischen

! Die groBe Bedeutung von Schweikart und Taurinus fiir die
Entdeckung der nichteuklidischen Geometrie wurde aufgedeckt und ins
Licht gesetst von den Herren Stickel und Engel, die in der ,,Th,
d. P.« jhnen ein ganzes Kapitel widmen (S. 237—286) und die wich-
tigsten Stellen der Werke von Taurinus wiedergeben, sowie einige
Briefe, die zwischen ihm, GauB und Schweikart gewechselt wurden.
Man vergleiche noch den Artikel von Stiickel iiber »nFranz Adolph
Taurinus®, Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik IX, S. 397
bis 427 (1899).

5*
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Funktionen! in folgender Form geschrieben werden:
a b ¢ b c

(1) c/z—;:clz»k c/zAr]—;—-slz '/a" .r/z}—» cos 0.

wird also wieder reell, was wesentlich ist.
Fir Taurinus blieb die ,,logarithmisch sphirische‘ Trigono-
metrie ein unwirkliches Gedankending — und doch drang er

1 Zur Bequemlichkeit fir den Leser erinnern wir an die analytische
Definition und die Haupteigenschaften der hyperbolischen Funk-
tionen:

X -2 . ") D
e —e¢ g x At
shamin 5 =
2 1! + 3! + 5! +
£y - .2 4
s E at
D chxe= =1 — — .
M 2 + 2! + 4! ™
R —x X x
e —e e 3
thx s=—————-s cthx== ~—4_—I~—~A :
\ e."(. _+_ e'—-.il' ez‘l — (’— x
Vergleicht man mit den bekannten Entwicklungen
-8 5
k> x
T
. e’ v | ] & at
(I1) S\ S T A
2! 4!
i —
e e
ctg v =/ ‘A'.“i"” o]
eZ.X . e—-iz’L’

so sieht man leicht, daB die Kreisfunktionen und die hyperbolischen
durch die folgenden Beziehungen verkniipft sind:
ishax = sin ({x); ithx =tg (x
am < ({ ) g (%)
chx==eo0s({x); — {cthx == cotg (ix).

Diese letzteren gestatten die Fundamentalformeln der Goniometrie in die
entsprechenden fiir die hyperbolischen Funktionen umzuwandeln. Es
sind dies folgende:

] chix —shix =1
shix == y)=shxchy + shychx
ch(xy)=chxchy t+ shxshy.

av)
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in diesem Gebiet sehr weit vor. Er kennt das asymptotische
Dreieck, dem wir bei GauB begegnet sind; er gewinnt die

Formeln » »
2wksh-, und ang(f/z—g— I)

fir Umfang und Inbalt des Kreises vom Radius 7, ebenso die
Formeln

2 72 1 Slep L on 2
4 Tk sh = und 4Tk <s/z 5 cizk /e)

fir Oberfliche und Inhalt der Kugel. Er gewinnt aus dem po-
laren Cosinussatz der sphirischen Trigonometrie

€os @ = — cos f cos ¥ + sin B sin Yy cos f;

den entsprechenden der logarithmisch-sphirischen Trigono-

metrie s
Ccos @ = — cos f cosy -+ sinBsmYc/zI

und erhalt aus ihm, indem er ¢ = 0 und v = go° setzt die Be-
ziehung zwischen den GroBen, die wir jetzt mitLobatschefskij
als ,,Lot“ und ,,zugehérigen Parallelwinkel* benennen,
a 1
=G
und die, wenn man £ = 1 setzt und den Parallelwinkel mit
TT(z) bezeichnet, sich schreibt:

I
cha = m-) y
woraus wegen
1 1 1 I
st~ 3 (65 1@ + cot £ TT@)
die Formel in jhrer durch Lobatschefskij klassisch gewor-
denen Gestalt tang % M) =

folgt. —

Es ist ein seltsamer Streich des Dimons, der die Forscher
leitet: Lambert ahnte, wie wir oben gesehen haben [§ 21],
daB die ,zwote Hypothese®, die ,,des spitzen Winkels”, auf
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der Kugel mit imagindrem Radius gilt, auch hat er sich ein-
gehend mit den hyperbolischen Funktionen ¢%, s beschiftigt —
aber er stellte die Beziehung nicht her. Taurinus dagegen
findet und verwendet sie sachgemif — gibt aber den Glauben
an das Euklidische Postulat nicht auf.?

N. I. Lobatschefskij [1793—1856].

§ 37. Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij? geboren
den 22. Oktober (2. November) 1793 im Gouvernement Nischnij-
Néwgorod, gestorben am 12. (24.) Februar 1856 in Kasan, hat
mit ziher Kraft und unermidlicher Ausdauer das Lehrgebaude
der nichteuklidischen Geometrie in einer Reihe von Arbeiten
begriindet, von den verschiedensten Gesichtspunkten ans dar-
gestellt und daraus die Nutzanwendung auch fiir die Zwecke
der Analysis gezogen. Im Ganzen unterscheidet ibn von 1. Bo-
lyai die viel weitergehende Durchbildung der Formeln, die
Durchdringung der Raumgeometrie und die weitausschauende
allgemeine Axiomatik. So verbindet er mit der Gedankenkiihn-
heit des Sohnes Johann die tiefgehende Bedichtigkeit des
Vaters Wolfgang Bolyali.

Die Anregung zur Beschiftigung mit dem heikeln Gegenstand
geht wohl auf J. M. C. Bartels [1769—1836] den Freund von
GauB zuriick, der 1807 als Professor nach Kasan berufen
wurde. Auch seine Entwicklung beginnt mit Beweisversuchen
des Euklidischen Postulates, bald aber bahnt er sich den rich-
tigen Weg.

1 Vgl. Stickel, Bemerkungen zu Lamberts Theorie der Parallel-
liniéen. Bibl. Math., S. 107—110 (1899).

2 Was historische und kritische Bemerkungen iiber Lobatschefskij
betrifft, so verweisen wir ein fiir allemal auf den Band von F. Engel:
N. J. Lobatschefskij, Zwei gcometrische Abhandlungen aus dem
Russischen iibersetzt mit Anmerkungen und mit einer Biographie des
Verfassers. Leipzig 1899, Teubner. — Wir filhren dieses Werk infolge
an als ,,Lobatschefskij*. Daselbst S. 446—449 ein vollstindiges Ver-
zeichnis seiner Schriften, )
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1815 beschiftigte sich Lobetschefskij schon mit den Par-
allelen und in einem seiner Manuskripte zu den Vorlesungen
von 1815—1817 finden sich einige Versuche zum Beweis des
V. Postulats und Untersuchungen #hnlich denen von Le-
gendre. Aber erst nach 1825 hat er die imaginidre Geo-
metrie erdacht. Das geht aus einer geschriebenen Abhand-
lung von ihm iiber die elementare Geometrie hervor, wo gesagt
wird, daB man keinen Beweis des V., Postulats besitzt, aber
daB ein solcher Beweis nicht unméglich sein kann.

Zwischen 1813 und 1825 richteten sich Lobatschefskijs
Gedanken auf eine Geemetrie, die unabhingig von der Hypo-
these des Euklid ist, und die erste Frucht seiner neuen Stu-
dien ist die ,, Zuxposilion succincle des principes de la géométrie avec
une démonsiration rigoureuse du théoréme des parallélest, die er am
12, [24.] Februar 1826 der physiko-mathematischen Abteilung
der Universitit vorlegte,

1829—1830 gab er dann eine Abhandlung ,,Uber die An-
fangsgriinde der Geometrie“ in Druck!, die den Haupt-
teil seiner vorhergehenden ,,Vorlesung* enthielt und weitere
Anwendungen der neuen Theorie auf die Analysis. Der Reihe
nach kamen dann heraus die ,,Jmaginidre Geometrie“
[1835])% die ,neuen Anfangsgrinde der Geometrie,
mit einer vollstindigen Theorie der Parallellinien*
[1835—1838]% die,,Anwendungen der imaginiren Geo-
metrie auf einige Intgrale* [1836]¢, dann die ,,Géoméirie

i Kasaner Bote. 1829—1830. — Geometrische Abhandlungen von
Lobatschefskij, Kasan 1883—1886. Bd. I, S. 1—67. — Deutsche
Ubersetzung von ¥. Engel, 8. 1—66 des soeben genannten Werkes.

? Kasaner Gelehrte Schriften. 1835.-— Geom. Abh, Bd.I, S. 71—120.
— Deutsche Ubersetzung mit Anmerkungen von H. Liebmann. Abh.
7. Gesch. d. Math. XIX, S, 3—50. Leipzig 1904, Teubner.

3 Kasaner Gelehrte Schriften. 1835—1838. — Geom. Abh., Bd. I,
S. 219—486. — Deutsche Ubersetzung von F. Engel in Lobatschefs-
kij, S. 67—235.

4 Kasaner Gelehrte Schriften. .1836. — Geom. Abh., Bd. I, S, 121
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72 II1. Die klassische Zeit der nichteuklidischen Geometrie

imaginaire* [ 1837]* und 1840 das zusammenfassende Werkchen:
»Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Par-
allellinien‘%, das in deutscher Sprache geschrieben ist und
von Lobatschefskij bestimmt war, die Aufmerksamkeit der
Geometer auf seine Untersuchungen zu lenken. Endlich dik-
tierte und veroffentlichte er 1855 in franzosischer und russischer
Sprache, ein Jahr vor seinem Tod und bereits erblindet, eire
vollstindige Auseinandersetzung seines geometrischen Systems
unter dem Titel: ,, Pangéométrie ou précis de géoméirie fondée sur
une théorie générale et rigonreuse des paralléies.s3

§ 38. Die wichtigsten analytischen Ergebnisse von Loba-
tschefskij sind:

a) Fiir Dreiecke mit sehr kleinen [unendlich kleinen] Seiten
kann man an Stelle der Formeln der imaginiren Trigono-
metrie wenigstens bis auf unendlich kleine GroBien hoherer
Ordnung die gewohnlichen trigonometrischen Formeln setzen.?

bis 218. — Deutsche Ubersetzung von H. Liebmanu, S. 51—130 des
in Anm. 2 S. 71 genannten Buches.

1 Crelles Journal, Bd. XVII, S. 295-—320. — Geom. Abh. II,
S. §81—613.

? Berlin 1840. Nendruck 1887. — Geom. Abh. II, S. 553—578. —
Franzosische Uberset/,ung von J. Hotiel, enthalten in den Mém. de
Bordeaux IV (1866) und auch in den ,,Recherches géométriques sur la
théorie des paralléles¢“. Paris 1900, Hermann.,

8 Sammlung gelehrter Abhandlungen, verfafit von Professoren der
kaiserlichen Universitit Kasan zur Erinnerung an ihr fiinfzigjihriges Be-
stehen. Bd. I, S. 279—340 {1856). — Geom. Abh,, Bd. II, S. 617—680.
— Ttalienische Ubersetzung von G. Battaglini im Giornale di Mat.,
T.V, S. 273—336 (1867). — Deutsche Ubersetzung von H. Liebmann,
Leipzig 1902. (Sammlung von Klassikern der exakten Wissenschaften
Nr. 130.) — Faksimile-Neudruck. Paris 1905.

* Umgekehrt kann die Annahme der Giiltigkeit der euklidi-
schen Geometrie im Umendlichkleinen als Ausgangspunkt fiir
die Ableitung der nichteuklidischen Geometrie beniitzt werden, und es
ist eine der interessantesten Entdeckungen bei der erneuten Durcharbei-
tung des GauBschen Nachlasses, dall schon der Princeps mathematiceo-
rum diesen Weg beschritten sat. Vgl. GauB’ Werke VIII, p,255—264.
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Lobatschefskijs Hauptergebnisse 73

b) Die Vertauschung der Seiten a, 4, ¢ mit rein imaginiren
Seiten sa, b, ic verwandelt die Formeln der imaginiren Tri-
gonometrie in die Formeln der sphirischen Trigonometrie,

c) Fihrt man auf der Ebene oder im Raum ein Koordinaten-
system ahnlich dem gewohnlichen kartesianischen ein, so kann
man mit den Methoden der analytischen Geometrie die Lingen
von Kurven, die Inhalte von Flichen, den Rauminhalt von Kor-
pern berechnen.

Da wir weiterhin (Kap. IV) von der Elementargeometrie ein
geschlossenes Bild auch unter Beriicksichtigung aller
spiteren Fortschritte geben wollen, und da in diesem
systematischen Zusammenhang die Friichte seines Geistes voll
zur Geltung kommen, so wollen wir hier uns mit dem Urteil
begniigen, das GauB nach der Lektire der ,,Geometrischen
Untersuchungen* in einem Brief an Schumacher vom 28. No-
vember 1846 gefillt hat: ,,Sie wissen, dafl ich schon seit 54 Jahren
(seit 1792) dieselbe Uberzeugung habe. ... Materiell fiir mich
Neues habe ich also im Lobatschefskyschen Werke nicht ge-
funden, aber die Entwicklung ist auf einem andern Wege ge-
macht, als ich selbst eingeschlagen habe, und zwar von Lo-
batschefsky auf eine meisterhafte Artin dcht geome-
trischem Geiste*.

GauB meint damit die Heranziehung der Raumgeometrie
und der auf der Grenzkugel geltenden euklidischen Geometrie,
die Hilfsmittel also, denen wir auch bei Johann Bolyai be-
gegnen werden, die aber durch neuere Forschungen ebenso

— Auf dtesem Prinzip ist das Werk von Flye St. Marie (Théorie
analytique sur la théorie des paralliéles. Paris 1871) und W. Killings
Werk (Die nichteuklidischen Raumformen in analytischer Behandlung.
Leipzig 1885) aufgebaut. Die Abhandlung von M. Simon (Die Tri-
gonometrie in der absoluten Geometrie. Journal f. d. reine und angew.
Math. 109 [1892], S. 187—7198) beginnt mit der dort nicht begriindeten
Annahme iber eine Beziehung in einem zwar ,,unendlich sehmalen*
aber nicht in jeder Abmessung unendlich kleinem Dreieck und bedarf
also in dieser Hinsicht einer Erginzung.
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74 III. Die klassische Zeit der nichteuklidischen Geometrie

entbehrlich werden fiir die Begriindung der nichteuklidischen
ebenen Geometrie, wie die euklidische Raumgeometrie fiir die
Ableitung der sphérischen Trigonometrie, (Vgl. § 70—73.)

Hinsichtlich der Darstellungsweise miissen wir mit F, Engel,
insbesondere, was die ,,Anwendung der imaginiren Geometrie*
anbetrifft, dem Urteil von GauB beipflichten, daf} sie ,mehr
einem verworrenen Walde gleichen, durch den es, ohne alle
Baume erst einzeln kennen gelernt zu haben, schwer ist, einen
Durchgang und Ubersicht zu finden*.

Dann kommt

tang 3 TT(a) > tang (—:— -—p) =

daher

§ 39. Lobatschefskij hat sich auch die
Aufgabe gestellt, aus kosmischen Dreiecken Auf-
schluB iber die Natur unceres Fixsternraumes
zu erhalten, namlich eine untere Grenze fiir die
durch die Beziehung

—a

g3 (@) =c *
bestimmte Streckeneinheit 2 zu finden, Zu die-
sem Zweck beniitzte er ein rechtwinkliges Drei-
eck 4B C, wo die Seite B (= a senkrecht der
Erdbahnhalbmesser ist und .4 ein Fixstern zur
Richtung BC. (Vgl. Fig. 36.) Wir bezeichnen
mit 2p die gréBte Parallaxe des Sterns A.

M (e)> << ACB:—T} —2p, woraus folgt:

I—tgp
I4tgp’

@
- _ Tt
Gl T ang p
I —tang p

Wir haben dann bei der Annahmep<¢;L

Uberdies weil

I 4 tang p 5
— tang p o

(tgr +5t8°2 + 2 t8°2 4.

L =2 (gp % ),

tg2p =1+41g%p
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Kosmische Fragen 75

so wird endlich 7[:-<tg 2p.
Nimmt man mit Lobatschefskij fiir 2p die Parallaxe des
Sirius, die 17,24 betrigt, und fiihrt man die Rechnung aus,
so kommt a
% <0,000006012.
Die Streckeneinheit ist also mindestens gleich 166 320 Erd-
babndurchmesser, sodaB fiir terrestrische Dreiecke die eukli-
dische Geometrie mit mehr als gentigender Anniherung gilt.!

Johann Bolyai [1802—1860].

§ 40. Johann Bolyai? der Sohn Wolfgangs, geboren zu
Klausenburg am 15. Dezember 1802, gestorben 27. Januar 1860
in Maros-Vésdrhely, gehort zu den frithreifen Genies. Er hat
schon als Schiiler der kaiserlichen Ingenieurakademie in Wien,
allen Warnungen seines Vaters zum Trotz, sich gemeinsam
mit sefnem Freund Karl Szdsz[1798—1853] am Beweis des
Parallelenpostulats und an den Folgerungen aus seiner Nicht-
giltigkeit versucht. Am 23. November 1823 konnte er seinem
skeptischen Vater mitteilen: ... ,Ich habe so groBartige Sachen
hervorgebracht, daB ich selbst verblifft war und daB es ewig
schade wire, wenn sie verloren gingen. Wenn Sie es sehn

! Vgl. S, 76—78 der oben S. 72 Anm. 3 genannten Ubersetzung der
Pangeomeirie, ferner K. Schwarzschild, Vierteljahrsschrift der astr.
Gesellschaft, Berlin 1900, S. 337—347, und P. Harzer, Jahresber. d.
deutsch. Math. Ver, 17 (1¢08), S. 237—267. — H. Poincaré hat in
seinem bekannten Werk ,,Hypothese und Wissenschaft® (Deutsch von
L. und F. Lindemann, 2. Aufl. 1906) nachdriicklichst darauf hinge-
wiesen, dafl jede Abweichung der Messungen von den Gesetzen der
euklidischen Geometrie durchaus physikalisch erklirt werden Lann,
und daB dem Erfshrungsraum immer die euklidische Geometrie zugrunde
gelegt werden kann.

* Vgl hicrzu das in § 29 angefithrte Werk ,,Bolyai* von P, Stiickel
und Schlesinger, J. Bolyai, Festrede gehalten am 16. Januar 1903.
Deutsche Math, Ver. 12 (1903), S. 165—194,
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76 ITI. Die klassische Zeit der nichteuklidischen Geometrie

werden, werden Sie es auch erkennen; jetzt kann ich nur so-
viel sagen: daB ich aus Nichts eine neue Weltgeschaffen
habe,

Der Vater wollte die Theorie als Anhang dem Tentamen
einverleiben, wies tibrigens darauf hin, daB eine rasche Ver-
offentlichung angebracht sei ,,da manche Dinge gleichsam eine
Epoche haben, wo sie dann an mehreren Orten aufgefunden
werden, gleichwie im Frihjahr die Veilchen mchrwirts ans
Licht kommen,

1825 teilte Johann seine Arbeit scinem ehemaligen Lehrer
an der Kriegsakademie . Walter von Eckwehr[1789-—1857]
mit, doch ist diber den Verbleib dieses Entwurfes nichts be-
kannt.! Die lateinische Bearbeitung iibergab Johann 1829 dem
Vater. Im Juni 1831 erschienen die ersten Sonderabziige mit
dem langen Titel: Appendix scientiam spatii absolute veram ex-
hibens: a verilate aut falsitate Axiomatis XI Fuclidet, a priori haud
unquam decidenda, independentem; adjecta ad causam falsitatis qua-
dratura circuli geomelrica.?

In engen Rahmen zusammengepreft — sei es, um den Raum
eines Appendix nicht zu iberschreiten, sei es, um mit einem
gewissen Stolz die Reife und Geschlossenheit zu unterstreichen —
gibt das Biichlein in 43 zum Teil sehr kurzen Paragraphen
einen vollstindigen, klassisch geschriebenen Abrif _der ,,abso-
luten** Geometrie, d. h. der Geometrie in einer Fassung, die,
soweit dies irgend geht, offen 148t, ob das alte Parallelenpo-
stulat oder das allgemeinere gilt, wonach durch einen Punkt
zwei nichtzusammenfallende Parallelen zu einer Geraden
gehn, i . o

! Herr Stdckel schrieb mir dariiber (5. Februar 1918): ,,Im Nach-
1aB Wolfgangs wie Johanns fehlt dieses wichtige Schriftstiick, Frisch-
auf hat seiner Zeit auf meine Veranlassung bei der Familie v. Eckwehr
Nachforschungen angestellt, leider ohne Erfolg.«

? Prachtausgabe Budapest 1902. Ubersetzung in ,,Bolyai« II, S. 182
bis 216.
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J. Bolyais Appendix 77

Wir versuchen den Inhalt durch Stichworte und einige Leit-
sitze zu charakterisieren:

1. Definition der Parallelen als asymptotischer Geraden und
ibrer Eigenschaften (Unabhingigkeit, Transitivitit usw.) unab-
hingig vom Euklidischen Postulat.

2. Kreis und Kugel von unendlich groBem Radius (Zinea Z,
superficies K). Die Geometrie auf # ist identisch mit der gewohn-
lichen Geometrie.

3. Durch konstruktiven Zusammenhang mit dem Paralleldrei-
kant gegebener Nachweis der absoluten Giiltigkeit der sphi-
rischen Trigonometrie,

4. Ebene Trigonometrie. Berechnung von Flichen- und Raum-
inhalten.

5. Verschiedene Konstruktionen, z. B. die Parallelenkon-
struktion, und die Quadratur des Kreises in speziellen
Fillen, —

Den ihm zugedachten Abzug erhielt GauB erst Anfang Fe-
bruar 1832 durch einen Bekannten der Bolyais, Baron von Zeyk
und &uBerte sich schon am 14. Februar dariiber an Gerling:
»Noch bemerke ich, daB ich dieser Tage eine kleine Schrift
aus Ungarn iber die nichteuklidische Geometrie erhalten habe,
worinich alle meine eigenenIdeen undResultate wieder~
finde, mit grofer Eleganz entwickelt, obwohl in einer fir jemand,
dem die Sache fremd ist, wegen der Konzentrierung etwas
schwer zu folgenden Form¢.

Dem jungen Entdecker aber stellte GauB am 6. Mirz 1832
einen Meisterbrief aus, der, an Wolfgang gerichtet, den Ruhm
des Sohnes fiir alle Zeiten sichert: »Jetzt Einiges iiber die Ar-
beit Deines Sohnes. Wenn ich damit anfange, daB ich solche
nichtloben darf, so wirst Du wohl einen Augenblick stutzen:
aber ich kann nicht anders; sie loben hiefe mich selbst loben:
denn der ganze Inhalt der Schrift, der Weg, den Dein Sohn
eingeschlagen hat, und die Resultate, zu denen er gefiihrt hat,
kommen fast durchgehends mit meinen zum Teil schon seit
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78 III. Die klassische Zeit der nichteuklidischen Geometrie L:

30—35 Jahren angestellten Meditationen iiberein. In der Tat
bin ich dadurch auf das AuBerste iiberrascht.

Diesen Gipfel seines Erfolges sollte Johann Bolyai nicht
mehr liberschreiten. So bewahrt Lobatschefskij entschieden
den Vorrang bei der Bestimmung des Tetraederinhaltes, einer
Aufgabe, die Gaub in jenem ,,Meisterbrief** vorgeschlagen hatte,
wohl wissend, daB siec zu keinem einfachen Ergebnis fihrt, —

Traurig ist die Strandung bei dem vergeblichen Versuch, das
Parallelenpostulat Euklids doch noch durch vermeintliche
Widerspriiche in den Relationen zwischen den Abstinden von
fiinf Punkten im Raum erweisen zu wollen.! Auch dirfen wir
wohl davon absehn, seine peinlichen Anwandlungen, dem prin-
ceps mathematicorum den Kranz zu entreiBen und seinen ihm
zufillig (im Druck) zuvorgekommenen Mitbewerber Loba-
tschefskij durch 6de Schulmeisterei herabzusetzen, hier zu
besprechen.

Dies gehort in das traurige und pathologisch so interessante
— leider unerschopfliche — Kapitel der Nervositit, die in ihrem
UbermaB an GroBen- und Verfolgungswahn streift. Fiir die Psy-
chologie des Forschers iiberhaupt ist es ein klassischer Beitrag
— das reine Bild, das uns Johann Bolyai im Appendix von
der Hohe seines frithreifen Schaffens gibt, wiirde dadurch nur
getriibt werden.

§ 41. Zur Charakteristik von J. Bolyais Bestreben, in der
absoluten Geometrie sich moglichster Kiirze zu bedienen,
wollen wir noch seine Zeichen

T
|

! Der Titel der Schrift von Johann, worin er diesen Beweis aus-
einandersetzen wollte, lautet: ,,Beweis des bis nun auf der Erde
immer noch zweifelhaft gewesenen, weltberiihmten und, als
der gesammten Raum- und Bewegungslehre zu Grunde die-
nend, auch in der That allerhdchst wichtigsten 11. Euklid’-
schen Axioms. Von J. Bolyai von Bolya, k. k. Genie-Stabs-
hauptmann in Pension.* Vgl dariiber die Schrift von P, Stickel,
Untersuchungen aus der absoluten Geometrie aus Johann Bolyais Nach-
laf. Math, u. naturw. Berichte aus Ungarn XVIII, S. 280—307 (1902).

T .o o g T A ot
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J. Bolyais Darstellungsweise 79

QOa und @a
fir Umfang und Inhalt des Kreises vom Radius @ erwihnen.
Spiter hat der belgische Geometer De Tilly! noch die Be-
zeichnung Ea

fir das Verhaltnis des Bogens der Abstandslinie, des GauB-
schen Hypercykls zu dem Grundlinienstiick, iiber dem der Bogen
steht und von dem er den Abstand a hat, eingefiihrt. In dieser
Bezeichnung sind die Grundformeln fiir das rechtwinklige Dreieck

ABCmitden Winkeln 32 BCA=-", 3 CAB=a, LABC=p

Qa = Qc - sina, cosa = La-sinf,
(1) Ob=c-sinB (2)
(3) Ve = Fa. Eb.

cosf = K. sina,

Bonola? hat u. a. die folgende allgemeine Formel fiir das
rechtwinklige Dreieck hinzugefiigt

OQfa(La + Eb- Ec)y + Q% - (£b + Ec - Ea)
= Q¥ (£c + Ea - L¥b).

In dieser allgemeinen Gestalt gelten die Formeln fiir die
euklidische und nichteuklidischen Geometrien.

! De Tilly, Etudes de Mécanique abstraite. Mémoires couronnés
et autres Mémoires von der kgl. Akademie in Belgien, Bd. XXI (1870).
Man sehe auch von demselben Verfasser: Essai sur les principes fon-
damenteaux de la Géométrie et de la Mécanique. Mém. de la Société
des Sciences de Bordeaux, t, III, 1° cahier (1878). Eine eingehende
Kritik der Grundlagen von De Tillys Untersuchungen findet man in
Lie, Theorie der Transformationsgruppen 111, S. 524—528, Leipzig 1893.

? Vgl. R. Bonola, La trigonometria assoluta secondo Giovanni
Bolyai. Rend. Istituto Lombardo (2) t. XXXVIII (1905). — Vgl. auch
Liebmann, Begriindung der sphirischen Trigonometrie unabhiingig vom
Parallelenpostulat verbunden mit neuer Begriindung der hyperbolischen
Geometrie. Leipziger Berichte 60 (1908), S. 289—305.
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80 III. Die klassische Zeit der nichtenklidischen Geometrie

Die Aufnahme der nichteuklidischen Geometrie.

§ 42. Die Werke von Lobatschefskij und Bolyai fanden
bei ihrem Erscheinen nicht die Aufnahme, die so viele Jahr-
hunderte langsamer und stetiger Vorbereitung zu versprechen
schienen, Dariiber darf man sich weiter nicht wundern, weil
die Geschichte der Wissenschaft uns lehrt, dab jede radikale
Anderung in den einzelnen Fichern nicht mit einem Schlag
die Uberzeugungen und die Vorurteile niedertritt, auf denen
Forscher und Lehrer eine lange Zeit hindurch ihre Lehren er-
richteten.

In unserem Fall wurde die Zustimmung zur nichteuklidischen
Geometrie aus besonderen Griinden verzogert, z. B. die Schwierig-
keit, welche die Lekiiire der russischen Werke von Loba-
tschefskij bereitete, die unbekannten Namen der beiden
Neuerer und die damalige Auffassung von Kants Raumlehre.

Um die Dunkelheit zu zerstreuen, die in den ersten Jahren
die neuen Lehren verhiillte, dienten die franzésischen und
deutschen Schriften von Lobatschelskij, vor allem aber die
bestindige und unermiidliche Arbeit einiger Geometer, deren
Namen jetzt mit der Verbreitung und dem Sieg der nichteu-
klidischen Geometrie verkniipft sind. Wir wollen hauptsichlich
von C. L. Gerling [1788—1864], R. Baltzer [1818—1887]
und Fr. Schmidt [1827—1¢01] in Deutschland sprechen;
ferner von J. Hoiiel [1823—1866], G. Battaglini [1826—
1894], E. Beltrami [1835—1g00] und A. Forti in Frank-
reich und in Italien.

§ 43. Gerling, der seit 1816 mit GauB in Briefwechsel
iiber die Parallelen stand!, und der ihm 1819 die Note von
Schweikart iiber die ,,Astralgeometrie® [vgl. § 35] mitteilte,
hatte von GauB selbst [1832] und in Worten, die in ihm not-
wendig eine bercchtlgte Neugier erwecken muBten, die Angabe

! Vgl. Bd. VIII der Werke von GauB, S. 167-—169.
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Die ersten Anhiinger (Gerling, Baltzer) 81

iiber eine ,kleine Schrift* tber die nichteuklidische Geometrie,
verfaBt von einem jungen Osterreichischen Offizier, dem Sohn
von W. Bolyai! Die spiter erfolgte genaue Literaturangabe
[1844] iber die Werke von Lobatschefskij und Bolyai®
durch GauB veranlafBite Gerling, sich die ,,Geometrischen
Untersuchungen® und den ,,Appendix“ zu verschaffen
und sie so der Vergessenheit zu entreiBen, in die sie verbannt
zu sein schienen.

§ 44. Der von 1860--1863 verdffentlichte Briefwechsel
zwischen Gauf und Schumacher® und die Versuche von
Legendre, auch in den elementaren Lehrbiichern strenge Ord-
nung in die Parallelentheorie zu bringen, veranlaBten Baltzer,
in der zweiten Auflage seiner ,Elemente der Mathematik«
[1867] die euklidische Definition der Parallelen zu ersetzen
durch die aus dem neuen Raumbegriff abgeleitete und mit Lo-
batschefskij die Beziehung: a - B + 71 = 1809, die das eukli-
dische Dreieck charakterisiert, zu den experimentellen Eigen-
schaften zu rechnen, Um dann diese Neuerung zu rechtfertigen,
verfehlte Baltzer nicht, eine kurze Andeutung tber die theo-
retische Moglichkeit einer Geometrie zu entwickeln, die allge-
meiner ist als die gewohnliche und die sich auf die Annahme
von zwei Parallelen griindet, ferner die Namen ihrer Begriinder
ins rechte Licht zu setzen* Zur selben Zeit lenkte Hoiiel,

' Vgl den Brief von GauB an Gerling auf S. 220, Bd. VIII von
GauB Werken. In diesem Brief spricht Gau8 vom Inhalt des ,,Ap-
pendix* und sagt: ,,worin ich alle meine eigenen Ideen und Resul-
tate wiederfinde mit grofiter Eleganz entwickelt“ und vom Verfasser
der Schrift: ,,Ich halte diesen jungen Geometer v. Bolyai fiir ein Genie
erster Grofie.

* Gaul Werke, Bd. VIII, S, 234—238.

3 Briefwechsel zwischen C. F. Gaul und H. C, Schumacher, Bd.II,
S. 268, 341; Bd. V, S. 246. Altona 1860—1863. Uber die damals be-
kannten Gedanken von Gaull siehe auch: Sartorius v. Walters-
hausen, GauB zum Gedichtris, S. 80—81. Leipzig 1856. Vgl. Gauf’
Werke, Bd. VIII, S, 26;—268.

* Vgl. die Elemente der Mathematik von Baltzer, Bd. II, 5. Aufl,

Bonola-Licbhmann, Nichteuklid, Geometrie. 2. Aufl. O
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82 III. Die klassische Zeit der nichteulklidischen Geometrie

dessen Interesse {ir Iragen der elementaren Geometrie wohl-
bekannt war, im Gebiete der Wissenschaft das Interesse aufl
die nichteuklidische Geometrie! und wurde durch sein Interesse
angespornt, die ,,Geometrischen Untersuchungen® und
den ,,Appendix“ ins Franzosische zu iibersetzen,

§ 45. Die franzosische Ubersetzung des Werkchens von Lo-
batschefskij erschien 1866 zusammen mit der eines kurzen
Auszuges des Briefwechsels zwischen Gau und Schumacher®
Die so erhaltene Nebeneinanderstellung der Gedanken von Lo-
batschefskij-Bolyai und derer von Gauf war duBerst frucht-
bar, weil der Name GauB und scine Zustimmung zu den Ent-
deckungen der beiden damals verborgenen und unbekannten
Geometer beitrug, in der wirksamsten und sichersten Weise der
neuen l.ehre Glauben und Geitung zu verschaffen.

Die franzosische Ubersetzung des »Appendix* erschien
18673 begleitet von einer vorausgehenden , Notice sur la vie
el les lravaux de denx malhématiciens hongrois W. et J. Bolyai de

S. 12—14., Leipzig 1878, Bd. IV, S. 5—7, 24—31 der italienischen
Uberseizung von L. Cremona, Genova 1867.

! Hoiiel hatte damals schon verdffentlicht seinen bertihmten: Essai
d’une exposition rationelle des principes fondamenteaux de la Géométrie
¢lémentaire. Arch. d. Math. u. Phys,, Bd. 40 (1863).

* Mémoires de la Société des Sciences Phys. et Naturelles de Bor-
deaux t. IV, p. 88—120 (15606). Sie wurde auch in einem besonderen
Werkchen verdffentlicht mit dem Titel: Etudes géométriques sur la
théorie des parali¢les par N. J. Lobatschefskij, Conseiller d’Etat de
PEmpire de Russie et Professeur & 1’Université de Kasan; traduit de
allemand par J. Hotiel, Suivie d’un Extrait de la correspondence de
Gaull et de Schumacher. Paris 1866, G. Villars.

» Mém. Soc. Scienc. Phys. et Nat, de Bordeaux, t. V, p. 189—248,
Sie erschien auch besonders in einem Werkchen des Titels: La science
absolue de 'espace, indépendante de la vérité ou fausseté de I’ Axiome XTI
d’Euclide (que Von ne pourra jamais établir a priori): suivie de la qua-
drature géométrique du cercle, dans le cas de la fausseté de ’Axiome X1,
par Jean Bolyai, Capitasine au corps du génie dans 'armée autri-
chienne; Précédé dune notice sur la vie et les travaux de W. et de
J. Bolyai, par M, ¥r. Schmidt. Paris 1868, G. Villars.
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Bolya*, die vom Architekten Fr. Schmidt auf Ersuchen von
Hoiiel! geschrieben war, und nachfolgenden Bemerkungen
von W, Bolyai, die aus dem 1. Band seines slentamen®
entnommen waren und aus einem zusammenfassenden Werk-
chen von Wolfgang iiber die Grundlagen der Arithmetik und
der Geometrie.?

Die von Schmidt gesammelten Angaben iber die beiden
Bolyai wurden gleichzeitig [1867] im ,,Archiv d. Math. u.
Phys.* veroffentlicht und im folgenden Jahr machte A. Forti,
der schon einen historisch-kritischen Artikel tber Loba-
tschefskij? geschrieben hatte, die Italiener mit den Namen
und den Werken der nunmehr beriihmten ungarischen Mathe-
matiker bekannt.*

Zu Ehren von Hotiel muf auch sein Interesse fiir die Ma-
nuskripte von Johann Bolyai erwahnt werden, die damals
[1867] kraft einer testamentarischen Verfiigung von Wolfgang
in der Bibliothek des reformierten Kollegiums von Maros-V4-
sirhely verwahrt wurden. Durch Vernittlung des Fiirsten B,

! Vgl P. Stickel, Franz Schmidt. Jahresberichte der Deutschen
Math.-Ver., Bd. XI, S. 141—146 (1902).

* Dieses Werkchen von W. Bolyai wird gewohnlich kurz mit den
ersten. Worten seines Titels zitiert: Kurzer GrundriB. Es wurde 1851
in Maros-Visarhely gedruckt.

? Intorno alla geometria immaginaria o non euclidiana. Considera-
zioni storico-critiche; Rivista Bolognese di scienze, lettere, arti e scuole,
t. II, p. 171—184 (1867). Er wurde besonders gedruckt in einem
Werkchen von 16 Seiten (Bologna 1867, Fava e Garagnani). Dieselbe
Schrift mit verschiedenen Zusitzen und unter dem Titel: Studii geo-
metrici sulla teorica delle parallele di N. J. Lobatschefskij wurde ab-
gedruckt in dem politischen Journal La Provincia di Pisa, Jahrg. III,
No. 25, 27, 29, 30 (1867) und zum Teil wieder veréffentlicht unter dem
urspriinglichen Titel. Pisa 1867, Nistri.

* Vgl.: Intorno alla vita ed agli scritti di Wolfgang e Giovanni
Bolyai di Bolya, matematici ungheresi. Bolletino di Bibliographia e di
Storia delle scienze Mat. e Fisiche, t. I, p- 277—299 (1869). Dieser
Artikel von Forti ist bereichert durch umfingliche historische und
bibliographische Anmerkungen von B. Boncompagni.

6%
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84 III. Die klassische Zeit der nichteuklidischen Geometrie

Boncampagni[1821—1894], der seinerseits den ungarischen
Kultusminister Baron E6tvos dafiir interressierte, erreichte er,
daB sie [1869] bei der ungarischen Akademie der Wissen-
schaften in Budapest! hinterlegt wurden und so Gegenstand der
Geduld erfordernden und sorgfiltigen Studien von Schmidt,
neuverdings von Stickel werden konnten.

Uberdies verfehlte Hoiiel bei der allerverschiedensten Ge-
legenheit nicht sich zu bemiihen, daB der nichteuklidischen Geo-
metrie ein dauernder Triumph gesichert wiirde; es geniige,
seinen ,,Lssai critigue sur les principes fondamenteaun: de la géo-
mélree? anzufithren, die Artikel ,,Sur Cimpossibilité de démontrer
par une consiruction plane le postulatum & Fuclide®, die ,,Notices
sur la vie ef les travaux de N, J. Lobalschefskij 4, endlich seine
franzdsischen Ubersetzungen verschiedener Schriften iber die
nichteuklidische Geometrie®, um einzusehen, welch glithenden
Apostel sie in dem beriihmten franzésischen Mathematiker ge-
funden hat.

§ 46. Mit ebensoviel Uberzeugung wie Eifer fiihrte in lialien
Giuseppe Battaglini die neuen geometrischen Spekulationen
ein und verbreitete sie, und das von ihm gegriindete und ge-
leitete ,,Giornale di Matematica* war von 1867 an das
gleichsam amtliche Organ fiir die nichteuklidische Geometrie.

Der ersten Arbeit von Battaglini: ,,Sulla geometria imma-
ginaria di Lobatschewsky S, die geschrieben ist, um unmittelbar

! Vgl. den oben im Text zitierten Artikel von Stickel iiber
Fr. Schmidt.

? 1. Aufl. Paris 1867, G. Villars; 2. Aufl 1883. Vgl. Anm. 2 S. 46.

* Giornale di Matematiche, t. VII, p. 84-—89; Nouvelles Annales (2),
t. IX, p. 93—096.

* Bull. des Sciences Math., t. I, p. 66—71, 324—328, 384-—388 (x870).

5 AuBer den Ubersetzungen, von denen im Text die Rede ist, tber-
setzte Hotiel eine Schrift von G. Battaglini (vgl. die folgende Anm.),
zwei von Beltrami (vgl. die Anm. zu § 46); eine von Riemann (§ 91)
und eine von Helmholtz (§ 93).

® Giornale di Mat,, t. V, p. 217—231 (1867). — Napoli, Rend. Acc.
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Neues Aufleben (Battaglini) 85

das Prinzip aufzustellen, welches zur Grundlage der allgemeinen
Parallelentheorie und der Lobatschefskijschen Geometrie
dient, folgt wenige Seiten darauf die italienische Ubersetzung
der ,Pangeometrie*?!, und auf diese 1868 die Ubersetzung
des ,,Appendix‘‘. Gleichzeitig kam im 6. Band des ,,Gior-
nale di Matematica‘ das beriihmte ,,Suggro di tuterpretazione
della geometria non euclidea**® von E, Beltrami heraus, ,,das ein
unerwartetes Licht auf die damals schwebende Streitfrage tiber
die grundlegenden Prinzipien der Geometrie und iiber die Ideen
von GauB und Lobatschefskij warf?

Blittert man die folgenden Jahrginge des ,,Giornale di
Matematica*“ auf, so begegnet man haufig Schriften Gber die
nichteuklidische Geometrie: zwei von Beltrami [1872], die
sich an den vorgenannten ,,Saggio‘* anschlieRen, verschiedene
von Battaglini [1874—78] und d’Ovidio [1875—77], die
einige Fragen der neuen Geometrie mit den von Cayley ge-
schaffenen projektiven Methoden behandeln; die von Hoiiel
[1870] tiber die Unbeweisbarkeit des euklidischen Postulats;
andere von Cassini[1873—81], Ginther [1876], De Zolt
[1877], Frattini [1878], Ricordi [1880] usw.

Science Fis. et Matem., t. VI, p. 157-—173 (1867). — Franzdsische Uber-
setzung von Hoiiel, Nouv. Annales, t. VII, p. 209—221, 2635—277
(1808).

! Sie wurde auch besonders gedruckt in einem Werkchen mit dem
Titel: Pan eometria o sunto di geometria fondata sopra una teoria gene-
rale e rigorosa delle parallele. Napoli 1867, 2. Aufl. 1874.

? Ins Franzésische iibersetzt von Hoiiel in den Annales Scient. de
IEcole Normale Sup-, p. 251288, t. VI (1869).

3 Vgl. die Commemorazione di E. Beltrami von L. Cremona. Gior-
nale di Mat., t. XXXVIII, p. 362 (1900), sowie den Nachruf von
E. Pascal (Math. Annalen 57, S. 65—107. Ieipzig 1903).
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Viertes Kapitel,

Nichteuklidisch-hyperbolische Elementar-
geometrie.

§ 47. In diesem Kapitel ist das Ziel gesteckt, ein geschlos-
senes Bild der nichteuklidischen Elem eﬁtargeometrie
zu geben. Die Grundlagen, nimlich die Eigenschaften der
Parallelen haben wir bei der Darstellung von Gauf Entdek-
kungen kennen gelernt. Im tbrigen erscheint es zweckmaBig,
sich dabei auch aller Fortschritte zu bedienen, die seit den
Tagen der Klassiker, also vor allem Lobatschefskij und
J. Bolyai in dieser Hinsicht gemacht worden sind.

Solcher Darstellungen gibt es in mehr oder weniger umfang-
reichen Werken eine ganze Anzahl, doch bemiihen sich nicht
alle um eine wirklich elemeitare Darstellung. Ziemlich eng an
das Vorbild J. Bolyais lehnt sich noch Frischauf!; seit dem
Erscheinen seiner Biicher hat das Gebiet insbesondere durch
die Behandlung der Fragen, zu denen der vor allem von Engel
und Stickel eroffinete Zugang zu den Klassikern AnlaB ge-
geben hat, mehrfache Durcharbeitung und Vereinfachung er-
fahren,?

! J. Frischauf, Absolute (ieometrie nach J. Bolyai. Leipzig 1872,
— Elemente der absoluten Geometrie. Leipzig 1876.

* Wir fihren einige Biicher an, ohne Vollstindigkeit beanspruchen
zu wollen: J. Barbarin, La géometrie non-euclidienne. Paris 1902, —
J. L. Coolidge, The elements of non-euclidean geometry, Oxford

1909. — D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie. 3. Aufl. Leipzig
1909. — W. Killing, Die nichteuklidischen Raumformen in analyti-
scher Behandlung. Leipzig 1885. — W, Killing, Einfibrung in die

Grundlagen der Geometrie. Bd. I, Leipzig 1843, Bd. 11, Leipzig 1898.
~— H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie. 2. Aufl. Leipzig 1912,
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Elementargeometrie 87

Indem wir Fragen der Axiomatik vorlaufig zurickstellen (sie
kommen in § 74 und in Kapitel V zur Sprache) stiitzen wir uns
hier auf die von GauB entwickelten Grundeigenschaften der
Parallelen?! und auf die von Hilbert in einfachster Weise durch
Konstruktion begriindete Ixistenz des gemeinsamen Lotes
zweier einander nichtschneidenden und nichtparallelen Gera-
den? und beniitzen die Bezeichnung TT(p) = Parallelwinkel der
zum Lot p gehort.? Absolute Vollstindigkeit der Verweise wird
wegen der vielfachen Wiederkehr dhnlicher Betrachtungen schon
bei dewselben Autor, insbesondere bei LLobatschefskij, nicht
unbedingt erforderlich erachtet; im Sinne der Freunde der
nichteuklidischen Geometrie wird es mehr liegen, eine in sich
abgerundete Systematik mit kritischen Bemerkungen vor Augen
zu haben.

Die Transversalen des allgemeinen Dreiecks.

§ 48. Im euklidischen Dreieck treffen die von den Ecken
nach den Mitten der Gegenseiten gezogenen Transversalen ein-

— F. Schur, Grundlagen der Geometrie. Leipzig 1909. — Darstel-
lungen der nichteuklidischen Geometrie finden sich auch in: F. En-
riques(-Thieme), Fragen der Elementargeometrie I. Die Grundlagen

der Geometrie. Leipzig 1901 (Artikel VIII von Bonola). — E. Pas-
cal(-Timerding), Repertorium der hiheren Geometrie. 2. Aufl. II, 1.
Grundlagen und ebene Geometrie. Leipzig 1910. — Weber-Well-

stein, Enzyklopidie der elementaren Geometrie. 2. Aufl, Leipzig 1907.
— M. Zacharias, Elementargeometric und elementare nichteuklidische
Geometrie in synthetischer Behandlung. (Math. Enz, IIT AB g, Leipzig
1918.) Nr. 20—32.

U Kap. TII, § 32. Lobatschefskij, S. 169—171. Bolyai, S. 183
bis 187.

? Kap. III, § 33. Lobatschefskij (8. 26, 256} errechnet das ge.
meinsame Lot auf mithscligem Weg, der tberdies die Raumgeometrie
voraussetzt. Durch Hilberts Konstruktion hat die Elementargeometrie
eine wesentliche Vercinfachung erhalten, von der wir ausgiebigen Ge-
brauch machen.

3 Kap. IIT, § 39. Die Bezeichnung TT(p) hat Lobatschefskij im
Jabre 1836 eingefithrt (Lob. Seite 167).
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ander in einem Punkt, desgleichen die Mittelsenkrechten der
drei Seiten, die Halbicrungslinien der drei Innenwinkel oder
eines Innenwinkels und zweier ihm nicht anliegenden AuBen-
winkel, endlich die drei Hoben. Alle diese Sitze behalten ihre
Geltung in der nichteuklidischen Geometrie, wie sie ja be-
kanntlich auch fir die sphirische Geometrie bestehen, wenn
sich auch die Beweisform dndert.

§ 49. Die Mittelsenkrechten der Seiten!. Fs sind drei
Fille zu unterscheiden: Wenn man in den Mittelpunkten D, r,
" der Seiten B C, Cd, AB die Senkrechten errichtet, so kénnen
zwei von ihnen einen reellen oder idealen Punkt oder ein Ende
gemein haben, und es ist darn nachzuweisen, daB die dritte
Mittelsenkrechte ebenfalls durch diesen Punkt hindurchgeht,

Im ersten Fall wird genau wie in der euklidischen Geometrie
verfahren, um pachzuweisen, daB die dritte Mittelsenkrechte
durch den Schoittpunkt der beiden anderen geht,

Im zweiten Fall mogen etwa die aufaund 4 errichteten Mittel-
senkrechten eine gemeinsame Senkrechte 2’ Z” haben. Auf
diese Gerade fillen wir von den Fcken des Dreiecks aus die
Lote A4’ BR’, CC'. Dann sind die dreirechtwinkligen Vier-
ecke ALL A" und CEE C’, ebenso CDD'C" und BDD' B’
einander paarweise symmetrisch kongruent, daher

Ad"= CC'= BB

Verbindet man jetzt im Viereck 44° B' 2 die Mittelpunkte 4
und 7" der Gegenseiten 472 und A'B’, so entstehen wieder
zwei symmetrisch kongruente Vierecke, die bei Aund B spitze,
bei 7 und #” aber rechte Winkel haben. Es steht also die im
Mittelpunkt # von A B errichtete Senkrechte auch (in #7) senk-
recht auf dem gemeinsamen Lot der beiden andern Mittelsenk-
rechten, w. z. b, w.

Der dritte Fall ist durch indirekten Beweis zu erledigen.

! Lobatschefskij, S. 18r—184. Bolyai, S. 189. Die unten fol-
gende einfache indirekte Beweisfiilhrung bei Liebmann, S. 29-—3o0.
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Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende 8 9

Haben zwei von den drei Mittelsenkrechten ein Ende gemein,
so liegt jedenfalls keiner der Leiden ersten Fille vor. Demnach
raiissen jetzt die drei Mittelsenkrechten entweder ein Ende ge-
mein haben oder ein asymptotisches Dreieck bilden. Wir be-
zeichnen jetzt im gegebenen Dreieck den grofiten Winkel mit y.
Dann schneiden wegen o < v und B <y die Mittelsenkrechten
der Seiten § und a sicher die Seite¢; es gibt also eine Seite,
die von allen drei Mittelsenkrechten getroffen wird.
Da es aber keine Gerade gibt, die die drei Seiten eines asym-
ptotischen Dreiecks trifft, so folgt schlieBlich, daB jetat die drei
Mittelsenkrechten ein Ende gemein haben.

J. Bolyai hat diesen dritten Fall bentitzt um die Konstruk-
tion von p bei gegebenem TT () auszufihren, wenn man die Kon-
struktion von TT (p) bei gegebenem p, also das Parallelenziehen
als bekannt voraussetzt.}

§ 50. Die Winkelhalbierenden. Die drei Halbierungs-
linien der Innenwinkel eines Dreiecks treffen einander immer
in einem Punkt, der innerhalb des Dreiecks liegt. Das wird
genau wie in der euklidischen Geometrie bewiesen.

Fir die Halbierungslinien eines Innenwinkels und zweier
ibm nicht anliegenden Auflenwinkel sind wieder drei Fille zu
unterscheiden, genau wie bei der Untersuchung der Mittelsenk-
rechten. Nur der zweite und dritte Fall bedarf noch einer Be-
trachtung.

Haben etwa die Halbierungslinien der AuBenwinkel bei 4
und 7 eine gemeinsame Senkrechte 4”B’, so miissen, weil die
halben Auienwinkel doch spitz sind. 48 und 4’ B’ ein gemein-
sames Lot besitzen, dessen FuBpunkte # und #” zwischen 4
und B, bezw. zwischen 4" und B’ liegen. Spiegelt man 7' an
AA’, so erhilt man auch die FuBpunkte Z und Z’ des gemein-
samen Lotes von C'4 und 4’ B’. Spiegelung von #F" an BB’
gibt uns das gemeinsame Lot DD’ von CB und 4’ 7'

! Bolyai, Appendix § 35 (S. 210).
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Aus EF' = FF = DD’
erkennt man dann leicht, daB, wenn (' den FuBpunkt des von
(" auf die Gerade L£'.1"F"B" ) gefillten Lotes bedeutet, die
bei £(D), £'(D’), '(C") rechtwinkligen Vierecke (" /Z 2 (",
CDD' " symmetrisch kongruent sind, also
X ACC = BOC

Damit ist auch dieser Fall erledigt.

Der dritte Fall ist genau wie oben, bei der Untersuchung
der drei Mittelsenkrechten, zu behandeln.

SchlieBlich ist noch zu erwihnen, daf ein »Schnittpunkt«
der drei Winkelhalbierenden auch dann existiert, wenn die Ecken
nicht mehr reelle Punkte sind, Unter der Halbierungslinie eines
Winkels im allgemeinen Sinn ist dabei die Gerade zu verstehen,
zu der die beiden Schenkel des Winkels symmetrisch liegen,
also z. B. die Mittelsenkrechte des gemeinsamen Lotes bei zwei
Geraden, die einander nicht schneiden und nicht parallel sind,

In diesen Zusammenhang gehort die Konstruktion korre-
spondierender Punkte aufParallelen. Verbindetman zwei
Punkte . und # auf zwei Parallelen mit dem gemeinsamen
Ende C, so braucht man nur die Halbierungslinien der Winkel
bei 4 und Z zum Schnitt zu bringen (/) und von 7 aus die
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Lote auf die beiden Parallelen zu fillen, Sind D und Z die
Fufpunkte der Lote, so ist die Halbierunglinie von <7 D 3/ % zu-
gleich Halbierungslinie des Nullwinkels (.

§ 51. Der Hohenschnittpunkt.! In der euklidischen Geo-
metrie kann man bekanntlich den Satz vom Héhenschnittpunkt
auf die Sitze iber die Schnittpunkte von Winkelhalbierenden
zuriickfiihren.

Man geht von der Betrachtung aus, daB die Halbierungs-
linien der drei Aufienwinkel bei 4, # und C, wenn man sie
verlingert, ein Dreieck 4, B; C| ergeben. Durch 4, geht dann
aufler den Halbierungslinien der AuBenwinkel bei Z und € noch
die auf A, C; senkrecht stehende Halbierungslinie des Innen-
winkels bei #, d. h. B 7 ist eine Hohe des Dreiecks 4, B, C,
und zugleich Halbierungslinie des Innenwinkels # des Drei-
ecks 4B (. Die drei Hohen des Dreiecks 4, £, C, sind zugleich
innere Winkelhalbierende des Dreiecks 4B (, gehn also durch
cinen Punkt.

Durch indirekten Beweis kann dann festgestellt werden, daB
umgekehrt die Hohen eines Dreiecks Winkelhalbierende der
drei Innenwinkel oder eines Innenwinkels und zweier AuBen-
winkel des Dreiecks ihrer FuBpunkte sind,

Diese Betrachtungen gelten mit den gehdrigen Begriffsverall-
gemeinerungen, die oben im Einzelnen durchgefithrt worden
sind, auch fiir die nichteuklidische Geometrie.

Unter Verwendung des Satzes vom Hohenschnittpunkt kénnen
jetzt zwei Aufgaben relativ gelést werden, d. h., wenn man
voraussetzt, dafl zwei Parallelen gegeben sind.

Die KonstruktionvonTT(p)beigegebenem pist so auszu-
fiihren: Zwischen den Parallelen mit gemeinsamem Ende ( wiihle
man // im ibrigen beliebig, jedoch so, daB sein Abstand Z.D
von der einen Parallelen gleich p ist. Von # fille man auch

! Den Héhenschnittpunkt beniitzt zuerst systematisch L. Gérard in
seiner Thése: Sur la géometrie non-euclidiepne. Paris 1892.

http:/Amww.dmg-lib.de



92 V. Nichteuklidisch-byperbolische Flementargeometrie

das Lot /£ auf die andere Parallele. Dann bestimme man
den Schnittpunkt .4 von DA mit der zweiten und & von £H
mit der ersten Parallelen. Die ,,Punkte* 4 und B kénnen stets
gefunden werden, wenn notig mit Heranziehung der Hilbert-
schen Konstruktion (§ 33). Das von # auf 4.2 gefillte Lot &
geht, rickwirts verlingert, durch das Ende C, weil es die dritte
Hohe im Dreieck AZC ist, und < DHC ist der gesuchte
Parallelwinkel TT{p). —

Man kann auch die Aufgabe lésen: Auf einer von zwei
gegebenen Parallelen den Punkt ”so zu bestimmen,
daf das Lot P/ auf die andere eine vorgeschricbene
Linge p hat. Zu diesem Zweck wiihle man () auf der ersten
Geraden so, daB das Lot QF" grofier als p ist. Dann trage man
auf #” Q ab 7P = p. Die von 7’ durch das zweite Ende der
zweiten Geraden gelegte Parallele schneidet, riickwarts ver-
lingert, die erste Gerade in einem reellen Punkt .S, und wenn
man S7" auf der ersten Geraden nach der Seite des gemein-
samen Endes hin abtrigt, erhilt man 2. —

Die elementarsten Schnittpunktssitze, das ist das Haupt-
ergebnis, fithren also schon auf eine Reihe von Konstruk-
tionen,

DaB auch die drei ,, Transversalen* im engeren Sinne, d. bh.
die Transversalen von den Ecken nach den Mitten der Gegen-
seiten durch einen Punkt gehen, hat Liebmann durch Heran-
ziehung eines Satzes von Hjelmslev und mit Beniitzung rium-
licher Konstruktionen bewiesen. Die Existenz des gemeinsamen
Schnittpunkts der drei flichenhalbierenden Transversalen ord-
net sich vorlivfig noch dem (analytisch zu erweisenden)
Cevaschen Satz fir die hyperbolische Geometrie unter, von
dem nur die hier besprochenen elementaren Spezialfille ele-
mentar erwiesen sind.!

! Liebmann, a.2. 0. S, 17—I9.
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Lobatschefskijs zugeordnete Figuren und ihre
Anwendungen.?

§ 52. Grundlegend fiir die absolute, (d. h. nicht die Kennt-
nis zweier Parallelen voraussetzende) Parallelenkonstruk-
tion ist die von Lobatschefskij gefundene Zuordnung jedes
rechtwinkligen Dreiecks zu einem ihm entsprechenden drei-
rechtwinkligen Viereck.

Sie kann jetzt mit ganz elementaren Hilfsmitteln und ohne
Heranziehung der nichteuklidischen Raumgeometrie
bewiesen werden.

Hierfiir sind bestimmte Bezeichnungen angebracht. Lot (p)
und Parallelwinkel TT (p) sollen durchweg durch entsprechende
lateinische und griechische Buchstaben bezeichnet werden:

a=1Tl(a), B==TI() usw.

Zwei Strecken sollen komplementéar genannt werden und
mit @ — a’, & — &’ usw. bezeichnet werden, wenn

a4 o =TT+ rr(a’;.:g,... ist.
Endlich setzen wir fest, daf
TM{—a)=m —TI(a) gesetzt wird. —

Die Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck.

Mit a, 4, ¢ sollen im rechtwinkligen Dreieck die beiden Ka-
theten und die Hypotenuse bezeichnet werden, mit A = TT(/)

! Diese Figurenzuordnung hat Lobatschefskij auf dem Umweg
iber den Raum gefunden. Vgl. unten § 68 und die Zusammenstellung
von Engel, Lobatschefskij, S. 346—347. Er leitet zwar die Be-
ziehungen (1)—(3)" am rechtwinkligen Dreieck in der Ebene ab; daff
man aber in gleicher Weise [vgl. (I)—(III)"] mit dem dreirechtwink-
ligen Viereck verfahren kann, hat erst Liebmann, Math, Annalen 61
(1905), S. 185—190 ausgefiihrt.
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lassen sich zwischen den finf Bestimmungsstiicken drei Paare
von grundlegenden geometrischen, nur der Einfachheit halber
hier in der Gestalt von Gleichungen ausgedriickten Beziehungen
gewinnen.!

Verldngert man % unbeschrinkt, zieht durch ./ die Pa-
rallele dazu und errichtet man endlich auf der Verlangerung
von A2 die durch das gemeinsame Ende gehende Senkrechte,
so liest man unmittelbar aus der Figur ab
A () NFTTen) =,

Genau so gilt
D) i et =
0! < #“ It Verlangert man 4¢

4B a iber (' hinaus unbe-

schrinkt, legt durch

\/ m B die Parallele dazu
. und errichtet auf 42

Iy

A
- C/

die Senkrechte, die
durchdasgemeinsame

Fig. 38,

Ende geht, so erhdlt man, je nachdem /Z: ¢ entweder
Mt o=1m—TT{/~— )
oder
(2) uta=TI{—/).
Auf Grund unserer oben gemachten Festsetzung umfaBt (2) auch
die erste Gleichung mit. Hierzu kommt

(2") AMB =TT (c—m).

Verlingert man endlich 2 1 iiber 4 hinaus und fillt von defn
dadurch bestimmten Ende die Lote auf die Verlangerungen
von CA und BC, so erhilt man, wenn man sich noch € mit
diesem Ende verbunden denkt

! Die folgenden »Gleichungen* sind also symbolisch geschriebene
Kongruenzen, nicht »Beziehungen zwischen MafBzahlen«.
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Die zugeordneten Dreiecke 95

(3) Me+)+Mm—a=1imn und ebenso
(3" Ma+m +T{—208)=1n.

§ 53. Die Beziehungen am dreirechtwinkligen Vier-
eck. Wir untersuchen jetzt ein dreirechtwinkliges Viereck, an
dessen Bezeichnung man sich nicht stofen wolle. Sie ist in
,prastabilierter Harmonie' zum rechtwinkligen Dreieck gewihlt.
Verliingert man B, | unbeschriankt und denkt sich das dadurch
bestimmte Ende mit A, verbunden, auflerdem von ihm aus das
Lot auf die Verldngerung von A, D, gefillt, so ist die Strecke
von /), bis zum Fufipunkt

des Lotes die zu 7" kom- D, m,
plementire, also 7, und
man erhdlt ~
T
/ [ i mV S
) N+ T, 4 m) = B, T
und entsprechend, weil ¢, T~
und ;" mit 7, und a; ver- G, e

tauschbar sind, Fie. 0
. 30

() 1 T+ a,) =B,

Verlingert man B, unbeschriankt, verbindet man das da-
durch bestimmte Ende mit 4, und fallt auBerdem von ihm aus .
das Lot aufl 2, 4, (oder die Verlingerung) so folgt

(IT) N A By = Tie, — m,)
und entsprechend
(Ir) T+ By =TT, — a).

. Verlingert man ), A, unbeschriankt und fillt von dem hier-
durch bestimmten Ende die Lote auf die Verlingerung von B, 4,
und ¢} 7}, so erhilt man

(111 T A 0) Ty —a) =%
(111" ey + &) + e, — m) = L.

§ 54. Die Zuordnung. Dasrechtwinklige Drejeck ist durch
zwel Sticke, z. B. ¢ und y, vollkommen bestimmt, ebenso das
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96 IV. Nichteuklidisch-hyperbolische Elementargeometrie

dreirechtwinklige Viereck, z. B. durch ¢y und m,". Wir wiahlen
jetzt ¢, gleich ¢ und m," gleich »'. Dann haben wir beim
Dreieck wegen (1) und (2)

2h =Tl{c — m) — TT(c + )
2B =TI(c —m) + TT(c + m)
und beim Viereck wegen (I) und (II)
2h = TTey —my) = TT(e; + my)
2By =TT(e; +my) 4 TT (e, — my),
also A=}, B=8,
Aus (3) und (I1I) folgt dann noch
a == dl'
Hieraus folgt der fundamentale Satz:
Zu jedem rechtwinkligen Dreieck 4 5 C mit den Be-
stimmungsstiicken
AB =¢, BC=a, CAd=}
CLABC=p, <L BAC =\
gehort ein dreirechtwinkliges Viereck 4, C, B, D, mit
den Bestimmungsstiicken
A By =1, B C,=a, CLD, =, D A =
KB4, D, =B.
§55. Die absolute Parallelenkonstruktion, Wenn wir
jetzt zwei zugeordnete Figuren dieser Art betrachten und die

Kathete CB auf B, C, legen, sodaB A zwischen Ap und B zu
liegen kommt, so ist

- v Tr . (or
FACD, =T~y —T(w),

also ist €\ 4 zu D, A, parallel. AuBerdem jst Ciidy=DBd=c.
Hierin ist die von Engel angegebene Parallelenkonstruktion
enthaltenl Um zu einer Geraden g durch einen auBier-

! Lobatschefskij, S. 256, Andere, gleichfalls elementargeometrische
Beweise, die sich aber nicht auf die Zuordnung stiitzen, haben O. Pund
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Engels Parallelenkonstruktion 97

halbgelegenen Punkt 7, die Parallele zu ziehen, fille
man das Lot 7 /] auf g, errichte auf 47, die Senk-
rechte und fille auf sie von irgend einem Punkt 2, der
ersten Geraden aus das Lot 2, /4, Nimmt man dann
die Strecke s = 74 7 in den Zirkel und schneidet #, 7,
mit dem Kreis, dessen Radius s, dessen Mittelpunkt
£ ist, so ist die Gerade, die F; mit diesem Schnitt-
punkt §, verbindet, zu 2 B,... parallel

Auf die Konstruktion von p bei gegebenem TT(p) kommen
wir gleich zu sprechen.

In etwas erweiterter Fassung konnen wir den der Konstruk-
tion zugrunde liegenden Satz auch so aussprechen:

Fallt man von einem Punkt 7, aus das Lot /2, 7, auf eine
Gerade g, errichtet dann auf #,7, die Senkrechte % und
schneidet eine durch # gehende Gerade ¢ mit den von den
Punkten 7,, 7,... der Geraden % auf g gefillten Lote, sodaB
die Punkte .S,, .S, ... erhalten werden, so gilt fir die ent-
sprechenden Strecken auf % und g’

P,u P—n = S,u 5,

14
wenn die Geraden parallel sind;
P P>S,5,
wenn sie ein gemeinsames Lot haben;
'P‘u ])v < S,u AS)'
wenn sie einander reell schneiden,

§ 56. Die Engelsche (Lambertsche) Dreiecksgruppe.t
(Berlin, Sitz.-Ber. Math. Ges. 8 [1909], S. 21—22) und H. Liebmann
(Leipzig, Ber. Ges. Wiss. 62 [1910], S. 35—41) gegeben. Die Unzu-
linglichkeit der Beweisversuche von M. Simon ist in den Leipziger
Berichten 68 (1906), S. 566—570 dargelegt.

! Diesen Dreieckszyklus hat Engel (Lobatschefskij, S. 347) zu-
sammengestellt.  Der Zusammenhang mit dem Lambert-GauBschen
Penlagramma mirificum ist dargelegt von Liebmann, Minchen Ber.
1912, S, 273—287. Vgl auch § 73.

Bonola-Liebmana, Nichteuklid. Geometrie. 2, Aufl. 7
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Zu einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Bestimmungsstiicke
wir im Hinblick auf Fig. 38 kurzweg miit a, \, 4, i, ¢ bezeichnen
wollen, gehort, wie wir jetzt wissen ein dreirechtwinkliges
Viereck mit dem spitzen Winkel B und den Seiten /, 2, »’ und ¢
(Fig. 29). Zu diesem Viereck mit den Seiten ¢, 7', @ und 7 und
dem Winkel § gibt es dann ein zweites rechtwinkliges Dreieck
mit den Winkeln

MN=TTE) =1, by =5 —TT@=F—a,

denen die Katheten ¢, und &, gegeniiberliegen, wobei
T

Ma) =~ —u, TE)=8

2
ist und die Hypotenuse durch

Miey) =
gegeben ist, oder also

ag=mn, b=10b ¢=

Verfolgt man diese Zuordnung weiter, so erbilt man eine fiinf-
gliedrige Kette von rechtwinkligen Dreiecken, deren Aufbau
aus folgender Tabelle zu ersehen ist '

a A b u ¢
m b —;1 -0 7
d A m l; —B a
! 123 —a < u ¥
a : -8 7 Y n.

Es gibt also z. B. ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten
¢’ und ', den ihnen gegeniiberliegenden Winkeln A und —121: —B

und der Hypotenuse a’.
Noch einfacher ist die dasselbe besagende Regel, daB man
die finf Stiicke &, /, ¢, m, ¢ zyklisch vertauschen kann, wobei
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Konstruktion des Dreiecks aus den Winkeln 99

sie ihre Bedeutung als Bestimmungsstiicke eines rechtwinkligen
Dreiecks behalten.

§ 57. Wir besprechen hiermit im Zusammenhang noch einige
Aulgaben.

Da es zu jedem rechtwinkligen Dreieck ¢, \, 6, i, ¢ ein zweites

n . .
'y v, b, 5 =% / gibt, so kann man, wenn u vorgeschrieben

und ein erstes rechtwinkliges Dreieck konstruiert ist, das
diesen Winkel enthilt, das zweite aus der Kathete & und dem
Winkel A\; = vy konstruieren. (y ist aus ¢ konstruierbar), Damit
hat man auch ¢ =/, also das Lot / zum Parallelwinkel
A =TI({).

Man kann ferner ein rechtw'inkliges Dreieck aus den
Winkeln N und p konstruieren, denn es gibt ein zugeordunetes
rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ¢, = m und einer
Kathete 6, =7/, aus dem dann leicht die Seiten des ersten Drei-
ecks entnommen werden konnen. Die Konstruktion hat auch
ihre ,,Determination®, d. h. im Sinne der ehrwiirdigen Schulgeo-
metrie die Umgrenzung der Konstruktionsmoglichkeit,

Konnen, so lautet die ,,Determinationsfrage*, m und /" wirk-
lich Hypotenuse und Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
sein? Die Antwort beruhigt selbstverstiandlich alle Zweifel, denn,
da die Winkelsnmme im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist,
miissen die gegebenen Sticke die Ungleichheit
b
=

AN <L erfiillen; daher ist

g__ A>u und folglich < m,

das zweite rechtwinklige Dreieck also nicht mit einem Wider-
spruch behaftet.

Um ein Dreieck aus den drei Winkeln @ (gegeniiber a), y (ge-
geniiber /) und y gegeniiber ¢ zu konsiruieren, nehmen wir an,
es sei @ der grofte der drei Winkel!) Wir denken uns dann

! Liebmann, Leipzig. Ber. (53), 1901. In dieser Arbeit sind auch

alle méglichen Souderfille, dic sich ergeben, wenn die Ecken des Drei-

-k
i
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100 IV. Nichteuklidisch-hyperbolische Elementargeometrie

das Dreieck durch die von A aus gefillte Hohe 4D in zwei
Teildreiecke zerlegt und die in der nebenstehenden Figur an-
gegebenen Bezeichnungen eingefiihrt,
Mth=0, xy=1H, y=yuy,.
Durch Anwendung der Zuordnung auf die Teildreiecke, die
man dann wieder aneinanderlegt, erhdlt man die Figur, in der

™ ™ .
T1==*;_61: .2._52==72 1st.
. ro
Jetzt sind w,’, my" und A, + N E,
bekannt, man kann also 0,52, 7,
. e T
konstruieren, dann die Senkrech-
ten errichten, zum Schnitt bringen D,
m&
C1
Uy
B’ a,

Fig. go.

(7') und erhilt €, und €, leicht als Schnitte des von § auf die
Halbierungslinie des Winkels bei 7’ gefillten Lotes mit jenen
Senkrechten. Es ist dann 2, £y = ¢/, Dy Ey= ¢/, also hat man
jetzt ¢, und ¢, und kann 45 C konstruieren. —

In dieser Weise werden alle Dreiecksaufgaben zuginglich,
die etwa der Schiiler der mittleren Klassen einer ,,nichteukli-
dischen Mittelschule* von seinem gestrengen Professor zu er-

ecks ,,Enden“ oder ,,ideale Punkte‘ sind, im einzelnen durchgefiihrt.
Engel hat (Lobatschefskij, S. 329) darauf hingewicsen, dalf die
Durchfiihrung von Konstruktionen damals (1899) noch viel zu
wenig beriicksichtigt war. — Vgl. auch die Verallgemeinerung des
pytbagoriischen Lehrsatzes von C. Piel, Arch. d. Math. u. Phys. (3)
22 (1914), p. 199—204.
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lernen bitte. Mit diesem Scherzwort sollen die Aufgaben nicht
herabgewiirdigt werden, es soll nur unterstrichen werden, daf
dieElementaraufgaben auch elementaren undboden-
stindigen Methoden zuginglich sind — und das hatte
man, die Ansdtze der Schopfer der nichteuklidischen Geometrie
iber Gebithr bei Seite lassend, lange Zeit vollig vernachldssigt.

Die Zykeln und ihre Messung.

§ 58. AuBer dem Kreis gibt es noch zwei Kurven, die mit
ihm die Eigenschaft gemein haben, eine ganze Schar von Sym-
metrieachsen zu besitzen. Es kommen dazu noch die Abstands-
linien, d. h. die Kurven, die sich als geometrische Orter der
Punkte konstanten Abstands von einer Geraden ergeben. Dazu
kommen die Grenzkreise, sie bilden die Ubergangsform. Ein
Grenzkreis ist der Ort korrespondierender Punkte auf einem
Biischel von Parallelen (vgl. § 31).

Der Umfang der Kreise ist, wie spiter gezeigt wird (§ 63)

2w shr,
den Inhalt! erhalten wir leicht durch Grenziibergang aus dem
umbeschriebenen reguliren Polygon von 27 Seiten. Ist T der
Winkel zweier benachbarter Tangenten, so ist der Inhalt des
Vierecks, dessen Ecken der Kreismittelpunkt, eine Ecke des
Polygons und die Beriihrungspunkte der weiten ausgedehnten
Tangenten sind, also (§ 34) der Defekt dieser Figur
2N —@Q—(M—1T)=T—0Q
wobel @ = 2 m: 27 ist. Die Vierecke haben zusammen den Inbalt
NT— D@ =2"T—2m.

. LT i @
Ferner ist (§ 63) sin—-=chr-sin—,

! Lobatschefskij berechnet den Kreisinhalt auf analytisch-geo-
metrischem Weg (S. 37), ebenso Bolyai, Appendix § 32, S. 205. Wir
bevorzugen einen direkten Grenziibergang.
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sodaf sich fiir den Kreisinhalt ergibt

. . T
limes 2”7 — 217 = limes 27+1 sin— — 2m

=00 72 =00

= ckr . limes 27+1 gin “3?_ 2 =27 (chr— 1)
7 =00 “

§ 59 Die,,Quadratur des Kreises*, Johann Bolyai
hatsich densensationellen Effekteiner Quadratur desKreises
geleistet.! Das geht so zu: Errichtet man in der Mitte der Strecke
die Senkrechte, und zieht zu ihr durch die Endpunkte die Par-
allelen, so schlieBen sie mit » den Winkel % TT(r) ein. Fallt
man dann von dem einen Endpunkt 4 das Lot 4 auf die
vom Endpunkt Z ausgehende Parallele und errichtet man auf
Cd4 in 4 die Senkrechte, so bildet sie mit der von A aus-
gehenden Parallelen einen Winkel ¥, aus dem umgekehrt » kon-
struiert werden kann. Man kaunn aus

=3+ (L)~ can
unter Verwendung der Formeln fiir das rechtwinklige Dreieck
[§ 63 am SchluB] 42C, in dem

AB =7, X ABC = ﬂ(—z—)
ist, die Beziehung

2
tgy =

N2
w11 (3)

ableiten; der Inhalt des Kreises vom Radius 7 ist dann

sh =

2

! Appendix § 43. (Bolyai II, S. 214.) Quadratur ist iiberhaupt mog-
lich, sobald tang?y eine ganze Zahl ist oder eine 1ationale, deren Nen-
ner aus einer Potenz von 2 und einfachen Potenzen von Primzahlen der
Form 2" 4 1 zusammengesetzt ist. — FEs sei auch darauf hingewiescn,
daBl die Rektifikation der Streckeneinheit (§ 70) nicht moglich ist,
ebensowenig Streckenteilung, vom trivialen Fall der fortgesetzten Hal-
bierung abgesehen. (Liebmann, Archiv f, Math. 3, 5 [1903], S. 213
bis 215).
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2m(chr— 1) =4 sizz—;n mtang?y,
Fir y = % hat der in diesem Falle leicht konstruierbare Kreis

also den Inhalt m, der gleich dem Inhalt einer geradlinigen
Figur, ndmlich des asymptotischen Dreiecks ist. Wer am asym-
ptotischen Dreieck AnstoB nimmt, kann statt dessen ein regulres
Viereck nehmen. Der Inhalt des Vierecks ist
2T — 4w,

unter w den Winkel zweier Nachbarseiten verstanden. Wihlt
man w == %—, so wird der Inhalt also gleich 1t. Das rechtwinklige
Dreieck, das zum Aufbau dieses reguldren Vierecks gebraucht
wird, hat die Winkel -g— und %; es kann (§ 57) leicht konstruiert
werden.

§ 60. Zur Berechnung des Bogens einer Abstandslinie?,
der tiber dem Stiick s dieser Geraden steht und von ihm den
Abstand ¢ hat, kann man (vgl. § 71) eine Funktionalgleichung
aufstellen. Ist Z(a) die Funktion, mit der man s zu multipli-
zieren hat, um den Bogen zu erhalten, so findet man durch
die hier erwihnte und unten ausgefiihrte Uberlegung dieselbe
Funktionalgleichung?

Ela+ 0+ E@—1b) = 2ZE@a) E@),
diesmal mit der Losung
L(a) = cha.

Fiir den Inbalt der vom Bogen, der Grundsirecke s und den

beiden begrenzenden Loten ¢ berandeten Fliache findet man

s f(a) =s-sha.

! Die Abstandslinie, d. h. der Ort der Punkte, die von einer Geraden
gleichen Abstand haben, kommt bei Lobatschefskij (S. 34) nur ganz
gelegentlich vor, wihrend J. Bolyai von ihr ausgiebig Gebrauch macht.

* Diese Funktionalgleichungen sind von Cauchy behandelt, Ana-
lyse algébrique, Paris 1821, Chap. V.
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Die zweite Forinel ist damit in Einklang, daB die Gleichung
limes 7 (_”_i%ﬁ:‘i_{,@ = (a)
Aa=0 -
bestehen muB.

§ 61. Messung des Grenzkreisbogens.! Das Wichtigste
ist die Messung des Grenskreisbogens, weil sie auch zur Tri-
gonometrie iiberfiihrt.

Sind ., B Anfangs- und Endpunkt ecines Grenzkreisbogens
(A B), 4; und B, die entsprechenden Endpunkte eines zweiten
Grenzkreisbogens, den man erhilt, wenn man auf den Achsen
und zwar nach innen, d.h. nach der Seite des gemeinsamen
Endes der Achsen hin dieselbe Strecke « abtrdgt; sind ferner
P und 2, zwei Punkte, von denen der erste auf dem #uBeren
Bogen belicbig gewihlt ist, der zweite ihm auf dem innern Bo-
gen entspricht, dann ist

(AP): (PB) = (4, P) : (F,B).

Diese Beziehung gilt genau so bei konzentrischen Kreisen
oder bei Abstandslinien, die iiber derselben Geraden stehen.

Es ist auch das Verhiltnis (4 27) : (4, 7)) von der Wahl des
Purktes 2 unabhingig und allein durch den Abstand « der
Grenzkreisbogen bestimmt, weil alle Grenzkreise kongruent
sind. [Beim Kreis ist das Verhiltnis noch vom Radius, bei der
Abstandslinic vom Abstand abhingig, den sie von der Grund-
linie hat.] Wir wollen jetzt die Streckeneinheit? so wahlen,
daB die Verjiingung

s318 = (A P) 1 (A P)
fir @ = 1 gerade gleich =1 ist.
Dann erhalt man sofort das Ergebnis: Es sei s = A2 ein

! Vgl. Lobatschefskij, S. 33 und Pangeometrie (deutsche Aus-
gabe), S.34. Bolyai, Appendix § 22~~24, S. 193—194.

* DaB diese Streckeneinheit gerade der in den nichsten Zeilen de-
finierte Bogen S ist, wird sich spiter (§ 76) zeigen; es spielt fiir die
nichsten Untersuchungen noch gar keine Rolle.
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Grenzkreisbogen. Konstruiert man auf Grund der an-
gegebenen Mafibestimmung den inneren, im Abstand
x dazu dquidistanten Grenzkreisbogen, so hat er die
Linge § = s %,

Diese eine Beziehung geniigt, um die Gleichung des Grenz-
kreises in rechtwinkligen Koordinaten aufzustellen, wobei a die
aul einer Achse vom auf dem Grenzkreis gelegenen Anfangs-
punkt, y die Ordinate, die Linge der auf der x-Achse errich-
teten Senkrechten bis zu einem Punkte des Grenzkreises ist.

Es sei s ein Grenzkreisbogen, dessen Ausdehunung dahin be-
schrankt ist, daf die Tangente in einem Endpunkt noch von
der (nach aufien verldn-
gerten) Achse im andern
Endpunkt getroffen wird;
die Abschnitte auf Tan-
gente und Achse mdgen
mit ¢/ und # bezeichnet
werden. Wichst / unbe-
grenzt, so daB Tangente

f

und Achsenverlingerung Fie. 42.

parallel werden, so moge

s in den durch diesen Grenziibergang wohldefinierten Bogen §

iibergehen. Dann ist, wie die durch Pfeilspitzen nach den

vorkommenden ,,Enden* hin andeutende Zeichnung zeigt!,
S—§5=S8e"x,

Nach einer entsprechenden Zeichnung, die der Leser schon

aus der folgenden Formel selbst entnehmen kann, erhilt man

S+ 5= 8",

Hieraus folgt bt
_tet

§ = S(1 — =1y = Stit.

1 Die geradlinigen Bestandteile der Figur liegen symmetrisch zur
punktierten Linie.
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Fiir # = 00 geht s in .S iiber, Die Strecken und ¢/ lassen sich
auch als Abszisse und Ordinate fiir einen Grenzkreisbogen s’
deuten, der von s den Abstand hat; man erhilt also gleich
noch die Gleichung des Grenzkreisbogens in rechtwinkligen

Koordinaten e = chy,

auBlerdem §'=se* = e*Sthy = Sshy.

Hyperbolische Funktionen komplementirer Strecken.

Fir spater (§ 76) bemerken wir noch, wie man die hyper-
bolischen Funktionen komplementirer Strecken ¢ und &/,
d. h. solcher Strecken @ und «’,
fir die!?

M@ + M) = 2

ist, durch eine einfache Figur
erhalten kann, in der die Grenz-
kreisbogen S und s als Hilfslinien
eingespannt sind. Die Figur er-
gibt

Se= = § = Sl/li,
2

o
also e 4= [} -

! Bei dieser Gelegenheit sei die »»Komplementirtransformation® der
Ebene erwiihnt. Ordnet man jedem Punkt 2 der Ebene einen Punkt 2
zu, indem man das Lot = PF auf eine feste Achse fillt und P’ auf
diesem Lot so annimmt, daB £ # dije Komplementirstrecke zu ¥ ist, so
erhilt man (mit Hilfe der Lehre von den zugeordneten Figuren § 54)
leicht die Einsicht, daB bei dieser Abbildung Cykeln in Cykeln iiber-
gehen und gelangt von hieraus auf schr elementarem und iibersichtlichem
Weg zur Lehre von den Kreisverwandtschaften iberhaupt. Analytisch
behandelt von Hausdorff (Leipzig. Ber. 51 [1899), S. 161—214), syn-
thetisch von Liebmann (ebenda 54 [1902], S. 2:14——260) und in Zu-
sammenhang gebracht mit derPoincaréschen Abbildung (§ 69), Jahresber,
d.D. M. V. 24 (1915), S. 304—309.
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und hieraus leicht

cha' = ctha, the = -l—, ctha = cha.

sha = Y

sha’

Trigonometrie der hyperbolischen Ebene.

§ 62. Es geniigt, eine einzige Formel fiir das rechtwinklige
Dreieck abzuleiten; alle andern gehen daraus durch Ubertra-
gung mit Hilfe der Engelschen Regel (§ 56) hervor. Man erhalt
in dieser Weise zundchst nur Bezichungen zwischen den hyper-
bolischen I'unktionen der drei Seiten und den durch A = TT(2),
u = TT(m) bestimmten Strecken — also eine ,,Streckentrigo-
nometrie“, Erst nachtriaglich 4
werden Winkel eingefiihrt.!

Verlingert man die Hypotenuse
iber A hinaus und errichtet auf ihr
die zur Verlangerung von 4C par-
allele Senkrechte, spannt ferner,
wie in der Figur ersichtlich, Grenz-
kreisbogen zwischen den verschie-
denen Parullelen ein, so erhilt man

§ 52, §61)
s =8 sha,

S5 5y =811,
Sg = Sth(l —¢),
e = ch(l — ¢),
also S sha = s =" =ch(l —c)- S (thi—th ( — ),

1

! Die folgende Darstellung ist eine Bearbeitung der Entwicklungen
von Bolyai und Lobatschefskij, wie sie sich durch Verwendung
der ,,zugeordneten Figuren* ganz naturgemiB ergeben hat, wobei die
riumlichen Hilfsmittel génzlich ausgeschaltet werden konnten. Vgl
Liebmann, Leipz Ber. 19 (1907). S. 187—210. Weitergehende Aus-
fihrung gibt z. B. A. Ranum (Deutsche Math, Ver. 21 [1912], S. 228
bis 248) und V. Varitak (ebenda 17 [1908], S, 70—83). Im fibrigen
sei auf alle zu Anfang des Kapitels genannten Lehrbiicher verwiesen.
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108 IV. Nichteuklidisch- hyperbolische Elementargeometrie

und hieraus durch rein formale Rechnung
(1) sha - chi = she.
Vertauscht man hier auf Grund der Engelschen Regel

amit /, /mitc, ¢ mitom,

so erhilt man shl'che = shm oder nach § 61
(2) che == shi - shm.

Durch weitere Vertauschungen im Sinne jener Regel erhalt man
(3) shb = thashl,

(4) che = chachd,

(5) tha = thmthe.

Vom allgemeinen Dreieck wollen wir hier im Rahmen der
,,Streckentrigonometric“ nur den Cosinussatz anfiihren. Wir
bezeichnen mit y — TT(m) den & gegeniiberliegenden Winkel,
mit ¢ die von 4 ausgehende Hohe, mit 2 (Projektion von )
und @ — p die Abschnitte auf a; dann folgt aus

thia — p) = the thm,
chb = chdchp,
¢he = chdch(a — p)
durch Elimination von p der ,Kosinussatz
chb = chachc — shashe thm.

§ 63. Die Einfithrung der Winkel. Die MaBzahl eines
Winkels legen wir durch das Verhiltnis von Kreisbogen fest,
Das Verhaltnis des Kreisbogens (vom Radius 7) der zu einem
Zentriwinkel »0;‘ gehort, zum Kreisbogen, der zum rechten
Winkel gehort, bestimmt das Verhiltnis der MaBzahlen. Dem
rechten Winkel ist die MaBzahl —} zugewiesen,

Der Winkel « ist zunichst nur durch

a, = TT(e)

definiert, also eine Konstruktion, keine Messung.
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Nach dem Cosinussatz ist die Sehne, die tiber diesem Zentri-
winkel steht, gegeben durch
chsy = ch®r — shritha,.
Ersetzt man die Schne s; durch einen reguliren Sehnenzug

von 2” gleichen Sebnen s,, so ist der Kreisbogen gleich

limes 27~ 15, = limes 2” s/z

n=o0 =00

Bezeichnen wir den zur Sehne s, gehorigen Zentriwinkel mit
o, und denken uns g, durch

bestimmt, so ist
5, S ks, — 1 / 1 — tha,
sh-— ] B s/zr] e
2 2

und aus den rechtwink]igen Dreiecken, die man erhilt, wenn
man vom Mittelpunkt des Kreises das Lot auf s, fillt, hat man

1 shis, /"ET—TZZZ
= — ] S

cha, shr
Setzt man also 1
- sin
cha, P1s
so wird . F——
. :1/ L% in®r
cha, 2 2
und allgemein I
e = sin
cha, —1 ’
und man erbélt fir den Bogen
hmcs 2" s/z»—— — shr - limes 27 sin ¥1 = Q,shr.
= =00 2

Die MaBzahl ¢, des Winkels a, ist dann auf Grund unserer
Forderung durch

Teshri @ - shr=1m:q

bestimmt; es ist also @, = o,.
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110 IV. Nichteuklidisch - hyperbolische Elementargcometric

Bezeichnen wir endlich die MaBzahl des durch
o = TT(a)

bestimmten Winkels mit demselben Zeichen o, wie den Winkel,

so haben wir die Beziehung
1

sin o = -
und demgemif cos o = /a,
t I
n = —
anga sha’
cota == sha.
Insbesondere ist noch
¢ 1 —tha —u
= ¢ .
g 7 1 1 + tha

Es kann jetzt die ,,Streckengeometrie’ des rechtwinkligen
Dreiecks durch die erwiinschte Trigonometrie ersetzt werden,
in der statt der hyperbolischen Funktionen der Strecken / und
m wirklich die trigonometrischen Funktionen der MaBzablen \
und u der Winkel auftreten, die den Katheten « und & gegen-
Uberliegen, und man erhilt

(1) sha= she- sin, (4) che = chachb
(2")  ¢he = coth cotp, (5 cosh = chasinp,
(3)  shé = tha - coty, (6)  tha= the - cosp.

§ 64. Aus diesen Formeln kann dann die Trigonometrie des
schiefwinkligen Dreiecks abgeleitet werden, genau wie dies in
der ebenen und sphirischen Trigonometrie geschielt,

Zerlegt man z. B. ein allgemeines Dreieck durch eine Iohe
in zwei rechtwinklige Dreiecke und wendet auf beide (1Y) an,
so erhdlt man den Sinussatz, also den Satz, daB die hyper-
bolischen Sinus der Seiten sich wie die Sinus der gegeniiber-
liegenden Winkel verhalten, Eine Zusammenstellung von For-
meln eriibrigt sich, man kann ja im Sinne der lozarithmisch-
sphérischen Trigonometrie des Taurinus [§ 36| oder der
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imagindren Geometrie Lobatschefskijs [§ 38] bequem jede
Formel der sphérischen Trigonometrie in eine entsprechende
der nichteuklidisch-hyperbolischen tbersetzen.

Nur auf eine dieser Formeln wollen wir noch hinweisen, die

den Defekt e=m—a—B—r

eines Dreiecks durch zwei Seiten und den eingeschlossenen
Winkel ausdriickt?!:

o c
th — th — sin o
2 2

¢ €

gz o b ¢

1 — {7 ~— th -~ cOs a
2 2

Hyperbolische Raumgeometrie.

§ 65. Die Theorie des hyperbolischen Raumes hat in der
geschichtlichen Entwicklung eine grofiere Rolle gespielt, als ihr
in mancher Hinsicht jetzt noch zukommt. Sie diente zur Be-
stimmung der Lobatschefskijschen Figurenzuordnung und

! Zu dieser Formel ist noch zu bemerken: Die Proportionalitit
zwischen Defekt und Inhalt wurde oben (§ 34) festgestellt. Setzen wir
jetzt die Einheitsstrecke (§ 61) gleich 4, so folgt fiir ,,unendlich kleine
Dreiecke

€ % Gna—-L A/
~2_4k,sma—2k‘ s
unter A /7 den Inhalt des Dreiecks verstanden. Hieraus folgt dann um-
gekehrt fiir den Inhalt des endlichen Dreiecks
I=7n —a—B—r)
Vgl. hierzu die Flichenmessungen z. B. in Lobatschefskijs Pangeo-
metrie, deutsche Ausgabe, S. 45-—56. — Die Formel fiir den Defekt
oder Inhalt bildet auch die Grundlage fiir einen strengen Beweis der
isopenimetrischen Eigenschaft des Kreises, unter allen Kurven mit ge-
gebenem Umfang den groften Inbalt zu besitzen, die selbstverstdndlich
auch in der hyperbolischen Geometrie gilt (Liebmann, Minchen. Ber.
1918, S. 499—3505). Als eine Stufe zum Beweis wollen wir bier das
Ergebnis anfithren, daB ein Dreieck, von dem zwei Seiten & und ¢ ge-
geben sind, den gréften Inhalt erreicht, wenn der von 4 und ¢ einge-
schlossene Winkel gleich der Summe der beiden anderen ist.
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112 IV. Nichteuklidisch - hyperbolische Elementargeometrie

zur Aufstellung der Trigonometrie, sie hat ferner den Ausgangs-
punkt fiir eine Reihe von Integralumformungen?! gegeben, sie
war aber endlich auch als Hilfsmittel geboten, mit deren Ver-
wendung Johann Bolyai in den Tagen seines Abstiegs in
den Schof der ,,alleingiltigen* euklidischen Geometrie zuriick-
kehren wollte (§ 40).

Wenn wir hier kurz auf sie eingehen, so geschieht dies
hauptsachlich wegen der interessanten »Grenzkugel”, einer
Fléche, auf der die euklidische Geometrie gilt; auch darf die
Konstruktion der Parallelen auf diesem Weg selbst in einer
summarischen Darstellung der nichteuklidischen Geometrie nicht
gern vermifit werden.

§ 66. Die Parallelen im Raum. Betrachten wir ein Drei-
kant?, das wir uns von einer Kugel geschnitten denken, deren
Mittelpunkt der Scheitel des Dreikants ist, und sind «, B, ¥
die Keilwinkel, a, 4, ¢ die Winkel, die je zwei Kanten mitein-
ander einschlieBen, so ist, genau wie in der euklidischen Geo-
metrie, der Flicheninhalt des ausgeschnittenen sphirischen
Dreiecks dem ExzeB, d. h. dem UberschuB der Keilwinkel-
summe tber 1 proportional. [Uberhaupt gilt auf der Kugel die
gewohnliche spharische Trigonometrie, vgl. § 70.]

Im ,,eigentlichen Dreikant, dessen Scheitelpunkt reell ist,
ist daher, genau wie beim cuklidischen Dreikant,

a+B4+T1v>m;

ferner sind im ,,Dreikant mit idealer Ecke*, gebildet aus den
Streifen dreier Ebenen, die auf jener vierten Ebene senkrecht
stehen, die Keilwinkel gleich den Winkeln des Spurendrei-

! Auf die miihseligen Volumbestimmungen, die z. B. Lobatschefs kij
in der ,,Imaginiren Geometriet* und der »Anwendung der imaginiiren
(reometrie** ausgefithrt hat, gehen wir nicht niher ein, verweisen viel-
mehr auf die vergleichende Kritik der Leistangen der Klassiker und
ihrer Nachfolger, die P. Stiickel gegeben hat (Bolyai, S. 109118
und S. 242).

* Lobatschefskij, S. 165 £
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Parallelen im Raum 113

ecks, also, da die Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei
Rechte ist, ao+pFr<m

Um jetzt zum ,,Paralleldreikant iberzugehen, haben wir erst
uns mit parallelen Geraden im Raum zu beschiftigen,

Zweli Parallele liegen immer in einer gemeinsamen Ebene,
Sind nun zwei Parallele g, und g, gegeben und legt man durch
einen nicht in der Ebenre (¢, g,) gelegenen Punkt P die Ebenen
L = (Pg) und 7, = (Pg,), so kann die Gerade &y, in der
L7 und £, einander schueiden, g, nicht schneiden, denn durch
diesen Schuittpunkt miifite auch g, gehen, was mit dem voraus-
gesetzten Parallelismus in Widerspruch stiinde.

Hatten ferner g, und g; ein gemeinsames Lot 44347, so wiirde
die durch /£ /] senkrecht zu ¢; und g, gelegte Ebene die Ebenen
(¢183) und Z, = (g, g,) senkrecht schneiden, also auch e &1
und g, hitten also im Widerspruch zur Voraussetzung ein ge-
meinsames Lot.

Demnach bleibt nur der Fall iibrig, daB gy zu g und g,
parallel ist. Entweder bilden dann die drei Geraden ein asym-
ptotisches Dreieck, und dann wiren sie gegen die Voraussetzung
in einer Ebene gelegen, oder sie haben dasselbe Ende gemein,
sie sind nach derselben Seite hin parallel.

FEs ergibt sich also, daB die Ebenen (Pg,) und (Pg,) sich in
einer Geraden schneiden, die zu gy und g, im Sinne ihres
gegenseitigen Parallelismus parallel ist,

Hieraus kann die Transitivitit der Beziehung des Paralle-
lismus im Raum leicht bewiesen werden. Sind g; und g, zu-
einander parallel, ebenso g, und g, in demselben Sinne wie
g, und g, so ist die Schnittgerade zweier Ebenen, die durch
einen Punkt 7 von g, gehen und von denen die eine g, die
andere g, enthilt, zu g parallel, also mit g, identisch. Es ent-
steht aber ein Paralleldreikant, also ist g, auch zu g, parallel.

§ 07. Das Paralleldreikant und die Grenzkugel. Im
Paralleldreikant betrigt die Summe der Kantenwin-
kel zwei Rechte.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometric. 2. Aufl 8
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Das ist leicht einzusehen. Es seien 4, B, C drei Punkte auf
den Kanten, Q das gemeinsame Ende. LaBt man nun einen
Punkt Q auf AQ sich nach @ hin bewegen, so braucht man
nur das Dreikant mit dem Scheitel @, den Kanten Q4, OB,
QC zu betrachten und darin die Winkel (Kantenwinkel) und
Seiten (Winkel 4028, BQC, CQd). Diese Seiten nihern sich,
wenn () nach Q wandert, alle drei asymptotisch der Grenze
Null, daher die um 7 verminderte Summe der Kantenwinkel,
die dem Inhalt des sphirischen Dreiecks proportional ist, das
die Kanten aus einer Kugel um ¢ als Mittelpunkt ausschneidet,
ebenfalls. Die Snmme der Kantenwinkel nihert sich daher dem
Wert 1r; der Kantenwinkel an Q. ist aber ¢, und die an Q7
und QC nithern sich asymptotisch den Kantenwinkeln g und
an QZ und QC, also ist o 4+ B -+ ¥ gleich .

Wenn man jetzt die Gesamtheit aller korrespondierenden
Punkte betrachtet, die man aus einem Punkt (-i) auf einer Ge-
raden cines Parallelbiindels auf den parallelen Geraden erhalt,
so ist die entstehende Fliche in sich beweglich: Man nelime
noch zweli beliebige Gerade des Biindels hinzu und auf ihnen
die zu A korrespondierenden Punkte B und €, ferner sei J7
der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten der drei Seiten des
Dreiecks” 4B C. Dann ist leicht nachzuweisen, daB /0 auf
der Ebene des Dreiecks senkrecht steht, woraus folgt, daB #
und ¢ einander korrespondierende Punkte sind. Wenn man
also von /7 statt von 4 bei der Konstruktion ausgeht, wirde
man dieselbe Fliche erhalien, d. h. sie ist in sich beweglich.
Die Spuren der durch 0 gchenden Ebenen auf der Fliche
sind Greuzkreise, die Winkel eines Dreiecks dreier solcher
Grenzkreisbogen gleich denen des Paralleldreikants der von
den Ecken des Dreiecks ausgehenden Achsen, also gleich .

Demnach haben wir das Ergebnis:?!

Auf der Grenzkugel, d. h. der Fliche, die alle Ge-

! Lobatschefskij, S. 12; Bolyai Appendix § 21, S. 192.
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raden eines Biindels von Parallelen mit gemeinsamem
Ende Dsenkrecht schneidet, gilt die euklidische Geo-
metrie.

Dieser Umstand ist namentlich deswegen wichtig geworden,
weil man ihn beniitzen konnte, um die Trigonometrie der
hyperbolischen Ebene durch besondere Konstruktionen daraus

abzuleiten.

§ 68. Die Parallelenkonstruktion, aus dem Raum
abgeleitet!., Man er- O
richtet auf der Ebene e e

des dreirechtwinkligen
Vierecks A8 CD mit den
Bestimmungsstiicken

<< BCD =B, AD == a,
DC=1[, CB=c¢,
BA =

in 4 die Senkrechte,

deren eines Ende mit
Q bezeichnet sei, zieht
ferner BQ, CQ, DQ
und endlich noch die
Parallele 40 zu BCO,
die D C in E schneidet. Auflerdem zieht man noch £Q.

Dann ist X EAD = Irz_ — TT() =
X ABQ=TI(w) = 72‘ — U
Die Dreikante C(DBQ) und £(DAQ) haben, das zweite an
L4, das erste an CQ, rechte Winkel. [Dies folgt daraus, daB
das Parallelvierkant, von dem die Winkel an Q25, Q4, QD

A

Fig. 45.

! Wir geben hier Bonolas Konstruktion (Ist. Lomb. Rendiconti IT
[37], 1904, S.255—258), die sich nur wenig von einer von Engel
herriihrenden (Leipzig. Ber. 50 {1898], S. 187—191) unterscheidet.

8*
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rechte sind, auch an Q C einen rechten Winkel aufweisen mu8.]
Die Winkel an C'2 und ZD sind beide gleich ¢ = TT(a). Der

Winkel an C2 ist gleich : ~ uund der an £'Q, weil Q(4DE)
ein Paralleldreikant ist, mit den Kantenwinkeln -g an Q20 und

u an Q4, ebenfalls gleich ; — W
Die beiden Dreikante sind also kongruent, daher
T BCOQ= AL QEA,
also sind die zu diesen Winkeln-'(aIs Parallelwinkeln, die zu-
geordnete Lote bestimmen) gehorenden Lote

¢c=FBC und ¢ = 4L
einander gleich. Dies fiihrt wieder genau die Parallelenkon-
struktion von Engel (§ 53).
Ferner ist noch
(A) = CDEA = - DCQ =\,
B= I DOB =X DEQ =TI

und damit ist wieder die Zuordnung von rechtwinkligem Drei-
eck und dreirechtwinkligem Viereck (§ 54) erwiesen.

§ 69. Die Randbilder von Ebenen. Wir kommen mit
einigen Worten auf die Behandlung der Kreisverwandtschaften
zuriick [vgl. § 61, Anm. iber die Komplementirtransformation].
Es gibt im Raum drei Arten von Strahlenbiindeln, die Strahlen
durch einen reellen Punkt, die von konzentrischen Kugeln
orthogonal geschnitten werden, die Strahlen durch ein ,,Ende*,
die von Grenzflichen und endlich die Strahlen senkrecht zu
einer Ebene, die von Abstandsflichen senkrecht geschnitten
werden. Wenn man unter den Durchmessern einer Sphire den
auf einer Ebene senkrecht stehenden auswihlt und die zu ihm
parallelen Durchmesser mit der Sphire schneidet, so entsteht
das Randbild der Ebene auf der Sphire. Es wird, wenn die
Sphére Kugel oder Grenzkugel ist, stets ein Kreis. Indem man
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von allen Ebenen des Raumes auf zwei Sphiren die Randbilder
entwirft. erhilt man eine Kreisverwandtschaft und zugleich
winkeltreue Abbildung zwischen den Sphéren.

Nimmt man insbesondere zur einen Sphire eine Grenzkugel,
zur andern die sie im Anfangspunkt eines Polarkoordinaten-
systems beriihrende Ebene, und bezeichnet man die Polar-
koordinaten auf der Grenzlxuvel mit 7, @, in der Ebene mit
p, @, so wird fiir zugeordnete Punkte nach § 61

r=tkih 2,
und da das Bogenelement in der Ebene durch

do* = dp? + #si? £ dg?

auf der Grenzkugel aber durch

ds? = dr? I r2de?
gegeben ist, so ergibt sich durch Beniitzung der hyperbolischen
Funktionen leicht Jo? — gitdst

GE=rok

Die hyperbolische Ebene ist damit konform auf die eukli-
dische Ebene (vielmehr die Grenzkugel) und zwar auf das
Innere eines Kreises vom Radius £ [= Streckeneinheit] abge-
bildet und zwar eben durch eine Kreisverwandtschaft.
Insbesondere entsprechen den Geraden Kreise, welche jenen
Kreis senkrecht schneiden und den Bewegungen Kreisverwandt-
schaften, welche den Kreis x? 4 32 — 4? =0 in sich iiber-
fihren [vgl. § 73].

Absolute sphirische Trigonometrie,

§ 70. Man kann die sphirische Trigonometrie so be-
griinden, daB fir den Raum, dem die Kugel angehort, ledig-
lich die Beweglichkeit vorausgesetzt wird, oder schirfer ge-
sagt, daB dabei von den Axiomen oder Postulaten der eukli-
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dischen Geometrie das Parallelenpostulat ganz bei Seite ge-
lassen wird,!

Wir messen die Bogenlingen von Hauptkreisbogen durch
den Zentriwinkel, den die vom Mittelpunkt der Kugel nach
den Endpunkten gezogenen Radien einschlieBen. Als Faktor
tritt hinzu noch eine Funktion des Rzzdius, die aber in den
Formeln der sphirischen Trigonometrie gar keine Rolle spielt,
Desgleichen messen wir den Inhalt eines spharischen, aus
Hauptkreisbogen gebildeten Dreiecks durch den ExzeB, d. h.
den UberschuB der Winkelsumme o -+ B 4 v iber m, ohne
uns um den vom Radius abhingenden Faktor zu kiimmern, der
noch hinzutritt und ja, wie bei der Messung von Hauptkreis-
bogen, fiir alle auf derselben Kugel gelegenen Dreiecke der-
selbe ist.

Ebenso wie diese Messungen sind auch die weiteren zu ver-
wendenden Beziehungen vom Parallelenpostulat unabhangig,
die wir jetzt aufziiblen und als bekannte elementare Kenntnisse
voraussetzen diirfen. :

I. Zu jedem sphirischen Dreieck mit den Seiten a, 4, ¢ und
den Winkeln @, B, y gehort ein dazu polares Dreieck, dessen
Seiten w — @, ™ — B, ® — v und dessen Winkel w1 — @, 1 — b,
m — ¢ sind. ' ’

2. Ist » der sphiarische Radius eines Kleinkreises, d. h, der
Hauptkreisbogen, der den Schnittpunkt der Kugel und der auf
der Ebene des Kreises senkrecht stehenden Achse, also den
auf der Kugelfliche gelegenen Mittelpunkt mit irgendeinem
Punkt der Peripherie verbindet, so sind Kreisbogen und Kreis-

! DaB die sphirische Trigonometrie vom Parallelenpostulat unab-
hidngig gilt, haben Lobatschefskij (3. 235) und Bolyai (Appendix
§ 26, S. 195) wieder, wie die ganze Trigonometrie tberbaupt, auf die
Untersuchung von Parallelkanten im Raum zurlickgefithrt. 'Wir bevor-
zugen den hier beschrittenen, grundsiitzlich einfacheren Weg, der ledig-
lich die innere Kinematik der Kugel beniitzt. Vgl. Liebmann,
Leipz. Ber. 60 (1908), S. 289—305.
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sektor des sphirischen Kleinkreises dem Zentriwinkel [Winkel
der spharischen Radien] proportional. Ist a der Zentriwinkel,
a der Radius, so mogen diese Funktionen mit O (e) und @ (a)
bezeichnet werden. Es ist dann

0=0(0) <Ol < O(}) = 1, (o <a<125)

und 0=@0) < B0 <®() =1

denn Inhalt und Umfang wachsen von o bis 21, wenn der
Kreis in einen Hauptkreis tibergeht [vgl. § 41].

3. Jeder Kleinkreis kann auch als ,,Abstandslinie* aufgefafit
werden: Tragt man auf den Radien eines Hauptkreisbogen-
stiickes von der Linge s die Strecke ¢ ab, so entsteht eine
,,Abstandslinie”, die zugleich ein Kleinkreis mit dem Radius

:t — b ist. Bogenstiick und Inhalt der Fliche zwischen der

Grundlinie s, dem Bogenstiick und den begrenzenden Loten (9)
sind proportional zu s und im iibrigen Funktionen von &, die
mit £(6) und /(b) bezeichnet werden sollen. Es ist dann

20 =0(% —0),

I() == 1 _@(_;i_b).

§ 71. Die Funktionalgleichungen fiir O, @ und ihre
Losung. Wir denken uns zu einem Kleinkreisbogen s im Ab-~
stand @ auf beiden Seiten die dquidistanten Kleinkreisbogen «
und 2 gezogen. Zerlegt man die Figur durch gemeinsame Ra-
dien in » kongruente Stiicke, die man , Kopf gegen Fufi* wie-
der aneinanderlegt, so entsteht eine neue Figur mit demselben
Inhalt, und es ist auch der Umfang derselbe geblieben. Macht
g, indem man die Anzahl der Teile un-
begrenzt wachsen 1aBt, so geht die zweite Figur in zwei sym-

man den Grenziibergan

metrisch kongruente Figuren iiber, und der gebrochene Linien-
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zug der Kleinkreisbogen von der Liange - in einen Hauptkreis-
7
bogen von der Linge s, so daB wir erhalten
“+v=25-7L).

¢ mioge jetzt ein Kleinkreisbogen scin, der, als Abstandslinie
betrachtet, iiber dem Hauptkreisbogen 7 steht und von ihm den
Abstand 4 hat. Dann ist

s =1 L5,
u=={-FEla+19)),
v=1Fa—5).

Man erhilt also durch diese »TFleckenschneiderei* die Funk-
tionalgleichung

L+ 8) + Ela —§) =2 L{a) E(b).
Wegen F(o) =1, ];(Z) =0

ist die einzige stetige Losung dieser Funktionalgleichung?!

E(a) = cosa,
und daher \ m :
O((IJZE(T—(Z = sin q.

Durch Vertiefung der Bezichung, die zwischen einem Drei-
eck mit seinem polaren Dreieck besteht, kann man aber auch
zeigen, daB zu jeder sphirischen Figur mit dem Umfang Z und
dem Inhalt # eine polare, d. h. von den Polen der die erste
Figur umhillenden Hauptkreise erzeugte existiert mit dem Inhalt

Floe2n—-U
mit dem Umfang U=:2n—F
Der zu einem Kleinkreis mit dem Radius ¢ polare Kleinkreis

hat aber den Radius —} — a, so daB man erhilt

! Vgl die § 60 angefiihrte Untersuchung von Cauchy.
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2T\'@<»§~—(l> =2m— 20(),

ZTTO(«? — a) =27 — 2P (a),

es ist also ®(@) = 1 — cosa.

§ 72. Der Kosinussatz, Lassen wir ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen Ecke 4 festgehalten wird, eine Drehung um
den Winkel @ ausfiihren, wobei die Ecken C und B in C" und
B’ tbergehen, so iberstreicht 48 die Fliche (1 — cose)
und AC die Flache @(1 — cosd), endlich CZ ein Viereck
(CC'B'B), das von zwei Kreisboégen (CC') und (£8") und von
zwei Hauptkreisbogen C 2 und ("B’ begrenzt ist; es ergibt sich
also @ (1 — cosc) = (1 — cosd) + (CCBB).

Den Wert von C'C'8'B kann man aber wieder durch Grenz-
iibergang bestimmen, indem man auf dem Kleinkreisbogen CC’
die Teilpunkte C, ... C,_y einschaltet. Ist A1 der Winkel,
den je zwei benachbarte, an den inneren Kreis gelegte Tan-
genten miteinander einschlieBen, so wird

(CC' B’ B) = limes A\t (1 — cosa).

Fir den ExzeB oder Inhalt eines jeden der » kongruenten
Vierecke, die von zwei benachbarten Kreisradien 4 und den
Tangenten in ihren Endpunkten gebildet werden, erhalt man

@ +(n——Al)—2n=%——Ai,

-+
n

T

2

™ )
E)
und da die Summe dieser Vierecke im Grenzfall gleich dem
Sektor des inneren Kleinkreises wird, so folgt

@ (1 — cosd) = lim (n (Sg- - At)),

d. h. limnz At = @ - cosé.

Man erhilt also
@(I — cosc) = @(1 — cosd) + @(1 — cosa) cosd
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oder COS¢ = cosa - cosbh,

d. h. den Kosinussatz des rechtwinkligen Dreiecks.

§ 73. Das Pentagramma mirificum. Die weiteren For-
meln der Trigonometrie des rechtwinkligen spharischen Drei-
ecks findet man leicht aus dem Pentagramma mirificum?, dem
wir uns jetzt zuwenden,

Wenn man in einem rechtwinkligen sphirischen Dreieck die

Kathete 4 iber .f hinaus um ¢4 = :[ — & bis A, verlingert,
ebenso die Hypotenuse ¢ iiber .{ hinaus um ¢ = 1: — b bis (),

so ist der Punkt .1, weil .4, 7: und 0 A, CF = T:, der
Pol des Hauptkreises #(’(, daher auch .4, B ein Hauptkreis-
quadrant (:: :) Wegen A = : = B¢ ist dann A der Pol

des Hauptkreisbogens .4, ('}, also im Nebendreieck A Cid, der
Winkel bei ¢ ein rechter. Verlingert man noch #¢ und A4, C,
bis zum Schnitt (2), so ist im Dreieck 54,0

us

Bily =7 = DN = L DB,

das Dreieck Z.4 D ist also ein Kugeloktant, und wir kénnen
jetzt samtliche Bestimmungsstiicke des rechtwinkligen Neben-
dreiecks ablesen.

Hypotenuse: ¢, = Ad, = ;_r —b;

Katheten:  a, = C,dy = 5 A, 5C, — & — 8,

™

Z)1=A(‘1=;-t;

Winkel: = o, = g Cdd; = «,
N ) ) m
=L AAC, = CD =" — q.
B, H A 1 , a
! Die wichtigste Figur des Pentagranma merificum hat Lambert
in seinen ,Beitriigen zur Mathematik* I, 1765, untersucht. Vgl. A.v.
Braunmiihi, Geschichte der Trigonometrie II, Leipzig 1903, S. 13 u.
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Setzt man die Konstruktion, die vom Ausgangsdreieck zum
ersten Nebendreieck fiibrte, fort, so fillt das fiinfte Dreieck mit
dem ersten B(CA zusammen, und es entsteht die geschlossene
Figur des ,,Pentagremma mirificum*.

Aus ihr konnen alle Dreiecksformeln abgelesen werden. Das
erste Nebendreieck ergibt z. B., wenn man den Kosinussatz

det:
anwen cosc¢; = cosa, - cosd,

oder sin$ == sin ¢ sin B.

Die iibrigen Formeln konnen leicht gefunden werden durch
weitere Heranziehung der Nebendreiecke und elementare Rech-
nungen, und mit dem rechtwinkligen Dreieck ist dann auch das
allgemeine Dreieck in bekannter Weise eingeordnet.

Das Pentagramma mirificum bildet den SchluBstein der grund-
legenden Elemente der absoluten sphirischen Trigonometrie.

Hypothesen, die mit dem euklidischen Postulat
gleichberechtigt sind.!

§ 74. Bevor wir das elementare Gebiet verlassen, scheint
es uns angebracht, die Aufmerksamkeit des Lesers darauf zu
lenken, welchen Wert im Organismus der Geometrie die Sitze
haben, die in einem bestimmten Sinne als dem V. Postulat
dquivalente Hypothesen gelten konnen.

Um uns deutlich verstindlich zu machen, beginnen -wir mit
der Erklarung der Bedeutung dieser Aquivalenz.

Zwei Hypothesen sind. absolut gleichberechtigt, wenn
jede von ihnen aus der anderen folgt ohne Hilfe einer neuen

131. Spiter hat thr GauB seine Aufmerksamkeit gewidmet (Werke III,
1876, S. 481—490 und VIII, 19¢0, S. 106—115). Vgl auch Schle-
singer, Journal f. Math. 124 (1902), S. 38—46. In der Schulmathe-
matik, wo sie so fruchtbringend verwendet werden konnte, hat sie sich
leider nicht eingebiirgert! ' .

! Wir geben diese logisch musterhafte Zusammenfassung Bonolas
aus der ersten Auflage unverindert wieder.
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Hypothese. In diesem Sinne sind absolut dquivalent die bei-
den folgenden Hypothesen:

a) Zwei zu einer dritten parallele Gerade sind untereinander

parallel.

b) Durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden geht eine

und nur eine Parallele zu dieser Geraden.’

Diese Art von Aquivalenz hat nicht viel Interesse, weil die
beiden Hypothesen einfach zwei verschiedene Formen eines
und desselben Satzes sind. Wir wollen vielmehr zusehen, wie
der Begriff der Aquivalenz verallgemeinert werden kann.

Nehmen wir an, es sei.eine deduktive Theorie auf ein
bestimmtes System von Hypothesen begriindet, das wir mit
{4, B, C... H} bezeichnen wollen. Seien dann J7 und N
zwei neue Hypothesen, derart, daB aus dem System {4, B,
C...H, M} das IV abgeleitet werden kann und aus dem
System {A, B, C...H, ZV} das A7, Wir deuten das an, in-
dem wir schreiben:

{4, 8,C...H M) DN,
{4, 8, C...H N} I

Verallgemeinern wir jetzt den Begriff der Aquivalenz, SO
konnen wir sagen, daB die beiden Hypothesen /7 NV dquiva-
lent sind in bezug auf das Fundamentalsystem {4, B,
C... H}.

Wir betonen die Wichtigkeit, welche in dieser Definition das
Fundamentalsystem {4, B, C. .. H} hat. In der Tat kann es
eintreten, daB, wenn man das Fundamentalsystem einschrinkt,
indem man z. B. die Hypothese 4 ausliBt, die beiden Schliisse

{B,C...H, M} N,
{(B,C...H,N}.> M
nicht gleichzeitig maglich sind.

Dann sind die Hypothesea 47, &V hinsichtlich des neuen Fun-
damentalsystems {5, C'... A} nicht 4quivalent.
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Nach diesen Erklarungen logischer Natur wollen wir sehen,
was aus den vorhergehenden Entwicklungen fiir die Aquivalenz
solcher Hypothesen und der euklidischen Hypothese folgt.

Nehmen wir an erster Stelle als Fundamentalsystem das aus
den Postulaten der Assoziation {4] und Distribution [5]
gebildete, die in der gewdhnlichen Weise die Begriffe der Ge-
raden und der Ebene charakterisieren; ferner aus den Postu-
laten der Kongruenz [C] und aus dem in § 6, 11, 15 er-
wahnten Postulat des Archimedes [D].

In bezug auf dieses Fundamentalsystem, das wir mit {4, 2,
C, D} bezeichnen werden, sind die folgenden Hypothesen
untereinander und mit der von Euklid in seinem V. Postu-
lat (§ 1) ausgesprochenen dquivalent.

a) Die inneren Winkel, die zwei Parallele mit einer Trans-
versale auf derselben Seite bilden, sind supplementar [Ptole-
mius, § 2].

b) Zwei parallele Gerade sind aquidistant [Cataldi, § 7].

c) Trifft eine Gerade die eine von zwei Parallelen, dann
trifft sie auch die andere [Proclus, § 3]; oder: zwei zu einer
dritten Geraden parallele Gerade sind untereinander parallel,
oder auch: durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden geht
eine und nur eine Parallele zu dieser Geraden.

d) Zu einem beliebigen Dreieck kann immer ein dhnliches
Dreieck von beliebiger GroBe konstruiert werden [Wallis, § 9].

e) Durch drei Punkte, die nicht in gerader Linie liegen, geht
immer ein Kreis [W. Bolyai, § 29].

f) Darch einen Punkt, der zwischen den Schenkeln eines
Winkels liegt, geht immer eine Gerade, die die beiden Schenkel
des Winkels trifft [Lorenz, § 28].

a) Wenn von zwei Geraden 7, s die eine senkrecht und die
andere geneigt gegen die Transversale 45 ist, so sind die von
den Punkten von s auf » gefillten Lote samtlich kleiner als
AB auf der Seite, wo AZ mit s einen spitzen Winkel bildet
[Nasir-Eddin, § 6]
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B) Der Ort von einer Geraden gleichweit entfernter Punkte
ist eine Gerade [Clavio und Borelli, § 7].

¥) Die Winkelsumme im Dreieck ist gleich zwei Rechten
[Saccheri, § 17].

Wir wollen jetzt das Fundamentalsystem von Hypothesen
einschrinken, indem wir von der Archimedischen Hypo-
these absehen. Dann sind die Sitze a), b, ¢), d), e), ) auch
noch untereinander und mit dem V. euklidischen Postulat
dquivalent in bezug auf das neue Fundamentalsystem {4, B, C).
Die Satze o, B, ¥ sind zwar untereinander aquivalent in bezug
auf das System {4, B, C}, aber keiner ist dem euklidischen
Postulat dquivalent. Dieses Ergebnis, das die Stellung des
Archimedischen Postulats hervortreten 14Bt, ist in einer schon
zitierten Arbeit von M. Dehn [1900] enthalten.! In dieser Ar-
beit wird bewiesen, daB die Hypothese ¥ iiber die Winkelsumme
im Drejeck nicht nur mit der gewdhnlichen elementaren Geo-
metrie vertraglich ist, sondern auch mit einer neuen, notwen-
digerweise nichtarchimedischen, wo das V. Postulat
nicht gilt und wo durch einen Punkt unendlich viele Nicht-
schneidende hinsichtlich einer vorgezeichneten Geraden gehen,
Dieser Geometrie gab der Entdecker den Namen: Semi-
euklidische Geometrie,

' Vgl. § 14 Anm. 1.



Finftes Kapitel.

Neuere Wege und Ziele.

§ 75. Lange Zeit ruhten die Forschungen der Klassiker, von
deren Ergebnissen wir im vorigen Kapitel ein zeitgemaB er-
ganztes Bild geben wollten, fast unbeachtet im Verborgenen.

Die weitere Entwicklung kann man ungefihr charakterisieren
durch die Schlagworte: Abbildungen im Rahmen der eukli-
dischen Geometrie, erweiterte Erforschung der Grundlagen,
Anwendungen auf neue Gebiete (Funktionentheorie,
Physik, insbesondere die klassische Relativititstheorie).

In der summarischen Darstellung, die uns die Enge des zur
Verfiigung stehenden Umfangs aufndtigt, mag es gestattet sein,
zeitlich Getrenntes, wenn die Systematik dies geeignet erscheinen
laBt, vereint zu bringen, —

Unmittelbar an die im vorigen Kapitel entwickelte Elemen-
targeometrie lassen sich die Entdeckungen von Beltrami
{1835—1900] und die viel spiter erfolgten schlieBen, die Poin-
caré [1854—1912] und Klein in den Dienst der Funktionen-
theorie gestellt haben,

Die erst in den Handen von Klein zu einem neuen Ein-
gangstor in die nichteuklidische Geometrie ausgestaltete pro-
jektive MaBbestimmung Cayleys | 1821—18935] wurde zugleich
eine Anregung zur Erforschung der Grundlagen der Geometrie
tiberhaupt, die seitdem nicht ruht. Auch die ,,zweite Hypothese*,
also die Geometrie, deren einfachster Reprisentant die Kugel
ist, kommt hier zur Sprache,

Ganz andere Wege wieder hat Riemann [1826—1866] ge-
bahnt, indem er von dem ,Raum als Zahlenmannigfaltigkeit«
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ausging. Die weiteren nach dieser Richtung gehenden Unter-
suchungen von Helmholtz [1821—1894] bedurften der Klir-
ung, welche Lie [1842—1899] durch die Gruppentheorie ge-
schaffen hat, —

Hinsichtlich der Axiomatik werden wir spiter auf Literatur
verweisen; an dieser Stelle mogen folgende AuBerungen die
Schwierigkeiten kennzeichnen,

S. Lie! sagt: ,,Die Grundlagen der Geometrie sind ein Ge-
biet, dessen Bearbeitung schwierig und, sagen wir es offen,
ziemlich undankbar ist; gibt es doch unter den vielen, die sich
damit beschiftigt haben, nur wenige, die von allen ihren Nach-
folgern anerkannt worden sind, und keinen, der ganz unange-
fochten geblieben wire*.

F.Schur? charakterisiert diese Schwierigkeit mit den Worten:
»Ob es je gelingen werde ein solches System [von Postulaten
ohne iiberflissige Elemente] aufzustellen und seine Unabhingig-
keit zu beweisen, erscheint uns schon deshalb sehr zweifelhaft,
weil die meisten Postulate erst auf Grund friiherer einen Sinn
erhalten, die Frage also, ob jedes einzelne Postulat von allen
iibrigen unabhingig sei, garnicht gestellt werden kann¥,

Euklidische Bilder der nichteuklidischen Geometrie.

§ 76. Die Polarkoordinatensysteme der hyperbo-
lischen Geometrie.? Das zunichst sich bietende Koordina-

1 8. Lie, Theorie der Transformationsgruppen III, S.3533. Leipzig
1893.

* F. Schur, Grundlagen der Geometrie, S. VIL. Leipzig 1909, —
E. Picard (La science moderne et son état actuel. Paris 19035) sagt
noch dramatischer (S. 61/62): ,,Studiert man die neuesten Arbeiten iiber
die Prinzipien der Geometrie, so erschrickt man iiber die lange Liste
der Postulate, die notwendig sind, damit die Geometrie den Charakter
logischer Strenge erhilt, den man ihr im allgemecinen zuerteilt,*

* Von Koordinatensystemen macht schon Lobatschefskij an vielen
Stellen Gebrauch, desgleichen fast durchweg die in § 47 aufgezihlten
Werke,
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tensystem hat als Grundlage das Netz konzentrischer Kreise
und ihrer Radien. Als Koordinatenanfang ist der Mittelpunkt
der Kreise zu wihlen, der Winkel ¢ wird von einem Anfangs-
strahl aus gerechnet, genau wie in der euklidischen Geometrie.
Das Element eines Kreisbogens hat dann die Linge (§ 63)

shr - do
und fiir das Quadrat des Bogenelementes erhilt man
ds? = dr’ + shPrdo?
aus einem infinitesimalen rechtwinkligen Dreieck, entsprechend

dem Ausdruck ds? = dr® + r3d@?

in der cuklidischen Geometrie.

Neben dieses eigentliche Koordinatensystem treten aber jetzt
zwei andere Systeme, entsprechend den neuen Arten von Cykeln.

Die Abstandslinien geben Anlaf}, folgende Koordinaten ein-
zufiihren, die, scheinbar den Cartesischen Koordinaten x y ent-
sprechend, doch wohl eher als andere Form des nichteuklidi-
schen Systems von Polarkoordinaten aufzufassen sind.

Wir wihlen eine x-Achse und nelimen als Koordinaten eines
Punktes 7 das mit Vorzeichen versehene Lot X = y auf die
x-Achse und die Strecke OX = x, (Man beachte, daB das auf
die y-Achse gefillte Lot ZPJ nicht gleich x und OF nicht
gleich y ist bei allgemeiner Wahl der Lage von Z7I)

Die Linien y=konst. sind dann Abstandslinien und die
Linien x = konst. Gerade. Der iliber dem Element dx der
x-Achse stehende Bogen einer Abstandslinie ist dann (§ 60)

chy dx
und man erhilt fiir das Quadrat des Bogenelementes
ds? = dy? + ch’y da’.

Als drittes System fiihren wir ,,Grenzkreiskoordinaten‘ ein.
Die positive £-Halbachse wird von einem Punkt O nach rechts
gezahlt, als n-Achse wird ein Grenzkreis gewihlt, der nach

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl. 9
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dem positiven Ende der .v- Achse seine Hohlseite wendet. Die
Koordinaten eines Punktes sind Z, niamlich sein mit Vorzeichen
versehener Abstand /77 vom Grenzkreis, und n, ndmlich der
Grenzkreisbogen (() /7). Die Linien £ = konst. sind Grenzkreire,
und auf einem Grenzkreis ist das Bogenelement (§ 61)
o an.
Die Linien n ==konst. sind Gerade, und fir das Quadrat des
Bogenelementes erhilt man
ds? = ¢ 2 JE2 4 dn?
Als unmittelbare Anwendung des zweiten Systems sei hier die

Berechnung der Strecke S gegeben. Die Gleichung des nach
der Seite -+ x offenen Grenzkreises ist (§ 6H1)

Lassen wir TT( ) von Tf bis 1; abnehmen, so wichst s von o
bis 8. Man erbilt jetzt die Messung aus

dstm dy? - chPr da? = dyt A P dx = dy? - d(ch)? = @(shy),
oder wenn Ty =y

gesetzt wird, nach Q 63

ds == dcoty, s = coty
und Secot " —cot " = 1.
4 2

Bei der friher § 61 getroffenen Festsetzung ist also
die Streckeneinheit gegeben durch den Grenzkreis-
bogen 1 =.= (.I/73), wobei die Tangente in 4 und die
nach aufien verlingerte Achse durch 7 parallel sind.

§ 77. Beltramis kongruentes Bild. Gauf! hat bekannt-

! Disquisitiones generales circa superficies curvas, Gottingen 1828
= Werke IV (1873), p. 217—258. Deutsch in Ostwalds Klassikern
der exakten Wissenschaften Nr, 5 (Leipzig 1889) von Wangerin. —
Vgl auch zur Wiirdigung die Stickel in den oben (§ 31) angefiihrien
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lich gezeigt, dah das Krimmungsmaf einer Fliche
X = x(u,v) y=ruv) z=:zsuuv,
bei der das Quadrat des Bogenelementes durch
dx+ dvib det = edut -+ 2fdudr + gdv¥;
s 42 2 2
e =]+ + &
SNy e B Sy
g=aj o+
idie Indizes deuten die Differentiationen nach « und = an), ge-
geben ist durch eine Formel, die nur von ¢, /; ¢ und ihren ersten
und zweiten Differentialquotienten nach » und ¢ abhiangt. Die
quadratische Form ihrerseits legt zwar die Gestalt der Fliche
noch nicht fest, doch bewirkt die Gleichheit der ¢, f, ¢ fiir
zwel Flachen, daB sie stiickweise aufeinander abwickelbar sind,
wie ein (aufgeschnittener) Zylinder auf einen Parallelstreifen der
Fbene, und ein lings einer Mantellinie aufgeschnittener Kegel
auf einen von zwei Halbstrahlen begrenzten Sektor der Ebene.
Zwei in diesem Sinne ,,stiickweise** aufeinander abwickelbare
Flichen haben also in entsprechenden Punkten gleiches Kriim-
mungsmab. :
Fiir /== 0 wird das Kriimmungsmaf

Materialien® iiber die flichentheoretischen Arbeiten von Gauf gegeben
hat (S. 104—140). —— Stickel sagt ausdriicklich (S. 127): Ob GauB
die Geometrie auf einer krummen Fliche noch weiter ausgebaut, ob er
im besonderen den Zusammenhang zwischen der Geometrie auf den
Flichen konstanten KriimmungsmaBes und der nichteuklidischen Geo-
metrie der Ebene erkannt bat, ist nicht mit Sicherheit zu entscheiden.
— E. Beltrami (1835—1900) erst hat in seinem Saggio di interpreta-
zione della geometria non-euclidea, Giorn. mat. 6 {1868), p. 284—312,
diese durch Lambert (§ 21) und Taurinus (§ 36) vorbereiteten Schliisse
gezogen, — FKine ausfiihrliche Darstellung findet sich in allen Biichern
iiber Flichentheorie, am eingehendsten wohl in L. Bianchis Vor-
lesungen iiber Differentialgeometrie, deutsch von M. Lukat, Kap. XVI
S. 418—439. Leipzig 1899.

g*

http:/Amww.dmg-lib.de



132 V. Neuere Wege und Ziele

. I ,
K= petgt {{’ (98 + &)+ gley gy + 62) — 2eg(egy —{—gn)}-
Demnach wiirde z. B. auf einer Fliche mit dem Bogenelement-

quadrat! ds? = du® 4+ shud»?
= “/;4” {4,.&'/12 wehPu — 25h%u - 2 (ch u -+ sh%u) } = 1,

Dasselbe Ergebnis hat eine entsprechende Berechnung bei
den beiden andern Formen fiir os%.

In einfachster Weise kénnen dann Rotationsflichen im eukli-
dischen Raum hergestellt werden, auf denen
man direkt als Ausdruck fiir @s? eine der drei
gefundenen Formen erhilt. Es mag der zweite
Fall hier als Beispiel geniigen.

LiBt man eine Traktrix, d. h. eine Kurve,
die die Eigenschaft hat, daB der Abschnitt der
Tangente zwischen Beriithrungspunkt und Asym-
ptote konstante Liange (4) hat, sich um die
Asymptote drehen, so entsteht eine Fliche mit

Pscudosphire. scharfem Rand, deren Gleichung leicht ange-
Fig. 46.

geben werden kann.

Sind 7 (Achsenabstand), 5 (Abstand von der xy-Ebene) und
@ (Winkel der Meridianebene mit einer Anfangsmeridianebene)
die ,,Zylinderkoordinaten*, ferner £ die Linge der Traktrix von
dem Punkt an, wo die Spitze liegt, so ist das Quadrat des Tan-
gentenabschnittes ‘g 2
° k== (d?)

konstant, daher &% = 772 4 d2% = :,_,zz’r2,

! Bezeichnet man die Linge der ,,Streckeneinheit .S (§ 61 u. 76)
mit 4, so wird ,
ds? = dr® 4 k*sh? A dg*

und n I
K= — }-2 .
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also 7=

und ds* = d&* | Jd ¢* e *.

Setzt man 4 = 1, @ = 1 so erhdlt man genau
ds? = dE* 4 dn?em S,

Hieraus erkennt man die Abwickelbarkeit handgreiflich: Ein
Grenzkreissektor, der zwischen zwei Achsen und dem Bogen-
stiick 27 eines Grenzkreisbogens eingeschlossen, ist, 148t sich
auf den einen Trichter der Rotationstraktrix, der mit dem Scharf-
rand beginnt, abwickeln; wenn man den Radius dieses Kreises
der hyperbolischen Streckeneinheit gleich wihlt, wird die Halb-
trichterfliche liickenlos tberdeckt, mit einer Naht freilich, in
der die begrenzenden Achsen des Grenzkreissektors zusammen-
geheftet sind. —

Zur Erganzung weisen wir noch darauf hin, daB die Gleich-
heit des KriimmungsmaBes zweier Flichen in entsprechenden
Punkten nicht ausreichtum die Abwickelbarkeit zugeordneter
Flichenstiicke sicher zu stellen; das tritt nur dann ohne weitere
Nebenbedingung ein, wenn das Krimmungsma8 in allen Punkten
der beiden Flichenstiicke denselben Wert hat,!

Es ist Beltramis Verdienst, durch die hier in den Grund-
ziigen entwickelte kongruente Abbildung der hyperbolischen
Ebene auf die Flichen konstanter negativer Kriimmung, die
wir fir die Drehfliche der Traktrix im Einzelnen ausgefiihrt
haben, ihr ,,Birgerrecht* gesichert zu haben. (Vgl. hierzu auch
§ 90).

Wir geben hier noch ein Bild einer Fliche konstanten nega-

! Es konnen zwel beliebige regulire Flichenstiicke durch unendlich
viele Funktionenpaare so aufeinander bezogen werden, dafl sie in ent-
sprechenden Punkten gleiches KriimmungsmalB haben, wenn beide Fli-
chen nicht von konstantem KrimmungsmaB sind (S. Schlesinger,
Jahresber. d. Deutsch. Math, Ver. 14 [1905], S. 566).
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tiven KriimmungsmaBes, namlich die Photographie einer Papier-
haut. Die Herstellung ist ebenso instruktiv wie mithsam. Die
hyperbolische Ebene kann (im Gegensatz zur euklidischen)
durch regulidre #-Ecke in kongruente Stiicke zerschnitten werden,
da der Eckenwinkel, der in der euklidischen Geometrie

betragt, dort beliebig klein
gewihlt werden kann. Nimmt

™
man # == 7 und ¢ = 3 SO

erhalt man regulire Sieben-
ecke, die die hyperbolische
Ebene einfach und licken-
los tiberdecken. Ein solches
Siebeneck besteht aus 14
kongruenten bzw. symme-
trisch - kongruenten  Drei-
ecken, in denen je ein Win-

kel T; <nicht 1:) betragt.

Fig. 47. Diese Dreiecke, natiirlich

nicht durch Gerade sondern

durch schwach gekriimmte Kreisbogen begrenzt, schneidet man

aus unserm ,,euklidischen* Papier aus und klebt sie zusammen.

Es entsteht dann die hier abgebildete Flichenhaut, die sich
ganz von selbst rollt.?

§ 78. Die winkeltreue Abbildung.? Die bekannte ste-

! Die erste Auflage enthielt (S. 141, Fig. 54) hier ein Bild von Bel-
tramis im Seminar der Universitit zu Pavia aufbewahrten Modell,
ober nicht gerollt, sondern ausgebreitet, so daB Falten auftreten!
‘Wir bringen an seiner Stelle das Bild der von S. Finsterwalder her-
gestellten Flichenhaut.

? H. Poincaré, Mémoire sur les fonctions fuchsiennes. Acta mathe-
matica 1 (1882), p. 1—62. — TUbrigens steht im Grunde genommen
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reographische Projektion bildet die Geometrie auf der Kugel-
fliche ab auf die Geometrie der euklidischen Ebene. Die Ab-
bildung ist winkeltreu, doch entsprechen den kiirzesten Linien
der sphirischen Geometrie, den Hauptkreisen, nicht die Ge-
raden der Ebene sondern gewisse Kreise. Um einen ganz
einfachen Fall deutlich vor Augen zu haben, stellen wir die
stereographische Projektion so her, daB wir die Punkte (2)
der Kugel mit dem Nordpol (V) verbinden und die Verbin-
dungslinien mit der Aquatorebene zum Schnitt bringen ().
Jedem Kreis (#) entspricht dann ein Kreis ({)) und insbeson-
dere den Hauptkreisen werden Kreise zugeordnet, die den Aqua-
tor ,,diametral*, in einem Paar von Gegenpunkten schneiden.
— Auf Einzelheiten wollen wir aber hier nicht weiter eingehen;
die Betrachtung sollte uns nur als Vorbild fiir die Abbildung
der hyperbolischen Ebene dienen.

Indem wir die Grenzkreiskoordinaten jetzt etwas anders be-
zeichnen, namlich £ und n in ihrer Bedeutung vertauschen, er-

halten wir dst — dnf? + o~ dEL.

Die Entfernung p zweier Punkte 2, (£ n,) und F,(&n,) er-
hilt man aus einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse
P, P,, dessen eine Kathete 7 der Geraden £ —£, angehort. Der
FuBpunkt der zweiten Kathete » trifft diese Gerade in einem
Punkt, der von ihrem Schnitt mit dem durch 7, gelegten Grenz-
kreis noch eine Entfernung v hat, die von Null verschieden ist.

Aus den Beziehungen

v we=ny— 1 e = rhu
shu = e~ (5~ E) chp = chuche
erhalt man dann

sl le

chp = ch(ng—my) + ~, ~(E—&)"

diese Abbildung schon in Beltramis Abhandlung Teoria degli spazii
di curvatura costante. Ann, mat, Milano 2 (2), 1868, p. 232—255.
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Wir bilden jetzt auf die euklidische Ebene ab durch den
Ansatz

(1) yo=el, x ==k
ch p= % (g'i': T4 e i) -+ El’- e Ya (52 — 51)2
1 N e )2
2 (,,1’1 + vl’..,) + 21 v, (xg 'xl)
oder 2pgyychp =i 405+ (xy—x)% d. i
(2) (g — )P -k (yy — py chp)? =17 ship.

Halt man hierin £, n; also auch ., und Jy und auBlerdem p
fest, so wird in der hyperbolischen Ebene ein Kreis dargestellt,
ebenso auch in der Euklidischen Halbebene.

Wir brauchen das Wort Halbebene, weil dem Bereich

— 00 < £ < 4+ — o0 < N < 4+ 0o
das Gebiet mit positivem y
— 0 < x <+ X O <y~ 00 entspricht.
Setzt man in (2) y, =0, so kommt:
(g = x,) =07 (sh7p — chPp) = — p?;
die Bilder der Halbebene sind also Kreise [der oberen Halb-
ebene], die die x-Achse nicht schneiden.
Die Abbildung ist winkeltreu [konform], denn aus
dx® 4 dy? = dn? + 2 E?
folgt, daB das Bogenelement in der hyperbolischen Ebene zu
dem entsprechenden Bogenelement der euklidischen Ebene in
dem nur vom Ort abhdngigen dagegen von der Richtung un-
abhidngigen Verhiltnis steht
Vn: 4 e=2naer
Vdx? 4 d .yt
Die Orthogonaltrajektorien aller Kreise mit dem gemeinsamen
Mittelpunkt £, v, sind in der hyperbolischen Ebene Gerade durch

diesen Punkt. Ihre Bilder in der euklidischen Ebene sind dann
die Kurven, welche die Kreise (K))

el

ol =y,
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(v — 2y 4 (r — sy chp)t =2 sk2p (0 < p < 00)
senkrecht schneiden. Die rechtwinkligen Koordinaten des Mittel-
punktes und der Radius eines Kreises dieses Biischels sind durch

a = x,, b =ypchp, r=yhp
gegeben und jeder Kreis (A) mit den Mittelpunktkoordinaten
ag, by (== 0)
und dem Radius o wobei
v = (ag— X))+ 7ieh®p
ist, schneidet jeden Kreis A] senkrecht, weil die Summe der

Quadrate der Radien von A und A} gleich dem Quadrat des
Abstands ihrer Mittelpunkte ist -
P rh = (g — ay P (b — )P

Die Bilder der Geraden (durch £ n,) sind also die
Kreise & (durchay,y,), und zwar Kreise!, deren Mittel-
punkte auf der a-Achse liegen, die folglich die x-
Achse senkrecht schneiden.

Hieraus konnen auch die Bilder der Grenzkreise und der
Abstandslinien erschlossen werden. Das Bild eines Parallel-
biischels von Geraden [mit gemeinsamem Ende] sind Kreise
(A,) die alle auf der a-Achse einen Punkt gemein haben und
sie dort senkrecht schneiden. Die Bilder ihrer Orthogonaltra-
jektorien, also von Grenzkreisen, deren Achsen ein Ende ge-
mein haben, sind demnach Vollkreise, die die x-Achse im
Bildpunkt des ,,Endes* berihren.

Abstandslinien sind Orthogonaltrajektorien eines Geraden-
biischels, dessen Individuen auf einer Geraden senkrecht stehen,
ihre Bilder also die Orthogonaltrajektorien von Kreisen (K;), die
auf einem bestimmten Kreis A, senkrecht stehen, daher wieder
Kreise &), oder vielmehr Kreisbogen, die mit dem Halbkreis A,

! Besser wire es zu sagen ,,Halbkreiset, da-als Feld nur die Halb-
ebene y >> 0 in Betracht kommt.
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dem Bild der gemeinsamen ,,Grundlinie* der Abstandslinien, die
Endpunkte gemein haben.!

§ 79. Analytische Darstellung der Bewegungen. Die
allgemeinste Bewegung der hyperbolischen Ebene in sich kann
man in verschiedener Weise aus drei Elementarbewegungen
zusammensetzen. Die folgenden Elementarbewegungen sind
unserm Koordinatensystem %, n angepaft. Als erstes Element
nehmen wir ,,Drehungen” um das ,,Ende* £ = o, n=-4 oo,
das sind Bewegungen, bei denen die Grenzkreise 1) — konst.
jeder in sich ibergehen, die Spuren der Geraden & = konst. auf
dem Grenzkreis n = o um die Strecke « fortwandern. Dies gibt

e

L= z + a, N, =n
Dazu kommen die Schiebungen lings £ = o um die Strecke 4;
sie sind dargestellt durch
B =E oy =n+4
Von diesen Gleichungen 14Bt die zweite die Verschiebungen
der Grenzkreise erkennen, die erste geht aus der Beziehung
hervor, die zwischen konzentrischen Grenzkreisbogen besteht,
Das dritte Element mag die Drehung um 180° bei festge-
haltenem Koordinatenanfang sein. Dabei dndert sich der Ab-
stand vom Nullpunkt nicht, es ist also
. e e
ch(OP) = chn — -8 = ch(OP) = chny — Bl
Ist ferner 1"/ der Abstand von der Achse £ = 0, so ist bei
dieser Drehung FP4+ VP =o,

daher EleTh = — Eem N,

! Durch Anwendung einer weiteren Kreisverwandtschaft {in der
euklidischen Ebene), die die positive Halbebene auf das Tnnere eines
Kreises abbildet, erhilt man dann dieselbe Abbildung der hyperboli-
schen Ebene, die in § 69 unmittelbar im hyperbolischen Raum, mit
Beniitzung der Grenzkugel und der ,,Randbilder* gewonnen worden ist.
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Lost man die Gleichungen auf, so kommt

- !

z - -— £ . el
—_— , 0= .
LREILD gt 2
Durch die Abbildung verwandeln sich die Transformationen in
Xy =X -+ a, =
b . b
X, = x, g =yel,
S v
Xy = o 3 V=, :
1 S v 4?

Fiihrt man die komplexen Groéfien
g==a Ry, 5 = ay - ay

ein, so erhalt man

f=cba, g oe=gedt, g e — j»;—j:; - T“‘“—IZ.J’ —— I .
Durch Zusammenfiigen entsteht die allgemeine Formel'
. %z +tB
G
in der «, B, 1, d reell sind, und der sogenannte »Modul* ist
ud — Py = 1.

Diese ,,unimodularen‘ Substitutionen mit reellen Koeffizienten
beherrschen die Theorie der automorphen Funktionen
und setzen sie in engsten Zusammenhang mit der Gruppe der
Bewegungen in der hyperbolischen Ebene.?

! Diese Darstellung —~ aus den urspriinglichen Vorstellungen der
t= 1 =] é-
hyperbolischen Geometrie — nicht aus dem ,,Kreisbild*“ gewonnen, bei

I.iebmann, Math. Ann. 39 (1903), S. 110—128,

2 Die funktionentheoretische Verwertung, die zu der Theorie der
automorphen Funktionen fiihrt, erfordert zunichst die Aufstellung der
diskontinuierlichen Gruppen hyperbolischer Bewegungen, vermdge deren
die hyperbolische Ebene in ein Feld kongruenter ,,Fundamentalbereiche*
nach Art der ,Periodenparallelogramme¢ der elliptischen Funktionen
zerfillt, — AuBer den Abhandlungen von Poincaré, Acta mathema-
tica T (1882), III, IV (1883) und Klein, Math. Ann. 21 (1883) sind
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Man kann auch den umgekehrten Weg gehen, und mit der
Deutung der in der Halbebene (¥ = o) gelegenen Halbkreise,
deren Enden auf der x-Achse liegen, als ,,Pseudogeraden
einer Geometrie beginnend, in der als , Maf des Bogenele-
mentes*¢ 2 V{f;“,z + ‘02

"

vorgeschrieben ist, die hyperbolische Geometrie entwickeln.®
Die Fortschritte aber, die die von uns vorangestellte unmittel-
bare Erfassung der hyperbolischen Geometrie durch die er-
neute Kenntnis der grundlegenden Werke von Bolyai und
Lobatschefskij gemacht hat, lassen doch wohl den von uns
in Kap. IV beschrittenen Weg als historische Pflicht und
zugleich als natiirlichen Entwicklungsgang erscheinen —
wenn auch die Schépfung jener Zeiten erst durch ihre neue,
hier in den Grundziigen gegebene Fassung fiir die Funktionen-
theorie aus dem Schatten ins Licht getreten ist.

Die projektive Richtung.

§ 80. Die bisher betrachteten Abbildungen sind entweder
kongruente Darstellungen der nichteuklidischen Geometrie aut
den Flachen konstanten KriimmungsmaBes im euklidischen
Raum, oder konforme Abbildungen auf die euklidische Ebene,
wobei den Geraden bestimmte Kreise entsprechen. Die dritte,
noch zu besprechende Abbildung auf die euklidische Ebene

die zusammenfassenden Werke zu nennen: IF. Klein und R. Fricke,
Theorie der automorphen Funktionen I (1897, II (1911), L. Schle-
singer, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen II, 2
(1898), vgl. auch desselben Verfassers: De nonnullis absolutae geo-
metriae ad theoriam complexae variabilis functionum applicationibus
(1902) und den Enzyklopidieartikel II B 3 (Fricke) Automorphe Funk-
tionen (Leipzig 1913), sowie den unten folgenden Anhang von Schle
singer.

1 Vgl. Weber-Wellstein (angefiihrt § 47) und die erste Auflage
von Liebmann, Nichteuklidische - Geometrie, Kap. II.  ILeipzig 1905,
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ist ,,geodatisch*, d. h. sie ordnet den geraden Linien wieder
Gerade zu.

Sie geht auf Untersuchungen von Cayley zuriick, die aber
erst F. Klein in ihrer Bedeutung fiir die nichteuklidische Geo-
metrie erkannt hat.!

Von da aus schreiten wir dann weiter mit Klein zu der
unabhingig vom Parallelenpostulat begrindeten Geo-
metrie der Lage, auf der sich die MaBgeometrie in neuer Auf-
fassung begriinden 1aBt.

Im wesentlichen setzen wir zunidchst nur die Grundbegriffe
der elementaren, noch auf euklidischen MaBverhiltnissen fufen-
den projektiven Geometrie voraus, bei der das Doppelver-
haltnis von vier Punkten einer Geraden

(S, 10,8, — *;;2 ; ?Z,
in bekannter Weise durch Strecken oder auch Koordinaten-
differenzen-Quotienten gegeben ist, und das Doppelverhiltnis
von vier Geraden eines ebenen Strahlbiischels
(8,7 54 m)
gleich dem Doppelverhiltnis der vier Schnittpunkte einer be-
liebigen Geraden mit den Strahlen des Biischels ist.

Dazu kommen noch die elementarsten Begriffe iiber Kegel-
schnitte und Fliachen zweiten Grades.

§ 81. Die elliptische MaBbestimmung., Wir fiihren die
Zentralprojektion der Kugel

B e oL

A. Cayley, Sixth memoir upon quantics. London Phil. Trans.
149 [1859), S 61—90 = Coll. Papers II (1889), p. 561—592, —
F. Klein, Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie. Math.
Ann. 4 (1871), S. 573—625; 6 (1873), S. 112—145; 7 (1874), S. 531
bis 537. — Vgl. die analytische Darstellung in Clebsch-Lindemann,
Vorlesungen iiber Geometrie II, 1 (Leipzig 1891), S. 461ff. und die
clegant durchgefiihrte synthetische bei J. Thomae, Die Kegelschnitte in
rein projektiver Behandlung (Halle 1894), S. 160ff.

1
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auf die Tangentialebene im Punkte & == = 0, = == 1 aus, s0
dafB sich der Zusammenhang

E=me s, Ne=1:s
ergibt. Dabei entsprechen den Hauptkreisen gerade Linien.
Als ,Entfernung* zweier Punkte der Ebene setzen wir den

spharischen Abstand ihrer Bilder auf der Kugel fest, d. h.
£ = ATCCOS (a4 %y + 1 1y + 7 %)

Hierfiir kann jetzt, zundchst im Raum, dann in der Ebene,
eine projektive Deutung gefunden werden. Der durch 7 (x, 1, 2,),
Py (xq¥,55) gehende Hauptkreis liegt in einer Ebene, deren wei-
tere, vom Mittelpunkt () ausgehenden Geraden durch

vy A v T—*)\l‘
=
bestimmt sind. Zwei Strahlen (m, m,) dieses Biischels liegen auf
dem (imaginiren) Asymptotenkegel

AT et e o,

und die beiden Werte von )\, welche diese Strahlen charakte-
risieren, sind durch die Wurzeln A\, und ), von

0= a4 ) 42 = (ay b Axy)? 4 O M) A+ (5 4 Az’
R N

bestimmt. Fir das Doppelverhiltnis der Strablen s (7)),

s (OPy) my, m, findet man auf Grund der Definition

Ay
)
Al
und aus der quadratischen Gleichung
'}t?_ . P
A ’
und hieraus § = log(vl, ) Sy M),

Die Geraden des Asymptotenkegels heifien nach Lie Mini-
malgeraden, weil ihre Bogenelemente wegen der Gleichungs-
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form die Linge Null haben: Man erhalt ja die verschiedenen
Punkte einer von 0 ausgehenden Minimalgeraden, wenn man in

x == ul, p=rwvl, 5=wl

/ sich frei verandern lift, die Konstanten #, ¢, @0 aber der Be-
dingung W 4t w? =0
unterwirft, also ist lings jeder Minimalgeraden

ds? = (u® 4+ 2? + w?) di® = o.

Der sphirische Abstand zweier Punkte /2, 7 oder der Winkel
P, 0P, ist also gleich dem durch 27 dividierten Doppel-
verhaltnis, das diese Strahlen 02, OF, mit der durch O
gehenden in der Ebene P, O P, gelegenen Minimalgeraden bil-
den; der Winkel ist durch ein Doppelverhiltnis definjert.!

In der Zentralprojektion auf die Tangentialebene folgt dann
die ,,MaBbestimmung*: Der Abstand zweier Punkte £, n, und
£,, Ny wird gemessen durch das Doppelverhiiltnis, das die Punkte
(), 0, und die Schnittpunkte S5, ihrer Verbindungslinie mit
dem ,,nullteiligen* Kegelschnitt

24+ 1=o0,
dem Schnitt des Asymptotenkegels und der Tangentialebene,

bestimmen, es ist L o .
s=; log (0,5, 0ySs)-

Auch fiir den Winkel, zuniachst auf der Kugel, dann in der

! Ebene, findet sich eine ahnliche Deutung.
‘ Der Winkel zweier Hauptkreise (g, g,) auf der Kugel ist zu-
gleich dem sphérischen Abstand ihrer Pole [so sollen wie in
§ 73 die Schnitipunkte der Kreisachse mit der Kugel heiBen],
also durch das Doppelverhiiltnis gegeben, das die Verbindungs-
linien von O mit den Polen und die in dieser Ebene gelegenen

I Diese Definition rithrt von E. Laguerre (1834—1866) her: Sur

la théorie des foyers. Nouv. Ann, 12 (1853), p. 57—66. — Oeuvres II
(1902).
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Minimalstrahlen einschlieBen. Der Pol der Ebene, oder des
Hauptkreises, nach dem sie die Kugel schneidet, ist der Schnitt-
punkt 7 von g, und g,, und Orthogonalprojektion auf die Tan-
gentialebene in /7 zeigt dann, daB der Winkel {g1s &) durch
das Doppelverhiltnis bestimmt ist, das die Tangenten an g
und g, mit den Minimalstrahlen durch den Punkt erzeugen.
Endlich sind die Minimalstrahlen durch einen Punkt der Kugel
die beiden durch ihn gehenden [imagindren] Geraden auf der
Kugel. [Eine von 7(x,y,z) ausgehende Gerade, deren Punkte

e K inate
die Koordinaten Nl g rh 5w

besitzen, liegt auf der Kugel, wenn

= (v uf) + (y 4 702 4 (3 + w0/)?

= A Huw 4 vy Fwe) G Ae? 4?4 w?)

fir jeden Wert von 7 gleich Null ist. Ihre Konstanten erfiillen
also zwei Gleichungen, von denen die erste zeigt, daB sie der
Tangentialebene angehort, die zweite, daB sie Minimalgerade
ist. Letzteres ist auch insofern klar, als die Erzeugenden einer
Fliche zweiten Grades immer den Mantellinien des Asym-
ptotenkegels parallel sind.]

Durch Projektion auf die Tangentialebene folgt dann: Der
Winkel zweier Geraden (g, &s) ist durch das Doppelverhiltnis
bestimmt, das sie mit den durch ihren Schnittpunkt gehenden
Tangenten 7, 7, an den Kegelschnitt [Fundamentalkegel-

schnitt] 2inttr—o

einschliefen, und zwar ist der Winkel zu messen durch
I
2 log (é’l! 4 8o /2)'

Damit ist die einfache Ubertragung  der MaBbestimmung
durch Zentralprojektion projektiv erfaBt, d. h. auf Doppel-
verhéltnisse begriindet, die wieder bei projektiven Trans-
formationen, welche den Fundamentalkegelschnitt in sich iiber-
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fiithren, uvnverindert bleiben, Gegeben werden diese I'ransfor-
nationen durch dieselben Gleichnngen:
R T T T U S (T
Vo Oy U h Uge) b Uy T,
T Gy Olggd o Uy 3,
{mit den bekannten sechs Nebenbedingungen fiir die neun
Koeffizienten], welche eine Drehung der Kugel in sich bedeuten.

§ 82. Warum haben wir uns mit dieser Deutung ab-
zemiiht, statt einfach die Zentralprojektion zu be-
sprechen?

Das hat zwei Griinde: Erstens konnen wir Jjetzt die ellip-
tische Mafibestimmung in der Ebene veraligemeinern, indem
wir durch reelle projektive Transformation einen beliebigen
nullteiligen®, d. h. durch eine reelle Gleichung zweiten Gra-
des dargestellten aber keine reellen Punkte enthaltenden Kegei-
schnitt setzen, zweitens aber ist damit die beste Vorarbeit fiir
die hyperbolische MaBbestimmung geleistet,

Was den ersten Punkt betrifft, so brauchen die Definitionen
<er neuen Entfernungs- und WinkelmaBe durch Doppelverhilt-
nisse nicht wiederholt zu werden. Fiir weitere Ausfiihrung ist
nur zu beachten, was die Bilder der Kreise, also die Kurven
konstanten Abstands von einem Punkt sind. Auf der Kugel
ist ein Kreis, der Schnitt mit einer beliebigen Ebene. Was ist
eine Zentralprojektion? Wenn man durch einen Punkt auBer-
halb eines Ellipsoides oder einer Kugel die Tangenten legt
und von seinem Scheitel aus eine Zentralprojektion auf irgend-
eine Ebene vornimmt, so beriihren die Projektionen der ebenen
Schnitte die Zentralprojektion des Umrisses in zwei Punkten.
und hieraus folgt durch entsprechende Ubertragung der ana-
lytisch leicht durchfiihrbare Satz:

Kreise sind in unserer elliptischen MaBbestimmung
die in zwei [imaginiren] Punkten den Fundamental-
kegelschnitt beriihrenden Kegelschnitte.

Rononla-Liebmaun, Nichtewklid. Greometrie, 2, Anfl. 10
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Zum Abschluff noch ein Wort iiber die Bezeichnung ,ellip-
tische* MaBbestimmung! Warum nicht sphéarisch?

Es besteht im Teilgebiet zwar kein Unterschied, wohl aber
im Totalgebiet. Absichtlich, um diese Frage fiir sich zu be-
handeln, haben wir bisher gar nicht darauf hingewiesen, daf
unsere Zentralprojektion nicht umkehrbar eindeutig ist, daB sie
vielmehr jedem Paar von Gegenpunkten auf der Kugel nur
einen Punkt in der Ebene zuordnet. Auf der Kugel bestim-
men zwei Punkte nur dann einen Hauptkreis eindeutig, wenn
sie nicht Gegenpunkte sind; in der Projektion aber, wo ja
Gegenpunkte zusammenfallen, bestimmen zwei Punkte eine Ge-

: rade. Die elliptische Mafibestimmung ist eigent-
iich kein vollkommenes Bild der Kugel, son-
dern des linearen Strahlenbiindels, in
dem ja von Geraden schlechtweg die Rede
ist, nicht die beiden vom Scheitelpunkt aus-
S\ gehenden Halbstrahlen unterschieden wer-
Mibiussches Blatt. den. Die Ebene der elliptischen MaBbestim-

Fig: 48. mung wird dann durch eine Gerade nicht mehr
in zwei getrennte Teile zerlegt, so wenig wie das Strahlenbiindel
durch O von einer Ebene durch O in zwei getrennte Teil-
systeme zerfallt. Dies sich vollig kiarzumachen erfordert gewisse
Uberlegung und Anspannung ganz anderer Art, als das Be-
rechnen komplizierter Formeln. Ein Bild aber dieses unge-
wohnten Zusammenhangsverhiltnisses gibt das Mobiussche
Blatt, das man sich aus einem rechteckigen Papierstreifen A58/
sofort herstellen kann, indem man die Schmalseiten A2, C1D
nicht so aneinanderheftet, daB 4 und 2, 7 und C zur Deckung
kommen, sondern so, daB 4 und C, B und D zur Deckung
kommen. Der entstehende geschlossene Streifen hat dann eine
einzige Randkurve und zerfallt durch einen Schnitt Jangs seiner
Mittellinie nicht in zwei getrennte Teile.

Der elliptischen Mafibestimmung in der Ebene entsprechead
gibt es auch eine elliptische MaBbestimmung im Raum. Die
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Entfernung wird gemessen durch
,;7 log (2.5, 7,5,)

wobei ) und $, — die Schnittpunkte der Geraden durch P F,
sind — mit einer ,,nullteiligen*, d. h. durch eine Gleichung mit
reellen Koeffizienten, die aber nicht durch die Koordinaten
reeller Punkie erfiillt wird, gegebenen ,Fundamentalfliche
zweiten Grades, z. B.

Pt 2?1 = o,
Ebenso ist der Winkel zweier Geraden &1» & 20 messen durch

log (81> 4s g0 1)

wobei 44, die in dem durch g, und &9 bestimmten linearen
Strahlenbiischel enthaltenen Tangenten an die Fundamental-
fliche sind.

»»Cliffordsche Flichen* (§ 89) sind dann dargestellt durch
Flichen zweiten Grades, die mit der Fundamentalfliche vier
Gerade gemein haben,

§ 83. Die hyperbolische MaBbestimmung., Mit dcm
zweischaligen Hyperboloid

o

sf—at — pt =g
konnen wir dhnlich verfahren wie mit der Kugel, O sei der
Mittelpunkt, &V der Punkt x =3 — 0, z = 1, und wir fithren
wieder eine Zentralprojektion der Punkte 2 der Fliche auf die
Punkte Q der Tangentialebene aus. .

Erwiihnt sei noch, daB in der Parameterdarstellung

g=chr, x=yshrcosQ, y=shrsing,

7 der doppelte Inhalt des Sektors NVOP eines Meridianschnit-
tes ist.!

! Vgl. Lobatschefskij-Engel, S, 245 (nach einer Figur von
Lambert).
0*
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148 V. Neuere Wege und Ziale

DasDoppelverhiltais, das zweiDurchmesser durch £,y 248
und 2y (x,, 77y, %) mit den Erzeugenden des Asymptotenkegels
hilden, die in der Ebene P, 07, liegen, ist wieder (vgl. § &)
der Quotient der beiden Wuizeln der Gleichung

0 = {3, 4 Nggh? - (v - Aag)? - 0y B A)?

R N N T DA R

Selzen wir vy e vy vy = o,

5

s0 wird o ‘)

und wenn wir jetzt s log
] L, 1o

als ,,Langenmal, als ., Entfernung* /4 £, Lzw. in der Zentral-
projektion als ,Entfernung® (), ¢, einfiibren, so ist damit eine
Magbestimmung gewonnen, die unverindert bleibt, wenn man
irgendeine projektive Trausformation ausfithrt, die O festhilt
und das Hyperboloid in sich iiberfiihrt.

Die perspektivische Ubertragung ordnet den Punkten /7 die
Punkte () zu, die innerhalb des vom Asymptotenkegel ausge-
schnittenen ,,Fundamentalkegelschnittes*

L A
liegen, und das ,hyperbolische Entfernungsmaf ist der halbe
Logarithmus des Doppelverhiltnisses der Punkte QS 0gSys wo-
bei S, und S, dic Schnittpunkte der Verbindungslinie (), ¢,
und des Fundamentalkegelschnittes sind, Den Diametralschnit-
ten des Hyperboloides euntsprechen Gerade, und das Entfer-
nungsmaB ist unverinderlich bei projektiven Transformationen
der Ebene, die den Fundamentalkegclschnitt in sich dberfiih-
ren; auberdem verhilt es sich additiv, d. h. fiir drei Punkte

einer Geraden hat man

. - | SO N0y 1 S0, S04
{ B T e S-S IR - O I 189 0 s
l_ J—! 02] + LO-’J()S] 3 ]OO (‘S;.!Ql : S;.()‘:,) ] IOg(Ser ' .S‘Q()g)

. L Sl Ql . "\"1():4‘ r
I h)g(._#’_u[@l : SEQ) = [0, 0],
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so dal} es allen Anforderungen einer ,,Bewegnng* gentigt. DaBman
hiermit tatsichlich ein Bild der nichteuklidischen Geometrie im
engeren Sinn vor sich hat, erkennt man am kiirzesten durch
Berechnung der quadratischen Differentialform fiir das Maf
des Bogenelementes; man hat namlich aus
e (ds) == 5z 4 d2) - xfx - da) oyl = A
durch Entwicklung auf der linken Seite
R

und auf der rechten Seite, kommt wegen

@

b A b ) e e

als Frgebnis
2 at—  sdy — adw — pdy == 1 b Ll dyt e dE
Es ist also in dieser MaBhestimmung
st = 2 A v A e B ehy) b P (sh i cos @) b 2 (shrsin @)
== dr? - shrd @k
in Ubereinstimmung mit dem Bogenelementquadrat der nicht-
cuklidischen Ebene (§ 76).
[Der Vollstandigkeit halber wollen wir noch das Bogenele-
ment der hyperbolischen Mafbestimmung durch die Koordi-
naten £ und n ausdriicken.

Es ist

i
=

A m . e
Pr— g2 »1}2’

daher

ds? = da? - dp* - d7

eine Form, die auch Beltrami! als Ausdruck des Bogenele-
mentes auf den Flachen konstanter negativer Kriimmung fest-
gestellt hat.]

' Ann, di Mat, VII, p. 185, == Opere Mat. 1, p. 262280 (1902},
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150 V. Neuere Wege und Ziele

§ 84. Ausfiihrlicher kann dies noch durch Verwendung der
WeierstraBschen Koordinaten! im einzelnen nachgewiesen
werden; fir eine iibrigens volistindig geniigende Orienticrung
reicht aber die schon friher [§ 77] beniitzte Berechnung des
Bogenelementes aus, deren wir uns hier wieder bedient haben.

Der Winkel ergibt sich, wie wir nicht niher ausfilhren wollen,
wieder als das durch 2/ dividierte Doppelverhiltnis, das seinc
Schenkel mit den durch ihren Schnittpunkt an den Funda-
mentalkegelschnitt gelegten Tangenten einschlieBen.

Die Zentralprojektion der ebenen Schnitte des zweischaligen
Hyperboloides auf die Tangentialebene — also die Ebene un-
serer hyperbolischen MaBbestimmung — werden wieder Kegel-
schnitte, die je nach Lage der Schnittebenen den Fundamental-
kegelschuitt in zwei imaginiren, zwei zusammenfallenden recllen
oder zwei getrennten reellen Punkten berithren und sind als
Bilder der Kreise, Grenzcykeln und Hypercykeln, anzusprechen;
dies konnte, wie gesagt, noch im einzelnen berechnet werden,
geht aber hier iiber den zugewiesenen Raum hinaus.®

Diese Mafibestimmungen in der Ebene, insbesondere die
hyperbolische, heiBen Cayley-Kleinsche MaBbestimmungen.
Uber den Bindestrich, der eine nicht zu {ibersehende Stufe
der Entwicklung kennzeichnet, wird noch zu sprechen sein (§ 86).

i Uber diese Koordinaten, auf die wir hier nicht eingehen, vgl. z. B,
W. Killing, Die nichteuklidischen Raumformen in analytischer Re-
handlung. leipzig 1885. — Sic sind mehrfach beniitzt worden von
Gérard, Hausdorff, Liebmann u. a., und sind eben nichis anderes,
als die in § 83 eingefiihrten .v, Xy G

* Auf die Theorie der Kegelschnitte in der nichteuklidischen
Geometrie —- die sich, wic schon ein Blick auf die sphiirischen Kegel-
schnitte zeigt, in den homogenen (elliptisch-sphiirischen, bez. Weiar-
straBschen) Koordinaten durch homogene Gleichungen zweiten Grades
darstellen lassen — gehen wir nicht ein, verweisen vielmehr auf die in
¥ 47 angefithrten Lehrbiicher, — Wer im einzelnen die Darstellungen
nachsieht und ihren Zweck bedenkt, kann sich davon iiberzeugen, daf
das Sﬂchlagwort »»Theorie der Simultaninvarianten zweier Kegelschnitte«
eine UTberschrift, aber kein Ersatz fiir den Inhalt dieser Theorie ist.
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§ 85. Poincaré? hat noch auf eine weitere, durch das ein-
schalige Hyperboloid zu gewinnende MaBbestimmung hinge-
wiesen. In der Ebene erhilt man als Feld die Punkte auBier-
halb einer Ellipse, als WinkelmaB den halben Logarithmus
5 108 (€14 &215)
wobei 7 und /, wieder die vom Schnittpunkte (g,, g) an den
Fundamentalkegelschnitt gelegten Tangenten sind, wozu eine
entsprechende Bestimmung des EntfernungsmaBes kommt, bei
dem die Tangenten — also reelle Geraden — die Linge
Nuli haben. Er hat die Paradoxien dieser MaBbestimmung, bei
der z. B. eine Gerade nicht eine Drehung um einen ihrer
Punkte ausfithren kann, die sie mit sich selbst zur Deckung
bringt(l), geistreich ausgefiihrt und sich bei dieser Gelegenheit
iiberhaupt iiber die Psychologie der Axiomatik verbreitet. Die
moderne Axiomatik, deren Gebiet wir noch zu streifen haben,
hat die Axiome, diese zumeist nicht gefiihlten Nervenstrange
der ,normalen Geometrie, herauspriapariert — doch aber hat
sie mit gewissen Axiomen, die eben jene ,,Geometrie auBerhali,
der Ellipse* verletzt, sich nicht befafit; obwohl auch hier noch
die Annahme freier Beweglichkeit einer Strecke nicht verletzt
wird, —

§ 86. Wir haben noch die Entdeckungen von Cayley und
Klein in ihrem Verhiltnis zu wiirdigen. Cayley hat im Jahre
1850 die MaBbestimmung mit Hilfe eines Kegelschnitts auf-
gestellt; er selbst aber sagt iiber die zwdlf Jahre spiter er-
schienene Arbeit von Klein:

,Klein setzt an die Stelle meines cos™! (= arccos)-Aus-
druckes den Togarithmus
c 7 ) AP LQ
dist. () == ¢ log 40 B

! Poincaré, Sur les hypoth¢ses fondamentales de la géometric.
Bull, Soc. math. 15 (1887), p. 203—216. Hier entwickelt der franzé-
sische Forscher seine ,vierte Geometrie®, die er ofters betont hat, ge-
rade diesem Kind seiner Muse mit besonderer Vorliebe zugetan,
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Das ist eine groBe Verbesserung [greal improvement], denn wir
sehen sofort, daf die grundlegende Bezichung zwischen Ab-
stainden [auf einer Geraden] erfiillt ist; in der Tdt wird

dist. (770) ~+ dist. (O &) = dist. (PR).*

Noch deutlicher hat Forsyth in seiner Biographie Cayleys
den Fortschritt gekennzeichnet, der die Jahre 185¢ und 1871
zugleich verbindet und trennt und seinerseits damit der Gefahr
vorgebaut, ,,daB die spitere Generation das Ergebnis von vorn-
herein als etwas Feststehendes rezipiert, die friiheren Meinungs-
verschiedenheiten tberhaupt nicht versteht und iber die ganze
Sache mehr oder minder zur Tagesordnung ibergeht. For-
syth schreibt:

»Die Wichtigkeit und Unabhingigkeit der von Cayley ge-
schaffenen Ideen ist niemals in Frage gezogen worden, aber,
wie dies oft {und natiirlich) bei dem Entdecker eines frucht-
baren Gegenstandes der Fall ist, Cayley erliuterte weder
noch sah er voraus den vollen Umfang der Anwendung sei-
ner Ideen. Als seine Abhandlung zuerst verdffentlicht wurde,
erkannte er die wunderbare Identitit seiner verallgemeinerten
Theorie der MaBgeometrie mit der nicht-Euklidischen Geometrie
von Lobatschefkij und Bolyai nicht. Dieser fundamentale
Schritt wurde von Klein vorgenommen in seiner bewunderungs-
wiirdigen Abhandlung [admirable memoir!] \Uber die sogenannte
Nichteuklidische Geometrie’, die eine betrichtliche Verein-
fachung gegeniiber Cayleys urspriinglichem Gesichtspunkt ent-
hilt und eines der wichtigsten Ergebnisse der ganzen Theorie
beibringt.*

Kleins rein projektive Einfithrung der MafSgeometrie. !

§ 87. Ist mit der Cayley-Kleinschen MaBbestimmuug eine
Rechtfertigung der nichteuklidischen Geometrie gegeben? Wie

! F. Klein, Zur nichteuklidischen Geometrie. Math, Ann, 37 1890),
! 37
S. 544—572.
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schwer es war, bis diese auf einen weiteren, noch tiefergehen-
den Gedanken von Kleins Abhandlung zu grindende Erkennt-
nis sich durchrang,
Zeuge. Er unterschrieb noch im Jahre 188g den Zweifel von
R. S. Ball: ,,In dieser Theorie scheint es, als oy wir versuchen,
den gewohnlichen Begriff des Abstands zweier Punkte durch
den Logarithmus cines gewissen Doppelverhiltnisses zu er-
setzen, Dieses Doppelverhiltnis aber begreift doch die Vor-
stellung der in gebrauchlicher Weise gemessenen Entfernung
in sich. Wieso darf man nun den alten Abstandsbc-
griff durch den nichteuklidischen Begriff ersetzen,
da doch gerade dieDefinition des letzteren den erste-
ren voraussetzt?

dafir ist wieder Cayley ein klassischer

Die Antwort auf diese Frage lag bereits vor, als sie von
Cayley und Ball gestellt wurde. Sie ist gegeben durch die
von Klein begrindete Umkehrung der Gedankenfolge. Dic
klassische projektive Geometrie beruht gewiB letzten Endes auf
Verwendung cuklidischer Malverhiltnisse: Die neue, aus von
Staudts [1798—1867] Forschungen erwachsene Geometrie
der Lage lafit sich so gestalten, daf ihre Schlisse sich nir-
gends mehr auf euklidische MaBverhiltnisse oder auch nur auf
das Kuklidische Postulat (dab es in der Ebene durch einen
Punkt /2 auvBerhalb einer Geraden gy nur eine ¢ Nichtschnei-
dende gibt) stitzen. Die ,,Malverhiltnisse* werden hinterher
freilich als Zahlen eingefithrt, aber diese Zahlen haben nicht
mehr die Bedeutung von Kardinalzahlen (Fassung von Mes-
sungen), sondern von Ordinalzahlen und sind Umschrei-
bungen von Konstruktionen, die man sich nicht mit Mafstab
und Transporteur, sondern mit dem Lineal allein durch Pro-
jizieren und Schneiden oder noch anders gesagt, durch Ein-
visieren, ,,Einweisen* ausgefihrt zu denken hat.

Wie ist die Einfuhrung der Ordinalzahl méglich?
Ein einfaches Beispiel, die Bezifferung der Punkte einer Ge-
raden, mag dies zeigen. Es ist bekannt, daf die Schnittpunkie
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der Paare von Gegenseiten eines Vierecks (A() und die Schnitt-
punkte ihrer Verbindungslinie mit den Diagonalen (BD) ein
harmonisches Verhiltnis [im metrischen Sinne] bilden, d. h. es
gilt fiir die Strecken die Beziehung
AB  AD
criBp T b
Wenn wir also 4 als Anfangspunkt einer Messung wihlen,
5 und C die Abszissen 1 und 2 haben, so ist 72 der unend-
lich ferne Punkt, Durch Einschaliung von Diagonalen usw.
konnen wir dann die Punkie 1, 3 ces
1,2 ... allgemein : 27 lediglich mit
Beniitzung des Lineals konstruieren,
durch konstruktive Approximation in
diesem Netz auch die irrationalen
Punkte. Die Zahlen sind Mafizahlen.
Kardinalzahlen.
Jetzt zu Ordinal-
zahlen! Man nehme
drei Punkte 4 5B C,
Bty & €f2) br=)  konstruiere dann mit
Vig. 40. Hilfeirgendeines Vier-

2

?

ecks, von dem eine
Diagonale durch /2 liuft, 4 und (" aber die Schnittpunkte der
Paare von Gegenseiten sind, den Punkt /) als Schnittpunkt
mit der zweiten Diagonale. Dies ist eine rein projektive Kon-
struktion, bei der man im Auge behalten darf, daB der Punkt
D ,im Unendlichen* liegen wiirde, wenn die Strecke 4 # im
euklidischen Sinne gleich #¢’ wiire.

Wir wollen aber von ,,Bewegungen“ nichts wissen. Den
Punkten ABC wollen wir Ordinalzahlen oder Rangziffern zu-
weisen, dann ist durch die Viereckskonstruktion dem Punkt 2
die Zahl co zugewiesen, Ebenso konnen wir die Punkte 1,
3 -+« usw. konstruieren, sie sind nicht durch Messungen
sondern durch projektive Konstruktionen festgelegt.
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In derselben Weise kann man, durch dieselbe Netzkon-
struktion, wenn man den vier Ecken eines Vierecks — man
denke dabei zunichst an ein Quadrat — die Ziffernpaare o, 0;
1, 0; 1, 1; 0, 1 zuweist, durch Linienziehen alle Punkte finden,

denen Ziffernpaare
Xt =l

{m; und m, ganze Zahlen) zukommen, sowie durch besondere
Axiome allen Punkten solche Rangziffernpaare zuweisen, —
Ja, man kann umgekehrt jedem Rangziffernpaar dann, wenn
dies notig ist, d. h. kein zuginglicher Punkt als Reprisentant
vorhanden ist, einen ,idealen* Punkt zuweisen — man wird
z. B. im1 Sinne des bekannten Desarguesschen Lehrsatzes
von den perspektivischen Dreiecken sagen, die Geraden durch
A4y, 5,8y, (C, gehen durch einen ,,Punkt”, wenn die drei
Paare entsprechender Seiten % und 4,B,, B, C, und B,(,,
€4, und G4, der beiden Dreiecke sich in drei Punkten [ohne
GénsefiiBchen] einer Geraden treffen. '

Alle hierzu notigen Axiome zu formulieren, wiirde zu weit
filiren, diese heikle Aufgabe ist in verschiedener Weise in har-
ter Arbeit von Pasch, Schur u. a. weiter behandelt worden.

Man Draucht sie, um zu zeigen, daB jede lineare Gleichuny

ex Loy 4 c=o0
vine Konstruktion bedeutet, die dem [reellen oder idealen]
Punkt P(x,s) eine Gerade als geometrischen Ort zuweist, daf
eine quadratische Gleichung dem Punkt 7(x, ) einen Kegel-
schnitt zuweist, d. h. im Sinne der Geometrie der Lage den
Ort der Schaittpunkte entsprechender Strahlen zweier projektiv
aufeinander bezogener Strahlbiischel usw. und man kann dann
scheinbar rechnend, in Wahrheit dabei nur Konstruktionen
der reinen, von jeder Annahme iber die Giltigkeit des
Euklidischen Postulates unabhidngigen Geometric der
Lage sich vorstellend, durch Willkiirakt zu den, jetzt als
Lagebezichungen aufzufassenden ,,MaBbestimmungen® der
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cuklidischen, elliptischen oder hyperbolischen Geometric ge-
langen.

Dies ist in groben, aler wie wir annehmen, als Anbaltspunkt
fiir oder doch als Hinweis auf eingchenderes Studium dieses
schwierigen Gebietes hier ausreichenden Ziigen geschildert,
der zweite wichtige, ein ganzes Programm kennzeichnende Ge-
danke von Klein, den Forsyth in seinem Vergleich von
Cayley und Klein noch nicht hervorgehoben hat.!

Die Cliffordschen Parallelen.

y 88. Nachdem die zweidimensionale elliptisch-sphirische
Geometric — die Geometrie der 5, - erledigt ist (§ 81—82),
bietet auch die dreidimensionale -— die Geometrie des S
wollen wir sic nennen — keine besondere Schwierigkeit.

Legt man durch eine Gerade g aile moglichen S, so hat
dic Gerade [man halte sich immer die Vorstellung des Haupt-
kreises ciner Kugel vor, dessen beide Pole aber in der ellip-
tischen Geometrie durch einen ejuzigen Pol ersetzt sind!] in
jeder dieser S, einen Pol; der Ort dieser Pole ist ein Kreis

. N . . .
wit dem Radius |, also wicder eine Gerade ¢,

Die beiden Geraden g und g’ heiBen absolute Poiaren:
jeder Punkt der einen Polare hat von jedem Punkte der an-
deren Polarc den Abstand

Dreht man den Raum um g mit dem Drehwinkel @, so wan-
dern dabei die Punkte auf ¢’ um die Strecke ¢ weiter; die Dre-
hung des Raumes mit ¢ als Achse und dem Drehwin-
kel @ kann also gleichzeitig als Schiebung lings der
festbleibenden Polare ¢’ um die Strecke ¢ gedeutet
werden,

! Uber Kleins Stellungnahme zu weiteren axiomatischen Unter-

suchungen vgl. sein Gutachten zur ersten Verteilung des Lobatschefskij-
preises. Math. Ann. 50 1897), S. 583—600.
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. . . L4
und g haben lauter gemeinsame Lote gleicher Linge -

Indem man nach anderen Geradenpaaren mit lauter gemein-
samen Loten sucht, gelangt man zu den Cliffordschen Par-
allelen.) Das Wort ,,parallel rechtfertigt sich dadurch, daf
die Geradenpaare, genan wie euklidische Parallele, lauter ge-
meinsame Lote gleicher Linge haben. Sie liegen aber niemals
in einer Ebene S,

Wir gelangen ganz naturgemab zu dieser neuen, dem sphi-
risch-elliptischen Raume eigentiimlichen Parallelenart, wenn
wir einen Punkt A einer Geraden mit dem Pol G verbinden
und die Strecke 4.1, = a abtragen. In der Sy, die durch .(/
und g bestimmt ist, legen wir durch 4, die Gerade senkrecht
zu A, verbinden dann cinen beliebigen Punkt 7 dieser Ge-
raden mit G und verlingern bis zum Schnitt 77 mit g Auf
der S, errichten wir noch in F, die Senkrechte und bestimmen
aunf ihr die beiden Punkte 7 und 7,, die von P den Abstand

W, K. Clifford (18435--1879) verfihit im wesentlichen analytisch,
an dic projektive Mafbestimmung ankuiipfend. Vgl seine Preliminary
<keteh of biquaternions. London Proc. Math. Soc. 4 718735 . 381395,

- Math. papers (London 1882}, p, 181—200. — W. Vogt (1883—1915},
Theoric der Cliffordschen Parallelen. Leipzig 1909, — T. Donnescn,
Analytiske Studier over ikke.euklidisk Geometri. Diss. Kopenhagen
1902, referiert in den Jahresber. der . Math, Ver. 12 (1903}, S. 129
bis 130. — Die folgenden Ausfithrungen schlicBen teils an Bomnola
(Frstc Auflage dieses Buches. Anhang I, S. 105—207), teils an Lieb-
mann {Minchen. Ber. 1912, S. 273-—287) an. An dieser Stelle wird
auch die von E. Study im Zusammenhang mit einer Fille inhaltsreicher
Untersuchungen: Beitriige zur nichteuklidischen Geometrie (Amer. J.
math. 29 [1907], p. 101—167) gegebene Abbildung der ,,Speeres, d. h.
der ovientierten Geraden des elliptischen Raumes auf die Punktepaare
einer Kugel geometrisch konstruicrt.

Die kurzen Andeutungen von Clifford sind wohl zuerst durch die
autographierten Vorlesungen von F. Klein iiber Nicht-euklidische Geo-
metrie (I, Wintersemester 1889—1890; II, Sommersemester 1890 so
recht zuginglich geworden.
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a haben. [Man beachte, daB in dem dreirechtwinkligen Vier-
eck 44 F P die Seite LI = y kleiner ist als a.]

Das rechtwinklige Dreieck (+ 4,47} hat die Bestimmungsstiicke

™ T
Gﬁ'l = oeee G*”l = . -—gq,
2 2 ’

ALY = 7
FLEFA =1 — @, JAGF =y

Hierzu gibt es wegen des Lambertschen Pentagramma mirifi-

cum [s. § 73] zugeordnete Dreiecke mit den Stiicken

G

g
ki T
G =a, @y =, 171 == — ] O‘l == e T, Bi N
und
™ k1Y
Cg =198, ay=1, t’/gz(pm' L C'Z=2 -, ﬁz-—au

Das rechtwinklige Dreieck PP F hat aber die Hypotenuse
PP, =a und einc Kathete PF =,
also ist es mit dem ersten zugeordneten Drejeck kongruent,
daher #17 = ¢ — Z; und das rechtwinklige Dreieck AFP,
hat die Katheten » und P = — ;; also ist es mit dem zwei-
ten zugeordneten kongruent, daher ist

AP =y
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Ferner ist noch W F AP =By = a,
also unabhangig von s.

SchlieBlich ist, weil die Dreiecke 244, und 4,P P kon-
gruent sind, . -
L PPA =<4 AP = .

Hieraus folgt, wenn man noch gleichzeitig mit der Geraden
A P, ihr Spiegelbild an der S; durch g und G einbezieht:

Errichtet man in irgendeinem Punkt 4 auf g die
Senkrechte und gibt ihr die Linge A4, = @, so gehen
durch 4, zwei Gerade, die den konstanten Abstand a
von g haben und mit der Ebene durch g und 4, den
Winkel ¢ einschlieBen.

Diese beiden Geraden heiflen die Cliffordschen Par-
allelen g, und g, zu g. Man darf wohl die Winkel 7 4,7
= FA4,Py=a als ,zum Abstand e gehdrige Parallelwinkel*
bezeichnen.

Fir a = :r fallen die beiden Parallelen g, und g, zusammen

in die absolate Polare g’ von g.

&, und g, werden aus g durch Schiebung langs AG, unter
A jetzt einen beliebigen Punkt von g verstanden, in Verbindung
mit Rechtsdrehung (g,) und Linksdrehung (g,) um den Winkel
a erhalten. LiBt man 4, auf 4G wandern nach dem Pol &
hin, so erhidlt man zwei Scharen von Parallelen, die durch
Rechtsdrehung entstehende Schar der Parallelen (g,) und die
durch Linksdrehung entstehende Schar der Parallelen (g,).

Je zwei Gerade der Schar g, gehen wieder durch Rechts-
drehung um einen Winkel, der gleich der von 4, auf seinem
Weg nach G zuriickgelegten Strecke ist, auseinander hervor,
sind also wieder untereinander ,rechtsparallel”, ebenso sind
swei Gerade der Schar g, ,linksparallel*.

Mutatis muiandis gilt also hier der in der hyperbolischen
nichteuklidischen Geometrie (§ 32) bewiesene Satz:
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Sind zwei Geraden einer dritten in demselben Sinne par-
allel, so sind sie anch untereinander in diesem Sinne par-
allel.

§ 89. Die Cliffordsche Fliche. Die beiden Scharen von
Ctliffordschen Parallelen zu einer Geraden & im Abstand o

W - ks . . -
von ihr [oder - — # von ihren Polaren <] liegen auf einer

Flache, der Cliffordschen Fliche. Die Cliffordsche Fliche
geht bei Drehung um ¢ [mit Drehwinkel @] verbunden mit
Schiebung lings ¢ [Schiebungsstrecke W] in sich iiber, und
diese Drehungen und Schiebungen sind zugleich Schiebung
lings ¢ und Drehungen um ¢’. Der Parameter @ der Dre-
hung um ¢ ist zugleich der Parameter der Schiebung lings
¢ und umgekehrt, wie aus den Betrachtungen des vorigen
Paragraphen folgt. Jede Cliffordsche Fliche gestattet also
eine ,,zweigliedrige kontinuierliche Gruppe von Punkttransfor-
mationen* in sich, deren Komponenten als Schiebungen [oder
Drehungen] gedeutet werden kinnen. Dieser Umstand kann dje
Vermutung nahe legen, dafi die Flichen auf die eukli-
dische Ebene abwickelbar sind.

Am cinfachsten Dbestitigt man diese Ligenschaft, die die
Cliffordsche Fliche gewissermaBen in Analogie zur Grenz-
kugel der hyperbolischen Raumgeometrie setzt, durch Berech-
nung des Bogenelementes. Ist ¢ der Abstand von der Achse
&, d@ der Winkel der durch zwei Nachbarpunkte der Fliche
und die Achse ¢ gelegten Meridianebenen, 7y der Abstand der
FuBpunkte der von den Punkten auf die Achse gefillten Lote,

s0 wird de? = sin®a d@? + costady?®

= diu® + dr?,
wobei == @Q8ing, ¥ == \Ycosq

gesetzt ist. — Man kann die Abwickelbarkeit auf die eukli-
dische Ebene, die aus dieser Gestalt der quadratischen Diffe-
rentialform fir das Quadrat des Bogenelementes folgt, auch
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auf grundsitzlich mehr elementaren, rechnerisch umstindliche-
ren Weg durch Losung von Funktionalgleichungen ableiten,
was an dieser Stelle aber wohl unterlassen werden darf.

Das Clifford-Kleinsche Problem.!

§ g9o. Die Cliffordasche Fliche ist ein Beispiel einer zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit, auf der fiir die Umgebung eines
Punktes die eunklidische Geometrie herrscht, dagegen nicht im
Gesamtgebiet. Auf der Cliffordschen Fliche treten zwei
Scharen von geschlossenen geoditischen Linien hervor, nim-
lich die Cliffordschen Parallelen zn den beiden Achsen.
Sie sind geschlossen und von endlicher Lénge, sie zerlegen
die Flache in Parallelogramme. In der euklidischen Ebene
dagegen gibt es keine in sich zuriicklaufenden Geraden
von endlicher Linge. In etwas kiirzerer Fassung gesagt: Die
Cliffordsche Fliche ist ein ringformiges Gebilde — nim-
lich der Torus [Kreiswulst] des elliptisch-sphirischen Raumes,
die euklidische Ebene nicht. Sie ist iiberall regulir, aber sie
hat nicht denselben Zusammenhang. — Ganz anders die Grenz-
kugel des hyperbolischen Ranmes: Ihre Geometrie ist auch
»im GroBen® identisch mit der auf der euklidischen Ebene!
§ 67

Aus diesen Beispielen erklart sich der Gegenstand des Clif-
ford-Kleinschen Problems, niamlich der Bestimmung
aller zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten konstan-
ter Kriimmung, die iiberall regulir sind.

Im euklidischen Raum gibt es als derartige Raumformen der
Krimmung Null nur die Ebene, und die Zylinder mit geschlos-
senem Querschnitt, von konstauter positiver Kriimmung nur die

' F. Klein, Zur nichteuklidischen Geometrie. Math. Ann. 37 (1890},
S. 544—572, auch im ,,Evanston Colloquium* (angefiihrt unten § 94). —
W. Killing, Einfilhrung in die Grundlagen der Geometrie I (Pader-
born 1893), S. 271349,

Bonola-Lichmann, Nichteuklid. Geometrie. =. Aufl. It
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Kugel [Satz von Liebmann'], von konstanter negativer Kriim-
mung keinen [Satz von Hilbert?].

Ubrigens kann man die Geometrie auf der Cliffordschien
Fliche in der cuklidischen Ebene durch bestimmte Verabre-
dnng oder Festsetzung auch realisieren: Schneidet man die
Cliffordsche Fliche lings zweier Erzeugenden auf, die den
beiden verschiedenen Scharen von Parallelen auf ihr angehoren,
so entsteht ein Viereck mit zwei Paaren von gleichen Gegen-
seiten, und dieses Viereck 1d8t sich vollig zur Deckung bringen
mit einem euklidischen Rhombus. Verabredet man also, daB
in einem Rhombus die je zwei Punkte, in denen ein Paar von
Gegenseiten durch eine Parallele zu den beiden anderen Seiten
geschnitten wird, als einen einzigen Punkt zu rechnen, so ist
die Geometrie des Rhombus unbeschrinkt identisch
mit der der Cliffordschen Fliche.

Die Untersuchungen von Riemann, Helmholtz
und Lie.

§ 91. Mit dep Ausfiihrungen iber elliptische Geometrie
[§ 81—-82 und § 88—8¢] haben wir der Zeit vorgeyrilien. Sie
wurde in den Untersuchungen der Klassiker eigentlich beiseite
geschoben, weil man die Hypothese der unendlichen Geraden
nicht fallen lassen wollte. Krst B. Riemann hat sich davon
ganz befreit in seinem herithmten Habilitationsvortrag von 18354:
.Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen“.® Daselbst findet sich in ill, 2 [2. Auflage

} Gott. Nachr. 1899, S. 44—55.

? {Tber Flichen konstanter GauBscher Krimmung. ‘Irans. Amer.
Math, Soc. 2 (1901), p. 86—99. —- Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl.
Anbang V, S, 237—255.

$ Riewanns Werke, 1. Aufl. 1876, S.254—269; 2. Aufl. 1892,
S, 272—287. Sie wurde 1854 von Riemann verlesen bei seiner Habi-
Yitation in der philosophischen Fakultit in (Géttingen, vor cinem nicht nur
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von Riemanns Werken, Seite 28] die folgende Erklirung:
.Bei der Ausdehnung der Raumkonstruktionen ins Unmefibar-
grofe ist Unbegrenztheit und Unendlichkeit zu scheiden; jene
gehort zu den Ausdehnungsverhidlinissen, diese zu den Mak-
verhiltnissen, DaB der Raum eine unbegrenzte dreifach aus-
gedehnte Mannigfaltigkeit sei, ist eine Voraussetzung, welche
Lei jeder Auffassung. der AuBenwelt angewandt wird, nach
welcher in jedem Augenblick das Gebiet der wirklichen Wahlr-
nchmungen ergénzt und die moglichen Orte eines gesuchten
Gegenstandes konstruiert werden und welche sich bei diesen
Anwendungen furtwihrend bestdtigt. Die Unbegrenztheit des
Raumes besitzt daher eine groBere empirische GewiBheit, als
irgendeine dufere Erfahrung. Hierans folgt aber die Unend-
lichkeit keineswegs; vielmehr wiirde der Raum, wenn man Un-
abhangigkeit der Korper vom Ort voraussetzt, ihm also ein
konstantes Kriminungsmall zuscbreibt, notwendig endlich sein,

aus Mathematikern zusammengesetzten Publikum. Die analytischen Lr-
klirungen dazu finden sich in den Anmerkungen der von Riemann
als Antwort auf eine Preisfrage der Pariser Akademie cingeschickten
Abhandlung (Riemanns Werke, 1. Aufl., S. 384-—391; 2. Aufi,
S, 391--404).

Die philosophische Grundlage des ,,Habilitationsvortrags® ist das Stu-
dium der Dinge nach ihrem Verhalten im unendlich Kleinen.
Vgl. die Rede von Klein; ,,Riemann und scine Bedeutung in der Int-
wicklung der modernen Mathematik*:, Jahresberichte der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 4, S. 71—82, Berlin 1894, iibersetzt ins Tia-
lienische von E. Pascal, Annali di Mat, (2), t. XXIII, S. 222.

Der ,Habilitationsvortrag® wurde erst 1867 (Go6tt. Abh. XIII) nach
dem Tode des Verfassers verdffentlicht von Dedekind, dann ins Iran-
zdsische i{ibersetzt von J. Hoiel (Apnali di Mat. [2], t. 1IT, 1870;
Oeuvres Math. de Riemann, 1876), ins Englische von W, Clifford
‘Nature, t. VIII, 1873) und von G. B. Halsted [Tokyo sugaku but-
surigaku kwai kiji, t. VII, 1895), ins Polnische von Dickstein (Comm.
Acad. Litt. Cracoviensis, t. IX. 1877), ins Russische von D. Sintsoff
Jerichte der math.-phys. Gesellschaft an der kaiserlichen Universitit
Kasan 2], t. IIT, Anhang 1893

*

it
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sobald dieses Krimmungsmaf einen noch so kleinen positiven
Wert hitte,«!

Noch bekannter ist eine Andeutung Riemanns geworden,
die wir hier anfiibren, weil sic in Zusammenhang mit der mo-
dernen allgemeinen Relativititstheorie gebracht worden ist:
,»Solche Untersuchungen, welche, wie die hier gefiihrte, von
allgemeinen Begriffen ausgehen, kénnen nur dann dazu dienen.
daf diese Arbeit [die Umarbeitung der iiberkommenen raum -
lich-mechanischen Vorstellungen] nicht durch die Be-
schrinktheit der Begriffe gehindert und der Fortschritt im Er-
kennen des Zusammenhangs der Dinge nicht durch dberlicferte
Vorurteile geheinmt wird.

Es fihrt das hintber in das Gebiet einer andern Wissen-
schaft, der Physik...«?

§ 92. Das Riemann-Helmholtzsche Problem. Diese
allgemeinen Untersuchungen von Riemann und ihr Verhiltnis
zu den weiteren von Helmboltz [1821--1894] hat Lie mit
folzenden Worten charakterisiert:”

sRiemann stellt an die Spitze seiner Untersuchung den
Satz, daf der Raum eine Zahlenmaunigfaltigkeit sei, daf also
die Punkte des Raumes durch Koordinaten bestimmt werduu
konnen. Sodann fragt er, welche Eigenschaften dieser Zahlen-

! Bei dieser Gelegenheit ist nachzutragen, daff, wenn man das archi-
medische Postulat fortlift, dic Annahme ciner unbegrenzten offenen
Geraden mit der Annahme einer Winkelsumme im Dreieck, die grofer
als zwei Rechte ist, vertiiglich wird, Das war zu vermuten, da die von
Saccheri {§ 11—17), Lambert (§ 18--22" und Legendre {§ 27—28)
gegebenen Widerlegungen der Hypothese des stumpfen Winkels sidmt-
lich das archimedische Postulat beniitzten. DD ehu hat die Frage im an-
gegebenen Sinn entschieden durch Keonstruktion einer nichtarchimedi-
schen Geomctrie, die er ,Nicht-Legendresche® (reometrie nennt.
Vgl § 14.

2 Angefithrt von F. Klein, Math. Ann. 6 (1873, S. 114 und von
H. Weyl, Raum, Zeit und Materie (Berlin 1918}, S. 87.

% Lie, Theorie der Transformationsgruppen 11T (Leipzig 1893 . S. 394.
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mannigfaltigkeit zugeschrieben werden miissen, damit in ibr die
cuklidische oder eine dhnliche Geometrie gelte. Die Beant-
wortung dieser Frage ist offenbar eine rein analytische Auf-
vabe, die fir sich allein gelost werden kann.

Allerdings tritt bei Riemann die wahre Bedeutung des
Satzes, daB der Raum eine Zahlenmannigfaltigkeit sei, nicht
hervor. Riemann sucht diesen Satz zu beweisen, aber sein
Beweis kann nicht als stichhaltig gelten. Will man wirklich be-
weisen, dal der Raum eine Zahlenmannigfaltigkeit ist, so muf}
man vorher unzweifelhaft eine nicht geringe Anzahl von Axio-
men aufstellen! und dessen scheint sich Riemann nicht be-
wult gewesen zu sein . . .

Die Geometrie der Zahlenmannigfaltigkeit begriindet Rie-
mann auf den Begriff des Bogenelementes, aus dem sich durch
Integration der Begriff der Lange einer endlichen Linie ergibt.
Er verlangt, daB das Quadrat des Bogenelementes eine ganze
homogene Funktion zweiten Grades von den Differentialen der

Koordinaten sei 9 o .
ds? = ¥a;;dx,dx;,

in dem er u. a. noch die I'orderung hinzufiigt, daB sich jede
Linie beliebig ohne Anderung ihrer Linge bewegen konne, ge-
langt er zu dem Ergebnis, daB auBer der euklidischen noch
zwei andere Geometrien moglich seien [die hyperbolische und
die spharisch-elliptische] . . .«

§ 93. Helmholtz? griff die Untersuchungen Riemanns

U Vgl § 75, letzte Anmerkung.

* Uber dic tatsichlichen Grundlagen der Geometrie. Heidelberg,
Verhandl. d. naturw.-med. Vereins, Bd. IV, S. 197—202 (1868); Bd. V,
3. 31—32 (1869). — Wissenschafiliche Abhandlungen von H. Helm-
holtz, Bd.1I, S, 610--617. Leipzig 1883. Sie wurde von J. Hotlel
ins Franzosische iibersetzt und in den Mémoires de la Société des
Sciences Phys. et Nat. de Bordeaux (t. V, 1868) verdffentlicht und auch
szusammen mit den ,,}'T,tudes géométriques® vom Lobatschefskij und
der ,,Correspondance de GauB et de Schumacher. Paris 1895, Hermann,

,Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen‘, Gott.
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auf, er spricht wirklich das Axiom aus, daB der Raum eine
Zahlenmannigfaltigkeit sei und sucht die Bewegungen direkt
als Scharen von Transformationen zu charakterisieren.

Seine Axiome hat Helmholtz in kompendiésen aber nicht
durchgingig mathematisch unzweifelbaft zu erfassenden Sitzen
formuliert; eine besondere Rolle spielt dabei das Monodro-
mieaxiom, das im einfachsten Fall so lautet: ,,Wenn man
eine Gerade in der Ebene um einen ihrer Punkte dreht, so
fithrt die Drehung ohne Umkehr schlieflich in die Anfangslage
zuriick, von der sie ausgegangen ist.*

Man beachte, daB in Poincarés ,vierter Geometrie® (§ 83)
das Monodromieaxiom nicht erfallt ist. — Hier diirfen wir das
folgende Beispiel einer ,,Nichthewegung® anfiihren:

Die Transformationen

3w oW L b e,
die vermoge o=, F oy, s=x 40

in ihren reellen und imagindren Bestandteil zerlegt, hinaus-
kommen auf

Xy = e Klacosa -~ rsina) + 6,

vy = e Nlusing +ycosa) + ¢,

bilden, mit Lie zu reden, eine ,dreigliedrige Gruppe in der
Ebene* mit den Parametern «. 4, ¢, genau wie die durch

Nachr,, t. XV, 8, 163221 (1868). — Wisscnschaftiiche Abhandlungen
von Helmholtz, Bd. IT, S. 618—639.

»The Axioms of Geometry*“. The Academy, t. I, p. 123—181 (1870
— Revue des cours scientifiques, t. VIT, p. 498—301 (1870)

,Uber die Axiome dzr Geometrie®. Populire wissenschaftliche Vor-
triige, 3. Heft, S. 21—54. Braunschweig 1876. -— Engl. Ubersetzung:
Mind, t. I, p. 30I—327. — Franz. Ubersetzung: Revue scient, de la
France et de U'Etranger (2), t. XII, p, 1197 —1207 (1877).

,»Uber den Ursprung, Sinn und Bedeutung der geometrischen Siitze.
Wissenschaftliche Abhandlungen von H. Helmholtz, B.II, S. 640—6Go.
— Engl. Ubersetzung: Mind, t. 11, p. 212 —224 (1878
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7, = e b+ i

dargestellten euklidischen Bewegungen; sie bilden eineGruppe,
d. h. zwei Transformationen hintereinander ausgefiibrt, lassen
sich durch eine einzige derselben Art ersetzen. In der Tat,

wenn man in K+ e ;
gg = AKFNag b + i

den Wert von 3, einfithrt, so kommt

= o (FHdag 0 f i dabei ist

o
[

oy =0, + o, by = eX(bcos o, — csinay) 4 4.
g = Khsina, - ccosay) + oy

Auch hat unsere dreigliedrige Gruppe mit den dreigliedrigen
Gruppen der euklidischen und der beiden nichteuklidischen
ebenen Bewegungen die Eigenschaft gemein, daB je zwei Punkte
eine ,,Entfernung* oder doch ,,Pseudoentfernung*, eine bei allen
Transformationen der Gruppe unverandert bleibende Funktion
der Koordinaten eines jeden Punktepaars anfweist, es ist dies
die Funktion 2

— Kartg —

Vu“’ -+ n2e *,

wobei » die Abszissen-, z die Ordinatendifferenz bedeutet. Die
Gruppe ist aber keine der zugelassenen Bewegungsarten, und
in der Tat verletzt sie das Monodromieaxiom: Betrachtet man
eine (eingliedrige) Untergruppe, die einen Punkt, etwa den Ko-
ordinatenanfang festbiit, so entstehen keine geschlossenen
Bahnkurven, sondern, wie mit Einfithrung von Polarkoordi-
naten aus

3 = eKHiag  p = reffe, @ =@ + Ka
bervorgeht, die logarithmischen Spiralen:
ro==c .0,
Also ist das Monodromieaxiom zur Charakterisierung von Be-

wegungen wirklich notwendig.
§ 94. Die Leistung von S. TLie ist nun, daB er das Rie-
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mann-Helmholtzsche Problem in bestimmter Weise gefalit
und gelost hat. Die Fassung lautet:?

Es sollen solche Eigenschaften gefunden werden,
die sowohl der euklidischen als den beiden Scharen
von nichteuklidischen Bewegungen zukommen und
durch die diese drei Scharen vor allen andern mog-
lichen Scharen von Bewegungen ausgezeichnet sind.

F. Klein, der seinen Freund Lie veranlaBt hatte, seine
groBe Schopfung, die Theorie der Transformationsgruppen,
zur Ergriindung des Raumproblems. in diesem Sinne zu ver-
wenden, hat im ,,Evanston Collogquium* die Frucht die-
ser Arbeit mit folgenden Worten gekennzeichnet.?

»Ich gehe jetzt dber zu dem Werk von Lie. Zunichst ein-
mal die Ergebnisse. Lie hat die von Helmholtz bestatigt mit
der einzigen Ausnahme, dab im Raum von drei Dimen-
sionen das Monodromieaxiom unndétig ist, daB vielmehr
die zu betrachtenden (Transformations-)Gruppen vollstindig
bestimmt sind durch die iibrigen Axiome. Was die Beweise
betrifit, so hat indessen Lie gezeigt, dab die Betrachtungen
von Helmholtz erginzt werden miissen. Die Sache ist die:
Halt man einen Punkt des Raumes fest, so reduziert sich un-
sere G [die sechsgliedrige, d. h. sechs willkiirliche Parameter
enthaltende Gruppe aller Bewegungen] auf eine G, [dreiglied-
rige Gruppe der Drehungen um einen Punkt]. Nun untersucht
Helmholtz, wie die von dem festen Punkt ausgehenden Linien-
elemente bei dieser G, transformiert werden. Zu diesem Zweck
schreibt er die Formeln an

day’ = ayda; + ap,day + a5 day,

dxy = ay day + ay, dxg + ayday,

dxy = ag dx; 4 agday, + dggdxy,
' Lie, a. a. O, S, 397.

? Klein, The Evanston Colloquium (28. Aug.—g, Sept. 1893). l.on-
don 1894, p. 89.
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und betrachtet die Koeffizienten als von drei verinderlichen
Parametern abhingig. Aber Lie bemerkt, daB dies nicht
ausreichend allgemein ist. Die oben angegebenen linearen
Gleichungen stellen nur die ersten Glieder von Potenzreihen
dar, und die Moglichkeit muf§ betrachtet werden, daB die drei
Parameter der Gruppe nicht alle in den linearen Gliedern ent-
halten sind. Um alle méglichen Fille zu behandeln, miissen
die allgemeinen Entwickelungen von Lies Gruppentheorie an-
gewendet werden, und dies eben tut Lie.«?!

Die Beziehung zur Philosophie.

§ 95. GewiB erwarten nachdenkende Leser zuletzt noch eine
Stellungnahme zu den alten und immer neuen Auseinander-
setzungen zwischen Philosophie und Mathematik. Wir verweisen
hinsichtlich dieses unerschépflichen Kapitels auf die ausgezeich-
neten Darlegungen von A, VoB? in dem Sammelwerk ,Die
Kultur der Gegenwart und auf H, Poincarés ,,Wissenschaft
und Hypothese*.

Das ,,labile Gleichgewicht** — man verzeihe den Ausdruck —
das hier herrscht, hat £. Picard auskommlich mit folgenden
Worten charakterisiert: ,,Fiir Kant liegt die Quelle unserer

! Lies ,,Gegenbeispiele von sechsgliedrigen Gruppen, die nicht mit
der Gruppe der Bewegungen dquivalent sind, obwohl sie die — unvoll-
stindigen — Axiome von Helmholtz erfiillen, hat spiter Killing
(Einfiihrung in die Grundlagen der Geometiie I1I, Paderborn 1898,
S. 3241I.) nochmals eingehend besprochen.

Zur gruppenthooretischen Begriindung der Geometrie vgl, auch Hil-
bert, Grundlagen, 3. Aufl,, S. 177-—236 und L. Brouwer, Die Theorie
der endlichen kontinuierlichen Gruppen unabhiingig von den Axiomen
von l.ie. Math. Ann. 67 (1909), S. 246—267.

* Die Kultur der Gegenwart I1II, 1. Lieferung 2 {1914): Die Bezie-
hungen der Mathematik zur allgemeinen Kultur (S. 29 —34: Mathematik
und Philosophie); Lieferung 3 (1914): Uber die mathematische Erkennt-
nis (S, 118—123: Metageometrische Untersuchungen). — Vgl auch
Vo8B, Uber das Wesen der Mathematik (Leipzig 1908), S. 74--87.
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geometrischen Kenntnisse in der Anschauung und dic mehr
oder weniger deutlich am Anfang der Geometrie geformten
Axiome haben den Charakter absoluter Notwendigkeit: der
Raum ist fir Kant eine Form a priori unserer Empfindung.
Die Geometer unterschreiben diese Meinung im allgemeinen
nicht, seitdem erwiesen ist, daB verschiedene Geometrien frei
von allen logischen Widerspriichen bei Ausgang von verschie-
denen Postulatsystemen erbalten werden kénnen; aber ich weiB,
dali verschiedene Philosophen gerade darin eine Bestitigung
der Kantischen Lehre sehen, nach der uns unter allen logisch
moglichen Raumformen eine einzige Anschauungsform auferlegt
ist, nicht durch die Vernunft, sondern durch unsere Natur als
empfindende Wesen.* !

SchlieBlich mdgen noch aus dem Aufsatz von A. Schoen-
flies ,,Klein und die nichteuklidische Geometrie* [S. 288—297
des Felix Klein zur Feier seines siebzigsten Geburtstages ge-
widmeten Heftes, 17. Jahrgang 7 (1919) der Zeitschrift ,.Die
Naturwissenschaften*] die Siitze angefiihrt werden:

-Angriffe, wie sie vor einigen Jahrzebnten von seiten ein-
zeiner Kreise gegen die mathematische Afterweisheit [ die richt-
euklidische Geometrie| gerichtet wurden, sind heute verstummt,
DaB sehen kann, wer sehen mag, bedarf keiner Bekriftigung;
wichtiger ist und erfreulicher fiir die Wissenschaft, wie fiir
Klein selbst, daB die groBe Mehrzahl derer, die dazu berufen
sind, auch sehen wollen.*

' E. Picard, Das Wissen der Gegenwart in Mathematik und Natur-
wissenschaft (Leipzig 1913, Nr. XVI der Sammlung Wissenschaft und
Hypothese), S. 48—49.
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Einige Hauptformeln der nichteuklidischen
(hyperbolischen) Geometrie.

1. Beziehung zwischen Parallelwinkel und Lot. Er-
richtet man auf einer Geraden eine Senkrechte /7= p, so
gehen durch /2 zwei Parallele (eine nach rechts, eine nach
links) zu der Geraden. Der Winkel TT(p), den jede der beiden
Parallelen mit dem Lot 2/ einschlieBt, heifit der zum Lote
7 geharige Parallelwinkel und ist gegeben durch \

4
tg 1TT() = ¢ * (§ 63).

Aux dieser Formel folgt noch

4 4
. " 2 I ok ek »
() == = 08 =" e =
sin F1¢ p) ; ﬁi . cos TT(p) s e,
eh 4o ch ya o A +t %
14 _2
. o 2 1 r ek —e K ¥
twTT(p) = P P cotTT(p) = 5 = MT'
P ‘,v' i LY/

A

Hierin bedeutet # die Streckeneinheit (§ 76), die geo-
1

metrisch am Grenzkreis (§ 61) und analytisch (§ 77) als (— &))" 2
definiert ist, wobei A" das KriimmungsmaB der Fliche des eukli-
dischen Raumes ist, auf welche die nichteuklidische FEbene
nach Beltrami abgewickelt werden kann. Im Raume der Er-
fahrong ist 4 mindestens gleich 166 320 Erdbahndurchmessern
§ 39

Parallelkonstruktionen sind in § 49—51, genauer
§ 55 nnd § 68 angegeben.
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Komplementir heifen zwei Strecken 2 und p’, wenn
, ™
T +T) =T (§ 6n)

2. Trigonometrische Formeln. Die trigonometrischien
Formeln (fir # = 1) kann man sofort hinschreiben, wenn man
beachtet, daB sie aus den Formeln der sphérischen Trigono-
metrie erhalten werden, in denen man die Winkel o, B, T bei-
behilt, die Seiten aber durch a}/— 1, 4)/— 1, c}/— 1 ersetat
§ 21, § 36, § 38).

Man erhdlt im rechtwinkligen Dreieck (T = f), vgl.y 63

2
che = chachb = cotq - cot B,

sha = shc sinq, shb = she sin B,

t tha tane tho
ang o = -, tangf = -

cosq = cha-sinB, cosP = chdsinq.
Aus der ersten Formel konnen alle andern auf Grund der

Lambert-Engelschen Regel (§ 56, vgl. auch § 73) abgeleites

werden. Zugleich erhilt man (§ 54) hieraus die Formeln fir das
dreirechtwinklige Viereck.

Die Hauptformeln fiir das schiefwinklige Dreieck § 36,

§ 64) sind:

sha : shb : she = sinq : sin§ : sin 7,

~os chbche — cha

oS = ~ shbshe ’

cha — CUS,S:‘*?,,COS_ B cos )

sinf siny

chb she = che shb cos o 4 sha cos B,
cosBsiny = — cos ysin p cka -+ sin ¢ chb.

3. Einige Inhaltsbestimmungen. Um die Dimen-
sionen erkennen zu lassen, filhren wir wieder die Strecken-
einheit (¢ <= 1) ein.

1
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Dreiecksauflésung 173

Der Inhalt des Dreiecks ist (§ 34, 64)
A=Fmr—a—p—7),

Kreisumfang () und -inhalt (/) sind fir den Kreis vom
Radius 7 gegeben durch '

U= 2mksh ; {§ 63),

/= ?nk’?(dz%—— 1) § 58).

Diese Inhaltsformel hat J. Bolyai zu einer ngeometrischen
Quadratur des Kreises* benutzt (§ 509).

Oberfliche (0) und Volumen (¥") der Kugel vom Radius 7
wird gegeben durch?

O = gmk2si? ;,
e it (22 2.
Vet (%) — 2 )

i

Vgl Lobatschefskij-Engel, S. 43 und 50.
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Anhang.

Uber einige Anwendungen der absoluten (nicht-
euklidischen) Geometrie auf die Lehre von den
Funktionen einer komplexen Veridnderlichen.

1. Die Vorliaufer. GauBl und Riemann.

Dic Anwendung geometrischer Vorstellungen auf die Ana-
lysis der komplexen Grofien wurzelt in der Darstellung der
komplexen Zahlen durch die Punkte einer cuklidischen Fbene
(Zahlenebene), wie sie von Gaufi, vorher auch schon vonWessel
undArgand, gegeben worden ist, Der Ubergang von der Zahlen-
ebene zur Zahlenkugel, wie ibn Riemann, woll auch hier auf
Gaut fuBend, vollzogen hLat!, kann in gewissem Sinne schon
als Einfilhrung der Vorstellungsweisen der NEGeomeiric? in
die Analysis gelten, da ja die Kugel als Vertreterin der I'Lene
der elliptischen Geometrie angesehen werden kann. Dicser
Ubergang tragt dew Bediirfnis Rechnung, dic Sonderstellung
des Unendlichen aufzuheben, einem Bediirfnis, das schon in der
Lehre von den rationalen Tunktionen hervortritt, wo die un-
endlich grofien Werte der unabhingig Verdnderlichen ebenso
wie die der Funktion keine ausgezeichnete Rolle spielen.

Die euklidische Ebence als Ort der unabhingig Verinder-
lichen Lewahrt sich dagegen in der Lehre solcher eindeutiger
Funktionen, die fiir alle endlichen Werte der unabhiingiy Ver-

! Siehe Riemanns Werke, Nachtriige, Leipzig 1902, 8, 8o, art. 3.
Vgl die nachgelassenen Aufzeichnungen von Gaull, Werke VIII, S, 3353
—356 und X, 1, S, 504.

? NEGeometrie == Nichteuklidische Geometiie, ebenso NEEbepe,
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1. Gaufl und Riemann . 175

anderlichen wohldefiniert sind, aber im Unendlichen eine wesent-
lich singulire Stelle aufweisen?, und man hat seit Cauchy na-
mentlich in der Lehre von den periodischen Funktionen dieses
geometrische Hilfsmittel mit dem besten Erfolge benutzt. Die
Einfiihrung des Periodenparallelogramms in die Lehre von den
elliptischen Funktionen durch Liouville® kann als cin Mark-
stein in der Entwicklung dieser Lehre angesehen werden. Es
kommt also fiir Funktionen ohne wesentlich singulire Stelle die
elliptische, fiir Funktionen mit einer wesentlich singularen Stelle
im Unendlichen die euklidische (parabolische) Ebene mit einem
unendlich fernen Punkt als Ort der unabhingig Verdnderlichen
in Frage. Verfolgt man diesen Gedankengang weiter, so wird
man dazu gefibrt, fir Funktionen, die nur fir einen beschrinkten
Bereich der unabhingig Veranderlichen wohldefiniert sind, wéh-
rend die Begrenzung dieses Bereiches mit wesentlich singu-
laren Stellen tberall dicht besetzt ist, als Ort der unabhingig
Veranderlichen die hyperbolische (Bolyai-Lobatschefskij-
sche) Ebene heranzuziehen, bei der ja die unendlich fernen
Punkte als auf einer geschlossenen Kurve zweiter Ordnung ge-
legen zu denken sind. In der geschichtlichen Entwicklung ist
das erste Beispiel einer solchen Funktion das der Modul-
funktion gewesen.

Gaub war schon Ende des 18. Jahrhunderts, von der Theorie
des arithmetisch-geometrischen Mittels ausgehend, zur Modul-
funktion gelangt, lange ehe er ihren Zusammenhang mit der
Lebre von den doppeltperiodischen Funktionen erkannt hatte.®

! Wir denken dabei die euklidische Ebene als mit einem unendlich
fernen Punkte behaftet, abweichend von der in der projektiven Geo-
metrie iiblichen Vorstellung der unendlich fernen Geraden.

* Siehe l.e¢ons sur les fonctions doublement périodiques faites en
1847 par M. J. Liouville, Crelles Journal 88, 1879, S. 277.

% Die cinschliigigen Stellen des G aufBschen Nachjasses sind abgedruckt
in den Werken 1II, 1866, S. 360ff., VII1, 1900, S. 98ff,, X, 1, 1917,
S. 172ff., vgl. auch ebenda S. 251 die Erliiuterungen von L. Schle-
singer und desselbien Verfassers Aufsatz ,, Uber GauB’ Arbeiten zur Funk-
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176  Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

Mit Heranzichung der Potenzreihen, deren Exponenten eine
arithmetische Reihe zweiter Ordnung bilden, hatte er sich eine
vollstindige Theorie der Modulfunktion entwickelt und auch
die Beziehungen zu der arithmetischen Lehre von den quadra-
tischen Formen durchgedacht. Von der Lehre von den redu-
zierten Formen, also von arithmetischen Gesichtspunkten aus,
hatte er dann den Bereich in der Zahlenebene entworfen, inner-
halb dessen die Modulfunktion jeden Wert nur einmal annimmt;
geweint ist das in der Fig. 51
wiedergegebene  Kreisbogen-
viereck mit verschwindenden
Winkeln, das an mehreren Stel-
len des GauBschen Nachlasses
auftritt!, der sogenannte Fun-
damentalbereich der Modul-
funktion, Ob Gauf den Zu-
sammenhang dieser Figur mit
der NEGeometrie, die ihm ja
auch gelaufig war, und mit der
Lehre von den Flichen kon-
Fig. s1. stanten negativen Kriimmungs-

mafBes gekannt hat, 1aBt sich
nicht mit Sicherheit entscheiden. Es spricht nichts gegen die
Moglichkeit solcher Kenntnis; dafiir lieBe sich anfiihren, daB
das Dreieck mit verschwindenden Winkeln, also mit drei im
Unendlichen gelegenen Ecken der hyperbolischen Geometrie,
das der Hilfte des Kreisbogenvierecks der Fig. 51 entspricht,
in Aufzeichnungen und Briefen von GauB auftritt? ferner die

tionentheoric* in den Materialien fiir eine wissenschaftl. Biographie von
GauB, Heft I1] und in den Nachrichten der Kon. Gesellsch. d. Wissensch.
zu Gottingen, 1912, Beiheft.

! In richtiger Zeichnung wiedergegeben im Bd. VIII der Werke von
GauB, S. 105.

* Siche z. B. in dem Briefe an Wolfgang Bolyai vom 16. Dezember
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I. GauB und Riemann 177

folgende Stelle aus einem noch nicht vollstandig veroffentlichten
Briefe von Gauf an Hansen vom 11. Dezember 1825:

»Ich habe mich in diesem Herbst sehr viel mit der Be-
trachtung der krummen Flachen beschiftigt ... Jene Unter-
suchungen greifen in vieles andere, ich mochte sogar sagen
in die Metaphysik der Raumlehre ein, und nur mit Mihe
kann ich mich von solchen daraus entspringenden Folgen,
wie z. B. die wahre Metaphysik der negativen und imagi-
niren GroBen ist, losreiBen. Der wahre Sinn der ]/:‘—IF steht
mir dabei mit grofer Lebendigkeit vor der Seele . . .*

aus der hervorgeht, dafl GauB an einen Zusammenhang zwi-
schen seiner Flichentheorie, den Grundlagen der Geometrie
und der Analysis der komplexen GréBen gedacht hat. Jeden-
falls hat GauB die Vervielfiltigungen des in Rede stehenden
Kreisbogenvierecks auf Grund des Prinzips der Spiegelung an
einem Kreise sowohl geometrisch als auch arithmetisch ver-
folgt, und der Umstand, daB sich in seinem NachlaB auch ein
Netz von Kreisbogendreiecken mit den drei gleichen Winkeln
von 45 Grad gefunden hat!, zeigt, daB Gau8 iiber die Modul-
funktion hinausgehend, nach analogen Bildungen geometrisch
vorgetastet hat. )

Fir die Entwicklung der Wissenschaft haben diese Unter-
suchungen von GauB nur insofern eine Rolle gespielt, als bei
seinen Lebzeiten durch spérliche miindliche Mitteilungen einige
Andeutungen in Goéttinger Gelehrtenkreisen bekannt geworden
sein moégen, und nach seinem Tode der handschriftliche Nach-

1799, Werke VIII, S. 159: ,,es wiire ja wohl mdglich, daB, so entfernt
man auch die drei Endpunkte des Dreiecks im Raume von einander
ndhme, der Inhalt immer unter (infra) eciner gegebenen Grenze wire®,
ferner in dem Briefe an densclben Empfinger vom 6. Miirz 1832, Werke
VIII, S. 220, wo die Auseinandersetzung eines Beweises, S.221 unten,
mit diesem Dreieck beginnt, weiter noch in dem Briefe an Gerling vom
16. Mirz 1819, Werke VIII, S, 182, u, a. m.

! Gaul® Werke VIII, 1900, S. 104.

Bonola-Liebmann, Nichteuklid. Geometrie. 2. Aufl, 12
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178 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie
laB nach und nach studiert und verdffentlicht worden ist. In
einer Vorlesung iber die hypergeometrische Reihe, die Rie-
mann im Winterhalbjahr 1858/g in Gottingen in kleinem Kreise
gehalten hat, und von der einige Ausziige 1902 veroffentlicht
worden sind?, hat Riemann die Figur des Kreisbogenvierecks
mit verschwindenden Winkeln aus dem GauBschen NachnlaB
wiedergegeben und eine Reihe weitgehender Folgerungen daran
gekniipft.? Von einer Beziehung zur NEGeometrie ist auch
bei Riemann keine Rede.

Im Jahre 1866 ist, nach dem Tode Riemanns, der eigent-
lich fiir die Herausgabe des GauBschen Nachlasses iiber Ana-
lysis ausersehen war, ein ansehnlicher Teil des Nachlasses
durch Schering im Bande III von Gauff Werken veroffent-
licht worden. Die Vierecksfigur findet sich daselbst in un-
deutlicher Zeichnung auf S. 477 und 478; auf ihre wahre
Bedeutung hat erst F. Klein 1883 im Bande 21 der Mathe-
matischen Annalen, S. 278, aufmerksam gemacht. Der Haupt-
satz der Lehre von der Modulfunktion ist im Bande 111 der
Werke von GauB auf S. 386 ausgesprochen. FEr besagt in
arithmetischer Einkleidung, daB die dort erklarte Modulfunk-
tion f{(7) innerhalb des ihr entsprechenden Fundamentalbereichs
jeden Wert einmal und nur einmal annimmt.

II. Die Dreiecksfunktionen. H. A. Schwarz (1873); Fuchs,
Dedekind, Klein (1877—1879).

Ebensowenig wie bei Gauf und Riemann wird der Zusam-
menhang mit der NEGeometrie in der fiir unsere Theorie
grundlegenden Abhandlung von H. A. Schwarz?® erwihnt, die

! Riemanns Werke, NachlaB}, 1902, S. 69ff.

? A.2.0.8.93; daB Riemann den Gaufschen NachlaB schon 1857
gekannt hat, gebt daraus hervor, daB er ihn in seiner aus diesem
Jahre stammenden Abhandlung {iber die GauB sche Reihe (sieche Werke,
2. Auflage, 1892, S. 67) anfihrt.

3 Crelles Journal 75, 1873, S. 292 ff.
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II. Die Dreiecksfunktionen 179

die Aufgabe behandelt, die Fille anzugeben, in denen die
Gaufische oder hypergeometrische Reihe #'(q, B, 1, &) eine al-
gebraische Funktion von x darstellt. Da dann jedenfalls a, 8, ¥
rationale Zahlen sein miissen, stellt sich Schwarz die Auf-
gabe, zundchst berhaupt fiir reelle Werte dieser GroBen in
der Diﬂ"erentialgleichung

(1) x(l——x) ffffff —{"[Y”“( +B+I)x]%_aBY:O

der die Reihe 1"((1, B, Y, x) geniigt!, die Abbildung herzustellen,
die der Quotient n zweier linear-unabhéngiger Losungen von
den durch die reelle Achse begrenzten beiden x-Halbebenen
entwirft. Setzt man

(2) ;: I = g1 [’ == Lo }*‘I'——i:=g3,

e T—a—p B—al
so erscheint die oberhalb der reellen Achse gelegene x-Halb-
ebene abgebildet auf ein Kreisbogendreiek der n-Ebene mit

s

den Winkeln -11, — 1, dessen Seiten den Abschnitten (oo, 0),

&8 &
(0, 1), (1, o©) der reellen x-Achse entsprechen, und das wir

mit &, bezeichnen wollen. Der Fortsetzung in die untere x-
Ha 1bebene iber einen dieser drei Abschnitte hmweg entspricht
nach dem sogenannten Symmetrieprinzip? der Ubergang
von dem Dreieck &, zu seinem ,Spiegelbild*, d. h. der har-

1 Die Reihe ) a-p a+I)BB~i Do

Die Reihe #(a, B, ¥, x) I—{—I.Y\c—-}- T+1) x4
und die Differentialgleichung (1) finden sich zuerst bex Euler in einer
1778 verfaBten, 1801 in den Nova Acta Petropol. 12, S. 58 verdffent-
lichten Abhandlung. Zur ersten Orientierung iiber den Gegenstand vgl.
etwa Schlesinger, Einfihrung in die Theorie der Differentialglei-
chungen, 2. Aufl. Leipzig 1904, S. 139 ff.

? Nimmt die Funktion v von z fir ein Stick der reellen x-Achse
reelle Werte an, so besagt das Symmetrieprinzip, daf bei Fort-
setzung iiber dieses Stiick der reellen x-Achse weg, konjugierten kom-
plexen Werten von x konjugierte komplexe Werte von n entsprechen
(Schwarz, Ges. Abhandlungen I, S. 12).

12%
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180 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

monischen Polarfigur in bezug auf diejenige Dreiecksseite, die
jenem Abschnitt entspricht. Das aus der Vereinigung dieser
beiden Dreiecke entstehende Viereck mit zwei Paaren gleicher
Seiten entspricht der ganzen x-Ebene, es ist der Funda-
mentalbereich. Es sei

(3) 1+c(n—mny)(n—"ny)=o"

die Gleichung des Kreises, der die drei Seiten von &, unter
rechtem Winkel schneidet. Je nachdem die Winkelsumme in
dem Dreieck X, groBer, gleich oder kleiner als 180 Grad ist,
d. h. je nachdem

(4) &1 & 83

groBer, gleich oder kleiner als Eins ist, wird der Halbmesser
des Kreises (3) imaginar, unendlich gro8? oder reell.

Wenn die Zahlen g,, g,, g5 insbesondere ganz oder un-
endlich groB sind, so ergibt sich durch Wiederholung des Spie-
gelungsverfahrens ein Netz von Dreiecken, die das ,Innere“
des Kreises (3), d. h. das Gebiet, wo die linke Seite von (3)
positiv ist, schlicht und lickenlos bedecken; es ist also in diesem
Falle x eine eindeutige Funktion von n.

Man kann nun das Gebiet, wo die linke Seite von (3) po-
sitiv ist, gegenseitig eindeutig und konform abbilden auf eine
zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit dem IlLinienelement

| ~
-
-

4dndn
ds? = e PN B
(5) N (1 +ecm—mn)@—n)*¥
! Wenn a ecine komplexe GroBe bedeutet, so bezeichnen wir hier
und im Folgenden stets mit @ die konjugierte komplexe Grofe.
2 Auf diesen Fall, ¢ = 0, 1iBt sich nimlich auch der, wo der Halb-
messer des Kreises (3) gleich Null, also ¢ = o0 ist, durch die Trans-

I
formation n — n, = 7 zuriickfiihren.

3 Diese Abbildung auf die Mannigfaltigkeit von konstantem Kriim-
mungsmal findet sich in der Abhandlung von H. A. Schwarz noch nicht;
wir geben sie hier, aus Griinden der Systematik und um Wiederholungen
zu vermeiden, gleich mit an.
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deren Gaufisches Krimmungsma8 den konstanten Wert ¢ be-
sitzt, also je machdem ¢ positiv, gleich Null oder negativ ist,
auf eine elliptische, parabolische oder hyperbolische Ebene, und
zwar so, daB den Kreisen der n-Ebene, die den Kreis (3) unter
rechtem Winkel schneiden, die geraden Linien und den Punkten
dieser Kreislinie selbst die unendlich fernen Punkte jener Ebene
entsprechen.

Die Dreiecksteilung des Kreisinnern ibertragt sich also auf
die betreffende absolute Ebene! in der Weise, daB die
samtlichen Dreiecke geradlinig und zu dem Ausgangsdreieck
R, abwechselnd symmetrisch und kongruent sind. Die durch
Vereinigung zweier benachbarter symmetrischer Dreiecke ent-
stehenden Vierecke sind kongruent und gehen folglich durch
Verschiebungen oder Bewegungen der Ebene in sich
auseinander hervor. Eine solche Verschiebung wird durch eine
lincargebrochene Substitution

(6) w=nth
/ ™+
gegeben, die den Kreis (3) in sich selbst transformiert. Die
Gesamtheit aller Verschiebungen, die den Ubergang zwischen
den kongruenten Vierecken des Netzes vermitteln, bildet offen-
bar eine Gruppe und die durch die entsprechenden linear-
gebrochenen Substitutionen hervorgehenden Grofen 1’ sind die
verschiedenen Zweige, die aus 1 entstehen, wenn x die Ver-
zweigungspunkte o, 1, oo der Losungen der Differentialglei-

chung (1) umkreist,
Wenn ¢ positiv ist, hat der gesamte Flicheninhalt der

ad — By =1,

elliptischen Ebene einen endlichen Wert, namlich 4;; die An-

zahl der die Ebene gerade ausfiillenden kongruenten Vierecke
kann also auch nur eine endliche sein. Die Funktion n von &

! Im Sinne von Johann Bolyai, aber mit der Erweiterung, daB
nicht nur, wie bei Bolyai, der parabolische und hyperbolische, son-
dern auch der elliptische Fall einbegriffen wird.
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182 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

ist in diesem Falle von endlicher Vieldeutigkeit, x ist eine ra-
tionale Funktion von n, und damit ist die Aufgabe, die den
urspriinglichen Gegenstand der Schwarzschen Abhandlung bil-
dete, die Aufgabe, die Fille anzugeben, in denen die allgemeine
Losung der Differentialgleichung (3) eine algebraische Funktion
ist, im wesentlichen geldst. Man kann ndmlich jetzt durch eine
einfache Diskussion zeigen, daB der Ausdruck (4) nur in einer
ganz begrenzten Anzahl von Fillen gr6Ber sein kann als Eins.
Es sind dies die Fille, die, auf die Kugel vom Krimmungs-
mafie ¢ ilibertragen, den durch die regelmiBigen Korper be-
stimmten Konfigurationen entsprechen. Die Bewegungen der
elliptischen Ebene in sich bewirken ja Drehungen der Kugel
um ihren Mittelpunkt, und bei den den einzelnen Fallen zuge-
horigen Drehungsgruppen gehen die Punktsysteme auf der
Kugel, die die Ecken der eingeschriebenen regelmiafiigen Korper
bilden, in sich tdber. Man findet eine klassische Darstellung
dieser durch ibre innere Geschlossenheit ausgezeichneten Lehre
in dem Buchevon F. Klein ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder,
Leipzig 1884.

Auch in dem Falle ¢ = o0, wo der Ausdruck (4) den
Wert Eins annimmt, ergibt sich nur eine begrenzte Anzahl von
Moglichkeiten. Die entsprechenden Gruppen von Bewegungen
der euklidischen (parabolischen) Ebene in sich setzen sich aus
Drehungen um einen festen Punkt zusammen; die zugehorigen
Funktionen x = /(1) sind doppelperiodische mit einer wesent-
lich singuldren Stelle im Unendlichen und mit komplexer Mul-
tiplikation.

Allen ganzzahligen Wertesystemen der g, g,, &5, unendlich
groe Werte eingeschlossen, die in den beiden eben behan-
delten Fillen nicht vorkommen, entspricht ein Wert der Summe
(4), der kleiner ist als Eins, und damit ein negativer Wert
von ¢, d. h. eine hyperbolische Ebene. Die zugehérigen Funk-
tionen sind nur fiir die Werte von 1 wohldefiniert, die der Un-
gleichung
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(7) I+[(n_no)<ﬁ——ﬁ0)>0
geniigen, d. h. fir die im Endlichen gelegenen Punkte der
hyperbolischen Ebene; der Kreis (3) selbst, also das unendlich
ferne Gebilde der hyperbolischen Ebene, ist iiberall dicht be-
setzt mit wesentlich singuliren Stellen der Funktion. Der Fall,
" wo alle drei GroBen g unendlich groB sind, entspricht insbe-
sondere der Modulfunktion, und unser Viereck ist dann der
GauBschen Figur 51 (sieche oben S. 176) durchaus gleichwer-
tig; beide Figuren werden durch eine lineargebrochene Trans-
formation ineinander verwandelt. Schwarz hebt diesen Fall
besonders hervor und bemerkt, daB Weierstraf und Kron-
ecker an dem ihnen aus der Lehre von den elliptischen Funk-
tionen bekannten Falle der Modulfunktion zuerst die Méglich~
keit von eindeutigen Funktionen erkannt haben, die nur in
einem beschrankten Bereiche der Zahlenebene erklirt sind.
Wir haben die Ergebnisse.der Schwarzschen Abhandlung
etwas ausfithrlich und mit einigen Erginzungen wiedergegeben,
die tiber Schwarz’ urspriinglichen Gedankengang hinausgehen,
weil wir uns auf diese Weise eine bequeme Grundlage fiir
unsere weiteren Darlegungen bereiten konnten. Die Einfithrung
der hyperbolischen Ebene in die Theorie hat Klein fiir die
Modulfunktion in den Jahren 1878 und 1879! gegeben. Wir
heben noch besonders die Disjunktion hervor, die durch die
drei Moglichkeiten

I 1 >
® atataz!
dargestellt wird, und fassen das Ergebnis dieses Abschnitts
wie folgt zusammen:

In allen Fillen,; wo in der Differentialgleichung (1) der hyper-
geometrischen Reihe x eine eindeutige Funktion (sogenannte
Dreiecksfunktion) von n ist, wird der Existenzbereich dieser

1 S, Math. Ann. 14, 1878, S. 111 und Miinchener Berichte, Math.
phys. Klasse 10, 1880, S. 89, datiert 1879.
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184 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie der Funktionentheorie

Funktion durch die eigentlichen Punkte, die Begrenzung des
Existenzbereichs durch die unendlich fern gelegenen Punkte
einer absoluten Ebene im Sinne von Johann Bolyai dar-
gestellt. Die Funktion x von 1 bleibt bei gewissen Gruppen von
Bewegungen jener absoluten Ebene in sich selbst ungeindert;
diese Bewegungsgruppe wird durch eine Teilung der absoluten
Ebene in ein Netz kongruenter geradliniger Vierecke veran-
schaulicht. Die Fille, wo das Kriimmungsma8 jener Ebene po-
sitiv oder gleich Null ist, bilden gewissermaBen nur Ausnah-
men; in fast allen Fillen, d. h. in allen, mit einer endlichen
Anzahl von Ausnahmen, ist die Ebene eine hyperbolische.
Der bereits erwihnten Abhandlung von Klein, in der zu-
erst die NEGeometrie fiir die Lehre von der Modulfunktion
zur Anwendung kommt, gehen zeitlich voran die auf dieselbe
Funktion beziiglichen Arbeiten von Fuchs® und Dedekind?
die wohl mit durch das 1876 erfolgte Erscheinen von Rie-
manns Gesammelten Werken veranlaBt worden sind, in denen
aus dem NachlaB Riemanns ein Fragment zar Theorie der
Modulfunktion verdffentlicht worden war. Dedekind cha-
rakterisiert zuerst scharf arithmetisch den Fundamentalbe-
reich und definiert die Valenz unter ausdriicklicher Bezug-
nahme auf die hierhergehorigen Stellen des Gau Bschen Nach-
lasses®, so daB hier zum ersten Male der Einfluf von Gauf’
einschldgigen Arbeiten deutlich hervortritt. Die Arbeit von
Klein aus dem Jahre 1879 ist besonders auch noch dadurch
bemerkenswert, dall darin hervorgehoben wird, wie eine mehr-
deutige Funktion y = #'(x) von &, die nur in den drei Punkten
0, 1, o eine Verzweigung besitzt, sich in eine eindeutige Funk-
tion von n verwandelt, wenn man x gleich der Modulfunktion
f(n) setzt. Es liegt dies daran, daB jeder geschlossene Weg

! Crelles Journal 83, 1877, S. 13.
2 Crelles Journal 83, 1877, S. 265.
3 Die Valenz ist genau die von Gaul, Werke III, S. 386 erklirte

Funktion £(#); vgl. oben S. 178.
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III. Altere Methoden der konformen Abbildung 185

von x, der eine Wertinderung von #(x) bewirkt, auch n einen
andern Wert annehmen l4Bt, so daf einem Werte von 1 nie-~
mals verschiedene Werte von #(x) entsprechen kénnen. Die
Funktion mit den drei Verzweigungspunkten o, 1, co wird, wie
man sagt, durch die Modulfunktion uniformisiert. Diese Be-
merkung, die sich tibrigens auch schon in der oben erwdhnten
Vorlesung von Riemann findet, gestattet eine weitgehende
Verallgemeinerung, auf die wir noch zuriickkommen,

III. Altere Methoden der konformen Abbildung.
H. A. Schwarz (1870) und Schottky (1877).

Eine erste Verallgemeinerung der aus der Abhandlung von
Schwarzzu entnehmenden Ergebnisse kann an Untersuchungen
angekniipft werden, dieSchwarz selbst und nach ihm Schottky
im AnschluB an den Abbildungssatz von Riemann angestellt
haben. Nach diesem Satze! kann ein von einer endlichen An-
zahl analytischer Kurvenstiicke begrenzter einfach zusammen-
hiangender Bereich der Zahlenebene gegenseitig eindeutig und
konform abgebildet werden auf das Innere eines Kreises und
zwar nur auf eine Weise so, daB dem Kreismittelpunkt ein be-
liebiger innerer, und einem beliebig gegebenen Punkte der
Kreislinie ein beliebig gegebener Punkt der Begrenzung des
Bereiches entspricht. Schwarz hat einen Beweis fir diesen Satz
geliefert, bei dem besonders der Fall hervortritt, wo das Ge-
biet, das abgebildet werden soll, von Kreisbogen begrenzt
wird.2 Schottky hat in seiner Dissertation und ausfiibrlicher
in einer 1877 erschienenen Arbeit die Abbildung mehrfach zu-
sammenhingender, von Kreisen begrenzter Bereiche untersucht.?

I Riemanns Dissertation 1851, Werke, 2. Aufl. 1892, S. 40.

? Monatsberichte der Berliner Akademie 1870, S. 767 und noch
spitere Abhandlungen, abgedruckt im Bd. II der Gesammelten Abh.

3 F. Schottky, Inauguraldissertation Berlin 1875; Crelles Journal 83,
1877, S. 300. Ahnliche Abbildungsaufgaben behandelt auch Riemann
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186 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

Um die Beziehung dieser Fragestellungen zu unserem Gegen-
stande deutlich zu machen, wihlen wir ein einfaches und wich-
tiges Beispiel.

Mit » beliebig ausgewihlten unendlich fernen Punkten der
hyperbolischen Ebene als Ecken bilden wir ein geradliniges
Vieleck R, dessen Seiten sich nicht iberkreuzen. Wenn wir
den Umfang dieses Vielecks so durchlaufen, dafi seine Fliche
zur Linken bleibt, so mégen der Reihe nach die Ecken Aphg..s,
A, getroffen werden; die Seite (A, \,) bezeichnen wir mit s, und
spiegeln X iiber diese Seite. Die Vereinigung von R, mit
seinem so erhaltenen Spiegelbilde R, gibt ein Vieleck £y von
27— 2 Seiten, von denen je zwei, in bezug
auf die ,Diagonale‘ 5, symmetrische, ein-
ander gleich sind. Die Bezeichnung der
Seiten und der neuen Ecken von 7 ist aus
der Fig. 52 zu ersehen, die die Abbildung
von Fy auf die n-Ebene wiedergibt, wobei
wir » =4 genommen haben. Offenbar liegt
R, ganz in dem von der Geraden 5, be-
grenzten Teil der hyperbolischen Ebene,
der R, nicht enthilt, diese beiden symmetrischen Figuren
konnen also nicht iibereinandergreifen. Aus dem gleichen
Grunde werden die Bereiche, die entstehen, wenn man das
Spiegelungsverfahren in bezug auf alle Seiten der urspriing-
lichen und der neu hervorgehenden Bereiche fortsetzt, sich
schlicht und liickenlos nebeneinanderlagern. Eine einfache
Uberlegung zeigt auch, daB die Gesamtheit der durch unbe-
grenzte Fortsetzung dieses Verfahrens entstehenden Bereiche,
die abwechselnd mit Z; kongruent und symmetrisch sind, die
ganze hyperbolische Ebene ausfiillt. Wir erhalten also auf diese
Weise eine regulire Teilung der hyperbolischen Ebene in

in einem nachgelassenen, erst 1876 in der ersten Auflage der Werke
verdffentlichten Bruchstiick; s. Werke 2. Aufl. S. g40.
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IV a. Brauchbare Bewegungsgruppen 187

lauter mit #j kongruente (2 r—2)-Ecke, von denen jedes aus
zwei symmetrischen Halften besteht. Die Bewegungen der hyper-
bolischen Ebene, die jene kongruenten (2 r—2)-Ecke ineinander
iiberfiihren, bilden eine Gruppe, die durch die regulire Tei-
lung definiert ist.

In der n-Ebene ist der Bereich, der dem Bereiche X, ent-
spricht, von Kreisbogen begrenzt, er kann also-nach dem Rie-
mannschen Abbildungssatze gegenseitig eindeutig und konform
auf das Innere eines Kreises K abgebildet werden. Wenn
x == f(n) die abbildende Funktion ist, so kann diese nach dem
Symmetrieprinzip zunichst nach dem zu &, symmetrischen Be-
reiche R, und dann weiter iiber die ganze hyperbolische
Ebene hin fortgesetzt werden, und man erkennt leicht, daB
x = _f(n) fir alle im Endlichen gelegene Punkte der hyperboli-
schen Ebene den Charakter einer rationalen Funktion besitzt
und bei den Verschiebungen der durch die Teilung definierten
Gruppe ungeindert bleibt. Die Punkte 4, a,, ..., a, der x-
Ebene, die den Ecken A;, Ay, ..., N\, von Z, entsprechen,
liegen auf dem Kreise K es sind die einzigen Verzweigungs-
punkte der unendlich vieldeutigen Funktion n von x. Wenn
» = 3 ist und x so gewahlt wird, daB ¢, = 0, ¢, =1, 3= 00
ist, geht unsere Funktion in die Modulfunktion tber. Wir haben
es also hier mit einer unmittelbaren Verallgemeinerung der
Modulfunktion zu tun. Eine Funktion y = #'(x), die nur die
Punkte a,,a,, . . ., a, zu Verzweigungspunkten hat, wird durch
Einfithrung von f(n) an die Stelle von & uniformisiert, d. h. in
eine eindeutige Funktion von n verwandelt.

IV. Automorphe Funktionen und Uniformisierung.
Poincaré und Klein (1881—1884).
a) Die funktionentheoretisch brauchbaren
Bewegungsgruppen.
Die Frage nach allen moglichen Gruppen von Verschiebun-
gen einer absoluten Ebene in sich, bei denen eindeutige Funk-

http:/Amww.dmg-lib.de



188 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

tionen ungeindert bleiben konnen, hat sich Poincaré gestellt,
der zu diesen seinen Untersuchungen! durch andere Ziele
verfolgende Arbeiten von Fuchs veranlaBt worden war. Die
Anwendung der Sprechweise der NEGeometrie bei den funk-
tionentheoretischen Untersuchungen, von denen hier die Rede
sein soll, hat sich nicht etwa nur hinterher als ein brauchbares
Mittel zur Veranschaulichung bewihrt, sondern bildete fiir
Poincaré von Anfang an ein heuristisches Hilfsmittel von groBer
Bedeutung; ,cette terminologie m’a rendu de grands services
dans mes recherches*, heiBit es in der ersten Abhandlung Poin-
carés in den Acta Mathematica 1, S. 8. Bei unseren folgenden
Darlegungen stiitzen wir uns neben den Arbeiten von Poincaré
besonders auch auf die gleichzeitigen Veroffentlichungén von
F.Klein?, beniitzen aber auch Beitrige jingerer Forscher auf
diesem Gebiete.

Die Frage nach den Bewegungsgruppen, die in der Lehre von
den eindeutigen Funktionen brauchbar sind, kommt, wie wir
schon an den behandelten Beispielen gesehen haben, darauf
hinaus, geradlinige Vielecke in der absoluten Ebene anzu-
geben, die geeignet sind, die ganze Ebene schlicht und liicken-
los mit einem Netz kongruenter Vielecke zu bedecken, die also,
wie man sagt, als Fundamentalbereich fiir eine regulire
Teilung der absoluten Ebene dienen kénnen. Die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen, denen ein solches Vieleck
geniigen muB, hat Poincaré aufgestellt; wir konnen sie, wie
folgt, aussprechen, wobei wir uns auf Vielecke mit einer end-
lichen Anzahl von Seiten beschranken.

Ein Vieleck von der gewiinschten Art hat stets eine gerade

! Die einschligigen Arbeiten ven H.Poincaré aus den Jahren 1881 ff.
liegen im 2. Bande der ,,Oeuvres®, Paris 1916, gesammelt vor.

* Die in den Binden 19 ff. der Math. Ann., 1882 ff., zuerst ver-
offentlichten Arbeiten Kleins sind in dem Werke von Fricke und
Klein, Theorie der automorphen Funktionen I, 1897, II, 1900—1912,
verarbeitet und zusammengefafit,
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IVa. Brauchbare Bewegungsgruppen 189

Anzah! von Seiten, die paarweise kongruent sind, also durch
Bewegungen auseinander hervorgehen, Durch einfache Ab-
anderungen kann das betreffende Vieleck stets auf eine Nor-
malform gebracht werden, in der es 4p -+ 2 »— 2 Seiten auf-
weist, die wir wie folgt bezeichnen:

+ + + o8t o R LR S SV T .
STy 83, ooy S5 1, Y1, O, Y15 01y v v vy Y, bﬁy (59 bp,sy-—x- ey 15
dabei sind immer die beiden Seiten, deren Zeichen sich nur
durch das oben beigesetzte 4+ oder — unterscheiden, kon-

gruent und die Seiten folgen wie angegeben aufeinander, wenn
der Umfang des Vielecks im positiven Sinne durchlaufen wird.
Die Ecken werden in Zyklen verteilt, und zwar bilden Zyklen
1) die Ecke (s7, s7) fir sich, 2) je zwei Ecken (s;_y, sz) und
(sf_y, %) fiir k=2, 3,...,7—1 und 3) alle iibrigen 4 p4-1 Ecken
zusammengenommen. Damit nun dieses Vieleck als Funda-
mentalbereich einer reguliren Ebenenteilung dienen kann, ist
erforderlich und hinreichend, daB fiir jeden der » Eckenzyklen
die Summe der Winkel ein aliquoter Teil :Tn von 2T sei, fir

3
k=1,2,...,r. Nach dem GauBschen Satze von der Curva-

tura integra (Disquiss. circa superficies curvas, 1828, art. 20)
ist dann das tiber das Vieleck erstreckte Doppelintegral

(9) /ffdw=2 T (4pt2r—am,
e F=1 %%

wo ¢ das konstante Kriimmungsma$ der absoluten Ebene, dw
das Flichenelement bezeichnet. Aus dieser Gleichung ergibt
sich das Vorzeichen von ¢ und damit der Charakter der Ebene
als elliptischer, parabolischer oder hyperbolischer. Eine ein-
fache Diskussion zeigt hier, dhnlich wie oben bei dem Aus-
druck (4), daB ¢ nur in einer ganz begrenzten Anzahl von
Fillen positiv oder gleich Null sein kann; die Fille, wo ¢ po-
sitiv ist, decken sich wieder mit den auch bei der hypergeo-
metrischen Reihe gefundenen Konfigurationen der regelmaBigen
Korper, fiir ¢ = o haben wir natiirlich wieder doppeltperiodi-
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1go Anhang. Anwendungen der NEGeometrie auf Funktionentheorie

sche Funktionen, in allen iibrigen Fillen also ist das Vieleck
in der hyperbolischen Ebene gelegen. Den von Poincaré er-
brachte Beweis, daf ein solches Vieleck stets als Fundamental-
bereich einer reguliren Teilung gelten kann, haben wir im
vorigen Abschritte fiir das dort behandelte Beispiel, wo er
sich besonders einfach gestaltet, gefiihrt; fiir den allgemeinen
Fall soll er hier nicht wiedergegeben werden. Wir wenden uns
vielmehr gleich der Aufgabe zu, Funktionen zu bilden, die in
allen im Endlichen gelegenen Punkten der Ebene sich wie
rationale Funktionen verhalten und bei der durch jene Tei-
lung bestimmten Verschiebungsgruppe ungeindert bleiben.

b) Bildung der automorphen Funktionen.

Klein schligt zum Nachweis der Existenz solcher Funktionen,
die er automorphe nennt, ein Verfahren ein, das dem oben
bei dem Beispiel des Abschnitts 1II angewandten dhnlich ist, —
Die Verschiebungsgruppe wird aus den 2 p 4 » — 1 Bewegungen
erzeugt, die die Paare kongruenter Seiten des Fundamental-
bereichs / ineinander tberfihren. Man hat also nur dafiir zu
sorgen, dafi die zu bildenden Funktionen in entsprechenden
Punkten der kongruenten Seiten von /| die gleichen Werte
annehmen. Um dies geometrisch zur Anschauung zu bringen,
denke man sich /) aus der absoluten Ebene ausgeschnitten
und im Raume so umgestaltet, dal die entsprechenden Punkte
der kongruenten Seiten zur Deckung gelangen. Dabei ver-
einigen sich die einen Zyklus bildenden Ecken zu je einem
Punkte und wir erhalten eine geschlossene Fliche ¢ vom Zu-
sammenhange 2p 4 1. Durch Schnitte, deren Ufer die ehe-
maligen Seiten von /# sind, wird die Fliche, die aus ¢ her-
vorgeht, indem man die den r Eckenzyklen entsprechenden
Punkte aussticht,in eine einfachzusammenhangende zerschnitten.
Auf Grund von Sitzen, die den Riemannschen Existenzsitzen
der Theorie der algebraischen Funktionen nachgebildet sind,
kann nun die Existenz von Funktionen erschlossen werden, die
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IV b. Automorphe Funktionen 191

auf ¢ eindeutig sind und in allen Punkten dieser Fliche den
Charakter rationaler Funktionen haben; es sind die zu unserer
Bewegungsgruppe gehorigen automorphen Funktionen. Alle
diese Funktionen sind durch zwei geeignet gewéhlte unter ihnen
x =_f(n), ¥=~7%{(n) rational ausdriickbar, wahrend zwischen x
und y eine algebraische Gleichung G (x,y) = o0 vom Range
oder Geschlechte p besteht. Fiir » = o sind alle Funktionen
durch eine x = f(n) rational darstellbar, und diese eine ist
bis auf eine lineargebrochene Transformation bestimmt.

Poincaré bewirkt die Bildung dieser Funktionen, die er als
Fuchssche bezeichnet, durch Aufstellung von Reihen, die den
invarianten Charakter bei den Bewegungen der Gruppe her-
vortreten lassen und zugleich ein Mittel fiir die Wertberechnung
an die Hand geben. Da die Fille, wo ¢ positiv oder gleich
Null ist, auf rationale bzw. doppeltperiodische Funktionen
filhren, konnen sie als erledigt gelten; wir dirfen uns demnach
auf den Fall beschrinken, wo ¢ negativ ist, und wollen der Ein-
fachheit wegen voraussetzen, daB ¢ = — 1 und daB’ der Mittel-
punkt des Kreises der n-Ebene, der dem unendlich fernen Ge-
bilde der hyperbolischen Ebene entspricht, der Punkt o sei, so
daB also die Gleichung (3) jetzt

3 I—nn=o
lautet. Bezeichnet man die lineargebrochenen Substitutionen in
n, die die Bewegungen unserer Gruppe darstellen, in irgend-
einer Reihenfolge durch
azn+ B

Sp(n) =~ TP

U
und bedeutet () eine rationale Funktion von n, die fiir keinen

auf dem Kreise (3') der n-Ebene gelegenen Wert von n unend-
lich wird, so bilde man nach Poincaré die Reihe

(10) ZH seam) (220’

0 — BeYe =1, (k=1,2,3,...... )
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192 Avhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

wo 7 eine positive ganze Zahl bedeutet, die groBer ist als Eins.
Von dieser sogenannten Fuchsschen Thetareihe gilt, daB sie
unbedingt und gleichmiBig konvergiert fiir alle Werte von n,
mit Ausnahme derjenigen, die auf dem Kreise (3") der n-Ebene
gelegen sind, und derjenigen, in denen eine der rationalen
Funktionen a5,

(11) H(Se(), Z/n K

unendlich wird, Von den beiden Konvergenzbeweisen, die
Poincaré geliefert hat, ist fiir uns der zweite besonders be-
merkenswert, weil er sich durchaus auf die Metrik der hyper-
bolischen Ebene stiitzt. Es kommt alles darauf an, die Kon-
vergenz der Reihe

had ‘ibk n) »
<12) 2 7777777777 o= 2“{5’] '|"bl l?n

=1
zu beweisen. Dazu denken wir uns in der hyperbolischen
Ebene um.den Mittelpunkt n=0 mit den Halbmessern p, 2p,
3p, ... eine Schar konzentrischer Kreise Cyy Cyy Cyy ... be-
schrieben und bezeichnen mit 7, die Summe der Glieder der
Reihe (12), fir die Sz(n) innerhalb des von den Kreisen C, _,
und (; begrenzten Ringgebietes liegt. Dann ergibt sich, daB

I
(13) U'/L < A’elz(}l~1){1

ist, wo A eine von / unabhingige Konstante bezeichnet, und
daraus folgt, daB die Reihe (12) wie eine geometrische Reihe
konvergiert, und zwar ist die Konvergenz um so stirker, je
groBer der Flacheninhalt des in der hyperbolischen Ebene ge-
legenen Fundamentalbereichs ist. Daraus folgt weiter, daB die
Reihe '(10) in jedem endlichen Bereiche der hyperbolischen
Ebene eine Funktion vom Charakter einer rationalen darstellt;
die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte der hyperbolischen
Ebene, d. h. die Gesamtheit der n-Werte, deren absoluter Be-
trag gleich Eins ist, bildet eine natiirliche Grenze fiir diese
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IV b. Automorphe Funktionen 193

Funktion, iber die hinweg eine analytische Fortsetzung nicht
moglich ist.

Aus der Form der Reihe (10) ist ersichtlich, daB fiir jede
der Bewegnngen .5;(n) unserer Gruppe die Gleichung gilt:

2.8, (MN\~"

(a) 0sem) = (TA7) 0 — tren+ 2070 .
Bildet man also den Quotienten zweier solcher Fuchsscher
Thetareihen fiir denselben Wert von #, aber fiir verschiedene
Wahl der rationalen Funktion #, so erhilt man einen Aus-
druck, der fiir alle im Endlichen gelegene Punkte der hyper-
bolischen Ebene sich wie eine rationale Funktion verhalt und
bei den Verschiebungen .S;(n) ungedndert bleibt. Ein solcher
Ausdruck ist also eine zu der Bewegungsgruppe gehorige auto-
morphe Funktion, undPoincaré zeigt, daB sich auch jede solche
Funktion mit Hilfe von Fuchsschen Thetareihen darstellen 148t.

Wir werden uns im folgenden der Einfachheit
wegen auf den Fall p =0 beschranken, wollen aber an-
dererseits die bei der Aufstellung der Thetareihen eingefiihrte
besondere Annahme eines negativen Wertes von ¢ fallen lassen
und also wieder mit einem beliebigen ¢, d. h. mit der absoluten
Ebene im allgemeinsten Sinne arbeiten. — Es sei x =f(n) eine
der zu unserer Gruppe gehorigen automorphen Funktionen,
durch die jede andere rational ausgedriickt werden kann; & ist
dann nur bis auf eine Transformation von der Form

- ax + B gy —
(IJ) Tx+b’ ad BT_Iv
bestimmt. Die Werte von x, die den Eckenzyklen des Fun-
damentalbereiches entsprechen, 4, aqg, +.., a,, sind die singu-

liren Punkte der Funktion n von x; in bezug auf den analy-
tischen Charakter dieser Funktion gilt das folgende: Setzt man
dx /dx
(16) = an’ =N an’
so sind diese GroBen Losungen einer Differentialgleichung von
Bonola-Liebmann, Nichtevklid. Geometrie, 2. Aufl. 13
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der Form
du
(17) T 0,
wo (Q(x) eine rationale Funktion mit den Polen a;, g, ...,

bedeutet. Die Differentialgleichung (17) gehort dem soge-
nannten Fuchsschen Typus an, d. h. ihre Losungen und eben-

. %, . . .
so der Quotient n = - werden in den singuliren Punkten nur
u ©
1

von endlicher Ordnung unendlich. Der Fundamentalbereich
F, wird durch die Funktion x = /(n) abgebildet auf die durch
einen Schnitt (g, .... @,) zerschnittene x-Ebene; die Abbildung
der gesamten absoluten Ebene durch dieselbe Funktion wird,
wenn ¢ nicht positiv ist, eine unendlich vielblattrige Flache sein,
die einfachzusammenhingend ist, und deren Blitter sich in den
Punkten a,, ay, . . ., @ in der Weise verzweigen, daB sich alle-
mal je gz Blitter um den Punkt @; herumwinden, Man nennt
diese Fliche die zu der Signatur

(18) (ral,ag, ...,a,)

Gi» 8ar 0oy &
gehorige Uberlagerungsflache, und unterscheidet in der
Signatur einerseits die Reihe ganzer positiver Zahlen 7, gy, &,
., &, durch die der topologische Bau der Fliche, an-
dererseits die Reihe der komplexen Werte a,, ag,. . ., @, durch
die die Fliche quantitativ bestimmt wird. Der topologische
Bau der Uberlagerungsfliche wird am iibersichtlichsten durch
die Anordnung der Vielecke in der reguliren Teilung der abso-
luten Ebene gegeben, die man sich in der Abbildung dieser
Ebene auf das Gebiet (7) der n-Ebene anschaulich machen
kann. Es kommt dabei gar nicht auf die besondere Lage der
Ecken des Fundamentalbereichs #;, an, sondern nur auf die
Anzahl 7 der Eckenzyklen und auf die bei diesen Eckenzyklen

auftretenden Winkelsummen —Zj— , die die ganzen Zahlen gz
&

festlegen. Dagegen wird die Lage der singuliren Punkte a,, a,,
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., a, bei festgehaltenen Werten der ganzen Zahlen 7 815 Lo

., &» durch die Lage der Ecken von F, bestimmt, — Wenn
der Fundamentalbereich insbesondere in bezug auf die die
Ecken (51, s7) und (s}, ;) miteinander verbindende Diagonale
symmetrisch ist, so folgt aus dem Symmetrieprinzip, daB die
singuliren Punkte a;,ay, ..., a, auf einem Kreise liegen. Durch
geeignete Wahl von o, B, v, d in (15) kann man dann erreichen,
daB ¢ = 0, ¢, = 1, a; = 00 und die iibrigen a; positive Zahlen
groBer als Eins werden. Dieser sogenannte symmetrische
Fall liefert fiir » = 3 die aus der hypergeometrischen Reihe ent-
springenden Beispiele (Dreiecksfunktionen), fir ein be-
liebiges 7 und unendlichgroBe Werte der g; das Beispiel, das
im Abschnitt IIT behandelt wurde.

c¢) Uniformisierung. Der Fundamentalsatz.

Eine Funktion y = /'(x), die nur die Stellen Aiy gy v enny a,
zu Verzweigungspunkten hat, und sich in a; so verzweigt, daB
alle ihre Zweige nach g,-maliger Umkreisung von a; zu ihren
Ausgangswerten zuriickkehren, ist auf der zu der Signatur (18)
gehorigen Uberlagerungsfliche eine eindeutige Funktion des
Orts. Da diese Fliche durch die Funktion n von x gegen-
seitig eindeutig und konform auf die absolute Ebene, d. h. auf
den ganzen Existenzbereich der Funktion & von n abgebildet
erscheint, so wird F{x) eine eindeutige Funktion von n sein,
d. h. diese Funktion wird mit Hilfe der automorphen Funktion
x = f(n) uniformisiert. Durch die Funktion, die zu unend-
lichgroBen Werten der g; gehért, wird demnach jede mehr-
deutige Funktion von x mit den Verzweigungspunkten a, a,,

., a, uniformisiert.

Es entsteht nun die Frage, wie man die Uniformisierung
einer Funktion y = #(x) bewirken kénnte, deren Verzweigungs-
punkte an den beliebig in der x-Ebene gelegenen Stellen 4,

byy . .., b, sich befinden, wobei zu b, die positive ganze Zahl

2 g

& gehoren mége, in dhnlichem Sinne, wie vorhin zu 2;. Wenn
3%
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zunichst 7 = 3 ist, so kann eine linear gebrochene Funktion x’
von x stets so angegeben werden, daB den Werten &, 4y, &,
von x die Werte 0, 1, oo von a’ entsprechen. Als Funktion
von x’ wird dann y durch Vermittlung der aus der hypergeo-
metrischen Reihe entspringenden, zu den Zahlen g, g,, g3 ge-
horigen Dreiecksfunktion uniformisiert. Insbesondere leistet
also die Modulfunktion die Uniformisierung einer jeden Funk-
tion, die nur drei Verzweigungspunkte besitzt, was auf die oben
S. 185 erwahnte Bemerkung von Riemann und Klein hinaus-
kommt. ]

Wenn 7 grofer als drei ist, so handelt es sich um die Frage,
in welcher Weise sich bei gegebenen Werten der ganzen Zahlen
7y &ys 8y -+ oy & die Ecken des Fundamentalbereichs & so
wihlen lassen, daf ihnen in der a-Ebene die vorgeschriebenen
Lagen by, by, . . ., 6, der singuliren Punkte entsprechen. DaB
diese Wahl stets und im wesentlichen nur auf eine Weise mog-
lich ist, bildet den sogenannten Fundamentalsatz der Lehre
von den automorphen Funktionen, fiir den zur Zeit eine ganze
Reihe von Beweisen bekannt ist. Der dlteste ist der Konti-
nuititsbeweis von Klein und Poincaré!, der zu zeigen sucht,
daB sich durch stetige Anderung der Ecken von /7 die ent-
sprechenden Werte der automorphen Funktion x =/(n) in die
vorgeschriebenen Lagen 4,, 8, .. ., b, hineindringen lassen. Eine
zweite Methode, die von Schwarz vorgeschlagen, von Picard
und Poincaré ausgefithrt worden ist?, griindet sich auf die
sogenannte Liouvillesche partielle Differentialgleichung

2o
(19) 4 — e,
! Klein, Math. Ann. 21, 1883, S. 141; Poincaré, Acta mathem. 4,
1884, S. 201, Oeuvres I, S. 300. Vgl. auch die neueren Arbeiten von
Fricke, Brouwer und Koebe.

2 Schwarz, Ges. Abhandl II, S. 356; Picard, Liouvilles Journal (4),
6, 1890, S. 145 und 9, 1893, S. 273; Poincaré, ebenda (5), 4, 1898,
S. 137, Oeuvres II, S. 512; vgl. Schlesinger, Arch. d. Math. u. Physik
(3), 1, 1901, S. 262; Bieberbach, Math. Ann. 77, 1916, S. 173.
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die befriedigt wird, wenn ¢ das Quadrat des Verhaltnisses des
Linienelements ds der absoluten Ebene vom KrimmungsmaB ¢
zu dem Linienelement &S der x-Ebene ist, welche beiden
Ebenen ja durch die Funktion x = f(n) konform aufeinander
abgebildet erscheinen. Wenn wir in (3) n, = o nehmen, so ist

(20) ds? = (l—“q‘f’% . dS?=dxdx,
also mit Riicksicht auf (16) das Verhiltnis

ds 2 2
9 R A e

hier muB die Hermitesche Form # % + cu,u, fir alle Be-
wegungen der Gruppe ungeindert bleiben, also eine eindeutige
Funktion von x sein, und diese eindeutige Funktion hat in den
singularen Punkten &, &y, ..., &, ein durch die ganzen Zahlen
&1» &9» - - +» §r festgesetztes Verhalten zu zeigen. Picard und
Poincaré beweisen, daf stets eine Losung w der Gleichung
(19) existiert, fiir die ¢~ das fiir die Funktion (21) erforderliche
Verhalten aufweist.

Ein drittes Beweisverfahren, dessen Grundgedanke von Poin-
caré herrithrt!, beruht auf der Ausschopfung der Uber-
Iagerungsfléché durch eine Folge von einander umfassen-
den Bereichen; es soll seiner Tragweite wegen etwas ausfiihr-
licher geschildert werden.

Die zu der Signatur
(22) (rbl,lzg, ey 117\}

811 8gve 1 &
gehorige Uberlagerungsfliche moge durch die Folge 7, 7, . ..
von einander umschlieBenden Bereichen in dem Sinne aus-
geschopft werden, daBl jeder Punkt der Fliache fiir einen hin-
reichend grofien Wert des Stellenzeigers ~ in allen Bereichen

1 S, die Abbandlungen Acta mathem. 4, 1884, Oeuvres II, S. 300,
insbesondere S. 385 und Bulletin de la Société mathém. de France 11,
1883, S. 112.
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198 Anhang. Anwendungen der NE Geometrie auf Funktionentheorie

Viy Vis1, ... enthalten sei. Wenn jeder der Bereiche V,, aus
einer endlichen Anzahl von Bléittern besteht und durch eine
endliche Anzahl von Stiicken analytischer Kurven begrenzt wird,
so gibt es nach dem oben S. 185 erwidhnten, von Schwarz
bewiesenen Riemannschen Abbildungssatze eine Funktion w,
von x, die die gegenseitig eindeutige konforme Abbildung des
Bereiches 1 auf die Fliche eines Kreises, etwa des Kreises
mit dem Mittelpunkte Null und dem Halbmesser Eins (kurz
Einheitskreis!) der Zahlenebene liefert, oder, wie wir auch sagen
koénnen, den Bereich 7, auf ejne hyperbolische Ebene vom
KrimmungsmaBe — 1 abbildet. Wir normieren diese Funk-
tionen w; so, daB sie alle fir einen im Innern des Bereiches
V: gelegenen Punkt ¢ verschwinden und in der Umgebung von
x = ¢ die Form haben

(23) wp = (& — ¢) CpPr(x — ¢),

wo C; eine positive Konstante, ;(x —¢) eine gewdhnliche
Potenzreihe bedeutet, die fir x = ¢ gleich Eins wird. Da auf
der Begrenzung von B, |wg = 1, jwgy| <1 ist, so ist im
Innern von B lwpyy|<|wg|, also Chpiy<< (%, d.h. die
1» Cgy ... bilden eine abnehmende Folge. Wenn nun

1) lim (3 = C wesentlich positiv ist, so zeigt man nach einem

)

von Poincaré a. a. O. angegebenen SchluBverfahren, daf die

Funktionenfolge w,, w,, ... gleichméBig gegen eine Grenz-
funktion lim w; = n konvergiert, die dann die gesamte Uber-
k>oe
lagerungsfliche auf den Einheitskreis der n-Ebene oder die
hyperbolische Ebene abbildet und daB diese Funktion durch
diese Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Die verschiedenen
Zweige der Funktion n von &, d.h. die den verschiedenen
Blittern der Uberlagerungsfliche entsprechenden Bereiche der
hyperbolischen Ebene, gehen durch Bewegungen auseinander
hervor. Damit ist in diesem Falle der geforderte Beweis ge-
liefert. DaB C > o ist, beweist man nach Poincaré a, a. O. in
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-
den Fillen, wo in der Signatur (2 2)2§;< 1,indem man mit
k=1

Hilfe der Modulfunktion eine positive Konstante herstellt, die
nicht grofer ist als alle ;. Nach einem von Koebe! herriih-
renden Verfahren kann man statt dessen wie folgt schliefen:

Wenn 2) C = o ist, so konvergiert zwar nicht die Folge der
w,, Wy, ... gegen eine von Null verschiedene Grenzfunktion,

w
wohl aber die Folge der Funktionen Z‘f = w;/, die die Abbil-
%

dung der Bereiche V), auf die Kreise mit den Halbmessern LI
#

liefern. Die Grenzfunktion lim 2, = 1" bewirkt dann die Abbil-
.. ol
dung der Uberlagerungsfliche auf den Kreis mit dem Halb-
messer lim é = 00, d. h. auf die euklidische Ebene. Dieser Fall
Ere b r
kann also nur eintreten, wenn in der Signatur (2 2)2;’- = I ist.
E=1 o

Es handelt sich jetzt nur noch um die Frage, ob man die
Bereiche V,, V,, ... in der verlangten Weise anzugeben im-
stande ist.

Da werden zunichst die Fille auszuscheiden sein, wo die
Uberlagerungsfliche nur aus einer endlichen Anzahl von Blittern
besteht, d.h. wo in der Signatur (2 2)2 —I—> I ist; essind dies

=1 4

die bekannten Fille der regelmiBigen Korper. Fiir diese erfolgt
die Abbildung der Uberlagerungsfliche auf eine elliptische
Ebene; vgl. oben S, 182. In den ibrigen Fillen kann die Be-
reichfolge in mannigfacher Weise gewihlt werden. Man denkt
sich zu dem Zweck am bequemsten die Uberlagerungsfiiche
durch eine den in ihrer Signatur enthaltenen Zahlen 7, g, &x

. ., &» entsprechende Teilung der absoluten Ebene dargestellt,

1 S. etwa Math. Ann. 67, 1909, S. 214 ff,
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die ihr ja topologisch vollig gleichwertig ist. Gibt man fiir eine
solche Teilung, deren Fundamentalbereich #, heien moge,
eine Folge von Bereichen an, die die absolute Ebene aus-
schopfen, so kann diese Folge unmittelbar auf die Uberlage-
rungsfliche iibertragen werden. Wenn alle gr= 00 sind, kann
man z. B., wie folgt, verfahren:?

Wir nehmen V| als /| selbst; ¥, entstehe aus der Vereini-
gung von /4 mit den 27— 2 kongruenten Bereichen, die #
lings einer Seite benachbart sind (es kranzformig umlagern).
V; ist dann in der absoluten Ebene auch ein geradliniges Viel-
eck und die Ebene erscheint in lauter mit 7" kongruente Par-
zellen geteilt. Wir vereinigen nun J, mit den es kranzférmig
umlagernden, mit ihm kongruenten Bereichen zu ¥ und fahren
so fort. Wenn in der Uberlagerungsfliche bzw. in der x-Ebene
der die Punkte 4, by, ..., b, verbindende Schnitt lings ana-
lytischen Kurvenstiicken gelegt wird, so erfiillen die so herge-
stellten Bereiche }} alle oben gestellten Anforderungen. Fiir
endliche Werte der g; kann das Verfahren leicht entsprechend
abgedndert werden.? — Besondere Lrwihnung verdient noch
der Fall einer symmetrischen Uberlagerungsfliche, wo also
die &,, 4,, ..., b, auf einem Kreise liegen. Wir werden als-
dann zur topologischen Veranschaulichung auch eine symme-
trische Teilung der absoluten Ebene heranholen, bei der also
der Fundamentalbereich #, aus zwei symmetrischen Halften &,
und R, besteht. Wir richten dann die Bereichfolge so ein, daB
"
mit den 7 es kranzférmig umlagernden symmetrischen Bereichen
vereinigt. ¥, wird dann wieder von mit ihm symmetrischen Be-
reichen kranzformig umlagert, die mit ¥, vereinigt V, liefern ; usw.
Bei dieser Wahl wird nun zunichst w, eine lineargebrochene
Funktion von &, und von allen folgenden wy, ist sofort einzu-

* Schlesinger, Crelles Journal 110, 1892, S. 280ff.
? Schlesinger a.a. O. und Fricke-Klein, Automorphe Funk-
tionen II, 1900—1912, S. 466.
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zusehen, daB jedes w; durch jedes folgende nnd also & durch
jedes dieser w,; rational ausgedriickt werden kann. Die Koef-
fizienten dieser rationalen Funktionen hingen algebraisch von
den singularen Stellen &,,,, .. ., 6, ab und konnen ohne erheb-
liche Schwierigkeit angegeben werden. In diesem Falle wird
also die Funktion nj von x als Grenzwert einer Kette von alge-
braischen Funktionen erzeugt.! Wenn wir im Abschnitt III
diese Funktionsgattung als die naturgemaRe Verallgemeinerung
der Modulfunktion bezeichnet haben, so bewihrt sich dies also
auch dadurch, daB wir hier fiir ihre Erzeugung einen alge-
braischen Algorithmus gefunden haben, dhnlich dem des arith-
metrisch-geometrischen Mittels, durch den Gauf die Modul-
funktion hergestellt hat.

In bezug auf eine zu der Signatur (22) gehérige Uberlage-
rungsfliche gilt also der Satz, daB eine solche Fliche stets
gegenseitig eindeutig und konform auf eine absolute Ebene
abgebildet werden kann, deren Charakter durch die Disjunktion

r >

=1 ¢* <!
bestimmt wird. Die abbildende Funktion x = f(n) ist eine
automorphe, die jede auf der Uberlagerungsfliche eindeutige
Funktion «des Ortes uniformisiert.

Dieser Satz, der als eine Verallgemeinerung des Riemann-
schen Satzes von der Abbildbarkeit eines von einer endlichen
Anzahl analytischer Kurvenstiicke begrenzten, aus endlich
vielen Blittern bestehenden Bereiches auf eine hyperbolische
Ebene angesehen werden kann, ist selbst noch einer bedeut-
samen Verallgemeinerung fahig, von der zum SchluB noch kurz
die Rede sein soll.

1 Schlesinger, Crelles Journal 105, 1889, S. 181; vgl. auch Poin-
caré, a. a. O., Oeuvres II, S, 386.
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d) Die allgemeine Uniformisierung.

Die Funktionen, die auf einer der im vorigen Abschnitt be-
trachteten Uberlagerungsflichen eindeutige Funktionen des Orts
sind, haben nur eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten,
Fassen wir jetzt eine beliebige monogene, mehrdeutige Funk- |
tion y = F(x) der komplexen Verinderlichen x ins Auge, so |
kann man nach Poincaré?! stets eine einfachzusammen-
hangende Fliche 2 herstellen, auf der y eine eindeutige Funk-
tion des Ortes ist. Diese Fldche besteht aus tber die x-Ebene |
geschichteten ebenen Blittern, die miteinander in der Weise |
in Zusammenhang gebracht werden, daB Anfangs- und End- |
punkt einer in der a-Ebene geschlossenen Kurve C in der
Flache P dann und nur dann als demselben Blatte angehorig
betrachtet werden sollen, wenn alle Zweige von #'(x) lings C
fortgesetzt zu ihrem Ausgangswerte zuriickkehren, und C durch
stetige Gestaltsanderung so auf einen Punkt zusammengezogen |
werden kann, daB ibr die hervorgehobene Eigenschaft in jedem i
Zustande gewahrt bleibt, Alle Punkte von 2, in denen #(x) |
sich nicht wie eine algebraische Funktion verhilt, gelten als zu |
der Begrenzung von P gehorig. ’

Hat nun P2 iberhaupt keine Begrenzung, so ist y eine
algebraische Funktion vom Range o von x, und 2 kann auf
eine elliptische Ebene gegenseitig eindeutiz und konform
abgebildet werden. Die abbildende Funktion n ist rational in
x und y, die selbst durch n als rationale Funktionen dar-
gestellt und so uniformisiert werden.

In jedem andern Falle hat 2 Grenzpunkte und kann
dann ebenso behandelt werden wie die Uberlagerungsfliche
des vorigen Abschnitts. Sie kann durch eine Folge einander
umfassender Bereiche ausgeschopft werden, die sich einzeln

! Bulletin de la Soc. mathém, de France 11, 1883, S, 112; weiter
kommen in Betracht die Arbeiten von Poincaré, Acta Mathem. 31, 1907,
S. 1 und Koebe, Gottinger Nachr. 1907, S. 191.
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vermoge des Riemannschen Abbildungssatzes auf hyperbolische
Ebenen abbilden lassen. Die abbildenden Funktionen streben
einer Grenzfunktion zu, die die Fliche 2 entweder auf eine
hyperbolische oder auf eine euklidische Ebene abbildet.
Die verschiedenen Zweige von n gehen durch Bewegungen der
betreffenden Ebene auseinander hervor, aber der Fundamental-
bereich der Gruppe dieser Bewegungen hat im allgemeinen un-
endlich viele Seiten. Die die Fliche 2 auf die absolute
Ebene abbildende Funktion x = f(n) ist eine automorphe,
durch die die Funktion y = f(x) uniformisiert wird. Die uni-
formisierende Veranderliche n ist in allen drei Fillen der ellip-
tischen, parabolischen und hyperbolischen Ebene, abgesehen
von einer Verschiebung in dieser Ebene, eindeutig festgelegt, sie
gehdrt also zum Wesen der betreffenden Funktion.

Der in diesem Lehrsatz ausgesprochene tiefe Zusammenhang
zwischen der absoluten Geometrie und den monogenen Funk-
tionen einer komplexen Veridnderlichen kann wohl als eines
der bemerkenswertesten Ergebnisse der neueren mathematischen
Forschung bezeichnet werden.
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Urkunden zur Geschichte der nichteuklidischen Geometrie.
I. Band: Nikolay Iwanowitsch Lowatschewskij. 2 geom. Abhandl. aus d.
Russ. iibersetzt, mit Anmerkg. u. mit 1 Biographie d. Verfassers von Prof.
Dr. F. Engel, GieBen. [XVI u.476 S.] gr. 8. 1899. I Teil: Die Ubersetzung.
Mit 1 Bildn. Lobatschewskijs u. mit 194 Fig. 1. Text. IL Teil: Anmerkungen.
Lobatschewskijs Leben u. Schriften. Register. Mit 67 Fig.1.Text. Geh.M.14.—
II. Band: W. und J. Bolyai, geometrische Untersuchungen. Von Geh. Rat
Dr. . Stickel, Prof. an der Univ. Heidelberg. 1. Teil: Leben und Schriften
der beiden Bolyai. Mit der Nachbildung einer Aufzeichnung Johann Bolyais.
[XITu. 281 S.] gr. 8. 1913. Il Teil: Stiicke aus den Schriften der beiden
Bolyai. [IV u. 274 8] 1913. (Nur zus. kduflich.) Geh. M. 28.—

Grundlagen der Geometrie. VonGeh. Reg.-Rat Dr. David Hilbert, Prof.
a.d. Univ. Géttingen. 4., durch Zusitze u. Literaturhinweise von neuem verm.
u.m.7 Anhéng.vers. Aufl. Mit zahlr. Fig. [VI u.2588S.] 8. 1913. (WuH 7.) M.6.—

»-..Das Buch stellt im besten Sinne des Wortes ein Meisterwerk dar und ist fiir jeden

Naturwissenschaftler, mag er nun die Mathematik als Haupt- oder Nebenfach betreiben, aufs
angelegentlichste zu empfehlen.* (Zeitschrift fiir Elektrotechnik usw.)

Grundlagen. der Geometrie. Von Geh. Hofrat Dr. Friedrich Schaur, Prof.
a.d. Univ. Breslau, Mit 63 Fig. [Xu. 1925.] gr.8. 1969. Geh.M.6.—,geb. M.7.—

»Der durch seine erfolgreiche Mitarbeit an der Aufklirung der Grundlagen der Geometrie
bekannte Verfasser bietet uns in einer durchsichtigen und leicht faBlichen Darstellung einen
klaren Uberblick iiber den gegenwiirtigen Stand der auf den logischen Aufbau der Geometrie
gerichteten Forschungen (Naturwissenschaftl. Wochenschrift.)

Nichteuklidische Geometrie in der Kugelebene. Von Dr. W. Dieck,
Prof. am Realgymnasium zu Sterkrade, Mit 12 Fig. im Text und 1 Bildnis von
Riemann. {llu.51S] gr. 8. 1918. (MPhB 31.) Steif geh. M, 1.—

,»Gibt eine klare, durchaus allgemeinverstindliche Einfithrung in das Wesen und die

Grundsitze jenes auch erkenntnistheoretisch auBerordentlich wichtigen Zweiges der nicht-
euklidischen Geometrie, dessen Raumform sich auf die Kugelebene bezieht.

Der Goldene Schnitt. VonDr.H. E. Timerding, Prof.a.d.Techn. Hochsch.
Braunschweig. Mit 16 Fig.i.T. [IVu.57S.] 8. 1918. (MPhB 32.) Steif geh. M. 1.—
Der goldene Schnitt und die ihm zugeschriehene harmonische Wirkung riumlicher Ge-

stalten in Natur und Kunst werden nach der mathematischen wie nach der dsthetischen Seite
eingehend und gemeinverstindlich behandelt.

Diemath. Wissenschaften. Unt. Leitung v.Geh. Reg.-RatProf. Dr.F.Klein.
(Die Kultur der Gegenwart, ihre Entwicklung und ihre Ziele. Herausgegeben
von Prof. Paul Hinneberg., Teil III, Abteilung I.)

Inhalt: 1. Die Bezichungen der Mathematik zur Kultur der Gegenwart.
Von A. VoB. 2. Die Verbreitung mathem. Wissens u. mathem. Auffassung. Von
H. E. Timerding. (Nr. 1 u, 2 = 2. Lief) [VIu, 161 S.] Lex. 8. 1914. Geh. M. 6.—, 3. Die
Mathematik im Altertumu. im Mittelalter. Von H. G. Zeuthen. (1. Lieferung.)
[IV u. 95 S.] Lex.8. 1912. Geh. M. 3—. Die Mathematik im 16., 17.u. 18. Jahrhun-
dert. Von P. Stickel. 5. Die Mathematik der Neuzeit. Von N.N. 6. Uber die
mathematische Erkenntnis. VonA. Vo8, (3. Lief.) [VIu.1488.] Lex. 8. 1914. Geh, M. 5.—
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