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2

x2

R
. ��� �

!��� ϑ ����� ��� ���	� ������� �������� ��� ���� ��� 
������ �����	� ��� "�� �� �����

# ��� ����� 
���
$�
 f [cosϑ− (
x
R

)
sinϑ]� ���
������ �
 $�
� ����� �� x

R
� %� �
 ��� ��

��	�

�� ��	��	��� �� ���
��� ���� ν(ϑ,R) �� $�
� ����� �� a
R
�
��� �� ��� "����� Θ� ��� ������	�

���
��� n �� ��� ������� ��� ��� 
������ ���	� S0(ϑ) ��� � "�� 
������ &'��(()�

ν(ϑ,R) =
Θ

n
S0(ϑ)

(
cosϑ+ Γx(ϑ)

a

R

)
. ���*�

+���� ���� ��� ��"����� �� ��� ���
����� �� ��� ���
��� ���� �
 ������������ �� Γx�

��� ����� ��� ��		����� ��	����� ���� ��� ��������� ���,�����
 ���� ��� ��������� �� ���

���������� �������
 ��
��������� ��� �� ������

Γx(ϑ) :=
A

B1

sinϑ− B2

2B1

(
1 +

A2

B1

)
cosϑ− AC

B2
1

(
3 +

A2

B1

)
cosϑ ���� ���-�

A =
( a

α

)2

sinϑ, ���.�

B1 =
( a

α

)2

sin2 ϑ+

(
a

β

)2

cos2 ϑ, ���/�

B2 =
( a

α

)2

cosϑ, ��� ���(�

C =
1

2

[(
a

β

)2

−
( a

α

)2
]
sinϑ cosϑ. ���0�

���
� ���,�����
 ��� ��
���
� ��� 0 < ϑ < π
2
� 1

����� � ������
� ���
����� �
�		����

��� ���� Γx(ϑ)
a
R

�� �2������ ���*� ������
 ��
���
�� ������
 �� ������
 ������
� ���

��
���
� ���
�����
 ���		
�� 3��
�2����	�� ���
��� ��4�
 �	��� ��
��� ��� 
�		��
 ���� ���

��		
� 3��
������� ��� �����
������� ���,����� ��� ��� � ���������

Γy = −β2

a2
cosϑ

(
B2

2
+

AC

B1

)
, ���56�
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ν(ϑ,Rx, Ry) =
Θ

n
S0(ϑ)

(
cosϑ+ Γx(ϑ)

a

Rx

− Γy(ϑ)
a

Ry

)
. ������
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��������� ��������� 
���� Φ 
�� �
� ���
� ����� �� �
� ����
�� ∂h
∂x

 

ϑ ≈ Φ +
∂h

∂x
. ������

!�������
���� 	��� 
��� �� ��"�� �� �
� ����
�� ����#��$����� �

� �
� �� ���
���� 
�

��������
�� �� �
� ����
�� ����
������ %� �
� �&'()�� *������ 
�� +������ ,*��'-�+��'(.

��"������ 
 ����
��� �
���� �� /
��
 �
� ��"������� �� �
� 	
����
� ������� �j(x, y, t)

����������� �� �
� ����
�� "������� 

∂h

∂t
= div�j. ����0�

1
� 	
����
� ������� �� �
� ��
�� 

�� �� ����������
� �� �
� ����
�� �������
� μ(x, y, t)�

��� �	
�� ����
�� ���"
����� 

div�j ∼ gradμ. ����2�

*����"��� μ ∼ 1
R

≈ ∂2h
∂x2 
������� /
��
 ��
�� �� �
� 3�
� ���������� ���������� �
� ����

��$������

∂h

∂t
= −B∇2(∇2h). ����'�

%� ����������� �
� �����/��� ��$������
� ���
���� ��� �
� �

��� �� �
� ����
�� 
���
� �
�

�� ����� 

∂h

∂t
= −ν0(Φ) + ν ′

0(Φ)
∂h

∂x
+

Θa

n
S0(Φ)

(
Γx(Φ)

∂2h

∂x2
+ Γy(Φ)

∂2h

∂y2

)
− B∇2(∇2h). ����4�

�� 
���
�� 	��������� �������
����� /��
 ��$����� /
"������
� ��"���� �������������

���	 �
�
 ��
��� 
���/��� 
 ����	�������� �� �
� ����
�� ���3�� �� ��� �������� ��������#
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h(x, y, t) = −ν0(ϑ)t+ A exp(i(kxx+ kyy − ωt) + rkt) ��
���

���� ���	 ��	��
 ��� ��� ����������
 kx, ky� ��� ��������� ω ��� ��� ������ ��������� rk�

��� ��		����� 
�	����� ���  � �����!

ω = −ν ′
0(ϑ)kx. ��
�"�

#���� �� ��� ������ ��������� rk �
 �����  �!

rk = −Θa

n
S0(ϑ)(Γxk

2
x + Γyk

2
y)− B(k1

x + k2
y)

2. ��
�$�

%�����		�� ��� ���� ������ k ���� ��� �����
� ������ ��������� ��������
 ��� 
������

���&��	��� ��
�	���� �� � ��&&	� 
�������� ���� λ = 2π
k

 '������ ��&������ ����������
���

�� ��� ������� 
�������� �
 ��
 ������������ ����� ����	� ��&���
 �� ��� ��	�����  ������ Γx

��� Γy
 ������ �
(� 
���
 ����� ��&������� �� ��� ����������� ���	�
 ��� ���
 &������	��

�)��&	�� *+,-� 
���	�����
 ����  ��� ���� ��� )���� ���
 ������� #�.2 ���� �� ���

������ �� �/ 0�1
 2���/$3 #�� ��������� �� ��� ���� ������ k �
 ����������  � ��� Γ ����

��
 ��� ������ ��	��
 4��� Γx ��� Γy ���� ��� �������&���� &����
 �ϑ = 0 ��� ϑ = ϑc�

��� ����� �� ��������� ��������� �
 �)&�����
 ,� ��� �������� ���  ��� ���	� ϑ �
 
��		��

���� � �������	 ���	� ϑc� ��� ��������� Γx(ϑ) �
 �	
� 
��		�� ���� Γy(ϑ)
 5����� ��� ����

������ �� ) ��������� ��������
 ��k = kx�ex�� ��
�	���� ���� ��&&	� 
��������
 &��&������	��

�� ��� ���  ���
 ,� ��
� �� ϑ  ���� ������ ���� ϑc� ��� 
��� �&&	��
 ��� ��� � ���������

��k = ky�ey�� ��
�	���� ���� ��&&	� 
��������
 &���		�	 �� ��� ���  ���� �
 �
 �		�
������ ��

������ �
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 �� ������� 	
 ��� ��
� ���������	� 
	� ���2 ���������� ���� �� ��� ���	� �	�� �����
������ �	� ���� ������ !�
��� � " #���������� $#���%&� #	� 0 < ϑ < π

2 ' Γx ��� Γy ������
����	�
� ������� 	� � 
��	�� ��
�������	 �
 ���
��� ���	�������� ��	� � ����	�
� ���
�	��� ��������
����� �����	�	��� �� ��
����� �� 	�� Γ�	��� 	��	 �� ���� ����	�
� ������� ������	� 
������ � � ��
�����	��� ������ �����	�	����� ��� ����� ��� ���� ������ 	�� ������� ��� �����	�	�� �������� 	� 	��
��� ���� �����	���� ������� 
�� ������ ��� ���� ������� 	�� �����	�	��� 	���� ����������������
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������� �	 ���  ���!!"�
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�� �
���� �
 �� �����
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� ������� 
�� �������	
� ���

λ = 2π

√
2nB

ΘaS0(ϑ)|Γx,y| ,
������

����� Γx,y� S0 ��� 
�� �����	� ����
��
��� ���
� a ������ �� 
�� ����� ����	�� ��� 
��

��

��� 
�� ��������	 ���������
��� ��� ������
�� 
� ��	� �� !��	"#$�

a ∼ ε2m. ����%�

&�� �������
 m = m(ε) �������� ��
��� ������� ���	��	 ���� � ��� ��� ��� ����	��� 
� %

��� ��	� ����	���� '�
��� 
�� ��� ��� ����	� ���	� �� 
��� ���(� m )�� 
� )��������� ��

)���
��
� � �
�������� ��	� �� �
�
�� 
��
 m ≈ 1
3
��� ��� ����	��� �� 
�� ���	� �� (�*�

&�� ���	� �α, β� �� 
�� ����	� ���
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 �� 
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��� ���
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�

S0 ∼ εa

αβ
∼ ε1−2m. ������

��� ������ ��
��������
 �����	 ���� ����� ��� ��� a ∼ α ∼ β� 	������ ��

λ ∼
√

1

aS0

∼ ε−
1
2 . ������

�� ����	�
���� ��� ��������� �� ����	�� ��� ���
��� ��� �� �	����� �� ��� ������� ��
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 �"
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������	�� �� ��� �������� ��� $��� �����1

����� '2�
*3/ 0�����
 $� 4�$��� '4�$-./ ��� 5��6���� '5��*�/ �� �	� �� � � ������ ���

� �������	 ���
�������� $�	�� ����� ��� ��

	� �� �	����� �
 ����
������ �� ��� ���
��1

������ ���
� ��
���
�����
 #��		� 	��� �� � ���������	 �
������� $� 5�7�� � ,�����

��� ����$�
� �5,�� �� �--�� '5�7-�/ ���	����� �	
� ������ ���� �����
 ���� ��

��� ��

h

ν(ϑ) =
Θ

n
S0(ϑ)(cosϑ+ Γ20Δ20 + Γ02Δ02 + Γ30Δ30 + Γ21Δ21 + Γ40Δ40 + Γ22Δ22 + Γ04Δ04),

����8�

����

Δnm =
an+m+1

n!m!

∂n+m

∂nx∂my
, ����9�

	���
 �� Γ20Δ20 = Γx
a
R

��� Γ02Δ02 = Γy
a
R
� !�������� �� ��� 5,� ����	� �		 
����1

����
 Γnm ��
��� �� ��� ������ ��
���$����� 
��������
 �a, α, β� ��� ��� �����
��
��

�������� ��� ���	� ϑ� �� �������� �� ��� ������		� ���� ���� 
������ 
�	� ��:�
��� ����

��
 �	����� ���
������ �� ��� 	����� ����	� ��� ;���������
 �� ��� ��� $��� ���� ���

��7�� ���� ������� �� ����
 �� ���
� η(x, y, t)� ��� � ����� �� ��� ���
� �
 �"
����� ��

$� <��� �〈η(x, y, t)〉 = 0�� ��� ��������� ����
 Γ40Δ40� Γ22Δ22 ��� Γ04Δ04 $��� � 	�7�

� ���1������� �:���� � 
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���� !	��� ��� 	���
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λ = 2π

√
2nD

ΘaS0(ϑ)|Γx,y| .
()�)*+

,��� ���
���� ��

� $��� D ∼ εa4

αβ
��� a

α
= const. 
�
 a

β
= const. �� ��� �����& 
����
���&

λ ∼ a ∼ ε2m. ()�)�+
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� A

αmax = arctan
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2π

A

λ

)
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