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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit dem Schétzen von Trendmodellen. Dabei konstruie-
ren wir simultane Konfidenzbéander fiir die Trendfunktion basierend auf nichtparametrischen
Schitzern. Unter der Annahme von unabhéngigen Fehlern wurde die Konstruktion von si-
multanen Konfidenzbéndern u. a. in Bickel und Rosenblatt (1973) und Neumann und Polzehl
(1996) behandelt. Die Beobachtungen, welche der hier untersuchten Trendfunktion zugrunde
liegen, werden jedoch als abhingig vorausgesetzt. Bei der nichtparametrischen Trendschéat-
zung mit abhéngigen Fehlern greifen Wu und Zhao (2007) fiir die Konstruktion von simulta-
nen Konfidenzbéndern auf das strong invariance principle zuriick.

Mit Hilfe von simultanen Konfidenzbindern wird ein visueller Eindruck von der Abweichung
des Schitzers zu der wahren Funktion geliefert. Sie kénnen weiterhin auch der Uberpriifung
von parametrischen Modellen dienen.

Fiir die Konstruktion der simultanen Konfidenzbénder werden wir in dieser Arbeit das von
Efron (1979) eingefiihrte Bootstrap-Verfahren nutzen. Da wir abhéngige Fehler vorliegen ha-
ben, muss diese Abhéngigkeit durch das Bootstrap-Verfahren beriicksichtigt werden. Dazu
verwenden wir zwei Modifikationen des von Shao (2010) eingefiihrten Dependent Wild Boot-
strap-Verfahrens, zum einen das Blockwise Dependent Wild Bootstrap und zum anderen das
Autoregressive Dependent Wild Bootstrap.

Um in die oben genannte Thematik einzufiithren, werden wir zunéchst die asymptotische Kor-
rektheit von punktweisen Konfidenzintervallen fiir die obige Trendfunktion nachweisen. Fiir
die Konstruktion der punktweisen Konfidenzintervalle nutzen wir das Blockwise Dependent
Wild Bootstrap-Verfahren und den Nachweis der asymptotischen Korrektheit liefern wir mit
Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes fiir Regressionsmodelle von Roussas et al. (1992).
Danach gehen wir dazu iiber, die asymptotische Korrektheit der simultanen Konfidenzbinder
nachzuweisen. Dazu nutzen wir die sogenannte Coupling-Technik. Mit dieser koppeln wir die
Partialsummenprozesse, welche aus dem stationéren Fehlerprozess und aus dem Bootstrap-
Fehlerprozess bestehen, an den gleichen Wiener Prozess. Auf der Originalseite nutzen wir
dafiir ein bekanntes Resultat der starken Approximation von Shao und Lu (1987). Auf der
Bootstrap-Seite leiten wir das Coupling der Partialsummenprozesse fiir beide oben genannte
Bootstrap-Verfahren her. Bei der Konstruktion der simultanen Konfidenzbinder untersuchen
wir jedoch nicht die Original- und Bootstrap-Fehlerprozesse, sondern eine gewichtete Summe
von diesen. Daher ist es ebenso notwendig eine gewichtete Summe der Zuwichse des Wiener

Prozesses zu betrachten. Mit Hilfe des obigen Couplings auf der Original- und Bootstrap-Seite
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erhalten wir die gleichméfige Approximation der gewichteten Summe der Fehler an die gewich-
tete Summe der Bootstrap-Fehler. Zum Schluss nutzen wir eine Abwandlung des bekannten
Resultates zur asymptotischen Verteilung des Maximums eines stationdren Gaufsprozesses.
Dieses wurde auch von Bickel und Rosenblatt (1973) zur Konstruktion von simultanen Konfi-
denzbédndern bei unabhéngigen und identisch verteilten Daten genutzt. Da wir in dieser Arbeit
einen abhéngigen Fehlerprozess betrachten, miissen wir die unbekannte Kovarianzfunktion mit
beriicksichtigen. Wir weisen somit eine Erweiterung des klassischen Resultates auf abhangi-
ge Zufallsvariablen nach. Mit diesem Ergebnis und durch die gleichméfige Approximation
der gewichteten Summen der Original- und Bootstrap-Fehler erhalten wir den Nachweis der
asymptotischen Korrektheit der simultanen Konfidenzbénder.

Zum Abschluss soll eine Simulationsstudie und ein Datenbeispiel die vorangegangenen asymp-
totischen Aussagen veranschaulichen. Die Studie liefert uns Uberdeckungswahrscheinlichkei-
ten der simultanen Konfidenzbénder, welche durch das Blockwise Dependent Wild Bootstrap-
Verfahren und das Autoregressive Dependent Wild Bootstrap-Verfahren konstruiert wurden.
Zur weiteren Illustration konstruieren wir abschlieffend simultane Konfidenzbidnder mit Hilfe

von Daten der globalen Erderwidrmung.
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1 Einleitung

In der Zeitreihenanalyse stellt das Schétzen von Trendmodellen ein wichtiges Problem dar.
Die Anwendung dieser Modelle ist dabei weit verbreitet, z. B. bei der Untersuchung der glo-
balen Erderwdrmung, u.a. in Woodward und Gray (1993). Falls diese Trendmodelle eine
parametrische Form besitzen, existieren Methoden um die Regressionsfunktion zu schétzen
und Konfidenzbinder zu konstruieren. Jedoch sind in vielen Fillen keine parametrischen For-
men bekannt und es miissen nichtparametrische Techniken genutzt werden. Daher werden wir
in der vorliegenden Arbeit simultane Konfidenzbénder fiir die Trendfunktion basierend auf
nichtparametrischen Schétzern und im Zusammenhang mit abhéngigen Beobachtungen kon-
struieren. Unter anderem in Wu und Zhao (2007) wurde dies bereits genauer untersucht. Wir
betrachten in der nachfolgenden Arbeit das Modell

Xi =m (Z/n) + €;

fiir ¢ = 1,...,n. Hierbei werden die Daten Xj,...,X,, beobachtet. Weiterhin ist m eine un-
bekannte, glatte Regressionsfunktion, welche auf dem Intervall [0, 1] definiert ist. Zusétzlich
ist (e;)i=1
nicht stationdr.

77777 n €in stationdrer Prozess mit E (e;) = 0 und Var (e;) < oo. Im Allgemeinen ist X;
Simultane Konfidenzbdnder liefern einen visuellen Eindruck von der Abweichung des Schit-
zers zu der wahren Funktion. Sie zeigen somit die Angemessenheit eines solchen Schéatzers
auf. Weiterhin dienen sie auch der Uberpriifung von parametrischen Modellen. Dabei sind si-
multane Konfidenzbinder informativer als punktweise Konfidenzintervalle, wenn entschieden
werden muss, ob ein Merkmal der geschitzten Kurve als Struktur der unbekannten Funktion
betrachtet werden kann, oder durch zuféllige Schwankungen des Schitzers erklérbar ist.

Unter der Annahme von unabhingigen Fehlern wurde die Konstruktion von simultanen Kon-
fidenzbéndern bereits in verschiedenen Arbeiten behandelt. Darunter zédhlen z. B. Bickel und
Rosenblatt (1973) im Falle der Kerndichteschitzung, sowie Liero (1982), Eubank und Speck-
man (1993) und Neumann und Polzehl (1996) im Falle der nichtparametrischen Regression.
Die Konstruktion von simultanen Konfidenzbindern wird sichtlich erschwert, wenn die Fehler
als abhingig vorausgesetzt werden. Einen Schritt in diese Richtung macht Biihlmann (1998).
Dort wird die nichtparametrische Trendschétzung mit einem autoregressiven Fehlerterm un-
tersucht. Hierbei wird ein sogenanntes Sieve Bootstrap-Verfahren genutzt, um simultane Kon-
fidenzregionen zu erstellen. Dafiir werden simultane Konfidenzbénder fiir eine endliche Zahl

von Umgebungen, deren Grofse durch die Ordnung der Bandbreite bestimmt ist, konstruiert.



2 1 Einleitung

Diesem Ansatz, simultane Konfidenzbinder fiir Teilintervalle zu konstruieren, wird auch in
Wu und Zhao (2008) fiir die nichtparametrische Regression nachgegangen. Jedoch wurde auf
die Konstruktion von simultanen Konfidenzbdndern mit abhéngigen Fehlern fiir das gesamte
Intervall [0,1] in der Literatur bisher wenig eingegangen. Fiir deren Konstruktion greifen Wu
und Zhao (2007) bei der nichtparametrischen Trendschétzung auf das strong invariance prin-
ciple fiir stationdre Prozesse zuriick.

Das urspriingliche Ziel dieser Arbeit bestand darin, mit einem Schétzer m fiir die Regressi-

*

n1—a 71 bestimmen, sodass fiir a € (0, 1) die Konvergenz

onsfunktion m ein ¢

P (m(t) € [m(t) =t m(t) + 151 ] Ve [0,1]) —l-a

erreicht wird.

Die Giite eines Schétzers wird héufig durch dessen mean square error (MSE) bestimmt. Die-
ser misst die mittlere quadratische Abweichung des Schatzers m vom zu schiatzenden Para-
meter m. Er setzt sich aus der Varianz von m und dem quadrierten Verzerrungsterm (Bias)
zusammen. Angestrebt ist natiirlich ein kleiner MSE, sodass die Schétzwerte wenig streuen
und der Schitzer im Mittel in der Ndhe des zu schitzenden Wertes liegt. Der MSE eines nicht-
parametrischen MSE-optimalen Schatzers m setzt sich aus einem quadrierten Bias und einer
Varianz von gleicher Grékenordnung zusammen. Diese Schitzverzerrungen miissen durch das
Verfahren zur Erstellung von simultanen Konfidenzbé&ndern beriicksichtigt werden. Dadurch
wird sichergestellt, dass die Binder korrekt zentriert sind und eine korrekte Uberdeckung er-
reicht werden kann. In der Literatur werden zwei Mdoglichkeiten betrachtet, um den Bias zu
korrigieren. Bei der ersten Methode wird bei der Berechnung der Konfidenzbénder ein Schitzer
des unbekannten Bias abgezogen. Fiir diese Biaskorrektur miissen zusétzliche Glattheitsgrade
der Regressionsfunktion vorhanden sein. Fiir die zweite Methode wird der Schitzer unterglat-
tet, d. h. es wird bei der Berechnung des Schitzers eine so kleine Bandbreite gew&hlt, dass der
Bias vernachléssigbar wird. Dadurch erhdht sich jedoch die Varianz des Schitzers. Weiterhin
ist das Unterglatten schwierig in der Praxis anzuwenden, da es keine Richtlinie gibt, wie eine
asymptotisch unterglittete Bandbreite definiert wird. Somit ergeben sich bei beiden Moglich-
keiten, um dieses Bias-Problem zu behandeln, technische Schwierigkeiten. Weiterhin fiithren
sie auch notwendigerweise dazu, dass der zugrunde liegende Schitzer nicht asymptotisch op-
timal im Sinne des MSE ist. Statt fiir die Regressionsfunktion m werden wir deshalb ein
simultanes Konfidenzband fiir eine geglittete Version von m erstellen, mit welcher der Bias-
Term ausgeschaltet wird. Damit betrachten wir im Folgenden die geglittete Version Kj *m

von m

Ko s m(t) = K, (m)(0) = = 31 (S5 )



mit einem Kern K und einer Bandbreite b,,, welche im nachfolgenden Kapitel ndher erldutert

*

werden. Somit soll nun ein t) _,

bestimmt werden, sodass fiir a € (0,1) die Konvergenz

P (Ky, (m)(t) € [m(t) =t 1. m(t) + 15, o]Vt €[0,1]) —l-a

erreicht wird.

Im Fall der Kerndichteschitzung mit unabhéingigen und identisch verteilten Daten nutzen
Bickel und Rosenblatt (1973) das klassische Resultat der asymptotischen Verteilung des Maxi-
mums eines stationdren Gaufsprozesses zum Konstruieren von simultanen Konfidenzbédndern.
Demgegeniiber nutzt Neumann (1998) zur Konstruktion von simultanen Konfidenzbéndern
in der Dichteschdtzung mit abhingigen Daten das sogenannte ,whitening by windowing“-
Prinzip. Dieses Prinzip wurde von Hart (1996) beschrieben. Des Weiteren wurde in Neumann
und Kreiss (1998) im Falle der Supremum-Typ Statistiken und in Neumann (2002) fiir den
Fall der gemeinsamen Verteilung von nichtparametrischen Schitzern der bedingten Erwar-
tungswertfunktion eine geeignete Version des ,whitening by windowing™-Prinzips hergeleitet.
Dieses Prinzip beschreibt die Tatsache, dass durch das Abfallen der Bandbreite des Kernschit-
zers gegen Null bei wachsendem Stichprobenumfang, die Abhéngigkeit der Zufallsvariablen
vernachléssigbar wird. Aufgrund dieses Prinzips kénnen Dichteschitzer unter schwacher Ab-
héngigkeit durch Dichteschdtzer unter Unabhéngigkeit approximiert werden. Somit konnen
simultane Konfidenzbander fiir Dichteschitzer mit abhéngigen Daten konstruiert werden wie
im Falle mit unabhéngigen. Da im vorliegenden Fall der Trendschitzung die Abhéngigkeit der
Daten asymptotisch nicht vernachléssigbar ist, kann das Prinzip des ,whitening by window-
ing” in dieser Arbeit nicht genutzt werden. Wird nun der klassische Ansatz zur Konstruktion
von simultanen Konfidenzbéndern von Bickel und Rosenblatt (1973) auf den hier betrachteten
Fall von abhéngigen Daten angewendet, fiihrt dies zwar zu asymptotisch korrekten simultanen
Konfidenzbéndern, jedoch mit einer langsamen Konvergenzrate, wie Hall (1993) untersuchte.
Des Weiteren miisste wegen ihrer Unbekanntheit die Summe der Kovarianzen des stationiren
Prozesses (e;)i=1,..n geschitzt werden. Um dies zu umgehen und dennoch korrekte simul-
tane Konfidenzbéinder zu konstruieren, greifen wir in der vorliegenden Arbeit auf das durch
Efron (1979) eingefithrte Bootstrap-Verfahren zuriick. Mit diesem Verfahren wurden bereits
im unabhéngigen Fall Konfidenzintervalle von Hardle und Bowman (1988), sowie simultane
Fehlerbalken an endlich vielen Punkten von Hérdle und Marron (1991) und simultane Konfi-
denzbinder von Neumann und Polzehl (1996) fiir die nichtparametrische Regression konstru-
iert. Des Weiteren untersuchte Hall (1993) das Bootstrap-Verfahren fiir die Konstruktion von
Konfidenzbéndern in der Dichteschétzung. Da wir abhingige Daten betrachten, nutzen wir
eine Modifikation dieses Verfahrens, das sogenannte Dependent Wild Bootstrap-Verfahren von
Shao (2010).

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 2 werden wir die Grundlagen fiir die-
se Arbeit einfithren. Dazu z&hlen die Vorstellung und Untersuchung des Kernschétzers, sowie

eine Erlduterung der genutzten Abhingigkeitsstruktur und die Einfithrung des Bootstrap-
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Verfahrens. Den Nachweis der asymptotischen Korrektheit von punktweisen Konfidenzinter-
vallen nehmen wir danach in Kapitel 3 vor. In Kapitel 4.1 gehen wir auf das Coupling des
Partialsummenprozesses der Originalfehler mit Hilfe der starken Approximation von Shao und
Lu (1987) ein. Weiterfiihrend weisen wir in Kapitel 4.2 die starke Approximation fiir lineare
Prozesse nach. In Kapitel 4.3 und 4.4 leiten wir das Coupling der Partialsummenprozesse
auf der Bootstrap-Seite her. Zusammen mit dem Nachweis der Erweiterung des klassischen
Resultates der asymptotischen Verteilung des Maximums eines stationdren Gaulkprozesses auf
abhingige Daten in Kapitel 5 werden wir die asymptotische Korrektheit der simultanen Kon-
fidenzbdnder nachweisen. Zur Veranschaulichung der asymptotischen Aussagen werden wir
in Kapitel 6 eine Simulationsstudie durchfiihren, sowie ein Datenbeispiel betrachten. Im ab-
schliekenden Kapitel 7 fassen wir diese Arbeit zusammen und liefern einen kurzen Ausblick.

Im Anschluss daran werden wir im Anhang noch einige technische Aussagen beweisen.



2 Vorbetrachtungen

In diesem Kapitel werden wir die Grundlagen fiir die nachfolgende Arbeit darstellen. Dazu
zdhlen die Einfithrung des genutzten Schitzers fiir die Regressionsfunktion, sowie die Vorstel-
lung der Abhéngigkeitsstruktur, welche wir fiir den Fehlerprozess annehmen. Des Weiteren
wird das in dieser Arbeit genutzte Bootstrap-Verfahren und zwei seiner Modifikationen vor-
gestellt.

Mit Hilfe dieser Grundlagen werden wir im Folgenden die Hauptresultate der vorliegenden
Arbeit liefern. Dazu zéhlt zunéchst der Nachweis der asymptotischen Korrektheit von punkt-
weisen Konfidenzintervallen in Kapitel 3, welche mit Hilfe einer im Folgenden dargestellten
Variante des Bootstrap-Verfahrens konstruiert werden. Des Weiteren werden wir in Kapi-
tel 4 das Coupling der Partialsummenprozesse sowohl fiir den Fehlerprozess, als auch fiir
beide Bootstrap-Fehlerprozesse, welche sich durch die nachfolgend vorgestellten Modifikatio-
nen des Bootstrap-Verfahrens ergeben, herleiten. Anschliefend werden wir in Kapitel 5 eine
Erweiterung des klassischen Resultates der asymptotischen Verteilung des Maximums eines
stationdren Gaufprozesses und damit die asymptotische Korrektheit der simultanen Konfi-

denzbander nachweisen.

2.1 Kernschatzer der Regressionsfunktion

Um simultane Konfidenzbinder zu konstruieren bendtigen wir einen Schéitzer fiir die unbe-
kannte Regressionsfunktion m aus dem Trendmodell. Da eine parametrische Form fiir diese
Regressionsfunktion nicht bekannt ist, nutzen wir die nichtparametrische Regression um m

zu schétzen. Dafiir werden wir in der vorliegenden Arbeit den Priestley-Chao-Schéitzer

A(t) =3 wn(t, )X = — 3K <t - i/") X, (2.1)
i=1

nby, P by,

mit einem Kern K und einer Bandbreite b, benutzen. Dieser Schitzer wurde von Priestley
und Chao (1972) eingefiihrt. Die Kernfunktion K stellt dabei eine Art ,Gewichtungsfunktion®
dar und durch das Variieren der Bandbreite b, kann die ,Weite“ dieser Gewichtungsfunktion
variiert werden. Die Wahl der Kernfunktion ist bis auf wenige Einschrankungen willkiirlich,
im Gegensatz dazu hat die Wahl der Bandbreite einen héheren Einfluss auf die Eigenschaften

des Schétzers.
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Neben dem Priestley-Chao-Schitzer ist auch die Anwendung anderer Schitzer zum Schitzen
der unbekannten Regressionsfunktion m moglich. Weitere Schitzer wiren u.a. der Gasser-
Miiller-Schétzer aus Gasser und Miiller (1979), oder der Nadaraya-Watson-Schétzer von Na-
daraya (1964) und Watson (1964).

Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit treffen wir folgende Voraussetzungen

[A1]

(i) Der Kern K kommt aus der Menge der beschriankten Funktionen mit dem Trager [—1, 1].
Weiterhin ist sowohl K als auch K’ Lipschitz-stetig.

(ii) K ist ein Kern der Ordnung 2, d.h. [ K(s)ds =1 und [ sK(s)ds = 0.
(iii) Die Regressionsfunktion m ist zweimal stetig differenzierbar auf [0, 1].

(iv) Fiir die Bandbreite b, gilt b, — 0 und nb, — oo fiir n — co.

(v) Weiterhin gelte > |y(k)| < oo, wobei (k) := Cov(e;, €;4k)-

k=—o0

Bemerkungen

o Da der Fehlerprozess (e;);_; _, stationir ist, gilt
Cov(e;, e;1r) = Cov(eq, ex).

o Die Voraussetzungen fiir den Kern K werden u.a. vom Rechteck-, Dreiecks-, Quartic-,

Epanechnikov-, Triweight- und Kosinus-Kern erfiillt.

Wie bereits erwahnt wird die Giite eines Schétzers haufig durch dessen mean square error
bestimmt. Dieser misst die mittlere quadratische Abweichung des Schétzers m vom zu schét-

zenden Parameter m. Somit hat der MSE von m(t) die Form

MSE ((t)) =

(2.2)

Das Schitzverfahren mit dem kleinsten MSE ist dabei das Beste. Im Folgenden werden wir
den MSE des Priestley-Chao-Schétzers bestimmen.
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Lemma 2.1
Unter den Voraussetzungen |Al| gilt fiir den mittleren quadratischen Fehler des Priestley-
Chao-Schéatzers von (2.1) gleichméRig fiir ¢ € [by, 1 — by]

1 2
<><> 4
MSE (m(t /K2 ) du 'y(k:) +% m"(t)/uQK(u) du
k=—00 —1
1 b
0 on
+0 <bn ot n)

fir b, — 0 und nb,, — oo falls n — oo.

Beweis
Der mittlere quadratische Fehler von m(t) hat die in (2.2) angegebene Form. Um zunéchst den
Bias von m(t) zu bestimmen, betrachten wir den Erwartungswert von m(¢) und unterteilen

diesen in

B (1) = - ZK( ) m o)

S (5 () mo
=121

Mit der Substitution s := y/n gilt fiir den ersten Term

e [ (o ar=g, [ (52w

Weiterhin unterteilen wir den zweiten Term und erhalten aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit

von K und der Stetigkeit von m fiir n — oo

b Z/m (i/n) [ (t_l/”>—K<t_bny/">]dy
) / (552 b ) = m

n

ol -of2)
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Somit gilt fiir den Erwartungswert fiir n — oo

E(m@)):;/lz((t;f) m(s)ds—i—O(n:lbn>.
0

Nun wenden wir auf das Integral die Substitution v := tb;ns an und erhalten mit der Taylor-

Formel und [A1] (i) fiir b, — 0

E (f(t)) = / K (uw) m(t — uby )du+0< = >

nby,

K (u) [m(t) — ubym!(t) + ;(ubn)Qm”(t)} du+0(0) +0 (nlbn)

1

1 1
=m t)/K(u) du—bnm'(t)/uK(u)alu—i—;bim"(t)/u2 K(u)du
-1 -1 -1

1
+0 (bi + > :
nby,

Somit ergibt sich mit [A1] (ii), dass

2
BGa) = m(0)+ o) [ k) du+0 (14 o).

-1

Dadurch gilt fiir den Bias von m(t) gleichmékig fiir ¢ € [b,, 1 — by,], dass

1
2
Bias ((t)) = %"m”(t) / W2 K (u) du+ O <b§’; + nlbn> | (2.3)

Weiterhin untersuchen wir die Varianz des Schétzers m(t) und erhalten mit [Al] (v)
R 1 i t— Z/n
Vi t)) = Var [ — E K
ar (m(t)) ar <nbn ‘ >
t— /n J/n
= (b Z K( ) < b >Cov(ei,ej)

1,7=1

1 t—ifn
~ (nby)? ;K( bn




2.1 Kernschétzer der Regressionsfunktion

Nun gilt mit k := j — ¢ die Umformung

A BN

L B () s ()
n—1

1 min{n—k,n}

- X g > R(5E) (),

| . b (2.5)
i=max{1,1—k}

Den zweiten Faktor von (2.5) unterteilen wir und nutzen danach s := y/n fiir den ersten Term
Somit folgt

1 min{n—k,n}

t—i/n t — (i+k)/n
a2 w () e ()
nbn i=max{1,1—k} bn bn

) min{n—k,n} . / L +k)/
—Y/n — n
ST I S e G I
max{0,—k}

min{n—k,n}

T T () () (S

bn

bn
min{1—%/n,1} /
1 t—s t—s—Fkn
o) ()
max{0,—k/n}
+‘m“{§:’“”}/ t—Z/n K (L2 e (Y g (P
max{1,1-k};~

Somit gilt fiir (2.5) fiir n — oo mit der absoluten Summierbarkeit von v(-) und der majo-

risierten Konvergenz fiir den ersten Term, sowie mit der absoluten Summierbarkeit von ~(-)
und der Lipschitz-Stetigkeit von K fiir den zweiten Term, dass

1 «— t—i/n t —i/n o
R K K —
b, 2 ( b ) < b >’Y(J i)

1l ) min{l1—k/n,1} . . k/
— S — S —RFn
k=—(n-1) max{0,—k/n}
n—1 mln{n k.n}
+ ) v(k)

SIEC R
()
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i) e S o)
0

k=—o00

Damit folgt wieder mit der Substitution u := tlj—ns und [A1] (ii), dass

.- Z k(Y k(S0

_ bln 7[{2 (1) (=by) du i (k) + 0 <nlbn>

k=—o0

|
3

fiir b, — 0. Somit erhalten wir fiir (2.4)

L (o.9)

ar (m(t)) = = 2 (u) du ! .
) = o[ 1 e 37 50+0 () 26)

Dadurch gilt fiir den MSE des Priestley-Chao-Schétzers von (2.1) mit (2.2), (2.3) und (2.6)

1 1 2
- 1 2 - b% 14 2
MSE (m(t)) = nbn/K (u) du Z 'y(k‘)+z m (t)/u K(u)du
21 k=—00 21
1 b
b6 b5 “n
+O( b Tt n)
fir b, — 0 und nb,, — oc. ]

Da wir in der vorliegenden Arbeit eine asymptotische Uberdeckung der simultanen Konfidenz-
bander betrachten, miissen wir nicht auf die sogenannten Randeffekte eingehen, welche bei
der Kernregression vorkommen. Diese entstehen fiir die Werte ¢ € [0,b,) und ¢t € (1 — by, 1]
und miissten mit entsprechenden Methoden, wie sie bspw. in Gasser und Miiller (1979) und
Rice (1984) vorgeschlagen werden, behandelt werden.

Wie bereits erwidhnt dient die Kernfunktion K dem Zweck Gewichte zu berechnen, welche
den Beobachtungen zugeordnet werden. Des Weiteren bestimmt die Bandbreite b,, die Weite
in welcher diese Gewichte berechnet werden. Somit kontrolliert der Betrag der Bandbreite
die Glattheit des resultierenden Schétzers der Regressionsfunktion. Fiir den Fall der nichtpa-
rametrischen Regression mit unabhingigen und identisch verteilten Daten bietet die in der
Literatur weit verbreitete Kreuzvalidierung eine datenbasierte Methode, um eine optimale
Bandbreite zu wihlen, bspw. in Hérdle und Marron (1985). Jedoch scheitert diese Methode
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im Falle der nichtparametrischen Regression mit abhidngigen Daten, worauf bspw. in Chu und
Marron (1991) und Hart (1991) eingegangen wird. In diesen Arbeiten werden auch Methoden
vorgestellt, um die entstehenden Fehler zu korrigieren. Chu und Marron (1991) liefert dafiir ei-
ne modifizierte Methode der Kreuzvalidierung, die sogenannte ,leave-k-out“-Kreuzvalidierung.
Diese fiihrt zu einem asymptotisch optimalen Ergebnis, falls k£ mit einer geeigneten Grofen-
ordnung wichst. Dariiber hinaus liefern Hall et al. (1995) neben der modifizierten Kreuzva-
lidierung auch eine Block Bootstrap-Methode zur Bestimmung einer asymptotisch optimalen
Bandbreite im Fall der nichtparametrischen Regression mit ,short“- und ,Jlong-range* abhangi-
gen Daten. Dabei liefern sie auch die benétigten ,leave-out“-Zahlen bzw. Blockgréfen, welche
zu einem optimalen Ergebnis fiihren.

Da wir in der vorliegenden Arbeit ein simultanes Konfidenzband bestimmen wollen, welches
eine gegebene Uberdeckungswahrscheinlichkeit asymptotisch erreicht, benétigen wir keine kon-
krete Bandbreite, sondern nur deren Gréfsenordnung. Wir erhalten diese Grofenordnung in-
dem wir den asymptotischen MSE aus Lemma 2.1 minimieren. Dabei ergibt sich mit den

Voraussetzungen [A1] und falls m”(t) # 0 fiir die optimale Bandbreite b}, dass

n?
1/5

f K2u)du Y (k)
b= | =2 h=—co n"=0 (n_l/s) . (2.7)

n 1 2
(m”(t) _f1 u? K (u) du)

Zur Berechnung der optimalen Bandbreite kann (2.7) nicht genutzt werden, da sowohl

Y ore o (k), als auch m”(t) unbekannt sind und wir bspw. fiir die konsistente Schitzung
von m”(t) eine Bandbreite bendtigen. Daher werden die oben genannten Verfahren fiir die
Berechnung genutzt. Mit Hilfe der Grofenordnung der optimalen Bandbreite (2.7) hat der
MSE aus Lemma 2.1 die Gréfenordnung

MSE ((t)) = O (n_4/5) .

Wie eingangs erwdhnt, werden wir in dieser Arbeit ein simultanes Konfidenzband fiir eine

geglattete Version von m,

Ko (m)(0) = - ZK( ") m ).

erstellen. Mit Hilfe des in diesem Kapitel vorgestellten Priestley-Chao-Schitzers und dieser

geglitteten Version betrachten wir somit

A(E) ~ Ko (m)(0) = - ZK (52 ) i e = -3k (S5 i
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“ 2K (5
=: mo(t). (2.8)

Daher wollen wir fiir o € (0, 1) ein ¢, ;_, bestimmen, sodass

P osup mo(t)] <t 10 ) —> -
te[0,1] ’ n—00
Dem Fehlerprozess (e;)i=1,...n» kommt bei dieser Aufgabenstellung eine grofe Bedeutung zu,

weshalb wir diesen auf den nachfolgenden Seiten niher betrachten werden.

2.2 Abhangigkeitsstruktur

Um allgemeinere und realistischere Modelle zu betrachten, ist es notwendig, mit abh&ngigen
Zufallsvariablen zu arbeiten. Deshalb betrachten wir in der vorliegenden Arbeit schwach ab-
héngige Zufallsvariablen. Eine Vielzahl an Konzepten der schwachen Abhéngigkeit ist in der
Literatur zu finden, darunter auch die Klasse der mischenden Prozesse. Heuristisch betrachtet
erfiillt eine Zeitreihe die Mischungsbedingung, falls der Grad der Abhéngigkeit zwischen den
Beobachtungen mit einer wachsenden Zeitliicke zwischen den zugehorigen Zeitpunkten der
Beobachtungen abnimmt. Hierbei muss dieser Grad der Abhéngigkeit auf eine gewisse Weise
angegeben werden.

In dieser Arbeit nutzen wir das bekannte Konzept der stark mischenden Prozesse, welches von
Rosenblatt (1956) eingefiihrt wurde.

Definition 2.1
In einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.A, P) ist der stark mischende Koeffizient, auch a-

Mischungskoeffizient, fiir zwei o-Algebren U und V C A definiert als

aU,V):= sup |P(UNV)=PU)PV).
Ueu,vey

Der a-Mischungskoeffizient eines zufélligen Prozesses (X;);c, ist definiert als
a(r) :==sup oo (X;,i < k),0(X;,i > k+7)) und
keZ

a(0) :=1/4

fiir r € N, wobei o (X;,7 < k) die 0-Algebra bezeichnet, welche durch (X;);, generiert wird.
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Ein zufélliger Prozesses (X;);., heifit stark mischend, oder a-mischend, falls

€7

a(r) — 0 fiir r — oo.

Bemerkung
Fiir zwei o-Algebren Y und V C A gilt

0<al,V) <V

Falls o (U, V) = 0 ist sind U und V unabhéngig; siche Doukhan (1994).

Die a-Mischungseigenschaft ist nur eine von mehreren verschiedenen Mischungseigenschaften
welche bspw. in Doukhan (1994) dargestellt werden. Sie stellt die schwichste Mischungsbe-

dingung dar und deckt eine Vielzahl von Prozessen ab. Ein stationdrer AR(p)-Prozess
Xt = alXt_l + -+ CLpXt_p + €

mit einer unabhéngigen und identisch standardnormalverteilten Folge von Innovationen (e;),
ist bspw. stark mischend, falls die Nullstellen des autoregressiven Polynoms aufserhalb des
Einheitskreises liegen. Dies wird u. a. in Athreya und Pantula (1986) aufgezeigt, welche auch
erldutern, dass endliche ARMA-Prozesse unter obigen Bedingungen und mit einem stark mi-
schenden Prozess als mowving-average Anteil ebenso stark mischend sind. Jedoch existieren
auch Prozesse, welche nicht stark mischend, aber dennoch schwach abhingig im obigen Sinne

sind. Ein bekanntes Beispiel dafiir, von Andrews (1984), ist ein stationérer AR(1)-Prozess
Xt =aXi 1+ €

mit |a| € (0,1/2] und einer unabhéngigen Folge von Innovationen (e;), welche binomialverteilt

sind, mit den Parametern n = 1 und p = 1/2.

Die a-Mischungsbedingung wurde in der Literatur bereits griindlich untersucht. In Doukhan
(1994) und Bradley (2007) werden einige wichtige Aussagen wie bspw. der zentrale Grenz-
wertsatz oder Momentenungleichungen fiir stark mischende Prozesse dargestellt. Somit kénnen
Instrumente, welche bei der Untersuchung von unabhéngigen und identisch verteilten Zuvalls-
variablen genutzt werden, auch auf abhéngige Variablen iibertragen werden.

In der vorliegenden Arbeit werden wir hiufig einige Ungleichungen fiir a-mischende Prozesse

nutzen. Dazu zihlt die Kovarianzungleichung fiir a-mischende Prozesse
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Lemma 2.2 (Bradley (2007), Korollar 10.16)
Es seien X und Y Zufallsvariablen mit ||X ||, < oo bzw. ||Y||; < co und p,q € (1, 0], sodass
% + % =1— K, fir K, € (0,1). Dann gilt

[E(XY) — EQOEY)] < 41X, 1Y llg o (0(X), 0 (¥)] "

Dartiber hinaus nutzen wir die Rosenthal-Ungleichung fiir a-mischende Prozesse

Lemma 2.3 (Doukhan (1994), Theorem 1.4.2)
Es sei (Xi)ier, mit T C N, eine endliche Familie von reellen Zufallsvariablen, welche die

folgende Mischungsbedingung erfiillt. Fiir ein € > 0, ein @ > 2 und ein ¢ € 2N mit ¢ > a sei

(o)

S+ 172 (a(r) 7 < oo

r=1

Weiterhin sei E(X;) = 0 und E|X;|%"¢ < oo fiir ¢ € T. Dann existiert eine Konstante C,

welche nur von a und den a-Mischungskoeffizienten «(r) abhéngt, sodass

“

In der vorliegenden Arbeit méchten wir die asymptotische Korrektheit von simultanen Kon-

>

teT

VoS et o (L e

terT teT

fidenzbdndern fiir das Trendmodell nachweisen. Dabei setzen sich die beobachteten Daten
aus einer unbekannten Regressionsfunktion m und einem Fehlerprozess (e;)i=1,... » zusammen.
Fiir diesen Fehlerprozess nehmen wir im weiteren Verlauf der Arbeit folgende Voraussetzungen

[A2]

(i) Der Prozess (e;)i—1...n sei stationdr und c-mischend mit E (e;) = 0 und Var(e;) < oo.

(ii) Es gilt E(Je1]®) < oo fiir ein s > 4.

N
W |

o0
(iii) Fiir den a-Mischungskoeffizienten gilt fiir obiges s, dass > (a(r)) < 00.

r=0

(iv) Weiterhin gelte 02 := 3" E (ege;) = Y. Cov (eg, €;) € (0, 00).
i€Z i€Z

Dabei werden die Voraussetzungen [A2] (ii) und (iii) jeweils innerhalb der nachfolgenden

Kapitel verschérft.

Bemerkung

Aufgrund der Mischungsvoraussetzungen gilt > ., | Cov(eg, e;)| < co. Fiir die Partialsumme



2.3 Dependent Wild Bootstrap 15

Sy, mit

n
Sn = E €i,
=1

folgt mit Hilfe von [A2] (i) und der majorisierten Konvergenz, dass

Le(s2) =L S ol |
glE (S;) = - Var (; ez> = Z Cov(e;, ex)

ik=1

n—1 n—1 ;
1 4 _ d ,
= (n — i) Cov(eg, €;) = <1 — n> Cov(eg, €;)
i=—(n—1) i=—(n—1)
— Cov(eg, €;) = 0.
n—oo
€7

2.3 Dependent Wild Bootstrap

Bradley Efron hat 1979 das Bootstrap-Verfahren eingefiihrt, welches eine universelle Methode
darstellt, um die Verteilung einer interessierenden Statistik zu approximieren. Dabei werden
anhand von beobachteten Daten neue Daten generiert und mit Hilfe dieser neu generierten
Daten die unbekannte Verteilung der interessierenden Statistik approximiert. In Efron (1979)
wird die Anwendbarkeit dieses Verfahrens an einer Reihe von statistischen Problemen, welche
auf unabhéngigen Zufallsvariablen basieren, gezeigt. Dariiber hinaus liefern Bickel und Freed-
man (1981) asymptotische Ergebnisse fiir Efrons Bootstrap, welches auf lineare und dhnliche
Statistiken angewendet wird. Ein modellbasiertes Bootstrap-Verfahren zur Bearbeitung von
linearen Regressionsmodellen wird in Freedman (1981) vorgestellt.

Um nun mit unabhingigen und heteroskedastischen Fehlern in Regressionsproblemen um-
gehen zu konnen, wurde ein modifiziertes Bootstrap-Verfahren von Wu (1986) eingefiihrt,
das sogenannte Wild Bootstrap-Verfahren (WB). Bei diesem Verfahren werden die Bootstrap-
Variablen erzeugt, indem unabhingige Hilfsvariablen an die Residuen multipliziert werden.
Seitdem wurde das Verfahren modifiziert und weiterentwickelt, um es auf verschiedenste sta-
tistische Probleme anwenden zu koénnen.

Mit Hilfe des Block Bootstrap-Verfahrens (BB) wurde eine weitere Methode eingefiihrt, um
mit abhingigen Daten umgehen zu konnen. Hierbei werden mehrere Zufallsvariablen der Ori-
ginalstichprobe in sogenannten Blocken zusammengefasst. Die Bootstrap-Stichprobe wird nun
gewonnen, indem aus der Originalstichprobe eine bestimmte Anzahl von Blécken mit einer be-
stimmten Linge (d.h. Anzahl an Zufallsvariablen) unabhéngig gezogen werden. Dabei muss
die Linge der Blécke mit dem Stichprobenumfang wachsen, um die Abhéngigkeitsstruktur
der Originalstichprobe aufzufangen. Des Weiteren muss die Anzahl der Blocke mit der An-
zahl der Beobachtungen wachsen, um die Verteilung der interessierenden Statistik gut imi-

tieren zu konnen. Dabei haben sich verschiedene Versionen des Block Bootstrap entwickelt,
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bspw. das Moving BB oder Non-Overlapping BB. Die verschiedenen Modifikationen des Block
Bootstrap-Verfahrens werden in Lahiri (2003) vorgestellt und verglichen.

Durch Shao (2010) wurde 2010 das sogenannte Dependent Wild Bootstrap (DWB) fiir Funk-
tionale des Stichprobenmittels eingefiihrt, um stationére, schwach abhéngige Daten und somit
stationiire Zeitreihen zu behandeln. Es erweitert somit das traditionelle Wild Bootstrap von
Wu (1986) auf Zeitreihen. Beim DWB sind die Hilfsvariablen des WB abhangige Zufallsvaria-
blen, wodurch die Abhéngigkeit der Originalstichprobe aufgefangen wird. Weiterhin ist das
Verfahren einfach zu implementieren, sogar fiir den Fall von fehlenden Daten. Daher stellt es
eine gute Alternative zu blockbasierten Bootstrap-Methoden dar, deren Algorithmen genau
angepasst werden miissen. Die Idee des DWB wurde bereits von Biithlmann (1993, Kapitel 3.3)
unter dem Namen ,dependent multiplier bootstrap® im Kontext von Empirischen Prozessen
eingefiihrt. In diesem Rahmen wurde es von Biicher und Ruppert (2013) und Biicher und
Kojadinovic (2016) aufgegriffen.

Seit seiner Einfiihrung wurde das DWB schon erfolgreich im Bereich des Hypothesentestens
durch Shao (2011), Leucht und Neumann (2013), Smeekes und Urbain (2014) und Doukhan
et al. (2015) angewendet. Shao (2011) liefert als eine Variante des DWB ein Blockwise Wild
Bootstrap. Hierbei sind die Hilfsvariablen des WB innerhalb eines Blockes gleich und zwischen
verschiedenen Blocken unabhéingig und identisch verteilt. Demgegeniiber fithren Leucht und
Neumann (2013) eine Abwandlung des DWB im Kontext von U- und V-Statistiken fiir ab-
héngige Zufallsvariablen ein. Dort werden die zugrundeliegenden Zufallsvariablen nicht direkt
gebootstrappt, sondern Summanden der U- und V-Statistiken. In Smeekes und Urbain (2014)
wird neben dem DWB von Shao (2010) und dessen Variante des Blockwise WB (Shao (2011))
eine weitere Modifikation des DWB, ein Autoregressive WB, angewendet. Mit Hilfe dieser
Verfahren soll mit der Heteroskedastizitdt im Falle von Einheitswurzeltests bei multivaria-
ten Zeitreihen umgegangen werden. Weiterhin haben im Rahmen von empirischen Prozessen
Doukhan et al. (2015) eine modellfreie Bootstrap-Methode mit Hilfe einer angepassten Version
des DWB vorgeschlagen.

Die Idee des Dependent Wild Bootstrap von Shao (2010) besteht darin, fiir schwach abhéngige,

reellwertige Zufallsvariablen X7y, ..., X, sogenannte Pseudo-Beobachtungen
fiir i = 1,...,n zu konstruieren. Hierbei ist X,, = n~! > i, X; das Stichprobenmittel und

(Wi)izt,..n = Win)—y ., ein Dreiecks-Schema von schwach abhéingigen Zufallsvariablen,
welche unabhéngig von den Beobachtungen X1, ..., X, sind. Dabei gilt E(W;) = 0, Var(W;) =
1 und Cov(W;, Witx) — 1 fiir n — oo. Die Abhéngigkeit der Hilfsvariablen (W;)
moglicht es, die Abhéngigkeit der Originalstichprobe aufzufangen. Shao (2010) zeigt, dass fiir

i=1,....,n er-
eine glatte Funktion H wund unter bestimmten DBedingungen die Verteilung von
Vvn (H (X,) — H (E(X1))) durch die von v/n (H (X};) — H (X)) approximiert werden kann,
wobei X =n"13"" X7
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Im vorliegenden Fall der nichtparametrischen Trendschétzung werden wir den stationdren
Fehlerprozess (e;)i—1,..» mit Hilfe eines Bootstrap-Verfahrens approximieren, um damit si-
multane Konfidenzbénder fiir das Trendmodell konstruieren zu kénnen. Fiir eine bestmogli-
che Approximation muss die Abhéngigkeit des Fehlerprozesses aufgefangen werden. Dies soll
durch die Anwendung der beiden nachfolgend dargestellten Modifikationen des Dependent
Wild Bootstrap-Verfahrens geschehen.

2.3.1 Blockwise DWB

Nun mochten wir das Bootstrap-Verfahren auf unseren Fall der nichtparametrischen Trend-
schitzung anwenden. Wie oben erwéhnt, soll aufgrund der abhéngigen Fehler (e;)i=1,..» das
Dependent Wild Bootstrap von Shao (2010) angewendet werden. Dazu nutzen wir zunéchst
eine blockweise Variante des Verfahrens, das sogenannte Blockwise Dependent Wild Bootstrap,
wie sie auch in Shao (2011) betrachtet wird.

Beim Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahren berechnen wir zuerst die Residuen
fiir ¢ = 1,...,n. Mit deren Hilfe bestimmen wir die sogenannten Pseudo-Fehler

* . A
e; =eW;

fir i = 1,...,n. Die Zentrierung beim DWB wie in (2.9) ist nicht notig, da E(e;) = 0. Der
Prozess (Wi)i=1,..n = (Wm)z:1n sei unabhangig von den Residuen (a)i:h_.,n. Weiterhin
gilt fiir i = 1,...,n, dass E(W;) =0, Var(W;) = 1 und Cov(W;, W;;x) — 1 fiir n — oo.

Beim Blockwise DWB werden nun diese Hilfsvariablen W1, ..., W, in Blocke der maxima-
len Lénge [, unterteilt, d. h. maximal [,, Variablen von (WZ)Zzln bilden einen sogenannten
Block. Nachfolgend bezeichnet [-] den ganzzahligen Anteil. Falls 7/i,, ganzzahlig ist und somit
n/t, = [7/1,] werden die Hilfsvariablen in [7/i,] Blocke der Lange I, unterteilt. Falls jedoch
n/t, > [7/1,] unterteilen wir die Hilfsvariablen in [7/1,,] Blocke der Linge [,, und einen Rest-
block mit n — [?/1,,] I,, also weniger als [,,, Variablen. Innerhalb eines solchen Blockes sind die

Hilfsvariablen gleich und werden definiert als
Wi+ =V

fir j = 1,...,1, bei den vollstindigen Blocken [ = 1...,[?/,] und fiir j = 1,...,n — [?/,] 1,
fiir den Restblock | = [7/1,] + 1. Hierbei sind (V});—1... [v1,,]+1 unabhéngige und standardnor-

malverteilte Zufallsvariablen. Zum Schluss berechnen wir nun mit Hilfe der Pseudo-Fehler
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(€);—1 _, das Bootstrap-Gegenstiick zu mg von (2.8) mit

n
mi(t) =Y wn(t,i) €.
=1

Die Abhéngigkeit der Hilfsvariablen (W;);=1, ., ermoglicht es, die Abhéngigkeit des Original-

prozesses (e;) ,, aufzufangen. Dabei spielt [,, eine dhnliche Rolle wie die Blocklange von

i=1,...,
einem Block Bootstrap-Verfahren. Fiir n — oo konvergiere somit die Blockldnge [, — 0o, um
die Abhéngigkeitsstruktur von (e;)i=1,...n zu erfassen. Des Weiteren muss auch die Anzahl der
Blécke mit der Anzahl der Beobachtungen wachsen, um die Verteilung der interessierenden

Statistik imitieren zu kénnen.

2.3.2 Autoregressive DWB

Nun soll auf das Autoregressive Dependent Wild Bootstrap als eine weitere Modifikation des
DWB eingegangen werden. Diese Variante wurde in Leucht und Neumann (2013), Smeekes
und Urbain (2014) und Doukhan et al. (2015) betrachtet. Hierbei werden die Hilfsvariablen
des Dependent Wild Bootstrap- Verfahrens als autoregressiver Prozess angenommen und damit
die Abhéngigkeit des Originalprozesses aufgefangen.

Beim Autoregressive Dependent Wild Bootstrap-Verfahren berechnen wir zuerst wieder die

Residuen

€ := X; —m (¥/n)
und bestimmen danach die Pseudo-Fehler
L= W

fir i« = 1,...,n. Dabei sei (W;)i=1,.n. = (Win),_, , €in stationdrer Prozess, welcher
i=1..n ist und fir i = 1,...,n gilt E(W;) = 0, Var(W;) = 1 und
Cov(W;, Wiyy) — 1 fiir n — oco. Beim Autoregressive DWB sei nun (W;)i=1,..» ein AR(1)-

Prozess mit

unabhéngig von (€;)

W; = " Wi + u;
fiir ¢ € N und I,, positiv, wobei (u;);cny unabhéngig und identisch verteilt sind mit

wi ~ N (0, 1— e—%) .
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Weiterhin sind (u;);eny und Wy unabhéngig mit Wy ~ AN(0,1). Zum Schluss berechnen wir

nun wieder das Bootstrap-Gegenstiick zu mq mit Hilfe der Pseudo-Fehler (ej),

n
myt) = S walt,i) ;.
=1

Eine Art Blocklinge der Groke I, wird iiber den Tuning-Parameter e~/ in den Prozess
eingebracht. Um die asymptotische Giiltigkeit des Bootstrap zu erhalten, muss die Konvergenz
e~"!n — 1 fiir n — oo gelten. Dies erreichen wir, indem [,, — oo fiir n — oo und damit die
Abhéngigkeitsstruktur des Originalprozesses aufgefangen wird.

Bei der Implementierung des Autoregressive DWB starten wir mit der Hilfsvariablen Wy ~
N(0,1) und definieren fiiri =1,...,n

W =e /"W,_1 +u;

mit den unabhingigen und identisch A/ (0, 1-— 6*2/1")—Verteilten Zufallsvariablen (uz)lzln

Fiir die Herleitung des Couplings der Bootstrap-Partialsumme in Kapitel 4.4 nutzen wir zur

Vereinfachung der Berechnungen die verteilungsgleiche Darstellung

o
_S5
Wy = E e nu_g.
s=0

Hierdurch gelangen wir zu der weiteren stationiren Ldsung

o0
s
W, = g e In uj_g
s=0

firallei=1,...,n.






3 Punktweise Konfidenzintervalle

In der vorliegenden Arbeit haben wir das Ziel simultane Konfidenzbénder fiir die nichtpara-
metrische Trendfunktion zu erstellen. Um in dieses Themengebiet einzufiithren, mochten wir in
diesem Kapitel zunéchst die asymptotische Korrektheit von punktweisen Konfidenzinterval-
len nachweisen. Die Konfidenzintervalle werden auch hier fiir eine gegléttete Version von m,
Ky, (m), erstellt. Somit werden wir fiir ¢ € [0,1] ein ¢, ;_, bestimmen, sodass fiir a € (0,1)

die Konvergenz

~ 1, . 1,
P (Kbn (m)(t) € [m(t) ~ b, toi—asM(t) + b tn,l—a:|> —1-a

erreicht wird. Als Schétzer fiir die Regressionsfunktion m wird der in Kapitel 2.1 eingefiihrte

Priestley-Chao-Schétzer m(t) mit (2.1) genutzt. Mit diesem wurde mg(t) definiert als

mo(t) = m(t) — K, (m)(0) = —— Z (50 e

mit einer Bandbreite b, und einem Kern K. Dadurch bestimmen wir fiir ¢ € [0, 1] ein ¢}, ;_,,

sodass wir fiir @ € (0,1) die Konvergenz

P (V/nby Imo()] < 1) = 1-a

erreichen. Die Voraussetzungen [Al] seien erfiillt. Somit besitzt der Kern K den beschrinkten
Tréager [—1,1], wodurch bei der Berechnung von mg(t) fir ¢t € [0,1] nur O(nb,) Summan-
den beriicksichtigt werden. Dadurch betrachten wir fiir die Summe von mq(¢) nur die Indizes
i=1,...,n mit ¢ € [nt — nby, nt + nby].

Fir die Konstruktion des punktweisen Konfidenzintervalles nutzen wir nun das Blockwise
Dependent Wild Bootstrap-Verfahren fiir den stationéren Prozess (e;)i=1,.. n, welches in Ka-
pitel 2.3.1 eingefithrt wurde. Hierbei werden die Hilfsvariablen Wy, ..., W, in [7/1,] Blécke
der Liange [,, und einen moglichen Restblock mit einer geringeren Lange von n — [7/,,] [, un-
terteilt. Mit diesen Hilfsvariablen werden nun die Bootstrap-Variablen ej, ..., e;, erzeugt, mit
deren Hilfe sich der Bootstrap-Wert mj(¢) ergibt. Auch hier fliefit aufgrund des beschriankten
Tragers des Kerns K nur eine verringerte Anzahl von Summanden in die Berechnung von
mg(t) ein. Somit betrachten wir fiir die Summe von m(t) ebenso nur die Indizes i = 1,...,n
mit ¢ € [nt — nby, nt + nby]. Dadurch wird beim Blockwise DWB auch nicht die vollstin-
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dige Anzahl der Blocke benétigt, sondern nur die Blocknummern j = 1,...,[?/i,] + 1 mit
j c [nt?:bn7 nt-}-:bn +11.

Zusitzlich zu [A1] und [A2]| benétigen wir fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit

der punktweisen Konfidenzintervalle noch folgende Voraussetzungen
[A3]
(1) Fiir den Prozess (e;)i=1,...n gilt |le;|le < 0.

(ii) Weiterhin sei § (r + 1)2(a(r) " < co.
r=0

(iii) Fiir die Blocklangen (I5),,cy gilt I, — oo fiir n — oo und I, = o (nb,).

Bemerkung

Mit der Voraussetzung [A3] (iii) wird die Bedingung des Blockwise DWB erfiillt, dass die
Blocklénge [,, mit steigendem Stichprobenumfang wachsen muss, um die Abhéngigkeit des Ori-
ginalprozesses aufzufangen. Jedoch wird dies eingeschrinkt mit der Bedingung l,, = o (nby,),
d.h. die Blocklinge darf nicht so stark wie die Anzahl der betrachteten Summanden wach-
sen. Somit wird sichergestellt, dass eine wachsende Anzahl an Blécken in die Berechnung der

Bootstrap-Grofe mf(t) eingeht, um die Verteilung der Statistik gut imitieren zu kénnen.

Der folgende Satz liefert nun den Nachweis der asymptotischen Korrektheit des punktweisen

Konfidenzintervalles fiir die geglittete Version von m.

Satz 3.1
Sei t € [0,1] und « € (0,1). Weiterhin seien die Voraussetzungen [Al] bis [A3] erfiillt. Dann

gilt die Konvergenz

1 * ~ 1 *
Jib. nl—as M) + NCTS n,la:|> e I —a,

wobei ¢, 1, das (1 — a)-Quantil von v/nby, [mg(t)| ist.

P (K mio) e [0 -

Beweis
Fir t € [0,1] gilt

~ 1 * ~ 1 *
Ky, (m)(t) € |m(t) — N tna—as () + NS lni—a

genau dann, wenn

nby, mo(t) = \/nby, (fﬁ(t) — Kbn(m)(t)) € [—t:’l_a,t;l_a] .
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Somit ist fiir ¢ € [0,1] und o € (0,1) ein ¢}, |, zu bestimmen, sodass

P (\/@\mo(t)\ < tjihl,a) s 1-a

n—oo

Um diese Konvergenz nachzuweisen, mdchten wir Lemma 8.3 anwenden und priifen daher
dessen Voraussetzungen. Dazu bestimmen wir zuerst die Grenzverteilung von +/nb, mg(t),
welche eine stetige Verteilungsfunktion besitzen muss. Danach wenden wir das Blockwise
Dependent Wild Bootstrap-Verfahren aus Kapitel 2.3.1 an, um die Verteilung von v/nb,, mq(t)
mit Hilfe von v/nb, m{(t) zu approximieren. Somit muss v/nb, mf(t) in Wahrscheinlichkeit
die gleiche Grenzverteilung wie die Originalgrofe besitzen. Dann erhalten wir mit Hilfe des

Continuous Mapping Theorems und Lemma 8.3 die gesuchte Konvergenz, wobei ¢ |, das
(1 — o)-Quantil von v/nby, |mf(t)] ist.

Um die Grenzverteilung von /nb, mo(t) zu bestimmen, wenden wir den Zentralen Grenz-
wertsatz fiir Regressionsmodelle von Roussas et al. (1992, Theorem 4.3) an. Dort wird, wie
in unserem Fall, ein Regressionsmodell mit einem stark mischenden stationiren Prozess be-
trachtet. Als Schétzer wird unter anderem der Priestley-Chao-Schétzer angenommen. Mit [A3]
sind die Voraussetzungen von Theorem 4.3 von Roussas et al. (1992) erfiillt und es wird die

asymptotische Normalitét

m(t) —E(m(t)) a

Var (ﬁi(t)) — 2N

fiir alle t € (0,1) erreicht. Nun gilt weiterhin, dass

Alt) — E(m(t) = 3 walt,i) e = mo(t),
=1
Var ((t)) = Var (mo(t)) .

Dadurch erhalten wir die Grenzverteilung von \/nb, mq(t) mit

Vnby, mo(t)
/ Var (v/nby mo(1))

4 Z~N(0,1). (3.1)

Wie oben erwidhnt, wenden wir nun das Blockwise DWB auf den stationdren Prozess
(€i)i=1,..n an und erhalten die Bootstrap-Gréfe mf(t). Da auch hier der Kern K einen
beschriankten Tréiger besitzt gehen nur O (nb,) Summanden in die Berechnung ein. Somit

interessieren nur die Summanden mit Indizes aus dem Intervall

Lipn={i=1,...,n:1€ [nt—nby,nt +nby,]}.
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Beim Blockwise DWB werden, wie eingangs erwihnt, die Hilfsvariablen Wy, ... W, in [7/i,]
Blocke der Lange I, mit den Blocknummern j = 1,...,[?/,] unterteilt. Falls n/i, > [2/1,]
existiert noch ein Restblock mit der geringeren Lange n — [7/1,][, mit der Blocknummer
j = [*/i.] + 1. Die Hilfsvariablen (W;),_;
ne Zufallsvariable V; fiir j = 1,...,[%/1,] bzw. j = 1,...,[?/l,] + 1 definiert. Aufgrund des

beschréankten Trégers des Kerns gehen in die Berechnungen nun auch nicht alle Variablen

innerhalb eines solchen Blockes werden als ei-

[(7/in] ein, sondern nur diese mit den Indizes aus dem Intervall

ey

t—nb, nt+nb,
Jt7n::{j:17"‘7[n/ln]:je n n nt+n +1:|}

7y

und evtl. Vjny,, 41 fiir die Hilfsvariablen des Restblockes. Somit betrachten wir fiir die Berech-
nung O (%) Variablen (Vj)j:1 ] 41
Jj =1,...,["/t.] + 1 unabhingig und standardnormalverteilt. Fiir ¢ € [0,1] setzt sich mf(t)

Nach Definition sind diese Zufallsvariablen V; fiir

somit aus einem Hauptterm und einem mdoglichen Restterm wie folgt zusammen

mé(t) = an(ta Z) 6? = Z U)n(t,i) eiW;
1=1

iEIt’n
jl”l n
=3V Y wlhi)E 4 Ve, > walti)é
Jj€Jtn  i=(—1)ln+1 z’:[i}lnﬂ

in

Der Restterm wird durch den beschrankten Trager des Kerns K automatisch Null, falls die
Indizes ¢ = [?/in]l, + 1,...,n nicht im Intervall I}, liegen. Aufgrund der Unabhéngigkeit
und der Normalverteilung der (V) 1 ] 41 18 mg(t) eine Summe von normalverteilten

Zufallsvariablen mit

Vibam6®)  nr0,1). (3.2)
/Var* (o mi (1)

Hierbei bezeichnet Var*(-) die Bootstrap-Varianz bedingt auf die Originalstichprobe
X1, ...,X,. Ebenso bezeichnet nachfolgend E* (-) den Bootstrap-Erwartungswert bedingt auf
die Originalstichprobe Xi,..., X,.

Um nun zu zeigen, dass mg(t) und m{(t) die gleiche Grenzverteilung besitzen, beweisen wir
nby, [Var® (mg(t)) — Var (mo(t))| = op(1).

Die blockformige Einteilung durch die Hilfsvariablen des Blockwise DWDB kénnen wir auch auf
der Originalseite vornehmen. Dadurch erhalten wir bei der Berechnung der obigen Approxima-
tion eine Unterteilung in einen Hauptterm, welcher aus den Variablen mit Indizes innerhalb
der vollstdndigen Blocke mit einer Linge von [, besteht, sowie einen moglichen Restterm,

welcher durch einen eventuellen Restblock entsteht. Zuséatzlich entstehen dazu noch zwei Ko-
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varianzterme. Somit gilt

nby, [Var* (mg(t)) — Var (mo(t))]

Jln n
= nb, |Var* Z ‘/] Z wn(t, ’L) e + ‘/[ll]+1 Z wn(ta Z) €
J€Jem  i=(j—1)ln+1 i=[ 2 |ln+1
iln n
— Var Z Z wn(t,1) e; + Z wy(t,1) €
J€Jtm i=(j—1)ln+1 i=[2]ln+1
. 2
]ln n
=nby | Y Yoo watha |+ D walti)e
j€Jtm \i=(—-1)ln+1 i=[ﬁ]ln+1

Jln n
— Var wy(t, 1) e; | — Var wp(t,1) €;
> D waltd) >

J€Jtn i=(j—1)ln+1 i:[i]ln—i-l

Jln n

—2Cov Z Z wy,(,1) e, Z wy(t, k) e

J€Jtm i=(j—1)ln+1 l]lnﬂ

n

k=
il 2
< nb, Z Z wp(t,1 ( wn(t, i) e;

jE€EJtn i=(j—1)ln+1 Yn+1
2
n
+ nby, > wa(t,i)e | —E wn(t,1) e
i=[7 Jin+1 i=[g it
Jln lln

+ 2nb, Z Z Z Z wp(t,1) wy(t, k) Cov (5, ex)

J€Jtm l€Jtn i=(j—1)ln+1 k=(1—-1)lp+1

I>j
Jln
s S i wlt k) Cov (e
J€Jtm i=(—1)ln+1 k= [ ]ln-i-l
=T+ Tr +15+ Ty. (33)

Zur Untersuchung dieser vier Terme mochten wir zundchst zwei Vorbetrachtungen vorneh-
men. Zum einen hat das Gewicht wy,(,i) die Form (nb,) ' K (%) Dadurch folgt aus der
Beschranktheit des Kerns K, dass

max max [wn(t, )| = ( - > (3.4)

1<i<n 0<t<1 nby,

Zum anderen untersuchen wir die Kovarianzen zwischen den abhéngigen Variablen (e;);—1



26 3 Punktweise Konfidenzintervalle

Diese lassen sich mit Hilfe der Kovarianzungleichung aus Lemma 2.2 mit p = ¢ = 8/3 und

K, = 1/4 abschitzen. Mit der Voraussetzung [A3] (i) erhalten wir sup; [|€;||s/s sup,, [|em|ls;; <

C < oo und somit gilt fiir i,m =1,...,n mit ¢ < m und r := m — i, dass
|Cov(es, em)| < 4 lellsss lemllss ((r)

< 4sup|le; sjs supllem s (a(r))

<4C (a(r)*. (3.5)

Nun untersuchen wir den Hauptterm 77 von (3.3) und unterteilen diesen weiter, indem wir

die Abstande zwischen den Residuen und Fehlern betrachten

- 2 2
Jln Jln
Ty =nby | Y > wati)@ —eite)| —E > walti)e
J€Jin | \i=(i—1)ln+1 i=(j—1)ln+1
, 2
Jln
<nbn| Y > wa(ti) (@ —e)
j€Jen \i=(j—1)ln+1
Jln Jln
+ 2nby, Z Z wp(t, 1) (€ — €;) Z wn(t, 1) e;
J€Jen \i=(j—1)ln+1 i=(j—1)lp+1
. 2 . 2
Jln Jln
+ nby, Z Z wy(t,i)e; | —E Z wp(t,1) €;
j€Jen | \i=(—1)ln+1 i=(j—1)lp+1
=: Tl,l + TLQ + T173. (36)

Fiir die Summanden des ersten Terms 77 ; untersuchen wir zunéchst deren Erwartungswert.

Mit der Jensenschen Ungleichung erhalten wir

jln 2 ]ln
Yoo wati)@—e)| <b D witi) (@ —e)?,
i=(j—1)ln+1 i=(—1)ln+1

wodurch fiir dessen Erwartungswert die Ungleichung

2

jln jln
E S wati)@—e) | < >, wit,)E(E —e)’
i=(j—1)lp+1 i=(j—1)lp+1

gilt. Nun folgt fiir den mittleren quadratischen Abstand von Residuum und Fehler mit (2.2),

dass
E (€; — e;)* = B (7 (i/n) — m (i/n))* = MSE (@ (i/n)) .

Mit Hilfe von Lemma 2.1 und der berechneten Grofenordnung fiir die optimale Bandbrei-
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e (2.7) erhalten wir somit

max E (¢; — ;) = O (n_4/5) .

1<i<n

Zusammen mit (3.4) erhalten wir damit fiir das zweite Moment

2

Jln 2
E Y wti)@—e)| =0 < (nlb’; E n_4/5> . (3.7)

i=(j—1)lp+1

Somit folgt zusammen mit der Grofenordnung O (70n/1,,), welche die Anzahl der Indizes von
Jtn wiedergibt, sowie [A3] (iii) und nb, = O (n4/ 5), was sich durch die optimale Bandbrei-
te (2.7) ergibt, fiir 77 ;, den ersten Term von (3.6), dass

nb 12 4
- n_tn =5 =45\ —
T1,1 Op <nbn ln (nbn)Qn > Op (lnn ) Op(l). (3.8)
Fiir den zweiten Term von (3.6)
jln jln
Tio=2nbn| Y > wa(tyi) @ — e) > waltyi)e
J€Jtn \i=(—1)ln+1 i=(j—1)ln+1

bendtigen wir zusitzlich zu (3.7) noch das zweite Moment von Z G-1)int1 Wnlts i)ei. Da

der Fehlerprozess (e;);,_; , einen Erwartungswert von Null besitzt, gilt dafiir mit (3.4), (3.5)
und [A3] (ii), dass

Jln iln
Var | Y waltie | = Y waltii)wa(t]) Covies, )
i=(j—1)ln+1 id=G—1)ln+1

<2 > lwn (£, 1) wn (£, 1) 4C (a(l — i))*
(=)l +H1<i<I<jln
jln jlnfi

=C 33wt watr + ) (a(r)

i=(j—1)ln+1 7=0

‘O<<né>>

Zusammen mit (3.7), [A3] (iii) und (2.7) erhalten wir somit

- nb l 2/5\/> .
TLQ = Op (nb ?ﬁ nb OP (\/>n > Op ) (3.9)

Die Grokenordnung des dritten Terms T 3 von (3.6) erhalten wir durch die Untersuchung der
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Varianz
jin ?
Var Z Z wp(t,1) e;
jEJt,n i:(j—l)ln+1
. 2
Jln
= Z Var Z wp(t,1) €
€Tt i=(—1)lp+1
jln 2 U 2
+2 ) ) Cov S walti)e | | DD waltk)en
§€Jen 1€ T n i=(j—1)lp+1 k=(—1)ln+1
1>j
=Tiz1+Ti32. (3.10)

Um die Varianz von 77 31 zu berechnen, bendtigen wir die Kenngrofe der Kumulante, welche
bspw. in Cramér (1946) erldutert wird. Die gemeinsame Kumulante der zentrierten Zufallsva-

riablen e, €4, €, €, ist definiert als

cum(ep, eq, er, €5) = E(epeqeres) — E(epeq)E(eres) — E(eper)E(eqes) — Eepes)E(eqer).

(3.11)
Mit Hilfe dieser Kenngrofe unterteilen wir die Varianz in
ln ?
Var Z U)n(t, 7/) €;
i=(j—1)lp+1
Ji ! jin ok
=E Z wp(t,i)e; | — |E Z wn(t, 1) e;
i=(—Dln+1 i=(—D)ln+1
Jln
= Z W (t,p) wn(t, @) wn(t,r) wp(t, s) [E (epeqeres) — E (epeq) E (eres)]
p,q,T,S:(jfl)lnﬁ»l
Jln
= Z wn(tap) wn(t7Q) wn(ta"") wn(tv 5) cum (epve(peraes)
p7Q7T7S:(j_1)ln+l
Jln
+ Z wn (¢, p) wn(t, q) wn(t,T) wn(t, s) [E (eper) E (eqes) + E (epes) E (eger)]
pqur78:(j_1)ln+1
=: T1737171 + T1737172. (3.12)

Die Abschétzung der Kumulante wird in Lemma 8.1 im Anhang durchgefithrt. Unter der
Voraussetzung [A3] (i) kénnen wir Lemma 8.1 anwenden und erhalten |cum (ep, eq, €r, €5)| <
16 C (a(u))”* fir u = max{g—p,r —qs—rt falls p < ¢ < r < s. Fiir (j — Dl +1 <
p < jl, zerlegen wir die Menge {(q,7r,s):p<qg<r <s < jlp,max{q—p,r—¢q,s —7r} >0}
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in Mengen

Gulp) ={(g,r,8) :p<q<r<s<jl,,max{qg—p,r—qs—r}=u}.

Somit beinhaltet G, (p) alle (¢,7,s) bei denen die grofte Liicke zwischen p, g,r und s gleich
u ist. Da wir den Abstand zwischen vier Variablen betrachten, gibt es drei Méglichkeiten
fiir eine grofite Liicke. Die Grofse der beiden kleineren Liicken koénnen wir mit Hilfe von wu,
der Groe der grokten Liicke, abschitzen. Daher gilt #Gy(p) < 3 (u + 1)%. Mit Hilfe dieser
Mengen, sowie mit Lemma 8.1, (3.4) und [A3] (ii) schitzen wir den ersten Term T} 31,1 wie
folgt ab

T1,3,1,1 < 4! Z |wn(tap) wn(t7Q) wn(tar) wn(tvs) cum (epaeqaeraes”

Jln 0o

<4 > > [ (£, 9) wn(t, q) wn (£, 7) wi (t, $)| 16 C (a(u)) "t

p:(]_l)l"+1 u=0 (q,r,s)eGu(p)

<0 Y 3+ 120 (i) (el
u=0 n

_0 <(n§)7;)4> . (3.13)

Des Weiteren gilt mit (3.4), (3.5) und [A3] (ii) fiir den zweiten Term

T1 31,2
jln
= Z wn(t, p) wn(t, q) wn(t,r) wn(t, s) [E (eper) E (eqes) + E (epes) E (eqer)]
p7Q7T7S:(j_1)ln+l

2
Jln
=2 Z wy(t, p) wn(t, q) E (epeq)
P,q=(j—1)ln+1
2
<22 3 [wn (t,p) wa(t, @) 4C (a(g — p))"*

(J—Dln+1<p<q<jln

_0 <(nlb?;)4) . (3.14)

Somit erhalten wir mit (3.12), (3.13) und (3.14) insgesamt fiir die Varianz die Gréfenordnung

2

vl 5w :O<<nii>4>+0<<ni>4>:O(miﬂ)

i=(—1)ln+1

Durch das Aufsummieren dieser Varianzen fiir die Indizes j aus dem Intervall J;, erhalten
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wir fiir 71 3,1, den ersten Term von (3.10), dass

=0 (7" <nfl>4> = () (315

Nun untersuchen wir den Kovarianzterm T3 32 von (3.10), welcher die Kovarianzen zwischen

dem Produkt zweier Fehlervariablen mit jeweiligen Indizes aus zwei verschiedenen Blécken
betrachtet. Fiir diesen erhalten wir mit (3.4) und (3.5) die Abschitzung

T132
Jln 2 ln 2
=2 Z Z Cov Z wp(t,i)e | Z wp(t, k) eg
j€Jem 1€J1m i=(—D)ln+1 k=(1—1)ln+1
1>
jln iy

2 Z Z Z Z wr(t,7) wn (t, p) wn(t, k) wn(t, q) Cov (esep, exeq)

Jj€Jt,n lEJtn t,p=—1)ln+1 k,qg=(1—-1)ln+1

<8 > Z > > lwa(t)wa(t.p)

J€Jtm l€Jtn (J—1)n+1<i<p<jlp (I-1)l,+1<k<g<lly,
1>

w(t, k) wn (t, q)| 4 C (a(k — p))/*
20l gy Il

cco() Y XYY ke

J€Jtm l—j=1 p=(j—1)ln+1 k=(-1)ln+1
(J+1)ln+2nby

~coo(ois) ¥ IR SR

JE‘]t n p= (] 1 n"l‘l k:]ln"l‘l

Durch den a-Mischungskoeffizienten interessiert uns nur noch der Abstand der Indizes von
einem Block zu den Indizes seiner nachfolgenden Blécke. Dies geschieht fiir alle Blocke mit
den Blocknummern aus dem Intervall J; ,,. Dadurch kénnen wir T} 3 o mit [A3] (ii) abschétzen
durch

nbn s 1/4
T132_C O< nn4>ZnZT

r=1

=0 ((niyZP) : (3.16)

Damit ergibt sich mit (3.10), (3.15) und (3.16) die Grofsenordnung der Varianz

) 2
Jln

Var | ) > wa(ti)e :o<(n§;)3>.

J€Jem \i=(—1)ln+1

Diese benétigen wir, um die Grofenordnung von 77 3 von (3.6) zu bestimmen. Dafiir gilt mit
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der Voraussetzung [A3] (iii), dass

Ti3=0p (nbn (ni)T;)fi> =0Op ( ngﬂ) =op(1). (3.17)

Fassen wir nun (3.6), sowie alle drei Terme (3.8), (3.9) und (3.17) zusammen, dann ergibt sich

fiir den Hauptterm T von (3.3) die Grofenordnung
Ty =op(1). (3.18)

Der zweite Term T von (3.3) ergibt sich aufgrund eines moglichen Restterms. Er besitzt
den gleichen Aufbau wie der Hauptterm T}, jedoch setzt er sich nur aus einem Block mit
einer geringeren Blocklange von weniger als [,, Summanden zusammen. Somit verlaufen seine

Berechnungen analog zu denen von 77 und wir erhalten
Ty =o0p(1). (3.19)

Im Folgenden miissen wir noch die Kovarianzterme 75 und T von (3.3) untersuchen. Beim
dritten Term T3 werden die Kovarianzen zwischen den Fehlervariablen mit Indizes aus zwei
verschiedenen Blocken der Lange [, fiir alle Blocke aus der Menge J; ,, betrachtet. Daher gilt
mit (3.4), (3.5), [A3] (ii) und (iii), dass

ln

Jln
T3 = 2nb, Z Z Z Z wn (t, ) wy(t, k) Cov (e, ex)

JE€Jtm €T m i=(j—1)ln+1 k=(1—1)lp+1
>3

2 nbn +1 0,

<2nb, Z Z ST wa(t i) walt, k)| 4C (alk — i)

J€Jt,n 1—j=1 i=(G—1)ln+1 k=(-1)l,+1

ooy S (alk—i)"

) jln (.7+1)ln+2nbn
J€Jtm i=(—1)ln+1 k=jlp+1

= Cnb, O(

§Cnbn0< ! )”b” r (a(r)/t

2
(nbn) In —

—0 (i) —o(1). (3.20)

Beim vierten Term 7y von (3.3) werden die Kovarianzen zwischen den Fehlervariablen mit
Indizes aus dem Restblock und allen anderen Blocken mit der Lénge [, berechnet. Somit
ergibt sich ebenso mit (3.4), (3.5), [A3] (ii) und [A1] (iv), dass

Jln

Ty<2nb,| > > Z W (t, 1) w(t, k) 4 C (a(k — i)

J€Jtn i=(=Dln+1 k=[£]ln+1
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< Cnb, O <(nb1n)2> ir (a(r))"*

r=1

:o< ! ):0(1). (3.21)

nby,

Alle vier Terme des Abstandes der Varianzen von mg(t) auf der Originalseite und mf(t) auf
der Bootstrap-Seite in (3.3) haben mit (3.18), (3.19), (3.20) und (3.21) eine Grokenordnung

von op(1) oder o (1), also erhalten wir

‘Var* (\/@mg(t)) ~ Var ( by mg(t)> ’ — op(1).

Mit dieser Approximation und der Normalverteilung der Bootstrap-Groke mg(t) in (3.2) er-

halten wir die Konvergenz

Vibams(h) 4y 5 a0, 1)

in Wahrscheinlichkeit. (3.22)
\/Var (v/nb, mo(t))

Mit Hilfe des Continuous Mapping Theorems, z. B. aus Billingsley (1968, Theorem 5.1) gelten
die Verteilungs-Konvergenzen (3.1) und (3.22) auch fiir v/nb, |mo(t)| und /nb, |mf(t)|. Somit
konvergiert die Originalgroke v/nby, |mo(t)| und die Bootstrap-Groke v/nb, |mf(t)| gegen die
gleiche normalverteilte Zufallsvariable |Z|. Die Normalverteilung stellt eine stetige Grenzver-
teilung dar. Dadurch sind alle Voraussetzungen von Lemma 8.3 erfiillt und wir erhalten die
Konvergenz

P (\/nbn mo(t)] < t;71,a) s 1-a,

n—oo

wobei t;, ;_, das (1 — a)-Quantil von v/nby, [mg(t)] ist. O
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Um in Kapitel 3 den Nachweis der asymptotischen Korrektheit der punktweisen Konfidenz-
intervalle zu liefern, analysierten wir die Grenzverteilungen auf der Originalseite und der
Bootstrap-Seite. Dies wurde durch die punktweise Betrachtung fiir ¢ € [0, 1] ermdoglicht. Bei
dem Nachweis der asymptotischen Korrektheit von simultanen Konfidenzbéndern im nach-
folgenden Kapitel konnen wir wegen der Wahrscheinlichkeit einer simultanen Uberdeckung
nicht auf die Analyse der Grenzverteilungen zuriickgreifen. Daher nutzen wir die sogenannte
Coupling-Technik. Mit diesem Verfahren kénnen wir die Partialsummenprozesse, welche aus
dem Fehlerprozess und aus dem Bootstrap-Fehlerprozess bestehen, aneinander koppeln, in-
dem wir beide Prozesse jeweils an den gleichen Wiener Prozess koppeln.

Fiir den Fehlerprozess nutzen wir in Kapitel 4.1 ein bekanntes Resultat der starken Approxi-
mation von Shao und Lu (1987). Zusétzlich werden wir in Kapitel 4.2 die starke Approximation
fiir lineare Prozesse nachweisen. In den nachfolgenden Kapiteln 4.3 und 4.4 werden wir das
Coupling fiir die Partialsummenprozesse der Bootstrap-Fehler, welche durch das Blockwise

DWB und das Autoregressive DWB erzeugt werden, herleiten.

4.1 Starke Approximation fiir a-mischende Prozesse

Um die asymptotische Korrektheit von simultanen Konfidenzbidndern nachzuweisen, miissen
die jeweiligen Partialsummenprozesse der Original- und der Bootstrap-Fehler aneinander ge-
koppelt werden. Dies erfolgt mit Hilfe des Couplings beider Prozesse an den gleichen Wiener
Prozess. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der starken Approximation des Feh-
lerprozesses.

Die starke Approximation, auch strong invariance principle genannt, wurde von Strassen
(1964) fiir Partialsummen mit unabhéngigen und identisch verteilten Daten eingefiihrt. Nach-
folgend haben Breiman (1967), sowie Komlos et al. (1975) und Komlos et al. (1976) die Ap-
proximationsrate unter bestimmten Voraussetzungen verbessert. Die Erweiterung der starken
Approximation auf abhéngige Daten wurde unter anderem in Philipp und Stout (1975), Berkes
und Philipp (1979), Bradley (1983) und Shao (1993) unter verschiedenen Abh#ngigkeitsbe-
dingungen vorgenommen. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir einen stark mischenden
Prozess, sodass wir die starke Approximation fiir a-mischende Prozesse von Shao und Lu
(1987) nutzen.
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Wir betrachten im Folgenden den Partialsummenprozess (S’f)k:17---7n des Fehlerprozesses

(€i)i=1,...,n, Wobei

k
Sk = Z €;
i=1
fir k = 1,...,n. Fiir den Fehlerprozess (e;)i=1,...» werden zusitzlich zu [A2] noch die folgenden

Voraussetzungen angenommen

[A4]
(i) Fiir den Prozess (e;)i=1,..n sei sup |le;||s < oo fiir ein s > 4.
i

1
s

(ii) Weiterhin gilt fiir obiges s, dass > (oz(r))i_ < 00.

r=0

Unter diesen Voraussetzungen ist die starke Approximation von Shao und Lu (1987) anwend-
bar. Es existiert somit ein Wiener Prozess W, sodass auf einem hinreichend reichhaltigen

Wabhrscheinlichkeitsraum der Partialsummenprozess (Sg),_; ,,, mit Sy = Zle €;, gleichm#-

1111

big durch diesen Wiener Prozess approximiert werden kann.

Satz 4.1 (Shao und Lu (1987), Theorem 4.1)

Unter den Voraussetzungen [A2| und [A4] existiert auf einem geeigneten Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, A, P) eine Version des Partialsummenprozesses (Sk)g=1,.., und ein Wiener
Prozess W, sodass fiir t > 0

St — W (0%t) = Oy (t1/4 (Iogt)3/2> 7
wobei 02 = Y., E (ege;). Somit folgt

X S = W (6°k)| = Oy... (n1/4 (log n)3/2> .

Bemerkung

Die Notation oy s und Oy, s bezeichnet die Landau-Notation in P-fast sicher. Dabei gilt

bn = Of.s. (an) 5

falls

bn

an
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Des Weiteren gilt

by, = Of.s. (an) )

falls

n

lim sup < oo fast sicher.

n—oo

Gn

Mit Hilfe dieser starken Approximation haben wir nun den Partialsummenprozess

(Sk)p=1
der simultanen Konfidenzbinder untersuchen wir mit mq(¢) von (2.8) jedoch nicht den Feh-

, des Fehlerprozesses an einen Wiener Prozess gekoppelt. Bei der Konstruktion

-----

lerprozess (€;)i=1,..n, sondern eine gewichtete Summe von diesem. Daher ist es notwendig
nicht nur den Wiener Prozess zu betrachten, sondern auch eine gewichtete Summe der Zu-
wéchse des Wiener Prozesses. Somit definieren wir fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit den

Gauliprozess
po(t) =Y wn(t,i) [W(o%) — W (0®(i — 1))] (4.1)
i=1

fiir t € [0,1] mit dem gleichen Gewicht wy,(t,i) = (nb,) 'K (%) des Priestley-Chao-
Schétzers. Mit Hilfe von Satz 4.1 erhalten wir im Folgenden die gleichméfige Approximation

zwischen mg(t) und dem Gaukprozess po(t).

Lemma 4.1

Unter den Voraussetzungen [Al], [A2] und [A4] folgt die gleichméfige Approximation

1
OnglfngmO(t) — Ho(t)] = OF.s. (x/nbm/logn) '

Beweis

Fiir nachfolgende Berechnungen definieren wir zuerst

Qn(t) = [wa(t,n)] + Y Jwn(t, i) — wn(t,i — 1) (4.2)
=2

fiir t € [0,1]. Nun wenden wir die Abelsche partielle Summation, bspw. aus Heuser (2009),
auf den Abstand von mg(t) und po(t) an und erhalten

Imo(t) — po (t)] = an(t,i) (e; — [W (0%) — W (o(i — 1))])



36 4 Coupling von Partialsummen

= |wy(t,n) Z (ei — [W (0'22') -W (02(2' -1)])
i=1
n i—1
) (wnltyi— 1) = wa(t,9) Y (ex = [W (0k) = W (a?(k — 1))])|.

=2 1

B
Il

Da fiir den Wiener Prozess W(0) = 0 gilt, folgt fiir die Summe der Zuwéchse

Z (W (021') -W (02(1' -1))] =W (02]{3) .

=1

Somit erhalten wir mit (4.2) und Satz 4.1, dass

Imo(t) —po (1)]

< Jwn(t,n)||Sn — W (o2n)| + Z lwn(t,i— 1) — wn(t, )| |Si1 — W (0?(i — 1))

< {ywn(t,n) + ) fwnlt,i— 1) —wn(t,i)]} 1121;3@%‘5 W (0?4)|
=2
=0, (t) Of.s. (nl/“ (log n)g/z) .

Aufgrund der beschrinkten Totalvariation des Kerns K folgt
n
Q = —1) — '
foax Qn(t) = max {!wn(t, n)| + Z [wn(t,i— 1) — wn(t, 1)!}

e (2 () n ()
“o(L) »

Damit gilt mit der optimalen Bandbreite (2.7) fiir die gleichméfige Approximation zwischen

mo(t) und po(t) die Grokenordnung

n'* (log n)3/2>

1
1/4 32\ _
0@?2(1‘m0< ) — mo(®)] = m?<X1Q (t) Op.s. (1 ( (logn) ) = Ors. (nbn

1 (logn)? < 1 )
Vnbpy/logn p/ap,? =\ Vnbplogn)
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4.2 Starke Approximation fiir lineare Prozesse

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die starke Approximation fiir a-mischende Prozesse
aufgezeigt. In diesem Fall haben Shao und Lu (1987) die Schranke Oy . <n1/4 (log n)S/Q), unter
Vorliegen von endlichen Momenten sup; ||e;||s < oo fiir ein s > 4 und Voraussetzungen an die
Mischungsbedingung, erreicht. Im Fall von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsva-
riablen wurde in Komlés et al. (1975) und Komlos et al. (1976) unter Vorliegen einer endlichen
momenterzeugenden Funktion Oy . (logn) als beste Rate erhalten. Falls jedoch keine endli-
che momenterzeugende Funktion vorliegt, aber endliche Momente E (| X|") < oo fiir ein r > 3
existieren, so wird immer noch die Schranke oy, 4. (nl/ T) erreicht.

Daher mochten wir in diesem Abschnitt die starke Approximation eines linearen Prozesses

untersuchen, um eine bessere Rate, so wie im unabhéngigen Fall, zu erhalten.

Nachfolgend sei nun (Y;);,_; ,, ein kausaler linearer Prozess mit

20ty

oo
Y, = E Bj €i—j
=0
fiir i = 1,...,n. Fiir diesen Prozess werden folgende Voraussetzungen angenommen

[A5]

(i) Essei (Y;)i=1,..n ein kausaler linearer Prozess mit unabhéngigen und identisch verteilten

Zufallsvariablen (&;);ez.

(ii) Fiir (g;)iez gelte E(g;) =0, E (¢7) =: 02 < oo und E (|&;|") < oo fiir ein r > 3.

(2

. oo
(ili) Weiterhin sei |5;| < Cp’ fiir ein p < 1 und j € Ny. Zusétzlich definieren wir g := )~ f;.
j=0

Bemerkungen

o Der kausale lineare Prozess (Y;)i—1,... » ist unter obigen Voraussetzungen stark stationér.

o Unter [A5] gilt >.. [Cov (Y0, Y;)| < oo. Somit folgt fiir die Partialsumme S, mit
Sn =1, Y;, mit Hilfe der majorisierten Konvergenz und den Voraussetzungen [A5],

dass

1 = i

— Var (?n) = Z ( — n) Cov(Yp, Y;)
i=—(n—1)

oo
—2 2 Cov(Yo,Yi) = > BiB Cov(ejreir) = Bo0?.
icZ i€, =0

Der nachfolgende Satz liefert die starke Approximation eines linearen Prozesses.
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Satz 4.2

Es sei (Y;)i=1,..n ein linearer Prozess mit

[o@)
Y, = Z Bj €i—j
=0

fir i« = 1,...,n, fir welchen die Voraussetzungen [A5] gelten. Dann existiert auf einem ge-
eigneten Wahrscheinlichkeitsraum eine Version des Partialsummenprozesses (Sg)g=1, . n, mit
S = Ele Y;, und ein Wiener Prozess W, sodass

120 1S =T (k502)| = op ().

Beweis
Aufgrund der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen (g;);cz konnen wir die Partialsumme des
linearen Prozesses fiir k = 1...,n in einen Hauptterm und zwei Restterme mit unabhingigen

Summanden aufteilen

k k 00
Sk ZZYi ZZ Zﬁj&ej
i=1

i=1 5=0
k 00 00 k+i k 00
=D Y B o+ D oe > B = e Y. B
i=1  j=0 i=0 j=1+i i=1  j=k—itl
—_————
:;gk’o :Sﬁk’l ::Rk,Q

Damit kénnen wir fiir die starke Approximation die Unterteilung
3 2 2 < W 2 2
— < —
1r<nkag<n ‘Sk W (kﬁ 05)‘ 1r<nkag<n ‘Sk,o W (k;ﬂ O'E)’

* e, Rl + e [Rial (44)

vornehmen. Mit Hilfe von Komlos et al. (1976) werden wir nachfolgend die starke Approxima-
tion fiir den Hauptterm Sy o herleiten und danach die Beschréinktheit der beiden Restterme

Rk,l und Rkﬁ zeigen.

Mit der Definition

k
Sko = e,
i=1

fiir die Partialsumme der unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (&;);cz, und
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[A5] (iii) erhalten wir fiir den Hauptterm Sj o die Darstellung

0o k
Sko=>_B; > & =BSko (4.5)
=0 =1

Unter den Voraussetzungen [A5] (i) und (ii) erhalten wir E (S’k 0) = 0 und Var <§k70) =ko?.
Dadurch ergibt sich fiir den Hauptterm Sk,o, dass E (Skp) = 0 und Var (?k,o) =k ﬁzag. Wie
bereits erwihnt, liefert Komlos et al. (1976) eine starke Approximation fiir unabhéngige und
identisch verteilte Zufallsvariablen. Unter [A5] (i) und (ii) kénnen wir Theorem 2 aus Komlos
et al. (1976) auf §k70 anwenden und erhalten auf einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
die starke Approximation von 5;670 durch einen Wiener Prozess W mit

Sko — W (ko2)

max
1<k<n

— o, (nl/’“> . (4.6)

Nun werden wir diese starke Approximation auf Sy ¢ iibertragen. Unter [A5] (iii) gilt mit der

geometrischen Reihe fiir 3, dass

B=D B<C) pP=Ci— <o
j=0 j=0 P

Des Weiteren definieren wir einen Wiener Prozess W fiir alle ¢ > 0 mit Hilfe des Wiener

Prozesses W, sodass
W(t) = AW (/e2)
Somit erhalten wir zusammen mit (4.5) und (4.6) die starke Approximation fiir S o

max [Sko — W (kB%02)| = max |88k0— BW (ko?)

1<k<n 1<k<n
=o0f.s (nl/r> . (4.7)

Sko — W (ko?)

max
61<k<n

Im Folgenden werden wir die Restterme untersuchen. Fiir den ersten Restterm Ek,l betrachten

wir die Abschétzung

k+1i
‘Rkl‘_ ZE— Z Bj <Z‘€ il Z 18351
j=1+i Jj=1+1

Da diese Abschiitzung fiir alle k = 1,...,n gilt, folgt fiir das Maximum von Ry,

121135 ’Rk1’ <Z\5 il Z 1B;]-

Jj=1412
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Um nun die Grofenordnung dieses Terms zu berechnen, untersuchen wir seinen Erwartungs-

wert. Wir erhalten mit den Voraussetzungen |A5| und der geometrischen Reihe, dass

B | [Rual| < Z\e I3 1l <E@ADY S o

=141 =0 j=1+1
00 i P
= CE (Je1]) E(le1]) ———= < 0.
Z; (1-p)°
Dadurch folgt
max ‘Rkl‘ = Oy.5.(1). (4.8)

1<k<n

Mit #hnlichen Uberlegungen untersuchen wir nun den zweiten Restterm Ry, 2. Wir erhalten

zunédchst die Abschétzung
Rl =35 > <Z|ez|2|ﬁj
=1 j=k—i+1

fir alle k = 1,...,n und somit auch fiir dessen Maximum

[e.o] o0
Rral <3 leil 315l
max |Rua| < ) leil 315
=1 j=t

Nun erhalten wir analog zu obigen Rechnungen, dass

© s o <3 |S1el S| <20 T S

i=1 j=1

:CE$M—413<m,

(1—p)

wodurch

max ‘ng‘ = Oy.s.(1). (4.9)

1<k<n

Zum Schluss fassen wir die drei Terme (4.7), (4.8) und (4.9) zusammen und erhalten mit (4.4)

die starke Approximation

max ‘S’k — (l{:BQa?H =0/ (nl/’"> +O5.5.(1) =0y (nl/") .

1<k<n
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Somit erhalten wir fiir die starke Approximation eines linearen Prozesses mit Satz 4.2 die
gleiche Rate wie sie Komlos et al. (1976) im Fall von unabhéngigen Zufallsvariablen beim

Vorliegen von endlichen Momenten erreicht haben.

Da sich verschiedene Prozesse unter gewissen Voraussetzungen als lineare Prozesse darstellen
lassen, wie Brockwell und Davis (1991) zeigt, lasst sich Satz 4.2 auf eine Vielzahl von Féllen
anwenden. Dazu zéhlen zum einen MA-Prozesse, weil diese Spezialfélle des linearen Prozesses
sind. Zum anderen kénnen auch autoregressive Prozesse unter bestimmten Voraussetzungen
in lineare Prozesse umgeformt werden. Wir betrachten hierfiir einen AR(p)-Prozess (Xi),cy,

mit

p
X = Z o X + €,
k=1

wobei wir eine stationdre Folge (¢;),., gegeben haben. Fiir diese gilt E(e;) = 0, E (e?) < oo und
sup, E (|e;|) < oo. Mit Hilfe des Verschiebungsoperators B mit BX; := X;_ gilt a(B)X; = ¢
mit a(B) = B'—ay B'—...—q, BP. Falls nun das autoregressive Polynom a(-) keine Nullstellen
im komplexen Einheitskreis besitzt, existiert eine Folge (8r),en, mit a(z) Y-22q Ok 2P =1 fiir
alle z € C, wobei |z| < ¢ := min{|ci|,...,|cp|} und c1,..., ¢, sind die Nullstellen von af(-).
Dabei sind die 8j reell mit |Bx] < Ce(c — €)7F fiir alle € > 0 und k& € Ny. Unter diesen

Bedingungen konnen wir X; als kausalen linearen Prozess

o0
Xt = Z 5k €t—k
k=0

darstellen.
Des Weiteren besteht ein ARMA-Prozess aus einem autoregressiven Anteil und einem moving-
average Anteil. Daher kann dieser unter oben genannten Voraussetzungen auch in einen li-

nearen Prozess umgeformt werden.

4.3 Coupling von Partialsummen fiir das Blockwise DWB

Den Nachweis der asymptotischen Korrektheit des simultanen Konfidenzbandes fiihren wir mit
Hilfe der Coupling-Technik. Dazu wurde die Partialsumme des Fehlerprozesses in Kapitel 4.1
mit der starken Approximation an einen Wiener Prozess gekoppelt. Im vorliegenden Abschnitt
mit

werden wir nun das Coupling des Bootstrap-Partialsummenprozesses (S;),_, ,
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*

$)i—y ,, mit Hilfe des
Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahrens aus Kapitel 2.3.1. Die Hilfsvariablen
(Ws)

l,, Hilfsvariablen bilden einen Block. Somit erhalten wir [7/1,] Blocke der Lénge ,,, plus einen

fir £ = 1,...,n, herleiten. Dabei ergeben sich die Pseudo-Fehler (e

i=1,..n Werden hierbei in sogenannte Blocke der maximalen Lange [, unterteilt, d.h.
moglichen Restblock mit n — [7/1,] 1, Variablen, falls 7/1, nicht ganzzahlig ist. Innerhalb des
[-ten Blockes werden die Zufallsvariablen W;_1y, 41, .., Wy, als eine Zufallsvariable V; fiir
I =1,...,["u], sowie die Zufallsvariablen Wi, 11,415 - - Wn des Restblockes als Vin/,141,
definiert. Wir unterteilen die Partialsumme S in einen Hauptterm, welcher die Bootstrap-
Variablen mit Indizes innerhalb der vollstandigen Blocke der Lange [, untersucht, und einen

Restterm, welcher sich durch einen moglichen Restblock ergibt. Dadurch gilt

k k
Si= Y= D e
m=1 m=1

[K/1n] n, k
=> Vi > @ A+ Vst Y, fm
=1 m=(-1)lp,+1 m=[k/1p]ln+1
fiir k = 1,...,n. Die Zufallsvariablen (V});=1.._[+/;,]4+1 sind unabhéngig und standardnormal-

verteilt, somit ist S, bedingt auf die Originalstichprobe (X;);—1, . »n, normalverteilt mit

[%/1n] U 2 ! 2
S~ N{0,)] Yoo e + > Em
I=1 \m=(-1)lp+1 m=[k/1,]ln+1

Des Weiteren sind die Partialsummen der Bootstrap-Variablen deren Indizes innerhalb ei-
nes Blockes liegen und die Partialsummen der Bootstrap-Variablen deren Indizes innerhalb
eines anderen Blockes liegen aufgrund der Unabhéngigkeit und Normalverteilung der Zufalls-
variablen (V});—i..[n/,]+1 unabhingig voneinander und jeweils normalverteilt. Wodurch eine
Summe iiber diese Partialsummen ebenso normalverteilt ist. Diese Verteilungseigenschaft be-

sitzt auch ein Wiener Prozess.

Fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit des simultanen Konfidenzbandes soll der
Bootstrap-Fehlerprozess das Verhalten des unbekannten Fehlerprozesses imitieren. Hierfiir
werden wir die jeweiligen Partialsummenprozesse (Sk)—; _, und (S;),_, _, aneinander kop-
peln. Die starke Approximation des Partialsummenprozesses der Fehlervariablen (e;)i—=1,...n
wurde in Kapitel 4.1 aufgezeigt. Weiterhin werden wir im vorliegenden Abschnitt die gleich-
mékige Approximation der Bootstrap-Partialsumme S} durch einen Wiener Prozess herleiten.
nund (SP)y

im nachfolgenden Kapitel 5 mit Hilfe des Couplings der beiden Partialsummenprozesse an

Das abschliefende Coupling der Partialsummenprozesse (Sj);_q erfolgt

denselben Wiener Prozess.

Fiir die gleichméfige Approximation von (S}),_; , durch einen Wiener Prozess bendtigen

wir zusétzlich zu |Al| und |A2] noch die folgenden Voraussetzungen
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[A6]
(i) Fiir den Prozess (e;)i=1,...n gilt fiir ein § > 0, dass E (|el\28+5) < 00.

o0
(ii) Des Weiteren gilt fiir obiges ¢, dass > (r + 1)26(04(7"))#15 < 0.
r=0

Lo . . .. . . Tbn
n n Y n -
(iii) Fiir die Blocklangen (l,),cy gilt I, — oo fiir n — oo, sowie [ O( )) und
1 _ 1
I, = ¢ (bg(n))'

Bemerkung

Beim Blockwise DWB muss die Blocklénge [,, mit steigendem Stichprobenumfang wachsen.
Somit wird sichergestellt, dass die Abhéngigkeit des Originalprozesses durch eine wachsende
Blockgrofe aufgefangen wird. Jedoch muss auch eine wachsende Anzahl an Blocken in die Be-
rechnung der Bootstrap-Grofe mg(t) eingehen, um die Verteilung der Statistik gut imitieren
zu kénnen. Deshalb wird die Blocklange durch O (W/log(n)) beschrinkt.

Beim Nachweis der asymptotischen Korrektheit der punktweisen Konfidenzintervalle in Kapi-
tel 3 benotigten wir fiir die Beschrinkung der Blocklénge [,, bereits die Gréfenordnung o (nby,).
Diese Grofenordnung muss beim Nachweis der asymptotischen Korrektheit von simultanen
Konfidenzbindern notwendigerweise verschiirft werden, da wir eine gleichmiifige Uberdeckung

und nicht nur eine punktweise erhalten wollen.

Im weiteren Verlauf der Arbeit nutzen wir eine Notation, welche in Neumann und Polzehl
(1996) und Neumann und Paparoditis (2008) vorgestellt wurde.

Definition 4.1 (Neumann und Polzehl (1996), Definition 2.1)

Fiir jede Folge von Zufallsvariablen (Y;,),cy und jede Folge von nichtnegativen Konstanten

(an)neN und (ﬁn)neN gilt

Y,=0 (anw@n) >
falls ein C' < oo existiert, sodass

P (|Y,] > Cay) < CBh.

Bemerkung

Diese Notation ist stirker als die allgemein genutzte Notation Op. Wir nutzen sie hier, weil
wir fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit von simultanen Konfidenzbéndern Er-
gebnisse von der Art bendtigen, dass mit einer hohen Wahrscheinlichkeit eine grofe Zahl von

Zufallsvariablen gleichméfig unter einem entsprechenden Schwellenwert liegen.
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Fiir die Herleitung des Couplings des Bootstrap-Partialsummenprozesses benotigen wir den
Abstand zwischen den Residuen und den Fehlern. Deshalb betrachten wir zunéchst das fol-

gende Lemma.

Lemma 4.2
Unter den Voraussetzungen [Al], [A2] und [A6] erhalten wir, fiir ein beliebig kleines § > 0 und

ein beliebig grofes v < oo, fiir den Abstand zwischen Residuum und Fehler die Gréfenordnung

& —ei| =0 (n‘s_z/"),n_V)

fiir i = 1,...,n. Somit folgt fiir den maximalen Abstand

sup |6 —e;| = O (n‘s_%,nl_w) .

1<i<n

Beweis

Fiir die Residuen gilt

& = Xi — M (ifn) = e +m (ifn) — 1 (i/n)

fiir i = 1,...,n. Somit erhalten wir fiir den Abstand zwischen Residuum und Fehler
€ — el = [m (i/n) —m (¥/n)|.

In Kapitel 2.1 haben wir mit Hilfe der optimalen Bandbreite (2.7) die Grofenordnung O (n~=°)
fiir den mittleren quadratischen Fehler von m (t) berechnet. Dadurch erhalten wir mit (2.2)
und der Jensenschen Ungleichung, dass E (|e; — e;|) = O (n*%). Nun sei § > 0 beliebig klein,
v < oo beliebig grof und a € N. Dann gilt mit der Markov-Ungleichung die Abschétzung

R _ E (|e; — ei|")
. 2/5 ) 1 1
P (]el el >n""n ) < 25 pad (4.10)

Des Weiteren erhalten wir mit der Ungleichung |b + c[P < 2P~1 (|b|P + |¢|P) fiir 1 < p < oo,
sowie Bias (m (t)) = E (m (t)) — m (¢) fiir t € [0, 1], dass

E(Je; — eil®)
= E (|m (/n) — m (i/n)|")
< 2B (| (fn) — B (7 (f)|*) + E([E (7 (/) — m ()|

=21 {E an (i/n, §) X; —E an (i/n, j + [E (7 (¢/n) = m (i/n)|"

7j=1
a

= 2B (3w (o) m () + 5] - an (i/n, ) m Gfn)| | + [Bias (7 (/)"
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a

=2 1B | D wn (n,5) ;| | + |Bias (i (i/n))|* p . (4.11)

J=1

Um nun das a-te absolute Moment des ersten Terms abzuschétzen, kénnen wir unter den
Voraussetzungen [A2] und [A6] die Rosenthal-Ungleichung von Lemma 2.3 fiir 2 < a < 28
anwenden und erhalten

E (> wn(i/nj)e;
j=1
n 2 a/2
<CZ (1 (. 3)€51) 5+ |3 (B (Jua G/ ) )

Jj=1
a/Q

n n 2
= O Jwn (ifn, )| (B (|ej|*+)) 7 + C Z [wn (i/m, )17 (E (le 7)) 2
=1 i=1

< a+e
<C <1r£1]a<XnE le;] > E lwy, (i/n, 7)|
a/Q

_a n
2+4€
|2+e€ ; -\ |2
+C <1Iélja§XnE(|e]| )> Zl|wn (/n, J)]
]:
Unter den Voraussetzungen [Al] gilt fiir die Summe der Gewichte

ji'wn (/. )" = (nbln)a Zn: K (Zn_b: =0 ((nbnl)1> ’

2l ()

wodurch wir zusammen mit [A6] (i) die Grofenordnung

a

E jéwn(i/mj)ej :O<(nbl)a/2>

fiir den ersten Term von (4.11) erhalten. Weiterhin ergibt sich fiir den Bias unter [A1] und
mit (2.3), dass |Bias (i (i/n))|* = O (b2*). Somit erhalten wir mit der optimalen Bandbrei-
e (2.7) fur (4.11), dass

B - af) <27 {0 (s ) +0 (2]

=0 <n_4a/10 + n_2a/5) =0 (n_2“/5) : (4.12)
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Dadurch gilt mit (4.10) die Grofenordnung
P <\é\l — el > n_2/5n5> =0 (n_“5> .
Wir setzen nun
a:="/s. (4.13)
Dadurch ergibt sich mit Definition 4.1 fiir den Abstand von Residuum und Fehler
& —ei| =0 (n‘s_%,n_V) .

Weiterhin erhalten wir fiir den Supremums-Abstand mit der Bonferroni-Ungleichung, sowie
mit (4.10), (4.12) und (4.13), dass

n
r ( sup [e; —e;| = Tf%n&) <» P (‘/e} — e > n_2/5n6>

1<i<n

= nne
=0 () =0 (@),

Mit Definition 4.1 folgt somit schlussendlich

~ ~ —2 —
sup \ei—ei\:O(n‘S /5 nt 7).
1<i<n

Bemerkung
Fiir den weiteren Verlauf dieser Arbeit nutzen wir fiir @ = 7/6 mit einem beliebig kleinen § > 0

und einem beliebig grofen v < oo die Werte a = 12, § = 9/100 und v = 27/25.

Nachfolgend bezeichnet op« (-) und Op+« () die Landau-Notation in P*-Wahrscheinlichkeit.
Hierbei bezeichnet P* die Bootstrap-Verteilung, bedingt auf die Originalstichprobe (X;),_,
d.h. P*(-) = P(:|X1,...,X,). Somit gilt

b, = op« (an> ,

P~ (

falls fiir alle € > 0 die Konvergenz

bn

an

>6)Lo
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gilt. Weiterhin gilt
b, = Op~ (ay),
falls fiir alle € > 0 ein § € R existiert, sodass
P*(|by| > dlan]) <e.

Im nachfolgenden Teil des Abschnittes werden wir das Coupling des Partialsummenprozesses

(SE) =1, it

an einen Wiener Prozess herleiten. Der Partialsummenprozess besteht hierbei aus den Pseudo-
Fehlern (e})
Kapitel 2.3.1 erzeugt werden.

welche mit Hilfe des Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahrens aus

i=1,...,n?

Satz 4.3
Unter den Voraussetzungen [A1], [A2] und [A6] existiert auf einer geeigneten Erweiterung des
zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, .4, P) der Bootstrap-Partialsummenprozess

(S5)i—1__,, und ein Wiener Prozess W*, sodass

sup ’ (Sﬁkj—l)MnlnH - S(*j—l)Mnln)

1<5< [ 7727 |

1<i<cMnln

= (W (02 (G = DMula 4+ 1)) = W (0( = 1)Mala)) | = op- (&) |

wobei M,, := [%] und ¢ < C < oo fest.

Beweis

Wir méchten durch ein geeignetes Coupling den Partialsummenprozess (Sg)krzl,‘..,n der
Bootstrap-Fehler an einen Wiener Prozess koppeln. Zur Berechnung der Bootstrap-Fehler
nutzen wir das Blockwise DWB aus Kapitel 2.3.1. Wie zu Beginn des Abschnittes erlautert,
werden bei diesem Verfahren die Hilfsvariablen in sogenannten Blocken der Lénge [, zusam-
mengefasst, d.h. [, Hilfsvariablen bilden einen Block. Allen Hilfsvariablen innerhalb eines
solchen Blockes wird eine standardnormalverteilte Zufallsvariable zugeteilt. Zum Abschétzen
des Approximationsfehlers unterteilen wir somit heuristisch betrachtet die Summanden der
Bootstrap-Partialsumme in grofse Blocke der Linge nb, und jeden solchen Block wiederum

in kleine Blécke der Lange I,,. Damit wir ganzzahlige Werte erhalten, nutzen wir jeweils den
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ganzzahligen Anteil.
Die kleinen Blécke bestehen jeweils aus [, Variablen und die ganzzahlige Anzahl der kleinen

Blocke innerhalb eines grofsen Blockes definieren wir als M, = [%} Somit bestehen die

groken Blocke jeweils aus Myl, Variablen. Falls nun 57~ ganzzahlig ist, erhalten wir [ M:ln]
vollsténdige groke Blocke mit einer jeweiligen Lénge von Mpyl,. Falls jedoch 3747 > [ﬁ},
betrachten wir ebenso [ﬁ} vollsténdige grofte Blocke der Lange M,l,, plus einen Block

mit n — [ Y } Myl und somit weniger als M,l, Variablen.

1. Fall: v = | 3]
Wir werden zunéchst den Fall untersuchen, bei welchem 37— ganzzahlig ist. Hierbei untertei-

len wir die Summanden der Bootstrap-Partialsumme in [ Mnln} grofe Blocke der Linge M,l,

mit den Blocknummern 7 =1,..., {ﬁ} Diese grofen Blocke unterteilen wir wiederum in
M, kleine Blocke der Lange [,, mit den Blocknummern [ = 1,..., M,. Des Weiteren kénnen
die Indizes der Summanden der Partialsumme S}, ein Vielfaches der Blocklangen [,, bzw. M1,

sein oder nicht. Somit betrachten wir die Indizes

jzl,...,[Mnl ],lzl,...,Mn undu=1,...,1,.
n'n

Fiir den Fall, dass u den Wert [,, annimmt, ist k ein Vielfaches von [,, ansonsten nicht.

Fir alle k£ = 1,...,n untersuchen wir nun die Bootstrap-Partialsumme deren Summanden
innerhalb eines grofen Blockes liegen, fiir alle grofsen Blocke 7 = 1,..., [ﬁ} Ein solcher
grofer Block besteht aus M, kleinen Blécken der Linge [,,. Somit erhalten wir, je nachdem ob
k ein Vielfaches von [, ist, oder nicht, eine Unterteilung in eine Summe, deren Summanden
wir vollstdndig in kleine Blocke der Lange [, aufteilen kénnen und zusitzlich einen Restterm
mit maximal /, Summanden. Somit gilt fiir k = (j — 1) Myl + (1 — 1)l +u

*

CQ

SZ TP (G-1)Myly,
= Sﬁk DMpln+(1—1)lp+u — S(*j—l)Mnln

S] D Muln+(1—1)l, SE}A)MWJJ + (S(*jfl)Mnanr(lfl)ln+u - S?jfl)Mnln+(Zfl)ln)

-1 (J—1)Mnln+hln (—1)Mnln+(1—1)ln+u
= > e+ > e (4.14)
h=1 m=(j—1)Myplp+(h—1)l,+1 m=(j—1)Mpln+(I—1)l,+1

fir j =1,.. [M I } l=1,...,M, und v = 1,...,1,. Der Ubersichtlichkeit halber fassen

wir die Indizes der Bootstrap—Fehlervariablen, welche einen sogenannten kleinen Block bilden,
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in einer Menge zusammen. Daher betrachten wir die Mengen
Ly = {G = DMl + (= Dl + 1,0, (G — 1) Mol + U} (4.15)

fir j =1,..., [ﬁ} und [ = 1,..., M,. Aufgrund des Blockwise DWB sind, wie bereits
erwihnt, alle Hilfsvariablen W;_1)ar,0,40=1)tn+15 - - - s W(j—1)Mnl,+11, Innerhalb eines kleinen
Blockes als eine unabhingige und standardnormalverteilte Zufallsvariable Vi;_1ys,1, 41 fiir
J=1,..., [ﬁ} und [ = 1,..., M, definiert. Somit sind die Bootstrap-Partialsummen der
Fehlervariablen, deren Indizes innerhalb eines kleinen Blockes der Lénge [, liegen, unabhéngig

und normalverteilt mit

2

Yooem= D @V ~ N[0 D en

mel;, mel;; mel;,

Die Partialsumme der Bootstrap-Fehlervariablen mit Indizes aus einem solchen vollstdndigen
kleinen Block lésst sich daher als Zuwachs eines Wiener Prozesses darstellen. Ein Restterm
in (4.14) mit weniger als [,, Summanden besteht aus abhéngigen Fehlervariablen und kann
somit nicht als Zuwachs eines Wiener Prozesses dargestellt werden. An seiner Stelle betrach-
ten wir den Wiener Prozess mit einer anteiligen Stoppzeit. Damit die Stoppzeiten Tj’il des
Wiener Prozesses auf der Bootstrap-Seite mit den Stoppzeiten des Wiener Prozesses von der
starken Approximation der Originalfehler {ibereinstimmen, werden die Stoppzeiten ijil fiir
j=1,... [ﬁ} und [ =1,..., M, geeignet gewahlt und eine Normierung iiber den jeweili-

gen Block der Lange M,l,, vorgenommen.

| Mol
die Bootstrap-Partialsumme der Fehlervariablen, deren Indizes innerhalb eines vollstdndigen

Somit definieren wir fiir jeden Block der Linge M,l, fiir j = 1,.. [ " } undl=1,..., M,

kleinen Blockes liegen, als einen normierten Zuwachs eines Wiener Prozesses W* so, dass

Var* (S;'anln - S

o) |

Z e;‘;b = o2 M. 1 W (T;l) - W (7—;1*1)] (4'16)
mel;, nem
mit
z 2
ij'jl — 7';:0 o Var* (S(jfl)Mnln+lln - S(jq)ann) B h=1 \m€l;
2Mpl, * * B * *

7 Var* (Sjann - S(j—l)Mnln) Var® (Sjann - S(j—1)M,,Lln)

und

o= —1) o2 Ml



50 4 Coupling von Partialsummen

Mit Hilfe dieses Couplings erhalten wir

* * _ *
* Var (S]Mnln S(j_l)Mnln

SG0) Mttty = SG-1) Mt a1t = 2L ) (W (7f2) = W™ (7fa-0)]

fiir alle j = 1,..., [M:ln} und [ = 1,..., M,, wodurch die Approximationen der Partial-
summen der jeweiligen grofen Blocke aneinander gereiht werden kénnen. Somit geniigt es,
die Approximation der Bootstrap-Partialsumme eines grofen Blockes zu untersuchen. Da-
her betrachten wir nun die Partialsumme der Bootstrap-Fehlervariablen mit Indizes aus ei-
nem grofen Block mit einer Lange von M,l,. Somit untersuchen wir die Approximation von

Sk = S{i-1)m,u, durch den Zuwachs des Wiener Prozesses mit k = (J—DMyl,+ (=1l +u

firj=1,..., [ﬁ], l=1,...,M,und u =1,...,1,. Dafiir ergibt sich mit einer anteiligen

Stoppzeit fiir den Restterm in (4.14) die Unterteilung

‘ (St—0atates vt = Si-vans,) = (W* (TﬁZ—l + % (72— Tﬁl—l)) - W (ﬁfo)) ’
= ‘(S@—l)Mﬂlw(l—l)ln — St ) = (W (7i0) —W° (Tf,o))‘
+ ’5671)ann+(171)1n+u = S 1) Ml +(1—1)in
+ ‘w* (@31 + % (5 — T;j,l)> — W (7)

=:Z1+ 2y + Zs. (417)

Dabei liefert der erste Term Z; die Approximation der Bootstrap-Partialsumme, deren Varia-
blenindizes vollstandig in kleine Blocke der Lange [, unterteilt werden kénnen. Die Terme Zs
und Zs entstehen aufgrund des Restterms von (4.14) mit maximal /,, Summanden. Fiir den

Hauptterm Z; erhalten wir mit Hilfe des Couplings von (4.16) zunéchst

n
o %

ST —
(=) Mplp+(1—=1)ly j—1)Mnly

-1

*
em

>
Il

1 mEijh

L Var* (ST, = SG-na,
( : a2Mnln] ) (W (75) =W (751)]

~

—

Var* S, — S?'—l)Mnln
< : O'ZMnan ) [W* (T;l—l) - W* (T*O)] :

Js

I
=
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Damit gilt fiir Z; die Abschitzung

Z1 = (STj—l)Mnmu—l)ln - SG—l)Mnln) — (W (7j1-0) — W7 (TIO))‘

Var* (Sa'anln — S

J (J—-1)Mnln « « N .
O'2Mnln] ) -1 [W (Tj’l_l) _W (Tj,O)] : (418)

IN

Fiir die Zuwéchse eines Wiener Prozesses gilt mit Ungleichung 1 aus Kapitel 14.1 von Shorack
und Wellner (1986, S. 536), dass

sup sup |W(t+h)—W(t)|=O0p < slog (1/5)>
hel0,s] te[0,1—h]

fiir 0 < s < 1. Damit erhalten wir fiir 0 < a < n mit der Selbstahnlichkeit des Wiener

Prozesses

sup sup |W(t+h)—W(t)= sup sup |[W(n(t+h))—W(nt)
he(0,a] te[0,n—h] he(0,a/n] t€]0,1—h)

L osup sup VAW (t+h) — VoW ()
he(0,a/n] te]0,1—h)

=+/n sup sup ‘W(?H—h)—W(t)‘
he0,a/n] t€]0,1—A]

=V Op (v/efulog (7/a))
=0Op ( alog (n)) . (4.19)

Dadurch gilt fiir den maximalen Zuwachs des Wiener Prozesses aus (4.18) die Grokenordnung

sup  |W* (T5121) — W (t50)| = Op- (x/nbn\/log(n)> . (4.20)
1<5< 725
1<I<M,,
Weiterhin untersuchen wir den ersten Faktor der rechten Seite von (4.18). Dafiir erhalten wir

die Ungleichung

Var* (S5, = S

(7—1)Mnln) 1 Var® (S;Mnln - Sikj—l)ann> — 0* Myl
o2Myl,

o2 My,l,

<

(4.21)
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Den Zahler der rechten Seite unterteilen wir in

)Var* (S;(Mnln - Sz(j—l)Mr,Lln) -
< ’Val"* (Sjanln - S?jfl)anJ — Var (Sjn,1, — S(j—l)Mnln)

‘Var ( FMpln — S(j*l)Mnln) - UQMnln‘
=:Z11+ Z12. (4.22)

Mit Hilfe des nachfolgenden Lemmas 4.3 erhalten wir fiir den ersten Term die Gréfenordnung

Zig = )Var* (S;anln - S{j—l)]\/fnln) — Var (SjMnln - S(j—l)Mnln)

~ bn,
=0 (nbnlnn25_4/5 + 7"Ll>nl,1l/2n%_2/5 +v/nbplyn®,n” ) +0 <772 > ) (4.23)

Weiterhin untersuchen wir fiir Z 2 den Abstand der Varianz der Partialsumme, welche aus
den Fehlervariablen mit Indizes aus einem grofsen Block besteht, und o2 M,l,,. Hierbei nutzen

wir die Kovarianzungleichung (4.39) aus Lemma 4.3. Diese besagt

)

|Cov(es, em)| <4C (afr))zs+s

fir i,m =1,...,n mit ¢ < m und r = m — 7. Dadurch erhalten wir mit [A2] und [A6] (ii) die
Abschétzung

Z12 = |Var (Sja, — SGi—1)Mln) — o? Myl |

1 JMpln

V1 Z Cov(ep, em) — >

" hom=(—1)Mnln+1

Mplyp—1
ntn h
= M,l, Z ( Mn|ln> Cov(ep, ep) Z Cov(eg, en)
h=—(Mnln—1) hi=—oo

| 3 (1 (112 Yo

h=—00

oo
E 28+0 < 00

= Myl,

und somit
Z1p=0(1). (4.24)

Dadurch ergibt sich mit (4.21), (4.22), (4.23) und (4.24) fiir den ersten Faktor von Z; die
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Grofenordnung
Var* (Sanzn - 81 ann) B
o2 M,l,
_ S s e s R
L [0 (nbnlnn + nbul,*n + V/nbplpn®,n ) +0 < L ) + 0 (1)]
_ 5 lnn2674/5 + Z:L/2n2572/5 + linn(i n | +0 l + i
nby, l, nb,

-0 <lnn264/5 + l;/2n2572/5 + \/%na, n”) +0 (ll > .
n n n

Damit folgt fiir den maximalen Abstand iiber alle Indizes der grofen Blocke

Var® (S;Mnln - S(*j—l)Mnln) .

o2 M,l,

=0 (ln7125_4/5 + 1122077 4 \/ lTnn‘S, n1_7> +0 <l1 )
NOp, n

= op <lnn25—4/5 +l:/2n26—2/5 + lg n5> 4 O (1> ,

nonp ln

sup

- n
1<5< 2]

da v > 1 nach der Bemerkung auf Seite 46. Zusammen mit (4.18) und (4.20) erhalten wir fiir

das Supremum von Z;

sup 24

1<5< 7725
1<I<M,

= o (e ) o (5) | o (i)
= op (\/M{\/nbn L2 o\ fnbyl, n? 7 \/En‘s}) + Op- (W) :

(4.25)

Weiterhin miissen die Grofenordnungen fiir die Restterme Z; und Zs von (4.17) bestimmt
werden. Dafiir betrachten wir zunichst das zweite Moment von Z,. Die Partialsumme, welche
durch Zs dargestellt wird, besteht aus maximal /,, Summanden in Abhéngigkeit von u. Den
Hilfsvariablen W(;_1)r, 0,4+ (1= 1)t +15 - - - s WG—1) Ml +(1-1)ln+u der Bootstrap-Fehlervariablen
dieser Partialsumme wird eine standardnormalverteilte Variable V{;_1)az,;, 11 durch das Block-

wise DWB zugeordnet. Dadurch erhalten wir mit dem Abstand zwischen Residuum und Fehler
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die Unterteilung

(G—1) Ml (1= Dlntu (=) Mpln+ (=Dl tu 2
E* (Z2)* = Var* > em | = > em
m=(j—1) Mulp+(I— 1)l +1 m=(j—1) Ml (1= 1)l +1

2 2

(G—D)Mpln+(1—1)ln+u (G- Mplp+(1—1)ln+u

= Z (em —em) | + Z em

m=(j—1)Mpln+(1—1)l,+1 m=(j—1)Mpln+(1—1)l,+1
(—1) Mpln+(1—1)ln+u (G—1) Mnln+(1—1)lp+u
+2 > (Em — €m) > em
m=(j—1)Mplp+(1—=1)ln+1 m=(j—1)Mnlp+(1—-1)lpn+1

=: 2271 + 2272 + 22,3.
Mit Lemma 4.2 ergibt sich fiir den ersten Term die Grofenordnung
Z2’1 = 6 <l721 n25_4/5, TL_’Y> .

Weiterhin erhalten wir fiir Z 2 mit analogen Berechnungen wie fiir (4.41) aus Lemma 4.3,

dass
Zag = O (ln n25,n*7) .

Zum Schluss folgt durch das Produkt der Wurzeln von Zs 1 und Z3 o mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, dass

Zy3 = O (lfL/2 n20=25, n‘“’) )

Fassen wir nun alle drei Terme zusammen, so erhalten wir fiir Zs und den maximalen Wert

von Zg die Grofenordnungen

Zy=0 (ln n®= 4 \/End,n_w) ,

sup  Zo=0 (ln n®= 4 \/En‘s,nl*V) =op (ln n®= 4 \/En‘s) , (4.26)
1<5< (725
1<I< M,
1<u<l,

da v > 1. Des Weiteren gilt die Gréokenordnung

sup |75 — 7‘;1,1| =O0p (In).
1<5< 72|
1<I<M,

Dadurch erhalten wir mit (4.19) fiir das Maximum des Zuwachses des Wiener Prozesses in Z3
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von (4.17), dass

u
- * * * * * *
sup 3 = sup ‘W <ijl_1 + . (ijl — Tj’l_1)> - W (TjJ_l)
. . n
1<5< [ 72| 1<5< [ ]
1<I<Mp 1<I<M,
1<u<ly 1<u<ly

= Op+ (Vinv/log(n)) (4.27)

Nun erhalten wir mit (4.17), (4.25), (4.26) und (4.27) die Approximation der Bootstrap-
Partialsumme, welche aus den Fehlervariablen besteht, deren Indizes innerhalb eines grofsen

Blockes liegen. Es gilt

Sup ‘ (Sz{jfl)Mnanr(lfl)anru - S?jq)]y[ﬂ;ﬂ)

o <W* (Tf,l—l + % (Tf,l o 7';1_1)> - W (T;O)) ’
= op~ (\/log(n) {\/7zl7nlnn25_4/5 + nbnlnn25_2/5 + \/En‘s} + 1, nd=%>
+Vln n5) + Op- (V”b" lvlog(”) + \/E«/lOg(ﬂ)) : (4.28)

Firj=1,..., [ﬁ] sind alle Partialsummen S(*j—l)Mnln—i-(l—l)ln—ru — Szﬁj—l)Mnln mit maximal
Myl, Summmanden aufgrund der Unabhéngigkeit der Variablen (V}),_, /1] des Blockwi-

se DWB unabhéngig voneinander. Des Weiteren gilt, wie bereits erwahnt, SZ‘]._I) Mol 4L, —

Sl Mt (-1)1 = \/Var*(Sanzn—Sfjfnmnzn)/ﬁann [W* (T;Z) - W (7-;171)] Daher kén-

nen wir die Approximationen dieser Partialsummen aneinanderreihen. Weiterhin besitzen sie

mit (4.28) alle den gleichen Approximationsfehler. Aufgrund des geeigneten Couplings der
Bootstrap-Partialsummen an die normierten Zuwéchse des Wiener Prozesses erhalten wir fiir

die Approximation des Bootstrap-Partialsummenprozesses

sup ) (5@_1)Mnln+l - Szﬁj—l)Mnln)

. n
1<G< [

1<Ii<cMply
= (W* (0% (= )Maln + 1) = W* (02 = 1)Mala)) |

= op~ (x/log(n) {\/’I’Lbnlnn25_4/5 + /byl + \/En‘s}
+ln n572/5 + \/En5> + OP* ("nbnl Vlog(n) —+ \/E, /log(n)) ,

fiir ¢ < C < o0 fest.
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9. Fall: ' > [+
Wir untersuchen nun den Fall, dass 7' nicht ganzzahlig ist. Dadurch ist noch ein Block

mit weniger als M,l, Variablen zu beriicksichtigen. Somit unterteilen wir die Summanden
der Bootstrap-Partialsumme diesmal in [M”m} — 1 grofte Blocke der Liange Myl, mit den

Blocknummern j = 1,..., [ M:ln} — 1, plus einen Restblock mit mindestens M,[, und we-

niger als 2Myl, Summanden fiir j = [ﬁ] Somit wird der letzte vollstdndige Block der
Lange M,l, mit dem Block, welcher weniger als M,l, Variablen besitzt, in einem Restblock
zusammengefasst. Dieser besteht somit aus n — ([ﬁ} — 1) Myl, Variablen. Das Coupling
fiir die Bootstrap-Partialsummen, welche aus den Fehlervariablen bestehen deren Indizes in-
nerhalb eines grofien Blockes der Linge M,l, liegen, wurde bereits im vorhergehenden Fall
bestimmt und es gilt die Approximation (4.28). Wir miissen somit nur noch die Approxima-
tion der Bootstrap-Partialsumme, deren Fehlerindizes innerhalb des Restblockes j = [ﬁ]
liegen, untersuchen. Dabei kénnen die Indizes der Summanden ein Vielfaches von der klei-
nen Blocklénge [, sein oder nicht. Falls also ;- — ([ﬁ} — 1) M, ganzzahlig ist, kann der
Restblock in vollstandige kleine Blocke der Léange [,, unterteilt werden. Diese ganzzahlige An-
zahl an kleinen Blocken der Linge [, im Restblock definieren wir zur Ubersichtlichkeit als
N, = {% — ({ﬁ} — 1) Mn}. Wir betrachten nachfolgend fiir j = {ﬁ} die Indizes

k=(j—1)Myl,+({—1),+u

mit [ =1,...,N, und v = 1,...,l, innerhalb der vollstdndigen kleinen Blocke. Falls jedoch

— ([M,Lln} ) [U — ([MJ ] — 1) Mn] und dadurch noch ein Restterm existiert,
gllt ebenso [ = ,Npund u = 1,...,1,, plus fiir den Restterm mit [ = N, + 1 gilt
u=1,.. ([ } — ) M1, —ann. Somit erhalten wir fiir die Bootstrap-Partialsumme

mit den Indlzes aus dem Restblock eine Unterteilung in eine Summe, deren Summanden wir
vollstandig in kleine Blocke der Lange [, aufteilen konnen und zusitzlich einen Restterm mit

maximal /,, Summanden. Es gilt

* *
Sk - S(j—l)]bfnln

= (SE}A)anM(zq)ln - Saq)mzn) + (Sijl)Mnln+(l71)ln+u - 5671)an,1+(171)1”)

-1 (j_l)Mnln+(l—1)l7L+u
=2 2 em + > e
h=1 mel; m=(j—1)Mnln+({—1)ln+1

fiir j = {ﬁ} undu=1,..., [, firl=1,...,N,, sowieu=1,...,n— ([m} —1>Mln—

Nyl bei I = Np, + 1. Wie im Fall zuvor nutzen wir die Menge (4.15) fiir j = [M:ln} und
l=1,...,Ny,. Falls | = N, + 1 gilt nutzen wir eine anteilige Menge

Iingt1 = {(j = )Mply + Nolp +1,...,n}
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n
Mnln

Indizes aus einem vollstdndigen kleinen Block aufgrund der Unabhingigkeit und Normalver-

fiir j = [ } . Wie im vorhergehenden Fall sind die Partialsummen der Bootstrap-Fehler mit
teilung der Variablen (Vi.),_y  ns, 141 des Blockwise DWB unabhiéngig und normalverteilt
und lassen sich somit als Zuwachs des Wiener Prozesses darstellen. Der Restterm besteht wie-
der aus abhingigen Zufallsvariablen und kann somit nicht als Zuwachs des Wiener Prozesses
dargestellt werden. Hierfiir betrachten wir wieder einen Wiener Prozess mit einer anteiligen
Stoppzeit. Damit die Stoppzeiten T]?’:l wieder mit den Stoppzeiten des Wiener Prozesses von

der starken Approximation der Originalfehler {ibereinstimmen, werden die Stoppzeiten 7’;1
im untersuchten Restblock fiir j = [ﬁ} und [ =1,..., N, + 1 geeignet gewdhlt und mit
der Blocklénge n — ([ﬁ} — 1) Myl,, normiert. Fiir eine Bootstrap-Partialsumme aus dem

Restblock, welche einen vollstindigen kleinen Block der Linge [, umfasst, definieren wir fiir
j: [ﬁ} undl: 17"'7N’I’L

Var* (SZ - SE},DanJ

oo (] ) )

* Pyp—
€ =

(W= (771) = W™ (77,-1)] (4.29)

)

mEI]'_’l
mit
St-vuai.)

o2 (n _ ({ﬁ} — 1) Mnln> Var* ( Sy — Szkj_nan,,,)

* * * —
T * _Var (S(jil) ol

 Vark (S;i - S(*j—l)Mnln)

und

sowie

2 2
Np,
* * Z €m + Z €m
ijNn‘i’l B Tj70 =1 me[j»l me[j7N7z+1

o= (=) )

Wir untersuchen nun die Approximation der Bootstrap-Partialsumme, bei welcher die Indizes

der Fehlervariablen im Restblock liegen, durch den Zuwachs des Wiener Prozesses. Dabei
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erhalten wir mit einer anteiligen Stoppzeit fiir den Restterm folgende Unterteilung

* * * * U * * * *
‘ (STt = STi-1ypt0t,) = (W (Tj,ll (T - Tle)) -W (%;o)) ‘

= ‘(Siqu)annJr(zq)zn - Sﬁqu)ann) (W (1) — W (T}k,o))‘

+

Ekj—l)Mnln-F(l—l)ln—I—u - S(*j—l)Mnln-l—(l—l)ln
* * U * * * *
+ ’W (Tj,l—l + o (T - TjJ—l)) - W (7f11)
n

=: U1+ Uz + Us, (4.30)

fiir j = [M:ln} undu=1,..., [, firl=1,...,N,, sowieu=1,...,n— ([M:ln} — 1) Myl, —
Nyul, bei I = N, + 1. Nun nutzen wir das Coupling der Bootstrap-Partialsumme eines voll-
stdndigen kleinen Blockes an den normierten Zuwachs des Wiener Prozesses von (4.29). Damit

erhalten wir zunichst

S?jfl)Mnanr(lfl)ln - S?jfl)Mnln

-1
2 em

h=1 mGI] h
B -1 Var* SEZ 1)ann> [W* (Tikh) W (Tf"h 1)]
7, T
h=1 Mnln} a )Mnln)
Var*
= i(ta DMnln) [W* (7f-1) = W* (770)] -

Js

e (Ea e

Dadurch gilt fiir Uy die Abschétzung

U= ‘(Szﬁjfl)Mnanr(l—l)ln - S?jfl)Mnln> — (W* (75,_y) — W~ (Tf,o))‘

Var* (S* SE‘] 1)Mnln)

oo ([t ) )

Die Berechnungen des ersten Faktors der rechten Seite von (4.31) verlaufen analog zu den

-1 [W* (7‘;171) — W* (Tiko)] ) (4.31)

Js

Berechnungen von (4.21). Daher betrachten wir zunéchst den Abstand der Varianzen der
Original- und Bootstrap-Partialsumme deren Variablenindizes innerhalb des Restblockes lie-

gen. Aufgrund der Unabhéngigkeit der Bootstrap-Partialsummen mit Variablenindizes inner-
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halb der kleinen Blécke gilt die Unterteilung

‘Var* (S,*Z - SEkj—l)Mnln) — Var (Sn — S—1)Mo,)

Np, Nn
= |Var* E E e + E e, | — Var E E em + E €m
I=1 mely, MELj Np+1 I=1 mely, MELj Np+1
Np, Ny,
*
< |Var* g g e, | — Var E E em
=1 mEIj,l =1 mEIj.’l
*
+ | Var* E en | — Var g em
meljaNn+1 me[jaNn+1
Nnp
+ 2 |Cov E E €m, E en
=1 mGIN he[j,Nn+l
= U1+ U2+ Urs. (4.32)

Die Grofsenordnung des ersten Terms Uy ; erhalten wir mit dem nachfolgenden Lemma 4.3.
Ui,1 betrachtet den Abstand der Varianzen der Bootstrap- und Originalpartialsumme mit
weniger als 2M,,l, Summanden. Somit kann U; ; abgeschitzt werden mit dem Abstand der
Varianzen der Bootstrap- und Originalpartialsumme von genau Myl, Summanden, was in

Lemma 4.3 untersucht wird. Dadurch folgt

~ b
Uip1=0 (7”Lbnlnn%_4/5 + 'nbnl;/Qn%_Q/5 + /nbyl,n®, Tfﬂ/) +0 <nln) . (4.33)

n
Des Weiteren betrachten wir in U 2 ebenso den Abstand der Varianzen der Bootstrap- und
Originalpartialsumme, jedoch nur fiir weniger als ,, Summanden, anstatt Myl,. Somit kann
die Grékenordnung von Uy o auf analoge Weise zum Beweis von Lemma 4.3 bestimmt werden.

Wir erhalten
Us=0 (lin%*‘l/5 + 122077 4 1,nd, n77> ,

was jedoch durch die Grofenordnung von Uy dominiert wird. Zum Schluss untersuchen
wir den Kovarianzterm Uy 3, bei welchem die Kovarianzen zwischen den Fehlervariablen mit
Indizes aus den vollstandigen kleinen Blécken der Lange [, und denen mit Indizes des kleine-

ren Restterms verglichen werden. Mit der Kovarianzungleichung (4.39) aus Lemma 4.3 und
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[A6] (ii) erhalten wir die Gréfkenordnung

Nn,
Uis<2) > > [Cov(em,en)l

=1 mEI]-,l hEIj,N7l+1

N, oo s
<2:4C) ) (o)

=1 r=0

nby,
_O<zn>'

Weiterfiihrend gilt analog zu den Berechnungen fiir Z; 5 auf Seite 52, dass

n
Var (Sn - S(j_l)Mnln) —o? <n - <|:Mnln:| — 1) Mnln>

Somit gilt zusammen mit (4.32) und (4.33) fiir den ersten Faktor der rechten Seite von (4.31)

die Grofenordnung

—0(1).

Var* (S;; — S;j—l)Mnln>
o= (] ) 0]
Var* (S5 = 85, ) —0° (n = ([32] = 1) Mala)

o (n— ([ ) ~1) M)

-0 (lnn25—4/5 + 1711/2”26—2/5 + lTnné’ n—v) +0 <1 + 1)

=op [ 1,n® Y5 + l711/2n25_2/5 + wl—”n‘s +0 1 .
nby, ln

Fiir den zweiten Faktor der rechten Seite von (4.31) erhalten wir mit (4.19), dass

sup |W* (75,1) — W* (7¢)| = Op= <M\/log(n)) .

1<IKNp+1

-1

<

Dadurch gilt mit (4.31)

sup U;
1<ISN,+1

= |op lnn25_4/5—|—l;/2n26_2/5+ In n& +0 l
nb,, I,

= 0p- (\/@{vnbnlnn%‘% + \/nbpl, 2 \/En‘s}) + Ops (W) .

(4.34)

Op-~ (\/@\/M)
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Die Berechnung der Grofenordnung der Partialsumme Us von (4.30) erfolgt analog zu der
Berechnung von Z auf Seite 54, da U; eine Partialsumme mit hochstens der gleichen Anzahl
an Summanden wie in Zy betrachtet. Dadurch folgt mit v > 1 nach der Bemerkung auf
Seite 46, dass

sup U = O (ln nd=?% 4 \/En(s, nl_v)

1<I<Np+1
1<u<ly,

= op (lyn® "+ /1) (4.35)

Fiir den Zuwachs des Wiener Prozesses in Us von (4.30) gilt mit (4.19) und analogen Betrach-

tungen wie fiir Z3 auf Seite 55, dass

n
_ * * * * * (%
sup Us= sup W (Tj’l_l + = (Tj’l — ijl_1)> - W (Tj’l_l)
1<I<Np+1 1<I<Np+1 n
1<u<lin 1<u<ln

= Op+ (Vinv/log(n)) (4.36)

Fassen wir nun alle drei Terme (4.34), (4.35) und (4.36) zusammen, dann erhalten wir fiir
die Approximation der Partialsumme mit Bootstrap-Fehlervariablen aus dem Restblock j =

[ﬁ} durch den Zuwachs des Wiener Prozesses die Grofenordnung

* *

sup ‘(S'AMZ -1l _S‘flMl)
L <I<Ny41 (=D Mplp+(1=1)ln+u (G—1)Mnln
1<u<ly

- (W* (T;l—l + % (T;l o T;,l—l)) - W (T;O)> ’
= op+ (y/log(n) {\/7”Lbnlnn25_4/5 + \/nbyl,n?=5 + \/Ené}
o 4 Jlb) 4 Op- (V”b Vieslr) | ﬁ@) @37

Dies stellt die gleiche Gréfsenordnung wie die Approximationen aller anderen Bootstrap-
Partialsummen mit Fehlervariablen, deren Indizes innerhalb der grofsen Blocke liegen, in

(4.28) dar. Alle Partialsummen fiir j = 1,..., [ﬁ] — 1 mit M,l,, Summmanden, sowie die

Partialsumme des Restblockes j = [ﬁ} sind aufgrund der Unabhingigkeit der Variablen

(Vi)p=t,... o1, +1 des Blockwise DWB unabhingig voneinander. Weiterhin gilt S(*j—l)Mnln"rlln -

S?jfl)MnlnHlfl)ln = \/Var*(SjM,LG*SZ}l)ann)/UQMnln [W* (T;‘,J — W (7‘;1_1)} , wodurch wir
die Approximationen dieser Partialsummen aneinanderreihen kénnen. Des Weiteren besitzen
sie mit (4.28) und (4.37) fiir den Restblock alle den gleichen Approximationsfehler. Aufgrund

des geeigneten Couplings dieser Bootstrap-Partialsummen an die normierten Zuwéchse des
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Wiener Prozesses erhalten wir fiir die Approximation des Bootstrap-Partialsummenprozesses

* *
Sup ‘ <S(j—1)Mnln+z - S(j—l)ann>
1<5< [ 72 |
1<i<cMply

— (W* (02 ((j = 1) Myl + 1)) — W* (02(j — 1) Myl,)) ‘

= op= (\/log(n) {\/1zl)nln7”n25—4/5 1 \/nbyl,n2%5 ¢ \/En‘s}
+1, nd—%s + \/En‘s) + Op~ (ann }/log(n) + \/E /10g(n)> 7

fiir ¢ < C < oo fest. Dies stellt den gleichen Approximationsfehler wie beim ersten Fall dar.

Mit [A6] (iii), der optimalen Bandbreite (2.7) und fiir ein § < 1/10, was laut der Bemerkung
auf Seite 46 gilt, konnen wir die Grofsenordnungen des Approximationsfehlers beider obigen

Falle weiter abschitzen und erhalten

26—2/5
Vbt 2=l = O (Vi 0 5 o)) = 0 (b)

log(n)

Vnbpl, n275 /log(n)

I
Q
%
S
3
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S
| S
3
~—
[
=
N
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(o)
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o
03
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S
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Dadurch erhalten wir schlussendlich fiir das Coupling des Bootstrap-Partialsummenprozesses

an den Wiener Prozess die Grofenordnung

*

sup ’(Sz};l)MnlnH B S(jfl)Mnln)

1<5< [ 37727 |
1<I<eMnln

— (W (% (G = D)Maln +1) = W* (02 = )Mala)) | = 0p- (”bn> 7
log(n)

fir ¢ < C < oo fest. O

Mit Satz 4.3 haben wir nun die Partialsumme von (e}) an einen Wiener Prozess W*

i=1,...,n
gekoppelt. Fiir diesen Nachweis war ein Hilfsresultat notig, auf welches wir im Folgenden

eingehen werden.

Lemma 4.3
Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 erhalten wir fiir den Abstand der Varianzen der
Bootstrap- und der Originalpartialsumme, welche aus M,l, Summanden bestehen, die Gro-

fenordnung

‘Var* (S;Mnln — Szkj—l)Mnlﬂ) — Var (SjMnln - S(jfl)Mnln)

-~ 5 _2/5 — bn
=0 (nbnlnn%*% + nbnl;L/QnQ‘; 75 4\ nbplan®, n 'y) + 0 <nl>

fir j=1,... [M:ln}, wobei M,, = [T;?jy].

Beweis

Wir betrachten den Abstand der Varianzen der Original- und Bootstrap-Partialsummen de-
ren Variablenindizes innerhalb eines sogenannten grofen Blockes der Lange M,l, liegen, fiir
alle Blocke j = 1,..., [ﬁ} Aufgrund der Hilfsvariablen des Blockwise DWB werden die
Indizes der Bootstrap-Variablen in M, kleine Blécke der Liange [, unterteilt. Den Hilfsva-
riablen innerhalb eines kleinen Blockes wird eine unabhéngige und standardnormalverteilte
Zufallsvariable zugeordnet. Wir iibernehmen diese blockweise Struktur auch fiir die Origi-
nalpartialsumme, obwohl die Fehlervariablen dort abhéingig voneinander sind. Mit Hilfe der
Intervalle I;; aus (4.15) fir j = 1,..., [ﬁ] und [ = 1,..., M, erhalten wir aufgrund der
Unabhingigkeit und Standardnormalverteilung der Hilfsvariablen des Blockwise DWB und

mit der Zentriertheit des Fehlerprozesses (e;) sowie mit dem Abstand zwischen Resi-

i=1,...,n7
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duum und Fehler die Unterteilung

‘Var* (Siatut = S5t ) = Var (Siatatn = SG-1p,)

M’VL M7L
= |Var* E E ey, | — Var g g em
=1 mel;, I=1 mel;;
2 2
M, M, Mp—1 My
= E em | — E E E em | —2 g g Cov E €m, E ep
=1 mEIN =1 mte’l =1 h=Il+1 mEIN pEIj’h
2
M, My,
< § (em_em) + 2 E E (em_em) § €m
=1 meIN =1 mEIjJ mEIN
2 2
My, My, Myp,—1 My,
+ E em | — E E E em +2 E E Cov E Em,s E €p
=1 mEijl =1 mEI]‘J =1 h=Il+1 melj,l pelj,h
=: 51+ S+ S35+ 54. (4.38)

Um diese vier Terme untersuchen zu kénnen, mochten wir zunichst die Kovarianzen zwischen

untersuchen. Diese lassen sich mit Hilfe der Kovari-

anzungleichung aus Lemma 2.2 mit p = q = %ﬁ[‘s und K, = %ﬂ; abschétzen. Unter der

Voraussetzung [A6] (i) gilt sup; [|€;la1s/14 SUDPy, [lemll24514 < C < 0o und somit erhalten wir

den abhéngigen Variablen (e;)

i=1,...,n

firi,m=1,...,n mit ¢ <m und r :=m — i, dass

s
|Cov(es, em)| < 4 |leillaysa llemllarsya (au(r))2+3
5
< 4SupHeiH2+5/14 SuPH‘£mH2+5/14 (c(r))28+3
K3 m
< 4C (a(r)=F . (4.39)

Beim ersten Term S; betrachten wir nun den Abstand von Residuum und Fehler. Die Gro-

Renordnung hierfiir wurde in Lemma 4.2 bestimmt und wir erhalten dadurch

S =0 <nlbn 2 n25_4/5,n_7> =0 (nbnln n20=45, n“’) ) (4.40)

n

Fiir den zweiten Term Sy betrachten wir mit (4.39), [A2] (i) und [A6] (ii) zunéchst das zweite

Moment

2
E Z em | < Z Var(em,) + 2 Z Z |Cov(em, en)|

melj, mel;jy melj hGIJ;Ll
m<

<1, Var(e) +8C 1, Y (a(r) =5 = 0 (1,).

r=1
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Unter den Voraussetzungen [A2] und [A6] ist die Rosenthal-Ungleichung aus Lemma 2.3 fiir

2 < a < 28 anwendbar und wir erhalten fiir das a-te zentrale Moment

a B 7 9/2
E Z em SC Z (E (|em|a+e))%+e+0 Z (E (‘em‘Q-i-s))ﬁ
mel;, mel; | mEl;; J
— B a/Q
<O 2 mpE(enl™) 40 2 i (enl™)
mel;; melj, _

~0 (zn + z;/?) ~0 (z;i/?) .

Damit ergibt sich mit der Markov-Ungleichung und (4.13), a = 7/s, die Abschitzung

E<m§.lem > l“/Q
P> em| 20| < - =0< " ):o(w),

a/2 a/2
mel,, ln/ nad ln/ nad

wodurch wir mit der Notation aus Definition 4.1
Z em = O (l;L/Qn‘S,n_V) (4.41)
mGIN

erhalten. Mit Hilfe von Lemma 4.2 und (4.41) folgern wir fiir den zweiten Term, dass
— /nb -
Sy =0 <”l” Loy nd=5 12 n_7> =0 <nbnz;/2 n20=%5, n—V) . (4.42)
n

Um die Grofenordnung des dritten Terms Sz von (4.38) zu erhalten, untersuchen wir zunéchst

das zweite Moment von S3 und somit folgende Varianz

2 2
My, My,
Var Z E em :ZVar Z em
=1 mEIjJ =1 mEI]"l
2 2
M,—1 M,
+2 Z g Cov Z em | Z €q
I=1 h=Il+1 mel;; q€l;n
=: 53,1 + 3372. (443)

Zur Berechnung der Varianz von S3; nutzen wir wieder die Kenngrofe der gemeinsamen
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Kumulanten in (3.11) und erhalten folgende Unterteilung

2
Var Z em
mG[j’l
4 292
mel;; mel;;

= Z [E(epeqeres) — E(epeq)E(eres)]

p,q,T,Ste’l
= Y cum(epepenc)+ Y. [Eleper)Eleges) + ElepesEleqer)

p7Q7T75€Ij,Z p7Q7r7ste,l
=: 5311+ 53,12 (4.44)

Die Abschitzung der Kumulante findet in Lemma 8.1 statt. Unter der Voraussetzung [A6] (i)
kénnen wir Lemma 8.1 anwenden und erhalten |cum(ep,eq, e, es)] < 160(@(1}))28% fiir
v = max{q —p,r —¢q,s—r} falls p < g < r < s. Fir p € I;; zerlegen wir die Menge
{(q,7,8) :p,q,r,s € Ij; mit p<q<r<s,max{q—p,r—q,s—r}>0}in Mengen

Gv(p):{(q,T,S) :p7Q7ras€Ij,l mitpﬁqgrﬁSvmax{q_paT_QaS_T}:U}-

Somit beinhaltet G,(p) alle (g,r, s) bei denen die grofste Liicke zwischen p, g, und s gleich
v ist. Da wir den Abstand zwischen vier Variablen betrachten, gibt es drei Mdoglichkeiten
fiir eine grofte Liicke. Die Gréfke der beiden kleineren Liicken kénnen wir mit Hilfe von v,
der Grofe der grokten Liicke, abschitzen. Daher gilt #G,(p) < 3 (v + 1)%. Mit Hilfe dieser
Mengen, sowie mit Lemma 8.1 und [A6] (ii) kénnen wir die Kumulantensumme in (4.44) wie

folgt abschéitzen

S31,1 < 4! Z | cum(ep, eq, €r, €5)|

p7Q7T>s€Ij,l
p<qs<r<s

<43 Y Y 16C(a)E

pe[j,l v=0 (q’TuS)GGU (p)

<Cl, i 3(v+1)2 (a(v) =7
v=0

= O(ly). (4.45)
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Weiterhin ergibt sich wieder mit (4.39) und [A6] (ii) fiir den zweiten Term Ss 2, dass

2

2
S31,2 =2 Z E(epeq) | <212 Z 4C (alq —p))ﬁ
P,9€l; P,9€l;;
p<q

0 2
<2 (c Y (a(v))zs‘la> =0 (). (4.46)
v=0

Somit erhalten wir mit (4.44), (4.45) und (4.46) fiir die Varianz die Gréfenordnung

2
Var Z em =0 (l,%) .
mEIjJ
Durch Aufsummieren dieser Varianzen fiir [ = 1,..., M, ergibt sich fiir den ersten Term
in (4.43)
nbp, o
S31 =0 T Iz ] = O (nbyly) . (4.47)

Nun untersuchen wir den Kovarianzterm Sso von (4.43), welcher die Kovarianzen zwischen
dem Produkt zweier Fehlervariablen mit jeweiligen Indizes aus zwei verschiedenen Blécken
betrachtet. Dabei interessieren uns bei der Berechnung aufgrund des a-Mischungskoeffizienten
nur noch die Absténde der Indizes von einem Block zu den Indizes seiner nachfolgenden Blécke.
Dadurch erhalten wir mit (4.39) und [A6] (ii), dass

Mn,—1 My

S32 <8 Z Z Z Z |Cov (emep, eveq)|

=1 h:l-‘rl m,pGIN fu,qEIj’h
m<p v<q

My,—1 M,—1
5
23 Y Y Y acit- e
=1 b=1 pEIN 'Ue-[j,b-H
Mp—1

S DS > (a(v - p)) %7

=1 pelj,l UE(Ij’pﬁlumufj’hu]un,l)

My,—1 oo
<2 Y Y r(a(r)=n
=1 r=0
=0 (”lb” zg) = O (nbuly) . (4.48)

Fassen wir nun die Werte (4.47) und (4.48) zusammen, so erhalten wir mit (4.43) die Grofen-
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ordnung des zweiten Momentes von S3 mit

My, 2 My, 2\ ?
E Z Z em | — Z]E Z em = O (nbyly) .
=1 \mel;, =1 mel;

Diese Grofienordnung dient uns als Schranke fiir die nachfolgend gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Fiir weitere Berechnungen definieren wir uns die Zufallsvariablen

2 2

ZjJ = Z Em —E Z €m

melj, melj,

firj =1,..., [ﬁ} und [ = 1,..., M,. Die Zufallsvariablen Z;; bestehen aus [,, Fehler-

variablen (e;) mit Indizes aus jeweils demselben kleinen Block. Somit kénnen wir den

i=1,....,n
Mischungskoeffizienten von Z;; durch den Mischungskoeffizienten des Fehlerprozesses abschét-

zen. Damit folgt
a(o(Zjy, Zii-1,--) 0 (Zjjars Zjjirsts---)) < a((r =1, +1) < afr)

mit 7 > 1. Unter dieser Bedingung, sowie mit Hilfe der Voraussetzungen [A6] kénnen wir die
Rosenthal-Ungleichung aus Lemma 2.3 fiir 2 < a < 12 auf die Zufallsvariablen Z;; anwenden.

Dadurch erhalten wir mit dem nachfolgenden Lemma 4.4 und (4.13), dass

2 2

Mp My,
P Z Z em | — ZE Z em > \/nbnlnn‘s
=1 \mel;; =1 mel;
M, a
E ( 7., >
=1
S .~ 7
(nbnln)a/2 nad
My o My, S22
C Z (E (’Z.’l‘a-i-E)) ate 4 (O [Z (E (|Zj,l’2+€)) 2+ ]
=1 =1

< .
(nbyly)*? nad

() ofmar)

(nbnln)a/2 nad (nbnln)a/2 nad

wodurch S3 die Grofenordnung

2 2
My My,
Ss=) (Y em| =D E[ D em :5<\/mn6,n—v) (4.49)
I=1 \mel;, =1 mel;,

besitzt. Zum Schluss untersuchen wir den Kovarianzterm Sy von (4.38), welcher die Kovarianz
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zwischen den Fehlervariablen mit Indizes aus zwei verschiedenen Intervallen I;; betrachtet.
Daher gilt mit (4.39), |A6] (ii) und analogen Berechnungen zu (4.48), dass

M,—1 My,
Sy =2 Z ZCOV Zem,Zep
=1 h=l+1 mel;; pEl;p
My,—1 My,

IN

2 Z Z Z Z |Cov (em, ep)]

=1 ]’Lzl-‘r]. mEIjJ pGIj?h
Mp—1 Myp—1

23 Y Y Y 4cC(alp-m))FE

=1 b=1 melj,L pelj,bH

CMngr (a(r) =% =0 (”i”) . (4.50)

IN

IN

Nun haben wir die Gréfenordnungen aller vier Terme und dadurch den Abstand der Varianzen
der Bootstrap- und Originalpartialsummen deren Variablenindizes innerhalb eines Blockes der
Lénge M,l, liegen, bestimmt. Somit erhalten wir mit (4.38), (4.40), (4.42), (4.49) und (4.50),

dass

’Val“* (S;Mnln - Szkjfl)Mnln) = Var (a1, = S(-1)M,1,.)
nby,

=0 (nbnlnnz‘sﬂ/5 + bl P05 4\ nbyln®, n’”) +0 <l> )

n

Zum Schluss liefern wir ein weiteres Hilfsresultat, welches in Lemma 4.3 genutzt wurde.

Lemma 4.4

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 erhalten wir fiir a € 2N mit a < 14, dass

2 2@

E Zem —E Zem :O(Z?L)7
mEIj’l mEIj_’l
wobei Iy = {(j — DMy + (I — Dl +1,..., (j — )Myl + 1, } fiiv j = 1,..., [ﬁ] und
I=1,..., M,, mit M, = [%}

Beweis
Mit Hilfe der Minkowski-Ungleichung und der Jensenschen Ungleichung erhalten wir fiir eine

Zufallsvariable Y und ein p € 2N folgende Ungleichung fiir das p-te zentrale Moment

E(Y —E(Y))? < C, (EY? + (EY)P). (4.51)
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Fiir alle geradzahligen a < 14 erhalten wir mit dieser Ungleichung die Abschétzung fiir das

gesuchte a-te zentrale absolute Moment

2 2|@ 2a 2\ @
E Zem —E Zem <C, | E Zem + [ E Zem
mte’l mEIj’l melj,l mEIj,l
=:C, (H1 + HQ) .

Unter den Voraussetzungen [A6] kénnen wir die Rosenthal-Ungleichung aus Lemma 2.3 fiir
2a < 28 auf H; anwenden. Somit gilt mit [A6] (i), dass

2a 2

H <C Z (E (|em|2a+e>) 2t | o Z (IE (|6m‘2+e>>f+e
mEIjﬁl melj,l
a
<C max E (]em]2a+5> +C max E (]em]2+e)
’mEIj,l meljl
mEijl mEIJl

Des Weiteren gilt mit der Kovarianzungleichung (4.39) und [A6] (ii) die Abschitzung

a
a

Hy=| Y E(emep)| <[2 > [Coviemep)l
m,pel;; m,pel;;
m<

a

<(2 Y 4> (am)=F | =00).

melj r=0

Damit besitzt das a-te zentrale absolute Moment die Grofenordnung

2 2@

E[f Y em| “E| D> em =0(19).

mte’l mGIN

4.4 Coupling von Partialsummen fiir das Autoregressive DWB

In diesem Kapitel werden wir wieder ein Coupling des Bootstrap-Partialsummenprozesses

*

l)zzln werden nun mit Hilfe des Autore-

(Sy)g—q , herleiten. Die Bootstrap-Variablen (e
gressive Dependent Wild Bootstrap-Verfahrens aus Kapitel 2.3.2 erzeugt. Bei diesem Verfah-



4.4 Coupling von Partialsummen fiir das Autoregressive DWB 71

ren werden die Hilfsvariablen (W;),_; , durch einen AR(1)-Prozess
W, = G_I/Zn Wi + u; fir: € N,

mit unabhéngigen und identisch verteilten Innovationen (u;);eny definiert. Weiterhin sind
(u;)ieny und Wy unabhingig mit Wy ~ N(0,1). Zur Vereinfachung der nachfolgenden Be-

rechnungen nutzen wir die verteilungsgleiche Darstellung

S5
Wy = E e nu_g,

00
_s
W, = E e ln u;j_g

m=1 m=1 m=1 s=0
fiir K = 1,...,n. Da diese Reihe mit Wahrscheinlichkeit 1 absolut konvergiert, kénnen wir
die Summationsreihenfolge dndern und S; fir £ = 1,...,n in einen Hauptterm und zwei

Restterme mit unabhingigen Summanden unterteilen

m=1 s=0
k n k n 00 k
s—m __ _s=—m __ _m+s
= U, e n eg — E U e n eg -+ g u_mg e In eg.
m=1 s=m m=1 s=k+1 m=0 s=1
N Vv
. Qx* _ . D%
=Sk0 =Ry, =Ry,

Fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit des simultanen Konfidenzbandes werden

wir die Partialsummenprozesse (Sk)j—y , und (S;),_, , ancinander koppeln. Dies errei-

n

chen wir mit Hilfe der Approximation der beiden Prozesse durch den gleichen Wiener Prozess.
Dazu wurde in Kapitel 4.1 die starke Approximation des Partialsummenprozesses der Fehler-

variablen (e;) aufgezeigt. Nun erhalten wir das Coupling des Partialsummenprozesses

i=1,....,n
(S%) k=1,.n a0 einen Wiener Prozess, indem wir die gleichméfige Approximation des Haupt-

terms (S . 0) - durch diesen Wiener Prozess herleiten und weiterhin die Gréfenordnung-
’ =1,...,n

en der Restterme (szl) und <R272) bestimmen. Im nachfolgenden Kapitel 5

k=1,....,m k=1,...,n
betrachten wir abschliefend das Coupling von (Sk)x—y _,, und (S§),_; .-

Wir untersuchen somit zunéchst den Hauptterm S} , fiir £ = 1,...,n. Aufgrund der Unab-
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héngigkeit und der N (0,1 — e 'n)-Verteilung der Zufallsvariablen (u;);en erhalten wir fiir
dessen Varianz, bedingt auf die Originalstichprobe (X;),_; .

k n 2
Var* (S} 5) = Var* <Z U, Z T es> Z Var (uy) <Z e €s>

m=1 s=m
k n
=3 (1-e) X T e
m=1 s,t=m

Zur Vereinfachung von spiteren Rechnungen formen wir diese Varianz weiter um und erhal-

ten
n min(s,t,k) n
% % ~ o~ —2/1 _st+t=2m ~
Var (Sk,o) = E esep (1 —e /i e I = E eserp1k (s,t,ln),
s,t=1 m=1 s,t=1

mit Hilfe der Definition

min(s,t,j) .
pivj (S7t7ln) = (1 — eiQ/Zn) Q_T
m=i
fiir 4,7,s,t = 1,...,n und l,, > 0. Da die Variablen (u;);en unabhingig und normalverteilt

sind, ist S} , ebenso normalverteilt mit dem Erwartungswert Null und obiger Varianz, d. h.
n

SZ,O ~ N 07 Z /E\Sé\t pl,k} (S) tu ln)

s,t=1
Im Folgenden werden wir den Term p; ; (s,t,1,) genauer untersuchen und fassen im nachfol-
genden Lemma wichtige Eigenschaften von diesem zusammen.

Lemma 4.5

Es sei

fiir 4,5,s,t =1,...,n und [, > 0. Wir erhalten fiir alle ¢ < j folgende Eigenschaften

(I) Pij (Sa t, ln) <1

s+t—2(i—1)

(1) |1 - pig(s,t.l) <270 47w fir j > mins, t),

(III) max max Z pij (s, t, 1) = O (ly).

1<i,5<n 1<s<n {1



4.4 Coupling von Partialsummen fiir das Autoregressive DWB 73

Beweis

Um besser zu sehen, dass p; ; (s,t,1,) hauptséchlich vom Abstand |s — ¢| abhéngt, formen wir

den Term weiter um und erhalten

min(s7t7-j) .
—2/l _ 2min(s,t)+[s—t|—2m
pij (8,1, 1) = (1 —e ") E e In
m=t
27 2(min(s,t,5)+1)
2/l _Is—t] _ 2min(s,t) eln — e In
= (1—e 7" )e n e [
( 1—e¥m
2 min(s,t,j) 2(i—1)
2/l |s—t| 2min(s,t) e In —e In
=(1l—-e" ") e ne mn
( 1—e n

— e I (€—<2/zn>{min(s,w—min(s,t,j)] _6—(%)[min(s,w—(i—m)‘

Beachten wir, dass p;; (s,t,1,) = 0 ist fir ¢ > min(s, ¢, j), dann kénnen wir an obiger Glei-
chung erkennen, dass Eigenschaft (I), p;; (s,t,1,) < 1, erfiillt ist. Des Weiteren erhalten wir
fiir den Fall j > min(s, t) mit der Ungleichung |e* — 1| < 2|z| fiir |z| < 1 die Abschétzung

_\sft\

11— pig (s..0n)| = ‘1 S (1 6(2/ln>[mm<s,t><u>]>‘

[s—t|

_ _s+t—2(i—1)
<|l—e

+le”

_ s+t—2(i—1)
<92 M + e In

< I
Womit Eigenschaft (IT) gezeigt ist. Fiir die dritte Eigenschaft nutzen wir die Abschitzung
n

max max Zpi,j (s,t,1n)

1<7,7<n 1<s<n

t=1
n ls—t] ) ) ) ) )

— max max e In (e*(Q/ln)[mln(svt)*mln(s,tvj)] _ e*(Q/ln)[mln(svt)*(%l)])

1<4,j<n 1<s<n

|s—t]| © m

< max e In <2Ze_mz 2

1<s<n A 1—e Y

m=

Weiterhin gilt mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, dass

L in — 0 _ g=Yin — eall (4.52)
n

fiir ein & € (—1/1,,0). Zusammen erhalten wir dadurch (III). O
Nachfolgend werden wir nun die gleichméfige Approximation der Bootstrap-Partialsumme S},

fiir k =1,...,n durch einen Wiener Prozess nachweisen. Hierfiir bendtigen wir zusétzlich zu

den Voraussetzungen [Al] und [A2]| noch folgende Annahmen
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[A7]
(i) Fiir den Prozess (e;)i=1,...n gilt fiir ein § > 0, dass E (|el\28+5) < 00.

(ii) Weiterhin gilt fir obiges §, dass Y (r + 1)26(04(7“))%% < 0.
r=0

(iii) Fiir die AR-Parameter (I,,),,cy gilt I, — oo fiir n — oo, sowie I, = O (1” ”b")) und
1 1
= ¢ (1og<n>>'

Bemerkung

Diese Voraussetzungen sind dquivalent zu den Annahmen [A6], welche in Kapitel 4.3 fiir das
Coupling der Bootstrap-Partialsumme, welche mit Hilfe des Blockwise DWB entsteht, bend-
tigt wurden.

Der AR-Parameter [,, dient wieder dazu die Abhingigkeitsstruktur des Originalprozesses auf-
zufangen. Dies geschieht mit wachsendem [, bei steigendem Stichprobenumfang. Dennoch
muss auch hier der AR-Parameter durch O (\/m/log(n)) beschrinkt werden, um die Vertei-
lung der Statistik gut imitieren zu kdnnen. Somit stellt /,, eine Art Blockldnge des Blockwise
DWRB dar.

Um unser Ziel, die asymptotische Korrektheit von simultanen Konfidenzbindern nachzuwei-
sen, zu erreichen, sollen die Partialsummenprozesse (Sk)r=1,...n und (S} )k=1,...» mit Hilfe der
Coupling-Technik an den gleichen Wiener Prozess gekoppelt werden. Zur Konstruktion der
Pseudo-Fehler fiir die Bootstrap-Partialsumme wird in diesem Abschnitt das Autoregressive
DWB genutzt. Wie bereits gezeigt, kénnen wir die Bootstrap-Partialsumme in einen Haupt-
term und zwei Restterme unterteilen. Somit werden wir, wie bereits erwiahnt, die Approxima-
tion des Hauptterms (SZ,O) k=1,...,n durch einen Wiener Prozess nachweisen und zusétzlich die
Restterme abschétzen.

Wie beim Abschétzen des Approximationsfehlers der Bootstrap-Partialsumme, welche durch
das Blockwise DWB entsteht, in Kapitel 4.3, unterteilen wir zunéchst auch hier die Indizes
der Summanden von S; in Blocke der Lange nb,,. Fiir die Berechnungen bendtigen wir wieder

den ganzzahligen Anteil und definieren uns somit m,, := [nb,]. Fiir den Fall das nb,, und %

ganzzahlig sind erhalten wir somit [min} Blocke der Linge my,. Falls jedoch - nicht ganz-

zahlig ist erhalten wir ebenso [min} Blocke der Lange m,, plus einen Block mit n — [min} my,

und somit weniger als m,, Variablen.

Mit Hilfe des nachfolgenden Satzes werden wir das Coupling des Partialsummenprozesses
(Sz,o)kzl,_..,n, mit

n

k
" _s—m __
Sko = E Um, e n e,

m=1 s=m
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herleiten. Hierbei sind (u;);cy die unabhingigen und identisch verteilten Innovationen des
AR(1)-Prozesses vom Autoregressive DWB aus Kapitel 2.3.2.

Satz 4.4
Unter den Voraussetzungen [A1], [A2] und [A7] existiert auf einer geeigneten Erweiterung des
zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, A, P) der Bootstrap-Partialsummenprozess

(Sk 0)k=1,...n und ein Wiener Prozess W*, sodass

sup ‘(Séjfl)anrl,O - S{jfl)mn@) - (W* (02 ((7 — D)map + l)) - W* (02(.7 - 1)mn))‘

1< [ 2]
o nby,
T\ Vieg(n) )

1<i<cmn
wobei my, := [nby,] und ¢ < C' < oo fest.

Bewezs

Wir méchten durch ein geeignetes Coupling die Bootstrap-Partialsumme S k0 an einen Wiener
Prozess koppeln. Sy ; ergibt sich aufgrund des Autoregressive DWB aus Kapitel 2.3.2. Hier-
bei werden die Hilfsvariablen (W;),_; , durch einen AR(1)-Prozess mit unabhéngigen und
identisch verteilten Zufallsvariablen (u;);cn definiert. Fiir die Approximation von S0 durch

einen Wiener Prozess unterteilen wir, wie bereits oben erldutert, die Indizes der Summanden

von S, in Blocke der Lénge m, = [nb,]. Dabei erhalten wir [min} Blocke der Lange my,
falls ;- ganzzahlig ist. Gilt jedoch 2~ > [mﬂn} dann erhalten wir ebenso [min} Bldcke der
Lange my,, plus einen Block mit n— [mﬂn} my, Variablen. Fiir die nachfolgenden Berechnungen

betrachten wir daher [mﬂn] — 1 vollstdndige Blécke der Linge m, mit den Blocknummern

j=1,..., [min} — 1 und einen Restblock fiir j = [min}, welcher mindestens m,, und weniger
als 2m,, Variablen umfasst. Somit fassen wir den letzten vollstindigen Block mit dem mégli-
cherweise zusétzlichen kleineren Block zu einem Restblock zusammen.

Des Weiteren konnen die Indizes der Summanden der Partialsumme Sy ; ein Vielfaches der

Blocklange m,, sein, oder nicht. Somit betrachten wir die Indizes

mMn

mit [ = 1,...,m, fir die vollstindigen Blécke j = 1,..., [i} — 1. Im Fall des Restblockes
j = [mﬂn} gib Il =1,...,n — <[mﬂn} — 1) my,. Falls [ den Wert m,, annimmt, so ist k ein

Vielfaches der Blocklinge m,,, sonst nicht.

Wir untersuchen nun das Coupling der Bootstrap-Partialsumme, deren Indizes innerhalb eines

Blockes mit der maximalen Linge von 2m,, liegen, fiir alle Blocke j = 1,.. ., [min} . Die Partial-



76 4 Coupling von Partialsummen

summe Sy, ergibt sich aus der Summe von gewichteten, unabhéngigen und N (0, 1—e % l”)—
verteilten Zufallsvariablen (u;);=1,... 5. Dadurch erhalten wir als Verteilung fiir einen Summan-

den ebenso eine Normalverteilung mit

. . n _s—(kt1)
Skt1,0 ~ Sk = Uk+1 Z e e
s=k+1
2
n
s—(k+1)
_2 _s=(k+1)
oy (85 o)
s=k+1

fir £k = 1,...,n — 1. Aufgrund der Unabhingigkeit und der Normalverteilung eines jeden
solchen Summanden kénnen wir diese als Zuwéchse eines Wiener Prozesses darstellen. Damit
die Stoppzeiten T;l des Wiener Prozesses auf der Bootstrap-Seite mit den Stoppzeiten des
Wiener Prozesses von der starken Approximation der Originalfehler iibereinstimmen, werden
die Stoppzeiten T;l fir j =1,..., [mﬂn} —lund [ = 1,...,m, geeignet gewihlt und eine
Normierung iiber den jeweiligen Block der Lénge m, vorgenommen. Im Restblock werden
die Stoppzeiten T]’.‘J fiir j = [mﬂn} und [ =1,...,n— ({min} — 1) my, mit der moglicherweise

langeren Blockldnge n — ([L} — 1) m,, normiert.

Mn
Somit definieren wir fiir die vollstindigen Blécke der Lange m, fir j = 1,..., [m’—l] -1
und [ = 1,...,m, einen Bootstrap-Summanden als einen normierten Zuwachs eines Wiener

Prozesses W* so, dass
)

n

. . 75—((j—ll)mn+l) R
SG-mut10 = SG-matio10 = UG-Dmart D € ' o
s=(j—1)mn+1
Var* (S* - St
Jmn,0 (J=1)myn,0 * * * *
= oy (W™ (750) = W* (751-1)]

(4.53)

mit den Stoppzeiten

* * * * o Qx
T T Var (S(j—l)mn+l,0 (j—l)mn,O)

2 ' * * _ *
o my Var (Sjmn,o S(j—l)mn,O)
2
n s ((G=Dmn+h) _
Z (1 _ 6_2/171,) Z e in [
* * _ *
Var ( 7m0 S(j—l)mn,O)

und

o= —1) o2 my,.
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Innerhalb des Restblockes j = [min] definieren wir einen Bootstrap-Summanden fiir [ =

1,...,n— ([T:n} . 1) my, ebenso als normierten Zuwachs des Wiener Prozesses, jedoch mit

einer anderen Normierung. Wir definieren

i s (G=Dmp+D)

S(*j—l)mn—i-l,l) - S&kj—l)mn-l-l—l,o = U(G—1)mn+l Z € tn €s
s=(G—1)ymn+l
Var* ( S* , — S*
2ar ( o (J—l)mnvo) [W* (T;l) - W (T;l—l)]
7 (o= (] - 1) m)
(4.54)
mit

2
L n s=((G=Dmn+h)
—2 n _—— o~
* * Z (1 —€ /t ) ( ( Z € n eS)
s=

il — 750 h=1 J=L)mn+h
o2 (n — ([miﬂ] — 1) mn> Var* (S:LO — S(*jfl)mn,o)

und

o= —1) o2 my,.
Wir werden im Folgenden die Bootstrap-Partialsumme mit Indizes aus den vollstindigen

Blocken der Lange m, betrachten. Somit untersuchen wir die Approximation von S}, —

S(i—1ymy,0 durch den Zuwachs des Wiener Prozesses mit k = (J=D)mp+ifirj=1,..., [ - ] —

mp
lundl=1,...,m,. Es ist ausreichend die Approximation der Partialsumme mit Indizes aus

einem Block zu untersuchen, da aufgrund des Couplings

Var* (S5, 0 = 5, )
]mn70 (Jfl)mnvo
SG-vmat10 = SG-tmati-10 = T (W () = W (7a-1)]
n
firj=1,..., [mln} —lund!l=1,...,m, gilt und somit die jeweiligen Approximationen der

Bootstrap-Partialsummen aneinander gereiht werden kénnen.

Mit Hilfe des Couplings (4.53) erhalten wir zunéchst

MN

St vmatt0 = Sty = 2= (S 1ma 00 = G- 1math-10)

i
L

l Var* S*m —S*~_ m
R P

oZm,,

>
Il
—
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Vark (Si* Sy

Jmn,0

oZm,

*‘_1 Mn,0 * * * *
”>)wmmwmw

Dadurch gilt fiir unsere gesuchte Approximation die Abschétzung

|(St-mest0 =Sii-yma0) = (W (0) =W (750)]|

Var* (s;mmo — 8% 1ymn0

<
- oZmy,

) = 1| [W (7)) =W (70)]| - (4.55)

Um nachfolgend den ersten Faktor der rechten Seite von (4.55) abzuschétzen, betrachten wir

zuerst die Ungleichung

Var* (S;mn,o - S?J—l)mn,0> Var* (S;m"70 - S?J_l)mnv()) B 02 mn
-1/ < (4.56)
oZm,, o2 my
und unterteilen den Zahler der rechten Seite in
‘Var* (S;mnﬂ _SEkjfl)mn,D> — 0’2 My,
S ’Var* (S;mnp - ng_l)mn,()) — Var (S]mn - S(]fl)mn)
+ ]Var (Sjmn = Si—1ymn) — o mn‘
Vit T (457)

Fiir den ersten Term Vj berechnen wir nun den Abstand der Varianzen der Bootstrap- und
Originalpartialsummen mit Indizes innerhalb eines vollstdndigen Blockes der Lénge m,,. Auf-
grund der Unabhéngigkeit und der N (0,1 — e ')-Verteilung der Zufallsvariablen (u;)

sowle mit (pm())

1€N
,, aus Lemma 4.5 gilt

4,7=1,...,
jmn n s—h jmn
Vi = |Var* Z up, Ze_ In e, | — Var Z en
h=(—1)mn+1 s=h h=(G—-1)mp+1
jmn n Jmn
_ s+t—2h PN
= E (1 - 6_2/l") Z e In 46 — Z Cov (ep, em)
h=(j—1)mn+1 st=h hym=(j—1)mn+1
n min(s,t,jmn) Jma,
o~ —2, _s+t—2h
= Z eer([1—e Z e In - Z E (epem)
st=(—1)mn+1 h=(—-1)mp+1 h,m=(j—1)mn+1
n ]mn
= Z €hem P(i—1)mn+1,5mn (M ln) — g E (enem)| -
hym=(j—1)mn+1 hym=(j—1)mn+1
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Durch eine unterschiedliche Anzahl der Summanden und die Differenz zwischen Residuum

und Fehler erhalten wir weiterfithrend eine Unterteilung in drei Terme

n

Wi < Z (/e\h/e\m - ehem) Pi—1)mn+1,5my, (h7 m, ln)
hym=(j—1)mn+1

Jmn

+ Z (ehem Pi—1)mp+1,5mn, (h,m, ln) - E(ehem))

hom=(j—1)mp+1

+ Z Chem P(j—1)mn+1,5mn (h,m,ln)
h,m=jmp+1

= K1+ Ky + Ks. (458)

Weiterhin unterteilen wir den ersten Term K7 mit den Abstanden zwischen den Residuen und

Fehlern folgendermafien

n
hym=(j—1)mnp+1
n
Z (é\h - eh) (/ém - em) Pj—1)ymn+1,5mn (hv m, ln)
hym=(j—1)mnp+1

IN

n

+ Z (é\h - eh) Em P(j—1)mp~+1,5mn (ha m, ln)
hym=(j—1)mn+1

n

+ Z en (€m — €m) PG—1)mn-+1,5mn (R 1n)
hm=(j—1)mp+1

= K11+ K12+ Ky 3.

Mit Lemma 4.2 und Eigenschaft (III) aus Lemma 4.5 erhalten wir die Grékenordnung fiir den

ersten Term von K7 mit

n

K11 = > (€n —en) (€m = €m) PG—1yma-+1,5m, (M5 1)
h,m=(j—1)mn+1

n

< S Al vmestgm (1) O (n®70,077)
ot ) "

Nun untersuchen wir den zweiten Term K o mit Hilfe von analogen Berechnungen zu (4.41)
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auf Seite 65, sowie mit Lemma 4.2 und (III) aus Lemma 4.5. Dadurch gilt

Kio
n
P>

n

= X
h=(j—1)mn+1

n

2.

h=(G—-1)mp+1

IN

IA

max

hym=(j—1)mn+1

(é\h - eh) €m P(j—1)mn+1,5my (ha m, ln)

n

(é\h - eh) Z €m P(j—1)mp+1,jmn (h, m, ln)

m=(j—1)mn+1

(en — en) max PG —1)mn+1,jmn (B, 1) 9 (\/’ﬁnéu nﬂ)

(—-1)mp+1<m<n

(j—D)mn+1<m<n

n

Z PlG—1)mpn+1,jmn (h,m,ly) 19) <n5—2/5,n—W> 19} (\/ﬁné, n—v)

h=(—-1)mn+1

=0 (ln) O (\/ﬁ n20=%, n_'y>
—0 (ﬁzn n26=%5 n*7> (4.60)

und mit analogen Berechnungen erhalten wir ebenso fiir K 3 die gleiche Gréfenordnung

Ki3= 0] (\/ﬁln n25*2/5,n*7) )

Fassen wir (4.59) und (4.60) zusammen dann erhalten wir fiir K; von (4.58), dass

Ki=0 (n L, n?0="5, n“’) +0 (\/ﬁln n25_2/5,n_7) ) (4.61)

Auch den zweiten Term Ky von (4.58) unterteilen wir weiter und erhalten folgende Terme

K,

IN

Jjmn

Z (ehem p(j—l)mn—I—ijn (ha m, ln) —-E (ehem))
hm=(j—1)mp+1

Jmn

Z (ehem -E <eh€m)) p(jfl)anrl,jmn (h7 m, ln)
hm=(j—1)mn+1

Jmn
+ Z E (ehem) (1 — P-1)mp+1,5mn (h, m, ln))
hym=>—-1)mp+1

c Ko+ Koo (4.62)

Um die Grofenordnung des ersten Terms K31 zu bestimmen, untersuchen wir sein zweites

Moment. Mit Hilfe der gemeinsamen Kumulanten von (3.11) erhalten wir folgende Untertei-
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lung

E(K3,)
Jmn
= Z (E (enemepeq) — E (enem) E (epeq) )P(j—l)mn+1,jmn (h,m, )
hym,p,q=(j—1)mp+1

PG 1)mmt 1 gmn (P> @5 ln)

Jmn
< Z [cum (ep, em, eps €q)| Pi—1)mn+1,jmn, (h,m,ly) PGi—1)ymn+1,5mn (P, q,1n)
hzmzpaq:(j_l)mn“l‘l
Jmn
+2 Z E(ehep)E(emeq) p(j—l)mn—i—l,jmn (hamaln) p(j—l)mn+1,jmn (p7Q>ln)
hvmvpvq:(jil)mn“rl
=: K911+ Ka12.

Die Abschétzung der Kumulanten erfolgt in Lemma 8.1 im Anhang. Unter der Voraussetzung
[A7] (i) konnen wir Lemma 8.1 anwenden und erhalten |cum (ep, €, €p, €q)| < 16 C (a(u))%%
fir w = max{m —h,p—m,q—p} falls h < m < p < q. Des Weiteren zerlegen wir fiir
(7 — Dmy +1 < h < jm, wieder die Menge {(m,p,q) : (j — L)m, +1 < h,m,p,q < jm, mit
h<m<p<gqg,max{m —h,p—m,q— p} >0} in Mengen

Guh) ={(m,p,q): (j —Dmp+1<h,m,p,q<jm,mit h<m<p<g,

maX{m_h?])_maq_p} :U}

Somit beinhaltet G, (h) alle (m, p, q) bei denen die grokte Liicke zwischen h, m,p und ¢ gleich
uw ist. Da wir den Abstand zwischen vier Variablen betrachten, gibt es drei Mdéglichkeiten
fiir eine grofite Liicke. Die Grofie der beiden kleineren Liicken konnen wir mit Hilfe von wu,
der Groke der grokten Liicke, abschiitzen. Daher gilt #Gy(h) < 3 (u + 1)%. Mit Hilfe dieser
Mengen und Lemma 8.1, sowie mit der Eigenschaft (I) aus Lemma 4.5 und [A7] (ii) erhalten

wir fiir den ersten Term K> 11, dass

Kopn <4l > [cum (en, em, €p, €q)|

Jmn

<4 ¥ Z Y 16C (a(u)FT

h=(j— 1)mn+1 u=0 (m,p,q)€Gu(h)

< Cma Z 3(u+1)2 (a(u) =5
u=0

= O (nby). (4.63)

Im zweiten Term Ko 1o betrachten wir Kovarianzen vom Fehlerprozess (e;);_; . Da die

Voraussetzungen [A7] mit [A6] iibereinstimmen, erhalten wir analog zu der Kovarianzunglei-



82 4 Coupling von Partialsummen

chung (4.39) fir ¢,m =1,...,n mit ¢ < m und r := m — i die Abschitzung
)

|Cov(es, em)| <4C (afr))zs+s . (4.64)

Somit erhalten wir fiir Ky ; » mit (4.64), sowie den Eigenschaften (I) und (III) aus Lemma 4.5
und [A7] (ii), dass

K1
Jmn 5 5
<2 Y 4C(a(h—p)FE 4C (@lm - g) B pG sy, i1, (L)
h,m,p,q=(G—1)mp+1

CPG—Dmnt1,jmn (P @5 )

Jmn mn—1 mp—1 mp—1

-c Y > > > (a(h—m+m—p])=

h:(]—l)mn+1 m—h:—m7z+1 p—m:—mn—i-l q—p:—mn,+1

_o
: (a(|m —p+p— Q|)) 8+o Pi—1)mp+1,jmy (h, m, ln) Pi—1)mp+1,5mn (pa q, ln)

Jmn mn—1 mp—1 mp—1

¢ 2 2. > S (allu+al)) = (afla+ b)) =5

h=(G—-1)mp+1 u=—mp+1 a=—mnp+1 b=—mp+1

CPG=1)mnt1,jma (B B+, 1)

Jjmn mp—1 00 0o
<C S 2 phtymettgm, (b u,1) 23 (a(s)EE 23 (alt) B
h=G—-1)mnp+1 u=0 5=0 t=0
= O (nbyly) . (4.65)

Dadurch gilt mit (4.63) und (4.65) fiir das zweite Moment von Kj; die Grofenordnung
E (K3,) = O (nbply) . (4.66)

Des Weiteren wird die Grofenordnung des a-ten absoluten Momentes von K ; fiir 2 < a <12
im nachfolgenden Lemma 4.6 bestimmt. Nun erhalten wir mit (4.66) die Schranke fiir die
nachfolgende Wahrscheinlichkeit, fiir welche mit der Markov-Ungleichung, Lemma 4.6 und
(4.13), a = /s, die Abschétzung

jm'n

P Z (enem — E(enem)) pGj—1ymp+1,jmn (R, ln)| 2 /mbyly, nd
h,m:(]—l)mn“’l

(ehem —E <€h€m)) PGi—1)mn+1,jmy (h7 m, ln)
h,m:(j—l)mn-l-l

Jmn

E

(nbnln)a/2 nad

0 (b)) o) =00

(nbnln)a/2 nad
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gilt. Dadurch erhalten wir als Gréfenordnung fiir Ko 1 von (4.62)

Ky =0 (\/nbnln n’, n—V) . (4.67)

Nun betrachten wir den Term Ko von (4.62) mit der Kovarianzungleichung (4.64), der Ei-
genschaft (II) aus Lemma 4.5, [A7] (ii) und der geometrischen Reihe, sodass

JMn
Kyo = > E (enem) (1 = p—1ymn+1,mn (hym,1n))
hym=(j—1)mn+1
Jmn Jmn
S 2 Z Z |COV (eha €m)| ‘1 - p(j—l)mn-‘rl,jm" (hv m, ln)}
h=(j—1)mn+1 m=h

) Jmn m”’14c w5 ol _r2h 2= 1)mp
< 2843 — In
<2 Y S ace {2l e }
h=(j—1)mn+1 r=0
Jmn mn—1 ir
—C Z > (a(r)= ™
h=G—1)mn+1 r=0
Jmn h—(j—1)mn mn 1 5 r
NI S ol SR
h=(j—1)mn+1 r=0

~0 (”;:L”> +O@) =0 (”l?j) | (4.68)

Somit gilt insgesamt fiir (4.62) mit (4.67) und (4.68) die Grékenordnung

Ky =0 (x/nbnln n‘s,nﬂ) +0 (”b"> . (4.69)

In

Nachfolgend untersuchen wir den letzten Term K3 von (4.58) und unterteilen ihn in folgende
Glieder

n
KS = Z €hem P(j—l)anrl,jmn (h7 m, ln)
h,m=jmp+1
n
< Z (ehem —E (ehem)) Pi—1)mp+1,5my (h’ m, ln)
h,m=jmp+1

n

=+ Z E (ehem) p(j—l)mn—f—l,jmn (hv m, ln)
hym=jmpn+1

=: Kg,l —|—K372. (470)

Diese Terme bestehen grundsétzlich aus sehr vielen Summanden. Jedoch hilft uns, dass

PGi—1)mn+1,jmn (hym,1y) fiir [h —m| > I, gegen Null konvergiert und somit eine Vielzahl
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der Summanden entfallen. Deshalb unterteilen wir fiir K31 die Indizes der Summanden wie
im nachfolgenden Lemma 4.6 in Intervalle der Lange L,, mit L,, = [l,], den aufgerundeten

ganzzahligen Anteil von [,,. Dazu betrachten wir das kartesische Produkt

IJ/}p,q = {]m"+ (pi 1) L, + 1a-"ajmn +an}

Mmn

firj=1,..., [L} —lund p,g=1,..., [%} Falls % nicht ganzzahlig ist bleiben
mehrere Restintervalle mit einer geringeren Lénge als L, iibrig. Fiir diese definieren wir die

kartesischen Produkte
L=+ (p = 1) Lo+ 1, jmn + pLn}

{2 L1
n

J:P

Lol

n—jmn
nefmn ]y

und

e n—jm
-[27[”75:171]4_17[”75:171]4_1 = {jmn + |:Lnn:| Ln + ]., . ,TL}

X{WM+V3ﬁ%p%+L“m}
n

fiir j =1,..., [L] lund p =1,..., [%} Damit erhalten wir fiir das a-te absolute

mn

Moment fiir 2 < a < 12 von K31

n

E|Ks1|*=E| > (enem —E(enem)) pi-1ymnt1jmn (B, ln)

hm=jmn+1
[(n—3mn)/Lp]+1 a
=E Z Z (ehem —E (6h€m)) Pi—1)ymn+1,5my (h7 m, ln)
p,g=1 h,mEI;,pﬂq
[(n—imn)/Ly] [(n—3mn)/Ly] “
=F Z o+ 2 . +2 AR ,
P I R AR I
wobei Z;%q = N Z] (ehem —-E (ehem)) Pi—1)mp+1,5mn (hv m, ln) fiir b,q = ]-7 s [%ﬁnn} +
me .;'aP#]

1. Die Berechnungen verlaufen nun analog zum Beweis von Lemma 4.6 und wir erhalten

MKMWZOQMHW)
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und damit die Grofenordnung fiir den ersten Term von (4.70) mit
Ks1 =0 (Vnlyn®,n77). (4.71)

Weiterhin gilt fiir K39 von (4.70) mit (4.64), [A7] (ii) und Eigenschaft (III) aus Lemma 4.5
die Abschétzung

K3o = Z E (enem) p(i—1)ymp+1,jmn (B, 1n)

S 2 Z p(j_l)mn"!‘lvjmn (h7 m, ln) |COV (ehv em)|

Jmp+1<h<m<n

n

00

_6

=2 jmng-nlaﬁxmﬁn Z P(G=1)ymn+1,jmn (h’ m, l”) Z 4C (a(T» 2ot
h=jmn+1 r=0

= 0(ly). (4.72)

Somit erhalten wir mit (4.71) und (4.72) fiir die Grofenordnung von (4.70)
K3=0 ( nly, n%ﬁ) +O(,). (4.73)

Insgesamt erhalten wir also fiir (4.58), den Abstand der Varianzen der Bootstrap- und Origi-
nalpartialsummen deren Indizes innerhalb eines vollstdndigen Blockes der Liange m,, liegen,
mit (4.61), (4.69) und (4.73), dass

Vi = ‘Var (S]mn S@_l)mn,o) = Var (Sjm, = S(j-1ym,)

-0 (n L, 2= 4 /nl, n® = 4 \/nbul, n® + \/nl,n’, n—V) +0 (”lb +1 > . (4.74)

Des Weiteren gilt fiir den zweiten Term von (4.57) mit [A2], (4.64) und [A7] (ii), dass

= |Var (Sjm, = S(-1)m,) — 0~ ma|

1 Jmn
=my |— E Cov(ep, em) — 0*
My, :
hym=(j—1)mn+1

mp—1
n h
=my Z < — ’) Cov(eg, en) Z Cov(ep, ep)

h=—(mp—1) h=—0c0

o 85 (1 (- 21 Yt

h=-—00




86 4 Coupling von Partialsummen

(4.75)

Mit (4.56), (4.57), (4.74), (4.75) und der Division der Grékenordnungen durch m,, erhalten

wir insgesamt fiir den ersten Faktor der rechten Seite von (4.55), dass

Var* (Sfm,L,o - S(*j—l)mmo) 1

oZmy,
~ (1, _ I _ ln ln _ 1 ln 1
¢ (b”% Vbt g V) 0 (5 i i)
n n n n n n n n
N ln 26—4/5 ln 26—2/5 ln ) ln 5 . — 1
_O<bnn +mn + 1/ bnn—l— nb%n n + O L)

Damit gilt fiir den maximalen Abstand iiber alle Blocknummern der vollstandigen Blécke die

Grofenordnung

\%I*<5;nmo—-56_nnmﬂ)
sup 3 —1
0% My,

1<) ] -1
_ Al os-as ln 9525 [ In s s 14 1
_O<bnn + nb%n + nbnn + nb%n,n +0 L
In 955 ln = 9525 [ In s ln s 1
frg _— © _— —_— —_— O —_
op (bn n + o) n + b, n" + b2 n |+ )

da v > 1 nach der Bemerkung auf Seite 46. Des Weiteren untersuchen wir den zweiten Faktor

auf der rechten Seite von (4.55) und somit den Zuwachs des Wiener Prozesses. Dazu wenden

wir (4.19) an und erhalten fiir den maximalen Zuwachs die Grofkenordnung
S[up } |W* (T;l) - W (T;OH = Op-~ (\/nbn\/log(n)> .
1<<| 7= | -1

mn

1<i<my,

Dadurch ergibt sich mit (4.55) und mit Hilfe der optimalen Bandbreite (2.7) fiir die Approxi-

mation der Bootstrap-Partialsumme mit Indizes innerhalb eines vollstindigen Blockes durch
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den Zuwachs des Wiener Prozesses, dass

sup ‘(Sikj—l)mnﬂ,o - S(*j—1)mn,0) - [W* (Tf,l) - W (T;O)H
1< 2]

mn

1<I<mn,
Var* (S’-k —S* )
< sup ]mn72 (j—1)mn,0 1 [W* (Tgik,l) W (T;O)]
1<j<[2] -1 77 n
1<l<mn,

_ b oseys . o osezys [l s [ In s 1
_[()P(bnn + Tb,%n + nbnn+ nb%n +0 I

- Op= (x/nbm/log(n)>
g (V0BT { Vot 4 1y 4 S i)

Vnb
+ Op= < ln n\/log(n)> : (4.76)

n
Aufgrund der unabhingigen Zufallsvariablen (u;)ieny sind alle Partialsummen
S;-kmmo—SZ‘j_l)mmO firj=1,..., [min} —1 unabhéngig voneinander. Zusammen mit der Tatsa-
che, dass ST . 0 = Sioymetioi0 = \/var*(S;‘mn,o—S(*j,l)mn,o)/g? mn [W* (ij,>

—W* (7’}k 171)} kénnen wir die Approximationen dieser Partialsummen aneinanderreihen. Wei-
terhin weisen sie alle durch das geeignete Coupling einen Approximationsfehler derselben

Grofenordnung auf.

Zum Schluss werden wir nun noch die Approximation der Bootstrap-Partialsumme
St 1y t10 — S 1myo des Restblockes j = [ 2] und 1 =1,...,n = (2] = 1) m, durch
den Zuwachs des Wiener Prozesses untersuchen. Fiir das Coupling werden die Stoppzeiten
des Wiener Prozesses mit der mdéglicherweise grofseren Blocklénge als m,, normiert. Somit gilt

mit Hilfe des Couplings (4.54) fiir unsere gesuchte Approximation die Abschétzung

’(Sfj—l)mm,o _Sikj—l)mnﬁ) — (W (7)) — W (TﬁO))’

Var* (5;;70 - S(*j_l)mmo) 1

= 1| [W (7)) =W (70)]|-
72 (=[] = 1) )

IN

(4.77)

mn

Fiir die Berechnung des Approximationsfehlers bestimmen wir zunfchst wieder die Abstéin-
de der Varianzen der Bootstrap- und Originalpartialsummen deren Indizes innerhalb des
Restblockes liegen. Dafiir erhalten wir analog zur Berechnung von Vi auf Seite 79 mit der

Unabhéngigkeit und der A (0,1 — e 'n)-Verteilung der Zufallsvariablen (u;);cy, sowie mit



88 4 Coupling von Partialsummen

(pi,j(1); j=1. n aus Lemma 4.5 die Unterteilung

‘Var* ( no S(*j—l)mnﬂ) — Var (Sp = S(-1)m,,)

n

n _h n
= |Var* Z uhZef In e, | — Var Z en

h=(—-1)mnp+1 s=h h=(—-1)mp+1
n min(s,t,n) n
PN —2/l _ s+t—2h
= Z eser (1 —e 7n Z T Z E (epem)
s,t=(j—1)mn+1 h=(G—-1)mn+1 h,m=(j—1)mn+1

n

= Z (€h€m p(jfl)anrl,n (h, m, ln) —E (ehem))
hom=(j—1)mn+1

n

Z (€ném — enem) Pi—1)ymn+1,n (h,m, 1)
hym=(j—1)mn+1

IN

n

+ Z (ehem p(j—l)mn—&-l,n (h7 m, ln) —E (ehem))
hm=(3—1)mp+1

Der erste Term K4 besitzt die gleiche Form wie K von (4.58), aber er besteht nur aus weniger
als 2m,, Summanden im Gegensatz zu den maximal n Summanden von Kj. Somit erhalten

wir mit analogen Berechnungen wie fiir K; die Gréfenordnung
Ki=0 (nbn L, n® =5 4+ \/nby, 1, n20~5, nf'y) . (4.79)

Des Weiteren erhalten wir die Grofenordnung vom Term K5, welcher aus weniger als 2m,,
Summanden besteht, durch die Gréfenordnung vom Term Ko von (4.58), welcher genau m,
Summanden betrachtet. Dadurch gilt mit (4.69)

Ks=0 (x/nbnln né,n—V) +0 <"b”> . (4.80)

In

Weiterhin gilt analog zu (4.75), dass

Ve (5 Sg-am) o (- ([ 2] 1) me)| =000

mpy

Zusammen mit (4.78), (4.79), (4.80) und der Division durch nb, folgt fiir den ersten Faktor
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von (4.77) die Grofenordnung

Var* (57’;70 — S(*j—l)mn,o)
72 (n= (7] 1) mn)

=op (Zn n20=45 4 l7nn25_2/5 + n n5> +0 <1> )

-1

nby, nby, ln

Fiir den maximalen Zuwachs des Wiener Prozesses von (4.77) gilt mit (4.19), dass

sup | W (t5;) —W* (t50)| = Op- (M\/log(n)> .

stzn-([i]1)mn

mn,

Somit erhalten wir zusammen mit (4.77) fiir die Approximation der Bootstrap-Partialsumme

deren Indizes innerhalb des Restblockes 7 = [ } liegen die Grokenordnung

sup ‘(S(*j—l)mn—&-l,O - Sﬁkj—l)mnﬁ) - (W* (ﬁil) - W (T;o))’
= [013 (ln n20=Ys 4 lnbn%Q/5 + nlgn5> + 0 <l1> Op+ (x/nbn\/log(n))
NOp, n n
= op= (x/log(n) {\/nbn L, n?=% 4 1, n2= 4 \/En‘;}) + Op+ < ;ﬂ)n \/log(n)> .

Diese Grofenordnung ist kleiner als die des Approximationsfehlers der Partialsummen mit In-
dizes innerhalb der vollstdndigen Blécke in (4.76) und kann somit durch diese abgeschétzt wer-
den. Alle Approximationen der Partialsummen S(*j—l)mn+l,o — SEkj—l)mn,O firj=1,..., [min}
kénnen wir aufgrund der bereits erwidhnten Unabhingigkeit der Partialsummen und

SG-1 mn+1,0 SGi-1 mp+l-1,0 — Var*(S;mnvo_sfj—hmnﬁ)/‘fz mn | W Tf,l - W T;l—l an-
J ; (U ;

einanderreihen. Weiterhin besitzen sie alle den gleichen Approximationsfehler (4.76). Dadurch

erhalten wir fiir das Coupling des Partialsummenprozesses

sup ‘(Sikjfl)anrl,O - S{jfl)mnp) = (W (0® (7 = Dy +1)) = W* (02(j — 1)mn))‘
1< [ 2]
1<i<emp

= op~ (\/log(n) {\/nbn L, n?0= 4 1, n?0=10 4 \/En‘S + \/En(”l/w})
+ Op-~ ( ZTLb”\/log(n)) ,

fir ¢ < C < oo fest. Nun kénnen wir mit [A7] (iii), der optimalen Bandbreite (2.7) und
dadurch nb, = O (n4/ 5) und fiir ein § < /10, was laut der Bemerkung auf Seite 46 gilt, die
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Grofsenordnungen des obigen Approximationsfehlers weiter abschitzen und erhalten

\/7 n25=3/5 flog(n _O< nby n25—1/5>
B )> log(n)

Vb L, n?7°/log(n) = O (x/nb

log >

nbn 25 3/10 log(n)> :O< 1n17(”)n2§—3/10>
og(n

pdti/o log(n)) =0 (1 nb(n )n6_1/1° log(n)>
og(n

“fm&mmzoﬁmm¢mmozo(ml)

log(n)

Somit gilt schlussendlich fiir das Coupling des Bootstrap-Partialsummenprozesses an den Wie-

ner Prozess, dass

D | (50t = Stitymans) = (W (0 (G = D +0) =W (52 = 1mn))|

1< <[mn}
1<i<emp
nby,
= O p=* —_— s
"\ Viog(n)
fiir ¢ < C < oo fest. O

Mit Satz 4.4 haben wir nun den Hauptterm S} , an einen Wiener Prozess gekoppelt. Dafiir

war ein Hilfsresultat notwendig, welches wir nachfolgend beweisen werden.
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Lemma 4.6

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.4 erhalten wir fiir 2 < a <12

. a
Jmn

E Z (enem — E (enem)) PGi—1)mn+1,5my, (h,m,l,)] =0 ((nbnln)a/2> )
hym=(j—1)mp+1

wobei (pij(+)); j—y _, wie in Lemma 4.5 definiert ist und j =1,..., [min] mit my,, = [nby,].

Beweis
Um im Folgenden das a-te absolute Moment zu untersuchen, unterteilen wir die Indizes der
Summanden in Intervalle der Lénge L, wobei L,, := [l,,] der aufgerundete ganzzahlige Anteil

des AR-Parameters [,, ist. Dazu definieren wir das kartesische Produkt

x{(G—=—VDmp+(qg—1)Ly+1,....,(j — 1)mn +qLy}

Ly
mit einer geringeren Lange als L, iibrig. Fiir diese definieren wir die kartesischen Produkte

firj=1,..., [min} und p,g=1,..., [T—:] Falls T—: > [%} bleiben mehrere Restintervalle

={G-Dm,+p-1)L,+1,...,(j — 1)m, +pLy}

2P,

Ll

Mn

x{(j—l)mn—l— [Ln}Ln—I—l,...,jmn}

und

n

Ij,[’f—s]—&—l,[%]-i-l = {(] - 1)mn + |:7Irjn1| L, + 1>~~-7jmn}
Mn

x{(j—l)mn+ {LJLnJrl,...,jmn}

fir j = 1,... [L] und p = 1,..., [%:] Mit Hilfe dieser kartesischen Produkte fiir die

Tl mp

vollstdndigen Intervalle und Restintervalle, sowie der Definition

Zpq = Z (enem — E (enem)) PG—1)ymn+1,jmn (h,m, 1)
h/n’LEIj)pﬂ

fir p,g = 1,..., [%:] + 1, erhalten wir fiir das a-te absolute Moment die Unterteilung in
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einen Hauptterm und zwei Restterme

Jmn
E Z (ehem —E (ehem)) Pi—1)ymp+1,jmn (hu m, ln)
hym=>—1)mp+1

[mn/Ln]

=E Z Z (enem — E (enem)) Pi—1)mp+1,jmy (h,m, 1)

p,q=1 hmel; 4

+ Z (ehem —E (ehem)) Pi—1)mp+1,jmy (h> m, ln)
el e
[ron/ L] ’
+2 Z Z (enem — E (enem)) PG—1ymp+1,5my, (hym, 1)
p=1 hmGI [7”]
L
[mn/Ln] “ a [mn/Ln) “
a—1
<3 E Z Zp,q +E’ [ ]+1 [m"]+1 + 2K Zp’[m]+1
p,g=1 p=1 En
=3Q + Q2 +20Q3}. (4.81)
Den Hauptterm @1 formen wir weiter um und erhalten
[ro/en) |
Q=E Z Zpq
pg=1
[mn/Ln] [mn/Ln]—1 [mn/Ln]—p *
B3 et 3 3 2
p=1 q—p=1
[/ L] [mn/Ln] =1 [mn/Ln]—r ¢
=K Z Zpp+2 Z Z Zpptr
p=1 r=1 p=1
[mn/La]—-1  |®
=E|Z0+2 > 7, (4.82)
r=1
[/ Ln]—r
wobel Z, .= Y Zypy, firr=0,..., [T—:] — 1. Des Weiteren gilt mit der Minkowski-
p=1
Ungleichung
. [’mn/Ln]—l
Q=2+2 Y Z
r=1
a
[mn/Ln]—l

<lZol,+2 > 1Zl,

r=1
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[mn/Ln]fl
= (E|Z")" +2 Y (E|Z]9)". (4.83)
r=1
Wir unterteilen Z,. fiir r =0,..., [?—:} — 1 im Folgenden weiter, sodass
[mn/Ln]—r r+2
Zy = Z Zp,p+r = Z Z Zp+(7'+2)s,p+(r+2)s+7" (4'84)
T e fo [ olger])

Wenn wir nun die einzelnen Summanden in Abhéngigkeit von s betrachten, dann haben die
Intervalle I 1 (r12)spt(rt2)strs Welche In Zp1 4 0ys 1 (r42)s4r Detrachtet werden, einen Min-
destabstand von L, voneinander. Dadurch ist fiir weitere Berechnungen die
a-Mischungsbedingung fiir die Summanden Zpptrs Zpt (r42) pt-(r42) 45 - - -5
Zp+ (rt+2) [[mn/ii]z_r_p] P(r12) [[mn/iil;r_phr erfiillt und wir kénnen die Rosenthal-Ungleichung
fiir a-mischende Prozesse aus Lemma 2.3 anwenden. Um nun die Gréfenordnung von g
zu bestimmen, muss das a-te absolute Moment von Z, fir r = 0,..., [TE—:} — 1 abgeschétzt
werden.

Fir das a-te absolute Moment von Z, erhalten wir mit der Jensenschen Ungleichung folgende

Abschitzung
a
r+2
E |Z7“’a =K Z Z Zp+(r+2)s,p+(r+2)s+r
Pl sefo,. [nltalors])
a
r—42
< (’I" + 2)a—1 Z E Z Zp+(r+2)s7p+(r+2)s+r

S P R

Aufgrund der Unterteilung von Z, in (4.84) kann der a-Mischungskoeffizient von
Zpt (r42)s,p+(r+2)s+r durch den a-Mischungskoeffizienten der Fehlervariablen wie folgt abge-

schétzt werden

o (U (Zp+(r+2)s,p+(r+2)s+r7 Zp+(r+2)(371),p+(r+2)(571)+r7 s ) )

o (Zp+(r+2)(s+u),p+(r+2)(s+u)+r7 Zp+(r+2)(s+u+1),p+(7"+2)(s+u+l)+ra R ))
<a((r+2)u—(r+1)]L,+1)
<a(ulL,+1)

fiir u > 1. Dadurch sind zusammen mit den Voraussetzungen |A7] die Voraussetzungen fiir die

Rosenthal-Ungleichung aus Lemma 2.3 erfiillt. Somit wenden wir Lemma 2.3 mit 2 < a < 12
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auf die Zufallsvariablen Z, (,12)s pt(r+2)s4+r an und erhalten die Unterteilung

r+2 _a
E |Z7“’a < (’I” + 2)a71 Z c Z (E }Zp+(r+2)s,p+(r+2)s+r‘a—i_e) "
a/a
2
+U > (E |Zp+ (r42)5 0 (r42)54r \2+6> o
o[y
(4.85)

Die Grofenordnung der absoluten Momente fiir a € 2N mit 2 < @ < 14 erhalten wir mit Hilfe
der Ungleichung (4.51), sowie mit [AT7|, Lemma 8.2 und (4.64). Es gilt

a
E|Zpt ()5t (r+2)54v]
a
=E Z (ehem —E (ehem)) P(i—1ymn+1,jmy, (h, m, ln)
h7mte,p+(r+2)s,p+(r+2)s+r
a
<GE Z €hem P(i—1)mp+1,jmn (1M, 1n)
hamelj,p+(r+2)s,p+(7‘+2)s+r
a
+Ca Z E (enem) pG—1)mnt1,jmn (hsm, 15)
hymELj p i (r42)s,p+(r4+2)s+r
< C; Z ‘E(ehl'...'eha-eml'...-emﬁ)
hy,...hg,mi,...;mg€l; h1 (r42)s,pt(r+2)s+r
’ }p(j—l)mn—s—l,jmn (hla mi, ln)’ et |p(j—1)mn+1,jmn (h?iv mg, ln)‘
a
+ Ca Z |COV (Eh,em)| ‘p(j—l)mn—i—l,jmn (h7m> ln)‘

hmElj py (r42)s,p+(r+2)s+r

a
< Ca{ max ‘,O(j—l)mn—i-l,jmn (h,m, ln)‘}
hymeEl; pi(r42)s,pt(r+2)str

- (2a)! Z E (et ""'€t2a)’

B t2a €05 pt (r42) s, p+ (r42) s 47
t1 <+ <tgg

+ (3 max PGy 41,5mn (s 1) |
hymELj p i (r42)s,p+(r+2)s+r

2 3 4C (a(m — h))=F

homEl} by (r42)s,p+(r+2)s+7
h<m
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=0 { max ’p(j—l)mn—‘rl,jmn (h,m,ln)|} Le). (4.86)
hymel; by

r42)s,p+(r+2)s+r

Somit folgt mit (4.85) und (4.86) fiir das a-te absolute Moment von Z,

E|Z|"

r+2 “
ae My, a
=(r+2)""" E @) <L { max ‘p(jfl)anrl,jmn (h,m,ln)‘} Ln)
p=1

n (MEL; pi (r12)s pt(r42) s+

2 o2
My, 2
+0 —_— { max i ; h,m,l } L
(Ln Bl (ot 9)0ms (v 2)etr |p(] Dmp+1,jmy ( n)} n

a

= (’I“ + 2)0‘ @) <{ max ’p(j—l)mn+17jm7L (h, m, ln)‘} (nann)a/Q) . (487)
h7mte,p+(r+2)s,p+(r+2)s+T

Fir die weiteren Berechnungen schitzen wir zunichst das Maximum von

’p(j—l)mn—i-l,jmn (h, m,ln)’ ab. Wir erhalten mit Lemma 4.5 und aufgrund der Definition der

Intervalle I 1 (r42)s p+(r+2)s+r die Abschitzung

max |p(j—1)mn+17jmn (h,m, ln)}
hymel; i (r42)s,p+(r+2)s+r

= max el (ef@/zn)[min(h,mwmin(h,m,jmn)} - e(?/m[min(h,m)(jl)m])‘
b€l pt (r+2)s,p+(r4+2)s+r
lh—m|
< max e In
hymElj pi (r42)s,p+(r+2)s+r
e, firr=0 1, flirr=20
< _ (r=1)Ln < (4.88)
e W, firr>1 e~ (=D fijr r > 1.
Aufgrund der absoluten Summierbarkeit
[mn/Ln]—1 o0
Z (r+2)e D < Z (r+3)e " <o
r=1 r=0
folgt mit (4.82), (4.83), (4.87) und (4.88) die Grofenordnung fiir Qi/a mit
[mn/Ln] a 1/a [’mn/Ln]—l
E| Y 2, <O (b)) +2 Y (r+2)e 00 ((nbuL,))
p,q=1 r=1

O ((nann)l/2) .
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Somit erhalten wir fiir den Hauptterm von (4.81)

[mn/Ln] “

S Zyg =0 ((nann)“/2) ~0 ((nbnln)a/2> : (4.89)

p,g=1

da L, < 2l,. Der erste Restterm Q2 von (4.81) betrachtet Summanden deren Indizes in einem
Restintervall liegen. Dieses Restintervall besitzt weniger als L,, Werte. Somit erhalten wir mit
analogen Berechnungen zu (4.86) und (4.88) fiir » = 0 die Grokenordnung

a

QQ_E‘Z{ —0(19).

ma 1, [2a] 41

Weiterhin kénnen wir den zweiten Restterm @3 von (4.81) mit der Minkowski-Ungleichung

wie folgt abschitzen

a 1/a

- l/a - [mgén] Z - [mn/Ln] p
2] N 1 b2 ] 41
/L] [mn/Ln] o l/aa
<3 agmal, = X Eapal)

p:l a p:l

Da wir hier auch wieder Summanden mit Indizes aus den Restintervallen betrachten, in denen
maximal L, Indizes vorhanden sind, erhalten wir die Grofsenordnung der a-ten absoluten
Momente durch analoge Berechnungen zu (4.86). Mit der Abschiatzung fiir den maximalen

Wert von ‘p(j_1)mn+1,jmn (h,m,ln)‘ mit

h,meljﬁiﬁ/Ln]+l ‘P(J 1)mn+1,jmn (h,m,l )] < e‘([Lﬂ—p)

erhalten wir somit fiir das a-te Moment

E|Z

"o <e—a([’£2]—p> zg;) .

Dadurch ergibt sich wieder mit der absoluten Summierbarkeit

p[pe]

[mn/Ln] - 00
Z e_<[m]_p) §Ze_p<oo,
p=1 p=0

dass

@)=Y
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Somit erhalten wir fiir den zweiten Restterm von (4.81) die Gréfenordnung

[/ ‘

Qs =E Z z, ma ] =0(ly) -

L

Die Grofenordnungen der Restterme Q2 und (3, welche sich aus moglichen Restinterval-
len ergeben, werden durch die Grofenordnung des Haupttermes (1 dominiert. Folglich gilt
mit (4.81) und (4.89), dass

Jmn
E Z (enem — E (enem)) PG—1)mn+1,jmy, (h,m,l,)| =0 ((nbnln)a/2>
hym=(—1)mp+1

Wie zu Beginn dieses Abschnittes erldutert wird die Bootstrap-Partialsumme S}, in den Haupt-
term S} , und die zwei Restterme R} | und Rj , fiir K = 1,...,n unterteilt. In Satz 4.4 wurde
das Coupling fiir den Hauptterm hergeleitet. Nun werden wir nachfolgend die Grofenordnun-

gen der zwei Restterme bestimmen.

Wir untersuchen zuniichst im nachfolgenden Lemma den maximalen Wert des ersten Rest-

*
terms Rlal‘

Lemma 4.7

Unter den Voraussetzungen [Al], |[A2] und |A7] erhalten wir fiir das Maximum von ‘R};l

Grofenordnung
nby,
sup !Rk 1‘ — .
1<k<n log(n)
Beweis
Wir formen R} ; wie folgt um
k n k n
s=m __ m—k _s=k __
Rkl Zum e In ey = U, € In Z e n eg.
m=1 s=k+1 m=1 s=k+1

Nun betrachten wir das Maximum von ‘R,’g 1| und erhalten aufgrund der Differenz zwischen

Residuum und Fehler und mit w := s — k folgende Unterteilung

n

k

m—k _s—k __
E U € In E e In eg
m=1

s=k+1

max ’Rkl‘ = max
1<k<n 1<k<n
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k n—=k
< max |3 uneB Yo (@ )
S max Um € ‘n e ‘n (e — €
1<ken m w+k w+k
m=1 w=1
k n—k
m—k _w
+ max E Uy € In E e lneyytk
1<k<n
m=1 w=1
k n—k
< | max |3 e (@ )
max Um € ‘n max e ‘n (e — €
= 1Shen m 1<hen w+k w—+k
m=1 w=1
k n—k
m—k _w
+ max Um € n | max e lneytk
1<k<n 1<k<n
m=1 w=1
=: R+ Rs.

Wir untersuchen zunichst den jeweiligen ersten Faktor von R; und Rs. Die Zufallsvaria-

blen (u;)ien sind, bedingt auf die Originalstichprobe (X;),_; ,, unabhéngig und identisch

.,

N (0, 1—e ™ l”)—verteilt. Dadurch gilt mit der geometrischen Reihe

k k k—1
m—Ek 2(m—k) v
Var* (Z U € n ) = (1 — e_z/l") Z e I = (1 — 6_2/l"> ¢ in

m=1 m=1 v=0

1— _Qk/ln
= (1 — 672/171) 1= o-Zm _ee_g/ln =1—e Mm = a;%,
wodurch
k m—k
> e T N (0.09).
m=1

Somit gilt ebenso

max op < K < oo.
1<k<n

Weiterhin méchten wir Lemma 5.1.3 aus Marcus und Rosen (2006) anwenden. Dieses besagt,
falls Z ~ N(0,1) ist dann gilt fiir alle ¢ > 0, dass

P(1Z] > ¢) < exp {—¢*/2} . (4.90)

Unter obigen Bedingungen gilt fiir C' > 1 mit der Bonferroni-Ungleichung die Abschitzung

k m—k k m—k
> Upe > upe

Pl max =L 1> ¢ \/log(n) | < P*| max =L — 1> ¢ \/log(n)

1<k<n VK 1<k<n o

k m—k
<nP*(]|X ume In
- m=1

Jor > C\/M)
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7C210g(n) 2
<ne 2 =n""=0(1).

Dadurch erhalten wir fiir den ersten Faktor von Ry und Rs die Grokenordnung

k

m—k
E Uy, € In
m=1

Fiir weitere Untersuchungen berechnen wir mit Hilfe von (4.52) und [A7] (iii) die Grokenord-

max
1<k<n

= Op- ( log(n)> . (4.91)

nung der geometrischen Reihe

n e—l/ln _ e—(”+1)/ln 1— e—n/zn

¢ = 1—eYin T e —1 O (In) - (4.92)

w=1

Zusammen mit Lemma 4.2 erhalten wir fiir den zweiten Faktor von R; die Abschitzung

n—=k
w
max g e n (e —e < E e ln max e e
1<ken ( w+k w+k) >~ 3 150 | w+n — w+n|
w= w=

=0 (l,)op <n5_2/5> =op <ln n5_2/5) )

Somit gilt mit (4.91) fiir Ry, dass

R; = Op= < log(n)) op (ln n5_2/5> = op= (ln n‘s_%\/M) . (4.93)

Fiir den zweiten Faktor von Ry betrachten wir zunéchst das a-te absolute Moment seiner Sum-
me. Unter den Voraussetzungen [A7] konnen wir die Rosenthal-Ungleichung aus Lemma 2.3
fiir 2 < a < 28 anwenden und erhalten mit (4.92)

ot

a+e ﬁre
)) e

(

w=1 w=1
n—k e n—k o2
—ow € 2+€
<C E e In max E(le ate +C E e n max E ( e )
- ‘ 1<w<n—k (lew+el"™) ‘ 1<w<n—k [Ewl
w= w=

Dann gilt mit der Bonferroni- und der Markov-Ungleichung und mit (4.13), a = /s, die
Abschétzung

n—k
_w
E € l" Cw+tk 5 e neytk
w=1

>fn)§nP<

> \/Evﬁ)

max
1<k<n
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n—k w a
E ( Z e n Cw+k )
w=1
<n l:f r
n O :L/Q
— ( ) =0 (nlf'y) 7

ZZ/Q nad

wodurch wir fiir den zweiten Faktor von Ry die Gréfsenordnung

11%1]%}(71 :zjz e n ewin| =0 (mn‘;, n1_7> =op (\/E"(S) (4.94)

erhalten, da v > 1 laut der Bemerkung auf Seite 46. Somit gilt mit (4.91) fir Ro, dass
Ry = Op- (\/log(n)> op <\/En5) = op» (ﬂn‘&/log(n)) . (4.95)

Mit (4.93) und (4.95) erhalten wir nun fiir das Maximum von ‘Rz?l) die Grofenordnung

max |Rj | = op- (ln n?=>\/log(n) + \/En‘s\/log(n)) .

1<k<n

Mit Hilfe von [A7| (iii), der optimalen Bandbreite (2.7) und 6 < 1/5, was laut der Bemer-
kung auf Seite 46 erfiillt ist, konnen wir die Grofenordnungen des obigen Maximums weiter

abschitzen und erhalten

a0/ Togla) = O (L g ) :O< = />

log(n)

V1, n’/log(n) = O (W n’ log(n)) =0 (nbnn(s_% log(n))
log(n)

Damit gilt fiir den maximalen Wert von ‘RZ 1’ die Grofenordnung

. nby,
sup |Rk71‘ = Op+ <> .
1<k<n log(n)

Weiterhin untersuchen wir den maximalen Wert des zweiten Restterms I ,.



4.4 Coupling von Partialsummen fiir das Autoregressive DWB 101

Lemma 4.8

Unter den Voraussetzungen [Al], |[A2] und |A7] erhalten wir fiir das Maximum von ‘R}: 5| die
Grofenordnung
N nb
sup |Rk 2‘ =ops | ——= | .
1<k<n log(n)
Beweis

Fir das Maximum von ‘R;; 2‘ erhalten wir aufgrund der Differenz zwischen Residuum und

Fehler folgende Unterteilung

% > __m+s A
max ‘szl = max E U_m E e I e
1<k<n ’ 1<k<n 0 .
m= S=
0o k
_m _ s
= max E e n U_m E e Ineg
1<k<n
m=0 s=1
[e's) k
_m s
< max E e nu_, e n (€5 — eg)
1<k<n
m=0 s=1
00 k
_m 5
+ max E e nU_m, e lneg
1<k<n
m=0 s=1
[e%s) k
_m R
< max E e n u_,,| max g e n(e5—es)
1<k<n 1<k<n
m=0 s=1
o0
—_m _ .5
+ max E e n Uu_,| max g e lneg
1<k<n 1<k<n
m=0 s=1
=: R3 + Ry.

Mit analogen Berechnungen wie fiir (4.91) erhalten wir fiir den ersten Faktor von R3 und Ry

die Grofenordnung

max
1<k<n

= Op- (\/@) . (4.96)

© m
St
m=0
Weiterhin gilt mit (4.92) und Lemma 4.2 fiir den zweiten Faktor von R, dass
k

S e (e — )

s=1

max

1<k<n 1<s<n

=0 (l,)op <n5_2/5) =op (ln n5_2/5> )

n
S
< Ze_m max |es — eg]
s=1
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Zusammen mit (4.96) erhalten wir fiir R3 die Grofenordnung

Rs = Op- ( log(n)> op (zn n5—2/5) = op- (zn n5_2/5\/10g(n)) . (4.97)
Des Weiteren gilt mit analogen Berechnungen wie fiir (4.94) fiir den zweiten Faktor von Ry
k

-
g e In eg

s=1

=op (\/En‘s) .

max
1<k<n

Dadurch gilt mit (4.96) fiir R4, dass

R4:Op*(\/ﬁ)0p<\/>n>—0p*<fn \/logi) (4.98)

Somit erhalten wir mit (4.97), (4.98) und analogen Abschétzungen wie im Beweis von Lem-

ma 4.7 fiir den maximalen Wert von ‘R}; 5| die Grofenordnung

sup ’Rk 2‘ = op~ ( =5\ /log(n) + /1, n°y/log(n ) = op+ <nbn> .

1<k<n log(n)

Aufgrund der Aufteilung von Sy in den Hauptterm Sy, und die beiden Restterme R}

und R} ,, sowie mit Hilfe von Satz 4.4, Lemma 4.7 und Lemma 4.8 kénnen wir im nach-

folgenden Satz das Coupling des Partialsummenprozesses (S}),_; ,, mit
k
Si= 2 e
m=1

an einen Wiener Prozess herleiten. Die Bootstrap-Partialsumme besteht dabei aus den Pseudo-
Fehlern (ef),_ 1....n> Welche mit Hilfe des Autoregressive Dependent Wild Bootstrap-Verfahrens

aus Kapitel 2.3.2 erzeugt werden.

Satz 4.5
Unter den Voraussetzungen [Al], [A2] und [A7] existiert auf einer geeigneten Erweiterung des
zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraumes (2, .A, P) der Bootstrap-Partialsummenprozess

(S¢)k=1,....n und ein Wiener Prozess W*, sodass

swp | (St iyt = Sty ) = (W (02 (G = Dima + D) = W (o2 = ma)) |

:0*<”bn>
"\ Viog(n) )
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wobei my, := [nby,] und ¢ < C' < oo fest.

Beweis
Fiir die gleichméfige Approximation der Bootstrap-Partialsumme S, durch den Wiener Pro-
zess W* fassen wir Satz 4.4, Lemma 4.7 und Lemma 4.8 zusammen. Dadurch erhalten wir die

Grofenordnung

Sup ‘(Sikjfl)mn+l - Szﬂjfl)mn> — (W (0* ((j = Dymn + 1)) = W* (0°(j — 1)mn)))
1< (2]
1<Ii<cmy,

< sup ‘(Sikj—l)mn-i-l,o - S{j—l)mnp)
<is[i2 )
1<i<emp
— (W (0 (( = Dma + D) = W* (o2 = Dma)) |
+ sup ‘Rz{jfl)anrl,l — R pymaa |t osw | RG 2 — BGom2
1<i< ] 1<i< 2]
1<i<emp 1<i<emp

< swp | (Shmimerto = Sioma)
1<<[2]

mn,

1<l<cmp
— (W* (6 ((j = Dmn + 1)) = W* (6*(j — L)mn)) ‘

+ sup ]RZJH— sup ’R;;Q‘
1<k<n 1<k<n

o <”b>
F log(n)

fiir ¢ < C < oo fest. O






5 Simultane Konfidenzbander

Im vorliegenden Kapitel werden wir nun die asymptotische Korrektheit der simultanen Kon-
fidenzbénder nachweisen. Dafiir nutzen wir das Coupling der Partialsummen aus Kapitel 4,
sowie eine Erweiterung des klassischen Resultates zur asymptotischen Verteilung des Maxi-
mums eines stationdren Gaufsprozesses. Das klassische Resultat wurde auch von Bickel und
Rosenblatt (1973) zur Konstruktion von simultanen Konfidenzbéndern fiir Kerndichteschéatzer
im Fall von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen genutzt.

Zunichst erhalten wir mit Satz 4.1 die starke Approximation der Partialsummen, welche aus
den Fehlern (e;)

und Satz 4.5 das jeweilige Coupling der Bootstrap-Partialsummen, welche aus den Fehlern

i=1,...n bestehen, durch einen Wiener Prozess W. Des Weiteren liefern Satz 4.3

(e;‘)izlwm bestehen, an einen Wiener Prozess W*. Hierbei werden die Bootstrap-Variablen
mit Hilfe des Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahrens aus Kapitel 2.3.1 und mit dem
Autoregressive Dependent Wild Bootstrap-Verfahren aus Kapitel 2.3.2 erzeugt. Nun werden
wir im folgenden Satz, mit Hilfe dieser jeweiligen Approximationen der Partialsummen durch

einen Wiener Prozess, die Partialsummenprozesse (Si),_; , und (S;),_, , aneinander

7777

n

koppeln.

Satz 5.1
Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 und Satz 4.3 bzw. Satz 4.5 existieren auf einem geeig-
neten Wahrscheinlichkeitsraum (ﬁ, A, ﬁ) Versionen der Partialsummenprozesse (Sk),_; .,

und (S}),_; ,,» sodass

nby,
max S Db+l = SG—1)nba]) — SF. by, T b =05 | ——
1§j§[ﬁ] ‘( (G=1)[nbn]+l (G=1)[nb ]) ( (5—1)[nbn]+1 G-I ”7])} P( log(n)>

1<i<c [nby]

fiir ¢ < C < 00 fest.

Beweis

Mit Hilfe eines geeigneten Couplings werden wir Y; := ((W(t))te[om) , (Sk?)k:eN> und Y, =

O (1)
(7 Ohtomer (7). o
scheinlichkeitsraum (ﬁ,j, ﬁ) die Versionen <§k>

> aneinander koppeln. Dafiir existieren auf einem geeigneten Wahr-

und <§Z> der Partialsum-

k=1,....,n k=1,....,n
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menprozesse (Sk)_1,. , bzw. (Sp),_; - Wir definieren V) = <(W(t))t€[o o)’ (gk) keN>

so, dass
w I d
((W(t)>t€[0,oo) ’ (Sk)k€N> B <(W(t))t€[0’°°) ’ (Sk)keN) '
Mit Satz 4.1 erhalten wir somit

max
1<k<n

@_me:%<m">

og(n)

Des Weiteren konstruieren wir Ys mit }72,1 = (W(t) und ?’272 = (?j*l) so, dass

)tE[O,oo) FleN

}7272 unabhéngig von 171 ist und )7272 4 (T]’?‘l> en Dadurch bleibt die Unabhéngigkeit von
’ j7 6

(T]’.‘l) . und (W*(t))te[o s0) 10 Y2 erhalten. Durch diese Konstruktion gilt
b j, e K

(<W(t))t€[0m) ’ <§Z>keN> < ((W*(t))tG[O,OO) ) (Sz)keN)

und wir erhalten mit Satz 4.3 bzw. Satz 4.5, dass

Sttt — Sg—viutn — | W (02 (G = Dlinba] + 1) = W (62 = )[nba))] |

:0~<“%r>
P\ log(n)

fiir ¢ < C < oo fest. Schlussendlich folgt

max
1<5< [t
1<i<c[nby]

*

1§j1;1[axn ] ‘(g(jfl)[nbn]+l - §(j71)[nbn]) - (g?j_1)[nbn}+z - g(j—l)[nbn])‘

[nbn]

1<i<c [nby]
S T2 <3 s
Sﬁﬁask“w@k”+g§ﬁﬁﬁ%4mwﬂ S=lom
1<i<c [nby]
— [ (% (G = Db + 1) = W (60 = Dlnb])] |
S
- P\ Vlog(n)
fir ¢ < C < oo fest. -

In Kapitel 4.1 wurde bereits erldutert, dass wir fiir den Nachweis der asymptotischen Kor-

rektheit der simultanen Konfidenzbander nicht den Fehlerprozess (e;) selber, sondern

i=1,...,n

mit mo(t) von (2.8) fiir 0 < ¢ < 1 die gewichtete Summe von diesem untersuchen. Daher ist
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es ebenso notwendig die gewichtete Summe der Zuwéichse des Wiener Prozesses po(t), welche
in (4.1) definiert wurde, zu betrachten. In Lemma 4.1 wurde deshalb die gleichméfige Appro-
ximation von mg(t) und puo(t) bewiesen. Auf der Bootstrap-Seite betrachten wir mit mg(t)
ebenso die gewichtete Summe des Bootstrap-Fehlerprozesses (ej),_; . Somit werden wir im

nachfolgenden Lemma die gleichméfige Approximation von mg(t) und po(t) herleiten.

Lemma 5.1

Unter den Voraussetzungen von Satz 5.1 folgt die gleichméfige Approximation

max |mi(t) — o(t)] =

1
o<t r (MWog(n)) |

Beweis
Wir werden den Beweis analog zu dem Beweis von Lemma 4.1 fithren. Daher betrachten wir
den Abstand von mg(t) und po(t)

Img(t) — po (£)] =

Zn:wn(t, i) (e;!F — [W (022') - W (02(2' — 1))])‘ .

Aufgrund des beschrinkten Trigers der Kernfunktion K werden fiir die Summation fiir ¢ €

[0, 1] nur O(nby,) Summanden beriicksichtigt. Wir nehmen daher an, dass diese betrachteten

Indizes im j-ten Block der Lange [nb,] beginnen und innerhalb von ¢ < C' < oo Blocken
n

liegen, fiir j =1, ..., [Tzn]} unde=1,..., Taba] (j—1). Somit erhalten wir mittels Abelscher

partieller Summation und der Definition (4.2), sowie Satz 5.1 die Abschétzung

Img(t) — po (t)]
(j—1+4c)[nbn]
= Z wn (1) (ef — [W (0%1) — W (0%(i — 0)])
i=(j—1)[nba]+1
(j—1+4c)[nbn]
= wn (t,(j — 1+ O)nba]) D (ef — [W (0%) — W (o2(i — 1))])

i=(j—1)nbu]+1

(§—1+4c)[nbn] i—1
+ > (walti— D) —watd) Y (en = [W(o%k) =W (0*(k - 1))])
i=(j—1)[nbn]+2 k=(j—1)[nbn]+1

*

< o (1, (G = 14+ b))l [ 1 ) — STy
— [W (03— 1+ O)inbal) = W (07 — Dlinbu])]|

(j—1+4c)[nbn]

+ Z |wn,(t,0 — 1) — wp(t,1)]

i=(j—1)[nbn]+2

Si—1 = SG—1)[nbn]

— [W (o2(i — 1)) = W (¢®(j — 1)[nby])] ‘
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(§—14c)[nbn]
<{lwnlt,G=1+0mbD) + S Jwaltii— 1) —wa(t, )]
i=(j—1)[nbn]+2

ST — S*
1§j?ﬁjﬁn]] ‘( (—1)[nbn]+l (]—1)[nbn])
1<I<c [nbn]

= [W (2 (G = Dlnba] + 1) = W (02 = Diiba])] |

<Q,(t) max ] ‘(Sa—l)[nbn}-ﬁ-l - Séj—l)[nbn})

1<5< [ iy

1<i<c [nby]

— [W (0 ((G = Dlnbal + 1)) = W (02 = 1)[nba])] |

nby,

Somit folgt mit (4.3) die gleichméfige Approximation von m(t) und po(t), sodass

. nby,
ges Imo(8) = ()] = gax Qu(t) o < log(n)>

o, (1@ )
P\ nby \/log(n)
1
- oo (vt

O

Fir die Approximation des zentrierten Kernschéitzers durch sein Bootstrap-Gegenstiick gilt

die Gleichung
[m(t) — E (m(t)) —mgo(t)] = [mo(t) —mg(t)] -

Somit untersuchen wir die Approximation von mg(t) durch m(t). Mit Hilfe von Lemma 4.1
und Lemma 5.1 haben wir die gleichméfige Approximation beider gewichteter Summen mq(t)
bzw. mg(t) durch den gleichen Gaufprozess po(t) fiir ¢ € [0,1] erhalten. Damit kénnen wir
im nachfolgenden Satz die Approximation des maximalen Wertes von |mg(t)| durch den von

|mg(t)| nachweisen.
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Satz 5.2
Unter den Voraussetzungen von Lemma 4.1 und Lemma 5.1 erhalten wir fiir die Approxima-

tion der Supremumsabsténde von |mg| und |mf| die Grékenordnung

sup |mo(t)| — sup |mg(t)|
te[0,1] te[0,1]

1
—oP (m\ﬁogm)) '

Beweis

Mit Hilfe von Lemma 4.1 und Lemma 5.1 folgt die Approximation

< sup |mo(t) — mg(t)|
te(0,1]

sup [mo(t)| — sup |mg(t)]
te(0,1] te(0,1]

< sup |mo(t) — po(t)| + sup [po(t) —mg(?)]
0<t<1 0<t<1

1
- (M\Fog(m) |

Anhand von Satz 5.2 erkennen wir, dass die Bootstrap-Grofe sup;cjo 17 [mg(t)| das Verhalten
von supyeio,1) [mo(t)| imitiert.

Fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit des simultanen Konfidenzbandes werden
wir, wie bereits beim Nachweis der asymptotischen Korrektheit des punktweisen Konfidenz-
intervalles in Kapitel 3, Lemma 8.3 nutzen. Zunéchst werden wir dafiir in Anlehnung an das
klagsische Resultat zur asymptotischen Verteilung des Maximums eines stationdren Gaufspro-
zesses die Grenzverteilung von sup,cjg 1) [mo(t)| herleiten. Danach werden wir mit Hilfe von
Satz 5.2 nachweisen, dass die Grenzverteilungen von supc( 1 [mg(t)| und supycjo 1) [mo(t)|

iibereinstimmen.

Um nun die Grenzverteilung von supycpoq] [mo(t)| herzuleiten, filhren wir zunéchst folgende

Definition ein.

Definition 5.1 (Wu und Zhao (2007, Definition 1))

Sei £(B) mit 1 < # < 2 die Menge der beschrinkten Funktionen K mit beschranktem Trager
fiir die gilt, dass der Grenzwert Dy := lims_o |6| 77 [ (K(z 4 0) — K(x))? dz existiert und
ungleich Null ist. Weiterhin sei 3 := [*° K?(s)ds < co. Fiir b;' > 3 definieren wir

B (Vn) == \/21og (1/b.) + 210;(1/1,”) 2266 tog (log ('/5.)) + log (CKQh\/‘?BH ’

wobei Ck := Dx/2x3 und hg die Pickands-Konstante ist.
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Bemerkung

Die Pickands-Konstante hg ist ndher in Korollar Al von Bickel und Rosenblatt (1973) und
Theorem 2.1 von Pickands (1969a) erliutert. Die Werte hy = 1 und hy = 7~ /2 sind bekannt,
sie wurden in Pickands (1969b) berechnet. Wie in Wu und Zhao (2007) erlautert, gilt K €
K(B) mit 5 = 2 fiir Dreiecks-, Quartic-, Epanechnikov- und Parzen-Kerne und mit g = 1 fiir
Rechteck-Kerne.

Im nachfolgenden Satz werden wir nun die Grenzverteilung von sup,cp 1 [mo(t)| herleiten.
Dies stellt eine Erweiterung des klassischen Resultates zur asymptotischen Verteilung des
Maximums eines stationdren Gaufprozesses dar. Dieses Resultat wurde von Bickel und Ro-
senblatt (1973) zur Konstruktion von simultanen Konfidenzbéndern genutzt. Da der Fehler-

prozess (e;) ., in unserem Fall abhéngig ist, miissen wir die unbekannte Kovarianzfunktion

i=1,...,

o = 3,27 Cov (eo, €;) beriicksichtigen, wohingegen Bickel und Rosenblatt (1973) unabhén-

gige und identisch verteilte Zufallsvariablen untersuchten.

Satz 5.3
Unter der Annahme K € K(f) sei ein Kern mit beschrinktem Trager [—1, 1], sowie den
Voraussetzungen [A1l], [A2] und [A4] gilt fiir alle u € R die Konvergenz

nb U —u
P " su mo(t)|| = Br(Yb,) < ——ee | — e72¢ ",
( ORI tE[bn,lp—bn” o) ) 2108;(1/bn)> e
Beweis
Fiir t € [by, 1 — by,] ist zu zeigen, dass
P b max nb mo(t)‘ — Br(1/b,) < 8 ) e (5.1)
OKK t€[bn.1—bn] " "= /2log (b)) noeo

fiir alle u € R. Um diese Konvergenz nachzuweisen, werden wir mg(¢) durch einen geeigneten
stationdren Gaufsprozess approximieren und das bekannte Resultat der asymptotischen Ver-
teilung des Maximums eines stationdren Gaufsprozesses anwenden.

Fiir die Approximation von mg(t) durch einen stationdren Gaufprozess betrachten wir zu-
nichst den Gaukprozess po(t) von (4.1). Mit Hilfe von dW(u) := 0 'dW (0?u) erhalten wir
die Unterteilung

M io(t) = 3K (t - /> W (%) = W (o2(i - 1))]




111

Fiir weitere Berechnungen definieren wir den ersten Term als

nby,

Vil (0) = / K (- ) i) (53)
0

sowie den zweiten Term als Restterm

L Rl L

Um an dem ersten Term (5.3) eine Variablentransformation durchfiihren zu kénnen, nutzen
wir die partielle Integration fiir stochastische Integrale aus Qksendal (2005, Theorem 4.1.5).

Damit erhalten wir

Vi) = 2= [ 5 (- ) aW

Auf das Integral der rechten Seite wenden wir die Substitution v = 77— an und nochmals die

partielle Integration. Dadurch erhalten wir

b o (£) = \/7%” K <btn _ n’;ﬂ) W(n) — 7@(1@%@) K <bi _ U>
0
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Nun nutzen wir die Definition d W(u) := (nbn)_l/2 dW(nbnu). Des Weiteren gilt aufgrund des
beschrankten Tragers vom Kern K und t € [by, 1 — by], dass supp (¥/b, — -) C [0, 1/b,]. Somit
erhalten wir fiir (5.3)

Vrbn o) = o 71{ (bt - v) AW (v). (5.5)

n
—0o0
Um die Grenzverteilung (5.1) nachzuweisen, werden wir max,cpp,, 1-p,] ‘\/nbn mo(t)} durch
den stationéiren Gaukprozess maxcp, 1—p,] }\/nbn ﬁo(t)‘ approximieren. Dafiir erhalten wir
mit (5.2) und (5.4) folgende Unterteilung

by o (¢ ‘— b T t‘
te[lff},?}_(bn] " mO( ) te[g,%)_(bn} " MO( ) ‘
< Vbn max [mo(t) - Tip(1)]
tE€lbpn,1—bp]
— by max|mo(t) — polt) + po(t) — Tip(1)]
t€[bpn,1—bn]
o
< /nb, t) — po(t Ra(t)],
<+v/n te[galw_cbn]lmo() po(t)] + nbnte[lgflu—{an )l
wodurch die Abschitzung
1
- b Mot ‘— /nbn t‘
s e, [V )] = s, [Vt
nby, 1
< t) — t _ R, (t 5.6
<V e fmolt) —po(t) + o= max [Ru(0]  (56)

gilt. Um die Grofsenordnung fiir den ersten Term der rechten Seite von (5.6) zu erhalten, nutzen

2

wir Lemma 4.1. Weiterhin ist laut Definition 5.1 ki positiv und endlich, ebenso wie o“ nach

Voraussetzung [A2] (iv). Somit erhalten wir

nby,

nby, 1 1
t) — po(t)] = s =o0f.s. . 0.7
OKK te[sz,?)_{bn} Imo(t) = ko(®) o <\/7Tbn\/lo@> of (@) (5.7

Nun untersuchen wir im Folgenden den Restterm

| e R

um die Grofenordnung des zweiten Terms der rechten Seite von (5.6) zu erhalten. Nach Theo-
rem 3.2.1 aus Oksendal (2005) gilt E (R,,(t)) = 0. Des Weiteren folgt mit der Unabhéngigkeit
der Zuwichse des Wiener Prozesses und der Ito-Isometrie aus @ksendal (2005, Korollar 3.1.7),
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dass

Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von K nach Voraussetzung [Al] (i) gilt fiir den Abstand

der Kernfunktionen die Abschétzung

fiir eine reelle Konstante L > 0. Weiterhin sind wegen dem beschrénkten Triger von K nur

O (nb,) Summanden ungleich Null. Damit folgt fiir die Varianz die Groéfenordnung

Var (Ru(t)) = o( ! )

nby,

und wir erhalten damit R,,(t) = O, (1/vnb,) fiir ein festes ¢t. Nun gilt es nach (5.6) zu zeigen,
dass (v/nby, KK)_I maXe(p, 1-b,] [ Bn(t)] = Op (1/vnb,). Dafiir zeigen wir, dass fiir beliebige
n,€ > 0 die Abschitzung

P ( sup R (t)] > n) <e

tE€[bn,1—bn]

gilt. Dazu betrachten wir den mittleren quadratischen Abstand von R, (t) an zwei verschie-
denen Stellen. Mit Hilfe der Unabhéngigkeit der Zuwéchse des Wiener Prozesses, der Ito-
Isometrie, der Lipschitz-Stetigkeit von K’ und der GroRenordnung der optimalen Bandbreite

in (2.7) erhalten wir

E (Rn(t) — Ru(s))”
= Var (R,,(t) — Rn(s))



114 5 Simultane Konfidenzbander

N N W NI
- /o( ) au=0 (0 =0 (n - sP). (5.8)
1

Nun betrachten wir ein dyadisches Gitter auf [0, 1]. Fiir j € Ng und k = 0,...,2/ definieren
wir die Gitterpunkte ¢;; := k277 mit tjk = tj+1,26. Dann ist fiir £ = 1,.. ;27 mit (5.8) der

Zuwachs
Aji =Ry (tjx) — Ry (tjg—1) = Rn (k277) — Ry, ((k —1)277)

normalverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz n=° ‘k 277 —(k—1)27J ’2 =n 2%,
Mit einem Schwellenwert \; := n~7/°2772% mit ¥ € (0,1/2) gilt mit (4.90) fiir den Zu-
wachs A; . die Abschétzung

P (|Aj x| > A; fiir mindestens ein k € {1,... ,271)
n=52-J

j 220 j 2051
< 27 exp B :2Jexp{—2 J }

Fiir j — oo konvergiert die rechte Seite und somit auch die Wahrscheinlichkeit der linken Seite

=P <|]k| > 2% fiir mindestens ein k € {1, . .,2”}>

gegen Null. Dadurch existiert analog zum Beweis vom Stetigkeitstheorem von Kolmogorov aus

Karatzas und Shreve (1991, Theorem 2.8) ein Prozess R, mit stetigen Pfaden fiir den gilt fiir
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ein J € Ny, dass

sup |Rn(t)| = sup max ’R (k2~ ])}

t€[bn,1—by] jENg 0<k<27
< [ (k27 \j; max Ry (k277) = R (k= 1)277)]
= max |Rq (k277)[ + ;I max |2 (5.9)

Fiir den ersten Term der rechten Seite von (5.9) gilt fiir eine fixierte Skale J mit der Bonferroni-

Uy

P<kr(r)1ax2J‘R( \>n/2> ZP |Ry, (k277)| > n/2)

-----

= (2‘] +1)P (n%]Rn (0)| > n° 77/2)

< @7+ 1)esp { s (w7 2)"}

< ¢/2 (5.10)

fiir n > ng. Fiir den zweiten Term der rechten Seite von (5.9) betrachten wir nun die Er-
eignisse A; = {max;<p<oi |Ajr] < A;} und deren Komplemente AS = {max; <p<os [A 4
> A;j}. Die Wahrscheinlichkeit fiir A kdnnen wir wieder mit der Bonferroni-Ungleichung und

(4.90) folgendermaken abschétzen

27
P (A;) =P < max |Aj k| > A > < ZP <|Aj7k| < - Ys9-i 219]')

1<k<27
K k=1

Ajkl 9j j 95
= § ( S > J) §2Jexp{—1/z (2) }
Damit folgt

205

U A gjip ZQJeXp{—2} />

fiir J hinreichend groft. Nun sei A := ﬂ;’iJ Aj, dann gilt

Aa)-1or (0
j=J j=J
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Falls also A eintritt, gilt max;<;<o; [Ajx] < Aj und es folgt mit der geometrischen Reihe fiir

den zweiten Term der rechten Seite von (5.9) die Abschétzung

— —i(1—90
> mas A€ 30 A =n Y 20
j=J+1 == Jj=J+1 J=J+1
—(1-9) J+1
_ 71/5 (2 ) _ 71/5 1 <
=n iy =N 209 —1) 2097 < n/2 (5.11)

falls J hinreichend grof. Fiir (5.9) gilt somit bei Eintreten von A mit (5.10) und (5.11), dass

sup  [Rn(t)| < nf2+ 2 =1,
tE€[bn,1—bn]

wodurch

P( sup  |Ru(t)| > 77) <e.

tE€[bp,1—bn]

Dadurch folgt

1 1 1
— R,t)|=0p| —==) = —_ . 5.12
nbpKi te[lgll,%)—{bn]‘ ) r <\/nbn> or <\/logn> ( )

Insgesamt erhalten wir fiir (5.6) mit (5.7) und (5.12) die Grofenordnung

1 1
o by 0 (¢ ‘ - b T t‘ - .
crn |, [Vrbamo(D)] = max, |v/nbo Fo(t) ' op (@)

Somit gilt fiir € > 0 beliebig fiir unsere gesuchte Wahrscheinlichkeit in (5.1), dass

1 U
Pl — b, t)| — Bk (1/bn) < —————
(JHK te[gy?,?}—cbn] nby, mo( )‘ K (L/bn) < D loa (Us) log(l/bn)>

<p (W max [io(®)] — Bic(tn) < “*)

ORK tE€[bn,1—bp) 2log (1/bn)
\v/nb
| Y hax |mo(t)] — max ’Ho(t”‘ >
OKK |t€lbn,1—bn] t€[bn,1—by] 2log (1/bn)

OKK t€[bp,1—by] 2log (1/bn)

- (\/”T” max [fg(t)| — Bx (1/tn) < W) ot
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sowie

by, mo(t)‘ — Br(if) < “)

P L max
OKEK t€[bn,1—by] 2log (Y/bn)

uU—¢€
> P max |fg(t)| — Bx(Vbn) < ———
- OKK t€lbn,1—bn] 7io(?)] (1) 2log (1/bn)>
nby, €
—P|— t) — Lo(l)|| > —/—/—m———
( OKK te[lg%}—{bn] mo(t) te[gﬁ}—{bn] o )|‘ 2log (1/bn)>

=P(““" max Mﬁn—&dwns”“:>+wn.

ORK tE[bn,1—bn) 2log (1/bs)

Dadurch kénnen wir mg durch f, ersetzen und erhalten

1 U
P|— max nb, mo(t)| — Bg(Yb,) < ————
(UK,K t€[bn,1—b) o )‘ x (/o) 2log (1/bn)>

=P<Wﬂlnmznmm—3mw»s“>+om.

ORK te[bn,l—bn} 210g (1/b")

Mit der Definition

t 7
Y (t/bn) == / K (b - v) dW(v)
und (5.5) erhalten wir fiir s := /b,
V/nb 1
T max  [Gp(t)] = ——  max_ [0 Y (b)]
OKK t€[bn,1—by] ORKK t€[bn,1—by]
1
= — Y t bn
e e, Y ()]
1
=— max |Y (s)].
KK s€[1,1/b,—1]
Somit wollen wir nun
1 u _9e—u
Pl— max [|Y(s)|—-Bg(p) < ——7n=——=| — ¢
KK s€[1,1/bp—1] 21log (1/b,) ) n—oo

fiir alle v € R zeigen. Weil Y ein stationdrer Gaulprozess ist, konnen wir Theorem 2.1 von
Pickands (1969a) und Korollar A1 von Bickel und Rosenblatt (1973) anwenden, um obige

Konvergenz zu erreichen. Somit priifen wir die dortigen Voraussetzungen. Es gilt E (Y (s)) = 0.
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Fiir die Varianz von Y (s) erhalten wir mit der Ito-Isometrie

Var (Y(s)) =E (Y (s))? = /K s—u)dW(u /K2 s —u)du = K%.

Des Weiteren gilt mit der ,cross-variation Formel (2.27) aus Karatzas und Shreve (1991, S.

142) und der Substitution v = s — u fiir die Kovarianz
Cov (Y (s),Y(s+9)) =E(Y(s)Y(s+9))

=E /K(s—u)dW(u)/K(s—u+5)dW(u)
/Ks—u (s —u+9) du—/K K(v+6)dv.

Dadurch erhalten wir fiir den stationdren Gaufprozess (k K)_l Y, dass er den Erwartungswert

Null besitzt, die Varianz

Var [Y(s)] _ Var[Y(s)] _ )

KK

und die Kovarianz

1
Cov {Y(S)’M] LCOV[ Y(s),Y(s40)] = — K(v)K(v+0)dv.
KK KK HK 7
Fiir diese Kovarianz gilt
f K()K(v+9)dv ) ) | K(w)K(v+4d)d
1k 1ry  “x
5 =1l-;—5—5—35+
K 2 Ky 2 K% K
. [ K?(v)dv ) [ K*(v+6)dv fK K(v+6)dv
=1--== - =
2 K2 2 K " K
1o [ (KP) + K20+ 6) — 2K (0)K (v + 8)) du
N 2/1%(
1 oo
=1-- (K(v) — K(v+9))°d
2K
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Mit Definition 5.1 erhalten wir fiir § — 0

| K()K(v+46)dv 00
o 5P tim /(K(U) — K+ ) dv+o J3))
K- 262 60 |6]°

=1-6°Ck + 0 (|5|ﬁ) .

Damit sind fiir den Gaufprozess (k K)_l Y die Voraussetzungen von Theorem 2.1 von Pickands
(1969a) und Korollar A1 von Bickel und Rosenblatt (1973) erfiillt und wir erhalten fiir u € R

die Konvergenz

P max V() - Bi(i —2) < ! 2,
KK $€[1,1/bn—1] 2log (1/b, — 2) | n—o0

Weiterhin gilt nach Definition 5.1, dass
B (b, — 2)
1 23 Ol g2/
=+/2log (1/b, —2) + log (log (Y/b, — 2)) 4 log | ==
V2log (. —2) zlog(l/bn_m[ 55 o (1og (1 ~2) g< 5

— \/2 log (1/b,) + 21log (1 — 2by,)

1 2-p
+ log (log (1/b,,) + 2log (1 — 2b,,
/21og(5,) + 2log (1 _ 20,) [ 35 108 (o8 (fen) +2log( )
1/5 1/5
+log (CK h2 )
2y
1 28 C)Phg2¥e
= +/2log (1/b,) + log (log (1/b,)) + log | —=—=— || + 0 (by,
/2105 (13,) 210g(1/bn)[25 & (10g (1/0.)) g< N (bn)
= Br(Yb,) + o (by) .
Auf analoge Weise gilt auch
1 1 1
= + o0 (by) .

V21og (b, — 2) B V/21og (1/b,) + 21log (1 — 2b,) 21og (1/bn)
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Mit beiden Umformungen und mit Hilfe des Theorems von Slutsky folgt mit obiger Konvergenz

1 U
P|— Y — B (b, —2) <
(K)K 86[3}2)}:_1” (&)l x('/ )< 2log (1/b, — 2))

1 U
=P|— max |Y(s)|— Bg(l/b,)+ 0o(b,) < ——— + 0(b,
(RK Y = Bl +000) < et ol ))
1 —u
P~ max |Y(s)| - Br(Yp)< ——n ) 2
KK s€[1,1/bn—1] 21log (Yb,) ) n—oo
fiir alle v € R, wodurch der Satz bewiesen wére. O

Nun werden wir abschliefsend die asymptotische Korrektheit des simultanen Konfidenzbandes

nachweisen. Dafiir seien

T,:= sup |mo(t)]
tE€[bn,1—bn]
und
T, := sup |mgi(t)|,
t€bn,1—bn]

*

sowie t, 1—q und t7 ;_

die (1—a)-Quantile von T, bzw. T¥, mit dem Signifikanzniveau a. Fiir
die gegléttete Funktion Kj (m) von der Regressionsfunktion m ergibt sich nun das folgende

simultane Konfidenzband.

Satz 5.4
Mit Hilfe der Voraussetzungen von Satz 5.2 und Satz 5.3 erhalten wir fir o € (0,1) die
Konvergenz

P (K, (m)(t) € [m(t) — t; m(t) +th, o] Vte[0,1]) — 1—a,

n,l—a>
’ n—oo

wobei t*

ni—a das (1 —a)-Quantil von T = supcp, 1-4,] Im5(t)] ist.

Beweis
Fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit des simultanen Konfidenzbandes werden
wir Lemma 8.3 nutzen. Dafiir priifen wir die dortigen Voraussetzungen. Zunichst gilt nach

Satz 5.3 fiir alle u € R die Konvergenz

P ( 2log (1/bn)

bn _9p—U
0 up[mo(®)] —\/210g(1/bn)BK(1/bn)SU> — e

ORK telbn,1—by] n—00
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mit der stetigen Grenzverteilung
Fo(u) :=e 267",

Die obige Wahrscheinlichkeit kénnen wir wie folgt umschreiben

ORK telbn,1-bn)

P( 21og (1/bn) [M sup  |mo(t ] v 2log (1/b,) Bi (1/b,) < )

ORK
P sup Uy
(tqul—bn] I \/mm \/7 B (1/ ))

IN

B O'I{K

wodurch mit Satz 5.3 die Konvergenz

P( S et Ko/bn)) = Folw) (5.13)

fiir alle u € R gilt. Des Weiteren erhalten wir mit Satz 5.2

[ Tn =Tal=| sup |mo(t)] = sup [mg(t)[| = op

t€[bn,1—bp] t€[bn,1—by]

Somit gilt fiir € > 0 beliebig, dass

T+ OKK )
P( n ,/2log 1/bn b L by K(/b")>

OKK ORK
( NN (u+e€) + NG BK(I/b,,L)>
* ORK
o (‘T IRAVErre N, >
( 21og ( f/f V/21log (1/b,)/nby, (wte)+ ;% BK(l/bn)) orty):
p(1< ORK ut T Bre(i/n,)
V2log (Ybu)v/nb, Vb
ORKK ORK
=P < V/21og (1b,)\/nby, (=)t \/WBK(l/b”))

* ORK
(‘T ~ T > o W) b )
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6) + ORK

ORK
=P|T,< U —
( v/ 21og (1/b,)v/nby, ( nby

Zusammen mit (5.13) gilt somit, dass

BK(l/bn)> + 05 (1) .

ORK

OKK
P(T: < u+
( \/2log (1/b,)v/nby, Vnby,

BK(l/bn)> — Fy(u) in Wahrscheinlichkeit.

Dadurch sind alle Voraussetzungen von Lemma 8.3 erfiillt und wir erhalten mit ¢}, ;_,, dem
(1 — a)-Quantil von T}, die Konvergenz
P(Tw <t 4) —l-a (5.14)

fiir @ € (0, 1). Wir formen nun diese Wahrscheinlichkeit um indem wir 7}, bzw. mq(t) einsetzen.
Dadurch gilt

P (Tn < t;kz,l—a) =P < sup |m0(t)| < t;kL,l—a)
te€[bp,1—bn)

=P < sup  |m(t) — Ky, (m)(t)] < t;,1a>

te€[bn,1—bn)

= P (K, (m)(t) € [m(t) — ¢, m(t) + 1t o] Vt € 10,1]) .

n,l—a»

Somit erhalten wir mit (5.14) die asymptotische Korrektheit des simultanen Konfidenzbandes

fiir K3, (m), die geglittete Version von m, mit

P (Ky, (m)(t) € [m(t) -t mt)+1t,, o] Vte0,1]) — 1—a,

n,l—a»
’ n—o0

wobei ¢, |, das (1 — a)-Quantil von T}, ist. O



6 Simulation und Datenbeispiel

6.1 Simulationsstudie

In diesem Abschnitt zeigen wir anhand einer Simulationsstudie die Uberdeckungswahrschein-
lichkeiten der in Kapitel 5 nachgewiesenen asymptotisch korrekten simultanen Konfidenzban-

der fiir eine endliche Datenmenge. Dafiir betrachten wir das Modell
X,=m (Z/n) +€;
fiir ¢ = 1,...,n. Hierbei nehmen wir einen autoregressiven Fehlerprozess mit

ei=Pfei—1+V1- B¢

an, wobei ¢; unabhéngige und standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind und |3] < 1. Wir

liefern Simulationsergebnisse fiir die Funktion
m(t) = cos (27t)

fiir 0 <t < 1. Die nachfolgenden Implementierungen wurden mit Hilfe des statistischen Soft-
warepaketes R! durchgefiihrt. Fiir die Simulationen nutzen wir eine Stichprobengréfe von
n = 1000 und bestimmen die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten fiir 95 %-ige simultane Kon-
fidenzbénder. Dabei durchlaufen wir NV = 800 Simulationen. Des Weiteren stellen wir das in
Kapitel 2.3.1 eingefiihrte Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahren dem Autoregressive
Dependent Wild Bootstrap-Verfahren aus Kapitel 2.3.2 gegeniiber. Somit wird das 95 %-ige
Quantil go 95 mit Hilfe dieser beiden Bootstrap-Verfahren mit n;, = 500 Wiederholungen be-
stimmt. Das simultane Konfidenzband wird konstruiert durch m=-¢q 95. Liegt nun m innerhalb
dieses Konfidenzbandes dann tiberdeckt das Band die Regressionsfunktion m.

Um zu untersuchen wie die Stirke der Abhingigkeit, sowie die Bandbreite b, des Kern-
schitzers und die Bootstrap-Blocklinge bzw. der AR-Parameter I, die Uberdeckungswahr-
scheinlichkeit beeinflusst, betrachten wir verschiedene Werte fiir 8, sowie b, und [,,. Diese
unterscheiden sich auch zwischen dem jeweils gewdhlten Bootstrap-Verfahren. Nachfolgend
werden die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der simultanen Konfidenzbinder fiir die zwei

Bootstrap- Verfahren gegeniiber gestellt.

'R Foundation for Statistical Computing Wien, http://www.R-project.org
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Blockwise DWB

Beim Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahren betrachten wir die Werte 5 = 0;0, 1;
0,2;0,3;0,4 und stellen die Bandbreiten b, = 0,04;0, 06;0,08;0,1;0,12;0, 14 und Blocklan-
gen I, = 1,3,5,7,9 gegeniiber.

Die Tabellen 6.1 zeigen, dass wir eine Unteriiberdeckung vorliegen haben. Das liegt an der
Bestimmung des 95 %-igen Quantils mit Hilfe des Bootstrap-Verfahrens. Bei der Konstruk-
tion des Blockwise DWB sind die Bootstrap-Fehler innerhalb eines Blockes abhingig, aber
zwischen den verschiedenen Blécken unabhéngig. Im Gegensatz dazu sind die Originalfehler
abhangig voneinander. Somit entsteht ein Bias zwischen diesen zwei Tatsachen. Dennoch zeigt
sich, dass die Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 0,95 annihernd erreicht wird. Weiterhin
ist erkennbar, dass mit einer steigenden Abhéngigkeit durch § die Blocklinge I, ebenfalls
ansteigen muss, um diese Abhéngigkeit auffangen zu kénnen. Dennoch muss auch eine ausrei-
chende Anzahl an Blécken vorhanden sein, um die Verteilung der Statistik gut imitieren zu
koénnen. Auch ist eine ansteigende Uberdeckungswahrscheinlichkeit iiber 0,95 bspw. bei 8 = 0
und somit Unabhéngigkeit mit wachsender Blocklange [,, erkennbar. Dies ist mdglicherweise
darauf zuriickzufithren, dass durch eine wachsende Blockldnge eine zusétzliche oder erh6h-
te Abhéngigkeit in die Konstruktion eingebracht wird. Mit einer wachsenden Bandbreite b,

nimmt die Uberdeckungswahrscheinlichkeit ab.

Autoregressive DWB

Beim Autoregressive Dependent Wild Bootstrap-Verfahren betrachten wir die Werte 5 =
0;0,05;0,1;0,2 und stellen die Bandbreiten b, = 0,04;0,06;0,08;0,1;0,12;0,14 und AR-
Parameter [, = 0,1;0,3;0,5;0,7;0,9 gegeniiber.

Die Tabellen 6.2 zeigen ebenfalls eine Unteriiberdeckung auf. Weiterhin ist erkennbar, dass
die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten von 0,95 bei der Konstruktion mit dem Autoregressive
DWB-Verfahren weniger gut erreicht werden, als das beim Blockwise DWDB der Fall war. Um
die Abhéngigkeit des Fehlerprozesses aufzufangen, muss auch hier der AR-Parameter [,, mit
der Abhéngigkeit durch 3 steigen. Jedoch wird bei einer erhohten Abhéngigkeit von g > 0,1
die Uberdeckungswahrscheinlichkeit von 0, 95 nicht einmal annihernd erreicht. Moglicherweise
wird die Abhéngigkeitsstruktur durch dieses Verfahren nicht ausreichend abgebildet. Mit einer

wachsenden Bandbreite b, nimmt die Uberdeckungswahrscheinlichkeit zusétzlich ab.

6.2 Anwendung an Daten der globalen Erderwarmung

Simultane Konfidenzbénder liefern einen visuellen Eindruck von der Abweichung des Schétzers
zu der wahren Funktion. Um diesen visuellen Eindruck zu erhalten, werden wir die Konstrukti-
on des simultanen Konfidenzbandes mit Hilfe des Bootstrap-Verfahrens an Daten der globalen

Erderwéarmung durchfiihren.
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Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0
bn
I | 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
1 196,625 96,25 94,625 93,375 92,00 86,5
3 196,875 97,00 96,25 95,5 92,125 89,5
5 198,125 96,75 95375 94,875 93,5 90,375
7 197,125 97875 96,875 95,625 93,5 90,5
9 | 98,375 98,375 96,875 95,625 94,75 92,25
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0, 1
br,
ln | 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
1 | 875 87,125 87,625 90,375 86 79,00
3 195,625 94,125 9525 92625 90,25 86,00
5 1975 95,875 96,125 94,75 93,00 87,875
7 1975 96,5 96,25 93,75 94,25 87,875
9 | 97,625 96,5 95,875 96,375 94,25 91,5
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0,2
bn
I | 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
1 | 77,00 77,125 76,625 79,5 76,125 72,375
3 192,75 92375 91,5 90,375 87,625 84,75
5 |96,5 95,375 93,75 93,75 91,75 87,875
7 19625 955 94,625 93,5 91,875 90,125
9 96,625 96,75 94,625 95,375 925 89,625
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0,3
br,
I | 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
1 | 55,25 60,625 63,875 62,00 63,75 60,875
3 | 88,75 88875 86,00 87,25 86,5 81,5
5 19400 91,5 92,00 93,25 88,5 85,25
7 1955 955 92,625 93,375 90,625 90,875
9 19525 95,5 94,375 93,5 92,25 88,25
Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0, 4
br,
ln | 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
1 | 34,00 40,5 43,875 44,5 46,00 47,125
3 | 81,625 82,125 83,75 81,75 80,00 78,25
5 190,375 89,875 88,75 885 86,00 82,75
7 193,375 91,25 91,75 91,75 87,625 85,125
9 195375 9275 93,375 91,25 90,125 86,75

Tabelle 6.1: Uberdeckungswahrscheinlichkeiten des simultanen Konfidenzbandes konstruiert
mit dem Blockwise DWB-Verfahren fiir 5 = 0;0,1;0,2;0,3;0,4.



126

6 Simulation und Datenbeispiel

Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0

br,
I, |0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
0,1 195375 95375 92,875 90,5 87,00 82,625
0,3 196,00 9500 9225 90,25 87,75 80,125
0,51 97,00 93,5 92,25 89,75 86,75 81,5
0,7 194,625 92,25 91,375 87,375 84875 79,125
0,9 | 92,875 91,125 88,75 87,5 83,25 77,25

Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0,05

br,
I, |0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
0,1 | 93,625 90,625 90,5 87,75 84,00 77,75
0,393,775 91,875 89,75 88,5 83,5 77,375
0,5 91,75 92,625 90,75 87,125 83,875 77,875
0,7 190,375 91,5 90,375 86,125 83,625 76,00
0,9 | 88,375 87,625 86,875 83,5 81,00 75,875

Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0, 1

br,
I, |0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
0,1 | 88,375 86,875 84,75 84875 81,375 T35
0,390,125 87,875 86,875 83,00 79,00 74,375
0,5 | 89,25 86,625 87,375 85,25 81,00 73,125
0,7 |8725 88,25 86,5 84,375 80,75 73,625
0,9 | 85,875 83,375 84,25 83,375 80,625 75,00

Uberdeckungswahrscheinlichkeiten, 5 = 0,2

br,
I, |0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14
0,1 | 77,625 75,5 75,125 71,75 69,375 62,625
0,3 | 75,875 77,625 76,875 73,375 67,75 64,375
0,5 | 80,375 78,625 77,125 7525 70,125 65,00
0,7 | 77,125 78,125 7575 74,375 68,875 64,625
0,9 | 77,375 77,00 74,375 74,5 71,00 64,125

Tabelle 6.2: Uberdeckungswahrscheinlichkeiten des simultanen Konfidenzbandes konstruiert
mit dem Autoregressive DWB-Verfahren fiir 5 = 0;0,05;0,1;0, 2.
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Die globale Temperaturfolge wurde in der statistischen Gemeinschaft intensiv untersucht, un-
ter anderem von Bloomfield und Nychka (1992), Woodward und Gray (1993) und Wu et al.
(2001). Dabei stellt sich die Frage, ob der Temperaturanstieg innerhalb der letzten zwei Jahr-
zehnte um etwa 0,5 °C der Beginn einer systematischen Erderwidrmung ist, oder einfach ein
Effekt der natiirlichen Temperaturschwankungen. Im vorliegenden Abschnitt werden wir die
Daten von Jones et al. (2016) betrachten. Dabei handelt es sich um die globalen jahrlichen
Temperaturabweichungen von 1850 bis 2015, relativ zum Mittelwert von 1961 bis 1990, d.h.
jede Abweichung ist der Durchschnittswert des jeweiligen Jahres abziiglich der Durchschnitts-
temperatur der Jahre 1961 bis 1990. Der Datensatz umfasst somit n = 166 Werte. Zu Beginn
der Aufzeichnungen zeigen die Daten eine relativ stabile Temperatur und um die frithen
1940’er Jahre eine relativ schnelle und bestdndige Erwdrmung. Danach blieb die Tempera-
tur wieder relativ stabil bis etwa zur Mitte der 1970’er Jahre, seitdem ein erneuter schneller
Temperaturanstieg stattfindet. Das Jahr 2015 war das bisher wirmste Jahr in der globalen
Temperaturaufzeichnung.

Die Abbildungen 6.1 und 6.2 zeigen die globalen jahrlichen Temperaturabweichungen der
Jahre 1850 bis 2015, sowie die 95 %-igen und 99 %-igen simultanen Konfidenzbander, welche
mit Hilfe des Blockwise DWB-Verfahrens bzw. des Autoregressive DWB-Verfahrens erstellt
wurden. Bei der Konstruktion der simultanen Konfidenzbénder mit Hilfe des Blockwise DWB
nehmen wir die Bandbreite b, = 0,07 und die Blocklange I, = 5 an. Im Gegensatz dazu
haben wir fiir die Konstruktion der simultanen Konfidenzbénder mit Hilfe des Autoregressive
DWB die Bandbreite b,, = 0,07 und den AR-Parameter [,, = 0,5 gewahlt.

Der zu erkennende Temperaturanstieg wurde in Bloomfield und Nychka (1992) und Wood-
ward und Gray (1993) bekréaftigt. Die Tests in diesen Arbeiten deuten auf einen signifikanten
deterministischen Trend hin, welcher nur aufgrund von natiirlichen Schwankungen schwer er-
klarbar ist. Mit Hilfe der simultanen Konfidenzbédnder kann nun die Angemessenheit eines
Schétzers aufgezeigt werden. Fiir die vorliegenden globalen Temperaturdaten wurde hierfiir
ein linearer Trend von Woodward und Gray (1993), ein isotonischer Trend von Wu et al.
(2001) und ein quadratischer Trend von Rust (2003) vorgeschlagen.
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Abbildung 6.1: Simultane Konfidenzbander fir die globalen Temperaturdaten: globale jahrli-
che Temperaturabweichungen der Jahre 1850 bis 2015, lokaler Trendschdtzer
(schwarz), sowie das 95 %-ige (rot) und 99 %-ige (blau) simultane Konfi-
denzband konstruiert mit dem Blockwise DWB-Verfahren.
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Abbildung 6.2: Simultane Konfidenzbander fir die globalen Temperaturdaten: globale jahrli-
che Temperaturabweichungen der Jahre 1850 bis 2015, lokaler Trendschdtzer
(schwarz), sowie das 95 %-ige (rot) und 99 %-ige (blau) simultane Konfi-
denzband konstruiert mit dem Autoregressive DWB-Verfahren.






7 Fazit und Ausblick

Die vorliegende Arbeit liefert den Nachweis der asymptotischen Korrektheit von simultanen
Konfidenzbéndern fiir die Trendfunktion basierend auf nichtparametrischen Schitzern und im
Zusammenhang mit abhdngigen Beobachtungen. Um in diese Thematik einzufiihren, haben
wir zusétzlich die asymptotische Korrektheit von punktweisen Konfidenzintervallen fiir obige
Trendfunktion untersucht.

Zum Schitzen der unbekannten Regressionsfunktion nutzten wir den von Priestley und Chao
(1972) eingefiihrten Priestley-Chao-Schitzer. Dennoch ist es méglich die Berechnungen ebenso
mit anderen Schitzern, bspw. mit dem durch Gasser und Miiller (1979) eingefiihrten Gasser-
Miiller-Schétzer oder den von Nadaraya (1964) und Watson (1964) eingefiihrten Nadaraya-
Watson-Schéitzer durchzufiihren.

Bei der Konstruktion der punktweisen Konfidenzintervalle bzw. der simultanen Konfidenzbén-
der muss die Abhéngigkeit der Beobachtungen beriicksichtigt werden. Wir nutzten hierfiir das
durch Shao (2010) eingefiihrte Dependent Wild Bootstrap-Verfahren. Speziell haben wir zwei
Modifikationen dieses Verfahrens zur Konstruktion der simultanen Konfidenzbénder angewen-
det, dass Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahren und das Autoregressive Dependent
Wild Bootstrap-Verfahren. Fiir die Konstruktion der punktweisen Konfidenzintervalle nutzten
wir das Blockwise Dependent Wild Bootstrap-Verfahren. Einzig Wu und Zhao (2007) haben
bisher die Konstruktion von simultanen Konfidenzbédndern mit abh#&ngigen Fehlern betrach-
tet. Sie griffen dafiir aber auf das strong invariance principle fiir stationire Prozesse zuriick.
Beim Dependent Wild Bootstrap-Verfahren wird die Abhéngigkeitsstruktur der Daten mit
Hilfe des Parameters [,, erfasst. Wie wir sehen konnten spielt dieser Parameter eine dhnliche
Rolle wie die Blocklénge von einem Block Bootstrap-Verfahren. Um die Abhéngigkeit des
Originalprozesses aufzufangen, muss [,, daher mit steigendem Stichprobenumfang wachsen.
Dennoch muss der Parameter [, auch durch eine Potenz der Stichprobengrofe beschréankt
werden, um die Verteilung der Statistik gut imitieren zu kénnen. Im Verlauf dieser Arbeit
wurde ersichtlich, dass zum einen diese Beschridnkung beim Nachweis der asymptotischen
Korrektheit von simultanen Konfidenzbidndern verschérft wurde, im Vergleich zum Nachweis
der asymptotischen Korrektheit von punktweisen Konfidenzintervallen. Zum anderen ist die
Beschrinkung beim Nachweis der asymptotischen Korrektheit von simultanen Konfidenzbén-
dern, welche mit dem Blockwise DWB und dem Autoregressive DWB konstruiert wurden,
gleich. Moglicherweise dienen auch andere Modifikationen des Dependent Wild Bootstrap-

Verfahrens dazu die Abhéngigkeit der Daten aufzufangen und punktweise Konfidenzintervalle
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bzw. simultane Konfidenzbénder zu konstruieren.

Fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit von punktweisen Konfidenzintervallen
konnten wir aufgrund der punktweisen Uberdeckung einen Zentralen Grenzwertsatz nutzen.
Im Gegensatz dazu haben wir fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit von simul-
tanen Konfidenzbéndern auf die Coupling-Technik zuriickgegriffen. Mit dieser Technik ha-
ben wir die Partialsummenprozesse, welche aus dem stationdren Fehlerprozess und aus dem
Bootstrap-Fehlerprozess bestehen, aneinander gekoppelt, indem wir beide an den gleichen
Wiener Prozess gekoppelt haben.

Fir das Coupling der Partialsumme der Originalfehler nutzten wir ein bekanntes Resultat
der starken Approximation von a-mischenden Prozessen von Shao und Lu (1987). Die Rate
der dortigen Schranke ist aufgrund der Abhangigkeit der Beobachtungen grofer als die Rate,
welche Komlos et al. (1975) und Komloés et al. (1976) im Fall von unabhéngigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen erreichen. Daher haben wir in dieser Arbeit zusétzlich die starke
Approximation eines linearen Prozesses untersucht. Wir konnten eine bessere Rate nachwei-
sen, so wie sie auch im Fall von unabhéngigen Zufallsvariablen gilt. Somit sollte es mdoglich
sein, die Rate der starken Approximation ebenso bei anderen Abhingigkeitsstrukturen zu
verbessern.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit bestand nun im Nachweis der gleichméfigen Approximation
der Bootstrap-Partialsummenprozesse, welche durch die beiden oben genannten Verfahren ent-
stehen, durch einen Wiener Prozess mit Hilfe eines geeigneten Couplings. Durch das Coupling
der Original- und Bootstrap-Partialsummenprozesse an den gleichen Wiener-Prozess konnten
die jeweiligen Partialsummenprozesse aneinander gekoppelt werden. Weiterhin lieferten wir
eine Erweiterung des klassischen Resultates der asymptotischen Verteilung des Maximums ei-
nes stationdren Gaufliprozesses auf abhingige Zufallsvariablen. Das klassische Resultat wurde
bereits von Bickel und Rosenblatt (1973) zur Konstruktion von simultanen Konfidenzbiandern
fiir Kerndichteschitzer im Fall von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen ge-
nutzt. Mit Hilfe dieser Erweiterung des klassischen Resultates auf abhéngige Zufallsvariablen
zusammen mit dem Coupling der Original- und Bootstrap-Partialsummen konnten wir die
asymptotische Korrektheit der simultanen Konfidenzbénder nachweisen.

Aufgrund des in dieser Arbeit genutzten Bootstrap-Verfahrens konnten wir asymptotisch
korrekte simultane Konfidenzbander konstruieren, welche eine schnellere Konvergenzrate be-
sitzen im Vergleich zu der Rate, welche bei der Anwendung des klassischen Ansatzes der
Konstruktion von simultanen Konfidenzbandern von Bickel und Rosenblatt (1973) auf den
abhéngigen Fall entstehen wiirde. Des Weiteren umgingen wir mit diesem Verfahren das Pro-
blem des Schétzens der unbekannten Summe der Kovarianzen des stationédren Fehlerprozes-

565 (€i)i=1,..n-
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Nachfolgende Hilfsresultate bendtigen wir fiir den Nachweis der asymptotischen Korrektheit
der punktweisen Konfidenzintervalle in Kapitel 3, sowie fiir das Coupling der Partialsum-
men in Kapitel 4 und damit den Nachweis der asymptotischen Korrektheit der simultanen
Konfidenzbander in Kapitel 5.

Die gemeinsame Kumulante der zentrierten Zufallsvariablen ey, €4, €., e, ist definiert als
cum(ep, eq, €, €5) = E(epeqeres) — E(epeq)E(eres) — E(eper)E(eqges) — E(epes)E(eqer),

wie bspw. in Cramér (1946) nachzulesen ist. Diese soll im nachfolgenden Lemma geeignet

abgeschitzt werden.

Lemma 8.1

Es sei (€i);-1,. 5
<C<oofiirz>2und 4/::=1- K, mit K, € (0,1). Weiterhin seien 1 < t; < ty < t3 <
ty <nund u = max{ty — t1,t3 — ta,t4 — t3}. Dann gilt

ein stationdrer, a-mischender Prozess mit E(e;) = 0, sowie sup;<;<,, ||et]|»

| cum(ey, , ey, €4, €1,)| < 16C (a(u))K“ .
Beweis
Wir betrachten im Folgenden die drei Falle, u =ty — t1, u = t3 — to und u = t4 — t3.

i) u:tz—tl

Fiir die Kumulante erhalten wir die Abschétzung

‘ Cum(et17et2a €3, et4)’ < ’E(etlehet:’,em)‘ + ‘E<et16t2)”E(etset4)’

+ ‘E(etleta)HE(etzeM)’ + |E(€tlet4)HE(et2et3)"
Mit der Kovarianzungleichung aus Lemma 2.2 gilt

|E(et1etzet36t4)‘ = | COV(etnetzetg@m)\

K
< dflen |z llererser |z (a(uw) ™,
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ii)

wobel

ISl

= % Daher erhalten wir mit der Holder-Ungleichung

K
‘E(et1et2et3et4)‘ <4 Hetle H%Hz ”et3HZ Het4H2 (a(u>) “

< dsup|les,||- suplles, || sup|les, |- supller, |- (a(u)) ™
t1 to t3 ta

<4C (a(u)ke.
Weiterhin erhalten wir mit Lemma 2.2 und der Lyapunov-Ungleichung
Ko
[E(erer,)| = [ Covler s )| < 4llen - lles [l (a(w)™

sowie mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Lyapunov-Ungleichung

Eerer)] < /B (2)VE () = lewll2 lewsll2 < llets - lew -

Fassen wir beides zusammen gilt insgesamt die Abschitzung
Ko
[Eer er,)|[E(erser,)| < 4C (au))™ .
Mit analogem Vorgehen fiir |E(e;, es,)||E(et,et,)|, sowie |E(er er,)||E(er,er,)| ergibt sich

|cum(ey, , ery, €15, €1,)| < 4-4C (a(u)) e

u =1ty —to
Wir erhalten fiir die Kumulante die Abschitzung

| Cum(etu €ty €3, et4)| < | COV(etl €ty et36t4)|

+ ‘E(etlets)HE(etzeM” + |]E(6t1 et4)HE(et2€t3)|'
Mit Lemma 2.2 gilt

|COV(et1€t27 et3et4)‘ <4 H€t1€t2”2 ||€t3€t4H2 (a(u))Ka )

wobel

wy=

= % Somit erhalten wir wieder mit der Holder-Ungleichung

K
’COV(etletw et3€t4)‘ <4 H€t1 Hz Het2HZ Heta*HZ Het4H2 (a(u>) “

<4C (a(u)ke.
Weiterhin gilt mit Lemma 2.2 und der Lyapunov-Ungleichung

Ko
[E(er,ers)| = [ Cover s ery)| < 4lles |z [less |- (a(w)) ™,
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sowie wieder mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Lyapunov-Ungleichung

[Eersens)| < llenllzllewllz < llew = el
wodurch insgesamt
[Eers ety [Blerers)| < 4C (a(u)
Analoge Rechnungen gelten fiir |E(es, es,)||E(et,et,)| und somit erhalten wir

| cum(es,, ery, €1y, €1,)| < 4C (a(w) +2-4C (a(u)™
=3-4C (afw)) .

i) u=t4—t3
Dieser Fall ist analog zu i) und es ergibt sich die Abschitzung

| Cum(etvetw €tz et4)| <4- 4C (O‘(u))KQ :

Nun fassen wir alle drei Falle zusammen und erhalten
|cum(ey, , er,, €15, €1,)| < 16 C (a ()X .

O

Wir betrachten weiterhin den Fehlerprozess (ei)i:Lm’n und werden im folgenden Lemma die

Grofenordnung fiir die Summe seines k-ten Momentes bestimmen.

Lemma 8.2
Es sei (ei)izl,...,n
C < oo, sowie k/z := 1—K, fiir k > 2und K, € (0,1). Weiterhin sei Y o2 (r+1)*2 (a(m)™ <

oco. Dann erhalten wir fiir die Summe des positiven k-ten Momentes

ein stationdrer, stark mischender Prozess mit E(e;) = 0, supj<;<, |l <

(@) (nk/2) ) falls k gerade

> E(ey-..e)| =

1<t <—<tp<n O (n(k_l)/2) , falls k ungerade.

Beweis
Der Beweis wird als Induktionsbeweis gefithrt. Somit wird angenommen die Aussage gilt fiir &

und gezeigt, dass sie auch fiir k£ + 1 giiltig ist.

Induktionsanfang

Wir zeigen, dass die Aussage fiir £ = 2 und k = 3 giiltig ist. Mit Hilfe von Lemma 2.2 erhalten
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wir fur &k =2

Z E (er,e1,)| = Z |Cov (e, e1,)] < Z 4C (a(t2 — tl))Ka

1<t1<t2<n 1<t1<t2<n 1<t1<t2<n
n oo
<Y N ac(@@)=0(n).
t1=1 r=0

Fiir k = 3 betrachten wir die zwei Félle r = ¢35 — t; und r = t3 — t2, je nachdem zwischen

welchen Variablen die grofte Liicke ist.

i) Fiir r =ty — t1 gilt mit Lemma 2.2 und der Holder-Ungleichung

Ko
‘E (6t16t26t3>| = |COV (et1’6t26t3)| < 4H€t1Hz Hetzet:anz(a (T))

< 4ller 1= llets = llees 1= (@ () < 4C (a(r)™e,

wobel

W=
ISHIN)

ii) Fiir r = t3 — t9 erhalten wir analog

|E (€t16t2€t3)| = |COV (€t16t276t3)’ <4C (a (T))Ka :

Somit gilt
Z |E (€t1€t2€t3)| < Z 40(0& (r))Ka
1<t1<t2<tz<n 1<t1<to<t3<n
n oo
<23 > 4Cr+ 1) (@ () =0(n).
ti=1 r=0
Induktionsschritt

Nun werden wir zeigen, dass die Induktionsbehauptung auch fiir k£ 4 1 giiltig ist. Somit ist zu

zeigen
(@) (n(kﬂ)/z) , falls kK + 1 gerade
Z |E(et1""'etk+1)‘: k/2
1<ty < <tpp1<n O (n ) , falls k + 1 ungerade.
Fir 1 < t; < n zerlegen wir die Menge { (tay .. ytiyr) 1t < -0 <tpypq <m, max (tj+1 —tj)
<5<
> O} in Mengen Grn,(ti) = {(tg, costigr) ity <o <tggq <y max (tj+1 —tj) <r
sg<m
=tmt1 —tm = max, (tj+1 —tj) p- Somit beinhaltet G, . (t1) alle (to,...,tx11) bei denen
m<j

die grofite Liicke zwischen den t;’s gleich r ist und diese Liicke erstmals bei m erscheint. Nun
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erhalten wir fiir das (k + 1)-te Moment

Z ’E(etl-...-etkﬂ)‘

1<t1 < <tpy1<n
k
< Z (|Cov (e, - €ty Ctrsr * - €ty ) |
+‘E(6t1 LN -etm)\ ‘E(etmﬂ L '6tk+1)’) .
Unter den Voraussetzungen erhalten wir mit Lemma 2.2 und der Holder-Ungleichung
|Cov (e, .. €tps €ty oo Ctyyy )| SAC (a0 (b1 — tm)) e

und weil #G, p(t1) < (r + 1)(k_1) gilt

n koo
XY Y ACEtn )™

1 r=0 (tg,...,tk+1)€Gr,m(t1)

<n- ki (r+ 1)* D40 (a ()

r=0
=0(n)
Weiterhin gilt
k
Z ]E(etl-...-etm)HE(etm+1‘...‘etkﬂ)‘
m=1 1<t; <-<tpy1<n
k—1
_ IE(es, ... er,)l > E (s - )]
m=2 1<t; <--<t;<n 1<tm41<<tgr1<n

weil aufgrund der zentrierten Zufallsvariablen (e;)i—1,..n jeweils ein Faktor fir m = 1 und

m = k Null ist. Auf die beiden Faktoren wenden wir die Induktionsvoraussetzung an und

erhalten

O (nm/ 2), falls m gerade

> E(en e, =

1<t < <tm<n @) (n<m71>/2) , falls m ungerade
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und

0 (n(k“_m)/?) , falls k+1 —m gerade

Z ‘]E (etm+1"”‘etk+1)‘ =

1<t 41 S<tpp1<n @) (n““*’”)/Q) , falls k£ + 1 — m ungerade.

Nun unterscheiden wir zwischen k + 1 gerade und ungerade. Dann erhalten wir die Gréfen-

ordnungen

o k+ 1 gerade

k—1
Z ]E(etl-...-etm)] Z ‘E(etm+l'...'€tk+1)’
m=2 1<t1 < <tm<n 1<tm41<<tg41<n
(k—2) (@) (nm/Q) , falls m gerade (@) (n(Hl*mW) , falls m gerade
(n(mfl)/Z) , falls m ungerade | O (n(kfm)/Q) ,  falls m ungerade

(k+1)/
_ O (n** ) falls m gerade _0 (n(k+1)/2> .
( (k— 1)/2) falls m ungerade

o k+ 1 ungerade

k—1
Z Z ]E(etl-...-etm)] Z ‘E(etm+1""'etk+1)’

m=2 1<t1 < <tm<n 1<tm41 < <tp41<n
0] (nm/2) , falls m gerade (@) (n(k_m)/Q) , falls m gerade

=(k—2)-
0 (n(m71>/2) , falls m ungerade | O (n(Hl*m)/Q) , falls m ungerade

_ ) (nk/2) , falls m gerade _0 (nk/z) .
O (nk/ 2), falls m ungerade

Insgesamt erhalten wir also

@) (n(kﬂ)/"’) , falls K+ 1 gerade

Z {E(etl""'etkﬂ)’:

1<t < <tpp1<n @) (nk/z) , falls k& + 1 ungerade,

womit das Lemma bewiesen wire. O

Das nachfolgende Lemma bendtigen wir, um die asymptotische Uberdeckungswahrscheinlich-
keit fiir die punktweisen Konfidenzintervalle in Kapitel 3 und die simultanen Konfidenzbénder

in Kapitel 5 zu erhalten.
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Lemma 8.3

Es gelte
. d
1) T, — Z,
ii) T —% Z in Wahrscheinlichkeit,
iii) Fy ist stetig.

Weiterhin sei fiir 5 € (0,1)

£y i= (FT) (8) = inf{t: Fi.(t) > B}
das S-Quantil von 7. Dann gilt

P(T, < tj;ﬂ) — B

n—o0

Beweis

Mit den Voraussetzungen i) und iii) erhalten wir die folgende Konvergenz

On 1= sup (Fr,(t) — Fr,(t —0))
< Sup |F'r, (t) — Fz(t)] + sup |Fz(t) — Fz(t — 0)] + sup |Fz(t —0) — Fr, (t — 0)]
< QSlgp |F'r,, (t) — Fz(t)]

— 0. (8.1)

n—o0

Des Weiteren erhalten wir aus i) bis iii) und mit Hilfe von Lemma 2.11 aus van der Vaart
(1998), dass

sup |Fi, (1) = P (6] = sup |, (8) = Fz(t) + Pa(t) - Fi (0)

< sup | P, (£) = Fz (1) + sup |F2 (1) = Fi; (0] <> 0.
t t

Somit existiert eine Nullfolge (e,),, oy mit

P <Sup ‘FTH (t) — Fr. (t)‘ > en) <en VneN. (8.2)
t n
Weiterhin ~ sei t,3 = inf{t: Fp,(t) > B} das p[-Quantil von 7,. Falls nun

supy | £, (t) — F. (t)‘ < €n, so erhalten wir mit

Br, (tn,g+e,) = B+ €n, (8.3)
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dass Fif (tn,gte,) > B und damit

1= inf{t: Fp.(t) > 5} < typie.
Des Weiteren folgt mit
FT’IL (tnyﬁfﬁn - 0) < /8 - ETL7 (84)

dass F7. (tn g, —0) <  und damit

g =sup {t: Fs(t) < B} > tog e,

Daher impliziert sup; |Fr, (t) — F7- (t)‘ < €p, dass

t;ﬁ € [tn,ﬁ—enatn,ﬁ—ken} .
Nun gilt mit (8.2) und (8.3)

P (T <ths) =P (Tn < thg.th5 € [tnpco tnpre))
+ P (T, <t 5.t 5 & [tnpeens tngien)
< P(Tp <tnpie,) + P (thg & [tnpcortnpren))
< Fr, (tnpre,) — 1, (tngre, —0) + Fr, (tngte, —0) + €n
<bp+pB+2¢,

und mit (8.2) und (8.4)

P (T <ty 5) =P (Tn <t g,t0 5 € [tng—cns tn,g+en))
+ P (Tn <ty 5. th 5 & [tn,6—costn,preal)
> P (T <ty g th 5 ¢ [tng—ens tnBren))
> P(Tn <tnpe,) =P (tr5 ¢ [tns—cnstnpsren])
>0 —2ep.

Zusammen mit (8.1) erhalten wir somit

P (T, <t} 5) — B.

’ n—o00
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Originalstichprobe

stationdrer Prozess

Residuen

Regressionsfunktion

Schitzer der Regressionsfunktion m

Kernfunktion

Bandbreite

7(:) = Cov (e, €i4-.)

0% =34 Cov (e, €;)

Faltung von f und g

Ky, xm(-) = Ky, (m)(:) = (nb,) 130 | K (#) m (i/n), geglattete
Version von m

mo(+) = m(-) = K, (m)(-) = 2i_; wa(t, 1) €

Gaufsprozess

Signifikanzniveau

(1 — a)-Quantil

o-Algebra

a-Mischungskoeffizient mit a(A,B8) = sup |P(AB)—P(A)P(B)| fiir

AcA,BeB
die o-Algebren A und B
a-Mischungskoeffizient eines zufilligen Prozesses (X;);c, mit o) =

sup a (0 (X;,i < k),0(X;,i>k++))
keN

Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o
Hilfsvariablen im DWB, (Wi),_, = (Win),_, _, mit E(Wi) = 0,
Var(W;) = 1 und Cov(W;, W) — 1 fiir n — oo

Hilfsvariablen im Blockwise DWB, mit Vi ~ N(0,1) unabhingig und

identisch verteilt

2

Innovationen des AR(1)-Prozesses im Autoregressive DWB, mit u; ~
N (O, 1-— 6*2/1”) unabhéngig und identisch verteilt

e; = e; W;, Pseudo-Fehler im DWB

Bootstrap-Gegenstiick zu mo(-), m{(t) = Y i, wn(t, i) e}
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Sh, Partialsumme der Fehler (e;),_; ., Sn =2/, €

Sk Partialsumme der Fehler (ef),_, . Sh = S er

T, Ty T,= sup |mo(t)| bzw. Ty = sup |m{(t)]

tE€[bn,1—bn] t€[bn,1—bn]

In Blockldnge oder AR-Parameter im Blockwise DWB bzw. Autoregressive
DWB

M, M, = {"ll;"] , ganzzahlige Anzahl der kleinen Blcke der Lange [,, innerhalb
eines groﬁen Blockes der Lénge nb,, beim Blockwise DWB

N, N, = [% - ([ﬁ} - 1) Mn}, ganzzahlige Anzahl an kleinen Blécken der
Lange [,, im Restblock beim Blockwise DWB

My, my,, = [nby], ganzzahlige Anzahl der Indizes der Summanden innerhalb eines
grofen Blockes der Linge [nb,] beim Autoregressive DWB

L, L,, = [l,], aufgerundeter ganzzahliger Anteil des AR-Parameters [,, beim
Autoregressive DWB

(Yi)iz1, kausaler linearer Prozess

€i)icz Innovationen des linearen Prozesses

o? 02=E (6?)

Sh Partialsumme des linearen Prozesses (Y;),—y ., Sn = > Vi

E() Erwartungswert

Var(+) Varianz

Cov(-, ") Kovarianz

Bias(+) Verzerrung eines Schétzers, Bias(m) = E (m —m)

E*() Bootstrap-Erwartungswert, bedingt auf die Originalstichprobe (X;),—; .,
E*(-) =E(:|Xy,...,Xn)

Var*(-) Bootstrap-Varianz, bedingt auf die Originalstichprobe (X;),_;

pP* Bootstrap-Verteilung, bedingt auf die Originalstichprobe (Xi)izl,...,n

W Wiener Prozess

7';1 Stoppzeiten des Wiener Prozesses auf der Bootstrap-Seite

X X; Stichprobenmittel

3
Il
31
_
N

W < &~ 0O

positive, endliche Konstante, welche ihren Wert &ndern kann

Lipschitz-Konstante

fiir alle
existiert

1, z€A
Indikatorfunktion, d.h. 1 (z € A) =

0, z¢ A

Menge der positiven natiirlichen Zahlen
Menge der natiirlichen Zahlen einschliefilich 0
Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen
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op+ (ap), Op= (ap)

O (an, Bn)

erste bzw. zweite Ableitung der Funktion f

Betrag

p-Norm

ganzzahliger Anteil

aufgerundeter ganzzahliger Anteil

positiver Anteil

kartesisches Produkt

Z ~ @, die Zufallsvariable Z besitzt die Verteilung @

z4 Y, die Zufallsvariablen Z und Y besitzen die gleiche Verteilung
Konvergenz in Verteilung

Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

fast sichere Konvergenz
Supremum

Maximum

Limes Superior

Tréger der Funktion f

Landau-Notation:
bn

n

=0

by, = o(ay), falls lim

by, = O (ay), falls limsup | 2= | < oo

n—00 "
Landau-Notation in Wahrscheinlichkeit:
bn = op (ay), falls || 50

b, = Op (ay,), falls Ve > 036 € R, sodass P (|b,| > dlan|) <€, ¥Vn €N

Landau-Notation in P-fast sicher:

by, = 055 (an), falls 2—” 150

n

bn
an

< oo fast sicher

by, = Oy¢.s. (an), falls limsup
n—o0

Landau-Notation in P*-Wahrscheinlichkeit:

by = op- (an), falls P* ( > e) 2.0, Ve>0

b, = Op« (ay), falls Ve > 0 36 € R, sodass P*(|b,| > dlan|) < e,
Vn € N

an = O (ap, Bn), falls IC < oo, sodass P (Jay| > Cay) < OBy, Vn €
N

bn
a
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