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Zusammenfassung 
Drahtumformprozesse, und hier im Speziellen das Rollbiegen bzw. Winden, stel-
len die fertigungstechnische Grundlage für einige Maschinenelemente wie bei-
spielsweise Schraubenfedern, Drahtringe für Drahtwälzlager oder Kolbenringe 
dar. Bei Produkten mit geringen Anforderungen an Form und Beanspruchbar-
keit findet das Rollbiegen in Form eines einstufigen Umformprozesses statt. Für 
technisch anspruchsvollere Bauteile hingegen sind Eigenspannungen und Form-
genauigkeit für das Betriebsverhalten von Bedeutung, was einen umfangreiche-
ren Herstellungsprozess erfordert. Deshalb wird anstelle des einstufigen Prozes-
ses ein mehrstufiger Umformprozess eingesetzt, da hiermit beispielsweise eine 
höhere Formgenauigkeit gewährleistet oder die zerspanende Wegnahme von ei-
genspannungsbehafteten Querschnittsbereichen berücksichtigt werden kann. 
Bei diesen komplexeren bzw. mehrstufigen Prozessen ist die Ermittlung der re-
sultierenden Eigenspannungen sowohl analytisch als auch numerisch bisher nur 
bedingt möglich. Insbesondere die Abhängigkeit der aufeinander folgenden Pro-
zessschritte zueinander erfährt nur mangelhafte Beachtung. Zielsetzung der vor-
liegenden Arbeit ist die Bereitstellung einer Methodik zur Bestimmung der opti-
malen Parameter beim Drahtumformen, was beispielsweise zur Erzielung güns-
tiger Umformeigenspannungen oder zu einer hohen Formgenauigkeit führt. 
Diese Methodik als eigentliches Ergebnis beinhaltet im Rahmen der Arbeit drei 
Teilbereiche. Als erstes wird die zur Beschreibung des Umformvorgangs nötige 
Werkstoffcharakterisierung durchgeführt. Diese Charakterisierung basiert auf 
Experimenten, die sowohl den BAUSCHINGER-Effekt als auch Ver- und Entfes-
tigungsmechanismen untersuchen und quantifizieren. Darauf aufbauend folgt 
der zweite Teilbereich, die analytische Beschreibung des mehrstufigen Umform-
prozesses. Durch Anwendung dieses deskriptiven Algorithmus werden sowohl 
die (Eigen-)Spannungen als auch die elastischen und plastischen Verformungen 
zu jedem Zeitpunkt des Umformvorgangs bestimmt. Als dritter Teilbereich wer-
den verschiedene Optimierungsalgorithmen mit unterschiedlichen Zielsetzun-
gen für den deskriptiven Algorithmus vorgestellt. 
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Abstract 
Wire forming processes are the basic manufacturing principle for many machine 
elements like helical springs, wire coils used for wire race bearings and piston 
rings. In case of low product requirements a one-step, forming process does the 
forming with sufficiently results. For ambitious products with high operational 
or fatigue requirements especially related to residual stress and dimensional ac-
curacy, a multi-step forming process is mandatory. Additional, several challeng-
ing products are finished by using mechanical chipping, in particular grinding, 
for best accuracy and surface quality. For these more complex manufacturing 
forming processes, neither the calculation by FEM nor by analytical calculation 
delivers satisfactory results for residual stress of bending situation, resulting 
strain or spring back as well. Especially the dependencies between the succeeding 
processing steps are not fully included in available calculation methods yet. The 
present dissertation provides a methodology for determining the ideal parame-
ters for wire forming. For optimizing residual stresses based on spring back or 
high forming accuracy as well the methodology raises as a suitable tool. The 
methodology consists of three major parts. First, the material behavior has to be 
characterized by several selected trials and defined trial proceedings. The trials 
especially consider the behavior of hardening and softening and the 
BAUSCHINGER-Effect as well. Finally the mathematical description of the needed 
material behavior is done. Second part of methodology includes the completely 
analytical description of multi-step wire forming. Appliance of the algorithm, 
leads to results of all stress-strain situations of every forming stage in progress. 
Last part of methodology includes several optimization strategies for this analyt-
ical algorithm. Due to specific application, the usage of the right optimization 
strategy provides the needed manufacturing parameters. Based on these forming 
parameters respectively best fit results are possible for the chosen forming situ-
ation. 
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Formelzeichen 
 

Symbol Einheit Beschreibung 
A mm² Flächeninhalt, allgemein 

ASF mm² Flächeninhalt Sichelfläche 
ASF.ges mm² Gesamtfläche Sichelfläche 

A3 % Bruchdehnung 
a, a‘ - Koeffizienten Apollonisches Kreisproblem 
ael mm Elastisch-Plastische Grenze 

apl∗  - Konstante zur plastischen Rückverformung 

a3 MPa Sättigungswert Sekundärfließkurve 
b, b‘ - Koeffizienten Apollonisches Kreisproblem 
b(z) mm Kreissehne 

bpl∗  - Konstante zur plastischen Rückverformung 

C0 - Konstante zum Tangentenmodul 
CL MPa LUDWIK-Parameter 

c, c‘ - Koeffizienten Apollonisches Kreisproblem 

cpl∗  - Konstante zur plastischen Rückschiebung 

D mm Ringdurchmesser, Rolldurchmesser 
DVor,1 mm Vorrolldurchmesser 
DVor,2 mm Vorrolldurchmesser mit Rückfederung 
DFertig,3 mm Fertigrolldurchmesser 
DFertig,4 mm Fertigrolldurchmesser mit Rückfederung 
d, d‘ - Koeffizienten Apollonisches Kreisproblem 

d mm Durchmesser, allgemein 

𝑑𝑑𝑝𝑝𝑝𝑝∗  - Konstante zur plastischen Rückschiebung 

ds mm Schleifscheibendurchmesser 

𝑑𝑑{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} mm Gitternetzabstand, allgemein 

𝑑𝑑φψ
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} mm Gitternetzabstand, in Probenrichtung 



Formelzeichen XV 

𝑑𝑑0
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} mm Gitternetzabstand, dehnungsfrei 

E, Eallg MPa Elastizitätsmodul 
E0, Ea MPa Konstanten zum Tangentenmodul 

ET MPa Tangentenmodul 
F(…) MPa Funktion der Fließfläche 

F N Kraft, allgemein 

∆𝐹𝐹𝑖𝑖,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 N Bezogene Maximalkraftdifferenz 

∆𝐹𝐹𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 % Relative Maximalkraftdifferenz 

G MPa Schubmodul 
GT MPa Tangentenschubmodul 

g(…) MPa Verfestigungsfunktion 
ho(…) mm Funktion der oberen Geometriekontur 
hu(…) mm Funktion der unteren Geometriekontur 

Ivv mm4 Axiales Flächenträgheitsmoment um die v-Achse 
Ivv,1 mm4 Axiales Flächenträgheitsmoment um die v-Achse 
Ivv,2 mm4 Axiales Flächenträgheitsmoment um die v-Achse 
Ivw mm4 Polares Flächenträgheitsmoment um Ursprung 
Iww mm4 Axiales Flächenträgheitsmoment um die w-Achse 
Iyy mm4 Axiales Flächenträgheitsmoment um die y-Achse 
Iyz mm4 Polares Flächenträgheitsmoment um Ursprung 
Izz mm4 Axiales Flächenträgheitsmoment um die z-Achse 
kf MPa Charakterisierung einachsiger Spannungszustand 
kR MPa RAMBERG-OSGOOD Parameter 
Δl % Längenänderung 
l0 mm Probenlänge 

lMess mm Messlänge 
MbF Nm Belastungsmoment durch Biegung 
MRF Nm Rückstellmoment durch Biegung 
N - Zyklenzahl 
nL - LUDWIK-Parameter 
npl - Stützzahl nach NEUBER 
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nR - RAMBERG-OSGOOD Parameter 
nRD - Ordnung der Beugung (Röntgendiffraktometrie) 
ns 1/min Drehzahl Schleifscheibe 
qs - Geschwindigkeitsverhältnis Schleifen 
R - Spannungsverhältnis 
Re MPa Fließgrenze 
Rm MPa Zugfestigkeit 

Rp0,1 MPa Streckgrenze, bei 0,1 % bleibender Dehnung 
Rp0,2 MPa Streckgrenze, bei 0,2 % bleibender Dehnung 

r mm Radius, allgemein 
r1, r2, r3  mm Radius 

rD mm Drahtradius 
SP - Schnittpunkt 

𝑠𝑠1
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} 1/MPa Röntgenographische Elastizitätskonstante 

𝑠𝑠2
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} 1/MPa Röntgenographische Elastizitätskonstante 

T MPa Tangentenmodul, Normal- und Schubspannung 
ΔU J Energieverlust durch elastische Hysterese 
vSP mm v-Koordinate Schnittpunkt 
vgSP mm v-Koordinate geometrischer Schwerpunkt 

vc m/s Schnittgeschwindigkeit 

ΔW N Wechselverformungskraft 
Wb mm³ Widerstandsmoment, Biegung 

w(x) mm Durchbiegung Biegelinie 
wSP mm w-Koordinate Schnittpunkt 
wgSP mm w-Koordinate geometrischer Schwerpunkt 
xk mm Koordinate Apollonisches Kreisproblem 

ygSP mm y-Koordinate geometrischer Schwerpunkt 
yk mm Koordinate Apollonisches Kreisproblem 

zgSP mm z-Koordinate geometrischer Schwerpunkt 
α °, rad Winkel, allgemein 
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𝛽𝛽 % Dehnung der Rückverformung 

𝛽𝛽𝜀𝜀 - BAUSCHINGER-Dehnungsparameter 

γ rad Schiebungswinkel 

𝛿𝛿𝑝𝑝𝑝𝑝∗  - Konstante zur plastischen Rückschiebung 

δA, δB - Parameter Sekundärflieskurve 
δ(…) - Sekundärfkließkurvenfunktion 

ε % Dehnung 
Δε % Doppelte Dehnungsamplitude Spannungshysterese 

∆𝜀𝜀𝑝𝑝∗  % Plastische Rückverformung 

∆𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝∗  % Halbe plastische Dehnung (nach CHRIST) 

∆𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑖𝑖𝑖𝑖 % Dehnungsinkrement 

εel % Dehnung, elastisch 
εF % Fließdehnung 

εges, εGes % Dehnung, gesamt 
εmax % Dehnung, maximal 
εmin % Dehnung, minimal 
εpl % Dehnung, plastisch 

εpl,nom % Dehnung, plastisch nominell 
εpl,tats % Dehnung, plastisch tatsächlich 
εpl,kum % Dehnung, kumuliert 

εRF, εRand % Dehnung, Randfaser 

𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑖𝑖𝑖𝑖 % Dehnung, iterativ 

εRes % Dehnung, resultierend 

𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} % Gitterdehnung 

𝛾𝛾 % Schiebung, allgemein 

∆𝛾𝛾𝑝𝑝∗ % Plastische Rückschiebung 

γpl % Schiebung, plastisch 
Κ 1/mm Krümmung 
λ m Wellenlänge 

𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝∗  - Konstante zur plastischen Rückverformung 
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Δσ MPa Doppelte Spannungsamplitude der Hysterese 

𝜎𝜎 MPa Spannung, allgemein 

𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸 MPa Eigenspannung 

𝜎𝜎𝐵𝐵 ,𝜎𝜎𝑏𝑏 MPa Biegespannung 

𝜎𝜎𝐵𝐵𝐵𝐵 MPa Biegespannung 

𝜎𝜎𝐹𝐹 MPa Fließspannung 

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 MPa Maximale Spannung der Spannungshysterese 

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 MPa Minimale Spannung der Spannungshysterese 

𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 MPa Resultierende Spannung 

𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅 MPa Rückfederungsspannung 

𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 MPa Rückfederungsspannung in der Randfaser 

𝜎𝜎11 MPa Spannungskomponente, vektoriell 

𝜎𝜎22 MPa Spannungskomponente, vektoriell 

𝜎𝜎33 MPa Spannungskomponente, vektoriell 

𝜎𝜎𝐼𝐼 MPa Eigenspannung I. Art 

𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼 MPa Eigenspannung II. Art 

𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 MPa Eigenspannung III. Art 

𝜎𝜎𝐼𝐼 MPa Erste Hauptspannung 

𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼 MPa Zweite Hauptspannung 

𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 MPa Dritte Hauptspannung 

𝜎𝜎𝜑𝜑 MPa Spannungskomponente unter dem Winkel φ 

τ MPa Schubspannung, allgemein 

𝜗𝜗𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾  - Korrekturfaktor Dehnung 

𝜃𝜃{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} rad BRAGG-Winkel, Glanzwinkel 

φ rad Azimuth-Winkel (Röntgendiffraktometrie) 
φT rad Torsionswinkel 
ψ rad Neigungswinkel (Röntgendiffraktometrie) 

𝜈𝜈 - Querdehnzahl 
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1 Einleitung 
Drahtumformprozesse, und hier im Speziellen das Rollbiegen bzw. Winden, stel-
len die fertigungstechnische Grundlage für einige Maschinenelemente dar. Das 
bekannteste Element hierfür ist sicherlich die Schraubenfeder, Abbildung 2. 
Weitere Bauteile wie Drahtringe für Drahtwälzlager (Abbildung 1) oder Kolben-
ringe (Abbildung 3) aber auch Formteile im Rohrleitungsbau werden ebenfalls 
durch dieses Fertigungsverfahren hergestellt.  

 
 

 

 

Abbildung 1: Drahtwälzlager [1] Abbildung 2: Schraubenfeder [2] Abbildung 3: Kolbenringe [3] 

Bei herkömmlichen Massenfedern findet das Rollbiegen in Form eines einstufi-
gen Umformprozesses auf speziell dafür entwickelten Maschinen statt. Rohrlei-
tungsteile und andere untergeordnete Bauteile werden ebenfalls im einstufigen 
Umformprozess und üblicherweise auf Universal-Rollbiegemaschinen gefertigt. 
Die durch das Umformen eingebrachten und zum Teil sehr hohen Eigenspan-
nungen haben bei diesen Bauteilen keinen signifikanten Einfluss auf deren Be-
triebsverhalten, da die Belastungen meist zu keinen nennenswerten Beanspru-
chungen führen. Die mathematische bzw. numerische Beschreibung dieser Um-
formprozesse ist zudem hinreichend bekannt.  

Für technisch anspruchsvollere Bauteile hingegen, wie die bereits angesproche-
nen Kolbenringe oder Drahtringe für Drahtwälzlager, sind diese Eigenspannun-
gen für das Betriebsverhalten von Bedeutung, was einen umfangreicheren Her-
stellungsprozess erfordert. Um eine Beeinflussung der nach Umformung ver-
bleibenden Umformeigenspannungen zu ermöglichen, wird anstelle des einstu-
figen Biegerollprozesses ein zweistufiger Umformprozess eingesetzt, da hiermit 
beispielsweise eine höhere Formgenauigkeit gewährleistet werden kann. Da diese 
angesprochenen Bauteile zum einen sehr enge geometrische Toleranzen aufwei-
sen und zum anderen definierte Ansprüche an die Oberflächengüte haben, ist 
nach dem Umformen eine Zerspanung, üblicherweise durch Schleifen, nötig. 



2 

Durch die Wegnahme von eigenspannungsbehafteten Querschnittsbereichen 
stellt sich zwangsläufig ein neues Gleichgewicht mit verändertem Verlauf ein. 
Zudem bringt das mechanische Schleifen zu den bereits vorhandenen Umform-
eigenspannungen zusätzlich weitere thermisch und mechanisch bedingte Eigen-
spannungen in das Bauteil ein. Durch diese Überlagerung entsteht im Draht-
querschnitt ein teilweise sehr komplexer Eigenspannungszustand. Die daraus re-
sultierenden Eigenspannungen sind sowohl maßgeblich für den sich durch 
Rückfederung ergebenden Drahtringdurchmesser, als auch für die im Betrieb 
zulässigen Spannungen verantwortlich. Da die Schleifeigenspannungen erst nach 
der erfolgten Umformung eingebracht werden, kann dies zudem zu einer unge-
wollten Geometrieveränderung des bereits hinreichend genau hergestellten 
Drahtrings führen. Bei diesen komplexeren bzw. mehrstufigen Prozessen ist die 
Ermittlung der resultierenden Eigenspannungen sowohl analytisch als auch nu-
merisch bisher nur bedingt möglich. Insbesondere die Abhängigkeit der aufei-
nander folgenden Prozessschritte zueinander erfährt nur mangelhafte Beach-
tung. Da zusätzlich die Charakterisierung des vorliegenden Materialverhaltens 
im hierfür benötigen Umfang nicht bekannt ist, werden die beim Umformen 
benötigten Fertigungsparameter hinsichtlich der Eigenspannungen in der indust-
riellen Praxis derzeit, wenn überhaupt, empirisch ermittelt. Dies führt zu nicht 
stabilen Fertigungsprozessen, langen Rüst- und Einstellzeiten sowie hohen Aus-
schussraten. Die Berechnung der Lebensdauer ist aufgrund der fehlenden 
Kenntnis des Eigenspannungsverlaufs ebenfalls nur eingeschränkt bzw. mit ent-
sprechend hoher Wahl der Sicherheit möglich. Für eine wirtschaftlichere und 
prozesssicherere Herstellung ist eine hinreichend genaue Beschreibung des Her-
stellungsprozesses nötig. Des Weiteren sind die zur Beschreibung nötigen Werk-
stoffkennwerte zu definieren und ebenfalls zu ermitteln. 

 



 

2 Zielsetzung 
Die vorliegende Arbeit greift das in der Einleitung beschriebene Problem auf. 
Zielsetzung der Arbeit ist die Bereitstellung einer Methodik zur Bestimmung der 
optimalen Parameter beim Drahtumformen, was beispielsweise zur Erzielung 
günstiger Umformeigenspannungen oder zu einer hohen Formgenauigkeit führt. 
Diese Methodik als eigentliches Ergebnis beinhaltet im Rahmen der Arbeit drei 
Teilziele. Als erstes ist die zur Beschreibung des Umformvorgangs nötige Werk-
stoffcharakterisierung durchzuführen. Grundlage für die Beschreibung des Um-
formprozesses ist die versuchstechnische Untersuchung des Materialverhaltens 
hinsichtlich einer mehrmaligen plastischen Umformung mit wechselnder Belas-
tungsrichtung. Besonderes Augenmerk wird bei den Versuchen auf die stattfin-
denden Ver- und Entfestigungsprozesse gelegt. Es ist zu erwarten, dass insbe-
sondere der BAUSCHINGER-Effekt eine zentrale Rolle im Rahmen der Untersu-
chungen haben wird. Ebenso ist zu untersuchen, inwieweit die gegenseitige Be-
einflussung der aufeinander folgenden plastischen Umformungen vorhanden ist. 
Orientieren wird sich die Untersuchung am ölschlussvergüteten Federstahl 
54SiCr6 und am Vergütungsstahl C45E+N, da diese in ihrer jeweiligen Gruppe 
von Stahlsorten zu den am meisten eingesetzten Vertretern gehören. Hinsicht-
lich der Drahtquerschnittsformen werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit 
die Kreis- und Mondsichelgeometrie berücksichtigt. Eine Verifikation der Er-
gebnisse durch Messungen ist, soweit möglich, durchzuführen. 

Darauf aufbauend folgt als zweites Teilziel die entweder numerische oder analy-
tische Beschreibung des mehrstufigen Umformprozesses. Durch Anwendung 
dieses deskriptiven Algorithmus sollen sowohl die (Eigen-)Spannungen als auch 
die elastischen und plastischen Verformungen zu jedem Zeitpunkt des Umform-
vorgangs bestimmbar sein. Durch diese Modellierung der Problemstellung ist 
eine Beschreibung und Auswertung tatsächlicher Umformsituationen möglich. 

Als drittes Teilziel sind die jeweiligen Optimierungskriterien zu benennen und 
entsprechend zu formulieren. Die zu entwickelnde Methodik soll den analytisch 
deskriptiven Algorithmus durch die wahlweise Berücksichtigung verschiedener 
Randbedingungen für eine Optimierung der Fertigungsparameter hinsichtlich 
der jeweils gewählten Zielsetzung modifizieren.  

Ergänzend soll der Einfluss des mechanischen Schleifens hinsichtlich der Wir-
kung auf die Eigenspannungen qualitativ untersucht werden. Dazu werden ver-
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schiedene Schleifversuche mit unterschiedlichen Parametern durchgeführt. An-
schließend soll eine Bestimmung der Eigenspannungen durch geeignete Mess-
verfahren stattfinden. Es wird erwartet, dass die Wahl der Schleifparameter sig-
nifikanten Einfluss auf die Höhe und die Richtung der Eigenspannungen hat. 

Durch das beschriebene Vorgehen wird eine Methodik zur Bestimmung optima-
ler Parameter beim Drahtumformen bereitgestellt.  

 



 

3 Aufbau der Arbeit 
Die Arbeit gliedert sich in zehn Kapitel. Aufbauend auf den drei einleitenden 
Kapiteln wird in Kapitel 4 der zu Grunde gelegte Stand der Technik vorgestellt. 
Hier findet zuerst eine knappe Einordnung des vorliegenden Fertigungsverfah-
rens statt. Da die Eigenspannungen eine zentrale Rolle beim vorliegenden Um-
formproblem haben, folgen anschließend eine umfangreiche Beschreibung der 
Theorie der Eigenspannungen sowie deren experimentelle Bestimmbarkeit. Da 
die plastische Umformung unter anderem ursächlich für die Eigenspannungen 
ist, wird danach der aktuelle Stand der Technik zur Plastizitätstheorie diskutiert. 
Im Rahmen der Untersuchungen wird zudem auf einen numerischen Lösungs-
ansatz zurückgegriffen, weshalb abschließend die für die Arbeit benötigten Hin-
tergründe zur numerischen Simulation vorgestellt werden.  

Für die Erarbeitung der „Methodik zur Bestimmung optimaler Parameter beim 
Drahtumformen“ ist das Verständnis des betreffenden Umformprozesses obli-
gatorisch. Die dafür benötigten mathematischen Grundlagen werden in Kapi-
tel 5 zusammengefasst. Kapitel 6 stellt sowohl die verwendeten Werkstoffe als 
auch die zur Ermittlung der benötigten Werkstoffkenngrößen eingesetzten Vor-
richtungen und Probengeometrien vor. Die eigentlichen Untersuchungen und 
Ergebnisse sind in Kapitel 1 dokumentiert. Zudem ist das methodische Vorge-
hen übersichtlich in Abbildung 4 dargestellt. Analog dazu gliedert sich das Ka-
pitel 1 in drei Ziffern: In Kapitel 7.1 werden die experimentell erzielten Ver-
suchsergebnisse vorgestellt, welche die Grundlage für die beiden möglichen Lö-
sungswege darstellen. In Kapitel 7.2 wird die Untersuchung mittels Finite-Ele-
mente-Methode (FEM) durchgeführt. Wesentliches Augenmerk hierbei liegt auf 
der Eignung der FEM für die vorliegende Problemstellung. In Kapitel 7.3 wer-
den die Ergebnisse des zweiten Lösungswegs, der analytischen Berechnungsme-
thoden, diskutiert. Die jeweiligen Ergebnisse der Untersuchungen werden der 
Übersichtlichkeit halber direkt im jeweiligen Unterkapitel erörtert. Das Kapitel 8 
widmet sich der abschließenden Zusammenfassung und der eigentlichen Dar-
stellung der entwickelten Methodik mit integriertem Ausblick. Die letzten zwei 
Kapitel beinhalten die Liste der verwendeten Literatur und die Anhänge. Fol-
gendes Schema visualisiert das zu Grunde gelegte Vorgehen. 
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Abbildung 4: Aufbau der Arbeit  
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4 Stand der Technik 
Der angestrebte Berechnungsalgorithmus soll unter anderem den Umformpro-
zess des Drahts hinsichtlich der Umformgeometrie und der Eigenspannungen 
beschreiben. Um eine hinreichende Beschreibung des Umformvorgangs zu er-
möglichen, ist zuerst eine Abgrenzung des Umformverfahrens durchzuführen 
(4.1). Da eine hohe Analogie zwischen dem betrachteten Umformprozess und 
dem allgemeinen Richtprozess vorliegt, wird dieses Fertigungsverfahren der 
Vollständigkeit halber kurz vorgestellt (4.2). Anschließend folgt eine umfangrei-
che Darstellung des Stands der Technik zu den elementaren Themen der Eigen-
spannungen (4.3) und der Plastizität (4.4) für den vorliegenden Umformprozess. 
Als abschließender Punkt werden die benötigten Informationen zur Finite-Ele-
mente-Berechnung aufgeführt (4.5). 

4.1 Mechanisches Umformen 
Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit dem mehrstufigen Umformen von 
Halbzeugen. Diese werden im vorliegenden Fall durch mehrere Umformrollen, 
die nacheinander angeordnet sind, zu Drahtringen gebogen. Abbildung 5 zeigt 
den schematischen Aufbau einer sogenannten Drahtrollbiegemaschine.  

 

Abbildung 5: Schema Drahtrollbiegemaschine 
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Das Halbzeug wird mittels der Vorschubeinheit durch die anschließenden Um-
formrollen geschoben. Durch diese vier Umformrollen wird ein zweistufiger 
Umformprozess realisiert, wobei die Rollen #1 bis #3 die erste (das sog. Vor-
rollen) und die Rollen #2 bis #4 die zweite, entgegengesetzte Umformstufe (das 
sog. Fertigrollen) darstellen. Um den gewünschten Ringdurchmesser zu erhalten 
sind sowohl Rolle #3, als auch Rolle #4 in ihrer Position verschiebbar. Theore-
tisch ist der Umformvorgang auch mit einem einstufigen Prozess realisierbar. 
Allerdings ist die Beeinflussung auf die daraus resultierenden Umformeigenspan-
nungen im Grunde ausgeschlossen. Der mehrstufige Umformprozess ermög-
licht hier umfangreichen Gestaltungsspielraum. Das hier angewendete Ferti-
gungsverfahren ist der Umformtechnik zuzuordnen. In DIN 8580 [4] sind die 
sechs Hauptgruppen der möglichen Fertigungsverfahren aufgeführt. Die zweite 
Hauptgruppe definiert den Begriff des Umformens. Hierunter ist ein Verändern 
der äußeren Gestalt durch ein bildsames bzw. plastisches Einwirken unter kon-
stanter Masse zu verstehen. In DIN 8582 [5] sind alle umformenden Fertigungs-
verfahren und die jeweiligen Verweise auf die entsprechenden weiterführenden 
Normen aufgelistet, Abbildung 6. Im vorliegenden Fall ist das Drahtrollbiegen 
der Ordnungsnummer 2.4 (Biegeumformen) zuzuordnen. DIN 8586 [6] klassi-
fiziert die Biegeumformverfahren im Detail. Für den oben beschriebenen Um-
formvorgang lassen sich zwei Verfahren nennen die grundsätzlich zur Charakte-
risierung in Frage kommen. Als erstes wird in der Norm unter der Ordnungs-
nummer 2.4.1.4 das „Rollbiegen“ bzw. unter der angehängten Ordnungsnum-
mer 2.4.1.4.1 das „Winden“ beschrieben. Die Beschreibung in DIN 8586 hierfür 
lautet: „Stetiges Biegen durch Hineinstoßen eines Werkstückes, z. B. eines Drah-
tes, Blechstreifens oder Rohres, in ein Werkzeug mit gekrümmter Wirkfläche“. 
Sobald sich der Rollbiegevorgang über mehr als 360° erstreckt, spricht die Norm 
vom Winden. Unter der Ordnungsnummer 2.4.2.1 ist das Walzbiegen zu finden. 
Die kurze Erklärung beschreibt das Verfahren als ein Aufbringen des Biegemo-
ments durch Walzen. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird von Rollbiegen bzw. 
von Winden gesprochen, da die Analogie zum Federwinden unterstrichen wer-
den soll. DOEGE und BEHRENS [7] wie auch HOFFMANN et al. [8] orientieren 
sich in ihrer Einteilung der Umformverfahren ebenfalls an den genannten Re-
gelwerken. 
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Abbildung 6: Übersicht der Umformverfahren [5] 

4.2 Richten 
Richten beschreibt einen Umformprozess der zur Beseitigung nicht gewünschter 
Krümmungen im Material angewendet wird [8]. Grundsätzlich wird das Richten 
in „freies Richten“ und in „Walzrichten“ unterschieden [7]. Freies Richten findet 
seine hauptsächliche Anwendung bei Wellen, Achsen und anderen kurzen, fla-
chen Erzeugnissen. Das zu richtende Bauteil wird durch eine nicht kontinuierli-
che Biegung an einzelnen Stellen umgeformt um die gewünschte Geometrie zu 
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erhalten. Im Vergleich dazu wird das Walzrichten als Umformverfahren haupt-
sächlich im Bereich der Blechverarbeitung angewendet. Der Prozess des Walz-
richtens kann als eine Biegewechselbeanspruchung auf das Blech verstanden 
werden. Üblicherweise durchläuft das Blech oder das Halbzeug mehrere Walzen 
oder Rollen, die nacheinander angeordnet sind. Diese Rollen sind in Bezug zur 
Blech- oder Halbzeugachse in senkrechter Richtung versetzt, das heißt sie drin-
gen unterschiedlich stark in die theoretische Blechebene ein. Der Versatz wird 
so groß gewählt, dass eine plastische Biegewechselverformung erreicht wird. Je 
nach Grad der unerwünschten Deformation sind die Positionen der Rollen zu 
wählen. In der technischen Praxis wird die Position der Richtrollen üblicherweise 
empirisch bestimmt. Theoretisch ist auch eine Berechnung dieser Parameter 
möglich. Im Rahmen verschiedener Arbeiten wurden die Grundlagen zur Be-
schreibung des Richtprozesses bereits beschrieben [9 bis 13]. Für die vorliegende 
Arbeit sind insbesondere Halbzeuge mit Kreisquerschnitt relevant [14]. Die ma-
thematischen Grundlagen für Biegeumformvorgänge werden gesondert in Zif-
fer 5.1 vorgestellt. 

4.3 Eigenspannungen 
Im Rahmen des Herstellprozesses der Lagerringe werden durch die Umformung 
und das Schleifen Eigenspannungen in das Bauteil eingebracht. Folgendes Ka-
pitel befasst sich mit der Theorie, den Grundlagen zur Entstehung und der Be-
stimmung dieser Eigenspannungen. 

4.3.1 Theorie der Eigenspannungen 
Eigenspannungen sind Spannungen in Bauteilen, die ohne äußere Belastung  
oder Temperaturgradient im Bauteil vorliegen. Die durch diese Spannungen her-
vorgerufenen Kräfte und Momente stehen auf makroskopischer Ebene im 
Gleichgewicht [15, 16]. Diese Eigenspannungen haben erheblichen Einfluss auf 
die mechanischen und fertigungstechnologischen Eigenschaften des betroffenen 
Bauteils [17 bis 19]. 

Eigenspannungen können nach unterschiedlichen Gesichtspunkten eingeteilt 
werden. In der technischen Praxis ist häufig eine Unterscheidung nach der Ent-
stehung der Spannungen anzutreffen [17 bis 20]. Im Folgenden werden die gän-
gigsten drei Entstehungsarten vorgestellt. 

Thermische Eigenspannungen: Beim Abkühlen von Bauteilen, sei es durch den 
Herstellprozess (Gießen, Sintern, etc.) oder durch ergänzende Wärmebehand-
lungen (Härten, Vergüten, etc.), können Eigenspannungen entstehen. Der Ab-
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kühlprozess in den Randbereichen läuft schneller ab als im Kern. Durch die da-
mit einhergehende unterschiedliche Schrumpfung des Materials bilden sich Ei-
genspannungen aus [17]. Dies führt dann aufgrund des bereits erstarrten Rands 
zu Zugeigenspannungen im Kern und zu Druckeigenspannungen im Randbe-
reich. Beim mechanischen Schleifen wie es im Rahmen der Lagerringherstellung 
Anwendung findet, entstehen unter anderem thermisch bedingte Eigenspannun-
gen. 

Verformungseigenspannungen: Eine plastische Verformung eines Bauteils, bei-
spielsweise ein plastischer Biegevorgang mit anschließender Rückfederung des 
elastischen Biegeanteils, führt zu Eigenspannungen [17]. Diese Art von Eigen-
spannungen ist bei der vorliegenden Herstellung der Lagerringe sowohl beim 
Umformen maßgeblich, als auch teilweise beim Schleifen anzutreffen. Eine de-
taillierte Erklärung dieser Eigenspannungen aufgrund einer plastischen Biegung 
ist unter Ziffer 5.4 zu finden. Unter Ziffer 4.3.2 werden die Eigenspannungen 
durch mechanisches Schleifen detailliert erklärt. 

Umwandlungseigenspannungen: Basierend auf partiellen Änderungen des Gefü-
ges ist eine Ausbildung von Eigenspannungen ebenfalls möglich. Dies ist auf die 
Veränderung der Raumausdehnung (und somit des partiellen Volumens) der un-
terschiedlichen Gefüge zurückzuführen. [17, 21]. 

Eine weitere Möglichkeit zur Einteilung der Eigenspannungen kann anhand des 
technologischen Verfahrens (Fügeeigenspannungen, Urformeigenspannun-
gen, …) durchgeführt werden [17]. Große Verbreitung im wissenschaftlichen 
Umfeld hat mittlerweile die Einteilung nach MASING [22], die sich an der Reich-
weite der Eigenspannungen orientiert. Hier werden die Eigenspannungen in drei 
Arten unterschieden (siehe Abbildung 7): 

 Eigenspannungen I. Art werden auch als Makroeigenspannung bezeich-
net. Die Reichweite erstreckt sich nahezu homogen über mehrere Körner 
hinweg. Ein Eingriff in dieses Kräfte- bzw. Momentengleichgewicht führt 
immer zu Längenänderungen im makroskopischen Maßstab [20, 23]. 

 Eigenspannungen II. Art, auch als homogene Mikroeigenspannungen be-
kannt, erstrecken sich lediglich über ein Korn oder einen Kornbereich. 
Allerdings liegen die Eigenspannungen homogen im betroffenen Korn 
oder Kornbereich vor. Auch hier sind Längenänderungen bei Störungen 
des Gleichgewichts möglich aber nicht obligatorisch [23]. 

 Eigenspannungen III. Art bezeichnen inhomogene Mikroeigenspannun-
gen, die lediglich über mehrere Atomabstände hinweg homogen sind. Die 
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Ursache für Eigenspannungen III. Art können beispielsweise Leerstellen 
oder Fremdatome im Gitter sein. Eine makroskopische Längenänderung 
ist bei einer Gleichgewichtsstörung nicht möglich [17]. 

Die Eigenspannungen an einem lokalen Punkt setzen sich aus den drei Arten 
von Eigenspannungen zusammen, Abbildung 7. 

 𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝐼𝐼 + 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼 + 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 (4-1) 
 

 

Abbildung 7: Schematischer Verlauf der Eigenspannungen im Metallgefüge (vgl. [24]) 

Hinsichtlich der technischen Bedeutung und somit auch den nachfolgenden Be-
rechnungen sind lediglich die Eigenspannungen I. Art von Relevanz [25]. Wenn 
im Folgenden von Eigenspannungen gesprochen wird, sind stets diese gemeint. 
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4.3.2 Eigenspannungen durch mechanisches Schleifen 
Nach der plastischen Verformung, hier auch Biegerollen genannt, werden die 
Lagerringe im Bereich der Kugellaufflächen mechanisch geschliffen. Durch die-
ses Schleifen, was einer Zerspanung mit geometrisch unbestimmter Schneide 
entspricht, werden ebenfalls Eigenspannungen in die Oberfläche des Werk-
stücks eingebracht [17]. Um die Entstehung der Eigenspannungen zu verstehen, 
ist der Zerspanungsprozess beim Schleifen detailliert zu betrachten. Hierzu wird 
der Eingriff der Schneide in drei Phasen unterteilt [26, 27]. In der ersten Phase 
trifft die Schneide (hier das Schleifkorn) auf der Werkstückoberfläche auf. Durch 
dieses Auftreffen wird eine elastische Verformung im Material hervorgerufen. 
Allerdings entsteht bereits in diesem Bereich eine Erwärmung durch die auftre-
tende Reibung. Mit weiterem Eindringen des Korns in das Werkstück wird die 
Fließgrenze überschritten und eine elastisch-plastische Verformung in der zwei-
ten Phase ist die Folge. Der Prozess wird durch die hohe Wärmeentwicklung 
begünstigt, da die Fließgrenze bei erhöhter Temperatur absinkt. Erst in der drit-
ten Phase beginnt die eigentliche Spanbildung, da hier die benötigte Schnitttiefe 
erreicht wird. An diese drei Phasen schließt sich der sogenannte Kornauslauf an, 
der durch den Kornaustritt charakterisiert ist. Die Eigenspannungen lassen sich 
somit einerseits auf mechanische Belastungen und zum anderen auf thermische 
Belastungen zurückführen [26, 27]. KRUSZYNAKSI et al. [28, 29] haben hierzu 
direkte Abhängigkeiten festgestellt. Bei einigen Autoren wird noch von einer zu-
sätzlichen chemischen Einwirkung gesprochen [26, 30], dies soll im Rahmen die-
ser Arbeit allerdings nicht berücksichtigt werden. Hinsichtlich der Wirkung der 
Eigenspannungen in zur Oberfläche senkrechten Richtung zeigen die Untersu-
chungen von LANGE et al. [31] und HAUK et al. [32] eine Ausbreitung der Span-
nungen über den Bereich von wenigen Zehntelmillimetern. Die Eigenspannun-
gen, basierend auf mechanischen und thermischen Belastungen, lassen sich auf 
vier Prozesse zurückführen: plastische Verformung durch Einwirken des 
Schleifkorns, Deformation des Kristallkorns, lokale Erwärmung der Rand-
schichten und Veränderungen im Gefüge durch Phasenumwandlung. Grund-
sätzlich kann keine generelle Aussage getroffen werden, welcher Mechanismus 
vorherrschend ist. Trotzdem kann davon ausgegangen werden, dass mechani-
sche Einflussfaktoren eher Druckeigenspannungen einbringen, thermische Ein-
flussfaktoren hingegen eher zu Zugeigenspannungen in der Oberfläche führen 
[27, 33, 34]. Die Einflussfaktoren hierfür sind sehr vielschichtig. Ansätze zur 
Auflistung liefern TÖNSHOFF und GRABNER [27] sowie BRINKSMEIER [26] als 



14 

auch MALDANER [35]. Im Rahmen dieser Arbeit sollen lediglich einige relevante 
Faktoren hervorgehoben werden. 

Vorschubgeschwindigkeit: Mit Erhöhung der Vorschubgeschwindigkeit wird 
auch der Druck auf die Oberfläche erhöht. Dies führt zu vorherrschenden 
Druckeigenspannungen im oberflächennahen Bereich. Wird hingegen die Vor-
schubgeschwindigkeit reduziert, dominieren die thermisch induzierten Zugei-
genspannungen, da nun mehr Wärme in das Bauteil eingebracht wird [28, 35].  

Schnittgeschwindigkeit: Eine Erhöhung der Schnittgeschwindigkeit hat eine Re-
duktion der Druckeigenspannungen zur Folge. Durch den höheren Verschleiß 
an der Schleifscheibe nimmt auch die eingebrachte Wärme zu, was wiederum zu 
höheren Zugeigenspannungen führt [35, 36].  

Schleifscheibe: Elementaren Einfluss auf die Eigenspannungen hat auch die 
Wahl der verwendeten Schleifscheibe. Hierdurch werden verschiedenste Fakto-
ren wie beispielsweise Korngröße, Kornform, Bindemittel, Wärmeleitfähigkeit, 
Verschleißverhalten usw. festgelegt. Den größten Einfluss aller Parameter hat 
die Körnung des Schleifmaterials [27, 35]. 

Einzelkornspanungsdicke: Diese Ersatzgröße beinhaltet unterschiedliche Grö-
ßen des Schleifmittels (Korngröße und -konzentration) und des Fertigungspro-
zesses (Spanungsquerschnitt, Schnittgeschwindigkeit, Kontaktlänge, Zeitspan-
volumen, etc.). Die Größe ist stellvertretend für die mittlere Spanungsdicke am 
Schleifkorn. Die Untersuchungen von DENKENA [33] haben gezeigt, dass die 
Druckeigenspannungen in der Randzone mit steigender Einzelkornspanungsdi-
cke zunehmen. BRINKSMEIER et al. [37] kommen im Rahmen ihrer Untersuchun-
gen zum selben Ergebnis. 

Kühlschmierstoff: Maßgeblichen Einfluss auf die durch thermische Effekte ver-
ursachten Eigenspannungen hat der verwendete Kühlschmierstoff. Im Rahmen 
verschiedener Untersuchungen  [27, 28, 33, 35] konnte ein signifikanter Zusam-
menhang zwischen Kühlschmierstoffeinsatz und Eigenspannungen festgestellt 
werden. Die Art bzw. Zusammensetzung des Kühlmittels spielt ebenfalls eine 
Rolle.  

Eine Berechnung bzw. Vorhersage der durch Schleifen eingebrachten Eigen-
spannungen ist, wenn auch nur begrenzt, durch unterschiedliche Modelle mög-
lich. Verschiedene Autoren haben entsprechende Zusammenhänge entwickelt 
[28, 30, 37]. Insbesondere TÖNSHOFF et al. [38] zeigen eine umfassende Über-
sicht zu den verfügbaren Modellen. 
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4.3.3 Bestimmung von Eigenspannungen 
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein analytischer Berechnungsalgorithmus erarbei-
tet, durch den unter anderem die Eigenspannungen während und nach dem Her-
stellprozess berechnet werden können. Um eine Verifikation dieser analytischen 
Ergebnisse zu erreichen, ist eine messtechnische Bestimmung der Eigenspan-
nungen nötig. Die Bestimmung von Eigenspannungen hat in der Vergangenheit 
eine Vielzahl an unterschiedlichen Verfahren hervorgebracht. TIETZ [17] unter-
teilt die Verfahren zur Bestimmung der Eigenspannungen grundsätzlich in zer-
störende und zerstörungsfreie Verfahren. Die zerstörenden Verfahren werden 
von manchen Autoren [39, 40] nach dem Grad der Zerstörung des Bauteils in 
teilzerstörende und zerstörende Verfahren unterteilt. Der Unterschied besteht 
darin, ob das Bauteil nach der Messung trotz zerstörendem Eingriff noch seinen 
ursprünglichen Zweck erfüllen kann oder nicht. Im Folgenden wird diese Un-
terscheidung verwendet und die Verfahren werden in zerstörende, teilzerstö-
rende und zerstörungsfreie Verfahren gegliedert. Die Aufstellung erhebt keinen 
Anspruch auf Vollständigkeit; vielmehr soll ein ausreichender Überblick über die 
relevanten Verfahren präsentiert werden. 

4.3.3.1 Zerstörende Verfahren 
Diese Gruppe beinhaltet mitunter die ersten Verfahren, die zur Bestimmung der 
Eigenspannungen angewendet werden. Grundsätzlich haben alle zerstörenden 
Verfahren gemein, dass durch mechanisches Einwirken ein Auslösen der Eigen-
spannungen hervorgerufen wird. Man unterscheidet: 

Abtragverfahren: Hierbei werden am betroffenen Bauteil an der zu messenden 
Stelle dünne Schichten mechanisch und/oder chemisch abgetragen. Dadurch 
stellt sich ein neuer Gleichgewichtszustand hinsichtlich der Kräfte und der Mo-
mente im Bauteil ein. Durch eine entsprechende Messung dieser Formänderun-
gen ist eine Bestimmung der freigesetzten Eigenspannungen möglich. Nachteilig 
an diesem Verfahren ist der hohe Zeitbedarf und der hohe Anspruch bzw. die 
hohe Genauigkeit an die Messausrüstung.   

Ausschneidverfahren: Diese Methode wird für komplexe Bauteilgeometrien an-
gewandt. Das Abtragverfahren ist hier nicht mehr zielführend, da keine analyti-
schen Modelle zur Beschreibung vorhanden sind. Im Unterschied zum Abtrag-
verfahren wird hier das Bauteil an der betreffenden Stelle aufgeschnitten. An-
schließend werden mit Dehnmessstreifen die Verformungen bestimmt und da-
mit die Spannungen berechnet. 
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4.3.3.2 Teilzerstörende Verfahren 
Findet lediglich eine Zerstörung in einem lokalen Bereich mit begrenztem Ein-
fluss auf das Bauteil statt, spricht man von teilzerstörenden Verfahren.  

Bohrlochmethode: Dieses Verfahren ist in ASTM E 837 genormt [41]. Das 
Grundprinzip der Bohrlochmethode basiert auf einer minimalen Bohrung, die 
im Bereich der eigenspannungsbehafteten Oberfläche mechanisch eingebracht 
wird. Durch das Freisetzen der Eigenspannungen finden Deformationen in der 
direkten Umgebung der Bohrung statt. Diese werden mit Dehnmessstreifen ge-
messen und können nun in Spannungen umgerechnet werden [41, 42]. 

Eigenspannungsbestimmung mittels Eindringhärtemessung: Diese Methode 
fand in der Mitte des 20. Jahrhunderts weite Verbreitung und war Gegenstand 
vieler Publikationen und Untersuchungen [43 bis 48]. Neuere Untersuchungen 
haben gezeigt, dass die Härteeindringmessung nicht ohne weiteres für eine Be-
stimmung der Eigenspannungszustände verwendet werden kann. Für eine über 
das qualitative Maß hinausreichende Aussage der Messung sind weitere Randbe-
dingungen bzw. Messungen durchzuführen [49].  

4.3.3.3 Zerstörungsfreie Verfahren 
Bei den zerstörungsfreien Verfahren wird nicht direkt der Spannungszustand 
untersucht. Vielmehr erfolgt eine Messung von Materialgrößen, die durch Ei-
genspannungen beeinflusst werden. Die bedeutendsten zerstörungsfreien Ver-
fahren sind die Röntgendiffraktometrie, das Neutronenverfahren, Ultraschall-
messung und die magnetischen Messverfahren [39]. Die größte Bedeutung hat 
die Röntgendiffraktometrie. Im Rahmen der Untersuchungen für diese Arbeit 
wird dieses Verfahren ebenfalls angewendet und somit im Folgenden skizziert.  

Röntgendiffraktometrie: Die Röntgendiffraktometrie als Methode zur Eigen-
spannungsbestimmung in Gitterstrukturen wird in einer Vielzahl von Lehrwer-
ken [50 bis 52], Dissertationen [53] und Veröffentlichungen [54 bis 57] ausführ-
lich beschrieben. Durch die Reflexion der monochromatischen Röntgenstrahlen 
nahe den Atomkernen der Gitterebene ist eine sehr genaue Bestimmung der Git-
ternetzabstände möglich. Durch das Reflexionsgesetz entspricht der Einfallswin-
kel dem Ausfallswinkel, Abbildung 8. Die Strecke, die der Teilstrahl #2 vergli-
chen mit Teilstrahl #1 in Abbildung 8 zurücklegt, ist um die Strecke 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴������ länger. 
Dies führt zu einer Phasenverschiebung der beiden Teilstrahlen zueinander. Be-
trägt nun die Strecke 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴������ ein Vielfaches der Wellenlänge, dann findet ein Inter-
ferieren durch Verstärkung der Teilstrahlen statt. Dies trifft, je nach Abstand der 
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Gitterebenen, nur für einen bestimmten Winkel θ zu, was durch die BRAGGsche 
Gleichung zum Ausdruck gebracht wird. 

 𝑛𝑛𝑅𝑅𝑅𝑅 ∙ 𝜆𝜆 = 2 ∙ 𝑑𝑑{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} (4-2) 
 

 

Abbildung 8: Reflexion von Röntgenstrahlen  

In der Gleichung entspricht λ der Wellenlänge der Strahlung, nRD stellt die Ord-
nung der Beugung dar (ganzzahlig), d{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} ist der entsprechende Abstand der 
Gitterebenen und θ{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘}

 ist der BRAGG-Winkel.  

 

Abbildung 9: Probensystem und Laborsystem bei der Röntgendiffraktometrie [58] 

Um nun auf die Dehnungen im Gitter zu schließen, muss der dehnungsfreie 

Abstand 𝑑𝑑0
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} des entsprechenden Gefüges bekannt sein. Der in einer vorge-

gebenen Probenrichtung (L3 in Abbildung 9) unter dem Azimut-Winkel φ und 
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dem Neigungswinkel ψ ermittelte Abstand 𝑑𝑑φψ
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} führt somit zur folgenden Git-

terdehnung. 

 
𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} =
𝑑𝑑𝜑𝜑𝜑𝜑

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} − 𝑑𝑑0
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘}

𝑑𝑑0
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘}  (4-3) 

Für elastisch-isotrope Materialien ergibt sich unter Berücksichtigung des 
HOOKEschen Gesetzes folgende Grundgleichung der röntgenographischen 
Spannungsanalyse [52]. 

𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} = 𝑠𝑠1

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} ∙ (𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22 + 𝜎𝜎33) +
1
2 𝑠𝑠2

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘}𝜎𝜎33 

+
1
2
𝑠𝑠2

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘}[(𝜎𝜎11 − 𝜎𝜎33) 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜑𝜑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜓𝜓 + (𝜎𝜎22 − 𝜎𝜎33) 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜑𝜑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜓𝜓] 

+
1
2 𝑠𝑠2

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘}[𝜎𝜎12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜑𝜑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜓𝜓 + 𝜎𝜎13 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜑𝜑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜓𝜓
+ 𝜎𝜎23 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜑𝜑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜓𝜓] 

(4-4) 

 

Die beiden röntgenographischen Elastizitätskonstanten entsprechen in VOIGHT-

scher Notation: 

 𝑠𝑠1
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} = −𝜈𝜈

𝐸𝐸
; 1
2
𝑠𝑠2

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} = 1+𝜈𝜈
𝐸𝐸

  (4-5) 

 

Im Rahmen der Spannungsuntersuchung wird im Wesentlichen auf das soge-
nannte sin²ψ-Verfahren zurückgegriffen. Da die Eindringtiefe der Röntgenstrah-
len klein ist, dient dieses Verfahren hauptsächlich dazu, zweiachsige ebene Span-
nungszustände an der Oberfläche der Probe zu messen. Wird nun noch der Azi-
mut-Winkel als konstant und beispielsweise mit 0° angenommen, vereinfacht 
sich die Gleichung (4-4) zu 

 
𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} = 𝑠𝑠1
{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘} ∙ (𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) +

1
2 𝑠𝑠2

{ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘}𝜎𝜎𝜑𝜑 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜓𝜓 (4-6) 

 𝜎𝜎𝜑𝜑 = 𝜎𝜎11 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜑𝜑 + 𝜎𝜎22 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜑𝜑 + 𝜎𝜎12 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜑𝜑 (4-7) 
 

Die Gleichungen können wie folgt interpretiert werden: Für jeden Azimut-Win-

kel φ besteht ein linearer Zusammenhang zwischen der Dehnung  𝜀𝜀𝜑𝜑𝜑𝜑
{hkl}

 und 
sin²ψ. Die Steigung dieser Geraden entspricht nach Betrag und Vorzeichen der 
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Spannungskomponente 𝜎𝜎𝜑𝜑. Um ein brauchbares Ergebnis zu erzielen, ist aller-
dings eine hinreichende Anzahl an ψ-Kippungen nötig. Bezogen auf den Win-
kelbereich von ±45° werden elf Kippungen als ausreichend angesehen [18, 52]. 

4.4 Plastizität 
Der Prozess des Drahtrollbiegens basiert auf mehreren unterschiedlich gerichte-
ten und aufeinander folgenden elastisch-plastischen Biegungen mit anschließen-
den Entlastungen. Verglichen mit dem elastischen Bereich ist das plastische Ver-
halten wesentlich umfangreicher und komplexer zu bestimmen. Zur Beschrei-
bung des Prozesses wird ein analytischer Berechnungsalgorithmus entworfen. 
Grundlage für diesen Algorithmus ist die Plastizitätstheorie. Folgendes Kapitel 
präsentiert die benötigten theoretischen Grundlagen und greift die für die vor-
liegende Arbeit relevanten Themen der Plastizitätstheorie auf. Hierbei wird ins-
besondere der BAUSCHINGER-Effekt umfangreich vorgestellt, da die mehrmalige 
und unterschiedlich gerichtete plastische Verformung des Drahtes durch diesen 
Effekt maßgeblich charakteristisch beeinflusst wird. 

Wird ein fester Körper durch eine äußere Kraft belastet, verformt sich dieser 
zunächst elastisch um die Dehnung εel. Wird der Körper anschließend wieder 
entlastet, findet eine komplette Rückverformung statt, das heißt, der Körper 
nimmt seine ursprüngliche Geometrie und Gestalt an [59]. Dieses elastische Ver-
halten tritt allerdings nur bis zur sogenannten Fließgrenze bzw. Fließspannung 
σF auf. Im Bereich bis zu dieser Grenze ist bei den gängigen Metallen und insbe-
sondere bei Stahl das HOOKEsche Gesetz gültig. Wird der Körper über diese 
Fließgrenze hinaus belastet, stellt sich nach der Entlastung eine bleibende Ver-
formung εpl ein. Die gesamte Verformung während der Belastung lässt sich somit 
durch folgenden Zusammenhang beschreiben [60, 61]. 

 𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝜀𝜀𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝 (4-8) 
Die Abbildung 10 verdeutlicht graphisch die beiden Bereiche der Fließkurve im 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm. Die Plastizitätstheorie beschreibt bei Fest-
körpern das Materialverhalten, welches nicht durch die elastischen Stoffgesetze 
abgedeckt wird. 
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Abbildung 10: Allgemeines Spannungs-Dehnungs-Diagramm 

Genau genommen ist die Plastizität durch bleibende Verformungen nach voll-
ständiger Entlastung charakterisiert [62]. Das Thema wird im Rahmen verschie-
dener Lehrwerke [62 bis 67] ausführlich vorgestellt. Folgende Abschnitte behan-
deln ausgewählte Bereiche der Plastizitätstheorie welche einen direkten Bezug 
zur Arbeit aufweisen. 

4.4.1 Ver- und Entfestigung 
Erreicht die Spannung σ die Fließspannung σF, beginnt der Werkstoff zu fließen. 
Bei idealplastischem Werkstoffverhalten nimmt die plastische Dehnung εpl  nach 
Erreichen der Fließspannung σF ohne einen weiteren Anstieg der anliegenden 
Spannung stetig zu, Abbildung 11 Kurve (a). Dieses Verhalten des Werkstoffs 
ist für technisch relevante Metalle unüblich. Üblicherweise tritt ein verfestigen-
des Materialverhalten, wie in Abbildung 11 Kurve (b) dargestellt, ein [62]. Das 
in Abbildung 11 durch Kurve (b) dargestellte Werkstoffverhalten ist typisch für 
viele Stähle und Leichtmetalllegierungen und wird als elastoplastisches Verhalten 
bezeichnet.  

 

Abbildung 11: ideal-plastisches Werkstoffverhalten (a), verfestigendes Werkstoffverhalten (b) 
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Wird dieses Verhalten auf den dreidimensionalen Fall übertragen, wird die Fließ-
grenze als Fließfläche dargestellt. Innerhalb des Bereichs, der von dieser Fläche 
eingeschlossen wird, verhält sich das Material elastisch. Auf dem Rand der Fließ-
fläche liegt plastisches Materialverhalten vor. Ein Überschreiten der Fließfläche 
ist per Definition nicht möglich [65]. Die heutzutage für Metalle übliche Fließ-
bedingung wurde 1913 von MISES [68] auf Basis des TRESCA-Kriteriums [69] 
aufgestellt. Erreicht nun die Beanspruchung eines Körpers die Fließfläche, be-
ginnt sich der Körper plastisch zu verformen. Da ein Überschreiten der Fließ-
fläche per Definition [65] nicht möglich ist, muss eine Vergrößerung der Bean-
spruchung zu einer Veränderung der Fließfläche (in welcher Form auch immer) 
führen. Dies ist nach heutigem Stand auf drei Arten möglich [66, 70, 71]: 

1. Veränderung der Größe der Fließfläche (isotrope Verfestigung):  

Diese Art der Verfestigung führt zu einer gleichmäßigen Aufweitung der ur-
sprünglichen Fließfläche bei gleichbleibender Form bzw. Gestalt und Lage. Fol-
gende Abbildung zeigt die Fließflächenvergrößerung durch eine isotrope Verfes-
tigung. In der Abbildung steht die Funktion F für die Fließfläche und kf für die 
Beziehung zum einachsigen Spannungszustand. Die Verfestigungsfunktion wird 
durch g beschrieben [62, 65, 66]. 

 

Abbildung 12: Rein isotrope Verfestigung 

2. Veränderung der Gestalt der Fließfläche (anisotrope Verfestigung):  

Diese Form der Verfestigung führt zu einer Gestaltänderung der Fließfläche in 
irgendeiner, hier nicht näher beschriebenen, Art. Für eine detaillierte Erklärung 

σII

σI

σIII

F(σI, σII, σIII) =kf

g(σij, εij,p, kf) =0
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dieser Verfestigungsart wird auf weiterführende Literatur verwiesen [72]. Fol-
gende Abbildung zeigt die grundsätzliche Idee, die hinter der anisotropen Ver-
festigung steht. 

 

Abbildung 13: Rein anisotrope Verfestigung 

3. Veränderung der Lage der Fließfläche (kinematische Verfestigung):  

Bei der anisotropen Verfestigung findet eine Verschiebung der Fließfläche statt. 
Die Gestalt und die Größe der Fließfläche bleiben unverändert. Formuliert 
wurde diese Verfestigungsart durch PRAGER [73]. Als anschauliche Erklärung 
dient ein glatter zylindrischer Stab, der den Spannungszustand im Diagramm re-
präsentiert. Solange sich dieser Stab innerhalb der Fließfläche bewegt, liegt ein 
elastischer Spannungszustand vor. Sobald der Stab den Rand der Fließfläche be-
rührt und der Spannungszustand weiter angehoben wird, verschiebt der Stab die 
Fließfläche in Richtung der äußeren Normalen der Fließfläche [62], Abbildung 
14. Diese Verfestigungsart ist eine der Grundlagen für den in 4.4.2 beschriebe-
nen BAUSCHINGER-Effekt. Bei der Entfestigung handelt es sich nicht um einen 
der Verfestigung entgegen gerichteten Mechanismus, sondern vielmehr grund-
sätzlich um ein Abnehmen der Festigkeitseigenschaften bei dynamischer Bean-
spruchung [74]. Die Entfestigung wird hier lediglich erwähnt und umfangreich 
im Rahmen des Kapitels 4.4.4 ff. behandelt. 

σII

σI

σIII

F(σI, σII, σIII) =kf

g(σij, εij,p, kf) =0



Stand der Technik 23 

 

Abbildung 14: Rein kinematische Verfestigung 

4.4.2 BAUSCHINGER-Effekt 
BAUSCHINGER begründete durch seine Untersuchungen zur Elastizitätsgrenze 
im Jahr 1886 den nach ihm benannten BAUSCHINGER-Effekt (alternative 
Schreibweisen u. a.: BAUSCHINGEReffekt oder BAUSCHINGER Effekt) [75, 76]. 
Die Ergebnisse dieser Untersuchungen an Schweißeisen und BESSEMER-Stahl 
zeigen, dass die Elastizitätsgrenze nach einer Lastumkehr, welche auf eine  
vorangegangene plastische Beanspruchung in entgegengesetzter Richtung er-
folgt, deutlich sinkt. Ist die Verformung der vorangegangenen Beanspruchung 
lediglich elastisch, hat dies keinen Einfluss auf die Elastizitätsgrenze und der 
BAUSCHINGER-Effekt tritt nicht auf [75]. Ebenfalls konnte im Rahmen der Un-
tersuchungen festgestellt werden, dass bereits geringe plastische Verformungen 
in der entgegengesetzten Richtung zu einem starken Absenken der Elastizitäts-
grenze in der betrachteten Richtung führen können [75]. Der Einfluss des BAU-

SCHINGER-Effekts bezieht sich allerdings nicht nur auf die Herabsetzung der 
Fließgrenze, sondern beeinflusst das gesamte Verformungsverhalten was sowohl 
den Verlauf der Entlastungskurve als auch die Fließkurve nach Lastumkehr be-
trifft.  

Im Lauf der Jahre wurden verschiedene, teilweise aufeinander aufbauende, The-
orien für die Erklärung des BAUSCHINGER-Effekts erarbeitet. Aus heutiger Sicht 
sind diese Überlegungen teilweise zu modifizieren bzw. sogar zu revidieren. 
Grundsätzlich lassen sich die Theorien in zwei Kategorien unterteilen [77]. Die 
erste Kategorie umfasst die Theorien, die auf Basis von internen Spannungen 
entwickelt wurden, die zweite Kategorie diejenigen, die auf der Einflussnahme 
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der Versetzungen in den Kristallen aufbauen. Gute Darstellungen zu den unter-
schiedlichen Modellen liefern SCHOLTES [78] und ELLERMANN [20]. Im Folgen-
den wird eine Darstellung der verschiedenen Theoriemodelle präsentiert.   

4.4.2.1 Modell nach HEYN und MASING 

HEYN stellte 1921 ein Modell zur Erklärung des BAUSCHINGER-Effekts vor [59]. 
Der Effekt wurde durch das Vorhandensein von Reibungswiderständen, die zu 
„verborgenen elastischen Dehnungen“ und „verborgenen Spannungen“ führen, 
erklärt. Zur Verdeutlichung wurde von HEYN ein bildliches Werkstoffmodell, 
bestehend aus Plastilin und eingelagerten metallischen Federn, beschrieben. Die 
heute vorliegenden Erkenntnisse zum BAUSCHINGER-Effekt lassen diese Theo-
rie unschlüssig wirken. MASING stellte 1924 eine eigene und plausiblere Inter-
pretation zur vorgestellten Theorie von HEYN auf [79, 80]. Die Bedeutung der 
inneren Spannungen für den BAUSCHINGER-Effekt wird durch MASING unter-
strichen. Allerdings werden sowohl die Bedeutungen des „inneren Widerstands“ 
im Material als auch die Verschiedenheit der „verborgenen elastischen Spannun-
gen“ und der „elastischen inneren Spannungen“ aufgehoben. Kerngedanke von 
MASINGs Modell ist das Vorhandensein von statistisch zufällig ausgerichteten 
Kristallen im Material und dadurch auch unterschiedlichen Elastizitätsgrenzen 
in diesen Kristallen [22]. Diese unterschiedlichen Elastizitätsgrenzen führen un-
ter Belastung zu sogenannten Texturspannungen [81]. Spätere Arbeiten von 
MASING und MAUKSCH [82] erweitern diese Theorie.  

4.4.2.2 Modell nach OROWAN 
Die beschriebenen Modelle nach HEYN und MASING basieren auf der zwingen-
den Annahme einer polykristallinen Struktur. Die Untersuchungen von SACHS 
und SHOJI [83] konnten den BAUSCHINGER-Effekt aber auch an Einkristallen 
nachweisen, was sich durch die Theorie in Ziffer 4.4.2.1 nicht erklären lässt. 
RAHLFS und MASING zeigen ebenfalls die fehlende Übereinstimmung von dieser 
Theorie und eigenen Experimenten auf [84]. WOLLEYs Betrachtungen zeigen 
weitere Schwächen wie die fehlende Berücksichtigung der plastischen Rückver-
formung in MASINGs Überlegungen. OROWAN sah 1958 die eigentliche Ursache 
des BAUSCHINGER-Effekts in den Versetzungsbewegungen [85, 86]. Bei Anlie-
gen einer äußeren Spannung bewegen sich diese durch das Kristallgitter hin-
durch. Durch unterschiedliche Inhomogenitäten werden diese Versetzungsbe-
wegungen aufgehalten. Eine weitere Verformung ist nur durch eine Erhöhung 
der Spannung möglich. Findet hingegen ein Lastwechsel statt, bewegt sich die 
Versetzung auf dem bereits „geebneten“ Weg durch das Kristallgitter [86]. Die 
benötigte äußere Spannung ist entsprechend geringer. Die Versetzung bewegt 
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sich solange fort, bis ein erneutes Gleichgewicht mit auftretenden Hindernissen 
entsteht. Erst dann ist wieder eine Erhöhung der Spannung notwendig. 

4.4.2.3 Rückspannungsmodelle 
Im Laufe weiterer Untersuchungen hat sich das OROWAN-Modell ebenfalls als 
mangelhaft erwiesen. Aktuellere Untersuchungen gehen davon aus, dass die Ver-
setzungsbewegungen nicht direkt für den BAUSCHINGER-Effekt verantwortlich 
sind. Vielmehr führen diese zu sogenannten Rückspannungen. Diese Span-
nungsfelder werden als ursächlich für den BAUSCHINGER-Effekt angesehen [87 
bis 91]. Die Bildung von Rückspannungen basiert im Wesentlichen auf drei Me-
chanismen [20]:  

- Aufstauen von Versetzungen an den Korngrenzen [92] 
- OROWAN-Mechanismus [93] 
- Anpassungsinhomogenitäten 

KASSNER et al. [94] gehen zudem von harten und weichen Bereichen im Korn 
bzw. Kristall aus. Die Korngrenzen werden als harte und das Korninnere als 
weiche Bereiche genannt. Dadurch ist es möglich, dass die Korngrenzen bei-
spielsweise beim Entlasten noch über Zugspannungen verfügen, aber bereits 
Druckspannungen im Korninneren induzieren [92]. 

Die Bedeutung der sogenannten „beweglichen Versetzungen“ wird von ABEL 
und MUIR explizit betont [77]. Speziell wird in dem Zusammenhang neben an-
deren Faktoren die Dichte dieser Versetzungen als wichtigster Einflussfaktor ge-
nannt. Nach QUEYREAU und DEVINCRE [95] muss hinsichtlich des BAUSCHIN-

GER-Effekts unterschieden werden, ob die Ausscheidungen in den Kristallen 
durch die beweglichen Versetzungen geschnitten oder umgangen werden. Dies 
hängt im Wesentlichen mit der Größe und der Inkohärenz der Teilchen zusam-
men [25]. Findet aus energetischen Gründen ein Umgehen dieser Partikel statt 
[93, 96], ist der BAUSCHINGER-Effekt wesentlich stärker ausgeprägt. Dies ist auf 
die Annihilation der OROWAN-Ringe durch die bewegliche Versetzung zurück-
zuführen. HAN et al. [90] kommen zum selben Ergebnis: Die Annihilation der 
OROWAN-Ringe spielt eine wesentliche Rolle bei der Intensität des BAUSCHIN-

GER-Effekts. Nach heutigem Stand der Untersuchungen lässt sich der BAU-

SCHINGER-Effekt hauptsächlich auf folgende drei Ursachen  zurückführen [97]: 

- Unterschiedliche Elastizitätsgrenzen basierend auf der Kornorientierung 
- Spanungsfelder durch Gitterfehler 
- Interaktion zwischen Versetzungen und Ausscheidungen/Fremdatomen 
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Abbildung 15: Annihilation der OROWAN-Ringe [vgl. 95] 

Aus aktueller Sicht sind im Wesentlichen die Eigenspannungen im Material für 
den BAUSCHINGER-Effekt verantwortlich [81, 98]. Analog der bereits dargestell-
ten Systematik der Eigenspannungen im Abschnitt 4.3.1 sind die Eigenspannun-
gen I. und II. Art maßgebend [99]. 

Der BAUSCHINGER-Effekt ist somit ein komplexer Mechanismus, der nicht allein 
mit einer Ursache erklärt werden kann. Die bereits veröffentlichten Untersu-
chungen haben zudem gezeigt, dass die Einflussparameter auf den Effekt sehr 
vielschichtig sind. SCHOLTES gibt eine ausführliche Übersicht zu den unter-
schiedlichen Einflussgrößen hinsichtlich des BAUSCHINGER-Effekts an und ver-
gleicht alle (bis zum Zeitpunkt des Erscheinens) relevanten Literaturstellen [78]. 
Im Folgenden werden verschiedene Einflussgrößen genannt, wobei die Auflis-
tung keinesfalls einen Anspruch auf Vollständigkeit erhebt, sondern sich viel-
mehr an der Notwendigkeit für diese Arbeiten orientiert. 

Vorverformungseinfluss: In vielen Untersuchungen werden Aussagen zur Be-
deutung der plastischen Vorverformung gemacht. Einstimmig lässt sich zusam-
menfassen, dass mit zunehmender Vorverformung auch die Intensität des BAU-

SCHINGER-Effekts grundsätzlich zunimmt. SCHOLTES [78, 100] konnte dies für 
Ck45 und für Eisenbasislegierungen nachweisen. ROBILLER und STRAẞBURGER 
[98] zeigen, dass die Zunahme des BAUSCHINGER-Effekts bis zu gewissen Gren-
zen der Vorverformung bei unlegiertem Baustahl (St37-3), C35 und C70 eben-
falls vorhanden ist. SCHLIMMER [101] bescheinigt allgemein den metallischen 
Werkstoffen einen Zusammenhang (bis zu gewissen Grenzen) zwischen zuneh-
mender Vorverformung und zunehmendem Einfluss des BAUSCHINGER-Ef-
fekts. Für einkristalline Messingproben wurde derselbe Zusammenhang (bis zu 
gewissen Grenzen) von SACHS und SHOJI [83] vorgestellt. Bei Kupfer zeigt sich 

a) b) c)
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ebenfalls diese Abhängigkeit [92]. CORBIN et al. [102] bescheinigen diese Abhän-
gigkeit zudem für Aluminiumwerkstoffe. ABEL und MUIR [77] kommen zum 
selben Ergebnis bei ihren Untersuchungen an Kohlenstoffstählen. HAN et al. 
[90] zeigen bei ihren Untersuchungen ebenfalls die Zunahme des BAUSCHINGER-
Effekts durch Zunahme der plastischen Vorverformung. Bei den Torsionsun-
tersuchungen an unlegierten Kohlenstoffstählen von JÄNICHE et al. [81] wird 
ebenfalls eine Abhängigkeit des BAUSCHINGER-Effekts von der Höhe der Vor-
verformung festgestellt. Diese Abhängigkeit bezieht sich hauptsächlich auf 
kleine Vorverformungsbereiche. Die Autoren versuchen sich zudem an der Ver-
wendung von BAUSCHINGER-Kenngrößen, die von der Vorverformung unab-
hängig sind. EL MAGD [103] beschreibt das Fließverhalten von metallischen 
Werkstoffen losgelöst vom BAUSCHINGER-Effekt aber abhängig von der Vor-
verformung. Zu den ölschlussvergüteten Stählen liegen bisher wenige Untersu-
chungen vor. Lediglich bei FISCHER [99] und NEUHAUS [104] finden sich Unter-
suchungen zum BAUSCHINGER-Effekt bei ölschlussvergüteten Stählen. 

Belastungshistorie: Die Autoren einiger der oben genannten Untersuchungen 
[77, 83] postulieren zudem, dass lediglich die direkt vor der zu betrachtenden 
plastischen Verformung erfolgte Vorverformung einen Einfluss auf den BAU-

SCHINGER-Effekt hat.  

Umformgeschwindigkeit: Die Untersuchung von HAN et al. [90] hat verschie-
dene Umformgeschwindigkeiten hinsichtlich des Einflusses auf den BAUSCHIN-

GER-Effekt betrachtet. Hierbei konnte kein Zusammenhang festgestellt werden. 

Quantität der Legierungsatome: Die Legierungsatome im Gefüge haben eben-
falls eine Bedeutung für die Höhe des BAUSCHINGER-Effekts. SCHOLTES und 
VÖHRINGER bescheinigen den Legierungselementen und deren Konzentration 
einen Einfluss auf den Effekt [92]. Speziell der für Stahl relevante Kohlenstoff-
gehalt ist hiervon betroffen. Verschiedene Untersuchungen weisen einen Zu-
sammenhang zwischen steigendem Kohlenstoffgehalt und steigender Ausprä-
gung des Effekts aus [81, 98, 99]. Mit der Anzahl der Fremdatome steigt auch 
die Versetzungsdichte, was zu einem Absinken der Stapelfehlerenergie [78] führt 
und somit wiederum mit einem Anstieg des BAUSCHINGER-Effekts einhergeht 
[105].  

Wärmebehandlung: Intensive Untersuchungen zum Einfluss von Wärmebe-
handlungen sind ebenfalls vorhanden. Insbesondere die Aufhebung bzw. Neut-
ralisation des BAUSCHINGER-Effekts durch Anlassen des Werkstoffs wird bei 
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FISCHER [99] für ölschlussvergütete Stähle und von ROBILLER und STRAßBUR-

GER [98] sowie von JÄNICHE et al. [81] für unlegierte Stähle thematisiert. SCHOL-

TES und VÖHRINGER [96] zeigen die sinkende Intensität des BAUSCHINGER-Ef-
fekts bei Zunahme der Anlasstemperatur.  

4.4.2.4 Quantitative Beschreibung 
Im Lauf der Jahre haben sich unterschiedliche Beschreibungen des BAUSCHIN-

GER-Effekts ergeben [74, 77, 81, 87, 90, 92, 96, 100, 101, 106]. Aufgrund der 
Vielschichtigkeit des Effekts lässt sich das Verhalten nicht mit einer singulären 
Kenngröße beschreiben. Für eine hinreichende Charakterisierung des Material-
verhaltens sind daher mehrere Kenngrößen notwendig. Im Folgenden werden 
drei, für die vorliegende Arbeit relevante, Kenngrößen vorgestellt. Durch die 
Verwendung dieser drei Parameter lässt sich der BAUSCHINGER-Effekt ausrei-
chend genau beschreiben. 

Plastische Rückverformung: Ausgangssituation ist die qualitative Fließkurve ei-
nes überelastischen Zugversuchs, Abbildung 16. Bis zum Erreichen der Fließ-
grenze unterliegt der Werkstoff dem HOOKEschen Gesetz. Bei überelastischer 
Beanspruchung geht die HOOKEsche Gerade in die flachere Fließkurve über. 
Nach der Entlastung stellt sich dann eine bleibende plastische Verformung ein. 
Die Entlastung nimmt im Idealfall den Verlauf einer Parallelen zur HOOKEschen 
Geraden an (gestrichelte Linie in Abbildung 16). Viele Stähle haben diese Cha-
rakteristik. Bei einigen Stählen sind jedoch Abweichungen zum beschriebenen 
linearen Verlauf der Entlastungskurve feststellbar (durchgezogene Linie in Ab-
bildung 16). Insbesondere eine kleiner werdende Steigung der Entlastungskurve 
bei zunehmender Entlastung ist typisch für den BAUSCHINGER-Effekt. Die Dif-
ferenz zwischen der tatsächlichen plastischen Dehnung und der linearen ideal-
plastischen Dehnung im Schnittpunkt mit der Abszisse wird als plastische Rück-
verformung ∆𝜀𝜀𝑝𝑝∗  bezeichnet [78]. Liegt hingegen eine Torsionsbeanspruchung 
vor, wird die Differenz zwischen der tatsächlichen plastischen Schiebung und 
der ideal-plastischen Schiebung als plastische Rückschiebung ∆𝛾𝛾𝑝𝑝∗ bezeichnet. 
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Abbildung 16: Plastische Rückverformung (vgl. [20]) 

Tangentenmodul: Weitere Kenngröße für den BAUSCHINGER-Effekt ist der so-
genannte Tangentenmodul T oder ET, welcher der Steigung der Entlastungs-
kurve im Nulldurchgang (das Bauteil ist ohne äußere Belastung) der Abszisse 
entspricht, Abbildung 17.  

 

Abbildung 17: Tangentenmodul (vgl. [20]) 

Dieser Wert entspricht der Anfangssteigung der Fließkurve beim erneuten Be-
lasten in entgegengesetzter Richtung. Diese Größe ist nicht mit dem Elastizitäts-
modul zu verwechseln, da der Elastizitätsmodul Aufschluss über das linear-elas-
tische Werkstoffverhalten gibt. Bei der Verformung in entgegengesetzter Rich-
tung liegt kein linear-elastischer Zusammenhang (mehr) vor, weswegen das 
HOOKEsche Gesetz hier nicht (mehr) gilt [20, 78]. 

Sekundärfließkurve: ABEL und MUIR haben im Rahmen ihrer Untersuchungen 
zum BAUSCHINGER-Effekt weitere Kenngrößen festgelegt [77]. Unter anderem 
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konnte gezeigt werden, dass der BAUSCHINGER-Effekt den Verlauf der Sekun-
därfließkurve bei zwei aufeinander folgenden entgegengesetzten plastischen 
Dehnungen beeinflusst [77]. Da der Verlauf der Sekundärfließkurve für das vor-
liegende Problem relevant ist, ist deren Beschreibung notwendig. 

4.4.3 Elastische Hysterese 
Wird nun ein Werkstoff schwellend plastisch beansprucht, das heißt, nach einer 
ersten plastischen Verformung mit anschließender vollständigen Wegnahme der 
Beanspruchung erfolgt eine erneute gleichsinnige Beanspruchung mit größerer 
Spannung als bei der ersten plastischen Verformung, ergibt sich eine Fließkurve 
wie in Abbildung 18 dargestellt.  

 

Abbildung 18: Mehrere Be- und Entlastungen mit gleichsinniger Belastungsrichtung (vgl. [62]) 

Diese Situation ist Gegenstand der im Rahmen der Arbeit durchgeführten em-
pirischen Versuche. Die Spannungs-Dehnungs-Kurve infolge der Wegnahme 
der Beanspruchung von Punkt P nach Q weicht von der Spannungs-Dehnungs-
Kurve der erneuten Beanspruchung zwischen den Punkten Q und R ab. Dieser 
Bereich zwischen den beschriebenen Kurven wird elastische Hysterese genannt 
[62, 66]. Abgesehen von diesen Hysteresebereichen nimmt die Fließkurve wieder 
denselben Verlauf wie bei einer einmaligen Beanspruchung an (ab Punkt R). Al-
lerdings stellt die eingeschlossene Fläche der elastischen Hysterese einen Ener-
gieverlust von ΔU dar [62].  

4.4.4 Zyklisches Spannungs-Dehnungs-Verhalten 
Bauteile unterliegen in der Praxis entweder statischen oder dynamischen Belas-
tungen. Als eine der ersten umfassenden und systematischen Betrachtungen des 
Materials hinsichtlich des Verhaltens bei dynamischer Last können die Versuche 
von WÖHLER genannt werden [107]. Durch diese Untersuchungen konnte ge-
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zeigt werden, dass die ertragbare Spannungsamplitude bei zyklischer Beanspru-
chung unter der Streckgrenze liegt und zudem mit steigender Zyklenzahl ab-
nimmt [74]. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen haben im Rahmen der soge-
nannten Wöhlerkurven Einzug in die technische Praxis genommen. Handelt es 
sich bei einer dynamischen Beanspruchung um eine ständig wiederkehrende Be-
anspruchung, wird dies als zyklisch bezeichnet. Grundsätzlich lassen sich die dy-
namischen Beanspruchungen in schwellende und wechselnde Beanspruchung 
unterscheiden. Definiert werden diese Begriffe über das Spannungsverhältnis 
zwischen minimaler und maximaler Spannung einer Spannungsamplitude (Ab-
bildung 19): 

 𝑅𝑅 =
𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜎𝜎𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
 (4-9) 

 

Bei rein schwellender Last nimmt das Spannungsverhältnis beispielsweise den 
Wert Null oder ∞ an. Bei rein wechselnder Last beträgt das Spannungsverhältnis 
R = -1 [60]. Folgende Abbildung 19 zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm 
einer sogenannten Hysteresekurve.  

 

Abbildung 19: Hysteresekurve 
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Die (plastische) Hysteresekurve setzt sich grundsätzlich aus zwei gegensätzlich 
gerichteten plastischen Beanspruchungen (hier auch Halbzyklen genannt) zu-
sammen, welche im Folgenden als primäre und sekundäre Beanspruchung be-
zeichnet werden. Die beiden Beanspruchungen werden wiederum in jeweils zwei 
Phasen unterteilt: die eigentliche Beanspruchung und die Wegnahme der Bean-
spruchung. In der dargestellten Situation ergeben sich somit zwei Beanspru-
chungsphasen (Phase 1 und 3) und zwei Phasen durch Wegnahme der Beanspru-
chung (Phase 2 und 4). Die absolute Differenz zwischen den maximalen Span-
nungen der beiden Beanspruchungsphasen wird mit Δσ abgekürzt; die absolute 
Differenz der maximalen Dehnungen der Beanspruchungsphasen mit Δε [74]. 
Halbiert man diese Werte, ergeben sich die Amplitude der Spannung und die 
Amplitude der Dehnung. Im Rahmen von Versuchen werden die Hysteresen 
entweder mit konstanter Spannung oder mit konstanter Dehnung betrachtet. 
Verglichen mit der einsinnigen Beanspruchung eines Werkstoffs existiert bei 
zyklischer Beanspruchung kein eindeutiger Zusammenhang zwischen der Deh-
nung und der Spannung, was somit beide Herangehensweisen legitimiert [74]. 
Basierend auf der Entwicklung des COFFIN-MANSON-Gesetzes werden aller-
dings hauptsächlich Versuche mit konstanter Dehnung durchgeführt [74]. 

4.4.5 Wechselverformungsverhalten 
Für festigkeitsrelevante Berechnungen, insbesondere für Zeitfestigkeitsbetrach-
tungen im Lastwechselbereich N > 10.000 wird üblicherweise auf das sog. WÖH-

LER-Diagramm zurückgegriffen [107]. Für umformorientierte Betrachtungen im 
niederzyklischen Bereich bieten sich die sogenannten Wechselverformungskur-
ven an. Grundlage dieser Darstellungen sind die Hysteresekurven bei plastischer 
Wechselbeanspruchung. Abbildung 19 zeigt das Spannungs-Dehnungs-Dia-
gramm von zwei aufeinander folgenden Hysteresen einer plastisch-wechselnden 
Beanspruchung. Die Dehnung der Wechselbeanspruchung ist in beiden Rich-
tungen gleich groß (|εmax|= konstant). Der Abbildung ist zu entnehmen, dass 
nach dem zweiten Erreichen der positiven maximalen Dehnung εmax die benö-
tigte Spannung σ geringer ist als bei der ersten Beanspruchung.  
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Abbildung 20: Entfestigung bei wechselnder Beanspruchung 

Dieses Verhalten wird als zyklische Entfestigung bezeichnet und lässt sich ver-
einfacht wie folgt interpretieren: bei gleichbleibender Dehnungsamplitude 
nimmt die Spannungsamplitude mit zunehmender Lastwechselzahl ab, Abbil-
dung 21 links. Denkbar ist ebenfalls eine plastische Wechselbeanspruchung bei 
konstanter Spannungsamplitude. Zyklisch entfestigende Werkstoffe verzeichnen 
dann mit steigender Zyklenzahl eine Zunahme der Dehnungsamplitude Δε/2, 
Abbildung 21 rechts. Wird nun die Amplitude, im einen Fall die Spannungs- und 
im anderen Fall die Dehnungsamplitude über der Zyklenzahl aufgetragen, erhal-
ten wir die sogenannten Wechselverformungskurven. Bei beiden Diagrammen 
in Abbildung 21 ist auf der Abszisse die Zyklenzahl aufgetragen. Qualitativ han-
delt es sich in beiden Fällen um eine Entfestigung. Alternativ kann auch die ku-
mulierte plastische Dehnung  

 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2𝑁𝑁∆𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝 (4-10) 

über der Zyklenzahl aufgetragen werden [74]. Diese kumulierte Dehnung über-
steigt üblicherweise die ertragbare Dehnung einer einsinnigen Belastung um ein 
Vielfaches.  
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Abbildung 21: Wechselverformungskurve konst. Dehnung (links), konst. Spannung (rechts) (vgl. [74]) 

Die Wechselverformungskurven in Abbildung 21 können in zwei Bereiche un-
terteilt werden. Anfänglich ist bei konstanter Dehnung (linkes Diagramm) ein 
fallender Verlauf und bei konstanter Spannung (rechtes Diagramm) ein steigen-
der Verlauf vorhanden. Dieses Verhalten entspricht der eigentlichen zyklischen 
Entfestigung, da die Spannungsamplitude bei konstanter Dehnung abnimmt, 
bzw. die Dehnungsamplitude bei konstanter Spannung zunimmt. Nach einer ge-
wissen Lastwechselzahl geht die Kurve in eine Horizontale über, was konstant 
bleibenden Spannungsamplituden bzw. Dehnungsamplituden entspricht. Dieser 
Bereich wird auch als zyklischer Sättigungsbereich bezeichnet. Theoretisch 
schließt sich an diesen konstanten zweiten Bereich noch ein dritter an. Da dieser 
jedoch wegen der geringen Lastwechselzahlen für die vorliegende Arbeit keine 
Relevanz hat, wird auf eine Erklärung verzichtet und auf weiterführende Litera-
tur (beispielsweise CHRIST [74]) verwiesen. 

Analog der zyklischen Entfestigung existiert auch eine zyklische Verfestigung. 
Dies zeigt sich im ersten Bereich der Wechselverformungskurven: bei konstanter 
Dehnung nimmt die Spannungsamplitude zu und bei konstanter Spannung 
nimmt die Dehnungsamplitude ab. Die Kurvenverläufe in Abbildung 21 sind 
entsprechend zu tauschen [74]. Die Untersuchung der Ver- und Entfestigung ist 
Gegenstand einer großen Zahl an Untersuchungen wovon sich allerdings die 
meisten mit den werkstoffwissenschaftlichen Zusammenhängen befassen. Zur 
weiteren Vertiefung wird auf die entsprechende Literatur verwiesen [108, 109]. 

4.5 Umformsimulation mit Finiten Elementen 
Alternativ zur empirischen Untersuchung von Umformvorgängen und zudem 
häufig genauer als analytische Berechnungen, ist als dritte Untersuchungssäule 
die Finite-Elemente-Methode (FEM) zu nennen. Im Grunde ist FEM ein nume-
rischer Lösungsansatz für Differentialgleichungen im größeren Umfang [110, 
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111]. Zu unterscheiden sind hinsichtlich des Lösungsalgorithmus bei instationä-
ren Berechnungen implizite und explizite Lösungsverfahren.  

Implizites Berechnungsverfahren: Das implizite Verfahren berechnet für jeden 
Zeitschritt eine Lösung des Systems. Dies geschieht anhand einer Matrizenauf-
stellung die iterativ zu lösen ist. Das implizite Berechnungsverfahren ist sehr ro-
bust und bietet eine gewisse Kontrolle des Berechnungsprozesses. Allerdings ist 
der Rechenaufwand sehr groß. Daher ist eine Eignung für größere Verformun-
gen selten gegeben. 

Explizites Berechnungsverfahren: Beim expliziten Verfahren wird für jeden Be-
rechnungsschritt lediglich die Zustandsmatrix mit einem Vektor multipliziert. 
Eine komplette Lösung des Systems wird nicht vorgenommen. Die Berech-
nungszeit richtet sich mitunter nach dem kleinsten Element im System (Wellen-
laufzeit in diesem Element ist entscheidend). Das Verfahren liefert wesentlich 
schneller ein Ergebnis als das implizite Verfahren. Allerdings ist die Stabilität auf 
Grund der fehlenden Lösung des Gleichungssystems nicht zu jedem Zeitpunkt 
vorhanden. Insbesondere bei Crash-Simulationen oder plastischen Umformsi-
mulationen findet das explizite Verfahren Anwendung. 

Auf dem Markt sind mehrere FEM-Systeme verfügbar, die üblicherweise die drei 
Komponenten Preprocessing (Modellerstellung und -vorbereitung), Solving (Mo-
dellberechnung) und Postprocessing (Auswertung) beinhalten. 

 





 

5 Grundlagen 
In diesem Kapitel werden verschiedene analytische Ansätze, welche im Rahmen 
der vorliegenden Arbeit Verwendung finden, vorgestellt. Zuerst werden die ma-
thematischen Ansätze zur Beschreibung der sogenannten Sichelquerschnitte 
dargestellt (5.1). Daran schließt sich das Apollonische Berührproblem zur Be-
schreibung der nominellen Drahtringgeometrie an (5.2). Im Rahmen der Arbeit 
wird auf verschiedene mathematische Beschreibungen der Spannungs-Deh-
nungs-Kurve zurückgegriffen. Die für die Untersuchung möglichen Formulie-
rungen werden in 5.3 vorgestellt. Als letzter Punkt wird die zu Grunde gelegte 
allgemeine Biegetheorie in 5.4 besprochen. 

5.1 Analytische Ansätze zur Geometrie von Sichelflächen 
Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Drähte weisen zwei Querschnittsfor-
men auf: Zum einen werden kreisrunde Drähte verwendet und umgeformt. Zum 
anderen werden Drähte mit bereits vor der Umformung vorhandener Sichelge-
ometrie eingesetzt, Abbildung 22.  

 

Abbildung 22: Übersicht Sichelgeometrie 

Entscheidendes Kriterium für die Wahl eines Drahts mit Sichelquerschnitt ist 
häufig die Größe des zu zerspanenden Querschnitts. Ist dieser zu groß, kann die 
Verwendung des teureren Drahts mit Sichelquerschnitt und anschließend gerin-
ger Zerspanung wirtschaftlicher sein. In diesem Fall wird die Sichelgeometrie 
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bereits beim Drahtziehen berücksichtigt und lediglich ein kleiner Querschnitts-
bereich nach dem Umformen geschliffen. Im folgenden Abschnitt werden die 
für die vorliegende Arbeit relevanten mathematischen Zusammenhänge der Si-
chelfläche vorgestellt. Die ausführliche Herleitung dieser Formeln ist im Anhang 
unter Ziffer 10.1 zu finden. Abbildung 22 zeigt die zu betrachtende allgemeine 
Sichelfläche (grau ausgefüllt), welche sich aus dem Kreis 1, reduziert um den 
Schnittbereich mit dem Kreis 2, ergibt. Um die folgenden Berechnungen allge-
meingültig zu formulieren, wird das globale yz-Koordinatensystem um den Win-
kel α gedreht. Das um diesen Winkel gedrehte vw-Koordinatensystem liegt nun 
mit seiner v-Achse im geometrischen Schwerpunkt des zweiten Kreises. 
Dadurch ergibt sich ein symmetrisches Profil um diese v-Achse. In Abbildung 
23 ist die Sichelgeometrie im neuen vw-Koordinatensystem mit allen weiteren 
Variablen dargestellt. 

 

Abbildung 23: Gedrehte Sichelgeometrie 

Flächenmoment nullten Grades – Flächeninhalt 

Die Sichelfläche ergibt sich nach folgendem Zusammenhang: 
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Für die strukturmechanischen Berechnungen ist sowohl die Berechnung der bei-
den axialen Flächenmomente zweiten Grades, als auch das gemischte Flächen-
moment zweiten Grades nötig. 

Axiales Flächenmoment zweiten Grades um die w-Achse: 

  𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 = 2�− 1
12
�−3𝑟𝑟14 arcsin(1) −�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 ∙ (2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆3 − 5𝑟𝑟12𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆) +

3𝑟𝑟14 arcsin �𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
��� 1

12
�3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑟𝑟2
� 𝑟𝑟24 + 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆�𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 ∙ (5𝑟𝑟22 + 12𝑣𝑣22 −

2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 ) + 12𝑣𝑣2 �𝑣𝑣2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟2
� − 2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆� 𝑟𝑟22 − 8𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆𝑣𝑣23 + 8𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆3 𝑣𝑣2 −

3𝑟𝑟14 arcsin �𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
� + 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 ∙ (2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 − 5𝑟𝑟12)� − 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔2 ∙ 𝐴𝐴𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 

(5-2) 

 

Axiales Flächenmoment zweiten Grades um die v-Achse: 

  𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝐴𝐴 1
12
�−3𝑟𝑟14𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝑟𝑟2−𝑣𝑣2
𝑟𝑟1

� + �−𝑟𝑟22 + 2𝑣𝑣2𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣22 ∙
(2𝑟𝑟23 − 6𝑣𝑣2𝑟𝑟22 + (6𝑣𝑣22 − 5𝑟𝑟12)𝑟𝑟2 + 5𝑣𝑣2𝑟𝑟12 − 2𝑣𝑣23) +

3𝑟𝑟14arcsin (1)� + 1
24
�−6𝑟𝑟14𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝑣𝑣2−𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

� +

6𝑟𝑟24𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑣𝑣2−𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑟𝑟2
� + �−𝑣𝑣22 + 2𝑟𝑟2𝑣𝑣2 − 𝑟𝑟22 + 𝑟𝑟12 ∙ (4𝑣𝑣23 −

12𝑟𝑟2𝑣𝑣22 + (12𝑟𝑟22 − 10𝑟𝑟12) ∙ 𝑣𝑣2 − 4𝑟𝑟23 + 10𝑟𝑟12𝑟𝑟2) +
�−𝑣𝑣22 + 2𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆𝑣𝑣2 + 𝑟𝑟22 − 𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆2 ∙ (−4𝑣𝑣23 + 12𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆𝑣𝑣22 − (12𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆2 −
10𝑟𝑟22) ∙ 𝑣𝑣2 + 4𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆3 − 10𝑟𝑟22𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆)− 3𝜋𝜋𝑟𝑟24 + 6𝑟𝑟14𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
� +

�𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆2 ∙ (10𝑟𝑟12𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆 − 4𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆3 )� 

(5-3) 

Polares Flächenmoment zweiten Grades bezogen auf den Ursprung: 

   𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣 = 0 
(5-4) 

Transformation auf xy-Koordinaten 

   
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣
2 +

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝛼𝛼)− 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝛼𝛼) 

𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣

2 −
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣

2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝛼𝛼) + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝛼𝛼) 

𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝛼𝛼) + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝛼𝛼) 

(5-5) 
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5.2 Apollonisches Berührproblem 
Der in Abbildung 5 dargestellte Umformprozess lässt sich grundsätzlich durch 
zwei aufeinander folgende Biegestufen mit je drei Umformrollen beschreiben 
was dann letztlich jeweils einem Drei-Punkt-Biegeversuch entspricht. Um die 
nominelle Ringgeometrie (ohne Rückfederung) des umgeformten Drahts mathe-
matisch zu beschreiben, wird auf das Apollonische Berührproblem zurückgegrif-
fen. Das Apollonische Berührproblem (auch Apollonisches Kreisproblem ge-
nannt) geht auf den griechischen Mathematiker APOLLONIUS VON PERGE zu-
rück. Der Ansatz stellt einen Berechnungsansatz zur Verfügung,  um in der 
Ebene einen Kreis zu beschreiben, welcher  drei weitere Kreise berührt [112].  

 

Abbildung 24: Apollonisches Berührproblem 

Die drei Kreise werden über deren Mittelpunkt und ihren Radius definiert, wobei 
der Radius unendlich klein (Punkt) bis unendlich groß (Linie) sein kein. Für die 
vorliegende Arbeit ist lediglich der Fall CCC (C: Circle) relevant. Die Berechnung 
resultiert in einem Kreis, der drei weitere Kreise berührt, deren jeweiliger Radius 
größer Null und kleiner Unendlich ist. RÖTTGEN-BURTSCHEIDT [112] zeigt acht 
mögliche Lösungen für die beschriebene Situation auf. Das Problem lässt sich 
sowohl graphisch (Radiusreduktion der Berührkreise), als auch analytisch lösen. 
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Nachstehende Ausführungen zeigen die analytische Lösung des Berührprob-
lems. Die Mittelpunkte der drei Berührkreise sind durch A(x1|y1), B(x2|y2) und 
C(x3|y3) gegeben; die Radien werden mit r1, r2 und r3 angegeben.  

Folgendes Gleichungssystem beschreibt den entsprechenden Fall des Berühr-
problems [112]: 

   (𝑥𝑥𝐾𝐾 − 𝑥𝑥1)2 + (𝑦𝑦𝐾𝐾 − 𝑦𝑦1)2 = (𝑟𝑟𝐾𝐾 + 𝑟𝑟1)2 

(𝑥𝑥𝐾𝐾 − 𝑥𝑥2)2 + (𝑦𝑦𝐾𝐾 − 𝑦𝑦2)2 = (𝑟𝑟𝐾𝐾 + 𝑟𝑟2)2 

(𝑥𝑥𝐾𝐾 − 𝑥𝑥3)2 + (𝑦𝑦𝐾𝐾 − 𝑦𝑦3)2 = (𝑟𝑟𝐾𝐾 + 𝑟𝑟3)2 
(5-6) 

Unter Zuhilfenahme der Substitutionen:  

   𝑎𝑎 = 2(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2) 

𝑏𝑏 = 2(𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦2) 

𝑐𝑐 = ±2(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟2) 

𝑑𝑑 = (𝑥𝑥12 + 𝑦𝑦12 − 𝑟𝑟12) − (𝑥𝑥22 + 𝑦𝑦22 − 𝑟𝑟22) 
 

𝑎𝑎′ = 2(𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥3) 

𝑏𝑏′ = 2(𝑦𝑦1 − 𝑦𝑦3) 

𝑐𝑐′ = ±2(𝑟𝑟1 − 𝑟𝑟3) 

𝑑𝑑′ = (𝑥𝑥12 + 𝑦𝑦12 − 𝑟𝑟12)− (𝑥𝑥32 + 𝑦𝑦32 − 𝑟𝑟32) 

(5-7) 

ergeben sich die Koordinaten des gesuchten Kreises nach folgenden Gleichun-
gen:  

   
𝑥𝑥𝐾𝐾 =

𝑏𝑏′𝑑𝑑 − 𝑏𝑏𝑑𝑑′ − 𝑏𝑏′𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑏𝑏𝑏𝑏′𝑟𝑟
𝑎𝑎𝑏𝑏′ − 𝑎𝑎′𝑏𝑏  

𝑦𝑦𝐾𝐾 =
𝑎𝑎𝑑𝑑′ − 𝑎𝑎′𝑑𝑑 + 𝑎𝑎′𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑎𝑎𝑎𝑎′𝑟𝑟

𝑎𝑎𝑏𝑏′ − 𝑎𝑎′𝑏𝑏  
(5-8) 

 

Für die ausführliche Herleitung der mathematischen Beziehungen wird auf die 
entsprechende Literatur verwiesen (Beispielsweise [112]). 

5.3 Beschreibung der Spannungs-Dehnungs-Kurve 
Um das elastisch-plastische Verhalten des Werkstoffs im analytischen Berech-
nungsalgorithmus zu berücksichtigen, ist eine mathematische Beschreibung der 
Fließkurve bzw. der Spannungs-Dehnungs-Kurve nötig. Nachstehend werden 
die für die Arbeit in Frage kommenden mathematischen Modelle besprochen. 
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Eine kurze Darstellung einiger gängiger Werkstoffmodelle bietet RECKLING [62]. 
Zusätzlich findet sich bei MEYER und STASKEWITSCH [113] eine Übersicht zu 
gängigen Modellgesetzen. 

LUDWIK-Gleichung: Eine der gängigsten Beschreibungen des Spannungs-Deh-
nungs-Zusammenhangs ist die LUDWIK-Gleichung [114].  

   𝜎𝜎(𝜀𝜀) = 𝜎𝜎𝐹𝐹 + 𝐶𝐶𝐿𝐿 ∙ 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝
𝑛𝑛𝐿𝐿 

(5-9) 

Die beiden LUDWIK Kostanten CL und nL werden über zwei günstig gewählte 
Stützpunkte im plastischen Bereich der Fließkurve (σ1|εpl,1) und (σ2|ε pl,2) be-
stimmt. Die Dehnungen der beiden Stützpunkte beziehen sich lediglich auf den 
plastischen Anteil; die elastische Dehnung ist herauszurechnen. 

   
𝑛𝑛𝐿𝐿 =

log �𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎𝐹𝐹
𝜎𝜎2 − 𝜎𝜎𝐹𝐹

�

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 �
𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,1
𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2

�
 

𝐶𝐶𝐿𝐿 =
𝜎𝜎1 − 𝜎𝜎𝐹𝐹
𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,1
𝑛𝑛𝐿𝐿  

(5-10) 

Wichtig bei der Anwendung ist die Tatsache, dass die LUDWIK-Gleichung an 
sich lediglich den plastischen Bereich beschreibt. Das heißt, bis zum Fließbeginn 
bei 𝜎𝜎𝐹𝐹 ist die HOOKEsche Gerade zu verwenden. 

RAMBERG-OSGOOD Beziehung: Ein weiterer Ansatz ist die RAMBERG-OSGOOD 
Beziehung [115]. Hier wird nicht wie üblich eine Gleichung für die Spannung 
abhängig der Dehnung aufgestellt, sondern für die Dehnung abhängig der Span-
nung verwendet.  

   
𝜀𝜀(𝜎𝜎) =

σ
𝐸𝐸 + �

𝜎𝜎
𝑘𝑘𝑅𝑅
�
1
𝑛𝑛𝑅𝑅 (5-11) 

 

Die beiden Konstanten kR und nR werden wie üblich numerisch über eine Opti-
mierung bestimmt. Für die Berechnung der Scherung im Falle einer Schubspan-
nung bietet die RAMBERG-OSGOOD Beziehung folgende Zusammenhänge. 
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𝛾𝛾(𝜏𝜏) =

𝜏𝜏
𝐺𝐺 + �

𝜏𝜏
𝑘𝑘𝑅𝑅′

�
1
𝑛𝑛𝑅𝑅′ (5-12) 

wobei 𝑘𝑘𝑅𝑅 = 𝑘𝑘𝑅𝑅′√3   und    𝑛𝑛𝑅𝑅′ = 𝑛𝑛𝑅𝑅    und    𝐺𝐺 = 𝐸𝐸
2(1+𝜇𝜇)

  

Polygonzug-Modell: Eine weitere Möglichkeit, die Fließkurve insbesondere im 
plastischen Bereich zu beschreiben, ist die Verwendung eines Polygonzugs. Hier-
für wird die Fließkurve in sinnvolle Segmente unterteilt und durch Geradenstü-
cke angenähert. Dadurch verliert die Kurve ihre vollständige Differenzierbarkeit 
im Definitionsbereich. Entscheidend für die Güte der Kurve ist der Abstand der 
gewählten Anfangs- und Endpunkte der Geraden.  

Weitere mathematische Formulierungen, wie beispielsweise von HOLLOMON, 
SWIFT, VOCE oder NUTTING und POLLARD sind ebenfalls denkbar, aber meist 
aufwändiger in der Bestimmung der Koeffizienten (für eine geraffte Übersicht 
wird auf THOMAS [116] verwiesen). 

5.4 Analytisches Biegespannungsmodell 
Der analytische Berechnungsalgorithmus basiert auf den Ansätzen der allgemei-
nen Biegetheorie und wird entsprechend den Anforderungen angepasst bzw. ab-
gewandelt. Folgender Abschnitt befasst sich mit diesen mathematischen Formu-
lierungen und theoretischen Ansätzen. Die Thematik des Biegebalkens wird in 
ihren Grundlagen in vielen Werken der Festigkeitslehre und Mechanik vorge-
stellt (beispielsweise [60, 61, 117 bis 121]). Im Folgenden werden die mathema-
tischen Gleichungen und Zusammenhänge für eine allgemeine elastisch-plasti-
sche Biegung, wie sie in diversen Veröffentlichungen behandelt werden, vorge-
stellt [14, 122 bis 126]. 

Wird ein Körper auf Biegung beansprucht, krümmt sich dieser entsprechend 
dem wirkenden Biegemoment. Diese Krümmung kann über den Krümmungs-
radius κ ausgedrückt werden, wobei D dem Biegeradius entspricht.  

   
𝜅𝜅 =

1
𝐷𝐷 (5-13) 

 

Allgemein kann festgehalten werden: je kleiner dieser Krümmungsradius ist, 
desto stärker wird der Körper deformiert. Die Seite des Körpers, die dem Mit-
telpunkt des Krümmungsradius zugewandt ist, wird als Innenseite bezeichnet, 
die gegenüberliegende Seite als Außenseite.  
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Abbildung 25: Koordinatensystem und Balkengrößen 

Im gebogenen Bauteil existiert im zweidimensionalen Fall eine Linie bzw. bei 
dreidimensionaler Betrachtung eine Ebene, die keine Dehnung erfährt. Diese 
wird neutrale Faser bzw. neutrale Ebene genannt. Der Bereich zwischen Innen-
seite und neutraler Faser erfährt Stauchungen, zwischen Außenseite und neutra-
ler Faser Dehnungen (genauer Längungen). Der Einfachheit halber wird im Fol-
genden generell von positiven und negativen Dehnungen (bei Stauchungen) ge-
sprochen. Für alle Berechnungen im Rahmen dieser Arbeit wird die x-Achse in 
Richtung des Halbzeugs angenommen. Im Querschnitt ist die Achse, um welche 
die Biegung stattfindet (hier üblicherweise die Horizontale) die y-Achse und die 
Senkrechte die z-Achse. Abbildung 25 zeigt diese Konventionen.  

Die Dehnung (+) bzw. Stauchung (-) am Rand lässt sich über folgenden Zusam-
menhang berechnen (wobei D der Biege- bzw. Rolldurchmesser des Rings und 
rD der Drahtradius ist). 

   
𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 = ±

ℎ
𝐷𝐷 = ±

2𝑟𝑟𝐷𝐷
𝐷𝐷  (5-14) 

Die zur neutralen Faser hin betragsmäßig abnehmenden Dehnungen bzw. Stau-
chungen lassen sich mit folgender Gleichung in Abhängigkeit der z-Richtung 
bestimmen. 

   𝜀𝜀𝑧𝑧(𝑧𝑧) = 𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 ∙
𝑧𝑧
𝑟𝑟𝐷𝐷

 (5-15) 

Entsprechend den Dehnungen nehmen auch die Spannungen zu. Solange die 
Randdehnung kleiner als die plastische Dehnung εF ist, können die elastischen 
Spannungen über der gesamten Querschnittshöhe (z-Richtung) anhand des 
HOOKEschen Gesetzes ermittelt werden.  

z

y

x

neutrale Ebene

b

h

l
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Abbildung 26: Dehnungen und Spannungen bei elastisch-plastischer Biegung 

Sobald allerdings die Randdehnung größere Werte als die plastische Dehnung 
annimmt, findet ein Plastifizieren der betroffenen Bereiche statt (ael in Abbildung 
26). Die Spannung muss in diesen Bereichen anhand der Fließkurve bestimmt 
werden. Dieser Zustand wird elastisch-plastisches Biegen genannt. Die Abbil-
dung 26 zeigt sowohl die Dehnungen (gestrichelte Linie), als auch die Spannun-
gen für den elastisch-plastischen Biegefall.  

Die z-Koordinate, ab der plastisches Fließen auftritt, hier ael genannt, lässt sich 
über die Gleichung (5-16) bestimmen. 

   𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝜀𝜀𝐹𝐹 ∙
𝐷𝐷
2

= 𝐷𝐷∙𝜎𝜎𝐹𝐹
2𝐸𝐸

    für    𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 > 𝜀𝜀𝐹𝐹 

𝑎𝑎𝑒𝑒𝑒𝑒 = 𝑟𝑟   für   𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹 
(5-16) 

 

Unter der sog. BERNOULLIschen Hypothese, welche das Ebenbleiben der Quer-
schnitte auch unter plastischer Biegung annimmt, führt die elastisch-plastische 
Biegespannung zu einem Belastungsmoment. Dieses Belastungsmoment lässt 
sich über folgenden Zusammenhang berechnen.  

   
𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏 = 2�𝜎𝜎𝑏𝑏(𝑧𝑧) ∙ 𝑧𝑧 ∙ 𝑏𝑏(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟

0

 (5-17) 

 

Für den Spannungsverlauf 𝜎𝜎𝑏𝑏(𝑧𝑧) muss eine entsprechende Funktion eingesetzt 
werden, die den Verlauf des Spannungs-Dehnungs-Diagramms ausreichend gut 
beschreibt (siehe Abschnitt 5.3). Die Breite 𝑏𝑏(𝑧𝑧) des Kreissegments ist gleich-
bedeutend mit der Kreissehne. Diese errechnet sich nach folgendem Zusam-
menhang. 

z

x

Re
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ael

Ɛz(z)

ƐRand
σb,Rand

σb(z)
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   𝑏𝑏(𝑧𝑧) = 2�𝑟𝑟2 − 𝑧𝑧2 (5-18) 

In der Literatur findet sich häufig die sogenannte NEUBER-Stützzahl npl [127]. 
Diese Verhältniszahl bringt zum Ausdruck, wie hoch das wirkende Belastungs-
moment im Verhältnis zum rein elastischen Belastungsmoment ist. Folgende 
Formulierung hat sich mittlerweile etabliert. 

   𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝜎𝜎𝑏𝑏(𝑧𝑧) ∙ 𝑊𝑊𝑏𝑏 ∙ 𝑛𝑛𝑝𝑝𝑝𝑝 (5-19) 

Nimmt man einen vollplastischen Zustand ohne Verfestigung des Werkstoffs im 
plastischen Bereich an, beträgt die Stützzahl beim kreisrunden Querschnitt 1,7 
[117]. 

 

Abbildung 27: Elastische Rückfederung bei elastisch-plastischer Biegung 

Wird nun das wirkende Biegemoment entfernt, beginnt der Werkstoff aus der 
deformierten Lage aus zurückzufedern, das heißt es findet eine Rückverformung 
in Richtung der Ausgangsgeometrie statt. Das Entfernen des wirkenden Biege-
moments ist gleichbedeutend mit dem Aufbringen eines entgegengesetzt wirken-
den theoretischen Moments mit betragsmäßig gleicher Größe von MbF. Die the-
oretische Randspannung durch das Moment errechnet sich nach 

   
𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅,𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 =

−𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑊𝑊𝑏𝑏
. (5-20) 

 

Für die lineare Verteilung der Spannungen zwischen den Randbereichen ergibt 
sich die Rückstellspannung durch 

   
𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧) =

−𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏 ∙ 𝑧𝑧
𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦

. (5-21) 
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Diese Rückstellspannung führt zum Rückfedern des Werkstücks [128]. Die Su-
perposition dieser beiden Spannungen σb(z) und σRF(z) nach (5-22) führt dann 
zum verbleibenden Eigenspannungsverlauf σES(z) über dem Querschnitt. 

   𝜎𝜎𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑧𝑧) = 𝜎𝜎𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑧𝑧) 
(5-22) 

 

 

Abbildung 28: Eigenspannungsverlauf nach Rückfederung (elastisch-plastische Biegung) 

Der Eigenspannungsverlauf in Abbildung 28 hat charakteristisch drei Nullstel-
len. Ebenfalls typisch, und auf den ersten Blick paradox wirkend, sind die 
Druckspannungen auf der Außenseite (Zugseite) und die Zugspannungen auf 
der Innenseite (Druckseite). Daran anschließende Lastfälle mit Biegespannung 
sind ausgehend von diesem Spannungsverlauf zu berechnen. 
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6 Werkstoffe und Vorrichtungen 
Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Erarbeitung einer Methodik zur Bestimmung 
optimaler Parameter beim Drahtumformen. Wie bereits eingangs erwähnt, wird 
z. B. das Drahtrollen bei der Herstellung von Federn, Kolbenringen und Draht-
wälzlagern eingesetzt. Entsprechend den Anforderungen dieser Produkte wer-
den hier hauptsächlich hochfeste Federstähle und Vergütungsstähle verwendet. 
Als prominenter Vertreter der hochfesten Federstähle wird im Rahmen dieser 
Arbeit der ölschlussvergütete Federstahl 54SiCr6 (Werkstoffnummer 1.7102) 
betrachtet. Aus der Gruppe der Vergütungsstähle wird der häufig verwendete 
C45E+N (1.1191) im normalisierten Zustand gewählt. Abschnitt 6.1 stellt diese 
verwendeten Werkstoffe im Detail vor.  

Grundlage für die numerische und analytische Untersuchung zur Beschreibung 
der Werkstoffcharakteristika in den Kapiteln 7.2 und 7.3, ist das Werkstoffver-
halten bei mehrmaliger plastischer Umformung. Entsprechend den Grundbean-
spruchungsarten werden Zug-/Druck-, Biegungs- und Torsionsversuche durch-
geführt. In Abschnitt 6.2 werden die hierfür verwendeten Vorrichtungen und 
Probengeometrien besprochen.  

6.1 Versuchswerkstoffe 

6.1.1 Hochfester ölschlussvergüteter Federstahl – 54SiCr6 (1.7102) 
Bei diesem Werkstoff handelt es sich um einen hochfesten ölschlussvergüteten 
Stahl, welcher in der DIN EN 10270-2 geregelt ist [129]. Hauptsächliche An-
wendung findet dieser Stahl als Federnwerkstoff. Die Herstellung des Drahts 
setzt sich aus den zwei Schritten „Ziehen“ und „Vergüten“ zusammen. Der Ver-
gütungsprozess entspricht einer Härtung bei 830 °C bis 860 °C mit anschließen-
dem Abschrecken im Ölbad. Das darauffolgende Anlassen geschieht bei 350 °C 
bis 550 °C mit einer Verweilzeit von wenigen Sekunden. Üblicherweise findet 
der Herstellungsprozess kontinuierlich statt, das heißt der Draht durchläuft eine 
automatisierte Vergütungsstraße. Durch das Verfahren werden hohe Zugfestig-
keiten und hohe Streckgrenzen erreicht [130, 131]. Tabelle 1 zeigt die chemische 
Zusammensetzung der Stahlsorte 54SiCr6, wobei die Werte für Phosphor und 
Schwefel als maximale Obergrenze zu verstehen sind (mit * gekennzeichnet). 
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Tabelle 1: 54SiCr6 – Chemische Zusammensetzung [132] 

C [%] Si [%] Mn [%] P* [%] S* [%] Cr [%] 

0,50 – 0,60 1,20 – 1,60 0,50 – 0,80 0,025 0,025 0,50 – 0,80 

 

Für die Bestimmung der charakteristischen Werkstoffkennwerte liegen sieben 
Zugversuche vor. Der Anlieferungszustand des Materials ist ein elastisch aufge-
wickelter Runddraht mit 4 mm Drahtdurchmesser. Die sieben Zugversuche zei-
gen das Verhalten des unbearbeiteten Halbzeugs. Abbildung 29 zeigt das Ergeb-
nis der sieben Zugversuche. Aufgetragen ist die wahre Spannung über der Deh-
nung. Das heißt, die Spannung bezieht sich stets auf den zum Betrachtungszeit-
punkt vorherrschenden Querschnitt solange Gleichmaßdehnung vorliegt. 

 

Abbildung 29: 54SiCr6 – wahres Spannungs-Dehnungs-Diagramm 

Auf Basis dieser Versuche lassen sich folgende Werkstoffkennwerte bestimmen. 
Eine detaillierte Darstellung des Gefüges ist im Anhang unter 10.2 zu finden. 

Tabelle 2: 54SiCr6 – Werkstoffkennwerte 

Rp0,2 [MPa] Rp0,1 [MPa] Re [MPa] Rm [MPa] E [MPa] A3 [%] 

1.750 1.680 1618  1.900 206.000 4,4 – 5,2 
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6.1.2 Unlegierter Vergütungsstahl – C45E+N (1.1191) 
Bei C45E+N handelt es sich um einen unlegierten Vergütungsstahl. Aufgrund 
des erhöhten Kohlenstoffgehalts ist dieser Werkstoff nicht für Schweißbauteile 
geeignet. C45E+N besitzt eine relativ niedrige Wasser- und Ölhärtbarkeit. Eine 
Randschichthärtbarkeit ist hingegen gegeben. Allgemein ist der Werkstoff durch 
einen gleichmäßigen Gefügeaufbau gekennzeichnet. Das Zusatzzeichen „N“ 
steht hier für eine bereits vor Auslieferung erfolgte Normalisierung des Gefüges. 
Abbildung 30 zeigt die Fließkurve des Werkstoffs.  

 

Abbildung 30: C45E+N – wahres Spannungs-Dehnungs-Diagramm  

Die chemische Zusammensetzung und weitere Details sind in der DIN EN 
10083-1 [133] geregelt, wobei die Werte für Silizium, Phosphor, Chrom und 
Schwefel als maximale Obergrenze zu verstehen sind (mit * gekennzeichnet). 

Tabelle 3: C45E+N – Chemische Zusammensetzung [133] 

C [%] Si* [%] Mn [%] P* [%] Cr* [%] S* [%] Ni [%] 

0,42 – 0,50 0,40 0,5 – 0,8 0,045 0,40 0,045 0,40 
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Der Werkstoff C45E+N wurde bereits im Rahmen der Arbeiten von SCHOLTES 
[78] bzw. SCHOLTES und VÖHRINGER [78, 96, 100] ausführlich betrachtet. Daher 
zeigt Abbildung 30 lediglich eine Fließkurve. Folgender Tabelle 4 können die 
entsprechenden charakteristischen Werkstoffwerte entnommen werden. 

Tabelle 4: C45E+N – Werkstoffkennwerte 

Rp0,1 [MPa] Rp0,2 [MPa] Rm [MPa] E [MPa] A3 [%] 

N. N. 340 620 210.000 14 

 

6.2 Probengeometrien und Vorrichtungen 
Nachstehender Abschnitt dokumentiert die im Rahmen der vorliegenden Arbeit 
verwendeten Probengeometrien und die entsprechenden Versuchsvorrichtun-
gen. 

6.2.1 Zug-/Druckversuche 
Für die bereits in Abschnitt 6.1 dargestellten Fließkurven sind Zugversuche und 
entsprechende Zugproben nötig. Des Weiteren soll speziell das Material 54SiCr6 
auf das Verhalten bei zyklischer Zug-/Druckbeanspruchung untersucht werden. 
Problematisch ist in diesem Zusammenhang die Geometrie des als Ausgangsba-
sis vorliegenden Halbzeugs, da im Rahmen dieser Arbeit das Verhalten von dün-
nen Drähten betrachtet wird. Als Referenzdurchmesser der Drahtproben wird 
4 mm festgelegt. Dies stellt aufgrund der hohen Knickgefahr bei Druckversu-
chen ein Problem dar. Bei den Versuchen werden Dehnungen von bis zu 4 % 
erreicht, was nach Tabelle 2 einer Spannung in Höhe der Zugfestigkeit ent-
spricht. Bei einem 4 mm Runddraht ergibt dies eine benötigte Kraft von etwa 
23,9 kN. Nach EULER lässt sich dann die maximale Knicklänge lk berechnen [60]. 
Die Randbedingungen für die Berechnung sind eine beidseitige Einspannung des 
Druckstabs und aufgrund der Einspann- und Fluchtungsfehler eine gewählte Si-
cherheit S von 3. 

   
𝑙𝑙𝐾𝐾 = �

4𝜋𝜋3𝐸𝐸𝐸𝐸
𝐹𝐹𝐾𝐾

= �
4𝜋𝜋3𝐸𝐸 ∙ 𝑑𝑑4

64 ∙ 𝑆𝑆 ∙ 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧
≈ 38 𝑚𝑚𝑚𝑚 (6-1) 

 

Um einen prozesssicheren Druckversuch durchführen zu können, sollte diese 
Probenlänge nicht überschritten werden. Wie nachstehend zu sehen ist, lässt sich 
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diese kurze Länge aufgrund der Versuchsbedingungen praktisch nicht realisie-
ren. Deshalb wird zwangsläufig auf einen geführten Druckversuch zurückgegrif-
fen. Optional wäre noch eine Zugprobengeometrie, wie in DIN 50125 genormt, 
denkbar. Durch die mechanische Bearbeitung des Werkstoffs ist allerdings mit 
Veränderungen im Eigenspannungshaushalt und ggf. sogar im Gefüge zu rech-
nen was letztlich die Ergebnisse unnötig verfälschen würde. Zusätzlich hat die 
Untersuchung des Gefüges (6.1.1) gezeigt, dass im Randfaserbereich ein feineres 
Gefüge als im Kern vorliegt. Entsprechend wird eine mechanische Bearbeitung 
der Proben ausgeschlossen.  

Reiner Zugversuch: Beim Zugversuch soll die Fließkurve des Halbzeugs be-
stimmt werden. Um den bereits erwähnten Einfluss einer Zerspanung auszu-
schließen, werden unbearbeitete Halbzeug-Zugproben mit den folgenden Ab-
messungen verwendet. 

 

Abbildung 31: Halbzeug-Zugprobe 

Der Zugversuch wird mit einer Zugprüfmaschine „Zwick Z100“ durchgeführt. 
Fixiert werden die Proben über prismatische Klemmbacken auf beiden Seiten. 
Die Klemmlänge beträgt je Seite 80 mm was zu einer freien Länge von 140 mm 
führt.  

Die Dehnungsmessung erfolgt über eine Feindehnmessung „Multisense“. Dazu 
werden die Messfühler mit einem Abstand von 80 mm zwischen den beiden ge-
klemmten Bereichen angeordnet. 

Zug-/Druckversuch: Um eine Zug-/Druckhysterese aufzuzeichnen, ist das 
Halbzeug zuerst im Zugversuch (Primärbeanspruchung) plastisch zu verformen, 
anschließend zu entspannen und danach durch eine Druckbelastung (Sekundär-
beanspruchung) erneut plastisch zu verformen. Aufgrund der bereits erwähnten 
Stabilitätsprobleme durch die Knickgefahr und der mangelnden Möglichkeiten 
an mechanischer Bearbeitung von Probengeometrien wird analog dem reinen 
Zugversuch zuerst eine Probe mit 300 mm Länge im Zugversuch vorverformt. 
Da auf beiden Seiten der Probe eine Länge von jeweils 80 mm in den Klemm-
backen eingespannt ist, wird lediglich der freie Bereich dazwischen mit 140 mm 
Länge frei verformt. Die anschließende Druckverformung muss aufgrund der 

300 mm

Ø
4 

m
m
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erwähnten Knickgefahr mit einer geführten Druckvorrichtung durchgeführt 
werden. Dazu wird aus dem frei verformten Bereich der Zugprobe eine Druck-
probe mit beispielsweise 110 mm geschnitten. Abbildung 32 zeigt die verwen-
dete Druckvorrichtung, bestehend aus Ober- und Unterführung in Gesamt- und 
Schnittansicht [134]. 

 

Abbildung 32: Druckversuch – Vorrichtung 

Die Probe ist sowohl in der Ober- als auch Unterführung nahezu spielfrei ge-
führt, das heißt bei einer Druckbelastung verformt sich die Probe über die ge-
samte Länge. Bei einer Probenlänge von 110 mm beträgt die freie Länge zwi-
schen Ober- und Unterführung 5 mm. Diese freie Länge ist die maximale Stau-
chungslänge der Probe. Da diese Länge kleiner als die mit (6-1) errechneten 
38 mm ist, ist das Risiko des Knickens praktisch ausgeschlossen. Die geführten 
Bereiche (66 mm und 39 mm) sind entsprechend dem Halbzeugdurchmesser 
und der durch die Stauchung auftretenden Querdehnung (hier eine Vergröße-
rung des Durchmessers) toleriert um ein Klemmen zu verhindern. Um eine Ver-
formung der Vorrichtung weitgehend auszuschließen, ist an beiden Enden der 
Probe je eine Scheibe mit 23 mm Durchmesser und einer Stärke von 7 mm ein-
gesetzt. Diese Scheiben sind aus 100Cr6 hergestellt und anschließend auf 
68 HRC gehärtet. Die Messung der Dehnung erfolgt in diesem Fall ebenfalls 
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über eine Feindehnmessung. Da die freie Länge der Druckprobe von 5 mm zu 
klein für eine Messung mit den Feindehnaufnehmern ist, werden die Messfühler 
außerhalb an Ober- und Unterführung angebracht. Durch diese Messung wird 
lediglich die Stauchung zwischen den beiden Messpunkten ermittelt, was nicht 
der tatsächlichen Probenlänge entspricht. Die so ermittelte Dehnung muss an-
schließend auf die gesamte Probenlänge umgerechnet werden. Idealerweise be-
trägt der Abstand zwischen beiden Messfühlern der Feindehnmessung 60 mm 
(lMess). Bei einer Probenlänge von 110 mm (l0) ergibt sich der folgende Umrech-
nungsfaktor. 

   
𝜗𝜗𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 =

𝑙𝑙0
𝑙𝑙𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀

=
110 𝑚𝑚𝑚𝑚
60 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 1,833 (6-2) 

 

Die maximal mögliche Stauchung der Probe ist bestimmt durch den lichten Ab-
stand von Ober- und Unterführung. Bei vorliegender Konfiguration ergibt sich 
folgende maximale Stauchung. 

   
𝜀𝜀 =

∆𝑙𝑙
𝑙𝑙𝑜𝑜

=
5 𝑚𝑚𝑚𝑚

110 𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4,54 % (6-3) 

 

Durch dieses Vorgehen ist es möglich eine Zug-/Druckhysterese aufzuzeichnen.  

6.2.2 Biegewechselversuche 
Für die Biegewechselversuche wird auf einen Versuchsaufbau der Europäischen 
Forschungsgesellschaft für Blechverarbeitung (EFB) zurückgegriffen [135]. Diese Vor-
richtung wurde von der EFB erarbeitet, um ein normiertes Vorgehen zur nume-
rischen Parameteridentifikation von Werkstoffkennwerten zur Verfügung zu 
stellen. Entgegen dieser ursprünglichen Konzeption wird die Vorrichtung im 
Rahmen dieser Arbeit zur Ermittlung des ver- und entfestigenden Verhaltens 
der Werkstoffe verwendet. Primär wird durch die Verwendung der Vorrichtung 
in einer Zug-/Druck-Versuchsanlage ein Kraft-Weg-Hysterese-Diagramm auf-
gezeichnet. Folgende Abbildung 33 zeigt die Vorrichtung in der für Runddrähte 
angepassten Form.  
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Abbildung 33: Biegewechselvorrichtung 

Die Vorrichtung verfügt über drei identische Klemmstempel. Die beiden äuße-
ren Klemmstempel sind auf spielfreien Linearführungen mit einem axialen Frei-
heitsgrad montiert. Die Schiene der Linearführungen ist über einen horizontalen 
Balken am stehenden Teil der Zug-/Druck-Prüfanlage montiert. Der mittlere 
Klemmstempel wird am vertikal beweglichen Teil der Anlage montiert und kann 
senkrechte Auf- und Abwärtsbewegungen ausführen. Als Probenkörper werden 
250 mm lange Halbzeug-Drahtsegmente mit 4 mm Drahtdurchmesser verwen-
det. Die drei Klemmstempel werden vor dem Einbau der Biegeprobe ausgerich-
tet. Dazu wird die Bohrung des mittleren Klemmstempels in Flucht zu den Boh-
rungen der beiden äußeren Klemmstempel gebracht. Anschließend ist die Probe 
einzuschieben und die Klemmbacken zu verschließen. Dadurch wird die Biege-
probe in axialer Richtung an allen drei Einspannstellen fixiert. Nachdem der Ver-
suchsaufbau kraftlos eingerichtet ist, das heißt der Draht ist ohne jegliche Belas-
tung, wird durch vertikale Oszillation des mittleren Klemmstempels eine konti-
nuierliche Biegewechselhysterese durchgeführt. Um Kerbwirkung an den Ein-
spannungen zu vermeiden, sind am Drahtaus- und Drahteintritt der Klemm-
stempel 4 mm Radien angebracht. Um die Wirkung der Einspannung auf die 
Probe zu beurteilen, wird eine Finite-Elemente-Berechnung der Simulation 
durchgeführt. Folgende Abbildung zeigt den Vergleich zwischen der numeri-
schen und der analytischen Biegelinie bei einer Auslenkung von 9 mm. 
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Abbildung 34: Biegewechselversuch – Vergleich der Biegelinien  

Die numerische Lösung führt zu annähernd gleichen Ergebnissen wie die analy-
tische Lösung. Die Abweichungen der beiden Kurven lassen sich durch zwei 
Effekte erklären: Zum einen ist beim numerischen Modell, wie auch beim expe-
rimentellen Aufbau, ein horizontales Gleiten der Klemmstempel und somit des 
Drahtendes im Randbereich möglich; beim analytischen Berechnungsansatz ist 
dies ausgeschlossen. Zusätzlich sind die mathematischen Randbedingungen der 
klassischen Biegetheorie (Theorie I. Ordnung) beim analytischen Berechnungs-
ansatz aufgrund der großen Verformungen nicht mehr uneingeschränkt anwend-
bar [60]. Unter Berücksichtigung dieser Aspekte lässt sich die Biegelinie des Bie-
gewechselversuchs durch die folgende Formel hinreichend genau beschreiben 
[136]. 

   
𝑤𝑤(𝑥𝑥) =

𝐹𝐹 ∙ 𝑙𝑙3

12𝐸𝐸𝐸𝐸 �3 �
𝑥𝑥
𝑙𝑙 �

2
− 2 �

𝑥𝑥
𝑙𝑙 �

3
� (6-4) 

 

Ergänzend zeigt folgende Abbildung 35 die Vergleichsspannung in GPa bei ei-
ner Auslenkung von 9 mm. Die Spannungen an Ober- und Unterseite des 
Drahts sind dem Betrage nach identisch. Der Spannungsverlauf in axialer Rich-
tung deckt sich zudem mit dem Biegemomentenverlauf der klassischen Biege-
theorie: Das Biegemoment ist an den Rändern am größten, hat einen linearen 
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Verlauf und in der Drahtmitte seinen Nulldurchgang [136]. Die Spannungen in 
der Simulation erreichen Werte von mehr als 2.000 MPa, was auf die Anwendung 
eines einfachen linear-plastischen Materialmodells zurückzuführen ist 
(MAT003). 

 

Abbildung 35: Biegewechselvorrichtung – numerische Vergleichsspannung (von Mises) in GPa 

Für die folgenden Versuche wird die Bewegung aus der Nulllage nach oben 
(auch Primärverformung genannt) mit einem positiven Vorzeichen versehen, 
nach unten hingegen (Sekundärverformung) mit einem negativen. Die folgende 
Abbildung 36 zeigt die Dehnung des Randelements mit der höchsten Spannung 
(vgl. Abbildung 35) über der Auslenkung des mittleren Stempels. Die Dehnung 
steigt mit Zunahme der Auslenkung nicht linear an. Dies hängt mit der Plastifi-
zierung der unterschiedlichen Bereiche zusammen. Nach kompletter Rückstel-
lung der Auslenkung verbleibt eine plastische Dehnung was aufgrund der plasti-
schen Verformung (zumindest in den Randbereichen) auch zu erwarten ist. 

 

von Mises [GPa]

MAT003
Versuch

Klemmstempel 
Vertikal bewegt

Klemmstempel 
Horizontal bewegt

Materialmodell
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Abbildung 36: Biegewechselvorrichtung – Auslenkung über elastisch-plastischer Dehnung 

6.2.3 Torsionswechselversuche 
Ergänzend zu den genannten Zug-/Druck- und Biegewechselversuchen werden 
Torsionswechselversuche durchgeführt. Im Vergleich zum Zug-/Druckversuch 
bringt der Torsionsversuch mehrere Vorteile mit sich: Bei einer Torsionsbelas-
tung bleibt der Probenquerschnitt konstant, das heißt die Spannung kann stets 
auf den Ausgangsquerschnitt bezogen werden [137, 138]. Des Weiteren sind 
Hysteresen mit wechselnder Belastungsrichtung problemlos durchführbar, da 
hier keine Stabilitätsprobleme, wie beispielsweise Knicken beim Zug-/Druck-
versuch, vorliegen. Für die Versuche wird analog den Zug-/Druck- und Biege-
wechselversuchen ein Runddraht mit Referenzdurchmesser von 4 mm verwen-
det. Zur Anwendung kommt eine modifizierte Zugprüfmaschine [138]. Am un-
teren feststehenden Maschinenbalken ist ein elektrischer Drehaktuator mit auf-
gesetzter Spannzange angebracht. An der oberen beweglichen Maschinentra-
verse ist ebenfalls eine Spannzange vorhanden. Sowohl die Aktuatorachse als 
auch die Achsen der Spannzangen liegen in einer Flucht. Die Drahtprobe mit 
einer Länge von 450 mm wird an beiden Enden mit den Spannzangen reib-
schlüssig eingespannt. Die freie Länge zwischen den Spannzangen beträgt bei 
einer Probenlänge von 450 mm etwa 220 mm. Um einen definierten Zustand zu 
erhalten, wird die obere bewegliche Maschinentraverse nach dem Einspannen 
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der Probe nach oben bewegt um eine definierte Zugspannung im Draht zu er-
halten (hier 20 MPa). Über den Antrieb kann der Probenkörper kontrolliert ver-
dreht werden. Die Messung des Schiebungswinkels erfolgt über eine Feindeh-
nungsmessung, welche mit zwei Drehsensoren am freien Teil des Drahts zwi-
schen den Spannzangen befestigt wird. Durch die Verdrillung des Drahts bei 
reiner Torsionsbelastung findet zwangsläufig eine, wenn auch geringe, Verkür-
zung des Drahts in axialer Richtung statt. Um dies auszugleichen, wird die obere 
Traverse auf die axiale Zugspannung geregelt und entsprechend verschoben, was 
bei Belastung zur Bewegung nach unten und bei Entlastung zu einer Bewegung 
nach oben führt. Wie bereits erwähnt, wird bei den Torsionsversuchen nicht die 
lineare Dehnung ε, sondern der Schiebungswinkel γ gemessen. Dieser ist über 
folgenden Zusammenhang definiert.  

   𝛾𝛾 =
𝑟𝑟 ∙ 𝜑𝜑𝑇𝑇

𝑙𝑙0
 (6-5) 

 

In dieser Gleichung sind die Variablen wie folgt definiert: r: Drahtradius, φT: Tor-
sionswinkel, l0: freie Länge. Die Versuche können sowohl kraft- als auch wegge-
steuert durchgeführt werden. 

6.2.4 Schleifversuche  
Um mehr Aufschluss über die durch mechanisches Schleifen eingebrachten Ei-
genspannungen zu erhalten, werden verschiedene Schleifversuche in axialer 
Richtung mit unterschiedlichen Parametern durchgeführt. Folgender Versuchs-
aufbau wird dabei einheitlich eingesetzt.  

 

Abbildung 37: Versuchsaufbau Axialschleifen [139] 

Zu zerspanender 
Querschnitt

Schleifscheibe

Schleifscheibenachse
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Verwendet wird eine unverformte, gerade Drahtprobe mit Durchmesser 4 mm 
und einer Länge von 150 mm. Die Anordnung der Probe erfolgt auf dem Mag-
nettisch parallel zur Hauptvorschubrichtung. Somit befindet sich die Probe-
nachse in tangentialer Richtung zur Schleifscheibe. Um ein ungewolltes Verrut-
schen der Probe zu vermeiden, wird der Draht mit vier umliegenden magneti-
schen Blechen gesichert. Von der Zerspanung ist der obere Bereich des Draht-
querschnitts mit einer Höhe von 1 mm betroffen, Abbildung 37. Die Schleifver-
suche werden mit einer Flachschleifmaschine vom Typ Jung HF 50 R durchge-
führt. Bei der Schleifscheibe handelt es sich um eine Edelkorund-Schleifscheibe 
des Typs Atlantic EK1 46 G6VY (ISO 525-A/F 46 G 6 V) mit einem Nenn-
durchmesser ds von 210 mm und einer Schleifscheibenbreite von 40 mm. Den 
Angaben kann entnommen werden, dass die Körnung der Schleifscheibe 46 be-
trägt und somit einen mittleren Korndurchmesser von 390 µm hat. Die Härte 
der Scheibe wird mit „weich“ angegeben. Die Bindung der Schleifkörner ist ke-
ramisch. Die Drehzahl der Scheibe beträgt ns = 3.000 U/min. Die Schnittge-
schwindigkeit beträgt dann 

   𝑣𝑣𝑐𝑐 = 𝜋𝜋 ∙ 𝑑𝑑𝑠𝑠 ∙ 𝑛𝑛𝑠𝑠 = 32,9 𝑚𝑚/𝑠𝑠 
(6-6) 

 

Die Vorschubgeschwindigkeit des Tischs beträgt konstant vfw = 30 m/min was 
zu einem Geschwindigkeitsverhältnis von qs = 65,8 führt. Bei dem verwendeten 
Kühlschmierstoff handelt es sich um AVILUB METACOOL JVW. Die Emul-
sion hat eine Konzentration von 5 %. [139] 

6.3 Finite-Elemente Modelle 
Prinzipiell kann die vorliegende Problemstellung auch mit der Finite-Elemente-
Berechnung untersucht werden. Um hierzu eine Aussage treffen zu können, wer-
den im Rahmen der vorliegenden Arbeit verschiedene Finite-Elemente-Berech-
nungen mit der Software LS-DYNA© in der Version 9.0.1 durchgeführt. Das 
Pre- und Postprocessing wird vornehmlich mit LS-PrePost in der Version 4.2 
vorgenommen. Die Parameteroptimierung wird mit der Programmerweiterung 
LS-Opt durchgeführt. Alle erwähnten Programme und -erweiterungen werden 
von Livermore Software Technology Corporation (LSTC) entwickelt und vertrieben. 
Der jeweilige Modellaufbau sowie die entsprechenden Konfigurationen werden 
im Unterkapitel 7.2 anhand der jeweiligen Untersuchungen vorgestellt. 
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6.3.1 Zug-/Druckversuche 
Für die numerische Simulation der Zug-/Druckversuche wird ein sehr einfaches 
Volumenmodell verwendet, Abbildung 38. Das Modell besteht lediglich aus ei-
nem Würfelelement, welches an seiner Unterseite in z-Richtung festgehalten 
wird. Zusätzlich wird durch die Randbedingungen sichergestellt, dass eine Kon-
traktion bzw. Ausdehnung in x- und y-Richtung möglich, ein Verschieben des 
Elements aber ausgeschlossen ist. An den oberen vier Knoten wird die vorgese-
hene Verformung in z-Richtung aufgebracht. [140, 141] 

Das Volumenelement ist ein vollintegriertes Element, das heißt, die Zu-
standsgrößen wie Spannungen und Dehnungen werden im Element jeweils an 
den 1/√3 Punkten bestimmt [142]. 

 

Abbildung 38: Numerisches Zug-/Druck-Volumenmodell [140] 

Für die Beschreibung des Materialverhaltens werden drei Materialkarten verwen-
det: MAT003, MAT024 und MAT125 [143]. Die Wahl der Werkstoffparameter 
für die einzelnen Materialkarten wird im Rahmen der Untersuchungsergebnisse 
in Kapitel 7.2 detailliert vorgestellt.  

6.3.2 Biegewechselversuche 
Für die Simulation der Biegewechselversuche wird das Modell dem Versuchs-
aufbau aus Kapitel 6.2.2 nachempfunden, Abbildung 39.  
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Abbildung 39: Numerisches Biegewechsel-Volumenmodell [140] 

Zur Reduktion der Rechenzeit wird lediglich ein Viertelmodell verwendet. So-
wohl der Draht (gelb) als auch der Klemmstempel (blau) werden mit Volumen-
elementen aufgebaut. Um eine homogene Bewegung zu ermöglichen, befindet 
sich ober- und unterhalb des Klemmstempels jeweils eine horizontale Platte aus 
Schalenelementen (rot). Über diese Platten werden die Auf- und Abwärtsbewe-
gungen des Klemmstempels aufgebracht. Der Klemmstempel und die beiden 
Platten werden im Modell als mechanisch starre Körper behandelt (MAT020). 
Für den Draht wird analog dem Zug-/Druckmodell wieder auf die Materialkar-
ten MAT003, MAT024 und MAT125 zurückgegriffen. 

 





 

7 Untersuchungsergebnisse 
Vorliegendes Kapitel dokumentiert die einzelnen Untersuchungsergebnisse und 
deren jeweilige Auswertung. Im ersten Unterkapitel (7.1) werden die durch em-
pirische Versuche erzielten Ergebnisse besprochen. Das zweite Unterkapitel 
(7.2) behandelt die numerischen Resultate. Im dritten und letzten Unterkapitel 
(7.3) werden die analytischen Berechnungen und Algorithmen vorgestellt. 

7.1 Empirische Methoden 
Sowohl für eine numerische Berechnung mittels FEM als auch im Rahmen eines 
analytischen Berechnungsansatzes ist die Kenntnis des Werkstoffverhaltens ob-
ligatorisch. Im Rahmen dieses Abschnitts werden unterschiedliche Versuchsrei-
hen durchgeführt, um Aufschluss über das Verhalten des Werkstoffs 54SiCr6 
hinsichtlich mehrmaliger plastischer Beanspruchung zu erhalten. Für den Ver-
gütungsstahl C45E+N wird auf die bereits erwähnten Versuchsergebnisse von 
SCHOLTES [78] zurückgegriffen. Hauptsächlich wird bei der empirischen Unter-
suchung aufgrund der einfachen analytischen Beschreibbarkeit auf die Grund-
beanspruchungsfälle zurückgegriffen. Da für den Vergütungsstahl C45E+N bei 
SCHOLTES keine Versuchsergebnisse zu Biegewechselversuchen vorhanden sind, 
wird dieser Werkstoff zusätzlich zum 54SiCr6 untersucht. Bereits veröffentlichte 
Untersuchungen zu ähnlichen Fragestellungen im Bereich der Umformung nut-
zen ebenfalls die Grundbeanspruchungsfälle zur Ermittlung des Materialverhal-
tens [144]. 

7.1.1 Zug-/Druck Hysterese 
Unter Verwendung der in Ziffer 6.2.1 vorgestellten Versuchsvorrichtungen wer-
den Zug-/Druckhysteresen des Werkstoffs 54SiCr6 mit einem Referenzdurch-
messer von 4 mm aufgezeichnet. Ziel der Versuche ist eine Quantifizierung des 
BAUSCHINGER-Effekts. Entsprechend dem Versuchsaufbau folgen auf eine pri-
märe elastisch-plastische Zugbeanspruchung mehrere sekundäre elastisch-plas-
tische Druckbeanspruchungen. Die Beanspruchung kann kraft- oder dehnungs-
geregelt durchgeführt werden. Bei der ersten Versuchsreihe erfolgt die Primär-
beanspruchung kraftgeregelt, Tabelle 5. Für die zweite Versuchsreihe hingegen 
wird die primäre Beanspruchung dehnungsgeregelt aufgebracht, Tabelle 6. Die 
sekundäre Beanspruchung wird bei beiden Versuchsreihen mehrstufig kraftge-
regelt durchgeführt, das heißt nach der ersten Druckbeanspruchung erfolgen 
eine vollständige Wegnahme der Beanspruchung und anschließend die Wieder-
beanspruchung in gleicher Richtung etc.  



66 

Tabelle 5: 54SiCr6 – Übersicht Zug-/Druckversuche – kraftgeregelt 

Versuchs-
nummer 

Primäre Beanspruchung 
[MPa] 

Sekundäre Beanspruchungen 
[MPa] 

2014/5 1.930 - 
2014/10 1.800 -1.800, -1.850, -1.900, -1.925 
2014/11 1.850 -1.800, -1.850, -1.900, -1.925 
2014/12 1.900 -1.800, -1.850, -1.900, -1.925 
2014/13 1.900 -1.800, -1.850, -1.900, -1.925 

Tabelle 6: 54SiCr6 – Übersicht Zug-/Druckversuche – kraft-/dehnungsgeregelt 

Versuchsnummer 
Primäre Dehnung 

[%] 
Sekundäre Beanspruchungen 

[MPa] 

2015/58 und /59 0,5 -1.700, -1.750, -1.800, -1.850 
2015/60, /61, /62 1,0 -1.700, -1.750, -1.800, -1.850 
2015/63, /64, /65 1,5 -1.700, -1.750, -1.800, -1.850 
2015/66, /67, /68 2,0 -1.700, -1.750, -1.800, -1.850 
2015/69, /70, /71 2,5 -1.700, -1.750, -1.800, -1.850 
2015/73, /74, /75 3,0 -1.700, -1.750, -1.800, -1.850 

 

Grundsätzlich kann die maximale Randfaserdehnung aufgrund der auftretenden 
Wickelverhältnisse bis minimal w = 12,5 auf εmax = 4 % eingeschränkt werden. 
Die nachstehende Abbildung 40 zeigt das Spannungs-Dehnungs-Diagramm für 
den Versuch 2014/12. Sowohl im primären (Zugbeanspruchung) als auch im 
sekundären Bereich (Druckbeanspruchung) ist nach Erreichen der jeweiligen 
Fließgrenze Rp0,2 ein kontinuierlicher Anstieg der Fließspannung zu beobachten, 
was einer Verfestigung entspricht [93]. Im sekundären Bereich zeigt die Fließ-
kurve zudem mehrere gleichgerichtete Belastungen und Entlastungen. Der BAU-

SCHINGER-Effekt lässt sich nun an zwei Sachverhalten feststellen:  

1. Nach der erfolgten primären plastischen Zugbelastung erfolgt die sekundäre 
plastische Druckbeanspruchung. Die Fließgrenze Rp, welche im primären Be-
reich bei Rp0,2 = 1.750 MPa liegt, beträgt im anschließenden Druckbereich ledig-
lich etwa Rp0,2 = 300 MPa und ist somit wesentlich niedriger als sie ohne Vorbe-
anspruchung wäre.  
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2. Im Druckbereich steigt die Druckfließgrenze nach erstmaliger plastischer 
Druckbeanspruchung und anschließender Wegnahme der Beanspruchung bei 
erneuter gleichgerichteter Beanspruchung auf das Endniveau der zuvor erfolgten 
Beanspruchung an. Nach Erreichen dieser neuen, erhöhten (Druck-)Fließgrenze 
schwenkt die Fließkurve wieder in die bereits bekannte Verfestigungskurve ein. 
Dieser Effekt ist auf die durch Versetzungen hervorgerufenen Eigenspannungs-
zonen zurückzuführen [62].  

 

Abbildung 40: 54SiCr6 – Zug-/Druckhysteresekurve 2014/12 (30.10.2014) 

Des Weiteren lassen sich bei der Wiederbeanspruchung im sekundären Bereich 
die sogenannten elastischen Hysteresen erkennen (Ziffer 4.4.3). Auf Basis die-
ser Werkstoffversuche werden die plastische Rückverformung, der Tangenten-
modul und die Sekundärfließkurve ermittelt (siehe Ziffer 4.4.2.4). 

7.1.1.1 Plastische Rückverformung 
Im ersten Schritt ist der Elastizitätsmodul anhand der HOOKEschen Geraden zu 
bestimmen. Im ideal-elastischen Fall ist diese Werkstoffkenngröße bis zum Er-
reichen der Fließgrenze konstant. Bei realer Betrachtung zeigt sich allerdings, 
dass der Elastizitätsmodul (wie auch der Schubmodul) mit steigender Beanspru-
chung stetig abnimmt [145, 146]. Eine eindeutige Erklärung für diesen Umstand 
lässt sich nicht ohne Weiteres nennen [147]. Aus diesem Grund wird der Elasti-
zitätsmodul im Bereich der HOOKEschen Geraden zwischen Beanspruchungs-
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sprung und der elastischen Spannung von 200 MPa berechnet, da in diesem Be-
reich konstantes Verhalten angenommen werden kann. Zur rechnerischen Be-
stimmung der theoretisch bleibenden Verformung wird, ausgehend vom Punkt 
der maximalen Dehnung bei maximaler Beanspruchung, eine theoretische Ent-
lastungsgerade (gestrichelte Gerade in Abbildung 40) angenommen. Die Stei-
gung dieser Entlastungsgerade entspricht dem zuvor ermittelten Elastizitätsmo-
dul. Die Entlastungsgerade ist somit eine Parallele zur HOOKEschen Geraden. 
Die Differenz zwischen theoretischer Entlastungsgeraden und tatsächlicher Ent-
lastungskurve am Schnittpunkt mit der Abszisse entspricht der plastischen Rück-
verformung ∆𝜀𝜀𝑝𝑝∗ . Die Ermittlung der plastischen Rückverformung erfolgt für die 
primäre und die sekundäre Beanspruchung jeweils getrennt. Für eine bessere 
Unterscheidung der plastischen Rückverformung ∆𝜀𝜀𝑝𝑝∗  wird dies im Index für die 
primäre Entlastung (Phase 2) ∆𝜀𝜀𝑝𝑝,2

∗  und sekundäre Entlastung (Phase 4) ∆𝜀𝜀𝑝𝑝,4
∗ , 

berücksichtigt.  

 

Abbildung 41: 54SiCr6 – Plastische Rückverformung nach primärer Beanspruchung 

Die in Abbildung 41 dargestellte Modellkurve lässt sich mit der nachstehenden 
mathematischen Formulierung (7-1) in Form einer Sättigungsfunktion be-
schreiben. Die Koeffizienten werden anhand der Methode der kleinsten Quad-
rate (im Folgenden Abk. KQ) bestimmt, wobei 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗  den maximal erreichbaren 
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Wert darstellt. Als hinreichende Bedingung für die Güte bzw. die Verwendbar-
keit der gewonnenen Koeffizienten wird das Bestimmtheitsmaß berechnet. Für 
eine ausreichende Genauigkeit sollte dieses Maß den Wert von R² = 90 % nicht 
unterschreiten. 

 

   ∆𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗ �1 − 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝
∗ 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝 � + 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝∗    (7-1) 

Wobei 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 0,00243, 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 0, 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = −62,495 
ist. 

 

Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten beträgt R² = 99,4 % 
und ist somit ausreichend genau. 

Bei der sekundären (Druck-)Beanspruchung liegt sowohl eine negative Span-
nung als auch eine negative Dehnung (Stauchung) vor. Aus Gründen der Ver-
gleichbarkeit sind beide Größen in Abbildung 42 dem Betrag nach aufgetragen. 

 

Abbildung 42: 54SiCr6 – Plastische Rückverformung nach sekundärer Beanspruchung 

Die in Abbildung 42 dargestellte Kurve lässt sich ebenfalls mit der Gleichung 
(7-1) beschreiben. Die Parameter sind allerdings unter Zuhilfenahme der KQ 
wie folgt zu wählen, (7-2). 
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𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝,4∗ = 0,000686, 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝,4∗ = 0,00024, 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝,4∗ = −69,29 
(7-2) 

Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten in Abbildung 42 
beträgt R² = 93,5  % und ist somit ebenfalls größer als 90 %. 

Sowohl für die primäre als auch für die sekundäre Beanspruchung ist ein stetiger 
Anstieg der plastischen Rückverformung mit zunehmender plastischer Dehnung 
zu verzeichnen, was bei Stahlwerkstoffen zu erwarten ist [77, 81, 90, 99, 101]. 
Erklärt werden kann dies durch die steigende Dichte an frei werdenden Gleit-
versetzungen bei zunehmender plastischer Verformung, was wiederum einer hö-
heren Anzahl an gleitfähigen Versetzungen bei Entlastung entspricht [20, 78]. 
Bei beiden Graphen handelt es sich im betrachteten Bereich um streng konkave 
Funktionen. Vergleichend ist festzustellen, dass die plastische Rückverformung 
bei der primären Beanspruchung etwa doppelt so groß ist, wie bei der sekundä-
ren Beanspruchung. Der Grund hierfür liegt im Wesentlichen an der hohen An-
zahl an Versetzungen im martensitischen Ausgangsgefüge, die bei der primären 
Beanspruchung in Bewegung gesetzt werden. Bei einer sekundären Beanspru-
chung haben sich bereits einige der beweglichen Versetzungen gegenseitig auf-
gehoben und tragen somit nicht mehr zum Mechanismus bei. Die Kurve der 
plastischen Rückverformung bei sekundärer Beanspruchung, verglichen mit de-
rer bei primärer Beanspruchung, beginnt nicht im Ursprung. Für den Bereich 
zwischen 0 % und 0,2 % plastischer sekundärer Dehnung liegen keine Mess-
werte vor, da dieser Bereich versuchstechnisch schwer abzubilden ist. Der Kur-
venverlauf ist somit in diesem Bereich nicht auf das Werkstoffverhalten, sondern 
auf die mathematische Formulierung (7-1) zurückzuführen.  

Die Untersuchungen von SCHOLTES [78] zeigen, dass der Werkstoff C45E so-
wohl im normalisierten (+N) als auch im vergüteten Zustand ebenfalls über eine 
plastische Rückverformung verfügt, Abbildung 43. Verglichen mit der plasti-
schen Rückverformung des 54SiCr6 ist diese beim C45E+N geringer. Dies ist 
zum einen auf das gröbere, nicht-martensitische Gefüge und zum anderen auf 
den normalisierten Zustand zurückzuführen. Beide Faktoren haben zur Folge, 
dass die Dichte an Versetzungen und deren Aufstauen an den Korngrenzen ge-
ringer ausfällt als beim ölschlussvergüteten Federstahl.  
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Abbildung 43: C45E+N – Plastische Rückverformung nach primärer Beanspruchung (vgl. [78]) 

Der qualitative Verlauf der Kurve ist dennoch vergleichbar: Beginnend im Ur-
sprung ist eine mit zunehmender plastischer Verformung auch zunehmende 
plastische Rückverformung festzustellen. Der mit zunehmender plastischer Ver-
formung sinkende Gradient ist auch bei diesem Werkstoff zu finden. Die Koef-
fizienten der Gleichung (7-1) ergeben sich nach Anwendung der KQ wie folgt. 

𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 0,000963, 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 0, 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = −54,79 
(7-3) 

 

Die Ermittlung des Bestimmtheitsmaßes ist in diesem Fall nicht nötig, da hier 
keine einzelnen Versuchsergebnisse verwendet werden, sondern bereits die von 
SCHOLTES verwendete Kurve zu Grunde liegt. Für die sekundäre Beanspru-
chung lassen sich keine plastischen Rückverformungen aus den vorhandenen 
Daten ermitteln. Da es die Charakteristik mit sicherer Wahrscheinlichkeit der 
plastischen Rückverformung bei primärer Beanspruchung entspricht, wird für 
die folgenden Modellbetrachtungen die Analogie zum 54SiCr6 gezogen und die 
Werte in erster Näherung halbiert, Abbildung 44. Entsprechend dieser Annahme 
kann die mathematische Formulierung auf folgende Parameter zurückgeführt 
werden. 
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𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝,4∗ = 0,000481, 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝,4∗ = 0, 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝,4∗ = −54,79 
(7-4) 

 

 

Abbildung 44: C45E+N – Konstruierte plastische Rückverformung nach sekundärer Beanspruchung 

7.1.1.2 Tangentenmodul 
Aus den beiden Versuchsreihen wird als weitere Information die Steigung beim 
Nulldurchgang im Spannungs-Dehnungs-Diagramm ermittelt. Diese Größe 
wird nach Ziffer 4.4.2.4 auch Tangentenmodul genannt. Der Tangentenmodul 
wird auf der Entlastungskurve unmittelbar vor Erreichen der horizontalen Achse 
im Entlastungsbereich bestimmt. Dieser Bereich wird, bezogen auf die Ordinate, 
auf 20 MPa vor Erreichen der Abszisse eingegrenzt. Eine Ermittlung des Tan-
gentenmoduls bei anschließender Belastung in entgegengesetzter Richtung, also 
über den Nulldurchgang hinweg (beispielsweise von -10 MPa bis +10 MPa) er-
scheint im ersten Moment sinnvoll und zielführend. Allerdings ist dieses Verfah-
ren nur dann anwendbar, wenn die Fließkurve nach Erreichen der Abszisse im 
angrenzenden Quadranten fortgesetzt wird. Dies ist nur dann der Fall, wenn ein 
Vorzeichenwechsel in der Beanspruchung vorliegt. Die ausschließliche Bestim-
mung des Tangentenmoduls im Entlastungsbereich der Fließkurve führt zu einer 
durchgängigen Vergleichbarkeit der Ergebnisse. Zudem wäre der Tangentenmo-
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dul bei einer Betrachtung über den Nulldurchgang hinweg abhängig von der Se-
kundärfließkurve. Analog der Bestimmung der plastischen Rückverformung 
wird auch beim Tangentenmodul zwischen den Ergebnissen bei primärer und 
sekundärer Beanspruchung unterschieden.  

 

Abbildung 45: 54SiCr6 – Tangentenmodul nach primärer Beanspruchung 

Die Abbildung 45 zeigt den Tangentenmodul für die primäre plastische Bean-
spruchung. Der Tangentenmodul nimmt mit zunehmender plastischer Verfor-
mung ab. Ab etwa 2,5 % plastischer Dehnung nimmt der Graph einen konstan-
ten Wert von 141.975 MPa an. Der Verlauf des Tangentenmoduls über der plas-
tischen Verformung lässt sich mit der Beziehung nach YOSHIDA et al. beschrei-
ben [148]. 

   𝐸𝐸𝑇𝑇,2 = 𝐸𝐸0 − (𝐸𝐸0 − 𝐸𝐸𝑎𝑎)(1− 𝑒𝑒−𝐶𝐶0∙𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝)   
(7-5) 

wobei 𝐸𝐸0 = 𝐸𝐸0,2 = 206.000 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝐸𝐸𝑎𝑎 = 𝐸𝐸𝑎𝑎,2 = 141.975 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

und 𝐶𝐶0 = 𝐶𝐶0,2 = 141,9 ist. 
 

Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten beträgt 
R² = 99,3 %. 
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Dieser Verlauf der Kurve erscheint aus Sicht der plastischen Rückverformung 
völlig plausibel: Analog der im Bereich kleiner plastischer Verformungen steilen 
Zunahme der plastischen Rückverformung findet hier ein steiler Abfall des Tan-
gentenmoduls statt. Ab etwa 2,5 % plastischer Verformung stellt sich beim Tan-
gentenmodul ein konstanter Wert von etwa 68,5 % des ursprünglichen Elastizi-
tätsmoduls ein. Dieselbe Grafik lässt sich ebenfalls für die sekundäre Beanspru-
chung erstellen, Abbildung 46. Der Graph nimmt qualitativ einen vergleichbaren 
Verlauf wie in der in Abbildung 45 an. Interessant ist, dass auch hier der Tan-
gentenmodul auf etwa 68,5 % des ursprünglichen Elastizitätsmoduls abfällt. Ma-
thematisch ist ebenfalls eine Beschreibung nach YOSHIDA et al. anhand Glei-
chung (7-5) möglich; die entsprechenden Parameter sind wie folgt zu wählen. 

 𝐸𝐸0 = 𝐸𝐸0,4 = 192.177 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝐸𝐸𝑎𝑎 = 𝐸𝐸𝑎𝑎,4 = 141.925 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

und 𝐶𝐶0 = 𝐶𝐶0,4 = 139,1 
(7-6) 

 

 

Abbildung 46: 54SiCr6 – Tangentenmodul nach sekundärer Beanspruchung 

Für den Bereich zwischen 0 und 0,2 % plastischer Verformung liegen, wie vor-
stehend erwähnt, keine Messungen vor. Wie bereits bei der plastischen Rückver-
formung ist auch hier der Kurvenverlauf in diesem Bereich nicht zwangsläufig 
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auf das Werkstoffverhalten, sondern auf die mathematische Formulierung zu-
rückzuführen. Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten be-
trägt R² = 96,4 %. 

Für den Werkstoff C45E+N wird hinsichtlich des Tangentenmoduls ebenfalls 
auf die Ergebnisse der Untersuchungen von SCHOLTES [78] zurückgegriffen. Ab-
bildung 47 zeigt den Verlauf des Tangentenmoduls, ebenfalls aufgetragen über 
der plastischen Verformung. Der Tangentenmodul fällt auf einen konstanten 
Wert von 38,1 % seines ursprünglichen Werts ab. Auch für diesen Werkstoff 
lässt sich der Verlauf des Tangentenmoduls mit der Gleichung (7-5) nach YOS-

HIDA et al. beschreiben. Die Parameter sind in diesem Fall wie folgt zu wählen. 

 

 𝐸𝐸0 = 𝐸𝐸0,2 = 209.324 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝐸𝐸𝑎𝑎 = 𝐸𝐸𝑎𝑎,2 = 79.721 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

und 𝐶𝐶0 = 𝐶𝐶0,2 = 387,8 
(7-7) 

 

 

Abbildung 47: C45E+N – Tangentenmodul nach primärer Beanspruchung 

Die Darstellung des Tangentenmoduls nach sekundärer Beanspruchung ist auf-
grund der vorhandenen Daten nicht möglich. Wie sich im weiteren Verlauf der 
Arbeit zeigen wird, ist die Kenntnis dieser Größe nicht zwingend erforderlich. 
Um einen Vergleich der Tangentenmoduli zu erhalten, lassen sich die Kurven 
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aus den Abbildungen 45 bis 47 auf ihren jeweiligen Startwert, hier den Elastizi-
tätsmodul, normieren. Dies führt zum sogenannten bezogenen Sekantenmodul 
und ist für alle drei Kurven in folgender Abbildung 48 dargestellt. Die beiden 
Verläufe des bezogenen Sekantenmoduls für 54SiCr6 sind nahezu deckungs-
gleich und finden sich bei 68,5 % ein. Der Unterschied zum C45E+N hingegen 
ist sehr gut erkennbar. Der Vergütungsstahl erreicht viel kleinere Werte für den 
Sekantenmodul als der ölschlussvergütete Federstahl, nämlich 38,1 %. Aller-
dings erreicht der C45E+N bereits bei etwa 1,25 % plastischer Dehnung sein 
konstantes Niveau, was beim 54SiCr6 erst bei etwa 2,75 % erreicht wird. 

 

Abbildung 48: Bezogener Sekantenmodul für 54SiCr6 und C45E+N 

7.1.1.3 Sekundärfließkurve 
Als dritte Eigenschaft wird für beide Werkstoffe die Abhängigkeit der sekundä-
ren Fließkurve von der bereits erfolgten primären Beanspruchung untersucht. 
Im Folgenden werden die Fließkurven für die sekundäre Beanspruchung über 
der sekundären Gesamtverformung (elastisch und plastisch) aufgetragen und als 
Grundlage für diese Untersuchung herangezogen. Dabei sind aus Gründen der 
Vergleichbarkeit sowohl die Spannung als auch die Dehnung dem Betrage nach 
aufgetragen. Zudem werden alle Fließkurven in den Koordinatenursprung ge-
legt. Tatsächlich befindet sich der jeweilige Kurvenursprung am Nulldurchgang 
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der primären Entlastungskurve, was der Phase 2 bzw. der Phase 3 in Abbildung 
19 entspricht.  

Für den Werkstoff 54SiCr6 zeigt das Diagramm in Abbildung 49 sieben Sekun-
därfließkurven, das heißt die Kurven sind durch plastische Druckbeanspruchung 
entstanden. Allen Fließkurven gemeinsam ist eine zuvor durchgeführte plasti-
sche Zugverformung. Die Höhe der primären plastischen Verformung variiert 
bei den aufgetragenen Kurven und beträgt zwischen 0,26 % beim Versuch 
2014/10 und 2,76 % beim Versuch 2015/73. Der Kurvenschar im Diagramm 
ist zu entnehmen, dass mit steigender plastischer Primärverformung die Sekun-
därfließkurve einen flacheren Verlauf annimmt, wobei der Bereich bis etwa 
300 MPa quasi-elastisch verläuft. 

 

Abbildung 49: 54SiCr6 – Sekundärfließkurve abhängig der primären plastischen Dehnung (0 bis 3 %) 

Abbildung 50 zeigt die Sekundärfließkurven für den Werkstoff C45E+N. Die 
vier dargestellten Kurven basieren auf den bereits erwähnten Versuchen von 
SCHOLTES [78]. Beim C45E+N zeigt sich ein ähnliches Werkstoffverhalten wie 
bereits beim 54SiCr6: Mit steigender plastischer primärer Dehnung flacht die 
Sekundärfließkurve ab. Der quasi-elastische Bereich verläuft hier, wie in [78] be-
reits festgestellt, zwischen Null und 130 MPa. Die Steigung dieses Bereichs ent-
spricht dem Tangentenmodul, was zum Absinken der Steigung mit zunehmen-
der plastischer Dehnung führt. 
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Abbildung 50: C45E+N: Konstruierte Sekundärfließkurve abh. der plastischen Dehnung (0 bis 2 %) 

Da sowohl die Versuchstemperatur stets bei Raumtemperatur ist, als auch die 
Versuchsgeschwindigkeit stets bei ca. 5 mm/min liegt, wird unterstellt, dass die 
sekundäre Fließkurve allein von der plastischen Dehnung im primären Bean-
spruchungsbereich abhängig ist. Dies ist plausibel, da dies der einzige variable 
Parameter bei den Versuchen ist und sich auch mit den Beobachtungen anderer 
Autoren [20, 78] deckt. Die mathematische Beschreibung der Kurvenschar lässt 
sich folgendermaßen formulieren. Alle Kurven in Abbildung 49 und Abbildung 
50 haben anfangs ein quasi-elastisches Verhalten. Der Elastizitätsmodul für die-
sen Bereich entspricht dem Tangentenmodul, welcher wiederum von der plasti-
schen Dehnung der primären Beanspruchung abhängt. Die Fließdehnung ergibt 
sich demnach anhand des Quotienten aus sekundärer Fließgrenze und dem Tan-
gentenmodul  𝜎𝜎𝐹𝐹,3/𝐸𝐸𝑇𝑇(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2) und ist somit für jede plastische Dehnung unter-
schiedlich. Anschließend nimmt die Kurve einen von der vorherigen Plastifizie-
rung abhängigen Verlauf an. Für die mathematische Beschreibung der sekundä-
ren Fließkurve wird auf folgende Formulierung zurückgegriffen. 

  𝜎𝜎�𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔,3� = 𝐸𝐸𝑇𝑇(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2) ∙ 𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔,3 für 𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔,3 ≤
𝜎𝜎𝐹𝐹,3

𝐸𝐸𝑇𝑇(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2)
  

𝜎𝜎�𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔,3� = 𝜎𝜎𝐹𝐹,3 + 𝑎𝑎3 ∙ �1 − 𝑒𝑒−𝛿𝛿(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2)∙�𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔,3−𝜀𝜀𝐹𝐹,3��  für  𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔,3 > 𝜎𝜎𝐹𝐹,3

𝐸𝐸𝑇𝑇(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2)
 (7-8) 
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Für Dehnungen kleiner der Fließdehnung 𝜀𝜀𝐹𝐹,3 = 𝜎𝜎𝐹𝐹,3/𝐸𝐸𝑇𝑇(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2)  wird aufgrund 
des quasi-elastischen Verhaltens ein linearer Zusammenhang angenommen. Der 
anschließende Bereich wird anhand einer Sättigungsfunktion mit dem Sätti-
gungswert von a3 = Rm beschrieben. Diese Annahme ist bereits bei SCHOLTES 
[78] zu finden: Die Zugfestigkeit des Werkstoffs C45E+N ist sowohl im Zug- 
als auch im Druckbereich unabhängig von der plastischen Vorverformung stets 
unverändert. Die vorliegende Untersuchung am 54SiCr6 zeigt auch dieses Ver-
halten und hat ebenfalls die Zugfestigkeit als Grenzwert. Somit lassen sich für 
die beiden Werkstoffe folgende Parameter festlegen. 

54SiCr6 𝜎𝜎𝐹𝐹,3 = 300 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 und 𝑎𝑎3 = 𝑅𝑅𝑚𝑚 = 1.900 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

C45E+N 𝜎𝜎𝐹𝐹,3 = 130 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 und 𝑎𝑎3 = 𝑅𝑅𝑚𝑚 = 620 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 

 

Im Exponent befindet sich das Produkt aus plastischer Dehnung (𝜀𝜀𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔,3 − 𝜀𝜀𝐹𝐹,3) 
und der sogenannten Sekundärfließkurvenfunktion 𝛿𝛿(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2), welche die eigent-
liche Abhängigkeit zur plastischen Vorverformung darstellt. Für die Bestim-
mung der Funktion wird für die vorhandenen Sekundärfließkurven aus den Ver-
suchen 2014/10 bis 2014/13 und 2015/58 bis 2015/75 (teilweise in Abbildung 
49 dargestellt) der entsprechend benötigte Funktionswert für 𝛿𝛿(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2) anhand 
der Methode der kleinsten Quadrate bestimmt [149]. Folgende Tabelle 7 und 8 
zeigen die so ermittelten Ergebnisse für die Sekundärfließkurvenfunktion bei 
den Werkstoffen 54SiCr6 und C45E+N. 

Tabelle 7: 54SiCr6 – Parameter der Sekundärfließkurvenfunktion 

Primäre plastische Dehnung 
𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2 [%] 

Sekundärfließkurvenparameter 
𝛿𝛿(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2) [-] 

0,51 87,48 
0,96 71,91 
1,46 62,84 
1,96 56,21 
2,45 52,28 
2,76  49,80 
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Tabelle 8: C45E+N – Parameter der Sekundärfließkurvenfunktion 

Primäre plastische Dehnung 
𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2 [%] 

Sekundärfließkurvenparameter 
𝛿𝛿(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2) [-] 

0,5 104 
1,0 60,0 
1,5 45,0 
2,0  35,5 

 

Die Ergebnisse aus Tabelle 7 und 8 lassen sich auch grafisch darstellen, Abbil-
dung 51.  

Die Sekundärfließkurvenfunktion 𝛿𝛿(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2) in Abbildung 51 kann durch eine 
streng monoton fallende Abklingfunktion mit den beiden Parametern 𝛿𝛿𝐴𝐴 und 𝛿𝛿𝐵𝐵 
beschrieben werden. 

   𝛿𝛿�𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2� = 𝛿𝛿𝐴𝐴 ∙ 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2
𝛿𝛿𝐵𝐵  (7-9) 

 

Abbildung 51: 54SiCr6 – Sekundärfließkurvenparameter δ(εpl,2) 
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Die ermittelten Parameter für die jeweilige Sekundärfließkurvenfunktion können 
folgender Tabelle entnommen werden. Zusätzlich ist das jeweilige Be-
stimmtheitsmaß aufgeführt. 

Tabelle 9: C45E+N – Parameter der Sekundärfließkurvenfunktion 

Werkstoff 𝛿𝛿𝐴𝐴 𝛿𝛿𝐵𝐵 R² 

54SiCr6 15,18 -0,333 99,8 % 
C45E+N  1,751 -0,77 99,9 % 

 

Somit lassen sich mit den beiden Formulierungen (7-8) und (7-9) die Sekundär-
fließkurven der beiden Werkstoffe hinreichend genau beschreiben.  

7.1.2 Wechselverformungskurven – wechselnde Biegung 
Folgender Abschnitt dokumentiert die Versuchsergebnisse, die auf der in Zif-
fer 6.2.2 vorgestellten Biegewechselvorrichtung basieren. Im Rahmen der Unter-
suchung werden sechs Werkstoffe betrachtet, nämlich die vier Stahlsorten 
54SiCr6 (1.7102), S235JR+C (1.0038), C45E+N (1.1191), 11SMb30+C (1.0715) 
sowie der Aluminiumwerkstoff AlCu4PbMgMn (EN AW-2007) und die Kup-
ferlegierung CuZn39Pb3 (CW614N). Für diese Arbeit sind allerdings nur die Er-
gebnisse für die Werkstoffe 54SiCr6 und C45E+N relevant. Für die Ergebnisse 
der anderen Versuchsreihen wird auf [150] verwiesen. Ziel der Versuche ist die 
Untersuchung und die Beschreibung bzw. Quantifizierung der Ver- und Entfes-
tigung der Werkstoffe. Nachstehend werden zuerst die Ergebnisse getrennt nach 
Werkstoffen vorgestellt. Eine vergleichende Betrachtung erfolgt im Anschluss. 

7.1.2.1 54SiCr6 (1.7102) 
Tabelle 10 zeigt die für den Werkstoff 54SiCr6 durchgeführten Biegewechsel-
versuche. Bei der Untersuchung variieren sowohl die Auslenkung als auch die 
Umformgeschwindigkeit. Um die Ergebnissicherheit zu verbessern werden von 
jeder Konfiguration mehrere Versuche durchgeführt. Jeder Versuch beinhaltet 
zehn Zyklen. Das heißt, die Hysterese umfasst zehn Hinverformungen (Phase 1 
und 2) sowie zehn Rückverformungen (Phase 3 und 4). Einzelne Hin- oder 
Rückverformungen, einschließlich der daran anschließenden Entlastung, werden 
auch als Halbzyklen bezeichnet. Ein Zyklus setzt sich somit aus zwei Halbzyklen 
zusammen. 
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Tabelle 10: 54SiCr6 – Übersicht Biegewechselhysterese (beidseitige Biegung) 

Versuchsnummer 
An-
zahl 

Auslenkung 
[mm] 

Geschwindig-
keit [mm/min] 

2016/30, /33, /36 3 ±4 10 
2015/5, /12, /78, 2016/8, /9 5 ±5 10 
2015/147, /148 2 ±5 15 
2016/15 bis 2015/19 5 ±5 100 
2016/7, /11 bis /14 5 ±5 200 
2016/28, /31, /34 3 ±6 10 
2015/8, /10, /79, 2016/20 4 ±7 10 
2015/149, /150 2 ±7 15 
2016/10, /37, /38 3 ±7 100 
2016/36, /40 2 ±7 200 
2016/29, /32, /35 3 ±8 10 
2015/9, /11, /80, 2016/21, /22 5 ±9 10 
2015/151, /152 2 ±9 15 
2016/23, /27  5 ±9 100 
2016/41, /42 2 ±9 200 
2015/13, /14, /81 3 ±10 10 
2015/111, /124 2 ±11 10 
2015/153 bis /155 3 ±11 15 
2015/112, /126 2 ±12 10 
2015/123, /125 2 ±13 10 

 

Nachstehende Abbildung 52 zeigt exemplarisch die Biegewechselhysterese für 
den Versuch 2015/155 mit einer Auslenkung des mittleren Klemmstempels von 
±11 mm bei einer konstanten Umformgeschwindigkeit von 15 mm/min. Im 
Vergleich zu den Zug-/Druckhysteresen wird hier kein Spannungs-Dehnungs-
Diagramm verwendet, sondern ein Kraft-Weg-Diagramm. CHRIST [74] baut be-
reits bei seinen Untersuchungen auf diese Darstellung auf. Da diese ebenfalls im 
Rahmen dieser Arbeit geschieht, wird die Darstellung im beibehalten.  
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Abbildung 52: 54SiCr6 – Biegewechselhysterese, Versuch 2015/155  

Nach Erreichen der maximalen Auslenkung verweilt der mittlere Klemmstempel 
für eine Sekunde in der erreichten Position, bevor die Bewegung in der entge-
gengesetzten Richtung fortgesetzt wird. Die Eindeutigkeit der Ergebnisse wird 
durch dieses Verweilen wesentlich verbessert. Verglichen mit einem üblichen 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm zeigt das Biegewechseldiagramm die Kraft des 
mittleren Klemmstempels über dem Weg bzw. der Auslenkung. Der Graph be-
schreibt zehn Zyklen mit wechselnder Auslenkung von ±11 mm. Gut zu erken-
nen ist das betragsmäßige Absinken der Maximal- bzw. Minimalkraft am Ende 
des jeweiligen Halbzyklus im Vergleich zum vorherigen Halbzyklus. Die Ab-
nahme der Maximalkraft von der ersten Hinverformung zur zweiten Hinverfor-
mung (beides Phase 1, im ersten Quadranten des Diagramms) ist hier am größ-
ten. Nach der letzten Rückverformung wird die Probe bis zur Kraftfreiheit ent-
lastet und verbleibt bei einer plastischen Verformung von etwa -4 mm. Analog 
den Ausführungen in Ziffer 4.4.5 zeigt Abbildung 53 die Wechselverformungs-
kurven nach CHRIST für die Biegewechselversuche mit konstanter Auslenkung 
bei einer Umformgeschwindigkeit von 10 mm/min über zehn Zyklen (N). Die 
einzelnen Kurven basieren auf den arithmetischen Mittelwerten der Versuche 
aus Tabelle 10. Im Anhang befinden sich jeweiligen Ergebnisse in Tabellenform, 
Tabelle 20. 
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Abbildung 53: 54SiCr6 – Wechselverformungskurven v = 10 mm/min 

Der Vergleich der Wechselverformungskurven untereinander zeigt mit dem An-
steigen der Auslenkung von 4 bis 13 mm eine stetige Zunahme der ΔW/2 Werte. 
Bezogen auf die jeweilige Kurve mit konstanter Auslenkung ist eine stetige Ab-
nahme der ΔW/2 Werte mit zunehmender Zyklenzahl festzustellen, wobei die 
Differenz zweier aufeinander folgender Halbzyklen mit steigender Zyklenzahl, 
im Vergleich zum vorherigen Wert, abnimmt. Dieses Verhalten wird als Entfes-
tigung bezeichnet [74]. Die Entfestigung ist, absolut gesehen, bei größerer Aus-
lenkung stärker ausgeprägt als bei kleinen. Insbesondere bei den Kurven mit 
kleiner Auslenkung ist das entfestigende Verhalten in Abbildung 53 graphisch 
und auch rechnerisch nur schwer zu erkennen. Dies ist zum einen auf das hohe 
Kraftniveau und der speziell bei kleiner Auslenkung gering abnehmenden Maxi-
malkraft zurückzuführen. Zudem ist eine Vergleichbarkeit von zwei Kurven 
nicht ohne weiteres möglich, da aufgrund der unterschiedlich hohen Kraftni-
veaus kein einheitlicher Bezug existiert. Aus diesem Grund erscheint die alleinige 
Darstellung der Ergebnisse anhand der Wechselverformungskurven für eine Be-
urteilung der Ver- bzw. Entfestigung nicht ausreichend. Die Versuchsergebnisse 
werden im Folgenden durch die Darstellung der Maximalkraftdifferenz [150], 
welche auf den Grundüberlegungen von PAUL et al. [151] basiert, ergänzt. Hierzu 
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wird jeweils die Differenz der Maximalkraft zweier aufeinander folgenden pri-
mären oder sekundären Beanspruchungen ermittelt, Abbildung 54. Ein Zyklus 
umfasst somit zwei Maximalkraftdifferenzen.  

  

Abbildung 54: Definition der bezogenen Maximalkraftdifferenz 

Mathematisch lässt sich die absolute Maximalkraftdifferenz wie folgt ausdrü-
cken. 

   ∆𝐹𝐹𝑖𝑖,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑖𝑖� − �𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑖𝑖+2� (7-10) 

 

Um die Vergleichbarkeit verschiedener Materialien bzw. verschiedener Lastni-
veaus sicherzustellen, wird die absolute Maximalkraftdifferenz modifiziert und 
auf den ersten Maximalwert Fmax,1 normiert bzw. bezogen. 

   
∆𝐹𝐹𝑖𝑖,𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 =

∆𝐹𝐹𝑖𝑖,𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,1

=
�𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑖𝑖� − �𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,𝑖𝑖+2�

𝐹𝐹𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚,1
 (7-11) 

 

Durch diese relative Maximalkraftdifferenz ist eine prozentuale und vom jewei-
ligen Belastungsniveau unabhängige Ver- bzw. Entfestigung des Materials be-
stimmbar. Die folgenden beiden Diagramme (Abbildung 55 und Abbildung 56) 
zeigen die relative Maximalkraftdifferenz für den Werkstoff 54SiCr6. Die Auf-
teilung der Kurven auf zwei Diagramme ist der besseren Übersichtlichkeit ge-
schuldet und umfasst in der ersten Abbildung die Auslenkungen von 4 mm bis 
9 mm und in der weiteren Abbildung die Auslenkungen von 9 mm bis 13 mm.  
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Abbildung 55: 54SiCr6 – relative Maximalkraftdifferenz (4 mm – 9 mm) 

 

 

Abbildung 56: 54SiCr6 – relative Maximalkraftdifferenz (9 mm – 13 mm) 
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Beiden Diagrammen ist zu entnehmen, dass der Werkstoff 54SiCr6 unter der 
Biegewechselbelastung entfestigt, da die einzelnen ΔFrel-Werte durchgehend po-
sitiv sind. Die relative Maximalkraftdifferenz als Kenngröße für die Entfestigung 
des Materials nimmt bei konstant bleibender Auslenkung mit zunehmender Zyk-
lenzahl ab und tendiert mit steigender Zyklenzahl gegen Null. Eine Verfestigung 
(negative ΔFrel-Werte) ist rechnerisch lediglich bei der 4 mm Kurve vereinzelt zu 
finden und ist vermutlich auf Messungenauigkeiten zurückzuführen. Im Folgen-
den findet dies aufgrund der kleinen Beträge keine weitere Beachtung. Ab dem 
zehnten Halbzyklus betragen die relativen Maximalkraftdifferenzen bei allen 
Auslenkungen weniger als 0,5 %. Bei der Betrachtung der Ergebnisse für den 
ersten Zyklus ist festzustellen, dass mit steigender Auslenkung bis einschließlich 
9 mm eine Zunahme der Entfestigung erfolgt. Größere Auslenkungen führen zu 
keiner größeren Entfestigung, was an den, abgesehen von werkstoff- und mess-
technischer Unschärfe, gleichbleibenden ΔFrel-Werten erkennbar ist. Bei den 
Versuchen mit Auslenkungen von mehr als 10 mm kann an der Probenober- 
und Probenunterseite (Stellen mit maximaler Biegespannung) bereits nach der 
ersten Belastung anfangs mikroskopische und später makroskopische Rissbil-
dung festgestellt werden. Aufgrund der geringen Bruchdehnung des Materials 
(Tabelle 2) liegen in diesen Querschnittsbereichen lokale Gewaltbrüche aufgrund 
Überlast vor. Da dieser Bruch bereits bei der ersten Auslenkung auftritt, ist dies 
durch die graphische Betrachtung der Wechselverformungskurven nicht erkenn-
bar: Aufgrund des bei größeren Auslenkungen geringeren Querschnitts (nach 
dem Versagen der äußersten Randfasern) ist mit einer Reduktion der benötigten 
Umformkraft durch die Verringerung des Widerstandsmoments zu rechnen, was 
beim ersten ΔFrel-Wert auch durch die Reduktion des Kraftniveaus sichtbar ist. 
Bei den folgenden Halbzyklen wird dies allerdings durch die zusätzlich benötigte 
Kraft der bereits plastifizierten Bereiche des Querschnitts kompensiert. Abgese-
hen vom ersten ΔFrel-Wert sind somit die Kurven mit größerer Auslenkung quasi 
deckungsgleich. Die Kurve mit einer Auslenkung von 4 mm ist die einzige, bei 
der der erste ΔFrel-Wert niedriger ist als der zweite. Beim Blick auf die Stan-
dardabweichung lässt sich feststellen, dass die Streuung der Werte nicht die Ur-
sache dieser Abweichung ist. Verantwortlich hierfür ist die Tatsache, dass bei 
einer sehr geringen Auslenkung, wie dies bei einem Hub von 4 mm der Fall ist, 
die erste Belastung nur zu einer minimalen Plastifizierung der äußersten Randfa-
ser führt. Nach Abbildung 36 beträgt die Dehnung an der höchst belasteten 
Stelle etwa 0,9 %, was bei einer Fließgrenze von etwa 0,8 % nur zu einer gering-
fügigen plastischen Verformung von etwa 0,1 % führt. Diese geringe plastische 
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Deformation führt dazu, dass der BAUSCHINGER Effekt beim zweiten Halbzyk-
lus, also bei der ersten Sekundärbelastung, nur sehr begrenzt auftritt. Mit stei-
gender Halbzyklenzahl nimmt der BAUSCHINGER Effekt allmählich immer stär-
ker zu, was in diesem Fall dazu führt, dass die relative Maximalkraftdifferenz 
beim zweiten Halbzyklus am größten ist. Bei größeren Auslenkungen ist die plas-
tische Verformung bereits beim zweiten Halbzyklus ausreichend vorhanden, was 
zu hohen ersten relativen Maximalkraftdifferenzen führt. 

Hinsichtlich der Umformgeschwindigkeit liegen für die Auslenkungen 5 mm, 
7 mm und 9 mm Versuche mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten vor. Fol-
gende Abbildung 57 zeigt exemplarisch die vier Verläufe der relativen Maximal-
kraftdifferenz über der Zyklenzahl bei einer Auslenkung von 9 mm. Der ΔFrel-
Wert des ersten Halbzyklus beträgt für die Geschwindigkeiten 10 mm/min, 
15 mm/min und 200 mm/min etwa 3,6 %. Lediglich bei einer Geschwindigkeit 
von 100 mm/min wird ein niedriger ΔFrel-Wert von 3,2 % erreicht. Die anschlie-
ßenden Werte liegen unabhängig der Geschwindigkeit alle auf demselben Niveau 
und weisen keine wesentlichen Unterschiede auf. Die Abweichungen der ersten 
Werte zueinander werden auf die allgemeine Streuung zurückgeführt. Ein Ein-
fluss der Umformgeschwindigkeit zwischen 10 mm/min und 200 mm/min ist 
somit nicht vorhanden.  

 

Abbildung 57: 54SiCr6 – relative Maximalkraftdifferenz (9 mm mit 10 mm/min bis 200 mm/min)  
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Üblicherweise sind Gefügeänderungen für die Geschwindigkeitsabhängigkeit 
verantwortlich [93]. Da sich durch plastische Verformungen die Versetzungs-
dichte und die Leerstellenkonzentration erhöht, sowie die Körner eine bleibende 
Längung erfahren, ist ein zeitabhängiger Abbau bzw. eine Verlagerung der Git-
terfehler in Form von Erholung, (primärer oder sekundärer) Rekristallisation 
und Kornvergröberung verantwortlich. Allerdings ist für diese Mechanismen ein 
Temperaturniveau von etwa 50 % der Schmelztemperatur nötig [152]. EMDE 
[153] zeigt in seinen Untersuchungen, dass ein Einfluss der Umformgeschwin-
digkeit bei Raumtemperatur bei den von ihm untersuchten Stählen erst bei 
Dehnraten von etwa 10 1/s eine Änderung zur Folge hat. Die Umformge-
schwindigkeit bei vorliegenden Versuchen haben Dehnraten von 0,00074 1/s 
(bei 10 mm/min) bis 0,01481 1/s (bei 200 mm/min). Eine Geschwindigkeitsab-
hängigkeit ist demnach auszuschließen und die vorhandene Reduktion der Ent-
festigung bei zunehmender Dehnrate bzw. Umformgeschwindigkeit auf die An-
zahl der Versuche und der dadurch vorhandenen Streuung zu schließen. 

7.1.2.2 C45E+N (1.1191) 
Für den Vergütungsstahl C45E+N liegen hinsichtlich der Biegewechselhysterese 
folgende Versuche vor, Tabelle 11. Wie beim 54SiCr6 umfassen die Versuche 
zehn vollständige Belastungszyklen. 

Tabelle 11: C45E+N – Übersicht Biegewechselhysterese (beidseitige Biegung) 

Versuchsnummer 
An-
zahl 

Auslenkung 
[mm] 

Geschwindig-
keit [mm/min] 

2015/40, /41, /92, /168, /169 5 ±5 10 
2015/42, /43, /93, /170, /171 5 ±7 10 
2015/44, /45 und /94 3 ±9 10 
2015/95, /96 und /97 3 ±10 10 
2015/113 1 ±11 10 
2015/114 1 ±12 10 

 

Analog der Auswertung beim vorgestellten 54SiCr6 zeigt folgende Abbildung 58 
die Wechselverformungskurven bei einer Umformgeschwindigkeit von 
10 mm/min über die ersten zehn Zyklen. Verglichen mit den Wechselverfor-
mungskurven des 54SiCr6 (Abbildung 53) haben die C45E+N Kurven eine ähn-
liche, jedoch wesentlich stärker ausgeprägte Charakteristik: Die Kurven zeigen 
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für alle Auslenkungen ein deutlich sichtbar entfestigendes Verhalten was zum 
einen auf das niedrige Kraftniveau (die benötigte Umformkraft) zurückzuführen 
ist. Die ΔW/2-Werte nehmen auch hier für die gleiche Zyklenzahl mit größer 
werdender Auslenkung zu. Bei konstanter Auslenkung findet mit zunehmender 
Zyklenzahl eine stetige Abnahme der ΔW/2-Werte statt, was der eigentlichen 
Entfestigung entspricht. Aufgrund der nach zehn Zyklen immer noch vorhan-
denen negativen Steigung der Kurven, ist bei Zyklen größer zehn auf weitere 
Entfestigung zu schließen. 

 

Abbildung 58: C45E+N – Wechselverformungskurven  

Die Kurven für 11 mm und 12 mm Auslenkung sind deckungsgleich und haben 
eine etwas andere Charakteristik als die für die geringeren Auslenkungen: beide 
Kurven schneiden die 9 mm Kurve zwischen dem sechsten und siebten Zyklus. 
Dies ist auf eine Ermüdung der Probe während des Versuchs zurückzuführen, 
was zu einem Absinken der benötigten Verformungskraft führt: Die maximale 
Bruchdehnung wird in den Randfasern überschritten. Dies zeigt sich nach weni-
gen Zyklen an der Ober- und Unterseite der Biegewechselproben in Form von 
Rissen. Verglichen mit dem Versagen der Proben beim 54SiCr6 findet dies nicht 
beim ersten Zyklus statt (Bruch), sondern die Ermüdung nimmt mit steigender 
Zyklenzahl zu (Ermüdung). Der Werkstoff C45E+N weist anhand der relativen 
Maximalkraftdifferenzen bei allen Auslenkungen entfestigendes Verhalten auf. 
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Die prozentuale Entfestigung (relative Maximalkraftdifferenz) befindet sich bis 
zur Auslenkung von 9 mm auf ähnlichem Niveau wie bei 54SiCr6. Bei höheren 
Auslenkungen sind hingegen höhere Maximalkraftdifferenzen festzustellen. 
Dies ist auf die höhere Bruchdehnung des Werkstoffs zurückzuführen, das heißt 
die Randfasern erleiden bei den hohen Auslenkungen (noch) keinen Gewalt-
bruch wie dies beim 54SiCr6 der Fall ist. Die relative Maximalkraftdifferenz 
nimmt bei niedrigen Auslenkungen (5 mm und 7 mm) vom ersten zum zweiten 
Zyklus zu. Dieses Verhalten ist, wie bereits bei kleinen Auslenkungen der vor-
herigen Werkstoffe, auf das unterschiedlich starke Auftreten des BAUSCHINGER-
Effekts zurückzuführen; die Erklärung hierfür ist unter Ziffer 7.1.2.1 zu finden.  

 

Abbildung 59: C45E+N – relative Maximalkraftdifferenz (5 mm – 12 mm) 

Bei Auslenkungen von 9 mm und 10 mm sind die Maximalkraftdifferenzen für 
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ierlich ab. Dies lässt darauf schließen, dass der BAUSCHINGER-Effekt für den 
ersten Zyklus mit steigender Auslenkung eine entsprechend ansteigende Bedeu-
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renden Bereiche zunehmen. Nach neun Zyklen (hier als 18 Halbzyklen darge-
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als 0,5 %. Verglichen mit dem 54SiCr6 ist die Entfestigung beim C45E+N nach 
zehn Zyklen noch nicht auf null abgesunken.  

7.1.2.3 Zusammenfassender Vergleich 
Die Ver- bzw. Entfestigung bei den untersuchten Werkstoffen wird sowohl an-
hand der Wechselverformungskurven, als auch anhand der hier eigens definier-
ten relativen Maximalkraftdifferenz untersucht. Beide Darstellungen sind nur 
dann aussagekräftig, wenn eine makroskopische Schädigung des Bauteils wäh-
rend des Tests ausgeschlossen werden kann. Unter dieser Voraussetzung zeigt 
sich, dass beide Darstellungen ihre Berechtigung haben: Mit beiden Auswerte-
formen lässt sich eine Entfestigung erkennen. Speziell bei geringen Ausprägun-
gen dieser Mechanismen kombiniert mit einem hohen Belastungsniveau, was 
beides auf den 54SiCr6 zutrifft, ist die Darstellung anhand der Wechselverfor-
mungskurven nicht aussagekräftig. Ob die Ver- oder Entfestigung in ihrer Ef-
fektstärke zu- oder abnimmt ist ebenfalls anhand der Wechselverformungskur-
ven praktisch nicht feststellbar. Der Einfluss des BAUSCHINGER-Effekts (stärke-
res Plastifizieren und damit größere Entfestigung im zweiten Halbzyklus) lässt 
sich ebenfalls nur durch die relative Maximalkraftdifferenz feststellen. Für die 
Beantwortung dieser Fragestellungen bietet sich die Auswertung anhand der re-
lativen Maximalkraftdifferenz an. Eine mögliche Schädigung oder ein Setzen 
während des Versuchs lässt sich allerdings, wenn überhaupt, nur mit den Wech-
selverformungskurven feststellen (Schnittpunkte der Kurven und Steigungscha-
rakteristika). Der Vergleich verschiedener Werkstoffe untereinander ist anhand 
der relativen Maximalkraftdifferenz sehr gut möglich – die Wechselverfor-
mungskurven sind hierfür ungeeignet.  

Folgende Beobachtungen treffen auf beide untersuchten Werkstoffe zu. 

1. Grundsätzlich kann festgestellt werden, dass bei beiden Werkstoffen Entfes-
tigung auftritt und bei gleichbleibender Auslenkung mit steigender Zyklenzahl 
stetig abnimmt. Eine Zunahme der Auslenkung hingegen führt bei gleicher Zyk-
lenzahl zur Zunahme der Entfestigung. Lediglich bei kleineren Auslenkungen ist 
ein einmaliger Anstieg der relativen Maximalkraftdifferenz und somit der Ent-
festigung vom ersten zum zweiten Halbzyklus zu erkennen, was auf das Einset-
zen des BAUSCHINGER Effekts zurückzuführen ist.  

2. Wird durch die Biegung nur der äußerste Randbereich plastisch verformt, setzt 
der BAUSCHINGER Effekt und somit hier die Entfestigung nicht sofort in vollem 
Umfang ein. Erst im folgenden Belastungszyklus nimmt die Plastifizierung zu, 
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was ein einmaliges Ansteigen der relativen Maximalkraftdifferenz im zweiten 
Halbzyklus zur Folge hat.  

3. Ein Einfluss der Umformgeschwindigkeit auf die Entfestigung kann im be-
trachteten Geschwindigkeitsbereich (Klemmstempelgeschwindigkeit zwischen 
10 und 200 mm/min) ausgeschlossen werden. 

Unterschiede zwischen beiden Werkstoffen sind sowohl in der Höhe der Ent-
festigung als auch im Verlauf über der Zyklenzahl feststellbar und lassen fol-
gende Schlüsse zu. 

1. Beim 54SiCr6 ist für alle untersuchten Auslenkungen (4 mm bis 12 mm) die 
Entfestigung nach fünf vollen Zyklen im Grunde abgeschlossen und beträgt we-
niger als 0,5 %. Der C45E+N hingegen hat selbst nach zehn Zyklen noch deut-
lich vorhandene relative Maximalkraftdifferenzen (größer 0,5 %). 

2. Beim ölschlussvergüteten Federstahl ist ab einer gewissen Höhe der Auslen-
kung, hier 9 mm, keine Zunahme der relativen Maximalkraftdifferenz mehr fest-
zustellen. Dies ist auf das Überschreiten der Bruchdehnung und Gewaltbruch in 
der Randfaser zurückzuführen. Beim Vergütungsstahl ist durchweg mit steigen-
der Auslenkung eine steigende relative Maximalkraftdifferenz festzustellen, da 
hier eine wesentlich größere Bruchdehnung vorhanden ist. Durch das Fließen 
der Randfaser beim C45E+N findet hingegen ein kontinuierlicher Versagens-
prozess der Drahtober- und Drahtunterseite über der Zyklenzahl statt was sich 
durch Schnittpunkte bei den Wechselverformungskurven mit tiefer liegenden 
Auslenkungskurven zeigt.  

7.1.3 Torsionswechselhysterese 
Die unter 7.1.1 durchgeführten Zug-/Druckversuche haben den Nachteil, dass 
die Versuchsdurchführung keine mehrfachen Hysteresen zulässt. Zudem muss 
bei der Ermittlung der Ergebniswerte stets die Veränderung des Probenquer-
schnitts berücksichtigt werden. Um die gewonnenen Erkenntnisse beim 54SiCr6 
zu verifizieren, werden nachstehend für diesen Werkstoff Torsionswechselhys-
teresen durchgeführt. Unter Ziffer 6.2.3 wird der entsprechende Versuchsaufbau 
vorgestellt. Die damit erzielten Versuchsergebnisse sind in vorliegendem Ab-
schnitt dokumentiert und sind in ausführlicher Form bereits in [154] erschienen. 
Durchgeführt werden die Versuche mit einem Referenzdurchmesser von 4 mm. 
Die Belastung kann sowohl kraft- als auch weggeregelt bzw. dehnungsgeregelt 
durchgeführt werden. Vorliegende Versuche erfolgen ausschließlich kraftgere-
gelt (hier stellvertretend durch die Spannung), Tabelle 12. 
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Tabelle 12: 54SiCr6 – Übersicht Torsionswechselversuche - kraftgeregelt 

Versuchs-
nummer 

Primäre Beanspruchung 
[MPa] 

Sekundäre Beanspruchung 
[MPa] 

2014/7 1.400 -1.400 
2014/8 1.300 -1.300 
2014/9 1.450 -1.450 
2015/76 1.350 -1.350 
2015/77 1.325 -1.325 
2015/78 1.375 -1.375 
2015/79 1.425 -1.425 

 

Dazu werden nach Möglichkeit zehn vollständige Zyklen durchlaufen, das heißt 
ein kompletter Zyklus besteht aus einer primären Beanspruchung (Phase 1) mit 
anschließender Wegnahme der Beanspruchung (Phase 2) sowie der darauf fol-
genden sekundären Beanspruchung (Phase 3) mit umgekehrten Vorzeichen und 
anschließender Wegnahme der Beanspruchung (Phase 4), Abbildung 19. 

Alle sieben Versuche zur Torsionswechselhysterese werden mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit von 0,2 rad/s durchgeführt. Nach Erreichen der maximalen 
Beanspruchung verweilt die Probe für eine Sekunde in der erreichten Endposi-
tion, bevor die Belastungsrichtung geändert wird. Abbildung 60 zeigt beispielhaft 
eine Torsionswechselhysterese für eine Beanspruchung von ±1.400 MPa (Ver-
such 2014/7). Der Graph in Abbildung 60 zeigt sieben Zyklen. Nach dem letz-
ten Zyklus mit einer maximalen Schiebung von etwa 6,5 % verbleibt die Probe 
bei etwa 4,5 % bleibender Schiebung. Analog den Versuchen aus Ziffer 7.1.1 ist 
nach Erreichen der Fließgrenze im primären Beanspruchungsbereich (Phase 1) 
ein kontinuierlicher Anstieg der Spannung festzustellen. Dies ist aufgrund der 
verfestigenden Charakteristik zu erwarten. 
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Abbildung 60: 54SiCr6 – Torsionswechselhysterese, Versuch 2014/7  

Die Wegnahme der Beanspruchung erfolgt ebenfalls mit derselben Winkelge-
schwindigkeit wie die Beanspruchung. Nach der vollständigen Entlastung der 
Probe (Phase 2) verbleibt eine plastische Schiebung. Anschließend erfolgt die 
erneute Beanspruchung in entgegengesetzter Richtung (Phase 3). Hier ist, wie 
bereits bei den Zug-/Druckversuchen, ein ausgeprägter BAUSCHINGER-Effekt 
festzustellen, da die Torsionsfließgrenze bei sekundärer Beanspruchung nach 
erstmaliger primärer Beanspruchung stark herabgesetzt ist [75]. Anschließend 
erfolgt die erneute Wegnahme der Beanspruchung (Phase 4) mit wiederum blei-
bender Schiebung. Gut zu erkennen ist die mit steigender Zyklenzahl größer 
werdende maximale Schiebung bei gleichbleibender Maximalspannung, was ei-
ner zyklischen Entfestigung entspricht [74]. Der Abstand der einzelnen Hyste-
resen zueinander nimmt mit zunehmender Zyklenzahl kontinuierlich ab, das 
heißt die Entfestigung ist bei der ersten wiederholten Beanspruchung am größ-
ten und nimmt dann kontinuierlich ab. Dies deckt sich mit den bisherigen Er-
kenntnissen der Biegewechselhysteresen und ergänzt somit die Ergebnisse der 
Zug-/Druckversuche. Wie bereits bei den Zug-/Druckversuchen folgt hier die 
Ermittlung der plastischen Rückschiebung und des Tangentenschubmoduls 
(siehe Ziffer 4.4.2.4). 
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7.1.3.1 Plastische Rückschiebung 
Um die plastische Rückschiebung zu ermitteln wird zuerst der Schubmodul (ana-
log dem Elastizitätsmodul bei Normalspannungen) anhand der Steigung des 
elastischen Bereichs bestimmt. Im ideal-elastischen Fall ist diese Werkstoffkenn-
größe bis zum Erreichen der Fließgrenze konstant. Bei genauer Betrachtung 
zeigt sich analog den Zug-/Druckversuchen allerdings auch hier, dass die Stei-
gung der Kurve mit zunehmender Beanspruchung bereits im elastischen Bereich 
stetig abnimmt [145, 146]. Eine eindeutige Erklärung für diesen Umstand lässt 
sich nicht nennen; für genauere Ausführungen wird auf [147] verwiesen. Wie 
bereits bei den Zug-/Druckversuchen wird daher für die Ermittlung des Schub-
moduls lediglich der Bereich zwischen Beanspruchungsbeginn im Ursprung und 
der elastischen Spannung von 200 MPa berücksichtigt.  

 

Abbildung 61: 54SiCr6 – Plastische Rückschiebung nach primärer Beanspruchung 

Diese Steigung entspricht dem Schubmodul G und wird zur Ermittlung der the-
oretischen, plastischen Schiebung (analog der theoretischen, plastischen Deh-
nung) nach der Wegnahme der Beanspruchung zugrunde gelegt. Die Differenz 
zwischen der theoretischen und tatsächlichen plastischen Schiebung wird als 
plastische Rückschiebung ∆𝛾𝛾𝑝𝑝𝑝𝑝∗  (analog der plastischen Rückverformung) be-
zeichnet [154]. Wie bei der Ermittlung der plastischen Rückverformung ∆𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝∗  
erfolgt die Darstellung der Werte getrennt für die primäre und die sekundäre 
Beanspruchung. Dargestellt ist der Verlauf der plastischen Rückschiebung über 
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der plastischen Schiebung, Abbildung 61. Die hier dargestellte Kurve lässt sich 
mit der nachstehenden mathematischen Formulierung (7-12) beschreiben. Die 
Formulierung ist im Grunde identisch mit der Gleichung (7-1), allerdings mit 
veränderten Bezeichnungen der Variablen. 

   ∆𝛾𝛾𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝∗ �1 − 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝑝𝑝𝑝𝑝
∗ 𝛾𝛾𝑝𝑝𝑝𝑝� + 𝑑𝑑𝑝𝑝𝑝𝑝∗    (7-12) 

wobei 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 0,0032, 𝑑𝑑𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑑𝑑𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = −0,00039  
und  𝛿𝛿𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝛿𝛿𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 56,41 ist. 

 

Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten beträgt 
R² = 98,2 %. 

 

Abbildung 62: 54SiCr6 – Plastische Rückschiebung nach sekundärer Beanspruchung 

Die sekundäre Beanspruchung umfasst bei den Torsionswechselhysteresen alle 
Beanspruchungen die nach der primären Beanspruchung stattfinden. Im Ver-
gleich zu den Zug-/Druckversuchen sind somit mehrere plastische Rückschie-
bungen je Versuch verfügbar (alle Halbzyklen nach der primären Beanspruchung 
und Wegnahme der Beanspruchung). Entsprechend sind positive und negative 
plastische Rückschiebungswerte verfügbar. Der Einfachheit halber sind alle 
Werte dem Betrag nach aufgetragen, Abbildung 62. Die sekundäre plastische 

0,00%

0,05%

0,10%

0,15%

0,20%

0,25%

0,30%

0,35%

0% 2% 4% 6% 8% 10% 12% 14% 16% 18% 20%

Pl
as

tis
ch

e 
Rü

ck
sc

hi
eb

un
g 

Δγ
p,

4*
 in

 %

Plastische Schiebung γ in %

Messwerte
Modellkurve



98 

Rückschiebung lässt sich ebenfalls mit der Gleichung (7-12) beschreiben, aller-
dings sind die Koeffizienten wie folgt zu wählen. 

𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑐𝑐𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 0,0032, 𝑑𝑑𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝑑𝑑𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 0,000058 und 𝛿𝛿𝑝𝑝𝑝𝑝∗ = 𝛿𝛿𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ = 19,78 
(7-13) 

 

Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten beträgt 
R² = 92,7 %. 

Sowohl für die primäre als auch für die sekundäre Beanspruchung ist ein Anstieg 
der plastischen Rückschiebung mit zunehmender plastischer Schiebung zu be-
obachten. Bei beiden Graphen handelt es sich um streng konkave Funktionen. 
Vergleicht man die Kurve für die primäre Beanspruchung mit der Kurve der 
sekundären Beanspruchung, ist leicht festzustellen, dass die plastische Rück-
schiebung bei einer primären Beanspruchung etwa doppelt so groß ist, wie bei 
einer sekundären Last mit gleicher plastischer Schiebung. Dies konnte bereits bei 
den plastischen Rückverformungen der Zug-/Druckversuche beobachtet wer-
den. Auffallend im Vergleich zu den Graphen der plastischen Rückverformung 
ist, dass der Kurvenverlauf bei primärer Torsionsbeanspruchung nicht im Ko-
ordinatenursprung beginnt, sondern bei etwa 0,25 % Schiebung und 0 % plasti-
scher Rückschiebung. Dies bedeutet, dass theoretisch bis zu einer plastischen 
Dehnung (nach Entlastung der Probe) von 0,25 % keine plastische Rückverfor-
mung auftritt. Für dieses Phänomen kann aufgrund der durchgeführten Versu-
che keine physikalische Erklärung geliefert werden; es wird angenommen, dass 
in diesem Schiebungsbereich zu wenig Versuche vorliegen. Diese Erkenntnisse 
der plastischen Rückschiebung decken sich mit denen der plastischen Rückver-
formung aus 7.1.1.1 und sichern die aufgestellten Thesen. 

7.1.3.2 Tangentenschubmodul  
Das Vorgehen zur Ermittlung des Tangentenschubmoduls nach erfolgter Weg-
nahme der Beanspruchung der Probe wird analog dem Abschnitt 7.1.1.2 durch-
geführt. Es wird ebenfalls eine Gerade durch zwei Kurvenpunkte auf der Ent-
lastungskurve mit definiertem Abstand gelegt und deren Steigung berechnet. Als 
vertikaler Abstand der beiden Punkte wird wieder 20 MPa gewählt. Um auch 
hier Vergleichbarkeit der Werte zu erreichen, befinden sich beide Punkte der 
Geraden auf der Entlastungskurve; für eine genauere Erklärung zur Wahl der 
Punkte siehe 7.1.1.2. Folgende Abbildungen zeigen den Verlauf des Tangenten-
schubmoduls getrennt für die primäre und sekundäre Beanspruchung.  
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Abbildung 63: 54SiCr6 – Tangentenschubmodul nach primärer Beanspruchung 

In Abbildung 63 sind zusätzlich zu den Werten des Schubmoduls noch die ei-
gentlichen Schubmoduli der elastischen Bereiche eingetragen (zwischen 80.000 
und 85.000 MPa). Rechnerisch lässt sich der Schubmodul über die Querdehnzahl 
und den Elastizitätsmodul wie folgt ermitteln. 

   𝐺𝐺 = 𝐸𝐸
2∙(1+𝜐𝜐)

= 206.000𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀
2(1+0,28)

= 80.468 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀   (7-14) 

 

Allgemein lässt sich feststellen, dass der Tangentenschubmodul mit zunehmen-
der plastischer Schiebung abnimmt. Verglichen mit den Ergebnissen der Zug-
/Druckversuche lässt sich mit den vorhandenen Torsionsmesswerten im be-
trachteten Bereich keine horizontale Begrenzung ermitteln. Trotzdem wird für 
die Beschreibung des Schubmoduls auf die Beziehung nach YOSHIDA et al. zu-
rückgegriffen [148]. 

   𝐺𝐺𝑇𝑇,2 = 𝐺𝐺0 − (𝐺𝐺0 − 𝐺𝐺𝑎𝑎)(1 − 𝑒𝑒−𝐶𝐶0∙𝛾𝛾𝑝𝑝𝑝𝑝)   
(7-15) 

wobei 𝐺𝐺 = 𝐺𝐺0,2 = 78.560 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝐺𝐺𝑎𝑎 = 𝐺𝐺𝑎𝑎,2 = 54.450 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

und 𝐶𝐶0 = 𝐶𝐶0,2 = 89,51 ist. 
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Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten beträgt 
R² = 99,3 %. 

Entsprechend der Kurvenwerte sinkt der Schubmodul auf 69,5 % des ursprüng-
lichen Werts von 78.560 MPa ab. Dieselbe Grafik lässt sich für die sekundäre 
Beanspruchung erstellen, Abbildung 64. Der Graph nimmt einen qualitativ ähn-
lichen Verlauf wie bei der primären Beanspruchung in Abbildung 63 an. Interes-
sant ist, dass auch hier der Tangentenmodul auf etwa 69,5 % des ursprünglichen 
Elastizitätsmoduls abfällt. Für den Tangentenmodul zwischen 0 % und 1 % plas-
tische Dehnung liegt keine Messung vor. Anhand des Kurvenverlaufs ist hier 
allerdings anzunehmen, dass dieser nicht wie im primären Fall bei 78.560 MPa 
liegt, sondern bei etwa 71.118 MPa. 

 

Abbildung 64: 54SiCr6 – Tangentenschubmodul nach sekundärer Beanspruchung 

Mathematisch ist ebenfalls eine Beschreibung anhand Gleichung (7-15) möglich; 
die entsprechenden Parameter sind wie folgt zu wählen. 

 

 𝐺𝐺0 = 𝐺𝐺0,4 = 71.118 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀, 𝐺𝐺𝑎𝑎 = 𝐺𝐺𝑎𝑎,2 = 49.455 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀  

und 𝐶𝐶0 = 𝐶𝐶0,2 = 20,82 
(7-16) 
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Das Bestimmtheitsmaß der Modellkurve zu den Messwerten beträgt 
R² = 92,6 %. 

Verglichen mit dem Verlauf der Tangentenmodulkurven der Zug-/Druckversu-
che lässt sich ein charakteristisch gleicher Verlauf feststellen, welcher sich mit 
dem gleichen mathematischen Ansatz nach YOSHIDA et al. beschrieben werden 
kann. Sowohl die Tangentenmoduli der Zug-/Druckversuche als auch die Tan-
gentenschubmoduli der Torsionsversuche fallen auf ein Niveau zwischen 68,5 % 
bis 69,5 % ab. Folgende Grafik zeigt die bezogenen Tangentenschubmoduli für 
die Torsionswechselversuche. Auffällig ist, insbesondere im Vergleich zur Ab-
bildung 48, dass die Kurven für primäre und sekundäre Beanspruchung nicht 
deckungsgleich sind. Dies ist hauptsächlich auf die ungleichmäßige Beanspru-
chung über dem Querschnitt zurückzuführen: Die Randfasern sind bei der Tor-
sionsbeanspruchung der größten Dehnung ausgesetzt. Beim Zug-/Druckver-
such wird der Querschnitt überall gleich deformiert. Somit ist bei Torsionsbean-
spruchung eine Überlagerung verschiedener plastischer Zustände vorhanden.  

 

Abbildung 65: Bezogener Sekantenschubmodul für 54SiCr6  
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7.1.4 Schleifversuche 
Im Rahmen der Schleifversuche wird folgendes Versuchsprogramm für den 
ölschlussvergüteten Federstahl 54SiCr6 durchgeführt, Tabelle 13.  

 

Abbildung 66: Gleichlauf- und Gegenlaufschleifen 

Variiert werden die drei Parameter: Zustellung je Hub, Zustellung im Gegen- 
oder Gleichlauf (Abbildung 66) und Einsatz von Kühlschmierstoff. Die Versu-
che basieren auf den in Abschnitt 6.2.4 beschriebenen Randbedingungen. 

Tabelle 13: 54SiCr6 – Übersicht Schleifversuche 

Versuchsnum-
mer 

Kühlschmier-
stoff 

Gegenlauf/Gleich-
lauf 

Zustellung je 
Hub 

2016/8 An Gegenlauf 0,04 mm 
2016/9 An Gegenlauf 0,02 mm 
2016/10 An Gleichlauf 0,04 mm 
2016/11 An Gleichlauf 0,02 mm 
2016/12 Aus Gegenlauf 0,04 mm 
2016/13 Aus Gegenlauf 0,02 mm 
2016/14 Aus Gleichlauf 0,04 mm 
2016/15 Aus Gleichlauf 0,02 mm 

 

Nach erfolgter Zerspanung ergeben sich folgende Eigenspannungen an der 
Oberfläche in axialer Richtung (0°, graue Balken) sowie in der dazu senkrechten 
Messrichtung (90°, blaue Balken). Die Spannungsermittlung erfolgt durch Rönt-
gendiffraktometrie (siehe 4.3.3.3). [139] 

Gleichlaufschleifen Gegenlaufschleifen
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Abbildung 67: 54SiCr6 – Eigenspannungen durch mechanisches Schleifen [139] 

Beobachtungen für die Spannungen in drahtaxialer Richtung: 

Folgende Beobachtungen lassen sich für die drahtaxialen Eigenspannungen fest-
halten: Durch den Prozess des mechanischen Schleifens haben alle acht Proben 
in drahtaxialer Richtung (0°) ausschließlich bleibende Zugspannungen unter-
schiedlicher Höhe erhalten. Dies ist auch visuell an den Proben erkennbar, da 
alle eine Krümmung in derselben Richtung aufweisen, Abbildung 68. 

 

Abbildung 68: 54SiCr6 – Krümmung durch Schleifen [139] 
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Die axialen Zugspannungen (0°) bei einer Zustellung von 0,04 mm sind stets 
höher als bei 0,02 mm mit ansonsten gleichen Versuchsparametern. Fast aus-
nahmslos führt das Schleifen im Gegenlauf zu höheren axialen Zugspannungen 
als im Gleichlauf. Lediglich beim Vergleich zwischen den Versuchen 2016/13 
und 2016/15 trifft dies nicht zu. Der Einfluss des Kühlschmierstoffs auf die 
axialen Spannungen lässt sich anhand der dargestellten Ergebnisse nicht aussa-
gekräftig herausarbeiten. Qualitativ bestätigen die Ergebnisse die Tatsache, dass 
bei fehlendem Kühlschmierstoff (2016/12 bis 2016/15) eine höhere thermische 
Belastung auftritt und dadurch mit höheren Zugspannungen zu rechnen ist.  

Beobachtungen für die Spannungen in zur Drahtachse senkrechten Richtung: 

Die zur Drahtachse senkrechten Spannungen haben sowohl positive als auch 
negative Vorzeichen. Hinsichtlich der Höhe der Zustellung kann festgehalten 
werden, dass bei der niedrigeren Zustellung von 0,02 mm (eher) mit Zugspan-
nungen zu rechnen ist. Bei der größeren Zustellung je Hub von 0,04 mm ergeben 
sich ausschließlich Druckspannungen. Findet die mechanische Schleifbearbei-
tung im Gegenlauf statt, ist tendenziell eher mit betragsmäßig niedrigeren Span-
nungen zu rechnen. Allerdings ist diese Aussage nicht für alle Vergleiche gültig: 
Versuch 2016/12 weist, absolut gesehen, wesentlich höhere Spannungen auf als 
Versuch 2016/14. Wie bereits bei den axialen Spannungen lässt sich hinsichtlich 
der senkrechten Spannungen keine Aussage in Bezug auf den Einsatz von Kühl-
schmiermittel treffen. 

7.1.5 Röntgendiffraktometrie 
Zur Bestimmung der Eigenspannungen nach erfolgter Umformung bzw. nach 
einem mechanischen Schleifen wird auf die Röntgendiffraktometrie zurückge-
griffen.  

 

Abbildung 69: Positionen zur Röntgendiffraktometrie 

0°

90°

180°

270°
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Für verschiedene Proben des Werkstoffs 54SiCr6 werden im Rahmen der Arbeit 
röntgendiffraktometrische Spannungsermittlungen durch die Firma SCHER-
DEL, 95615 Marktredwitz, durchgeführt. Für die genauen Messparameter wird 
auf die jeweiligen Messprotokolle verwiesen. Im Folgenden werden die einzelnen 
Proben vorgestellt und die ermittelten Spannungswerte dokumentiert. Für die 
Benennung der gemessenen Positionen wird folgendes Schema verwendet. Die 
Positionen 90° und 270° sind gleichwertig; daher wird im Folgenden lediglich 
90° verwendet. Beim gebogenen Draht wird die Außenfaser mit 0° und die In-
nenfaser mit 180° angegeben. Die Ergebnisse der röntgendiffraktometrischen 
Spannungsermittlung für nachfolgende Versuche sind in Tabelle 14 dargestellt. 

Probe 2015/58: Hierbei handelt es sich um eine Drahtprobe mit 4 mm Durch-
messer, welche direkt aus dem gelieferten Material herausgetrennt ist. Die Probe 
ist mechanisch unbehandelt, das heißt, es liegt keine Umformung und keine zer-
spanende Bearbeitung vor – die Probe ist gerade.  

Theoretisch ist der Draht durch seinen Herstellungsprozess eigenspannungsfrei. 
Die untersuchte Probe hingegen weist Spannungen in der Randfaser bis etwa 
75 MPa auf. Dies ist auf zwei Ursachen zurückzuführen. Zum einen ist eine ab-
solute Spannungsfreiheit durch den Ölschlussvergütungsprozess praktisch nicht 
möglich. Zum anderen hat die Röntgendiffraktometrie als Spannungsmessver-
fahren eine nicht unerhebliche Streuung von etwa +/- 50 MPa. Aus diesen 
Gründen sind die Ergebnisse in Tabelle 14 durchaus denkbar. 

Probe 2015/59: Diese Drahtprobe entstammt aus demselben Halbzeug-Coil wie 
die Probe 2015/58 und hat ebenfalls einen Durchmesser von 4 mm. Der Draht 
hat einen Vorrolldurchmesser von 200 mm.  

Probe 2016/10: Der 4 mm Draht hat wie die Probe 2015/59 einen Vorroll-
durchmesser von 200 mm erfahren. Anschließend erfolgte ein Aufrollen der 
Probe auf einen Enddurchmesser von 300 mm. Für die Eigenspannungsmes-
sung liegen lediglich für die Außenfaser (0°) und die Innenfaser (180°) Ergeb-
nisse vor. 

Probe 2015/IL: Der 4 mm Draht hat einen Vorrolldurchmesser von 48 mm und 
keinen Aufrolldurchmesser. Für die Eigenspannungsmessung liegen lediglich für 
die Außenfaser (0°) und die Innenfaser (180°) Ergebnisse vor. 

Probe 2016/11: Der 4 mm Draht hat dieselbe Umformgeometrie wie 2016/10. 
Für die Eigenspannungsmessung liegen lediglich für die Außenfaser (0°) und die 
Innenfaser (180°) Ergebnisse vor. 
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Tabelle 14: 54SiCr6 – Ergebnisse Röntgendiffraktometrie 

Versuch Spannung 180° 
[MPa] 

Spannung 90° 
[MPa] 

Spannung 0° 
[MPa] 

2015/58 -74,5 14,5 -69,9 
2015/59 612,8 17,3 -401,2 
2016/10 -2,2 N. V. -77,3 
2015/IL 485,6 N. V. -534,2 
2016/11 8,1 N. V. -53,3 

 

An den Ergebnissen lässt sich sehr gut die nicht zu vernachlässigende Messun-
genauigkeit erkennen. Da es sich um einen kreisrunden Draht handelt, sollte die 
Spannung theoretisch bei 0° und bei 180° dem Betrage nach identisch sein. 
Problematisch bei der Spannungsmessung sind insbesondere die doppelt ge-
wölbte Oberfläche und die Handhabung der Probe, da Stöße an der Oberfläche 
bereits zu einer Spannungsänderung führen können. Die Ergebnisse werden 
trotzdem für die Verifikation der numerischen und analytischen Ergebnisse in 
Ziffer 7.2 und 7.3 verwendet. 

7.1.6 Ergebnis der empirischen Untersuchung 
Die vorliegende empirische Untersuchung des Werkstoffs hat zum Ziel, die Cha-
rakteristik des Werkstoffs aufzuzeigen und diese zu quantifizieren. Die gewon-
nenen Erkenntnisse stellen die Grundlage für die anschließend folgende nume-
rische und analytische Beschreibung des Umformprozesses dar. Ausgehend von 
den Versuchsergebnissen der Zug-/Druckhysteresen werden zusätzlich zu den 
klassischen Werkstoffgrößen Elastizitätsmodul, Streckgrenze und Zugfestigkeit 
zusätzliche Kenngrößen, die das plastische Werkstoffverhalten betreffen, be-
schrieben. Zum einen sind dies die drei BAUSCHINGER-Kenngrößen: die plasti-
sche Rückverformung, der Tangentenmodul und die Beschreibung der Sekun-
därfließkurve. Die Auswertung der Versuche zeigt, dass vorgenannte Kenngrö-
ßen nicht durch konstante Werte beschrieben werden können, sondern jeweils 
Funktionen in Abhängigkeit der plastischen Verformung darstellen. Für alle drei 
Kenngrößen werden entsprechende Formulierungen bereitgestellt. Die Ergeb-
nisse der Zug-/Druckversuche werden durch die Ergebnisse der Torsionswech-
selversuche untermauert, was die Charakteristiken der plastischen Rückverfor-
mung und des Tangentenmoduls betrifft. Für beide Kenngrößen kommen die 
Auswertungen der Torsionsversuche zu gleichen Resultaten. Ebenso stützen die 
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durchgeführten Biegewechselversuche die gewonnenen Erkenntnisse hinsicht-
lich der Ver- und Entfestigungsmechanismen. Auf Basis der Versuchsergebnisse 
ist die Herausbildung weiterer bereits bekannter oder ggf. zu entwickelnder 
Kenngrößen möglich, aber aufgrund der Problemstellung keinesfalls nötig.  

Zusätzlich werden die Eigenspannungen für ausgewählte Konfigurationen des 
mechanischen Schleifens vorgestellt. Bei diesen Ergebnissen steht lediglich die 
grobe Quantifizierung im Vordergrund; konkrete Gesetzmäßigkeiten lassen sich 
aufgrund der wenigen Versuche nicht ableiten.  

Abschließend werden verschiedene Umformkonstellationen mittels röntgendif-
fraktometrischer Messung hinsichtlich ihrer Eigenspannungen untersucht. Diese 
Ergebnisse stellen eine Grundlage zur Verifikation der in den folgenden Kapiteln 
betrachteten numerischen und analytischen Berechnungen dar.  

Die Güte der verwendeten Modellfunktionen für die einzelnen Kenngrößen ist 
in Form des Bestimmtheitsmaßes angegeben. Für alle hier betrachteten Modell-
funktionen haben die Bestimmtheitsmaße Werte zwischen 92 % und 100 %. 
Dies bedeutet, dass das mathematische Modell eine entsprechend hohe Qualität 
der Approximation für die jeweiligen Messwerte hat. Für zukünftige Untersu-
chungen an anderen Werkstoffen ist die Güte des Modells, also die Übereinstim-
mung der Modellkurve mit den Messwerten mitunter von entscheidender Be-
deutung. Letztlich lässt sich hierfür keine eindeutige Aussage hinsichtlich dem 
mindestens erforderlichen Bestimmtheitsmaß abgeben. Im Rahmen dieser Ar-
beit wird die Untergrenze für das Bestimmtheitsmaß auf 90 % festgelegt. Letzt-
lich ist dies von der gewünschten Ergebnisgenauigkeit bezogen auf die Anwen-
dungssituation abhängig.  

7.2 Numerische Methoden 
Unter Ziffer 7.1 ist die Untersuchung des Werkstoffverhaltens an den Werk-
stoffbeispielen 54SiCr6 und C45E+N und die allgemeingültige Bestimmung 
bzw. Generierung der für die Beschreibung nötigen Kenngrößen dokumentiert. 
Aufbauend auf dieser Charakterisierung ist nun die Beschreibung des Umform-
prozesses durchzuführen. Hierfür sind im Rahmen dieser Arbeit zwei mögliche 
Ansätze vorgesehen, nämlich die numerische Simulation und die analytische Be-
rechnung. Vorliegendes Kapitel stellt die Ergebnisse der numerischen Simula-
tion des Umformvorgangs vor. Im Vordergrund der Untersuchung steht die ge-
nerelle Eignung der numerischen Methode, die empirisch ermittelte Spannungs- 
und Dehnungscharakteristik des Umformproblems korrekt abzubilden. Ziel ist 
eine hinreichend genaue Berücksichtigung aller werkstofftechnisch auftretenden 
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Mechanismen. Insbesondere die Implementierung bzw. Berücksichtigung des 
BAUSCHINGER-Effekts (siehe 7.1) in den vorhandenen Materialmodellen steht 
hierbei im Fokus. Eine hinreichend genaue Beschreibung liegt vor, wenn die  
(Eigen-)Spannungen und Dehnungen während des gesamten Umformprozesses 
möglichst realitätsgetreu bestimmbar sind. Grundlage für die numerische Unter-
suchung sind die unter Ziffer 6.3 vorgestellten Modelle. Ausgangsbasis sind die 
Versuche mit dem Werkstoff 54SiCr6, da hier die auftretenden Effekte im Ver-
gleich zum C45E+N stärker ausgeprägt sind.  

7.2.1 Materialkarte MAT003 
Das Materialmodell MAT003 (plastisch-kinematisches Materialmodell) wird 
durch eine elastische Gerade (HOOKEscher Bereich) und eine plastische Gerade 
(Tangentenmodul) beschrieben, Abbildung 70.  

Der Tangentenmodul Et wird entsprechend der durchgeführten Zugversuche 
nach der Methode der kleinsten Quadrate gebildet. Folgende Tabelle zeigt die 
verwendeten Werkstoffwerte.  

Tabelle 15: MAT003 – Werkstoffwerte  

Streckgrenze 
[MPa] 

Elastizitätsmodul 
[MPa] 

Tangentenmodul 
[MPa] 

Beta β  
[-] 

1.749 206.000 8.393 0,0  

 

 

 

Abbildung 70: Materialmodell MAT003 [143] 
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Zusätzlich zu den Parametern in Tabelle 15 stellt das Materialmodell den β-Pa-
rameter für die Beschreibung des Verfestigungsverhaltens zur Verfügung. An-
hand der bereits durchgeführten Zug-/Druckversuche aus Kapitel 7.1.1 ist be-
kannt, dass beim Werkstoff 54SiCr6 ein stark ausgeprägter BAUSCHINGER-Ef-
fekt vorliegt. Daher muss der β-Parameter auf seinen kleinsten Wert, hier Null, 
festgelegt werden, Abbildung 70.  

 

Abbildung 71: Materialmodell MAT003 – Vergleich Versuch und FEM 

Um die Eignung des Materialmodells zu prüfen, wird ein Vergleich der Finite-
Elemente Ergebnisse unter Verwendung des Modells aus 6.3.1 zu den Versuchs-
ergebnissen aus 7.1 durchgeführt. Dieser zeigt, dass im Bereich der primären 
Beanspruchung (Phase 1) eine gute bzw. akzeptable Übereinstimmung vorliegt. 
Der primäre Entlastungsbereich (Phase 2) hingegen lässt deutlich erkennen, dass 
die plastische Rückverformung durch das Modell nicht berücksichtigt werden 
kann, da hierfür keine Parameter vorliegen. Erhebliche Abweichung von den 
Versuchswerten ist im Bereich der sekundären Beanspruchung (Phase 3) zu er-
kennen. Das maximal mögliche Herabsetzen der sekundären Fließgrenze durch 
die Wahl der kinematischen Verfestigung (β = 0) führt nicht zum gewünschten 
Verlauf der sekundären Fließkurve. Die sekundäre Wegnahme der Beanspru-
chung (Phase 4) zeigt ebenfalls das Fehlen der plastischen Rückverformung. Das 
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Materialmodell MAT003 ist aus den besagten Gründen für eine Simulation des 
plastischen Verhaltens daher ungeeignet [140, 141, 155]. 

7.2.2 Materialkarte MAT024 
Das Materialmodell MAT024 (teilweise linear-plastisches Materialmodell) stellt 
in gewissem Maß eine Erweiterung des MAT003 dar. Der plastische Bereich der 
Fließkurve lässt sich entweder durch acht Stützpunkte oder durch eine separat 
definierte Kurve darstellen. Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung werden 
acht Stützpunkte verwendet, Tabelle 16. Die plastische Dehnung dieser Stütz-
punkte ist auf den Fließbeginn bezogen, das heißt der erste Punkt markiert den 
Fließbeginn und hat demnach keine plastische Dehnung. 

Tabelle 16: MAT024 – Stützpunkte für plastische Fließkurve 

Spannung [MPa] 1.618 1.734 1.763 1.783 1.799 1.824 1.861 1.961 

Plast. Dehnung [%] 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,6 1,0 3,0 

 

Eine Berücksichtigung des Verfestigungsverhaltens wie beispielsweise durch den 
β-Parameter beim MAT003 ist nicht möglich. Entsprechend stellt sich folgende 
Fließkurve bei der Simulation des Zug-/Druckversuchs 2014/12 ein, Abbildung 
72. 

 

Abbildung 72: Materialmodell MAT024 – Vergleich Versuch und FEM 
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Der Vergleich zwischen der Fließkurve des Versuchs und des FE-Modells führt 
zu einem ähnlichen Ergebnis wie beim Materialmodell MAT003 [140, 141]. 
Durch die acht Stützstellen ist der Bereich der primären Beanspruchung 
(Phase 1) sehr gut abgebildet. Bei Betrachtung der primären Wegnahme der Be-
anspruchung (Phase 2) zeigt sich allerdings auch hier keine Berücksichtigung der 
plastischen Rückverformung, da ebenfalls keine Parameter hierfür vorgesehen 
sind. Die Abweichung im sekundären Beanspruchungsbereich (Phase 3) ist noch 
größer als dies beim Materialmodell MAT003 der Fall ist, da die Fließkurve an-
hand der Stützpunkte aus Tabelle 16 gebildet wird. Durch die fehlende Berück-
sichtigung des Ver- bzw. Entfestigungsverhaltens (vgl. 7.2.1) entsteht eine noch 
größere Abweichung im Vergleich zu den Versuchsdaten. Analog der Phase 2 
fehlt auch in Phase 4 die Möglichkeit zur Abbildung der plastischen Rückverfor-
mung. Die Anwendung des Materialmodells MAT024 auf das zu behandelnde 
Problem führt aus diesen Gründen ähnlich dem Materialmodell MAT003 zu un-
zureichenden Ergebnissen [140, 141, 155]. 

7.2.3 Materialkarte MAT125 
Das Materialmodell MAT125 basiert auf dem nichtlinearen Verfestigungsmodell 
nach YOSHIDA [148, 156]. Dieses Modell stellt eine Weiterentwicklung bereits 
existierender Materialmodelle (wie beispielsweise nach PRAGER oder  
CHABOCHE) dar, welches mehrere Effekte aus dem Bereich der Ver- und Ent-
festigung und speziell den BAUSCHINGER-Effekt berücksichtigt. Für eine um-
fangreiche Beschreibung der berücksichtigten Effekte wird auf die Publikation 
von YOSHIDA et al. [148] verwiesen. Das Materialmodell verfügt über eine Viel-
zahl an Parametern zur Gestaltung des Werkstoffverhaltens. Da dies manuell-
analytisch nur eingeschränkt durchführbar ist, wird üblicherweise eine numeri-
sche Parameteroptimierung durchgeführt. Hierzu wird im Rahmen der vorlie-
genden Untersuchung auf das Programm LS-Opt von Livermore zurückgegrif-
fen. Grundlage für die Parameteroptimierung sind entsprechend durchgeführte 
experimentelle Versuche [157]. Diese werden im Rahmen einer Finite-Elemente-
Berechnung numerisch nachgestellt und die beiden Resultate (in diesem Fall die 
Spannungs-Dehnungs-Diagramme und Kraft-Weg-Diagramme) verglichen 
[140].  
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Abbildung 73: Materialmodell MAT125 – Vergleich Versuch und FEM [141] 

Anschließend führt der Programmalgorithmus eine iterative Anpassung der 
Werkstoffparameter durch, um die Abweichung zwischen Versuch und numeri-
schem Materialmodell zu minimieren. Der Vergleich zwischen der optimierten 
Materialkurve und dem tatsächlichen Versuch ist in Abbildung 73 dargestellt. 
Die durch die Parameteroptimierung des Werkstoffmodells resultierende Fließ-
kurve hat einen charakteristisch anderen Verlauf als die der MAT003 und 
MAT024 Modelle. Insbesondere der Fließbeginn bei der primären Beanspru-
chung setzt wesentlich früher ein. Dies führt dazu, dass beim MAT125 Modell 
bereits in Phase 1 eine signifikante Abweichung festzustellen ist. Die Fließkurve 
lenkt mit zunehmender plastischer Dehnung in die experimentelle Kurve ein. 
Bei der primären Wegnahme der Beanspruchung (Phase 2) ist ebenfalls ein line-
ares Verhalten festzustellen, was somit keine Berücksichtigung der plastischen 
Rückverformung zulässt. Bei der sekundären Beanspruchung nimmt die Fließ-
kurve dem Betrage nach, wenn auch nicht so gravierend wie bei den MAT003 
und MAT024 Modellen, ebenfalls höhere Werte als die experimentelle Fließ-
kurve an. Generell ist die Abweichung des optimierten Werkstoffmodels für eine 
aussagekräftige Simulation des Ausgangsproblems auch bei diesem Modell zu 
hoch. Das YOSHIDA Werkstoffmodell basiert unter anderem auf folgenden Zu-
sammenhängen, Abbildung 74.  
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Abbildung 74: YOSHIDA-Materialmodell [148] 

Der Fließbeginn (in Abbildung 74 mit Y ausgewiesen) bei sekundärer Beanspru-
chung (Re-yielding) kann frühestens nach einer Spannungsdifferenz zwischen 
maximaler primärer Spannung und erneuter Fließgrenze von 2Y eintreten. Auf-
grund des flachen Verlaufs der Fließkurve im plastischen Bereich und des nied-
rigen Fließbeginns bei sekundärer Beanspruchung trifft dieses Kriterium beim 
Werkstoff 54SiCr6 nicht zu. Dies erklärt auch den Verlauf der parameteropti-
mierten MAT125 Kurve hinsichtlich der niedrigen Fließgrenze im primären 
Lastbereich: Ein höherer primärer Fließbeginn hätte eine wesentlich höhere 
Fließgrenze im sekundären Bereich zur Folge. Zusätzlich müsste die Fließkurve 
im plastischen Bereich einen flacheren Verlauf einnehmen, was in letzter Kon-
sequenz in einem ähnlichen Verlauf wie die MAT003 und MAT024 Kurven 
münden würde. 

7.2.4 Ergebnis der numerischen Untersuchung 
Im Rahmen der numerischen Simulation liegen Ergebnisse für die Materialmo-
delle MAT003, MAT024 und MAT125 vor. Das Programmpaket LS-DYNA be-
inhaltet darüber hinaus noch weitere Werkstoffmodelle welche allerdings entwe-
der auf denselben Annahmen wie die genannten Modelle basieren oder für die 
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vorliegende Umformthematik ungeeignet sind. Durch den Abgleich der Simula-
tionsergebnisse mit den vorhandenen Daten der experimentellen Untersuchung 
kann gezeigt werden, dass eine Simulation des zweistufigen Drahtrollbiegevor-
gangs mit dem Werkstoff 54SiCr6 zu keinen befriedigenden Ergebnissen führt: 
Die beiden Modelle MAT003 und MAT024 bieten nur unzureichende Möglich-
keiten zur Berücksichtigung der benötigten Werkstoffeffekte; das Modell 
MAT125 hingegen bietet zwar die Möglichkeit der Berücksichtigung aller Ef-
fekte, verfügt aber über inhärente Randbedingungen, die eine Anwendung auf 
das Umformproblem ausschließen [158]. In 7.1.5 sind die Ergebnisse der Eigen-
spannungsmessung an der Randfaser aufgelistet und werden in Abbildung 94 
dargestellt. Bei den Versuchen 2016-10 und 2016/11 werden in der äußeren 
Randfaser zwischen -77 MPa und -8 MPa ermittelt, was aufgrund der Messun-
genauigkeit der Röntgendiffraktometrie als nahezu Null gedeutet werden kann. 
Für diese beiden Versuche sind ein Vorrolldurchmesser von DVor,1 = 102 mm 
und einem Aufrolldurchmesser DFertig,3 = 550 mm gewählt, was zu einem rück-
gefederten Durchmesser nach Primärbeanspruchung von DVor,2 = 200 mm und 
nach Sekundärbeanspruchung von DFertig,4 = 300 mm führt. Die numerisch be-
rechneten Eigenspannungsverläufe für MAT003 und MAT125 sind nachstehend 
dargestellt.  

 

Abbildung 75: Resultierende Eigenspannungsverläufe für MAT003 und MAT125 
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Die resultierenden Randfasereigenspannungen weichen von der gemessenen 
praktischen Eigenspannungsfreiheit ab. Zudem stellen sich bei identischen Vor- 
und Aufrolldurchmesser andere Durchmesser nach der erfolgten Rückfederung 
ein, siehe Tabelle 17. 

Tabelle 17: Rückfederungsdurchmesser  

Modell DVor,1 [mm] DVor,2 [mm] DFertig,3 [mm] DFertig,4 [mm] 

Fertigung 102 200 550 300 
MAT003 102 200 550 227,84 
MAT125 102 188,54 550 267,72 

 

Um dieselben rückgefederten Durchmesser zu erhalten, sind die Vor- und Auf-
rolldurchmesser bei der numerischen Simulation anzupassen, Tabelle 18. Dies 
führt allerdings auch zu veränderten resultierenden Eigenspannungsverläufen, 
welche in Abbildung 76 dargestellt sind.  

Tabelle 18: Rückfederungsdurchmesser mit modifizierten Vor- und Aufrolldurchmessern 

Modell DVor,1 [mm] DVor,2 [mm] DFertig,3 [mm] DFertig,4 [mm] 

Fertigung 102 200 550 300 
MAT003 102 200 2500 300 
MAT125 106 200 729 300 

 

Es zeigt sich, dass die Abweichungen im Eigenspannungsverlauf als auch hin-
sichtlich der Wahl des Vor- und Aufrolldurchmessers erheblich sind und somit 
die realen Verhältnisse nicht abbilden können. Es ist zu erwarten, dass zukünf-
tige Materialmodelle wie beispielsweise MAT165B zu besseren Resultaten füh-
ren können. Zum Zeitpunkt der Untersuchung stehen diese allerdings nicht zur 
Verfügung. Ein einstufiger Umformvorgang hingegen ist durch die vorhandenen 
Materialmodelle sehr gut abbildbar, da die numerischen Fließkurven im primären 
Beanspruchungsbereich eine befriedigende Übereinstimmung aufweisen. 
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Abbildung 76: Resultierende Eigenspannungsverläufe für MAT003 und MAT125 modifiziert 

 

7.3 Analytische Methoden und Modell 
Der vorangegangene Abschnitt 7.2 zeigt, dass eine numerische Simulation des 
Umformvorgangs unter Berücksichtigung der vorgestellten Materialcharakteris-
tik nur mit erheblichen Einschränkungen hinsichtlich der Ergebnisqualität mög-
lich ist. Zusätzlich würden bei einer Finite-Elemente-Berechnung die allgemein 
bekannten Schwierigkeiten der hohen Rechenzeit und der teilweise komplexen 
Entscheidungen im Rahmen der Modellerstellung auftreten.  

Alternativ zur numerischen Finite-Elemente-Methode wird im folgenden Ab-
schnitt der zweite Lösungsweg aus Abbildung 3 vorgestellt. Hierbei handelt es 
sich um einen analytischen Berechnungsansatz zur Bestimmung der Spannungen 
und Dehnungen während und nach dem Umformprozess. Aufbauend auf dem 
allgemeinen Biegespannungsmodell aus 5.4 sind umfangreiche Modifikationen 
bzw. Erweiterungen nötig, welche zuerst unter Ziffer 7.3.1 besprochen werden. 
Dazu wird auf die bereits bekannte und verwendete Nomenklatur aus Abbildung 
19 zurückgegriffen. Analog dieser Konvention wird jede der vier Phasen des 
Umformvorgangs, zunächst für sich alleine, analytisch beschrieben (Ziffer 7.3.2 
bis 7.3.5). Ergänzend wird unter Ziffer 7.3.6 die Ermittlung des nichtlinearen 
Rückfederungsverhalten vorgestellt, welches für die Phase 2 in 7.3.3 und die 
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Phase 4 in 7.3.5 notwendig ist. Anschließend erfolgt in Ziffer 7.3.7 die obligato-
rische Zusammenführung dieser einzelnen Module zu einem Gesamtalgorith-
mus. Der Abschnitt beinhaltet ebenfalls eine Übersicht des Algorithmus in Ab-
bildung 89. Aufbauend auf diesem Gesamtalgorithmus erfolgt unter Ziffer 7.3.8 
die Vorstellung der einzelnen Optimierungsbedingungen. Im Rahmen dieser Ar-
beit werden drei Optimierungsbedingungen vorgestellt, die aber keinen An-
spruch auf Vollständigkeit erheben, sondern, bezogen auf die Fertigung von 
Kolbenringen und Drahtwälzlagerringen, als wahrscheinlichste Vertreter gelten.  

7.3.1 Modifiziertes Biegespannungsmodell 
Der Abschnitt 5.4 stellt das allgemein bekannte Biegespannungsmodell vor. Die-
ses Modell beinhaltet einige Vereinfachungen, die allerdings bei der Anwendung 
auf die meisten Biegeproblemstellungen unproblematisch sind und daher keine 
nennenswerte Auswirkung auf das Ergebnis haben. Dies trifft insbesondere auf 
Werkstoffe ohne ausgeprägten BAUSCHINGER-Effekt zu. Problematisch hin-
sichtlich der Anwendung des allgemein bekannten Biegespannungsmodells (Zif-
fer 5.4), bezogen auf die hier zu betrachtende Situation mit mehrmaliger plasti-
scher Biegebeanspruchung, ist die Voraussetzung von ausreichend vorhandenen 
elastischen Tragreserven in sekundärer Beanspruchungsrichtung nach einer be-
reits erfolgten primären plastischen Beanspruchung. Dieser Sachverhalt ist nicht 
selbstredend und wird im Folgenden genauer diskutiert. Bei der Biegung des 
Drahts stellen sich üblicherweise an der Drahtaußenseite (dies ist die Seite, wel-
che vom Krümmungsmittelpunkt abgewandt ist) während der Belastung Zug-
spannungen ein. Sofern diese Dehnung die Fließdehnung überschreitet, führt 
dies zu einer plastischen Deformation in der Randfaser. Bei der anschließenden 
Wegnahme der Beanspruchung führt das sich einstellende Rückstellmoment zu 
Rückfederungsspannungen mit entgegengesetztem Vorzeichen wie bei den Be-
anspruchungsspannungen was auch der Grund für die auftretende Rückfederung 
ist. Analog den Ausführungen in 5.4 entsteht durch die Superposition von plas-
tischer Beanspruchungsspannung und Rückfederungsspannung in den Randbe-
reichen ein Vorzeichenwechsel zur Beanspruchungsspannung, was bei der vor-
liegenden Zugspannung an der Drahtaußenseite nach Überlagerung mit der 
Rückfederungsspannung eine resultierende Druckeigenspannung zur Folge hat. 
Das allgemeine (klassische) Biegespannungsmodell, wie in Abschnitt 5.4 vorge-
stellt, geht nun von einem ausreichend linear-elastischem HOOKEschen Bereich 
der sekundären Fließkurve (im hier betrachteten Fall der Außenfaser also der 
Druckbereich der Fließkurve) aus. Solange sich die durch das Rückstellmoment 
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verursachte Spannung im elastischen Bereich der sekundären Fließkurve befin-
det, ist diese Annahme erfüllt und das allgemeine (klassische) Biegespannungs-
modell kann ohne Einschränkung angewendet werden, Abbildung 77 links.  

 

Abbildung 77: Vorzeichenwechsel durch Rückstellmoment (links elastisch, rechts elastisch-plastisch) 

Überschreitet die Rückstellspannung allerdings die Elastizitätsgrenze der Sekun-
därfließkurve, liefert das Modell fehlerhafte Ergebnisse, Abbildung 77 rechts. 
Das allgemeine Modell lässt sich bei vielen, insbesondere duktilen Stählen prob-
lemlos anwenden. Ist allerdings, wie bei den im Rahmen der vorliegenden Arbeit 
betrachteten Werkstoffen ein ausgeprägter BAUSCHINGER-Effekt vorhanden, ist 
die Annahme des ausreichend elastischen Bereichs der sekundären Fließkurve 
nicht mehr zutreffend: Durch das Vorhandensein des BAUSCHINGER-Effekts 
findet eine signifikante Herabsetzung der sekundären Fließgrenze statt. Im Fall 
des 54SiCr6 beträgt diese von ursprünglich 1.680 MPa noch lediglich etwa 
300 MPa, beim C45E+N von 340 MPa noch etwa 130 MPa, was einer verhält-
nismäßig geringen elastischen Tragreserve entspricht (siehe 7.1.1). Durch diese 
Herabsetzung ist ein Überschreiten der sekundären Fließgrenze durch das Rück-
stellmoment und der daraus resultierenden Rückstellspannungen in Phase 2 
wahrscheinlich, was ein erneutes (Rück-)Plastifizieren des Werkstoffs beim 
Rückfederungsvorgang zur Folge hat. Die Annahme der rein elastischen Rück-
federung, wie sie in Abbildung 27 dargestellt ist, wird für die folgenden Betrach-
tungen zur sogenannten elastisch-plastischen Rückfederung weiterentwickelt, 
Abbildung 78. 
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Abbildung 78: Elastisch-plastische Rückfederung bei elastisch-plastischer Biegung 

Der Verlauf der Rückstellspannungen durch das Rückstellmoment hat nun nicht 
mehr den linearen Verlauf über den Querschnitt (dünne Linie), sondern orien-
tiert sich an der sekundären Fließkurve. Durch die Superposition der Spannun-
gen mit Gleichung (5-22) ergibt sich ein veränderter Verlauf der resultierenden 
Eigenspannungen σES(z). Entsprechend kann Abbildung 28 nun nur noch als 
qualitative Orientierung dienen; der Eigenspannungsverlauf an sich wird insbe-
sondere in den Randbereichen keinen linearen Verlauf mehr annehmen. Für die 
folgenden Berechnungen werden unterschiedlich definierte Dehnungswerte ver-
wendet. Abbildung 79 zeigt diese Dehnungen und ihren jeweiligen Bezug. Dabei 
kann generell gesagt werden, dass die „Res-Dehnungen“ (=Resultierende abso-
lute Dehnung nach Abschluss einer Phase) stets auf den absoluten Koordina-
tenursprung bezogen sind. Die „Ges-Dehnungen“ (=Gesamte Dehnung, bezo-
gen auf den Endzustand der vorherigen Phase) und „RF-Dehnungen“ (=Rück-
federungsdehnungen) hingegen beziehen sich stets auf den Endpunkt der zuvor 
abgeschlossenen Phase, was dem Beginn der aktuellen Phase entspricht.  

 

Abbildung 79: Nomenklatur der Dehnungen 
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In Abbildung 79 sind die primäre Beanspruchung und Wegnahme der Beanspru-
chung in „blau“ (Phase 1 und 2) und die sekundäre in „rot“ (Phase 3 und 4) 
dargestellt. Die Rückfederungsdehnungen (RF) der zweiten und der vierten 
Phase sind gestrichelt dargestellt und stets auf den Endwert der Entlastungs-
kurve bezogen.  

Die Anwendung der im Folgenden vorgestellten mathematischen Modellbildung 
setzt eine Diskretisierung des Querschnitts voraus. Für jedes diskrete Quer-
schnittselement sind die jeweiligen Dehnungen und Spannungen zu ermitteln. 
Die Diskretisierung erfolgt, unabhängig der Querschnittsform, anhand eines 
n x m Rasters mit konstanter Elementgröße, Abbildung 80. Im Rahmen der Be-
rechnung werden lediglich die Elemente des Rasters verwendet, welche sich im 
Drahtquerschnitt befinden. Die folgenden Formulierungen werden daher in all-
gemeingültiger Form aufgestellt und sind somit für jeden Punkt des Drahtquer-
schnitts gültig. Dementsprechend sind viele Variablen, insbesondere die Deh-
nungen und Spannungen, abhängig ihrer y- und z-Koordinate zu verstehen. 

 

Abbildung 80: Diskretisierung n x m Raster 

Um eine bessere Lesbarkeit zu gewährleisten wird für diese positionsabhängigen 
Variablen folgende vereinfachte Schreibweise verwendet (hier beispielhaft für 
eine Spannung).  

   𝜎𝜎(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) = 𝜎𝜎�   
(7-17) 
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Übertragen auf den Biegerollvorgang, wie er bereits unter 4.1 beschrieben ist, 
entsprechen die Phase 1 und 2 dem sogenannten Vorrollen mit anschließender 
Entlastung (primäre Beanspruchung). Der fertigungstechnisch durch die Um-
formrollen #1 bis #3 (siehe Abbildung 5) eingestellte Vorrolldurchmesser wird 
als DVor,1 bezeichnet, die anschließende Rückfederung führt dann zum Durch-
messer DVor,2. Durch die Umformrollen #2 bis #4 wird in Phase 3 das soge-
nannte Fertigrollen auf den Durchmesser DFertig,3 realisiert. Sobald der Draht die 
Umformstufe verlässt findet in Phase 4 die Rückfederung auf DFertig,4 statt. 
Grundsätzlich sind alle Vor- und Fertigrolldurchmesser während des Drahtroll-
biegens möglich. Da der Fertigrollvorgang aufgrund der Systematik stets eine 
Vergrößerung des Ringdurchmessers hat, ist darauf zu achten, dass DVor,2 kleiner 
als der rückgefederte Fertigrolldurchmesser DFertig,4 ist. Ausgeschlossen wird zu-
dem an dieser Stelle ein Rückfedern nach dem Fertigrollen auf den ursprüngli-
chen Zustand des geraden Drahts, was theoretisch einem Fertigrolldurchmesser 
von DFertig,4 = ∞ entspricht, oder sogar darüber hinaus DFertig,4 < 0. Entsprechend 
sind folgende Randbedingungen einzuhalten. 

   𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉,2 < 𝐷𝐷𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹,4 

𝐷𝐷𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹,4 > 0   
(7-18) 

 

Der Durchmesser DFertig,3 ist von dieser Randbedingung nicht betroffen, da es 
für entsprechend große Unterschiede zwischen Vorroll- und Fertigrolldurch-
messer durchaus nötig sein kann, dass DFertig,3 kleiner Null gewählt werden muss. 
Ein negativer DFertig,3 entspricht einer Biegung über den ursprünglichen geraden 
Zustand hinaus.  

7.3.2 Beschreibung der primären Beanspruchung – Phase 1 
Im ersten Schritt ist die primäre Fließkurve des Werkstoffs mathematisch zu be-
schreiben. In Ziffer 5.3 werden verschiedene Möglichkeiten zur mathematischen 
Beschreibung von Fließkurven besprochen. Von den drei vorgestellten Model-
len (LUDWIK, RAMBERG-OSGOOD, Polygonzug) ist nach Möglichkeit die For-
mulierung nach LUDWIK zu bevorzugen. Vorteilhaft an dieser Gleichung ist die 
explizite Trennung zwischen elastischem und plastischem Bereich sowie die ein-
fache Ermittlung der beiden Koeffizienten, welche durch das KQ-Verfahren un-
terstützt werden kann. Falls die Anwendung der LUDWIK-Gleichung nicht ohne 
vertretbare Einschränkungen möglich ist, sollte die Fließkurve durch einen ent-
sprechend gewählten Polygonzug abgebildet werden. Eine Modellierung durch 
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das RAMBERG-OSGOOD Modell ist zwar möglich, aber aufgrund der invertierten 
Formulierung 𝜀𝜀(𝜎𝜎) umständlich in der weiteren Implementierung. Weitere ma-
thematische Modelle, wie beispielsweise nach HOLLOMON, SWIFT, VOCE oder 
NUTTING und POLLARD sind ebenfalls denkbar, aber meist aufwändiger in der 
Bestimmung der Koeffizienten (für eine geraffte Übersicht dieser Modelle wird 
auf THOMAS [116] verwiesen). Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden 
exemplarisch die beiden Werkstoffe C45E+N und 54SiCr6 behandelt, welche 
beide mit dem LUDWIK-Modell beschrieben werden. Folgende Abbildung 81 
zeigt erneut die Fließkurve des Werkstoffs 54SiCr6, ergänzt um die Fließkurve 
nach LUDWIK. Die Übereinstimmung der tatsächlichen Messwerte und der Mo-
dellkurve weist geringe Abweichungen im Bereich unmittelbar nach Fließbeginn 
und im mittleren plastischen Bereich (1,5 % bis 3,0 %) auf, welche hier als un-
kritisch gesehen werden. Alternativ ist eine Beschreibung der Fließkurve durch 
einen Polygonzug oder eine nicht näher vorgestellte Modellierung möglich. Eine 
Verbesserung des Ergebnisses, insbesondere durch das Polygonzugverfahren, ist 
nur unter erheblichem Mehraufwand (sehr hohe Anzahl an Liniensegmenten) 
möglich.  

 

Abbildung 81: 54SiCr6 – Fließkurvenbeschreibung nach LUDWIK (Phase 1) 
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Für den Werkstoff C45E+N ist eine erneute Darstellung der Kurve nicht nötig, 
da bereits die Kurve in Abbildung 30 auf der LUDWIK-Gleichung basiert. Die 
entsprechend gewählten LUDWIK-Parameter für die beiden Modellkurven sind 
nachstehend zusammengefasst. 

Tabelle 19: Phase 1 – LUDWIK-Parameter  

Werkstoff Fließspannung Fließdehnung nL CL 

54SiCr6 1618 MPa 0,79 % 0,269 698,4 
C45E+N 340 MPa 0,16 % 0,305 513,4 

 

Anhand Gleichung (5-14) kann für jeden Dehnungswert eine entsprechende  
z-Koordinate im Drahtquerschnitt, bezogen auf die neutrale Faser, berechnet 
werden. So lassen sich die elastischen und elastisch-plastischen Bereiche der 
Fließkurve den Abschnitten des Drahtquerschnitts in z-Richtung zuordnen, Ab-
bildung 80.  

7.3.2.1 Dehnungsberechnung 
In 5.4 ist dokumentiert, wie die Dehnung abhängig des gewählten Ringdurch-
messers berechnet werden kann. Die mathematische Formulierung (5-14) kann 
somit unter Berücksichtigung der gewählten Variablenbenennungen wie folgt in 
allgemeiner Form, abhängig des gewählten Vorrolldurchmessers DVor,1 und der 
Koordinate 𝑧̂𝑧 geschrieben werden.  

   𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 = 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 = 2𝑧̂𝑧
𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉,1

  (7-19) 

 

In der vorliegenden Phase 1 ist die resultierende (Index „Res“) und die gesamte 
Dehnung (Index „Ges“) nach Abbildung 79 definiert. Da die Phase 1 im Ur-
sprung des Koordinatensystems beginnt sind, die beiden Dehnungen in dieser 
Phase identisch und hinsichtlich der Gleichung (7-19) synonym zu verwenden. 
Deshalb ist es unerheblich, mit welcher der beiden Dehnungswerte in den fol-
genden Gleichungen (7-20) und (7-21) gerechnet wird. Das hier zu entwickelnde 
mathematische Modell orientiert sich an der BERNOULLI-NAVIER-Hypothese 
wonach die Querschnitte bei elastischer und plastischer Biegung eben bleiben 
[62]. Basierend auf einem bekannten Biegeradius des Drahts lässt sich unter Be-
rücksichtigung dieser Hypothese für jeden beliebigen Punkt des Querschnitts die 
Dehnung durch einen linearen Verlauf berechnen. 
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7.3.2.2 Spannungsberechnung 
Bei der Berechnung der Spannungen ist entscheidend, in welchem Bereich der 
Fließkurve sich die betrachtete Position befindet. Die Spannung 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1 für den 
elastischen Bereich (𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,1) lässt sich über das HOOKEsche Gesetz be-
schreiben (𝐸𝐸𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎: Elastizitätsmodul, 𝜎𝜎𝐹𝐹,1: Fließgrenze,  𝜀𝜀𝐹𝐹,1: Fließdehnung). 

   𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1 = 𝐸𝐸𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 = 𝜎𝜎𝐹𝐹,1
𝑧̂𝑧

𝑎𝑎𝐹𝐹,1
   (7-20) 

wobei 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Für den elastisch-plastischen Bereich ist folgende Formulierung für die Span-
nungsberechnung zu verwenden. 

   𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1 = �𝜎𝜎𝐹𝐹,1 + 𝐶𝐶𝐿𝐿 ∙ ��𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1� − 𝜀𝜀𝐹𝐹,1�
𝑛𝑛𝐿𝐿� ∙ 𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1

�𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1�
   (7-21) 

wobei 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Der Klammerausdruck der Gleichung setzt sich aus zwei Summanden zusam-
men: Der erste Summand repräsentiert die Fließspannung 𝜎𝜎𝐹𝐹,1 und ist daher 
selbstredend. Im zweiten Summand wird die über die Fließgrenze hinaus ge-
hende Spannung anhand der plastischen Dehnung (�𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1� − 𝜀𝜀𝐹𝐹,1) über die 
LUDWIK-Gleichung berechnet. Um eine allgemeingültige und vom Vorzeichen 
der Dehnung unabhängige Formulierung zu verwenden, wird der plastische An-
teil der Spannungen stets positiv verwendet (hier durch die Betragsfunktion re-
alisiert). Anschließend erfolgt die Multiplikation des Klammerausdrucks mit dem 
sogenannten Vorzeichenterm, der entweder über den Wert 1 bei Zug- und -1 bei 
Druckspannungen das Vorzeichen der Spannung steuert.  

7.3.3 Beschreibung der primären Rückfederung – Phase 2 
Die Phase 2 beschreibt den Rückfederungsvorgang, der sich unmittelbar nach 
Wegnahme der primären Beanspruchung anschließt. Im Rahmen dieses Vor-
gangs sind vier unterschiedliche Situationen denkbar. Die erste dieser vier Situa-
tionen hat in Phase 1 lediglich eine elastische Beanspruchung erfahren, Abbil-
dung 82. Die anderen drei Situationen setzen eine plastische Beanspruchung in 
Phase 1 voraus, Abbildung 83. Alle vier werden im Folgenden beschrieben. 
Durch die Biegebeanspruchung in Phase 1 entstehen in Bereichen mit Dehnun-
gen kleiner der Fließdehnung lediglich elastische Spannungen; in den anderen 
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Bereichen plastische Spannungen. Eine über dem gesamten Querschnitt rein 
elastische Beanspruchung würde zu einer vollständigen Rückfederung in Phase 2 
führen. Nach einer elastisch-plastischen Primärbeanspruchung ist eine kom-
plette Rückfederung des Drahts in den Ausgangszustand des geraden Drahts  
oder sogar darüber hinaus nicht mehr möglich.  

 

Abbildung 82: Phase 2 – rein elastische Beanspruchung/Entlastung 

Die Rückfederung der elastischen Bereiche nach einer elastisch-plastischen Bie-
gebeanspruchung lässt sich im Spannungs-Dehnungs-Diagramm qualitativ mit 
der Situation  2-el  in Abbildung 82 beschreiben (hellblauer Punkt ist Zustand 
nach Phase 1, dunkelblauer Punkt ist Zustand nach Phase 2). Im Fall einer vo-
rangegangenen plastischen Beanspruchung der betrachteten Stelle in Phase 1 
sind drei unterschiedliche Entlastungssituationen denkbar, Abbildung 83. 

a)  b)  c)  

Abbildung 83: Phase 2 – Entlastungsmöglichkeiten nach plastischer Primärbeanspruchung 

Das linke Teilbild a), Situation  2-pl/1 , in Abbildung 83 zeigt, dass die Rückfe-
derungsspannung (dunkelblauer Punkt) zwar der Spannung (hellblauer Punkt) 
aus Phase 1 entgegen wirkt, diese aber nicht vollständig kompensiert. Wichtig 
für die folgenden Berechnungen ist die Tatsache, dass in dieser Konstellation 
sowohl die primäre Beanspruchung aus Phase 1 als auch die resultierende Span-
nung nach Rückfederung in Phase 2 dasselbe Vorzeichen haben. Das mittlere 
Teilbild b), Situation  2-pl/2 , zeigt, dass die primäre Beanspruchung durch die 
Rückfederung vollständig kompensiert wird. Diese Situation entsteht an zwei 
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Stellen über dem Querschnitt, vergleiche Abbildung 28. In der neutralen Faser 
liegt im Grunde ebenfalls die Situation vor, dies wird hier aber nicht dazugerech-
net, da sowohl Beanspruchung als auch Rückstellspannung den Wert Null ha-
ben. Im rechten Teilbild c), Situation  2-pl/3 , ist zu sehen, bei der die Rück-
stellspannung einen größeren Betrag annimmt als die eigentliche Belastungs-
spannung. Dies hat zur Folge, dass zur Zustandsbeschreibung die sekundäre 
Fließkurve nötig ist und die resultierende Spannung ein anderes Vorzeichen auf-
weist als die Belastungsspannung. Nachstehende Abbildung zeigt die möglichen 
Konstellationen aus der primären Beanspruchung in Phase 1 und der primären 
Wegnahme der Beanspruchung in Phase 2. 

 

Abbildung 84: Phase 1 und 2 – mögliche Umformkonstellationen 

7.3.3.1 Dehnungsberechnung 
Beim allgemeinen (klassischen) Biegespannungsmodell nach 5.4 lässt sich die 
Rückfederungsdehnung aufgrund des linearen Verlaufs analytisch ermitteln. 
Beim hier entwickelten modifizierten Biegespannungsmodell ist dies aufgrund 
des nichtlinearen Verlaufs der Sekundärfließkurve nicht mehr möglich. Die Be-
rechnung der sich ergebenden Rückfederungsdehnung 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2 lässt sich nur itera-
tiv durchführen. Dieser iterative Ansatz ist Gegenstand des Abschnitts 7.3.6. Im 
Vorgriff wird allerdings bereits hier die resultierende Dehnung nach der zweiten 
Phase formuliert. 

    𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 + 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2 = 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 + 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2  
(7-22) 
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Phase 2
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Anschließend lässt sich auch der technisch relevante rückgefederte Drahtring-
durchmesser über die Dehnung und die Position jeder beliebigen Stelle des 
Drahtquerschnitts ermitteln. 

   𝐷𝐷𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉,2 = 2𝑧̂𝑧
𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2

  (7-23) 

 

Sowohl für die iterative Berechnung der Rückfederungsdehnung als auch für die 
Rückfederungsspannungen ist die Kenntnis der jeweiligen Entlastungskurve nö-
tig. Hierbei wird zwischen dem nominellen (𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) und dem tatsächlichen 
Verlauf (𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡) unterschieden. Der nominelle Verlauf orientiert sich einzig 
am Elastizitätsmodul und beschreibt somit einen zur HOOKEschen Geraden pa-
rallelen Verlauf, auch bekannt als Entlastungsgerade. Für die Beschreibung ist 
daher der Schnittpunkt mit der horizontalen Dehnungsachse ausreichend. Für 
die ausschließlich elastisch beanspruchten Bereiche (siehe Abbildung 82) beträgt 
der nominelle und somit auch der tatsächliche Schnittpunkt mit der Abszisse 
den Wert Null.  

   𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0  
(7-24) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Für die plastisch beanspruchten Bereiche nach Abbildung 83 ergibt sich der 
Schnittpunkt der Entlastungsgeraden über folgenden Zusammenhang. 

   𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 −
𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1

𝐸𝐸1
  (7-25) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Wird zusätzlich die plastische Rückverformung ∆𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗   aus Ziffer 7.1.1.1 berück-
sichtigt, ergibt sich der tatsächliche Verlauf, was der Entlastungskurve ent-
spricht. Für die elastisch beanspruchten Bereiche ist keine plastische Rückver-
formung zu berücksichtigen und die Gleichung (7-24) kann unverändert weiter-
verwendet werden. 
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   𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0  
(7-26) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Für die plastisch beanspruchten Bereiche ist die Gleichung (7-1) zu berücksich-
tigen. 

   𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 + ∆𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2∗ =  

= 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 −
𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1

𝐸𝐸1
− �𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗ �1 − 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝

∗ �𝜀𝜀�𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛�� + 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝∗ � ∙
𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1

�𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1�
  

(7-27) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Um auch hier eine allgemeingültige Formulierung zu erhalten, wird der Betrag 
der nominellen plastischen Dehnung zur Berechnung der plastischen Rückfede-
rung verwendet. Das Vorzeichen des Terms wird anschließend über den soge-
nannten Vorzeichenterm definiert. Die zur Beschreibung der plastischen Rück-
verformung nötigen Konstanten sind bereits in Ziffer 7.1.1.1 definiert. Die Un-
terscheidung in den Gleichungen (7-24) bis (7-27), ob die Dehnung 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 kleiner 
oder größer der Fließdehnung ist, kann im Grunde vernachlässigt werden, da die 
Gleichung (7-25) für die elastischen Bereiche den Wert Null liefert und somit 
auch Gleichung (7-27) Null wird.  

Der tatsächliche Verlauf der Entlastungskurve ist nur unter hohem Aufwand zu 
erfassen und weder Gegenstand dieser Arbeit noch im Rahmen anderer Arbeiten 
bisher hinreichend genau beschrieben. Für die praktisch anwendbare und immer 
noch hinreichend genaue Beschreibung der Entlastungskurve zwischen der ma-
ximalen plastischen Dehnung aus Phase 1 und dem tatsächlichen Schnittpunkt 
mit der horizontalen Achse 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 wird entgegen dem tatsächlichen Verlauf 
der Entlastungskurve durch eine Entlastungsgerade mit der Steigung 𝑇𝑇�2 durch 
lineare Interpolation angenommen. Für Werkstoffe mit plastischer Rückverfor-
mung muss diese Steigung stets kleiner als der Elastizitätsmodul sein. Der durch 
diese Linearisierung auftretende Fehler ist vernachlässigbar. Die Entlastungsge-
rade wird nach folgendem Zusammenhang berechnet. 

   𝑇𝑇�2 = 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1

𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1−𝜀𝜀�𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
  (7-28) 
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Die bisher für alle Berechnungen vorgenommene Unterscheidung in den elasti-
schen und den plastischen Bereich entfällt hier, da eine Anwendung der Formel 
auf den elastischen Bereich als Ergebnis den Elastizitätsmodul ergibt (da 
𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 0).  

7.3.3.2 Spannungsberechnung 
Auf Basis der (noch nicht vorgestellten) iterativ bestimmten Rückfederungsdeh-
nungen (erfolgt im Abschnitt 7.3.6) lassen sich die Rückfederungsspannungen 
bestimmen. Diese Rückfederungsspannungen sind nicht zu verwechseln mit den 
resultierenden Eigenspannungen, die nach der erfolgten Rückfederung am Ende 
der Phase 2 im Bauteilquerschnitt verbleiben. Für die Berechnung der Spannun-
gen ist in vier unterschiedliche Konstellationen zu differenzieren, Abbildung 84. 
Die resultierenden Eigenspannungen nach der Entlastung lassen sich dann 
durch Überlagerung der Beanspruchung aus Phase 1 und der Rückfederungs-
spannung aus Phase 2 berechnen. 

   𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1 + 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅,2  
(7-29) 

 

Konstellation  2-el  : 

Im Fall der in Phase 1 vorangegangenen elastischen Beanspruchung (Abbildung 
82) lässt sich die Rückfederungsspannung anhand dem folgendem Zusammen-
hang berechnen. 

   𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = 𝑇𝑇�2 ∙ 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2 = 𝐸𝐸1 ∙ 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2=  
(7-30) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Für die Berechnung der Spannungen der plastisch beanspruchten Bereiche ist 
eine Unterscheidung nach Abbildung 84 nötig.  

Konstellation  2-pl/1  und  2-pl/2  : 

Ist die Spannung durch die Rückfederung dem Betrag nach kleiner (Konstella-
tion  2-pl/1  ) oder gleich der primären Beanspruchung (Konstellation 
 2-pl/2  ), verbleibt der Zustand im ursprünglichen Quadranten. Für diese bei-
den Fälle ist lediglich die interpolierte Entlastungsgerade T2 relevant und die 
Gleichung (7-30) kann unverändert angewendet werden.  
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   𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = 𝑇𝑇�2 ∙ 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2  
(7-31) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  ∧  �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2� ≥ �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡�  

 

Über die beiden Bedingungen wird sichergestellt, dass in Phase 1 der plastische 
Bereich erreicht wird und die Abszisse nicht geschnitten wird, was als nicht voll-
ständige Entlastung interpretiert wird. Aufgrund der identischen Ergebnisse 
wird im weiteren Verlauf nicht mehr zwischen den beiden Situationen  2-pl/1  
und  2-pl/2  unterschieden.  

 

Konstellation  2-pl/3  : 

Bei dieser Konstellation wird der bisherige Quadrant im Spannungs-Dehnungs-
Diagramm verlassen, da die Abszisse geschnitten wird. Für die Bestimmung der 
Rückfederungsspannungen ist nun die Sekundärfließkurve (7.1.1.3) maßgebend. 
Zusätzlich muss hier unterschieden werden, ob sich die Spannung im elastischen 
oder plastischen Bereich der Sekundärfließkurve befindet. Für den Bereich der 
elastischen Sekundärfließkurve beschreibt folgende Formulierung die Rückfede-
rungsspannung. 

   𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = ��𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1� + 𝐸𝐸𝑇𝑇(𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡) ∙ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2 + 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 −
𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��  ∙ 𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅,2

�𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅,2�
  (7-32) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1 ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2� < �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2 − 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,3  

 

Die Rückfederungsspannung berechnet sich im Klammerausruck über zwei 
Summanden. Der erste Summand entspricht der Biegespannung 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1 aus 
Phase 1 welche ja aufgrund des Wechsels des Vorzeichens der resultierenden 
Spannung auf jeden Fall erreicht wird. Im zweiten Ausdruck wird die elastische 
Spannung der sekundären Fließkurve berechnet. Dazu wird die gesamte Rück-
federungsdehnung 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2 um den Teil, der bereits für die vollständige Kompen-
sation der Biegespannung im ursprünglichen Quadranten nötig ist (𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝑒𝑒𝑒𝑒,1 −
𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡), verringert. Zuletzt wird das Vorzeichen des gesamten Klammeraus-
drucks über den Vorzeichenterm bestimmt. Die drei Bedingungen der Glei-
chung sind wie folgt zu interpretieren: Die erste Bedingung prüft, ob in Phase 1 
überhaupt der plastische Bereich erreicht wird. Die zweite Bedingung überprüft, 
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ob die Abszisse geschnitten wird. Über die dritte Bedingung wird sichergestellt, 
dass die Spannung sich im elastischen Bereich der Sekundärfließkurve befindet.  

Für den Bereich, der über die sekundäre Fließgrenze hinausgeht und somit beim 
Rückfedern erneut plastifiziert ist folgende Gleichung anzuwenden. 

  σ�RF,2 = ��σ�BS,1� + σF,3 + a3 �1 − e−δA∙�εpl,2,tats
δB �∙��ε�RF,2+ε�Ges,1−ε�pl,2,tats�−εF,3��� ε�RF,2

�ε�RF,2�
 

wobei 

�𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2� < �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2� < �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2 − 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� > 𝜀𝜀𝐹𝐹,3 
(7-33) 

 

Der Klammerausdruck setzt sich aus drei Summanden zusammen. Der erste 
Summand entspricht der Belastungsspannung 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1 aus Phase 1 und der zweite 
der gesamten sekundären elastischen Fließspannung 𝜎𝜎𝐹𝐹,3. Der dritte Summand 
beschreibt den plastischen Bereich der Sekundärfließkurve anhand dem bereits 
bekannten mathematischen Zusammenhang  (7-8) und (7-9). Die benötigten Pa-
rameter (𝑎𝑎3 = 𝑅𝑅𝑚𝑚, 𝛿𝛿𝐴𝐴 und 𝛿𝛿𝐵𝐵) sind unter Ziffer 7.1.1.3 zu finden. Die zugrunde 
gelegte sekundäre plastische Dehnung errechnet sich nach �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2 + 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 −
𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� − 𝜀𝜀𝐹𝐹,3. 

7.3.4 Beschreibung der sekundären Beanspruchung – Phase 3 
In Phase 3 erfolgt das sogenannte Fertigrollen des Drahts, das heißt, der bereits 
zu einem Ring vorgerollte Draht wird entgegen der primären Beanspruchungs-
richtung nun wieder teilweise aufgebogen mit dem Ziel einen größeren Ring-
durchmesser zu erhalten. Werden in Phase 3 durch das Fertigrollen auf den 
Durchmesser DFertig,3 lediglich elastische Biegespannungen in den Draht einge-
bracht, findet nach Wegnahme dieser Beanspruchung eine vollständige Rückfe-
derung auf den bereits bekannten Ringdurchmesser DVor,2 statt. Werden durch 
diesen zweiten Umformschritt allerdings plastische Biegespannungen einge-
bracht, was letztlich auch Sinn und Zweck des Fertigrollens ist, wird der bereits 
vorhandene vorgerollte Ringdurchmesser nach dem Rückfedern in Phase 4 von 
DFertig,3 auf die Größe DFertig,4 anwachsen. Die analytischen Berechnungen zur 
Phase 3 (sekundäre Beanspruchung) basieren grundsätzlich auf den Zusammen-
hängen aus Phase 1 (Ziffer 7.3.2). Wesentlicher Unterschied zur Phase 1 sind 
allerdings die aufgrund des Vorrollvorgangs bereits vorhandenen und keinesfalls 
über dem Querschnitt konstanten Eigenspannungen 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2. Ähnlich der Phase 2 
muss zu Beginn der Phase 3 zuerst für jede Position geklärt werden, in welchem 
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Zustand (hinsichtlich Spannung und Dehnung) sich die betrachtete Stelle befin-
det und welche verformungstechnische Historie vorliegt. Unter Ziffer 7.3.3 wer-
den hinsichtlich der Verformungshistorie vier unterschiedliche Konstellationen 
vorgestellt, wobei jede dieser vier Konstellationen eine mögliche Rückfederung 
durch Phase 2 beschreibt. Ausgehend von diesen vier Spannungs-Dehnungs-
Zuständen ergeben sich in Phase 3 weitere Konstellationen, Abbildung 85. Die 
Benennung der jeweiligen Konstellation ist wieder in der hier verwendeten No-
tation durch eckige Rahmen bei der jeweiligen Situation aufgeführt. 

 

Abbildung 85: Phase 3 – mögliche Umformkonstellationen 

Durch die Randbedingung (7-18) ist ein Fertigrollen des Drahts auf den ur-
sprünglichen geraden Ausgangszustand (DFertig,4 = ∞) bzw. darüber hinaus  
(DFertig,4 < 0) ausgeschlossen. Entsprechend dieser Annahme ist auf eine primäre 
elastische Beanspruchung (Phase 1, Konstellation  1-el  ) lediglich eine sekundäre 
elastische Beanspruchung in Phase 3 möglich (Konstellation  3-el  ); eine plasti-
sche Beanspruchung ist ausgeschlossen. Formal lässt sich dies an einer exempla-
risch gedachten (Biege-)Zugspannung aufzeigen: In den in Phase 1 elastisch be-
lasteten Bereichen sind die Dehnungen 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 = 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,1, was einem elas-
tischen Zustand auf der HOOKEschen Geraden entspricht. Da die Rückfede-
rungsdehnung 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,2 in Phase 2 stets kleiner ist als die gesamte Dehnung 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1 

Phase 1
Beanspruchung

Phase 2
Wegnahme 
Beanspruchung

Phase 3
Beanspruchung

Elastisch Plastisch

1-el 1-pl

2-el

2-pl/1

2-pl/2 2-pl/3

3-el 3-pl/1 3-pl/2 3-pl/3
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der Phase 1, ist ein Erreichen des Ursprungs der HOOKEschen Geraden im 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm durch die Rückfederung in Phase 2 ausge-
schlossen, was somit an allen rein elastisch (zug-)beanspruchten Stellen zu 
𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2 > 0 führt. Um ein vollständiges Zurückbiegen des Drahts durch die da-
rauf folgende Sekundärbeanspruchung zu erreichen, müsste der Fertigrolldurch-
messer DFertig,3 so gewählt werden, dass nach der Rückfederung in Phase 4 der 
Ursprung der HOOKEschen Geraden erreicht wird und somit keine Eigenspan-
nung bzw. Dehnung im betrachteten Punkt vorliegt 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,4 = 0. Um weiterhin 
im betrachteten Bereich rein elastisch zu bleiben, darf die sekundäre Fließgrenze 
𝜀𝜀𝐹𝐹,3 nicht überschritten werden. Die sekundäre Fließgrenze bzw. Fließdehnung 
ist dem Betrage nach gleich groß wie die Fließgrenze der ersten Beanspru-
chung 𝜀𝜀𝐹𝐹,1, da im elastischen Fall keinerlei Effekte wie BAUSCHINGER etc. wir-
ken. Zudem kann vorausgesetzt werden, dass die betroffenen Stellen in Phase 2 
nicht über den Ursprung hinaus zurückfedern. Da der Fertigrolldurchmesser in 
jedem Fall positiv ist, sind Bereiche mit positiver Dehnung (Längung) nach Weg-
nahme der Beanspruchung in Phase 2 auch zwingend Bereiche mit positiver 
Dehnung nach Phase 4 und umgekehrt. Ein Überschreiten der sekundären Fließ-
kurve 𝜀𝜀𝐹𝐹,3 durch elastische Bereich ist damit ausgeschlossen. Entgegen der dar-
gestellten Konstellation in Abbildung 85 ist allerdings in Phase 3 ein Wechsel auf 
die HOOKEsche Gerade im Druckbereich durchaus möglich. Die Berechnung 
bleibt hiervon unberührt. 

7.3.4.1 Dehnungsberechnung 
Die Berechnung der Dehnungen orientiert sich an den Inhalten des Abschnitts 
7.3.2.1. Die resultierende Dehnungen, bezogen auf den gewünschten Durchmes-
ser DFertig,3, lassen sich analog (5-14) bzw. in angepasster Form auf Basis der Glei-
chung (7-19) berechnen. 

   𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 = 2𝑧̂𝑧
𝐷𝐷𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹,3

  (7-34) 

 

Die relative Dehnung, die durch das Fertigrollen eingebracht wird, errechnet sich 
über die Differenz der beiden resultierenden Dehnungen. 

   𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3 = 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 − 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2  
(7-35) 
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Wie bereits in Abschnitt 7.3.2.1 angenommen, lassen sich aufgrund der 
BERNOULLI-NAVIER-Hypothese alle Dehnungen über dem Querschnitt als line-
arer Verlauf annehmen und müssen lediglich an einer Stelle ermittelt werden. 

7.3.4.2 Spannungsberechnung 
Die resultierenden Spannungen nach der zweiten Biegebeanspruchung lassen 
sich dann durch Superposition der Eigenspannungen nach Phase 2 und der Bie-
gespannungen aus Phase 3 berechnen. 

   𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 = 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2 + 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3  
(7-36) 

 

Für die Biegespannungsberechnung ist analog Abbildung 85 in vier unterschied-
liche Situationen zu unterscheiden.  

Konstellation  3-el  : 

Im Fall der elastischen Biegebeanspruchung lassen sich die Biegespannungen 
analog Gleichung (7-20) ermitteln. 

   𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3 = 𝐸𝐸𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ∙ 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3  
(7-37) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,1  

 

Konstellation  3-pl/1  : 

Für die zweite Konstellation in Abbildung 85 wird die Situation einer plastischen 
Primärbeanspruchung (hellblauer Punkt) mit anschließend nicht vollständig er-
folgter Wegnahme der Beanspruchung (dunkelblauer Punkt) vorausgesetzt. Es 
wird entweder durch die nun folgende Phase 3 (roter Punkt) immer noch keine 
vollständige Wegnahme der Biegespannung aus Phase 1 erreicht oder die Biege-
spannungen werden komplett abgebaut, was dem Erreichen der horizontalen 
Achse im Spannungs-Dehnungs-Diagramm entspricht. Für die Berechnung der 
Biegespannungen wird Gleichung (7-31) verwendet und hinsichtlich der Indizes 
angepasst. 

   𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3 = 𝑇𝑇�2 ∙ 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3  
(7-38) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1 ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3� ≥ �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡�  
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Konstellation  3-pl/2  : 

Bei dieser Konstellation muss unterschieden werden, ob die Sekundärbeanspru-
chung sich ausschließlich auf der HOOKEschen Geraden der Sekundärfließkurve 
befindet oder sich bereits im plastischen Bereich der sekundären Fließkurve be-
wegt. Im elastischen Fall (bezogen auf die Sekundärfließkurve) lässt sich der ma-
thematische Zusammenhang aus der Gleichung (7-32) aufbauen. 

  𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3 = ��𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2� + 𝐸𝐸𝑇𝑇(𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡) ∙ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 − 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡��  ∙ 𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3

�𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3�
  (7-39) 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1 ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3� < �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 − 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� ≤ 𝜀𝜀𝐹𝐹,3  
 

Die beiden Summanden im Klammerausruck bilden zum einen mit 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2 die 
noch vorhandene Eigenspannung aus Phase 2 ab und zum anderen mit 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 −
𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 die Dehnung im sekundären HOOKEschen Bereich multipliziert mit 
dem sekundären Elastizitätsmodul 𝐸𝐸𝑇𝑇, der sich abhängig der plastischen Verfor-
mung 𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 aus der primären Beanspruchung ergibt. Die erste Bedingung 
betrifft den Übergang von Entlastungsgerade zu Sekundärfließkurve. Die zweite 
Bedingung schränkt auf den elastischen Bereich der Sekundärfließkurve ein. 

Führt die Beanspruchung zu einer plastischen Verformung auf der Sekundär-
fließkurve, ist die Formulierung an Gleichung (7-33) angelehnt. 

  𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3 = ��𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2� + 𝜎𝜎𝐹𝐹,3 + 𝑎𝑎3 ∙ �1 − 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝐴𝐴∙�𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
𝛿𝛿𝐵𝐵 �∙��𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3−𝜀𝜀�𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡�−𝜀𝜀𝐹𝐹,3��� ∙ 𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3

�𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3�
 

wobei   (7-40) 

𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1 ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3� < �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� ⋀ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 − 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� > 𝜀𝜀𝐹𝐹,3 

 

In diesem Fall existieren im Klammerausdruck drei Summanden. Mit 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2wird 
die noch vorhandene Resteigenspannung aus Phase 2 abgebildet, da sich die be-
trachtete Position nach der Phase 2 immer noch auf der Entlastungskurve bzw. 
Entlastungsgerade befindet. Als zweiter Summand ist die sekundäre Fließgrenze 
𝜎𝜎𝐹𝐹,3 aufgeführt. Die über die sekundäre Fließgrenze hinausgehende plastische 
Sekundärspannung wird über die bereits bekannte Formulierung der Sekundär-
fließkurve berechnet. Die maßgebende plastische Dehnung (welche über die 
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elastische Dehnung hinaus geht) wird durch den Ausdruck ��𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 −
𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡� − 𝜀𝜀𝐹𝐹,3� berechnet.  

Konstellation  3-pl/3  : 

Bei der vierten Konstellation erfolgt bereits in Phase 2 eine vollständige Entlas-
tung mit anschließender Bewegung auf der Sekundärfließkurve. Die Spannung 
lässt sich nach folgendem Zusammenhang ermitteln. 

  𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3 = �𝜎𝜎𝐹𝐹,3 + 𝑎𝑎3 �1 − 𝑒𝑒−𝛿𝛿𝐴𝐴∙�𝜀𝜀𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
𝛿𝛿𝐵𝐵 �∙��𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3−𝜀𝜀�𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡�−𝜀𝜀𝐹𝐹,3�� − �𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,2�� 𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3

�𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3�
 

wobei 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1 > 𝜀𝜀𝐹𝐹,1 ⋀  𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑠𝑠,2

𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1
< 1  (7-41) 

 

Die Gleichung (7-41) ist im Grunde an die Gleichung (7-40) angelehnt, allerdings 
wird durch die Subtraktion berücksichtigt, dass die Wegnahme der Beanspru-
chung bereits zu einer Spannung im Bereich der Sekundärfließkurve führt, und 
die Spannung nach Phase 3 lediglich die Differenz zwischen beiden Spannungen 
darstellt.  

7.3.5 Beschreibung der sekundären Rückfederung – Phase 4 
Die Phase 4 beschreibt den Rückfederungsvorgang, der sich unmittelbar nach 
Wegnahme der sekundären Beanspruchung anschließt. Im vorherigen Abschnitt 
sind vier mögliche Konstellationen für die Phase 3 dokumentiert. Nachstehende 
Abbildung 86 zeigt diese vier Konstellationen, die gleichzeitig die Ausgangssitu-
ationen für die möglichen Konstellationen in Phase 4 sind. Zusätzlich sind alle 
denkbaren Konstellationen der Entlastungsphase (Phase 4) in der Grafik zu fin-
den. Wie zu erwarten folgt auf die elastische Beanspruchung in  3-el  logischer-
weise eine Wegnahme der Beanspruchung auf der HOOKEschen Geraden in  4-
el . Die Konstellation  4-pl/1  zeigt die einzig mögliche Entlastungssituation bei 
einer nach Phase 3 immer noch nicht komplett abgebauten Biegespannung aus 
Phase 1: Die Entlastung bewegt sich, wie bereits die Beanspruchung in Phase 3 
und die Wegnahme der Beanspruchung in Phase 2, auf der Entlastungskurve 
bzw. der Entlastungsgeraden. 
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Abbildung 86: Phase 4 – mögliche Umformkonstellationen 

Lediglich bei den beiden Konstellationen  3-pl/2  und  4-pl/3 , die sich nach 
Abschluss der Phase 3 irgendwo auf der Sekundärfließkurve befinden, existieren 
zwei unterschiedliche Endsituationen. Aufgrund der bereits umfangreich erfolg-
ten Erklärungen in den vorangegangenen Abschnitten und den großen Analo-
gien, wird hier auf eine erneute qualitative Beschreibung verzichtet und in den 
beiden folgenden Unterabschnitten lediglich die mathematische Beschreibung 
vorgestellt und erklärt. 

7.3.5.1 Dehnungsberechnung 
Analog der primären Rückfederungsberechnung ist auch bei der sekundären 
Rückfederungsberechnung keine direkte Ermittlung der Dehnungen bzw. Rück-
federungen aufgrund des nichtlinearen Verlaufs nicht möglich. Entsprechend ist 
auch hier eine iterative Berechnung, welche in Abschnitt 7.3.6 vorgestellt wird, 
nötig. Im Vorgriff wird allerdings bereits hier die resultierende Dehnung nach 
der vierten Phase formuliert. 

    𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,4 = 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3 + 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,4  
(7-42) 

 

Anschließend lässt sich auch der technisch relevante rückgefederte Durchmesser 
des Drahtrings über die Dehnung und die Position an jeder beliebigen Stelle des 
Drahtquerschnitts ermitteln. 

   𝐷𝐷𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹,4 = 2𝑧̂𝑧
𝜀𝜀�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,4

  (7-43) 

 

Phase 3
Beanspruchung

Phase 4
Wegnahme 
Beanspruchung

3-el 3-pl/1 3-pl/2 3-pl/3

4-el 4-pl/1 4-pl/2 4-pl/3
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Die Berechnung der Rückfederung für die Konstellationen  4-pl/2  und  4-pl/3  
erfordert die Kenntnis der sekundären Entlastungskurve (goldene Kurve in Ab-
bildung 86). Wie bereits bei der primären Wegnahme der Beanspruchung ist 
auch hier ein nomineller (𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) und ein tatsächlicher (𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡) Verlauf zu 
unterscheiden. Für eine Erklärung beider Verläufe wird auf Abschnitt 7.3.3.1 
verwiesen. Eine mathematische Beschreibung ist sowohl für den nominellen, als 
auch für den tatsächlichen Schnittpunkt der Konstellationen  4-el  und  4-pl/1  
in Abbildung 86 nicht nötig. Für die Konstellationen  4-pl/2  und  
 4-pl/3  gelten folgende Zusammenhänge bei elastischer Beanspruchung auf der 
Sekundärfließkurve. 

   𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,4,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,2,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  (7-44) 

wobei 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3

𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1
< 0 ⋀�𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3� ≤ 𝜎𝜎𝐹𝐹,3 

 

 

Die beiden Bedingungen sind wie folgt zu interpretieren: Durch den Quotien-
ten 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3/𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1<1 wird sichergestellt, dass die sekundäre Beanspruchung zu 
einem Vorzeichenwechsel, verglichen mit der primären Beanspruchung, führt. 
Das zweite Kriterium stellt sicher, dass die Spannung 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3 die sekundäre Fließ-
grenze 𝜎𝜎𝐹𝐹,3 nicht überschreitet und somit zu keiner plastischen Verformung 
führt. Für die im Bereich der sekundären Fließkurve plastisch belasteten Berei-
che gelten hingegen folgende Zusammenhänge. Für eine Erklärung der Zusam-
menhänge wird ebenfalls auf Abschnitt 7.3.3.1 verwiesen. Die bereits bekannten 
Gleichungen (7-25) und (7-27) werden entsprechend weiterentwickelt. 

   𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,4,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3 −
𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3

𝐸𝐸1
  (7-45) 

wobei 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3

𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1
< 0 ∧ �𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3� > 𝜎𝜎𝐹𝐹,3  

  𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,4,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = 𝜀𝜀𝐺̂𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3 −
𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3

𝐸𝐸1
− �𝑎𝑎𝑝𝑝𝑝𝑝∗ �1 − 𝑒𝑒𝜆𝜆𝑝𝑝𝑝𝑝

∗ �𝜀𝜀�𝑝𝑝𝑝𝑝,2,𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛�� + 𝑏𝑏𝑝𝑝𝑝𝑝∗ � ∙
𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3

�𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3�
  

wobei 𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,3

𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,1
< 0 ∧ �𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3� > 𝜎𝜎𝐹𝐹,3 (7-46) 
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Sowohl (7-45) als auch (7-46) haben, wie auch Gleichung (7-44) als Bedingung, 

dass ein Vorzeichenwechsel �σ�Res,3

σ�Res,1
< 0� stattfindet. Die zweite Bedingung stellt 

sicher, dass die sekundäre Beanspruchung die Fließgrenze überschreitet. Wie be-
reits bei der Berechnung zur primären Rückfederung wird auch für diese Kons-
tellationen eine Entlastungsgerade als Ersatz für die Entlastungskurve gebildet, 
siehe Gleichung (7-28). 

   𝑇𝑇�4 = 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3

𝜀𝜀�𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3−𝜀𝜀�𝑝𝑝𝑝𝑝,4,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
  (7-47) 

 

7.3.5.2 Spannungsberechnung 
Für die Berechnung der Rückfederungsspannungen wird ebenfalls auf die bereits 
hinreichend vorgestellten Zusammenhänge aus 7.3.3 aufgebaut und im Folgen-
den entsprechend knapp vorgestellt.  

Konstellation  4-el  und  4-pl/1  : 

Für die beiden ersten Konstellationen aus Abbildung 86 kann mit folgender For-
mulierung die Rückfederungsspannung ermittelt werden.  

   𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅,4 = 𝑇𝑇�2 ∙ 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,4  
(7-48) 

wobei 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3

𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1
≥ 0  

 

In Gleichung (7-48) wird richtigerweise 𝑇𝑇�2 verwendet, da die gültige Entlastungs-
gerade immer noch zur Primärbeanspruchung gehört. 

Konstellation  4-pl/2  und  4-pl/3  : 

Die beiden letzten Konstellationen unterscheiden sich dahingehend, dass die 
Rückfederung in Phase 4 zu einem zweiten Spannungsnulldurchgang führt oder 
nicht. Ist dies nicht der Fall (Konstellation  4-pl/2  ), dann lässt sich über fol-
genden Zusammenhang die Rückfederungsspannung berechnen. 

   𝜎𝜎�𝑅𝑅𝑅𝑅,4 = 𝑇𝑇�4 ∙ 𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅,4  
(7-49) 

wobei 𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,3

𝜎𝜎�𝐵𝐵𝐵𝐵,1
< 0 ∧ �𝜀𝜀𝑅̂𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅,4� < �𝜀𝜀𝑝̂𝑝𝑝𝑝,4,𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡�   
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Die beiden Bedingungen betreffen zum einen den Vorzeichenwechsel von 
Phase 1 zu Phase 3, sowie den nicht stattfindenden Vorzeichenwechsel durch 
die Rückfederung, hier durch die Betrachtung der Dehnungen ausgedrückt. 

Im Fall eines erneuten Vorzeichenwechsels, wie in Konstellation  4-pl/3   zu 
sehen, lassen sich die Formeln (7-32) und (7-33) in angepasster Form verwenden. 
Auf eine explizite Darstellung der Formulierungen wird an der Stelle verzichtet. 

7.3.6 Berechnung der nichtlinearen Rückfederungsspannungen  
In den vorangegangenen Kapiteln 7.3.3 und 7.3.5 wird der Rückfederungsvor-
gang beschrieben und auf die noch zu bestimmende Rückfederungsdehnung 
hingewiesen. In beiden Fällen muss die Rückfederungsdehnung iterativ be-
stimmt werden. Der Grund hierfür ist die, im Vergleich zum klassischen Biege-
spannungsmodell, fehlende lineare Proportionalität zwischen Rückfederungs-
spannung und Rückfederungsdehnung, Abbildung 78. Dies wird umfassend in 
7.3.1 dargestellt. Aufbauend auf den Ausführungen in Ziffer 5.4 (analytisches 
Biegespannungsmodell) führt die Biegebeanspruchung bzw. das Biegemoment 
zu Biegespannungen über dem Querschnitt. Nach Wegnahme des Biegemo-
ments wirkt ein Rückstellmoment in entgegengesetzter Richtung. Um einen sta-
tisch bestimmten Zustand am Draht zu erhalten, muss ein Kräfte- und Momen-
tengleichgewicht vorliegen. In vorliegender Situation wird angenommen, dass 
lediglich die Spannungen in drahtaxialer Richtung (x-Richtung) für den Biege-
prozess entscheidend sind [119, 120]. Somit sind für die beiden Rückfederungs-
vorgänge folgende Bedingungen zu erfüllen. 

   𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏,1 + 𝑀𝑀𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = 0  

𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏,3 + 𝑀𝑀𝑅𝑅𝑅𝑅,4 = 0 
(7-50) 

Für die Anwendung des vorliegenden Algorithmus wird der Drahtquerschnitt in 
y- und z-Richtung in n x m finite Elemente aufgeteilt und für jedes dieser Ele-
mente individuell sowohl die Dehnungen als auch die Spannungen ermittelt. Um 
die gesuchte Rückfederungsdehnung zu ermitteln, ist die Gleichgewichtsbedin-
gung (7-50) zu verwenden. Aufgrund des gewählten Finite-Elemente-Ansatzes 
und der damit einhergehenden endlichen Anzahl an möglichen Rückfederungs-
dehnungen ist eine exakte Lösung des Gleichgewichts nach (7-50) praktisch 
nicht möglich. Entsprechend ist die Gleichgewichtsbedingung umzuformen und 
als Optimierungsproblem zu betrachten (hier geschehen für die primäre Rück-
federung).  
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  min ��𝑀𝑀𝑏𝑏𝑏𝑏,1 + 𝑀𝑀𝑅𝑅𝑅𝑅,2�𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅,2��, 𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅,2 ∈ ℝ� = 
(7-51) 

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 ����𝜎𝜎𝐵𝐵𝐵𝐵,1(𝑖𝑖, 𝑘𝑘) ∙ ∆𝑦𝑦∆𝑧𝑧 ∙ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

+ ��𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅,2�𝑖𝑖,𝑘𝑘, 𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅,2� ∙ ∆𝑦𝑦∆𝑧𝑧 ∙ 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑘𝑘=1

𝑚𝑚

𝑘𝑘=1

�� 

 

Das Biegemoment in Phase 1 ist per Definition positiv. Entsprechend ist für die 
Minimierung des Momentengleichgewichts eine negative Dehnung der Rückfe-
derung nötig. Die Betragsfunktion stellt sicher, dass tatsächlich das Momenten-
gleichgewicht das Optimum darstellt; ohne die Betragsfunktion liegt das Mini-
mum bei 𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = −∞. Die Teilmomente der jeweiligen finite Elemente werden 
über das Produkt der Elementspannung mit der Elementfläche ∆𝑦𝑦∆𝑧𝑧 multipli-
ziert mit dem  jeweiligen Hebelarm 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑖𝑖 bezogen auf den Schwerpunkt.  

 

Abbildung 87: Ablaufplan – iterative Bestimmung der Rückfederungsdehnung 

2

3

4

5

6

1 ∆ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2,𝑖𝑖𝑖𝑖

N

J

g = 0

ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2,𝑖𝑖𝑖𝑖 = ∆ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2,𝑖𝑖𝑖𝑖 � 𝑙𝑙

𝑀𝑀𝐺𝐺𝐺𝐺,𝑔𝑔 = ��𝜎𝜎𝐵𝐵𝐸𝐸,1 𝑖𝑖, 𝑘𝑘 � ∆𝑦𝑦∆𝑧𝑧 � 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑘𝑘

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

+ ��𝜎𝜎𝑅𝑅𝑅𝑅,2 𝑖𝑖, 𝑘𝑘, ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2,𝑖𝑖𝑖𝑖 � ∆𝑦𝑦∆𝑧𝑧 � 𝑧𝑧𝑖𝑖𝑘𝑘

𝑚𝑚

𝑖𝑖=1

𝑚𝑚

𝑘𝑘=1

𝑚𝑚

𝑘𝑘=1

𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺 1,𝑙𝑙 =  ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2,𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺 2,𝑙𝑙 =  M𝐺𝐺𝐺𝐺,𝑔𝑔

g > 0

g = g + 1

𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺 2,𝑙𝑙 > 𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺 2,𝑙𝑙 − 1
N

J

ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2 = 𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺 𝑙𝑙

7

8
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Hinsichtlich des Berechnungsalgorithmus ist das Minimierungsproblem entspre-
chend dem Ablaufplan in Abbildung 87 folgendermaßen zu interpretieren: Zu-
erst ist in Schritt 1 die Schrittweite ∆ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2,𝑖𝑖𝑖𝑖 für die Rückfederungsdehnung 𝜀𝜀𝑅𝑅𝑅𝑅,2 
zu wählen. Anschließend wird die Rückfederungsdehnung in den Schritten 2 und 
3 vom Startwert Null iterativ in g Schritten jeweils um ∆ε𝑅𝑅𝑅𝑅,2,𝑖𝑖𝑖𝑖 erhöht. Das je-
weilige Ergebnis des Optimierungsproblems aus (7-51) in Schritt 4 wird in 
Schritt 5 in einem Gleichgewichtsvektor 𝑅𝑅𝐺𝐺𝐺𝐺�������⃗  hinterlegt. Aufgrund der stetigen 
Zunahme der Rückfederungsdehnung und dadurch auch der dem Betrage nach 
zunehmenden Rückfederungsspannung findet eine Annäherung an das ange-
strebte Minimum mit steigendem Iterationsschritt statt. Sobald das Ergebnis der 
Minimierungsgleichung (7-51) wieder zunimmt (Schritt 7), ist das Optimum 
überschritten und somit auch (näherungsweise) bekannt. Dieses Vorgehen ist 
möglich, da mathematisch gesehen lediglich ein Minimum existieren kann. Der 
Algorithmus wird nach Eintritt des Ereignisses gestoppt (Schritt 7), und die so 
bestimmte Rückfederungsdehnung (Schritt 8) lässt sich für den gesamten Quer-
schnitt in gewohnter linearer Interpolation berechnen. 

7.3.7 Beschreibung des zweistufigen Umformvorgangs 
Die Kapitel 7.3.2 bis 7.3.5 beschreiben die vier Phasen des zweistufigen Um-
formprozesses. Die Phasen werden in verschiedene Konstellationen unterteilt, 
welche jeweils für sich mit mathematischen Formulierungen beschrieben wer-
den. Folgender Ablaufplan zeigt den Ablauf für deskriptive Berechnung. Die 
benötigten Eingabeparameter lassen sich in drei Gruppen unterteilen: 1. Die Ge-
ometrie des Drahts ist vorzugeben und zusätzlich ist die Elementgröße bzw. die 
Anzahl an Elementen in der y-z-Ebene festzulegen (m x n, siehe 7.3.1). 2. Es sind 
alle Materialdaten vorzugeben, die für die Beschreibung nötig sind. Dies richtet 
sich mitunter nach der Wahl des Fließkurvenmodells. 3. Die Fertigungsparame-
ter in Form des Vorroll- und Fertigrolldurchmessers sind ebenfalls anzugeben. 
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Abbildung 88: Ablaufplan – zweistufiger Umformprozess 

In Abbildung 89 sind alle möglichen Verzweigungen zwischen den Konstellati-
onen der einzelnen Phasen abgebildet. Die Benennungen der jeweiligen Kons-
tellationen sind ebenfalls bei den symbolischen Spannungs-Dehnungs-Diagram-
men umrandet dargestellt. Zusätzlich sind unter jeder Darstellung die entspre-
chenden mathematischen Randbedingungen notiert. Die blau hinterlegten For-
mulierungen beziehen sich auf Unterscheidungen hinsichtlich elastischer oder 
plastischer Beanspruchung; die gelb markierten beziehen sich auf mögliches 
Schneiden der Fließkurve mit der Abszisse, was der Berücksichtigung einer wei-
teren bzw. früheren Fließkurve entspricht.  
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Abbildung 89: Übersicht zum analytischen Modell des zweistufigen Umformprozesses 

Auf die ausführliche Darstellung eines Ablaufplans für die Berechnung des zwei-
stufigen Umformprozesses wird an dieser Stelle verzichtet. Für die weitere Ver-
wendung wird auf die vereinfachte Darstellung verwiesen, wie sie in Abbildung 
88 ersichtlich ist. Folgende Abbildung zeigt ein theoretisch mögliches Ergebnis 
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einer Umformsimulation in Schichtdarstellung mit den unterschiedlichen Berei-
chen analog den beschriebenen Konstellationen. 

 

Abbildung 90: Mögliches Ergebnis einer Umformsimulation in Schichtdarstellung  

7.3.8 Methoden zum optimalen Bestimmen von Parametern 
Der bisher beschriebene Algorithmus hat lediglich deskriptiven Charakter, das 
heißt durch die Vorgabe der beiden Fertigungsdurchmesser, Vorrollen und Fer-
tigrollen (DVor,1 und DFertig,3), sowie der eigentlichen Drahtgeometrie lassen sich 
die Dehnungen und Spannungen (speziell die Eigenspannungen) über alle vier 
Phasen hinweg berechnen. Insbesondere der rückgefederte Durchmesser DFertig,4 
nach erfolgter Wegnahme der Beanspruchung, welcher für die Herstellung von 
Drahtringen mit definiertem Enddurchmesser notwendig ist, lässt sich abhängig 
der Eingabeparameter ermitteln. Mit der Übertragung dieser errechneten Durch-
messer lassen sich mit dem Apollonischen Berührproblem, wie in Ziffer 5.2 be-
schrieben, die Positionen der Umformrollen #3 und #4 bestimmen. Demnach 
ist eine Optimierung der Fertigungsparameter hinsichtlich bestimmter Ergebnis-
größen in diesem deskriptiven Modell nicht integriert. Aufbauend auf dem be-
schriebenen Algorithmus ist dies allerdings möglich und wird im Folgenden an-
hand dreier ausgewählter Optimierungskriterien vorgestellt. 
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7.3.8.1 Optimierung hinsichtlich des Enddurchmessers 
Für die Herstellung von umgeformten Produkten, wie beispielsweise Kolbenrin-
gen oder Drahtwälzlagerringen ist geometrisch gesehen der Rückfederungs-
durchmesser DFertig,4 als Ergebnis- bzw. Zielgröße zu verstehen. Die Fertigungs-
durchmesser DVor,1 und DFertig,3 sind anhand dieser Ergebnisgröße zu ermitteln. 
Nun kann die Ermittlung der Fertigungsdurchmesser auf zwei Arten erfolgen: 
Im einfacheren Fall ist der Vorrolldurchmesser DVor,1 zu wählen und der Fer-
tigrolldurchmesser DFertig,3 entsprechend zu ermitteln. Der komplexere Fall ist die 
Ermittlung aller denkbaren Kombinationen aus Vorroll- (DVor,1) und Fertigroll-
durchmesser (DFertig,3).  

 

Abbildung 91: Ablaufplan – Optimierung hinsichtlich des Fertigrolldurchmessers 

Theoretisch ist hier eine unbegrenzte Anzahl an Lösungen möglich. Aus Grün-
den der Übersichtlichkeit wird im Rahmen dieses Abschnitts der einfachere Fall 
vorgestellt. Der Ablaufplan in Abbildung 91 verdeutlicht den Optimierungsal-
gorithmus. Für die iterative Berechnung ist im ersten Schritt ein Inkrement 
∆ε𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3,𝑖𝑖𝑖𝑖 für die Rückfederung und der Fertigrollzieldurchmesser DFertig,4 festzu-
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legen. Der zweite Schritt setzt den Laufparameter g gleich Null. Durch die itera-
tive Erhöhung des Fertigrolldurchmessers um dieses Inkrement ergibt sich zu 
jeder gerechneten Fertigrolldehnung ε𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3,𝑖𝑖𝑖𝑖 (Schritt 3) ein Fertigrolldurchmes-
ser DFertig,4,g (Schritt 4). Dieses Wertepaar aus Dehnung und Durchmesser wird 
in Schritt 5 im Ergebnisvektor 𝑅𝑅𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗  gespeichert. Aufgrund der zum Zeitpunkt 
g = 0 nicht vorhandenen Rückfederungsdehnung ist der errechnete Fertigroll-
durchmesser per Definition kleiner als der Fertigrolldurchmesser. Sobald der er-
rechnete Rückfederungsdurchmesser DFertig,4,g dann den gewünschten Rückfede-
rungsdurchmesser DFertig,4 überschreitet (Schritt 6), wird der Optimierprozess ab-
gebrochen und die entsprechend errechnete Dehnung festgelegt. Durch die so 
bestimmte Dehnung ε𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3 (Schritt 7) lässt sich der Fertigrolldurchmesser  
DFertig,3 ableiten. Wichtig an der Stelle ist die Wahl des Inkrements ∆ε𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3,𝑖𝑖𝑖𝑖. 
Wird dies zu groß gewählt, ist der eventuell auftretende Berechnungsfehler zu 
groß. Entsprechend dem Wert in 𝑅𝑅𝑂𝑂𝑂𝑂�������⃗ (2, g-1) lässt sich der Fehler gut abschät-
zen. Eine zu kleine Wahl des Inkrements führt unter Umständen zu hohen Re-
chenzeiten. Dies ist allerdings bei einer adäquaten Wahl der Elementanzahl (hier 
beispielsweise 250 x 250) nicht zu erwarten. Daher wird empfohlen, eher ein 
kleines Inkrement zu wählen. 

7.3.8.2 Optimierung hinsichtlich der Randfasereigenspannung 
Durch den zweistufigen plastischen Umformprozess werden Eigenspannungen 
in den Draht eingebracht. Diese Eigenspannungen können sich auf zwei Arten 
nachteilig auf das Bauteil auswirken. Erstens schließt sich häufig an den eigent-
lichen Umformprozess eine mechanische Bearbeitung (üblicherweise Schleifen) 
der Ringe an. Liegen nun in den zu zerspanenden Bereichen Eigenspannungen 
vor, muss sich nach der Zerspanung ein neues Momentengleichgewicht über 
dem Querschnitt einstellen, was mit einer Veränderung des Ringdurchmessers 
einhergeht. Zweitens wirken sich die Eigenspannungen nachteilig hinsichtlich 
der Überlagerung mit im Betrieb auftretenden Belastungen aus, was entweder zu 
einer Reduzierung der Lebensdauer führt, oder die Verringerung der zulässigen 
Spannungen zur Folge hat. Für die vorliegende Optimierung wird angenommen, 
dass die Randfaser außen und innen (0° und 180°, Abbildung 69) nach dem Um-
formen über keine bzw. möglichst geringe Eigenspannungen verfügen soll. Auf-
bauend auf der Optimierung hinsichtlich des Enddurchmessers ist hier ebenfalls 
ein gewünschter Rückfederungsdurchmesser zu erreichen. Entsprechend wird 
zu jeder möglichen Kombination der beiden Fertigungsdurchmesser DVor,1 und 
DFertig,3 die Randspannung bei 0° bzw. 180° festgehalten. Für die Optimierung in 
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Abbildung 92 sind im ersten Schritt die Inkremente für die Vorroll- und Fer-
tigrolldehnungen (∆ε𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,1,𝑖𝑖𝑖𝑖 und ∆ε𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺,3,𝑖𝑖𝑖𝑖), sowie der Rückfederungsdurchmes-
ser DFertig,4 zu wählen.  

 

Abbildung 92: Ablaufplan – Optimierung hinsichtlich der Randfaserspannung 
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Anschließend wird von Schritt 2 bis Schritt 10 eine Schleife durchlaufen, in der 
der Vorrolldehnung und somit der Vorrolldurchmesser solange vergrößert wird, 
bis der rückgefederte Vorrolldurchmesser den gewünschten Enddurchmesser 
überschreitet (If-Abfrage in Schritt 5), da dann ein Fertigrollprozess nicht mehr 
möglich ist. In der Schleife werden im Schritt 4 der bekannte deskriptive Berech-
nungsalgorithmus zur Berechnung des Vorrolldurchmessers DVor,2 angewendet. 
Im Schritt 6 wird die Optimierung hinsichtlich des Enddurchmessers, wie im 
vorherigen Kapitel 7.3.8.1 vorgestellt, angewendet. Im Schritt 7 werden im Er-
gebnisvektor die Dehnungen für Vorrollen und Fertigrollen sowie die Randfa-
serdehnung nach dem Fertigrollen gespeichert. Die Schritte 8 und 9 beinhalten 
Verzweigungen zur Bestimmung der optimalen Ergebnisse: Schritt 8 stellt sicher, 
dass mehr als ein Ergebnispaar vorliegt. Falls nicht, wird zuerst ein weiteres Er-
gebnispaar ermittelt und die Dehnungswerte des ersten Wertepaares als Ergebnis 
definiert. Nach der Ermittlung des zweiten Wertepaares wird in Schritt 9 ein 
Vergleich zwischen der aktuellen Randfaserspannung und der vorherigen durch-
geführt. Falls die aktuelle dem Betrage nach kleiner ist, werden in Schritt 10 die 
bereits vorhandenen Werte überschrieben.  

7.3.8.3 Optimierung hinsichtlich der Formstabilität beim Zerspanen 
Im vorherigen Abschnitt wird die Randfaserspannung als entscheidendes Krite-
rium betrachtet. Bei manchen umgeformten Produkten wird allerdings nach der 
zweistufigen Umformung ein signifikanter Teil des Querschnitts durch Zer-
spanung entfernt. Beispielsweise wird hier das Schleifen der Wälzkörperlaufflä-
chen bei Drahtwälzlagerringen genannt, was letztendlich zur sogenannten 
Mondsichelgeometrie führt. Unter Ziffer 5.1 sind die entsprechenden Grundla-
gen dokumentiert. Um eine nachträgliche und ungewollte Verformung der Ringe 
zu vermeiden bzw. zu verringern, sind die Umformparameter so zu wählen, dass 
die Eigenspannungen in den zu zerspanenden Querschnittsbereichen minimal 
sind, siehe Ziffer 4.3. Durch das Freiwerden von Eigenspannungen sind zwei 
unerwünschte Verformungen denkbar:  

1. Der Drahtdurchmesser verändert sich. Hierfür sind die aus den freiwerdenden 
Eigenspannungen resultierenden Momente um die y-Achse des Querschnitts re-
levant.  
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Abbildung 93: Ablaufplan – Optimierung hinsichtlich der Formstabilität beim Zerspanen 
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2. Die Ringenden zeigen nicht mehr zueinander; der Ring beschreibt die Geo-
metrie einer Schraubenfeder. Hierfür sind die aus den freiwerdenden Eigenspan-
nungen resultierenden Momente um die z-Achse (Abbildung 25) des Quer-
schnitts relevant.  

Für beide Optimierungsansätze ist auf den bereits bekannten Algorithmus, wie 
bereits bei der Optimierung nach der Randfaserspannung (7.3.8.2) zurückzugrei-
fen lediglich das Optimierungskriterium ist entsprechend zu wählen. Die Schritte 
1 bis 6 und 8 bis 10 in Abbildung 93 sind mit denen bei der Optimierung hin-
sichtlich der Randfaserspannung (7.3.8.2) identisch. Die eigentliche Optimierung 
in Schritt 7 gliedert sich in diesem Fall in die beiden bereits erwähnten Möglich-
keiten. Der linke Pfad repräsentiert die Optimierung hinsichtlich Drahtdurch-
messer und der rechte hinsichtlich Spiralisierung des Drahts. 

7.3.9 Spannungsverifikation 
In Ziffer 7.1.5 ist die Röntgendiffraktometrie als geeignete Messmethode zur 
Bestimmung von Eigenspannungen dokumentiert. Um die Ergebnisqualität des 
analytischen Berechnungsmodells zu verifizieren, werden für die bereits in Ziffer 
7.1.5 bestimmten Spannungen die jeweiligen Umformkonfigurationen mittels 
des hier vorgestellten analytischen Modells berechnet und gegenübergestellt.  

 

Abbildung 94: Vergleich analytische und experimentelle Ergebnisse 
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Abbildung 94 zeigt die Vergleiche der analytischen und röntgendiffraktometri-
schen Ergebnisse. Die schraffierten Werte entsprechen den röntgendiffrakto-
metrisch gemessenen Spannungswerten der inneren (hellgrau) und äußeren 
(dunkelgrau) Randfaser. Die nicht schraffierten Balken stellen die Ergebnisse des 
analytischen Berechnungsmodells dar. Unter Berücksichtigung der in Ziffer 7.1.5 
beschriebenen zu erwartenden Messungenauigkeit von etwa 50 MPa zeigen die 
Messwerte teilweise eine gute Übereinstimmung mit den analytisch berechneten 
Spannungswerten. An der Probe 2015-58 lässt sich eine wichtige Tatsache ablei-
ten: Der theoretisch eigenspannungsfreie ölschlussvergütete Draht verfügt be-
reits im unverformten Zustand etwa 70 MPa an Eigenspannungen auf. Bei der 
Probe 2015-59 ist auffällig, dass die Messung an der Außenfaser um 180 MPa 
zur analytischen Rechnung abweicht und hingegen die Ergebnisse der Innenfa-
ser wesentlich bessere Übereinstimmung aufweist. Trotz der Abweichungen 
kann allerdings von einer befriedigenden Übereinstimmung zwischen analyti-
schen und experimentellen Werten ausgegangen werden. Folgendes Diagramm 
zeigt den durch das analytische Modell errechneten resultierenden Eigenspan-
nungsverlauf für den Versuch 2016/10 und 2016/11 im Vergleich zu den nume-
rischen Berechnungsergebnissen aus Abbildung 75. 

 

Abbildung 95: Vergleich der resultierenden Eigenspannungsverläufe 
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Die Unterschiede zwischen dem analytischen Ergebnis und MAT003 sind er-
heblich größer als die zum MAT125. Dies ist auch zu erwarten, da die Fließkurve 
des MAT125 eine bessere Übereinstimmung mit der tatsächlichen Zug-/Druck-
hysterese aufweist als beim MAT003 (Abbildung 73). Trotz der visuell guten 
Übereinstimmung von MAT125 mit dem analytischen Ergebnis beträgt die 
Spannungsdifferenz teilweise etwa 500 MPa was eine Eignung des numerischen 
Modells sehr zweifelhaft erscheinen lässt. Ergänzend kommt die erhebliche Ab-
weichung hinsichtlich der Durchmesser aus Tabelle 17 und 18 hinzu. 

 





 

8 Zusammenfassung und Ausblick 
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine Methodik zur Bestimmung der 
optimalen Parameter beim Drahtumformen vorgestellt. Die Aufarbeitung des 
Stands der Technik hat in diesem Zusammenhang gezeigt, dass bisher keine Me-
thodik zur Verfügung steht, die die beschriebenen Umformsituationen zufrie-
denstellend abbilden kann. Einzelne Ansätze zur Beschreibung bestimmter Grö-
ßen sind in der Literatur bereits zu finden [97, 119, 120, 144, 159], allerdings sind 
diese Betrachtungen nur für einstufige Umformprozesse uneingeschränkt an-
wendbar. Insbesondere die Problematik des mehrstufigen Umformprozesses 
und die Behandlung von ausgeprägten Ver- und Entfestigungsmechanismen, wie 
hier dem BAUSCHINGER Effekt, lassen eine Untersuchung des Umformproblems 
bisher nur unter starker Vereinfachung zu.  

Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung werden zwei mögliche Lösungs-
wege in Abbildung 4 benannt. Für beide Wege, sowohl der numerische als auch 
der analytische, ist eine empirische Untersuchung des Materialverhaltens obliga-
torisch. Dies wurde umfänglich am Werkstoff 54SiCr6 durchgeführt. Beim 
C45E+N waren diese Untersuchungen nur teilweise notwendig, da hier auf be-
reits vorhandene Daten von SCHOLTES [78] zurückgegriffen werden konnte. Ge-
nerell hat sich bei der empirischen Untersuchung gezeigt, dass die Standardwerk-
stoffgrößen wie Elastizitätsmodul, Fließ- und Streckgrenze sowie Bruchdehnung 
für die benötigte Werkstoffbeschreibung des mehrstufigen Umformvorgangs 
nicht ausreichend sind. Insbesondere die Entlastungsvorgänge und die sekun-
däre Beanspruchung des Werkstoffs machen weitere Kenngrößen erforderlich. 
Daher werden zunächst die Erkenntnisse aus der empirischen Werkstoffunter-
suchung in allgemeiner Form vorgestellt. Aus diesen allgemeinen Erkenntnissen 
werden jeweils anschließend die nötigen Schlüsse für die Anwendung der Me-
thodik explizit herausgearbeitet. 

Zug-/Druck Hystereseversuche: Die durchgeführten Zug-/Druckversuche bil-
den die Grundlage für die benötigten Werkstoffbeschreibungen. In diesem Zu-
sammenhang wurden die plastische Rückverformung, der Tangentenmodul und 
die Sekundärfließkurve in Abhängigkeit ihrer plastischen Verformungshistorie 
am Werkstoff 54SiCr6 detailliert untersucht. Dabei hat sich gezeigt, dass für alle 
drei Parameter eine Abhängigkeit von der plastischen Dehnung besteht. Fol-
gende Erkenntnisse können dabei festgehalten werden: 
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1. Die plastische Rückverformung ist sowohl beim Werkstoff 54SiCr6 als auch 
beim C45E+N vorhanden und nimmt mit steigender plastischer Verformung 
zu. Die Zunahme wird allerdings mit steigender plastischer Verformung gerin-
ger. Bereits vorangegangene Untersuchungen an anderen Stahlsorten haben die-
ses Verhalten ebenfalls dargestellt [20, 81, 98]. Zudem ist zwischen der Höhe der 
plastischen Rückverformung nach primärer und nach sekundärer Beanspru-
chung zu unterscheiden, welche bei zweitgenannter nur etwa halb so groß ist. 
Zur mathematischen Beschreibung wird auf eine Sättigungsfunktion zurückge-
griffen, siehe Formel (7-1).  

2. Der Tangentenmodul ist ebenfalls abhängig von der plastischen Verformung 
und nimmt mit steigender Verformung ab. Dies findet sich auch in den genann-
ten beispielhaften Veröffentlichungen [20, 81, 98]. Analog der plastischen Rück-
verformung ist auch hier zwischen der primären und sekundären Beanspruchung 
zu unterscheiden. Beim 54SiCr6 nimmt die Kurve ab einer entsprechenden plas-
tischen Verformung sowohl für die primäre als auch für die sekundäre Bean-
spruchung einen konstanten Wert von 68,5 % des ursprünglichen Elastizitäts-
moduls an. Beim C45E+N beträgt der konstante Wert 38,1 %. Die mathemati-
sche Beschreibung erfolgt anhand der YOSHIDA-Gleichung (7-5) [148]. 

3. Die Untersuchung der Sekundärfließkurve zeigt, dass diese ebenfalls eine Ab-
hängigkeit von der plastischen Verformung in Phase 1 aufweist. Dabei kann fest-
gehalten werden, dass sich die sekundäre Fließgrenze beim 54SiCr6 konstant bei 
etwa 300 MPa befindet; beim C45E+N bei 130 MPa vgl. [78]. Anschließend 
folgt der plastische Bereich der Sekundärfließkurve. Dieser plastische Bereich 
verläuft umso flacher je größer die plastische Primärverformung ist. Die Be-
schreibung der Sekundärfließkurve erfolgt anhand der Gleichung (7-8), welche 
zum einen die bereits angesprochene Abhängigkeit von der plastischen Verfor-
mung der sekundären Beanspruchung aufweist und zudem hinsichtlich des 
grundsätzlichen Kurvenverlaufs eine Abhängigkeit zur primären plastischen 
Verformung hat. 

Aufbauend auf diesen drei wesentlichen Erkenntnissen kann festgehalten wer-
den, dass beide Werkstoffe über einen ausgeprägten BAUSCHINGER-Effekt ver-
fügen. Wie bereits vom Verfasser erwähnt und von anderen Autoren ebenfalls 
festgestellt wurde [20, 78], sind die beschriebenen drei Parameter zur umfängli-
chen Charakterisierung des BAUSCHINGER-Effekts nicht ausreichend. Insbeson-
dere der genaue Verlauf der Entlastungskurve und die Berücksichtigung von bei-
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spielsweise den elastischen Hysteresen, siehe Ziffer 4.4.3, werden nicht themati-
siert. Ziel der vorliegenden Arbeit ist jedoch nicht die umfängliche Beschreibung 
des BAUSCHINGER-Effekts, sondern die Erarbeitung einer Methodik zur Be-
schreibung des Drahtrollbiegevorgangs, wofür die drei im Rahmen der Arbeit 
verwendeten Kenngrößen (plastische Rückverformung, Tangentenmodul und 
Sekundärfließkurve) vollkommen ausreichend sind. Für alle drei Kenngrößen 
werden mathematische Zusammenhänge verwendet, die sich zur Anwendung 
bei anderen Werkstoffen eignen. Die Ergebnisse der Versuche und deren ma-
thematische Beschreibung sind statistisch hinreichend genau über die Bedingung 
des Bestimmtheitsmaßes größer 90 % abgesichert. Wie sich im weiteren Verlauf 
der Zusammenfassung zeigen wird, ist die Anwendung der hier entwickelten Me-
thodik an dieses Werkstoffverhalten gebunden. Das bedeutet, eine Anwendung 
der Methodik auf Werkstoffe, die ein davon signifikant abweichendes Verhalten 
aufweisen, führt zu nicht korrekten Ergebnissen. Treten die Effekte, wie insbe-
sondere der BAUSCHINGER-Effekt, hingegen erst gar nicht auf (keine plastische 
Rückverformung, Sekundärfließkurve weist keine Abhängigkeit von der plasti-
schen Verformung auf, etc.), kann durch entsprechende Wahl der Koeffizienten 
in den angesprochenen Gleichungen die „Ausschaltung“ des jeweiligen Effekts 
erreicht werden. Bei derartigen Werkstoffen ist ggf. die Anwendung des klassi-
schen Biegespannungsmodells sinnvoller, da in diesem Fall dieselben Ergebnisse 
erzielt werden. 

Biegewechselhysterese: Des Weiteren wurde im Rahmen der Biegewechselver-
suche das ver- und entfestigende Verhalten verschiedener Werkstoffe unter-
sucht. Im Rahmen dieser Arbeit werden lediglich die Ergebnisse für 54SiCr6 und 
C45E+N vorgestellt. Für weitere Werkstoffe wird auf die umfangreichen Ver-
suche in [150] verwiesen. Folgende Erkenntnisse konnten dabei gewonnen wer-
den. 

1. Für die Quantifizierung der Ver- und Entfestigung wurden einerseits die 
Wechselverformungskurven nach CHRIST [74] und andererseits die neu einge-
führte relative Maximalkraftdifferenz [150] verwendet. Beide Darstellungsfor-
men setzen voraus, dass Schädigungen in Form von Rissen am Bauteil während 
der Belastung ausgeschlossen werden können. Ist dies der Fall, sind beide For-
men zur Quantifizierung geeignet, wobei jede Variante ihre Stärken aufweist. Soll 
eine Zu- oder Abnahme der Ver- oder Entfestigung oder die Intensität des BAU-

SCHINGER-Effekts beurteilt werden, ist dies praktisch nur mit der vorgestellten 
relativen Maximalkraftdifferenz möglich. Ebenso ist der relative Vergleich von 
Werkstoffcharakteristiken nur über die relative Maximalkraftdifferenz sinnvoll. 
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Eine mögliche Schädigung durch Risse etc. oder Ermüdung während des Ver-
suchs lässt sich allerdings, wenn überhaupt, nur mit den Wechselverformungs-
kurven feststellen. Dementsprechend ist eine Auswertung möglicher Versuche 
anhand beider Darstellungsformen anzustreben. 

2. Beide betrachteten Werkstoffe entfestigen bei zyklischer plastischer Belastung. 
Die Entfestigung ist grundsätzlich nach der ersten Belastung am größten und 
fällt dann mit steigender Zyklenzahl ab. Lediglich bei kleinen Auslenkungen ist 
eine einmalige Zunahme der relativen Maximalkraftdifferenz zum zweiten 
Halbzyklus festzustellen. Dies ist auf einen anfänglich beim ersten Halbzyklus 
nur begrenzt vorhandenen BAUSCHINGER-Effekt zurückzuführen. Die relative 
Maximalkraftdifferenz nimmt mit steigender plastischer Verformung bei der ent-
sprechend gleichen Zyklenzahl zu. Wird die plastische Verformung über einen 
bestimmten Grenzwert vergrößert, entstehen Risse an der Probenoberfläche, 
wodurch die relative Maximalkraftdifferenz und somit die Entfestigung wieder 
absinkt, was allerdings nichts über das eigentliche Werkstoffverhalten aussagt. 
Die Entfestigung über der Zyklenzahl bei gleichbleibender Verformung nähert 
sich stetig der Abszisse und damit dem Wert Null an und erreicht diesen im 
Rahmen der betrachteten zehn Zyklen praktisch gesehen nicht. Auffällig ist, dass 
beim 54SiCr6 anfänglich eine hohe relative Maximalkraftdifferenz vorhanden ist, 
diese aber bis zum fünften Zyklus nahezu verschwunden ist (kleiner 0,5 %). 
Beim C45E+N ist die anfängliche relative Maximalkraftdifferenz im Vergleich 
kleiner. Trotzdem sind selbst nach den hier betrachteten zehn Zyklen immer 
noch nennenswerte Entfestigungswerte vorhanden. Ein Einfluss der Umform-
geschwindigkeit im untersuchten Bereich von 10 mm/min bis 200 mm/min 
Auslenkung konnte bei beiden Werkstoffen nicht festgestellt werden. 

Eine weitere Verwendung der gewonnenen Ver- und Entfestigungsdaten ist im 
Rahmen der Arbeit nicht vorgesehen, da für den betrachteten Umformvorgang 
lediglich ein voller Belastungszyklus relevant ist. Die Entfestigung für diesen ge-
samten Zyklus wird bereits durch die Beschreibung der Sekundärfließkurve ab-
gedeckt. 

Torsionswechselhysterese: Die Torsionsversuche wurden zum Vergleich mit 
den Zug-/Druckversuchen durchgeführt, allerdings mit dem Vorteil, dass wäh-
rend der Belastung praktisch keine Querschnittsveränderung auftritt. Die Ver-
suche dienen hauptsächlich der Verifikation der Zug-/Druckergebnisse. Eine 
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weitere Verwendung im Rahmen des Berechnungsalgorithmus ist nicht vorgese-
hen. Trotzdem können anhand der Versuche folgende Aussagen getroffen wer-
den. 

1. Wie bereits die Zug-/Druckversuche zeigen, ist auch bei den Torsionsversu-
chen für den 54SiCr4 eine plastische Rückschiebung vorhanden. Analog der 
plastischen Rückverformung ist auch bei der plastischen Rückschiebung eine 
Zunahme mit steigender plastischer Schiebung festzustellen. Die Zunahme wird 
auch mit steigender plastischer Schiebung geringer. Der bereits erwähnte Fak-
tor 2 zwischen primärer und sekundärer plastischer Rückverformung ist auch bei 
der plastischen Rückschiebung bei Torsionsbeanspruchung zu finden. 

2. Der Tangentenschubmodul verhält sich charakteristisch wie der Tangenten-
modul der Zug-/Druckversuche. Der erreichte konstante Wert beträgt hier 
69,5 % was praktisch gesehen als gleiches Ergebnis wie bei den Zug-/Druckver-
suchen (68,5 %) gewertet werden kann. 

Schleifversuche: Da die gerollten Drähte im Anschluss an den Umformprozess 
üblicherweise mechanisch feinbearbeitet werden (normalerweise durch Schlei-
fen), wurde eine erste Versuchsreihe mit anschließender Eigenspannungsbestim-
mung mittels Röntgendiffraktometrie durchgeführt. Im Rahmen der Versuche 
wurden drei Parameter, nämlich die Zustellung der Schleifscheibe je Arbeits-
gang, die Verwendung von Kühlschmierstoff und die Zustellung wahlweise im 
Gleich- oder Gegenlauf durchgeführt. Durch die Untersuchung können erste 
qualitative Aussagen zum Einfluss getroffen werden. Für eine quantitative Be-
schreibung der Einflüsse sind umfangreichere Versuche mit größerem Proben-
umfang und mehr Stützpunkten je Kriterium notwendig. Folgende qualitative 
Ergebnisse lassen sich trotzdem aus den Versuchen ableiten: 

1. Die durch das mechanische Schleifen eingebrachten Eigenspannungen betra-
gen, je nach Versuchskonstellation in drahtaxialer Richtung zwischen 80 und 
600 MPa sowie in dazu senkrechter Richtung der geschliffenen Oberfläche von 
-220 bis 300 MPa.  

2. Hinsichtlich der axial gerichteten Spannungen an der Schleifoberfläche kön-
nen folgende qualitative Aussagen getroffen werden. Durch das mechanische 
Schleifen wurden bei allen Versuchen ausschließlich Zugeigenspannungen ein-
gebracht. Die Zugspannungen werden grundsätzlich mit steigender Zustellung 
größer. Ebenso führt eine Zustellung im Gegenlauf grundsätzlich zu größeren 
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Spannungen als eine Zustellung im Gleichlauf. Der Einfluss des Kühlschmier-
stoffs auf die axial gerichteten Spannungen lässt sich nicht ohne weiteres ablei-
ten.  

3. Die zur axialen Richtung senkrechten Oberflächenspannungen haben sowohl 
positive als auch negative Vorzeichen. Grundsätzlich lässt sich feststellen, dass 
bei höherer Zustellung eher mit Druckspannungen zu rechnen ist. Gegenlauf-
schleifen führt in dieser Richtung eher zu betragsmäßig niedrigen Eigenspan-
nungen. Auch hier ist der Einfluss des Kühlschmierstoffs nicht ohne weiteres zu 
quantifizieren.  

Die Ergebnisse der Versuche stellen aufgrund der fehlenden Probenredundanz 
als auch der geringen Ergebnisstützpunkte nur erste Tastversuche dar. Um quan-
titative Ergebnisse zu erhalten, ist eine umfangreiche Untersuchung nötig. Trotz-
dem kann bereits anhand der durchgeführten Versuche der signifikant hohe Ein-
fluss des mechanischen Schleifens auf den Eigenspannungshaushalt aufgezeigt 
werden. Die Beträge der Eigenspannungen reichen durchaus in ihrer Höhe an 
die Umformeigenspannungen heran und sind daher für eine realitätsnahe Ausle-
gung von Bauteilen obligatorisch zu bestimmen. Dies findet bisher allerdings 
meist keine Berücksichtigung in der Berechnung und Auslegung von Produkten. 

Hinsichtlich der empirischen Versuche kann folgendes festgehalten werden: Die 
mathematischen Formulierungen für die plastische Rückverformung, den Tan-
gentenmodul und die Sekundärfließkurve stellen die Grundlage sowohl für die 
numerische als auch die analytische Untersuchung dar. Entsprechend finden sich 
diese Formulierungen mit den Koeffizienten für die beiden beispielhaft betrach-
teten Materialien in beiden Untersuchungen wieder. Die besagten Formulierun-
gen erfüllen somit die Forderung des ersten Teilziels „Auswahl nötiger Parame-
ter zur Werkstoffcharakterisierung“. 

Numerische Untersuchung: Die numerische Simulation mittels kommerzieller 
FEM-Programme hat keine befriedigenden Ergebnisse des Umformproblems 
liefern können. Die verfügbaren Materialmodelle bieten nur unzureichende Op-
tionen zur Berücksichtigung des BAUSCHINGER-Effekts und der mit steigender 
plastischer Vorverformung veränderlichen Sekundärfließkurve. Eine Parameter-
optimierung hat für die zum Zeitpunkt der Untersuchung verfügbaren Material-
modelle des Programmpakets LS-DYNA keine brauchbare Lösung bieten kön-
nen. Eine weitere Verwendung von FE-gestützter Berechnung wurde im Rah-
men der Arbeit daher nicht angestrebt. 
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Analytisches Berechnungsmodell: Aufbauend auf den bereits bekannten Zusam-
menhängen der allgemeinen Biegespannungstheorie wurde zuerst ein deskripti-
ves, analytisches Berechnungsmodell entwickelt (vgl. 7.3.1). Das Modell unter-
teilt den Umformvorgang in seine vier Phasen (primäre Beanspruchung, primäre 
Entlastung, sekundäre Beanspruchung, sekundäre Entlastung). Da die Draht-
querschnitte sowohl vorrangig kreisrund aber auch andere Geometrien aufwei-
sen können, wurde stets eine allgemeine Formulierung berücksichtigt. Der be-
trachtete Querschnitt wird in n x m Elemente unterteilt und für jedes dieser Ele-
mente werden die Spannungen und Dehnungen zu jeder Phase ermittelt. Im 
Grunde handelt es sich bei dem vorliegenden Berechnungsalgorithmus um ein 
zweidimensionales Finite-Elemente-Modell. Das Modell berücksichtigt die neu 
gewonnenen Erkenntnisse aus den durchgeführten empirischen Versuchen. 
Entsprechend ist eine Implementierung der plastischen Rückverformung, des 
Tangentenmoduls und der Sekundärfließkurve vorgesehen und obligatorisch. 
Die Berücksichtigung führt dazu, dass die Rückfederungen in den Entlastungs-
phasen 2 und 4 keinen linearen Spannungsverlauf über dem Querschnitt haben, 
wie dies durch die klassische Biegespannungstheorie vorgesehen ist, sondern 
sich teilweise bereits auf der sekundären Fließkurve bzw. im plastischen sekun-
dären Fließbereich befinden. Da nun kein linearer Zusammenhang mehr zwi-
schen Rückfederung und Rückfederungsspannung besteht, lässt sich das benö-
tigte Momentengleichgewicht nur noch iterativ lösen. Für dieses iterative Modell 
wurde ein Optimierungsalgorithmus in Form einer Minimierungsgleichung for-
muliert, die eine adäquate Lösung liefert, da eine exakte Lösung aufgrund des 
finiten Elemente Ansatzes und dem unstetigen Verfahren nicht mehr möglich 
ist. Dieser vorgestellte Algorithmus spiegelt demnach die Forderung des zweiten 
Teilziels „Numerische oder analytische Beschreibung des Umformvorgangs“ 
wieder, wobei eine numerische Lösung mittlerweile ausgeschlossen ist. Aufbau-
end auf diesen deskriptiven Algorithmus werden drei verschiedene Optimie-
rungskriterien beschrieben: 

1. Optimierung hinsichtlich des Enddurchmessers (vgl. 7.3.8.1): In diesem Fall 
werden nicht die beiden Fertigungsdurchmesser vorgegeben, sondern der ange-
strebte und rückgefederte Enddurchmesser. Der Optimierungsalgorithmus 
wählt nun die entsprechend möglichen Kombinationen aus Vor- und Fertigroll-
durchmesser aus. Problematisch ist allerdings die theoretisch unendliche Anzahl 
an Lösungskombinationen, da für eine eindeutige und singuläre Lösung eine 
Randbedingung zu wenig vorhanden ist. Im einfacheren und eindeutigen Fall 
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wird bereits der Vorrolldurchmesser vorgegeben und der benötigte Fertigroll-
durchmesser durch den Algorithmus bestimmt. 

2. Optimierung hinsichtlich der Randfaserspannung: Bei dieser Optimierung ist 
als zusätzliche Randbedingung die Minimierung der Randfasereigenspannung 
auf der Außen- und Innenseite vorgegeben. Dadurch sind die möglichen Kom-
binationen aus Vor- und Fertigrolldurchmesser hinsichtlich der jeweiligen Span-
nungen zu vergleichen und die entsprechende Kombination zu wählen. Im Ge-
gensatz zum ersten Optimierungsansatz ist hier eine eindeutige Auswahl der the-
oretisch unendlichen Anzahl an Lösungskombinationen aus Vor- und Fertigroll-
durchmessers möglich, da als weiteres Kriterium die Spannungsminimierung 
vorhanden ist. 

3. Optimierung hinsichtlich der Formstabilität beim Zerspanen: In diesem Fall 
ist nicht die Minimierung der Spannung in der Randfaser relevant, sondern die 
Minimierung des resultierenden Moments um die gewählte Querschnittsachse 
des zu zerspanenden Querschnitts. Durch diese Optimierung wird einer unge-
wollten Verformung weitestgehend vorgebeugt, die durch Wegnahme von Quer-
schnittsbereichen und der damit einhergehenden Freisetzung von Eigenspan-
nungen entsteht. Die ungewollten Verformungen können entweder eine Vergrö-
ßerung bzw. Verkleinerung des Drahtringdurchmessers oder auch die Spiralisie-
rung (die Drahtenden zeigen nicht mehr aufeinander) zur Folge haben. Diese 
drei Optimierungsstrategien erfüllen somit das dritte Teilziel, welches die „Be-
nennung und Formulierung der Optimierungskriterien“ fordert. 

Röntgendiffraktometrische Spannungsmessung: Der abschließend durchge-
führte Vergleich zwischen den röntgendiffraktometrisch gemessenen Spannun-
gen und den Ergebnissen des Berechnungsmodells ergeben ein befriedigendes 
Ergebnis.  

Beschreibung der Methodik: Zusammengefasst kann die Methodik zur Bestim-
mung optimaler Parameter beim Drahtumformen für bereits bekannte und neue 
Werkstoffe mit den neun Schritten in Abbildung 96 beschrieben werden.  
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Abbildung 96: Methodik zur Bestimmung optimaler Parameter beim Drahtumformen 
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Für bereits bekannte Werkstoffe sind lediglich die Schritte 1, 2 und 9 zu durch-
laufen. Für noch nicht hinterlegte Materialien müssen alle Schritte durchlaufen 
werden. Für die vorliegende Arbeit liegt der Algorithmus im Rahmen eines Mat-
Lab Programms vor was die Anwendung vereinfacht.  

Im ersten Schritt ist der gewünschte Optimierungsansatz zu wählen. Im Rahmen 
dieser Arbeit werden drei Ansätze unter Ziffer 7.3.8 zur Verfügung gestellt. Dies 
stellt keine abschließende Anzahl dar und kann jederzeit erweitert werden.  

In Schritt zwei ist der maximal vorgesehene Dehnungsbereich festzulegen. Dies 
ergibt sich aus der maximal möglichen Dehnung, welche entweder durch den 
Fertigungsprozess oder eben durch andere Randbedingungen vorgegeben wird. 
Die maximale Dehnung ist Grundlage für die weiteren empirischen Versuche. 
Im dritten Schritt werden die Zug-/Druckversuche geplant. Entsprechend der 
maximal vorgesehenen Dehnung ist zuerst die Anzahl der Dehnungsstufen fest-
zulegen. Eine konkrete Empfehlung hierzu kann nicht gegeben werden, da hier-
für weitere Randbedingungen Einfluss haben. Orientierung kann allerdings fol-
gende Staffelung der Dehnungspunkte geben: Für den Dehnungsbereich von 0 
bis 1 % plastischer Dehnung sind Schritte im 0,25 % Abstand anzustreben. Im 
Bereich bis 2,5 % kann auf einen Abstand von 0,5 % erhöht werden. Darüber 
ist der Abstand auf 1,0 % zu erhöhen. Im Grunde richtet sich die Staffelung nach 
der Charakteristik: Je größer der Gradient bzw. je stärker die Änderung des Gra-
dienten ausfällt, desto enger empfiehlt es sich, die Staffelung zu wählen. Teil-
weise ist dies auch iterativ zu entscheiden, das heißt nach den ersten Tastversu-
chen ist die benötigte Staffelung zu wählen.  

Im vierten Schritt ist zu überprüfen, ob die Materialcharakteristik durch die ei-
gentliche Fließkurve und zusätzlich durch die bereits erwähnten Parameter be-
schrieben werden kann. Grundsätzlich lassen sich drei Ergebnissituationen nach 
diesem vierten Schritt unterscheiden:  

1. Das Materialverhalten lässt sich umfänglich durch die genannten Größen 
(Fließkurve, plastische Rückverformung, Tangentenmodul und Sekundärfließ-
kurve) beschreiben. Eine Anwendung der Methodik ist demnach uneinge-
schränkt möglich.  

2. Das Materialverhalten weist beispielsweise keine Verfestigung oder keinen 
BAUSCHINGER-Effekt auf, was keine Notwendigkeit für deren Beschreibung dar-
stellt. Trotzdem kann die Methodik angewendet werden – lediglich die Parame-
ter der mathematischen Formulierungen für die entsprechenden Effekte müssen 
so gewählt werden, dass diese nicht zum Tragen kommen.  
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3. Das Materialverhalten weist zwar die berücksichtigten Effekte auf, diese ge-
horchen aber nicht den hinterlegten Gesetzmäßigkeiten oder das Materialverhal-
ten beinhaltet zusätzliche Effekte, die mit den beschriebenen Formulierungen 
nicht berücksichtigt werden können. In diesen Fällen ist eine Anwendung der 
Methodik nicht zielführend.  

Im fünften Schritt ist die mathematische Beschreibung der primären Fließkurve 
durchzuführen. Hierbei ist vorrangig eine Beschreibung anhand der LUDWIK-
Gleichung zu wählen, siehe Ziffer 7.3.2. Falls dies nicht zur gewünschten Ergeb-
nisqualität führt, ist auf andere Modelle zurückzugreifen. Die Übereinstimmung 
von Modell und realer Fließkurve sowie auch der Vergleich unterschiedlicher 
Materialmodelle untereinander lässt sich durch die Höhe des Bestimmtheitsma-
ßes erreichen. Darüber hinaus ist ein minimales Bestimmtheitsmaß der Modell-
bildung zugrunde zu legen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird stets von 
90 % ausgegangen. Diese Minimalforderung für das Bestimmtheitsmaß ist 
grundsätzlich vom Anwender zu wählen und richtet sich mitunter auch nach 
dem Werkstoff: Beispielsweise bei Edelstählen mit eng definierten Legierungs-
bestandteilen und hohen Anforderungen an den Herstellprozess sind höhere 
Werte an das Bestimmtheitsmaß sinnvoll; bei unlegierten Werkstoffen oder auch 
bei Guss- und Schmiedewerkstoffen ist ggf. eine Absenkung der Anforderung 
in Erwägung zu ziehen. Wird die geforderte Höhe des Bestimmtheitsmaßes nicht 
erreicht, lässt sich dies entweder auf ein ungenügendes mathematisches Modell 
oder eine zu hohe Streuung der empirischen Ergebnisse zurückführen. Im Fall 
der zu großen Streuung lässt sich durch zusätzliche Versuche ein höheres Be-
stimmtheitsmaß erreichen. 

Im Rahmen des sechsten Schritts werden die plastische Rückverformung und 
der Tangentenmodul für die primäre Entlastung ermittelt. Grundlage sind die 
bereits durchgeführten empirischen Versuche aus Schritt 3. Dabei sind die Vor-
gehensweise aus den Ziffern 7.1.1.1 und 7.1.1.2 zu verwenden. Auch hier ist die 
Qualität durch ein gewähltes Bestimmtheitsmaß zu sichern. Falls dieses nicht 
erreicht wird, sind wiederum zusätzliche Versuche durchzuführen.  

In Schritt sieben wird die Beschreibung der Sekundärfließkurve anhand einer  
e-Funktion durchgeführt. Dies ist anhand dem unter 7.1.1.3 vorgestellten Vor-
gehen durchzuführen. Auch hier ist die Qualität der Beschreibung durch das Be-
stimmtheitsmaß abzusichern.  

Schritt acht orientiert sich am Vorgehen von Schritt sechs und liefert die gleichen 
Ergebnisse, allerdings für die sekundäre Entlastung.  
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Im neunten Schritt werden die gewonnenen Parameter in das mathematische 
Modell bzw. den Algorithmus eingefügt und das Optimierungsproblem gelöst. 
Die Ergebnisse sind entsprechend zu wählen. 

Ausblick: Die vorliegende Arbeit stellt die Methodik zur analytischen Berech-
nung von Drahtrollbiegeproblemstellungen vor. Die Methodik wurde in allen 
neun Schritten nach Abbildung 96 an beiden vorgestellten Werkstoffen durch-
geführt. Die Verifikation des thematisierten analytischen Modells fand im Rah-
men von sechs gemessenen und durchgerechneten Proben für den Werkstoff 
54SiCr6 statt (siehe 7.3.9).  

Um eine Verifikation der Methodik im Allgemeinen zu erreichen, ist eine weitere 
Anwendung auf andere Materialien durchzuführen. Es ist davon auszugehen, 
dass die gewählten mathematischen Formulierungen auch für andere Stahlsorten 
Gültigkeit haben. Eine Modifikation der Formulierungen ist darüber hinaus 
denkbar und unbedenklich, da die Methodik dies ausdrücklich vorsieht. Bei häu-
fig verwendeten Werkstoffen kann auf bereits durchgeführte Untersuchungen 
zur Ver- und Entfestigung bzw. zum BAUSCHINGER-Effekt zurückgegriffen wer-
den. Eine Übertragung des Modells auf nichtmetallische Werkstoffe ist bisher 
nicht vorgesehen und muss kritisch untersucht werden. Hierzu ist speziell auf 
die getroffenen Annahmen hinsichtlich der Abhängigkeit des Materialverhaltens 
hinzuweisen. Insbesondere bei Werkstoffen bzw. Umformprozessen mit ge-
schwindigkeitsabhängigem Fließverhalten ist die Anwendung der Methodik in 
der dargestellten Form nicht anwendbar. Ebenso ist eine Berücksichtigung der 
Temperaturabhängigkeit des Fließverhaltens bisher nicht integriert.  

Die bisher vorgesehenen drei Optimierungskriterien sind keinesfalls als abge-
schlossen zu betrachten. Eine Weiterentwicklung auf ähnliche Sachverhalte bzw. 
eine neue Erstellung von Optimierungskriterien ist ausdrücklich vorgesehen. Die 
Trennung zwischen deskriptivem Algorithmus und Optimierung bietet hierzu 
die benötigten Freiheiten. 

Eine Erweiterung der Methodik auf mehr als eine Hin- und Rückverformung 
(Primär- und Sekundärverformung) ist theoretisch einfach möglich, praktisch 
aber nicht ohne Modifikationen des Algorithmus machbar. Dieser stellt auf-
grund der spezifischen Versuchsanordnung ein Problem dar, da die Probe nach 
dem Druckversuch zu kurz für einen weiteren Zugversuch ist. Für die Berück-
sichtigung weiterer Beanspruchungs(halb)zyklen ist auf andere Versuche zurück-
zugreifen, was voraussichtlich eine spanende Probenherstellung erfordert; die 
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Nachteile hierzu wurden bereits umfangreich besprochen (6.2.1). Der analyti-
sche Algorithmus hingegen ist problemlos auf weitere Beanspruchungszyklen 
anpassbar. Zu beachten ist hier im Wesentlichen die Berücksichtigung der Um-
formhistorie was bisher in Form von Zustandsvariablen realisiert ist.  

Gegebenenfalls kann die Geometrieauswahl über eine Schnittstelle zum CAD 
realisiert werden. In diesem Fall bleibt die teilweise aufwändige Beschreibung 
des Querschnitts aus. 
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10 Anhang 

10.1 Analytische Ansätze zur Geometrie von Sichelflächen 

10.1.1 Definition der Geometrie und der Variablen 
Abbildung 22 zeigt die zu betrachtende Sichelfläche (grau ausgefüllt), welche sich 
aus dem Kreis 1, reduziert um den Schnittbereich mit dem Kreis 2, ergibt. Um 
die folgenden Berechnungen allgemeingültig zu formulieren, wird das globale yz- 
Koordinatensystem um den Winkel α gedreht. Das um diesen Winkel gedrehte 
vw-Koordinatensystem liegt nun mit seiner v-Achse im geometrischen Schwer-
punkt des zweiten Kreises. 

 

Abbildung 22 (wiederholt): Übersicht Sichelgeometrie 

Dadurch ergibt sich ein symmetrisches Profil um diese v-Achse. In Abbildung 
23 ist die Sichelgeometrie im neuen vw-Koordinatensystem mit allen weiteren 
Variablen dargestellt. 

Kreis 2 (Mondkreis)

z

y

Kreis 1

y2

z2

α

w

v

r2

r1

zgSP

ygSP
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Abbildung 23 (wiederholt): Gedrehte Sichelgeometrie 

Die Koordinatentransformationen des Mondkreismittelpunkts und des geomet-
rischen Schwerpunkts (gSP) der Sichelfläche von Abbildung 22 zu Abbildung 23 
ergeben sich nach folgenden Zusammenhängen. 

 𝑣𝑣22 = 𝑦𝑦22 + 𝑧𝑧22 
(10-1) 

 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔2 = 𝑦𝑦𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔2 + 𝑧𝑧𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔2  
(10-2) 

 

  

v

w
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10.1.2 Schnittpunkte der Kreise  
Die beiden Kreise schneiden sich an den Schnittpunkten SP1 und SP2 mit den 
Koordinaten wSP bzw. - wSP und vSP. Der geometrische Schwerpunkt des ersten 
Kreises befindet sich per Definition im Koordinatenursprung. Der zweite Kreis 
hat seinen geometrischen Schwerpunkt durch die Transformation mit (10-1) und 
(10-2) bei 0|v2. Die Schnittpunktkoordinaten lassen sich über folgenden Zusam-
menhang herleiten. 

Die Kreisgleichungen lassen sich allgemein für beide Kreise wie folgt formulie-
ren [149]: 

 (𝑣𝑣 − 𝑣𝑣1)2 + (𝑤𝑤 − 𝑤𝑤1)2 = 𝑟𝑟12 
(10-3) 

 (𝑣𝑣 − 𝑣𝑣2)2 + (𝑤𝑤 −𝑤𝑤2)2 = 𝑟𝑟22 
(10-4) 

Durch Subtraktion der Gleichungen (10-3) von (10-4) ergibt sich: 

 2(𝑣𝑣2 − 𝑣𝑣1)𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆 + 2(𝑤𝑤2 − 𝑤𝑤1)𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
= 𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣12 − 𝑤𝑤12 − 𝑟𝑟22 + 𝑣𝑣22 + 𝑤𝑤22 (10-5) 

Da die geometrischen Schwerpunktkoordinaten des ersten Kreises im Ursprung 
liegen und die w-Koordinate des zweiten Kreises sich auf der v-Achse befindet, 
können folgende Vereinfachungen getroffen werden. 

 𝑣𝑣1 = 𝑤𝑤1 = 𝑤𝑤2 = 0 
(10-6) 

Durch diese Vereinfachung ergibt sich aus (10-5) folgende Gleichung: 

 2𝑣𝑣2 ∙ 𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑟𝑟12 − 𝑟𝑟22 + 𝑣𝑣22 
(10-7) 

Der Schnittpunkt der beiden Kreise kann dann über 

 
𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆 =

𝑟𝑟12 − 𝑟𝑟22 + 𝑣𝑣22

2𝑣𝑣2
 (10-8) 

berechnet werden. 

Die zweite Koordinate der Schnittpunkte ergibt sich dann über die Kreisglei-
chung  

 
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆1,2 = ±�𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆2  (10-9) 
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10.1.3 Flächenmoment nullten Grades – Flächeninhalt 
Basierend auf dem vorherigen Abschnitt lässt sich nun der Flächeninhalt der 
Sichelfläche berechnen. Dazu wird die Sichelfläche in drei Teilflächen A1, A2, A3 

unterteilt, wobei A1 und A3 identische Größe haben. 

Berechnung Teilfläche A1: 

Die Fläche ASF1 lässt sich durch das Flächenmoment nullten Grades berechnen: 

 

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,1 = �𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �� � 𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)

ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴1(𝑤𝑤)

ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴1(𝑤𝑤)

𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎𝐷𝐷𝐴𝐴1

 (10-10) 

wobei  𝐷𝐷𝐴𝐴1 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴1(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴1(𝑤𝑤);  𝑎𝑎 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑏𝑏� 
 

 

Abbildung 97: Flächenmoment nullten Grades - Sichelfläche 

Die Grenzen des Definitionsbereichs DA1 ergeben sich anhand folgender Fest-
legungen. 

   ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴1(𝑤𝑤) = �𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2;    

ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴1(𝑤𝑤) = −�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2; 

𝑎𝑎 = 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆; 

𝑏𝑏 = 𝑟𝑟1 

(10-11) 
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Die Gleichung (10-10) lässt sich dann zu folgendem Zusammenhang umschrei-
ben. 

 

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,1 = �

⎝

⎜
⎛

� 1

�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

−�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

𝑑𝑑𝑑𝑑

⎠

⎟
⎞
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟1

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

= � 2�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟1

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

= 𝑤𝑤�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟12 arcsin �
𝑤𝑤
𝑟𝑟1
��
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑟𝑟1
 

 

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,1 = 𝑟𝑟12 ∙
𝜋𝜋
2 −  𝑤𝑤�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 − 𝑟𝑟12𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
� 

 

(10-12) 

 

Die Teilfläche A2 ist nach demselben Ansatz zu berechnen. 

 

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,2 = �𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �� � 𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)

ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴2(𝑤𝑤)

ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴2(𝑤𝑤)

𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑐𝑐

𝑑𝑑𝐷𝐷𝐴𝐴2

 (10-13) 

wobei 𝐷𝐷𝐴𝐴2 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴2(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴2(𝑤𝑤);  𝑐𝑐 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑑𝑑� 
 

Die Grenzen des Definitionsbereichs DA2 ergeben sich anhand folgender Fest-
legungen. 

   ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴2(𝑤𝑤) = −�𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤2 + 𝑣𝑣2; 

ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴2(𝑤𝑤) = −�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2; 

𝑐𝑐 = 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆;  

𝑑𝑑 = −𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆 

(10-14) 
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Die Gleichung (10-13) lässt sich dann zu folgendem Zusammenhang umschrei-
ben. 

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,2 = �

⎝

⎜
⎛

� 1

�𝑟𝑟22−𝑤𝑤2+𝑣𝑣2

−�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

𝑑𝑑𝑑𝑑

⎠

⎟
⎞
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

= � �𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤2 + 𝑣𝑣2 + �𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

 

 

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,2 = −
1
2�𝑤𝑤

�𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟22𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑤𝑤
𝑟𝑟2
�� + 𝑣𝑣2𝑤𝑤

+
1
2�𝑤𝑤

�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2 + 𝑟𝑟12𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑤𝑤
𝑟𝑟1
���

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

 

 

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,2 = −𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆�𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 − 𝑟𝑟22𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟2
� + 2𝑣𝑣2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

+ 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 + 𝑟𝑟12𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
� 

(10-15) 

Die Sichelfläche ergibt sich dann anhand folgendem Zusammenhang: 

 𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 2𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,1 + 𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,2 
(10-16) 

 

10.1.4 Flächenmoment ersten Grades – Geometrischer Schwerpunkt 
Aufbauend auf der Berechnung der Sichelfläche in Abschnitt 0 wird nun der 
geometrische Schwerpunkt der Sichelfläche bestimmt. In Abbildung 97 ist im 
bereits gedrehten v-w Koordinatensystem der Abstand des geometrischen 
Schwerpunkts zum Koordinatenursprung (vgSP) dargestellt. Das Maß kann nach 
folgender Formel berechnet werden [149]. 
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 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 1
𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑠𝑠

∫ 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 = 1
𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔

∬ 𝑣𝑣 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝐴𝐴                   (10-17) 

wobei 𝐷𝐷𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑤𝑤);  𝑒𝑒 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑓𝑓� 
 

Berücksichtigung im Integral findet lediglich der Bereich in der Fläche ASF,2, da 
die beiden seitlichen Flächen ASF,1 und ASF,3 symmetrisch zur horizontalen Achse 
sind und somit keinen Einfluss auf den Flächenmittelpunkt haben. Im Nenner 
wird trotzdem die Gesamtfläche ASF,ges berücksichtigt. 

   ℎ𝑢𝑢,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑤𝑤) = −�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2; 

ℎ𝑜𝑜,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑃𝑃(𝑤𝑤) = −�𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤2 + 𝑣𝑣2; 

𝑒𝑒 = 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆; 

𝑓𝑓 = −𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆 

(10-18) 

Die Gleichung (10-17) lässt sich dann zu folgendem Zusammenhang umschrei-
ben. 

   

𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 =
1

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔
� 𝑣𝑣 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = �� � 𝑣𝑣

ℎ𝑜𝑜,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑤𝑤)

ℎ𝑢𝑢,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑤𝑤)

𝑑𝑑𝑑𝑑�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒

𝑓𝑓𝐷𝐷𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔

=
1

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔
�

⎝

⎜
⎛

� 𝑣𝑣

−�𝑟𝑟22−𝑤𝑤2+𝑣𝑣2

−�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

𝑑𝑑𝑑𝑑

⎠

⎟
⎞
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

 

 

𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 =
1

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔
�

𝑣𝑣2

2 �−�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

−�𝑟𝑟22−𝑤𝑤2+𝑣𝑣2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

= ⋯ = 

 

𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 =
1

𝐴𝐴𝑆𝑆𝑆𝑆,𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔
�(𝑣𝑣22 + 𝑟𝑟22 − 𝑟𝑟12)𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆 − 𝑟𝑟22𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟2
� 𝑣𝑣2

− 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆𝑣𝑣2�𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 � 

 

(10-19) 
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10.1.5 Flächenmomente zweiten Grades 
Für die strukturmechanischen Berechnungen ist sowohl die Berechnung der bei-
den axialen Flächenmomente zweiten Grades als auch das gemischte Flächen-
moment zweiten Grades nötig. Für die Herleitung dieser Flächenmomente wird 
das w-v-Koordinatensystem aus Abbildung 97 verwendet und anschließend um 
den STEINERschen Anteil ergänzt. Zuerst wird das axiale Flächenmoment um die 
w-Achse für die Fläche ASF1 bestimmt [61]. 

Axiales Moment um die w-Achse: 

   
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,1 = � 𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑣𝑣2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷𝐴𝐴,1𝐴𝐴

 

 

(10-20) 

wobei 𝐷𝐷𝐴𝐴1 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴1(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴1(𝑤𝑤);  𝑎𝑎 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑏𝑏� 
 

 

Die Funktionen und Variablen des Definitionsbereichs sind bereits in (10-11) 
aufgeführt. Gleichung (10-20) führt dann zu folgendem Ergebnis. 

   

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,1 = � � 𝑣𝑣2
ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴1(𝑤𝑤)

ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴1(𝑤𝑤)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟1

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

= �
𝑣𝑣3

3 �−�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

�𝑟𝑟22−𝑤𝑤2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟1

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

= −
2
3 � �𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤2(𝑤𝑤2 − 𝑟𝑟12)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟1

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

 

 

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,1 = −
1

12�−3𝑟𝑟14 arcsin(1)−�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑃𝑃2

∙ (2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆3 − 5𝑟𝑟12𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆) + 3𝑟𝑟14 arcsin �
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
�� 

(10-21) 
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Für die Fläche ASF2 ergibt sich das Teilflächenträgheitsmoment nach folgendem 
Zusammenhang. 

   
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,2 = � 𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑣𝑣2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷𝐴𝐴2𝐴𝐴

 (10-22) 

wobei 𝐷𝐷𝐴𝐴2 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴2(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴2(𝑤𝑤);  𝑐𝑐 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑑𝑑� 
 

 

Die Funktionen und Variablen des Definitionsbereichs sind bereits in (10-14) 
aufgeführt. Gleichung (10-22) führt dann zu folgendem Ergebnis. 

   

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,2 = � � 𝑣𝑣2
ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴2(𝑤𝑤)

ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴2(𝑤𝑤)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = �
𝑣𝑣3

3 �−�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

−�𝑟𝑟22−𝑤𝑤2+𝑣𝑣2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

 

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,2 = −
1

12�3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟2
� 𝑟𝑟24 + 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆�𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2

∙ (5𝑟𝑟22 + 12𝑣𝑣22 − 2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 )

+ 12𝑣𝑣2 �𝑣𝑣2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟2
� − 2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆� 𝑟𝑟22

− 8𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆𝑣𝑣23 + 8𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆3 𝑣𝑣2 − 3𝑟𝑟14 arcsin �
𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
�

+ 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆�𝑟𝑟12 − 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 ∙ (2𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆2 − 5𝑟𝑟12)� 

(10-23) 

 
 
 
 
 
 
 
 

Für die Berechnung des gesamten Flächenträgheitsmoments sind die Einzelmo-
mente zu addieren. Zusätzlich befindet sich der Koordinatenursprung nicht im 
geometrischen Schwerpunkt des Querschnitts. Entsprechend ist der STEINER-

sche Anteil zu berücksichtigen [60]. 

   𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 = 2 ∙ 𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,1 + 𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤,2 − 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔2 ∙ 𝐴𝐴𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 (10-24) 

Axiales Moment um die v-Achse: 

Nachstehend folgt die Berechnung des Flächenmoments um die gewählte v-
Achse. Hierbei wird die Symmetrie zur v-Achse genutzt und diese als untere In-
tegralgrenze in w-Richtung verwendet. Anschließend wird das Ergebnis verdop-
pelt, um den tatsächlichen Wert des Flächenmoments zweiten Grades um die v-
Achse zu erhalten. 
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Abbildung 98: Flächenmoment zweiten Grades - Sichelfläche 

   𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,1 = 2∫ 𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2∬ 𝑤𝑤2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝐷𝐷𝑣𝑣𝑣𝑣,1𝐴𝐴                       (10-25) 

wobei 𝐷𝐷𝑣𝑣𝑣𝑣,1 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑤𝑤);  𝑘𝑘 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑙𝑙� 
 

Die Grenzen des Definitionsbereichs Dvv,1 ergeben sich anhand folgender Fest-
legungen. 

   ℎ𝑢𝑢,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑣𝑣) = 0; 

ℎ𝑜𝑜,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑣𝑣) = �𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣2; 

𝑘𝑘 = −𝑟𝑟1; 

𝑙𝑙 = 𝑣𝑣2 − 𝑟𝑟2 

(10-26) 
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Gleichung (10-25) führt dann zu folgendem Ergebnis. 

   

𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,1 = 2 � � 𝑤𝑤2

ℎ𝑜𝑜,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑣𝑣)

ℎ𝑢𝑢,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑣𝑣)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣2−𝑟𝑟2

−𝑟𝑟1

= 2 �
𝑤𝑤3

3 �
0

�𝑟𝑟12−𝑣𝑣2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣2−𝑟𝑟2

−𝑟𝑟1

= 2 �
��𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣2�

3

3 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣2−𝑟𝑟2

−𝑟𝑟1

 

𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,1 =
1

12�−3𝑟𝑟14𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑟𝑟2 − 𝑣𝑣2
𝑟𝑟1

�

+ �−𝑟𝑟22 + 2𝑣𝑣2𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣22(2𝑟𝑟23 − 6𝑣𝑣2𝑟𝑟22

+ (6𝑣𝑣22 − 5𝑟𝑟12)𝑟𝑟2 + 5𝑣𝑣2𝑟𝑟12 − 2𝑣𝑣23)

+ 3𝑟𝑟14arcsin (1)� 

(10-27) 

 

Für die Fläche A2 in Abbildung 98 ergibt sich das Teilflächenträgheitsmoment 
nach folgendem Zusammenhang. 

   
𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,2 = 2� 𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2 �𝑤𝑤2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷𝑣𝑣𝑣𝑣,2𝐴𝐴

 (10-28) 

wobei 
𝐷𝐷𝑣𝑣𝑣𝑣,2 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝑣𝑣𝑣𝑣,2(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝑣𝑣𝑣𝑣,2(𝑤𝑤);  𝑚𝑚 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑛𝑛� 

 

Die Grenzen des Definitionsbereichs Dvv,2 ergeben sich anhand folgender Fest-
legungen. 

   ℎ𝑢𝑢,𝑣𝑣𝑣𝑣,2(𝑣𝑣) = �𝑟𝑟22 − (𝑣𝑣 − 𝑣𝑣2)2; 

ℎ𝑜𝑜,𝑣𝑣𝑣𝑣,2(𝑣𝑣) = �𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣2; 

𝑘𝑘 = −𝑟𝑟1; 

𝑙𝑙 = 𝑣𝑣2 − 𝑟𝑟2 

(10-29) 
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Gleichung (10-28) führt dann zu folgendem Ergebnis. 

   

𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,2 = 2 � � 𝑤𝑤2

ℎ𝑜𝑜,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑣𝑣)

ℎ𝑢𝑢,𝑣𝑣𝑣𝑣,1(𝑣𝑣)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2 �
𝑤𝑤3

3 �
�𝑟𝑟22−(𝑣𝑣−𝑣𝑣2)2

�𝑟𝑟12−𝑣𝑣2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑣𝑣2−𝑟𝑟2

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑣𝑣2−𝑟𝑟2

 

𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,2 =
1

24�−6𝑟𝑟14𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑣𝑣2 − 𝑟𝑟2
𝑟𝑟1

� + 6𝑟𝑟24𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑣𝑣2 − 𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑟𝑟2
�

+ �−𝑣𝑣22 + 2𝑟𝑟2𝑣𝑣2 − 𝑟𝑟22 + 𝑟𝑟12

∙ (4𝑣𝑣23 − 12𝑟𝑟2𝑣𝑣22 + (12𝑟𝑟22 − 10𝑟𝑟12)𝑣𝑣2 − 4𝑟𝑟23

+ 10𝑟𝑟12𝑟𝑟2) + �−𝑣𝑣22 + 2𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆𝑣𝑣2 + 𝑟𝑟22 − 𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆2

∙ (−4𝑣𝑣23 + 12𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆𝑣𝑣22 − (12𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆2 − 10𝑟𝑟22)𝑣𝑣2 + 4𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆3

− 10𝑟𝑟22𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆) − 3𝜋𝜋𝑟𝑟24 + 6𝑟𝑟14𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑟𝑟1
�

+ �𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆2 ∙ (10𝑟𝑟12𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆 − 4𝑣𝑣𝑆𝑆𝑆𝑆3 )� 

(10-30) 

Durch die Addition der beiden Teilflächenträgheitsmomente ergibt sich das ge-
samte Flächenträgheitsmoment um die v-Achse. Eine Berücksichtigung des 
STEINERschen Anteils ist nicht nötig, da der Querschnitt symmetrisch zur v-
Achse ist. 

   𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣 = 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,1 + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,2 
(10-31) 

Polares Moment bezogen auf den Ursprung: 

Als Ausgangsgeometrie wird wieder die Abbildung 97 verwendet. Entsprechend 
sind drei Teilflächen zu berechnen und anschließend aufzusummieren. Die Teil-
flächen A1 und A3 können aufgrund der Punktsymmetrie zum Ursprung ohne 
Beachtung bleiben. 

   
𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,2 = � 𝑓𝑓(𝑣𝑣,𝑤𝑤)𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑣𝑣 ∙ 𝑤𝑤 ∙ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷𝐴𝐴2𝐴𝐴

 

 

(10-32) 

Wobei 𝐷𝐷𝐴𝐴2 = �(𝑣𝑣,𝑤𝑤)|ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴2(𝑤𝑤) ≤ 𝑣𝑣 ≤ ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴2(𝑤𝑤);  𝑐𝑐 ≤ 𝑤𝑤 ≤ 𝑑𝑑� 
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Die Funktionen und Variablen des Definitionsbereichs sind bereits in (10-14) 
aufgeführt. Gleichung (5-4) führt dann zu folgendem Ergebnis. 

   

𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,2 = � � 𝑣𝑣 ∙ 𝑤𝑤 ∙

ℎ𝑜𝑜,𝐴𝐴2(𝑤𝑤)

ℎ𝑢𝑢,𝐴𝐴2(𝑤𝑤)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

= � 𝑤𝑤
𝑣𝑣2

2 �−�𝑟𝑟12−𝑤𝑤2

−�𝑟𝑟22−𝑤𝑤2+𝑣𝑣2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

 

 

𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣,2 = ∫ −𝑤𝑤
2

(2𝑣𝑣2 ∙ �𝑟𝑟22 − 𝑤𝑤2 − 𝑟𝑟22 + 𝑟𝑟12 − 𝑣𝑣22 𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆
−𝑤𝑤𝑆𝑆𝑆𝑆

)𝑑𝑑𝑑𝑑=0 

(10-33) 

Das gemischte Flächenmoment zweiten Grades ist, bezogen auf den Ursprung 
des v-w-Koordinatensystems gleich Null. Durch den STEINERschen Anteil 
ergibt sich ebenfalls kein Anteil am Flächenmoment, da der Abstand zur v-Achse 
Null beträgt. 

   𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣 = 0 
(10-34) 

 

10.1.6 Transformation auf xy-Koordinaten 
Alle Berechnungen in den Abschnitten 10.1.2 bis 10.1.5 beziehen sich auf das 
relative v-w-Koordinatensystem. Im Folgenden werden diese relativen Größen 
über verschiedene Transformationsvorschriften ins globale yz-Koordinatensys-
tem überführt. 

Flächenmittelpunkt: 

Der Flächenmittelpunkt wird über folgende Transformationen in das y-z-Koor-
dinatensystem überführt: 

   𝑦𝑦𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝛼𝛼) 

𝑧𝑧𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 = 𝑣𝑣𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 ∙ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝛼𝛼) 
(10-35) 
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Die Flächenmomente zweiten Grades lassen sich über folgende Zusammen-
hänge auf das y-z Koordinatensystem transformieren [60]. 

   
𝐼𝐼𝑧𝑧𝑧𝑧 =

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣
2 +

𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣
2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝛼𝛼)− 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝛼𝛼) 

𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣

2 −
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣

2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝛼𝛼) + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝛼𝛼) 

𝐼𝐼𝑦𝑦𝑦𝑦 =
𝐼𝐼𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝛼𝛼) + 𝐼𝐼𝑣𝑣𝑣𝑣𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝛼𝛼) 

(10-36) 

 

10.2 54SiCr6 Schliffbilder 
Durch den Ölschlussvergütungsprozess wird ein sehr feinkörniges martensiti-
sches Gefüge erzielt. Folgende Abbildung 99 zeigt mikroskopische Lichtbildauf-
nahmen verschiedener Schliffpositionen mit 20-facher bzw. 100-facher Vergrö-
ßerung an einem Runddraht mit 4 mm Durchmesser. Gut zu erkennen ist die 
durch den Warmwalzprozess entstandene Zeiligkeit in axialer Richtung.  

 

 

 

 

Abbildung 99: 54SiCr6 – a) Schliff in axialer Richtung bei 100-facher Vergrößerung des Randbereichs; b) 
Schliff in axialer Richtung bei 100-facher Vergrößerung in Probenmitte; c) Schliff in radialer Richtung bei 
100-facher Vergrößerung in Probenmitte; d) Schliff in axialer Richtung bei 20-facher Vergrößerung. 

a) b) 

c) d) 
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Probeneinbettung: Die Einbettung erfolgt mit dem Kalteinbettungsmittel Vari-
Dur 200 der Fa. Bühler. Nach der Einbettung wird die Probe nach der Vier-
Stufen-ApexHerkules© Methode geschliffen und poliert [160]: 

1. Schritt – Vorschleifen: Schleifmittel ist ein Bühler-Met II Schleifpapier mit 
einer Korngröße von P 320. Der Schleifprozess wird wassergekühlt durchge-
führt. Die Probe wird dabei mit 30 N auf das Schleifpapier gedrückt und mit 
etwa 250 Umdrehungen pro Minute im Gleichlauf solange geschliffen, bis eine 
plane Fläche entsteht. 

2. Schritt – Feinschleifen: Die plangeschliffene Probe wird nun mit ApexHerku-
les S feingeschliffen. Das Schleifmedium hat eine Korngröße von 9 µm und wird 
als Diamantsuspension eingebracht. Der Druck auf den Probenkörper beträgt 
25 N. Die Umdrehungen werden, im Vergleich zum Vorschleifen auf etwa 150 
pro Minute (im Gleichlauf) reduziert. Die Schleifdauer beträgt fünf Minuten. 

3. Schritt – Polieren: Für den Polierprozess wird VerduTex mit einer Körnung 
von 3 µm, ebenfalls in Form von Diamantsuspension, verwendet. Die Pro-
zessparameter stimmen mit denen des Feinschleifens überein – lediglich die 
Dauer wird auf drei Minuten reduziert. 

4. Schritt – Endpolieren: Hierfür wird MicroCloth (Aluminiumoxidsuspension) 
mit 0,05 µm verwendet. Geschwindigkeit und Anpressdruck sind analog dem 
des Polierens – allerdings im Gegenlauf und die Polierzeit beträgt lediglich zwei 
Minuten. 

Die Ätzung wird anschließend mit Nital, einer einprozentigen alkoholischen 
Salpetersäure (HNO3), durchgeführt. 
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10.8 CuCn39Pb3 
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